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PRESENTACION

La presente obra, Andlisis Matemdtico, servird de texto bésico para la disciplina
de Anélisis Matemético en las especialidades de Matemética, F fsica, Cibernética
Matemitica y Fisica Nuclear de nuestras universidades.

El Andlisis Matemdtico cl4sico, que con un sentido amplio pudiera Hamarse
Andlisis Infinitesimal de las Cantidades Variables se introduce como disciplina inde-
pendiente en las universidades a partir del siglo XVIII, pero tiene una larga historia
directamente ligada al desarrollo de las ciencias fisicas que se remonta desde la
época de oro de la ciencia antigua, en la Grecia de los siglos V.II a.n.e., hasta la
construccidn rigurosa de sus fundamentos en el siglo XIX.

Desde entonces acé se han redactado infinidad de textos de Anélisis Matemd-
tico, mejores o peores, en uno u otro idioma, con unos u otros objetivos e intereses.
Nuestra realidad nacional actual y los planes perspectivos de desarrollo cient{fico-
técnico del pafs, exigen la elaboraci6n por autores cubanos de textos adecuados,
basados en la experiencia de nuestra prictica docente. El objetivo de este libro es
satisfacer estas exigencias.

La obra ha sido escrita sin ninguna pretension de originalidad, pero esforzdn-
donos por lograr un enfoque didactico apropiado. Como base hemos tomado los
planes de clase de las conferencias y las clases pricticas redactadas por los autores,
en las cuales han utilizado los libros de texto de su preferencia.

El objetivo de los autores no es sélo informar acerca del conocido ardenal de
definiciones, teoremas, demostraciones y ejemplos en el An4lisis Matemético. Como
principal objetivo nos proponemos desarrollar en el lector el razonamiento l6gico y
la cultura matematica imprescindibles para el estudio de cualquiera de las especiali-
zaciones fisico-matematicas,

Formalmente la obra est dividida en cinco tomos, los cuales responden a los
cuatro semestres de Anilisis Matemdtico que se imparten en 1ro. y 2do. afios, El
tomo I recoge la “Teoria de Limites” y el tomo II el “Andlisis Diferencial e Integral
en una Variable Real”, es decir, ambos abarcan el contenido de los programas del
ler. afio. Enlos tomos IIl'y IV se recoge el “Andlisis Diferencial e Integral en
Varias Variables Reales” y en el tomo V los procesos de convergencia dependiente
de un parimetro, o sea, “Sucesiones y Series de Funciones, Integrales Paramétricas
y Seriesde Fourier”, material de estudio en el 2do. afio.

Esta ha sido una obrz colectiva. Aunque no todos los tomos estén confeccio-
nados por los mismos autores, nos hemos esforzado en mantener una unidad de
enfoque diddctico para que toda la obra responda a los objetivos de una bibliograffa
bisica para los planes y programas que estaran vigentes en el pais a partir del curso
1982-1983.



Estamos seguros de que en corto tiempo serd necesario mejorar esta obray
adaptarla al natural y vertiginoso desarrollo de la ciencia en nuestro pafs, asi como
a las exigencias metodologicas que dia a dia vamos comprendiendo méjor. Los
autores siempre agraderdn las criticas y sugerencias que todo especialista nos haga
llegar. Por supuesto, los mejores jueces serdn nuestros futuros alumnos, a los que
dedicamos esta obra,

Colectivo de Andlisis Matematico
Facultad de Fisica-Matematica
Universidad de La Habana, 1982
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INTRODUCCION

Las mateméticas elementales, las que operan con mag-
nitudes constantes, se mueven, al menos en términos
generales, dentro de los marcos de la 16gica formal; las
matematicas de las magnitudes variables, cuyo sector
més importante es el cilculo infinitesimal, no son mas
que la aplicacién de la dialéctica a los problemas ma-
tematicos

FEDERICO ENGELS!

Donde se habla de las cantidades que disminuyen indefinidamente
o0, como suele decirse, de las cantidades infinitesimales

El anélisis matemdtico opera con un método especial, el cual ha sido elaborado
en el transcurso de mds de 2 000 afiosy constituye su medio fundamental de razo-
namiento. Nos referimos al método infinitesimal o, lo que en esencia es lo mismo,
al método de los limites. Este método, a nuestro criterio, representa mejor que
cualquier otro el principio dialéctico de estudiar la naturaleza, no como se nos pre-
senta en un momento determinado, sino en su proceso de cambio.

La teoria de limites, como principal instrumento del anlisis matematico, es el
aparato que permite estudiar sistem4ticamente las cantidades variables que aparecen
en los diferentes fendmenos de 1a naturaleza y los procesos tecnolégicos.

La experiencia nos indica que lo ms sencillo en la ciencia constituye, en gran
medida, lo méds importante para las aplicaciones y ademds, como ocurre frecuente-
mente en las matematicas, que el estudio profundo de los casos mds simples permite
realizar ficilmente el estudio de otros casos més complicados reduciéndolos a los
primeros.

La historia del desarrollo de nuestra ciencia nos muestra que el tipo més simple
e importante de cantidad variable, a la cual se puede reducir el estudio de muchos
otros caracteres de cambio, lo constituyen las llamadas *cantidades infinitesimales™.
El papel rector de este tipo de cantidades variables, tanto en las teorias matemadticas
como en sus aplicaciones practicas, ha sido tan significativo que todo el estudio de
las cantidades variables, hasta nuestros dias, es llamado frecuentemente “andlisis
infinitesimal”. Por esto, basamos nuestra investigacion de las cantidades variables
precisamente en este tipo de variacion.

Pero, ;qué es una cantidad infinitesimal?

Represéntese alglin fendmeno de la naturaleza o un proceso tecnoldgico en el
cual interviene una cierta cantidad variable x. En el transcurso del proceso, la-can-
tidad x puede aumentar o disminuir. Supongamos que, en valor absoluto, la canti-
dad x en un momento del proceso suficientemente avanzado se hace tan pequefia

VENGELS, F.: Anti-Diihring. Editorial Pueblo y Educacién, p. 163, Ciudad de La Habana,
1979.



como se quiera y mantiene esta cualidad durante el resto del proceso; entonces, x
es una cantidad infinitesimal. Aclaremos qué significa esto analizando un ejemplo.
La desviacion de un péndulo de la posicion vertical (figura 1) se mide por el dngu-
lo 8 (theta), el cual se acostumbra a considerar positivo si la desviacién es hacia la
derecha y negativo si la desviacion es hacia la izquierda. Si abandonamos el pén-
dulo libremente sin apoyar su movimiento por ningiin resorte o peso, entonces,
como consecuencia de la friccién en el mecanismo o la resistencia del aire, la am-
plitud mdxima de las oscilaciones disminuird indefinidamente. La cantidad 6 en
este proceso se hace ora positiva, ora negativa, pasando cada vez a través de la posi-
ci6n nula en el cambio de signo.

El gréfico de la dependencia del dngulo @ del tiempo t, lo hemos representado
esqueméticamente en la figura 2.

o4

Fig. 2



En el transcurso del tiempo la altura de la onda cada vez es menor, lo cual sig-
nifica la disminuci6n constante de la amplitud maxima de la oscilacién. Por peque-
fio que sea el nimero positivo e (épsilon) tarde o temprano llega el momento a partir
del cual 6] < e. Esto significa que en nuestro proceso el dngulo 8 es una cantidad
infinitesimal. Si la amplitud mdxima de oscilacion del péndulo la mantenemos cons-
tante a través del gasto de un cierto tipo de energia (utilizando, por ejemplo, un
resorte), entonces, la dependencia del dngulo 8 con relacién al tiempo posee un
comportamiento grifico como se sefiala en la figura 3.

6
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Fig. 3

En este caso, el dngulo 8 no es una cantidad infinitesimal, aunque en el trans-
curso del tiempo |8 ] se hace, con frecuencia, arbitrariamente pequefia (hasta llega
a ser nula); sin embargo, no existe el momento a partir del cual siempre tendremos

101 < —;— a, si a es la amplitud méxima de la oscilacién del péndulo (por supuesto,

tampoco se mantiene 18 | < €, para cualquier € fijo, € < a).

Quisiéramos sefialar que el término “cantidad infinitesimal” que se ha hecho
habitual con el transcurso del tiempo, no es el mds adecuado y desde el punto de
vista pedagdgico es un peligro del cual queremos advertir al estudiante.

La palabra “infinitesimal” suena como sefialando hacia las dimensiones de la
cantidad estudiada y frecuentemente el principiante tiende a relacionar esta termi-
nologfa con la representacién de una cantidad muy pequefia o “despreciablemente
pequefia”. Tal representaci6n es incorrecta; pues el término “infinitesimal”, por
definicién, no describe las dimensiones de la cantidad, sino el cardcter de su varia-
cién. Por eso, serfa més correcto llamarlas “cantidades que disminuyen indefinida-
mente” y no como es usual.

Precisamente por este caracter dialéctico del mismo concepto de cantidad infi-
nitesimal es que no puede ser desarrollado en la época feudal, escoldsti a y metafi-



sica, no obstante haberse insinuado en la obra de los antiguos griegos entre los
siglos V y I a.n.e.

Carlos Marx, en sus “Manuscritos matemdticos”, clasifica acertadamente con el
nombre “célculo diferencial mistico™ al andlisis matemdtico que se desarrolla en los
siglos XVII y XVIII, puesto que en esta época todavia no habfa conciencia de la
verdadera dialéctica que entrafiaba el concepto de cantidad infinitesimal tratandose
éstas como “misteriosas” cantidades que a la vez eran ceros y no eran ceros.

El siglo XIX trajo consigo un nuevo punto de vista. El desarrollo de las ciencias
fisicas, el progreso de la industrializacion capitalista y la influencia de las ideas avan-
zadas de la filosofia clasica alemana impulsan la forja de los fundamentos de todo el
Andlisis Matematico sobre la base de la “Teoria de Limites™.

Donde el autor expone la estructura del libro y sus capitulos,
asi como la bibliografia fundamental utilizada en su confeccién

El presente texto estd constituido por una introduccién, un capitulo de conoci-
mientos preliminares, cinco capitulos de texto basico y un apéndice. Cada capitulo,
a su vez, consta de una introduccién y distintos epigrafes, al final de los cuales apa-
rece una relacion de ejercicios, algunos de ellos resueltos y otros propuestos para el
trabajo independiente. Al final de cada capitulo se plantean preguntas de compro-
bacidn que pretenden ayudar al lector en la autoevaluaci6n de los aspectos teéricos
fundamentales tratados en ese capitulo; ademds, se afiaden ejercicios y problemas
cuyo objetivo es permitir al lector la ampliacion de sus habilidades y capacidades y
cuyo cardcter puede considerarse complementario, es decir, no indispensable para la
comprension del contenido fundamental del curso.

Nos hemos esforzado porque antes de la introduccién de un nuevo concepto o de
un resultado més complejo, el lector esté preparado para aceptarlo como natural e
inevitable. Creemos que slo de esta manera se puede formar en el estudiante el
verdadero interés por el objeto de estudio y el logro de su asimilacién no formal.

Vayamos a una descripcién algo mds detallada de la materia que abarca cada
capitulo y los propésitos que se persiguen al asumir el orden temdtico establecido.

En los “Preliminares™ exponemos la notacién y los conceptos fundamentales
de la teorfa de conjuntos de una forma breve y concisa. Enseguida pasamos al mé-
todo de prueba por induccién matemdtica ilustrando su uso con algunos problemas
histdricos de la teorfa de los niimeros naturales. Finalizamos con una exposicién
informal de los elementos de la 16gica formal, sin ninguna otra pretensién que ayu-
dar al principiante a entenderse con el lenguaje més riguroso de la matemdtica de
nivel superior.

El Capitulo I comienza con las propiedades fundamentales de los ndmeros racio-
nales, enfatizando la insuficiencia de estos niumeros para lograr mediciones exactas.
Hemos preferido el método axiomadtico para construir los ndmeros reales, pues tiene
la ventaja de ser mds directo, sobre todo, si no demostramos la existencia (nocon-
tradiccién) de un conjunto con tales propiedades. Inmediatamente tratamos de
“aliviar” esta ausencia de rigor dando un modelo mds concreto a través de la repre-
sentacion decimal de los nimeros reales. Después de probar que hay mds numeros
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reales que racionales (con el método de G. Cantor), pasamos a estudiar propiedades
del conjunto de los nlimeros reales menos triviales, basadas en el principio de los
intervalos encajados, “llave” de toda la teoria de limites desarrollada en el libro.

El Capitulo II se dedica a las sucesiones de nimeros reales y sus limites. Se par-
te, como apuntamos en el epigrafe anterior, del concepto més simple de sucesién
infinitesimal.

Las series numéricas se introducen en el Capitulo III de manera natural, motiva-
das por las famosas paradojas del infinito de Zenén de Elea y de Bernardo Bolzano.
En este capitulo sélo hemos tratado los temas mds elementales de la teoria de series,
dejando como ejercicios complementarios y al Tomo V otros aspectos interesantes
de esta teoria.

En el Capitulo IV se estudian las dependencias funcionales reales y sus limites.
Se parte del concepto limite por sucesiones (segin Heine) y, posteriormente, se da
el concepto equivalente con el lenguaje “e-6> de Cauchy-Weierstrass.

Una gran parte de los resultados cldsicos de 1a teoria de limites de funciones se
deja para el capitulo siguiente donde son tratados mds cémodamente con ayuda del
concepto continuidad. Tal es el caso, por ejemplo, del estudio de los infinitesimales
equivalentes.

Se cierra el curso con 1a investigacién del comportamiento continuo de las de-
pendencias funcionales, en los rangos de la teoria elaborada por Bolzano y reforzada
por Cauchy y Weierstrass. Culminamos con el tratamiento del concepto continui-
dad uniforme segiin Heine-Cantor, aspecto mads reciente de toda la teorfa tratada
en el curso.

Hemos redactado un Apéndice sobre las funciones elementales relacionadas con
la funcidén exponencial, a saber: la funcibn logarftmica y las funciones hiperbdlicas.
Hemos decidido no incluir esta materia en los Gltimos capitulos del libro, pues,
como se sabe, se estudia en la ensefianza media y el programa de la asignatura no
especifica su anélisis, aunque su importancia para todo el cdlculo diferencial e inte-
gral es evidente. Dejamos al criterio del profesor y del lector su ubicacién en el
estudio.

No queremos dejar de hacer algiin comentario sobre la introduccién con la cual
se inicia cada capitulo. El objetivo principal de estas introducciones es motivar al
lector para la profundizacién en los aspectos que all{ se tratan. El lenguaje de estas
introducciones pretende ser informal y llano, de manera que pueda ser bien com-
prendido por el principiante, aunque es posible que no siempre hayamos logrado
nuestros propdsitos.

La temdtica tratada mediante las introducciones tiene una cierta unidad (como
la tiene el libro) relacionada con el desarrollo del método infinitesimal. Asf, las
paradojas de Zendn son mencionadas en el 1ro., 3ro. y 5to. capitulos y, el principio
de exhausién de Arquimedes y el método de aproximaciones sucesivas en el 2do. El
influjo del desarrollo de la mecdnica por Kepler,Galileo y Newton y la combinacién
dialéctica de los métodos geométricos y analiticos por Descartes para el desarrollo
del concepto de dependencia funcional, se tratan en la introduccidn al 4to. capitulo.
La conciencia de la necesidad del rigor en el andlisis matemdtico por una parte, a
través de las investigaciones de Bolzano sobre el concepto continuidad, en el 5to. ca-
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pitulo, y por otra parte, a través de la bisqueda de una fundamentacién adecuada
de la teoria de los nlimeros reales en el siglo XIX, se trata en la introduccién al
altimo capitulo.

Estas introducciones estdn redactadas para que el estudiante pueda leerlas sin
los conocimientos del capitulo correspondiente, pero, no obstante, recomendamos
volver sobre ellas después de vencer toda la materia.

Dediquemos unas lineas a la bibliograffa fundamental utilizada en la confeccién
de este libro.

Existen tres titulos de procedencia soviética que nos han servido de guia en la
redaccion de todas nuestras conferencias y, por ende, del libro. Ellos son:

Fikhtengolts , G. M.: Curso de Cilculo Diferencial e Integral. Tomos 1 y 11,
7ma. edicién. Ed. Ciencia, Mosct, 1970 (en ruso).
Kudriatsev, L. D.: Andlisis Matemdtico. Tomos I y II, 2da. edicién. Ed. Escuela

Superior, Moscii, 1973 (en ruso).
llin V. A, V. A. Sadovnichy y B. J. Sendov: Andlisis Matematico. Ed. Ciencia,

Mosci, 1979 (en ruso).

El primero de ellos posee una versién abreviada que ha sido editada en idioma
inglés:

Fikhtengolts, G. M.: The Fundamentals of Mathematicals Analysis. Vol. 1, Ed.

Pergamon Press, New York, 1965.

También fue consultado, pero menos:

Nikolsky, S. M.: Curso de Andlisis Matematico. Tomo I, Ed. Ciencia, Moscy, 1973

(en ruso).

Un clasico, muy apreciado por nosotros desde nuestros tiempos de estudiante,
es el libro:

Rey Pastor J, P. Pi Callejay C. A. Trejo: Andlisis Matemdtico. Vol. I, Edicién

Revolucionaria, La Habana, 1967.

En €l hemos encontrado no solo las fuentes de inspiracion histérica, sino también
la orientacion precisa para el tratamiento didictico de los conceptos.

Con un enfoque bastante diferente, pero ttiles en muchos aspectos, han sido:
Apostol, T.M.: Calculus, Vol. 1, 2da. edicion Ed. Reverté, S. A., Barcelona, 1973.
Spivak, K., ML Gdleulo infinitesimal, Tomos 1y 11, Edicién Revolucionaria,

La Habana, 1971.

Para algunos temas particulares hemos utilizado otros textos como:

Garcia Garrido: Introduccion a la Logica Matemadtica. Universidad de La Habana,

1977.

Para la confeccion de los “Preliminares”;

Kuratowski, K.: Infroduccion al Cilculo. 2da. reimpresion Ed. Limusa, México,
1975

en el caprtulo Jde series numéricas.
En Ia busqueda de ejercicios y problemas nos hemos servido, fundamentalmen-
te, de los siguientes:
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Demidovich, B.: Problemas y gercicios de Andlisis Matemdtico. Ed. Nacional de
Literatura de Fisica y Matemitica , Moscd, 1962 (en ruso)

y la version para los institutos politécnicos.

Baranenkov G. y otros: Problemas y ejercicios de Andlisis Matemdtico. 5ta. edicién,
Ed. Mir, Mosci, 1977.

Las publicaciones mas recientes son:
Maron, L. A.: Célculo Diferencial e Integral en ejemplos y problemas. Ed. Ciencia,
Mosct, 1973 (en ruso).
Berman, G. N.: Problemas y Ejercicios de Andlisis Matemdtico. Ed.Mir, 1977.
Los textos antes mencionados de los autores estadounidenses M. Spivak y
T. Apbstol poseen una coleccion interesante de ejercicios, algunos de ellos muy ori-
ginales, que nos han ayudado a conformar nuestras proposiciones para el trabajo in-
dependiente y para la complementacidn de los conocimientos.

En la confeccién de las Introducciones a cada capitulo hemos utilizado, funda-

mentalmente, los libros de historia de la Matematica siguientes:

Ribnikov, K. A.: Historia de la Matemdtica. 2da. edicién Ed. Universidad de Mosci,
Moscii, 1974 (en ruso).

Struik, D.J.: Breve compendio de Historia de la Matemdtica. 2da. edicién Ed. Cien-
cia, Moscti, 1969 (en ruso).

Un tremendo estimulo y una orientacion clara y precisa en nuestro enfoque lo
hemos encontrado al revisar una vez mas los cldsicos siguientes:

Marx, K.: Manuscritos Matemdticos. Ed. Ciencia, Moscii, 1968 (en ruso).

Engels, F.: Anti-Diihring. 1ra. reimpresion, Editorial Pueblo y Educaci6n, Ciudad
de 1a Habana, 1979.

Nos ha sido til también:
Casanova, G.: La Matemdtica y el Materialismo Dialéctico. Consejo Nacional de

Universidades, La Habana, 1965.

Otros textos nos han servido de ayuda, pero no tan significativa. Hemos men-
cionado solamente aquellos que han influido considerablemente en la redaccion de
este libro.

Acerca de lo que conviene al estudiante hacer para obtener el mayor
provecho de esta obra

El estudiante que quiere llegar a ser un especialista capaz de aplicar la matema-
tica como método de investigacion, necesita, ante todo, poseer los conocimientos
fundamentales. Pero esto no es suficiente. También es imprescindible que el estu-
diante sepa “pensar matemdticamente” cualquier problema, y para lograrlo es pre-
ciso desarrollar la intuicién y fantasia matemitica, sentir la necesidad de precisar
una demostracién, de hacerla légicamente plausible, conservando un orden y disci-
plina en los razonamientos, ademds, ser capaz de llevar un célculo hasta “sus altimas
consecuencias” por muy enrevesado y complejo que parezca.



El lector puede pensar en este momento: jcuén lejos estoy yo de poseer todas
esas cualidades! Pero no hay que asustarse; el objetivo de esta obra que comienza
en este ler. tomo es desarrollar en el estudiante todas estas capacidades.

Basta que el lector se proponga lograrlo y nosotros trataremos de ayudarlo.

Para aplicar la matemitica como método de investigacién, es sumamente im-
portante dominar la esencia y las relaciones entre las diferentes ideas y conceptos
sin forzar la memoria, es decir, aprehenderlos como resultado de su comprensi6n
Cabal y su utilizacién reiterada en la solucién de situaciones problémicas. Es tam-
bién muy importante esforzarse por dominar el proceso creativo, no formal, del
pensamiento. Se pueden dar infinidad de ejemplos y de situaciones, las cuales s6lo
formuladas como conjeturas han influido y todavia influyen esencialmente en el
desarrollo de la matemitica y sus aplicaciones. Es falso que para los mateméticos
sdlo tienen significado los teoremas completamente demostrados. Pero es cierto
que el mejor método en la primera etapa del aprendizaje para entender el sentido
de un teorema, para determinar st relacién con los hechos antes estudiados, es sa-
ber la demostracién del teorema. Sin embargo, seria incorrecto pensar que con el
dominio de la demostracion de un teorema se acaba el proceso de su conocimiento.
El sentido y el papel de un teorema se descubre sélo en sus aplicaciones al estudio
de otros problemas tedricos y en la resolucién de diferentes problemas concretos.

Es dificil sobrevalorar el papel del andlisis de ejemplos concretos. Orientamos
al lector que no pase por alto ninguno de los ejemplos, de los que, en gran cantidad,
aparecen en el texto. Ellos constituyen algo imprescindible para comprender me-
jor lo que sigue.

En el texto se encuentran una serie de ejercicios resueltos que deben guiar al
estudiante en su actividad de autopreparacién. Los ejercicios para el trabajo inde-
pendiente persiguen el objetivo de que el estudiante controle la comprensién de los
aspectos fundamentales del capitulo, desarrolle su capacidad de razonamiento ma-
temdtico y aprenda a aplicar el aparato matemético en la solucién de problemas
simples.

Enfatizamos en la necesidad de que el estudiante, en el proceso de aprendizaje,
vaya realizando todos los ejercicios a medida que aparecen en el texto, pues consti-
tuyen una parte imprescindible para comprender mejor lo siguiente. Si alguno de
los ejercicios les parece dificil esto significa que la correspondiente parte del curso
no ha sido asimilada correctamente y es inevitable “volver atrds”.

Ademds de estos ejercicios para el trabajo independiente, al final de cada capi-
tulo se da una cantidad de ejercicios y problemas complementarios. Estos se diri-
gen hacia aquellos estudiantes en quienes aparece el deseo de medir sus fuerzas en
la resolucion de problemas mds serios y profundos, que permiten integrar todos los
conocimientos, no sdlo los tratados en el capitulo en cuestién. Estos problemas
tienen distintos grados de dificultad y entre ellos hay algunos cuya solucién puede
necesitar un tiempo de concentracion relativamente largo. El estudiante no estd
obligado a resolver este tipo de problemas en su primera confrontacién; puede vol-
ver sobre ellos cuando adquiera mayor cultura y madurez matemética.

No existe una receta magica y universal que permita resolver cualquier proble-
ma matemitico. El método matemaético permite comprobar la certeza de una de-
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mostracién cuando ella esté ya redactada, pero nada nos dice para ubicarla. Exis-
ten consejos valiosos como los que se encuentran en la obra cumbre de R.Descartes
“El Discurso del Método”. Descartes recomendaba reducir cada problema “diffcil”
hasta lo més simple y concreto de forma que se pudiera resolver y después, en pro-
ceso inverso, subiendo de escalén en escalon, encontrar la soluci6n del problema
original. Sin embargo, atin estos consejos sensatos son indtiles en algunos casos.

E! dominio de los métodos matemadticos, los conocimientos y la intuici6n se
adquieren, acumulan y desarrolian en el proceso del trabajo sistemético como resul-
tado de un largo y constante esfuerzo. Aquel que poco a poco va dominando el
aparato matemidtico, que sucesivamente obtiene sélidos conocimientos, puede con
seguridad ir hacia adelante y la matemdtica se convierte en sus manos en un ptimo
instrumento. Lo mis dificil y aparentemente complejo se torna natural, sencillo y
comprensible. Un estudiante, cuyos estudios incluyen cierto nivel de matematica,
tiene ante si una magnifica oportunidad. Dicha oportunidad se pierde, si ve las ma-
temdticas como una materia de la que tiene que presentar un examen final y de la
cual no volver a ocuparse una vez pasado éste. El estudiante puede descubrir que
un problema de matemitica es un ejercicio tan agradable como nadar en una pis-
cina en el verano cubano.

Terminemos estos consejos al estudiante con una frase de V. I. Lenin

“Sin el trabajo individual no puede hallarse la verdad en ninguna cuestién y el que
teme al trabajo se priva a si mismo de la posibilidad de hallar la verdad.”
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PRELIMINARES

El sabio empieza por el final, el necio termina en el
principio
PROVERBIO ANTIGUO

$P.1 Nociones y notaciones de la teorfa de conjuntos

Desde muy temprana edad surge en el nifio la nocién de pluralidad, coleccién,
agrupacion, reunién o variedad; surge lo que se acostumbra a llamar en Matemitica,
el concepto de conjunto. Este concepto lo consideramos primario, intuitivo, no de-
finible mediante otros.

Los conjuntos se denotarén por letras maysculas del alfabeto latino:

A, B,C,...,X,Y, Z, v sus elementos por letras mintisculas de los alfabetos lati-
no o griego: a,b,¢,...X,¥,2,0,8,7,...,X, ¥, w.

Los enunciados “x es el elemento de A” y “x pertenece a A” tendr4n una Gni-
ca representacion simbélica: x € 4, que se lee indistintamente de alguna de las for-
mas descritas. La negacion de dicho enunciado se simboliza por: x & A,que se lee
“X no es elemento de A” o “x no pertenece a A”

El simbolo € denota la relacién de pertenencia, la cual, al igual que la nocién
de conjunto, se acepta aqui como una nocién primaria o no definida.

Uno de los problemas de la teorfa de conjuntos reside en la determinacién de
cudles son precisamente los elementos de un conjunto, cudles pertenecen y cuiles
no pertenecen a él y, entre los que pertenecen, cémo se distinguen unos de otros.

La forma mds elemental de determinar un conjunto es a través de una represen-
tacion extensiva (de extensién: la representacién extensiva nos evidencia “de dénde
a dénde” se extiendc el conjunto), 1a cual consiste en escribir linealmente, encerra-
dos entre llaves y separados por comas, los simbolos que denotan los elementos del
conjunto.

Ejemplos
1) A.: {1,3}
) B= {{13},{1},{3} }

Pero es evidente que tal definicién no es satisfactoria para todos los conjuntos
que se encuentran en matemdtica. De aqui que, siguiendo a G. Cantor y aR. Dede-
kind, para definir o determinar un conjunto pueda procederse también del modo
siguiente: se establece una condicién y se considera como perteneciente al conjunto
a todo ente que cumpla esta condicién y como no perteneciente a todo ente que no
lo cumpla.

Este procedimiento se conoce como definicién intensiva (de intencién; la re-
presentacion intensiva nos sefiala a “quienes pretendemos” incluir en el conjunto),
la representacion intensiva consiste en colocar entre paréntesis la condicién que de-
termina el conjunto.
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Ejemplos
3) C = {x: x es un ndmero primo }
yese lee: “C es el conjunto de las x tales que x es un nimero primo’
4)D={x:x€Cy x>—9x* +23x—15=0}
lo cual se lee: *“D es el conjunto de las x tales que x pertenece a C y x satisface
la ecuacién x> —9x? + 23x — 15 = 0"

Observacion:

Un conjunto dado en su representacion intensiva puede también expresarse ex-
tensivamente; es facil comprobar que el conjunto D en el ejemplo 4 es D= {1, 3,5 }.
En el caso de C dado que la cantidad de niimeros primos es ilimitada (como fuera
demostrado ya en el siglo 11l a.n.e. por Euclides, ver § P.3) la notacién antes ex-
puesta no es satisfactoria y necesitamos introducir la notacién que por extension
signifique que este conjunto posee una cantidad ilimitada de elementos. Asf, se
conviene en utilizar entre paréntesis, en sefial de extension indefinida, los puntos
suspensivos.

Ejemplos
5) C = {x: x es un ndmero primo} = {1, 3,5,7, 11, ... .}

6) El conjunto de los ntimeros naturales, que se denota por N, es N= {1,2,3,4,...}

DEFINICIONES 1.1

Si A y B son conjuntos, entonces se dice que “A estd incluido en B” o que “Aes
subconjunto de B” si cada elemento de A es también un elemento de B, y esto se
representa por A C B. La negacién de A C B se escribe A £ By se lee “A no estd
incluido en B” o “A no es subconjunto de B”, lo cual significa que por 1o menos
algn elemento de A no pertenece a B”. Se dice que dos conjuntos Ay B son igua-
les y lo denotaremos A = B, si se tiene que AC B y B C A, Lanegacibnde A=B
se denotard por A # B.

Ejemplo

7) Sean A = {23, B = {x: x es un nlimero primo}, C = {x: x es un niimero par},
D = {x: x es un ntimero primo y x es par}. Entonces: AC B,AC C,ACD,
BZABZC,BED,CLACEB CED,DCA,DCB,DCC. Portanto:
A#B y A#C,pero A =D;ademis, B#C.

Observacion

No deben confundirse los conceptos elemento de un conjunto y subconjunto:
el elemento es la unidad constitutiva del conjunto y un subconjunto estd constituido
por una parte de los elementos.

Ejemplo
8) Sean A = {1,2}
B={{1,2}, {1}}
Entonces, A€ B;pero AZ B,pues1€EA y 1 & B.
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Al conjunto B pertence el conjunto {1}, es decir, {1} € B.

En la prictica matemitica resulta conveniente fijar un conjunto que incluya
todos los objetos matemiticos de los cuales se ocupa e] matemético en un momento
dado. Tal conjunto se denomina universo y se denota por U. Una vez fijado el con-
junto universo todos los conjuntos que se definen entonces son subconjuntos de éL.

En este curso de Andlisis Matemdtico I se considera como universo numérico el
conjunto de los nlimeros reales R, aunque en otros cursos se considerarn otros uni-
versos numéricos més amplios.

Existen propiedades que en un cierto universo no se cumplen; asf, por ejemplo,
la ecuacién x + 1 = x no se satisface en el universo N. Se dice entonces que el
conjunto {XxEN:x+ 1 =x}esvacio y se denota por la letra griega ¢ (phi).

A partir de conjuntos dados es posible, mediante ciertas operaciones que defini-
remos a continuacién, construir nuevos conjuntos.

DEFINICION 1,2
Dados dos conjuntos A y B se definen las operaciones siguientes:
a) Union: AUB= {x|x€A o XEB}
b) Interseccion: ANB= {x|xEA y x €B}
¢) Complemento: A° = {x|x¢& A}
d) Diferencia: A\B={x|x€A y x ¢ B}

Observaciones

El complemento de A es realmente la diferencia del universo con A.

La diferencia A \ B es precisamente A N BC.

SiANB=¢,sedice que A y B son conjuntos disjuntos (quizds serfa més ade-
cuado en nuestro idioma decir “ajenos” o “separados”, pero este es el término més
usual como traduccién literal de disjoinz).

Ejemplo

9) SeaU=N. Si A= {x|x esun niimero primo} y B = {x |x es un nimero par},
entonces AUB=A,ANB={2},A\B={1,3,5,7,11,...},

A°= {4,6,8,9,10,12,...} yB® = {1,3,5,7,9,11,...}.

PROPIEDADES 1.3: Leyes fundamentales de las operaciones conjuntuales
L. Leyes de idempotencia

I[1. AUA=A
I2.ANA=A

II. Leyes asociativas

IIl. (AUB)UC=AU(BUC)
2. ANB)NC=AN(BNC)
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IIl. Leyes conmutativas

IIi. AUB=BUA
2. AnNB=BNA

IV. Leyes distributivas

IVI. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
IV2. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

V. Leyes de identidad

V1. AU¢=A
V2. ANU=A
V3. AUU=U
V4. AN¢=¢

V1. Leyes de complemento

VIl. AUA®=U
VI2. ANAS=¢

VI3. (AS° = A
VI4. US = ¢
VIS, ¢°=U

VII. Leyes de dualidad
VIIL. (AU B)® = AN B¢
VII2. (ANB)°=A°U B
Muchas de estas propiedades resultan ser evidentes, como son los casos de la
idempotencia, la asociatividad y la conmutatividad; en cambio, para convencernos
de la validez de otras de estas propiedades se necesita una “demostracion logica”.
Demostremos por ejemplo que:
ANBUC)=(ANB)U(ANC)
De acuerdo con la definicién de igualdad entre conjuntos bastard demostrar
que:
AN(BUC)C(ANB)U(ANC) ¢}

yque
(ANB)U(ANC)CAN(BUC) Q)

Para demostrar (1), de acuerdo con la definicién de la inclusion, basta demos-
trar que:

six €A N(BU C),entonces x E(ANB)U (ANC)

Sea por hip6tesis x € A N (B U C), entonces por 1a definicién de la interseccion,
XxE€EA y xE€BU Cy eneste Gltimo caso XEB o x €C oaambos. Six€B,
entonces x € AN B y si x € C, entonces x € A N C; luego, en cualesquiera de los
dos casos, por la definicién de unién, x E(ANB)U (AN (). La demostracién
de (2) se realiza andlogamente y se deja al lector. En los ejercicios se plantea la
demostracidn del resto de las leyes.
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EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Represente los conjuntos siguientes en forma intensiva:
a) A es el conjunte de nlimeros naturales que son distintos de 6.
b) B es el conjunto de niimeros pares que son miultiplos de 3.
c) ANB.

Resolucion

a) A= {nEN:n+£6}

b) B={xEN:x=2ny x=3m,n€EN,mEN}
={xE€EN:x=6n, neN}

) ANB= {nEN:n=6k,k EN\{1}}

2. Dados los conjuntos siguientes:
A= {1, {1}, {2,3}}
B={1,2, {1,2}}
a) Halle AUB, ANB.
b) Dé todos los subconjuntos de A.
Resolucién
a) AUB= {1, {1}, {2,3}, 2, {1,2}}
ANB= {1}
b) A, = {1}, A, = {{1}}, A; = {1, {1}},
Ay =1{{2,3}}, A = {1, {2,3}}
As =11}, {2,3}}, A=A, = {1, {1}, {2,3}},A, = ¢

3. Sea k un nimero natural fijo y definamos el conjunto

kN={mE€N:m=kn,nEN}
3) Halle la representaci6n extensivade 3N y 2N.
b) Determine 3 NN 2 Ny represéntelo en forma extensiva.
¢) Pruebe que si p y q son primos relativos, entonces
pNNqN=pgN
Resolucion
a) 3N={3,6,9,12,...}
2N=1{2,4,6,8,...}
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b) 3NN2N= {mEN:m=3ny m = 2k, n, K EN}
= {meN:m=6n,n€N}
= {6,12,18,24,...}

¢) pNNgN={mEN:m=pny m= gk}, 0 sea,enp NN qN estdn los milti-
plos de py los miltiplos de g, estos son los nimeros divisibles por p y por g. Por
propiedad conocida de 1a divisibilidad en N, dado que p y g son primos relativos,
se deduce que los nimeros divisibles por p'y por q son los niimeros de l1a forma
m = pqk, k €N. De ahi que:

pNNgN=pgN

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Represente los conjuntos siguientes en forma intensiva y extensiva:
a) A es el conjunto de nameros primos mayores que 10.
b) B es el conjunto de niimeros primos menores que 30.
¢) ANB.

d) Cesel conjunto de niimeros naturales que son miltiplos de 3 y no son poten-
cias de 3.

¢) D esel conjunto de niimeros naturales que son primos o potencias de 2.
2. Dados los conjuntos siguientes:

A={3,5 {71} B= {2, {4,6}}

a) Halle AUB, ANB

b) Diga sison verdaderas o falsas las proposiciones siguientes:

1) {7}CA 6) 4€B

2) {71€A 7) {4}C B
3) 2€B 8) {4}€B

4) {2}CB 9) {4,6}CB
5) 7€A 10) {{4,6}}CB

¢) Dé todos los subconjuntos de B.

3. Demuestre las leyes fundamentales de las operaciones conjuntuales (propie-
dades 1 3).

4. Demuestre que p NN gN=k N, donde k es el minimo coman miiltiplo de los
ndmerospy g.

5. Resuelva el sistema de ecuaciones
[ A \X=B

1 X\A=C
donde A, By C son conjuntos dadosy B C A, AN C=¢.
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§ P.2 El método deductivo de la induccién matematica

En el Andlisis Matemdtico, como en muchas otras ramas de la Matemadtica, se
emplea frecuentemente el principio de induccién matemdtica.

Ejemplo
1) Sea -
1 1 1 1
S = + et ———
nTT2t et st T Ter D

Es ficil ver que:

s, =1 -1
1.2 2
i 12
I -2
2 =127 7373
gyl 4L 4, 1 _3
1.2 2.3 3.4 4

1,1 14

1‘2 2’3 3.4 405 5

S,

Sobre la base de los resultados obtenidos “inducimos™ que para todo nimero

n
n+ 1

n € N sin tener que probarlo en todos los casos?

La respuesta se logra aplicando el razonamiento basado en el principio de induc-
ci6én matemadtica, el cual consiste en lo siguiente:

Sea P una propiedad que depende de un niimero natural n. Designemos por
P(1) la propiedad referida an = 1; con P(2) la que se refierean =2,y asf sucesiva-
mente.

Supongamos demostrada la propiedad para n = 1y una vez hecho esto, supon-
gamos que de la validez de P(1) deducimos la de P(2), después de la validez de P(2)
somos capaces de probar la de P(3) y asi sucesivamente. Si observamos que siempre
para pasar de la validez de P(k) a la validez de P(k 4 1) se puede utilizar un mismo
procedimiento independiente del valor especifico de k, entonces tal procedimiento
servirfa para llegar a demostrar, digamos, la validez de P(1982) y de cualquier otro
P(n) con n € N. Es decir, adquirimos la conviccién de que la propiedad P es vélida
para todo nimero natural.

Esta idea intuitiva queda precisada en el principio siguiente:

natural n se tiene S 0=

. ;Cémo *“deducir” que esto es vilido para todo

Principio de induccion matemdtica
Supuesto que:
1) P(1) es cierta.

2) Bajo la hipbtesis de la validez de P(k) puede deducirse (por un determinado
razonamiento matemdtico) la validez de la propiedad Pk + 1).
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Entonces, la propiedad P es vilida para todo niimero natural.

Una ilustracién elemental del razonamiento que justifica la induccién matemd-
tica es la siguiente:

Supongamos que tenemos fichas de dominé colocadas en fila empezando por
una determinada y continuando indefinidamente. ;C6mo nos aseguraremos de que
golpeando la primera todas las fichas caerdn? El principio dice que basta para ello
comprobar:

1r0.) Que la primera ficha cae al ser golpeada.

2do.) Que las fichas estdn situadas de manera que si una cualquiera de ellas cae,
automdticamente golpea y hace caer a la ficha siguiente.

Entonces, aunque la fila se extienda indefinidamente, afirmamos que todas las

fichas caerdn en virtud del principio de induccién matemdtica. 1 1

Como un ejemplo més concreto, demostremos que la suma S = 1.3 + 2——§+
+ —L+ . 1 es precisamente, como habfamos inducido anteriormente,
3.4 n(n+ 1)
igual a o
n+1

Sabemos ya que S, = —é—, S, = -—%—, S; = —%— y S, = —g— Razonando por

el método de induccion completa, supongamos que la hipétesis es vélida para n =k,
0 sea, que:

1 1 1 _k
=13t Tt T REe D ke d

Demostremos que, entonces, la propiedad es vilida también paran =k + 150
sea, que

g —k+1
k1 k42
En efecto,
_ 1
St =St T DET D

por consiguiente, utilizando la hipétesis de induccion,

g =k 4 1 _ _K+2k+1 _k+1
kel " k41 - -
k+1D(k+2 k+DEk+2) k+2
Ahora podemos afirmar, basdndonos en el principio de induccién matemdtica,
que

para todo niimero natural n.
Observacion

Es necesario subrayar que la demostracién por induccién matemadtica exige
tanto la demostracién de P(1) como la deduccién de la validez de P(k+ 1) a partir
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de la hipétesis de la validez de P(k). La no realizacién de uno de estos dos pasos
conduce a errores.

Ejemplos

2) Consideremos los nfimeros del tipo 2* + L,
Paran=1,2, 3y4losnfimeros2® + 1=15,2> + 1 =17, 2’4 1=1257 y
22 + 1= 65,537 son primos. Pierre de Fermat, ilustre matemético francés del

siglo XVII aceptaba que todos los niimeros de este tipo son primos. Sin embargo,
L. Euler encontré en el siglo XVIII que

5
27+ 1=4294967297 = 641 - 6 700 417
es un ndmero compuesto. (Afin se desconoce si hay otros nimeros de Fermat:

22" 4 1, que sean primos paran > 5.)

3) L. Euler consider6 el trinomio x? + x + 41, Tomando el cero en lugar de x, ob-
tenemos el niimero primo 41. Tomando ahora el uno en lugar de x, obtenemos
de nuevo un ntimero primo, el 43. Tomando sucesivamente 2, 3,4,5,6,7,8,

9 y 10 en lugar de x, obtenemos cada vez un niimero primo: 47, 53, 61,71, 83,
97, 113, 131 y 151 respectivamente. De aqui se infiri6 que al sustituir x por un
nimero natural cualquiera se obtiene siempre un nimero primo como resultado.
Pero un andlisis mds profundo arroja que para todo n € N y n < 40 esto es cier-
to, pero para x = 40 este trinomio vale 417, que obviamente es un namero com-
puesto. Tenemos entonces que la propiedad es vilida en 40 casos particulates,
pero que no lo es en general.

4) “Demostremos” que todo niimero natural es igual al mimero natural siguiente
aplicando el método de induccién matemdtica.

Supongamos que P(k) es vilida, o sea,
k=k+1 M)
y demostremos que se cumple P(k+ 1), es decir,
k+ 1=k+2 ()

En efecto, sumando 1 a ambos miembros de la igualdad (1) obtenemos la igual-
dad (2). Resulta, pues, que si la propiedad es vélida para n = k, también lo es para
n=k+ 1,y asf queda demostrado que jtodos los nimeros naturales son iguales!

El error radica en la no aplicaci6n del principio comprobando la validez de
P(1), la cual evidentemente es falsa: 1 +# 2.

Observaciones

1) El primer paso del método puede realizarse para cualquier otro niimero natu-
ral m > 1. Entonces al aplicat también el otro paso del método obtendremos
que la propiedad se cumple para todo n > m. Por ejemplo, toda proposicion
relacionada con los poligonos de n lados tiene sentido s6lo paran > 3.
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)

3)

A veces en el segundo paso se demuestra la propiedad para el valor n= k+ 1 su-
poniendo su validez paran =k y n= k1. En tal caso, la propiedad en el pri-
mer paso debe comprobarse para dos valores sucesivos de n. Por ejemplo, de-
mostremos que sia,; = 2y a, = 3 y si agy = 3ag — ag-,, entonces, para todo
nimero natural, se tiene: a_ = 2141, Paran=1 y n=2lapropiedad es
vdlida por hipétesis. Supongamos que a, = k2 4 y a = %14 1. En-

tonces, a, . = 3(2K" 1+ 1) —2(2K2 + 1) = 2X*1 4 | y queda probada la
k+ p

1

propiedad.

Las definiciones inductivas, también llamadas definiciones por recurrencia,
vugrdan una estrecha relacidén con el método de demostracién por induccién.
Uno de los ejemplos mds corrientes de definicion inductiva ¢s el que se encuen-

tra al definir el factorial de un namero natural, El factorial del ndmero n, el
cual se denota n! es el ndmero natural definido por:

a) 1! 1
b) k! = ‘k—1)' <k, parak>=2.

Il

Esta forma de definicion hace ver facitmente la relacién entre n! y (n — 1)!,

lo cual es muy adecuado para las demostraciones por induccién, Como se observa
en ¢l ejemplo, la definicion por recurrencia consiste en definir el objeto para un
(o varios) primer clemento y a partir de la expresién en el caso k, dar la definicién
enelcaso k+ 1.

FEjemplo

5)

3

-
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Sucesion de Fibonacei. La sucesion de Fibonacci, a;, a, ., a3, ..., se define
como sigue:

dy = dpoy + dp., paran 3

Esta sucesidn. cuyos primeros términos son 1, 1, 2, 3, 5 fue descubierta por
Fibonacei (matemdtico italiano, 1175-1250) en relacién con un problema de
conejos. Fibonacci supuso que una pareja de conejos criaba una nueva pareja
cada mes y que después de dos meses cada nueva pareja se comportaba del mis-
mo modo. El ndmero ap, de parejas nacidas en el n-6simo mes es igual a

dp_y + p. 2. PUesto que nace una pareja por cada pareja nacida en el mes an-
terior v. ademas. cada parcja nacida hace dos meses produce ahora una nueva
parcja. Esverdaderamente asombrosa fa cantidad de resultados interesantes
relacionados con esta sucesion hasta el punto de existir una “Asociacion
Fibonacei”™ que publica una revista:  The Fibonacei Quarterly.

Otra vanante de aplicacion de la induccién matemdtica es la de suponer la va-
tides pana tosdo -7y probar la propiedad en cuestion para n. El lector puede



comprobar que aunque esta variante parece mds fuerte que el método ordinario,
en realidad no es sino una consecuencia de este Gltimo.

Ejemplo
6) Demostremos que el término general de la sucesién de Fibonacci puede expre-

sarse de la forma siguiente:
1+V5 1—vV5 .,
R — (=)

Vs

(

an -
La férmula se cumple paran = 1y n = 2. En efecto,

(A5 (1=VE

2 = 5=1=a1
Vs NG
1+5 2 1—+/5 2
R S S SR A,
vE Vs

Se supone valida para todo k < n, donde n > 3. En particular lo es para
n—1y n— 2. Ahora se probard, mediante la formulaa, = a,_; + ap_,,quela
formula se cumple también para a.

( 1+ﬂ'\/§)n-2_( 1——7\/5 )n—2+( 1+2\/5—)n-| ~( 1+2 S)n-l

dp =

Vs

2
Vs

n-2
(_l_izig_)n-z[lq,_(#s_)]-(ﬂ) [1+(1__2_\/£)]

ap =

Analicemos el factor 1 + (l—tl/j) .

&~

1445, 3+vV5S 2 3+45. 6425 _ 1+2V5+5
e e R S e

2
:(1+2\/§)
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Lo mismo sucede con | — (

)-

Entonces, sustituyendo estos factores en el desarrollo anterior queda:

1—+/5
2

n-2 2 _ n-2 g __ 2
(LY (S (LS )™ Lo,
\/5—

T+V50 15"
(=) 5 )

—

= =
Con lo cual queda probada por induccién la validez de la formula.
EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Calcule la suma de los n primeros nimeros impares.
Resolucion

Indiquemos por S, la suma buscada:
Sp=1+3+5+...+(2n—1)

Primero debemos “inducir” la respuesta empiricamente. Tomemos sucesiva-
mente los valores n = 1, 2, 3, ... hasta obtener material suficiente para poder enun-
ciar una hipétesis mds o menos acertada. Después quedard s6lo demostrarla em-
pleando el método de induccién matemdtica.

Tenemos:

Sl :1, Sz =4, S3:9,S4= 16, 85225

Ahora todo depende de la capacidad de observacion y de intuicién matemdtica
para encontrar el resultado general a partir de los particulares.

En nuestro caso salta a la vista que

Sy =12a S, =229 S3=327 84:421 Ss =5?
Sobre esta base podemos suponer que

Sn =n

Demostremos que esta hipétesis es vdlida.

1ro.) Paran= 1 obtenemos S, = 1 =17

22



2do.) Supongamos que la hipdtesis es vdlida para n = k, es decir, es vilida para

n=k+ 1;0 sea, que

Say = (k+ 1)?

En efecto,
Syer =S+ (2k+ 1)

Pero S, = k*, de modo que

Ske; =K+ (2k+ D)= (k+ 1)?

como queriamos demostrar.
2. ¢Para qué valores naturales de n se cumple la desigualdad 2% > 2n + 1?
Resolucién
Para n = 1 se obtiene 2 < 3.
Para n = 2 también es falsa, pues 4 < 5.
Para n = 3 la desigualdad es vdlida pues 8 > 7.
Para n = 4 la desigualdad sigue siendo vilida pues 16 > 9.
Por lo visto la desigualdad es vilida para todo n > 3.
Demostrémoslo:
1r0.) Para n = 3 la desigualdad se cumple, puesto que: 8 > 7.
2do.) Supongamos 2X > 2k + 1 parak >3

y demostremos que X*! > 2(k + 1) + 1.

En efecto, 2¥ es no menor que 2 cualquiera que sea el nimero natural k.
Agreguemos 2k al primer miembro de la desigualdad (1) y 2 al segundo.

Obtendremos la desiguladad justa
X 2k> k4 142
osea, 2541 > 2(k + D+ 1.

Asi, la desigualdad se cumple para todo n > 3.

3. a) Pruebe que el término n-ésimo de una progresién aritmética se determina

segtin la férmula:

a, =a; +dn-1)

donde a, es el primer término de la progresién y d es la razén de ésta.

b) Pruebe que el término n-<ésimo de una progresion geométrica se determina

segln la férmula:

_ n-1
a, =2a q

donde a, es el primer término de la progresién y q es la razén de ella.

(1

1)

(2
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Resolucion
a) 1ro.) Laférmula (1) es vdlida paran = 1.

2do.) Supongamos la formula (1) vdlida para n = k; o sea, que

ak:a,+d(k—1)
Entonces,
4 ., =ak+d=al+d(k—l)+ d=a, + dk

de modo que la férmula (1) también se cumple paran=k + 1.
b) 1ro.) Laférmula (2) es vélida paran = 1.

2do.) Supongamos a, = a, qk'1 .

Entonces: a, ., =3a,q=(a, qk‘l) q= a,qk .

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Demuestre utilizando el principio de induccitn:

_nn+D

a) 1+2+3+...+n Py

n{n+ 1)2n+ 1)
6

b) 12422+ 3%+ ... 4+0n%=

) 1P+224+3%+ . .+0°=(1+2+...+n)’

A 12+32+52+...+(2n—-1)12= "(2n_1;(2n+ D

91243 44 (-t = (- 2R D

2. Encuentre una férmula vélida para todo n € N, para las sumas
Q) 1+2+224+ 2%+ ...+ 271
b) 1424+ 2+3+3«4+...+(n—Dn
)1+2¢3+2+3:443c4+5+...+n(n+1)n+2)

) JES U A ]
1.3 3.5 2n—-1)(2n+ 1)
¢) 1 + 1 1 1

+ + ...+
1+5 5.9 9.13 (4n—3)(4n+ 1)

3. Demuestre la identidad

1 2 4 on 1 an+1

+ +o+ = +
1+x 1+x* 1+4x* 1+ x2n  x—1  1-—x"*!
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4. Demuesire que con billetes de 5 y 3 pesos es posible pagar cualquier cantidad
mayor o igual que 8 pesos.

5. Explique el error en la siguiente “demostracion” por induccién.

Proposicion: Dado un conjunto de » nifias rubias, si por lo menos una de las
nifas tiene ojos azules, entonces las 1 nifias tienen 0jos azules.

Demostracion

La proposicion es evidentemente ciertasin = 1. El paso dek ak + 1 se puede
ilustrar pasando de n = 3 a n = 4. Supbngase para ello que la proposicién es
cierta paran = 3 y sean G,, G,, G, y G, cuatro nifias rubias tales que una de
ellas, por lo menos, tenga ojos azules, por ejemplo, la G, . Tomando G,, G,,G,
conjuntamente y haciendo uso de la proposicién cierta para n = 3, resulta que
también G, y G, tienen ojos azules. Repitiendo el proceso con G,.G, yGy,se
encuentra igualmente que G, tiene ojos azules; es decir, las cuatro tienen 0jos
azules. Un razonamiento anslogo permite el paso dek ak + 1 en general.

Corolario: Todas las nifias rubias tienen ojos azules.
Demostracion

Puesto que, efectivamente, existe una nifia rubia con ojos azules, se puede aplicar
el resultado precedente al conjunto de todas las nifias rubias.

Nota: Este ejemplo se debe a G. Pdlya, quien sugiere que el lector compruebe experimental-
mente la validez de la proposicién.

6. Sea b un entero positivo. Demostrar por induccion la proposicién siguiente: para
cada entero n > 0, existen enteros no negativos q y r tales que: ’
n=gb+r y 0<r<b
7. Demuestre las desigualdades siguientes:

1 1 1 13
a) _— + r—— + ...+ —2H—>T,paran>l

b) (1+@)">1+ na paraa>—1,a%£0y n>1

¢) 2" (a + b™) > (a+ b)", para todon €N
8. (Para qué valores naturales de n se cumple la desigualdad 2™ > n2?
9. Demuestre que:

1
l+r+1?+ ...+r“=l—1'1rn—+,paratodonEN.
-1

10. Demuestre que:

(a+ b)nzan+nan'1b+@ a® e 4.+
n(n~1).i(.‘(n——k+ 1) an_kbk-!-

e+ b0
para todo n €N,

+

(Formula del binomio de Newton)



§ P.3 Exposicion informal de elementos de 16gica formal

El método de induccidén matemdtica estudiado en el epigrafe anterior es s6lo
un caso particular entre los distintos métodos de demostracion matematica que
utilizamos en el analisis matemético. Realmente el principio de induccién matema-
tica, clave en la Aritmética, realiza una funcién secundaria en el andlisis matemdtico,
lo cual se debe precisamente a que los nimeros reales, a diferencia de los naturales,
no son el resultado de una construccién inductiva (la forma més corriente de definir
el conjunto de los nimeros naturales es mediante los axiomas de Peano, uno de los
cuales es precisamente el principio de induccién matematica).

La induccién (sugerencia de una idea o una hip6tesis general a partir del conoci-
miento de situaciones particulares) sin duda, desempefia en las Matemdticas un papel
importante, pero puramente heuristico: permite “adivinar” cudl debe ser, seglin
todas las apariencias, la solucién. Pero, las proposiciones matemiticas se demues-
tran siempre deductivamente. Ningln resultado matemdtico puede considerarse

justo, valido, si no ha sido deducido de las proposiciones de partida.

Pero, ;y el método de induccién matemdtica? Lo que sucede es que la “induc-

¢cién matemitica” es un método deductivo.

Es ficil persuadirse de que la llamada induccidn matema4tica no es, de hecho,
induccién. El principio de induccién matemdtica nos da un método preciso que
permite obtener, a partir de la base y del paso inductivo, una demostracion pura-
mente deductiva de la proposicién, para todos los nimeros naturales n.

En otras palabras, el nombre de “induccién matemdtica’ se debe simplemente
a que se asocia en nuestra conciencia con los razonamientos inductivos tradicionales,
porque el primer paso consiste, efectivamente, en hacer la demostracién sélo para
un caso particular, y muchas veces se induce la férmula a demostrar (como en el
ejercicio resuelto 1 del epigrafe § 2), pero el paso inductivo, es una proposicion
general que no necesita de ninguna hip6tesis particular y se demuestra segtin los
rigurosos cnones de los razonamientos deductivos. Es por eso que la induccién
matemdtica se denomina también induccién completa pues, a diferencia de la
induccidn corriente, es un método deductivo de demostracion.

En matematicas, como en las ciencias fisicas, podemos emplear la observacion
y la induccién para descubrir leyes generales; pero, después de dedicar mds o menos
tiempo al trabajo puramente experimental, es ventajoso cambiar de punto de vista.

Precisemos: después de descubierto un resultado interesante, con un razona-
miento experimental, particular, heuristico, debemos confirmar dicho resultado de
un modo definitivo mediante una demostracién rigurosa, con un método puramente
deductivo.

Se cuenta de Newton una anécdota cldsica: Joven estudiante, comenzo elestu-
dio de la geometria, como era costumbre en su tiempo, por lalectura de los Elementos
de Euclides. Leyd los teoremas, constatd su exactitud y omiti6 las demostraciones,
preguntandose por qué se tomaban tantas molestias en demostrar verdades tan evi-
dentes. Afios mis tarde, sin embargo, cambi6 de parecer y fue un admirador apa-
sionado de Euclides.
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No hay {a menor duda de que una familiarizacién con los mecanismos de demos-
tracion utilizados en la matemética constituye un aspecte Ldsico para comprender
una demostracién matematica. Este es el objetivo del presente epigrafe.,

Los procesos ¢» deduccién son procesos de! pensamiznto, de una gran impor-
tancia en la matemidtica: dos situaciones deductivas corrientes en la actividad mate-
mdtica o constituyen la biusqueda v el andlisis de la demosiracién de una proposicién,

En ambos casos nos encontramos con el siguiente problema: el establecimiento
de la verdad de una proposicién matemitica partiendo de ]a verdad de otras propo-
siciones, algunas quizds, previamente demostradas. Las proposiciones aceptadas
como verdaderas en la demostracién son las hipdresis ¢ yremisas de la demostracion.,
Las proposiciones previamente demostradas que se utilizan en la demostracion al
igual aue la proposicién que se dersuestra se denominan teoremas. La demostracién
en si estd constituida por una sucesién ordenada de proposiciones cada una de las
cuales constituye 1o que denominaremos un paso en la dernostracién, La tltima
proposicién de la sucesion es precisamente la proposicidn que se quiere demostrar.
Cada pasv, es decir, 1a insercién de cada propoesicidn en ! cadena, debe de estar
logicaimente justificado.

Para poder ejemplificar algunos de ios métodos més usuales de demostracién
matemdtica, necesitamos exponer. aunque sea simplificada e informalmente, los
elementos de la estructura del lerguaje matemdtico.

Comencemos por precisar qué es una proposicién mateméatica.

Se trata de cierto tipo de estructura donde expresamos bien la afirmacién o la
negacién de propiedades de entes matematicos y relaciones (interacciones, nexos,
dependencias, etcétera) entre estos entes. Todas las proposiciones que estudiaremos
tendrédn un valor veritativo bivalente, que quiere decir que la misma puede ser verda-
dera o falsa y no existe ninguna otra posible valorzcibn, como es el considerarla al
mismo tiempo verdadera y falsa. Arist6teles utilizaba el sombre de principio del
tercero excluido tertium nom datur para designar esta premisa,

Fjemplos

1) 2 es nmero primo.

2) 2 no es nlmero par.

3) 2 es nimero par o impar.

4) 2 es nmero par y primo.

4]
-

Si a es un nlimero primo entonces a es impar.

=2

El niimero a es primo si y sélo si es impar.

Son ejemplos de distintos tipos de proposiciones matemdticas.

La proposicién 1) es un ejemplo de proposicién elemental, es decir, es una pro-
posicion en la cual no interviene ninguna operacién 18gica y su valor se infiere direc-
tamente del conocimiento de los conceptos que en ella intervienen y las relaciones
va establecidas entre ellos. En este caso, de la definicién de ndmero primo como
aquel que es s6lo divisible por la unidad y por sf mismo y ¢l conocimiento primario
sobre el nimero 2 se infiere directamente que su valor es verdadero.
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La proposicion 2) es un ejemplo de negacidn logica, es decir, es una proposicion
que resulta de aplicar a otra proposicion P la operacion logica que se denomina “ne-
gacion” y que se representa en el lenguaje coman por la partfcula “no” antecedien-
do a P(no-P). Es el contrario al valor de la proposicién elemental P, de la cual proviene.
En este ejemplo, el valor de la proposicion es falso pues la proposicion “2 es nimero
par” es verdadera.

La proposicién 3) es un ejemplo de disyuncion logica, la cual viene representada
por la particula “0”. Su valor es verdadero si es verdadera, al menos, una de las dos
proposiciones que la componen. Asf, 3) es verdadera, puesto que 2 es un nimero
par.

La proposicién 4) es un ejemplo de conjuncion ldgica, la cual se representa por
la particula “y”. Su valor es verdadero si las dos proposiciones que ta componen son
verdaderas. Nuestro ejemplo es una proposicion verdadera, pues el niimero 2 es par
y también es primo (condicién que cumple sélo el nlimero 2).

En la proposicién 5) ejemplificamos la condicional 16gica y en la proposicién 6)
la bicondicional o equivalencia 16gica. Se acostumbra a representar la condicional
légica por el signo “ =, que se llama también signo de implicacidn, y la operacion
bicondicional por el signo “ <=, que se suele llamar signo de equivalencia. Asi,
nuestros ejemplos 5) y 6) se pueden representar por:

5') a primo = a impar, 6') a primo <= a impar.

Una implicacién “P = Q” es verdadera si siempre que P es verdadera se cumple
que Q es también verdadera y es falsa cuando siendo P verdadera se tiene que Q es
falsa. La consideracion del caso en que P sea falsa provoca una valoracién que di-
fiere del uso ordinario que se hace de la condicional y, por tanto, la soslayaremos.
En el ejemplo 5) estamos en presencia de una implicacién falsa, puesto que para
a= 2, P es verdadera, mientras que Q es falsa (este es el inico valor de a para el
cual no se cumple la implicacién, pero basta para concluir que la implicacion es
falsa).

La equivalencia P <= Q es verdadera si lo son ambas implicaciones: P = Q
y Q = P y ser falsa si lo es al menos una de las dos implicaciones anteriores. Luego,
en el ejemplo 6) estamos ilustrando una equivalencia falsa, pues no se cumple, que
si a es primo entonces a es impar (realmente tampoco se cumple que si a es impar
entonces es primo, pero basta con mostrar que una de las dos implicaciones es falsa).

La mayor parte de los teoremas que aparecen en el texto se reducen a expresio-
nes del tipo “P = Q” o “P <= Q”. Dado el teorema “P = Q" hay varios teoremas
relacionados con él.

Dos teoremas se llaman reciprocos cuando cada uno tiene como hipétesis la
tesis del otro.

SiP = Q es el teorema directo, entonces Q = P es el teorema reciproco.

Ejemplos

7) El reciproco del ejemplo S5) expresa que:
“Si a es impar, entonces a es un nimero primo”.

En este caso, el teorema reciproco es falso, pues existen niimeros impares que
no son primos. Por ejemplo, 9 es impar y no es primo, pues 9 = 3 » 3.
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Se flaman teoremas contrarios los que tienen como hipétesis y tesis proposicio-
nes respectivamente contrarias. Si “P = Q” es el teorema directo, entonces
“no P = no Q” es el teorema contrario.

8) El contrario del teorema S expresa que:
“Si a no es primo, entonces a es par”.

En este caso, el teorema contrario es falso, puesto que a = 9 no es primo y, sin
embargo, no es par.

El teorema reciproco del contrario se denomina contrarreciproco.

Si “P = Q™ es el directo, entonces “no Q = no P” es el teorema contrarreci-
proco.

9) El contrarreciproco de nuestro ejemplo 5) expresa que: ““Si a es par, entonces a
no es un nimero primo”.

Uno de los métodos de prueba mds usado se basa en el hecho de que un teore-
ma y su contrarreciproco son equivalentes, es decir, la validez de uno de ellos
implica la del otro. Este resultado puede demostrarse con razonamientos 16gi-
cos pero nos contentaremos con postularlo y utilizarlo como método de prue-

ba (ver ejemplo 11).

El teorema “P = Q™ expresa que P es una condicion suficiente para que se cum-
pla Q, y que Q es una condicién necesaria para que se cumpla P. Si son vilidos el
teorema directo y su reciproco, entonces estamos en presencia de una equivalencia:
P <= Q, y se dice que P es una condicion necesaria y suficiente para que se cumpla Q.
También se dice que P se cumple si, y s6lo si, se cumple Q.

10) En la geometria plana se estudia como dividir el citculo en cierto nimero n de
partes iguales por medio de la regla y el compds. Sin es un nimero par, esto es
facil de hacer; pero no siempre es posible hacerlo cuando n es impar, como ya
se dieron cuenta los antiguos griegos antes de nuestra era. Entonces ;bajo qué
condiciones es posible si i1 es un niimero impar? Muchos afies pasaron y este
problema continué abierto. Finalmente, en 1796, un joven de 19 afios lama-
do Gauss demostré el teorema siguiente:

“Una condicién necesaria y suficiente para poder dividir el cfrculo en un nime-
ro n impar de partes iguales es que n sea un niimero primo de Fermat, es decir,
un nimero primo de la forma 22K 4 1 (ver § 2 ejemplo 2) o una combinacién
de esos numeros”. Esto quiere decir que si el circulo se puede dividir en un ng-
mero n impar de partes iguales, entonces, n es una combinacién de niimero de
la forma 22K+ 1 y, ademds, es primo (condicién necesaria) y que sin es la com-
binacién de ntimeros de la forma 22K + 1, k €N,y también es primo, entonces,
el efrculo se puede dividir con regla y compds, en un nimero n de partes iguales
{condicibén suficiente).

Veamos ahora algunos ejemplos de utilizacion de los métodos de prueba mds
comunes.
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Ejemplos

11) (De prueba por el contrarreciproco)
Teorema: Sean € N, Si2 divide a n?, entonces 2 divide a n.
Demostracion

El contrarreciproco expresa que si 2 no divide a n, entonces 2 no divide a n?,
Probémoslo.

Si 2 no divide a n, entonces n es impar; o sea, n = 2k+ 1 para algin k € N.
Luego n? = (2k+ 1)? = 4k*+ 4k+1
=2(2k*+ 2k)+1

y como 2k* + 2k es un nimero natural, se obtiene que n? es impar, o sea, que

n? no es divisible por 2.

Un método muy similar al de prueba por el contrarreciproco es el conocido
como método de prueba por reduccidn al absurdo.

En el método de prueba por reduccion al absurdo se demuestra la falsedad de
una afirmacién deduciendo de ella una manifiesta contradiccién. Algunos matema-
ticos comparan el método de reductio ad absurdum con el método de la sdtira, don-
de se adopta un cierto punto de vista y se lleva a sus conclusiones extremas, hasta
el punto en que se llega a una contradiccién manifiesta.

Se cree que fue Zendn de Elea, alrededor del afio 500 a.n.e., quien primero uti-
lizé este método de reduccién al absurdo en sus célebres paradojas del infinito, tres
de las cuales presentamos en las introducciones de los Capftulos I, Il y V respecti-
vamente. La cldsica demostracion de Euclides de la infinitud del conjunto de los
néimeros primos, es uno de los primeros ejemplos de demostracion por reduccion
al absurdo.

12) (De prueba por reduccién al absurdo)
Teorema: El conjunto de los nimeros primos no tiene un Gltimo elemento.
Demostracion

Supongamos, por el contrario, que el conjunto de los niimeros primos tiene
un ultimo elemento p. Consideremos el nimero

q=(2+3-5.7-11+....p)+1

Este ntimero q, al ser mayor que p, no puede ser por hip6tesis un nimero pri-
mo; q debe ser, pues, divisible por un niimero primo. Ahora bien, todos los
niimeros primos de que disponemos son, por hipétesis, los nimeros 2, 3,5,
7,...,py dividido entre uno cualquiera de dichos niimeros q tiene como resi-
duo 1; q no es, pues, divisibles entre ninguno de los nimeros primos mencio-
nados, los cuales constituyen por hip6tesis la totalidad de los nimeros primos.
Se nos manifiesta ahi una contradiccién. Por tanto, nuestra hip6tesis es err6-
nea: no existe un nimero p que sea el tltimo nimero primo.
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Una de las formas de demostrar que P = Q por el método de prueba de reduc-
cion al absurdo consiste en considerar validos al unisono P y no-Q y llegar a una
contradiccion.

13) Probemos por reduccién al absurdo el teorema planteado en el ejemplo 11; de
prueba por el contrarreciproco:

Sean€N.

Supongamos que 2 divide a n? y que 2 no divide a n. Luego, n®=2k y
n=2m+ 1, donde k y m son niimeros naturales. Pero, de n> = 4m? + 4m +
+ 1 = 2k se obtiene 4m® + 4m= 2k — 1, lo cual es contradictorio, pues 2k — 1
no es divisible por 4 mientras que el miembro de la izquierda sf lo es. Esta
contradiccion obtenida prueba la falsedad de nuestra hipétesis y de ahi que a
sea divisible por 2.

Observaciones

1) Existen otras formas de demostrar “P =Q” utilizando el método de prueba por
reduccion al absurdo, por ejemplo, de P y no-Q llegar a que al unfsono deben
cumplirse las proposiciones P y no-P,lo cual es absurdo. También de la suposi-_
cién de P y no-Q se puede llegar a no-P, 1o cual también es una manifiesta con-
tradiccién. En fin, el método de prueba consiste en suponer P y no-Q y llegar
a una contradiccion evidente.

2) Enla demostracion de una misma proposicion son utilizables varios métodos de
prueba. Asi, se puede comenzar directamente la demostracién, probar un paso
por el contrarreciproco, otro paso por reduccidn al absurdo y culminar de ma-
nera directa. También en la demostracién de una condicién necesaria y sufi-
ciente se puede demostrar que la condicién es necesaria por un método y que
la condici6n es suficiente por otro. En este texto se encontrarg el lector multi-
tud de formas combinadas de demostraci6n.

El principiante muchas veces comete el error de querer demostrar una proposi-
cion general exhibiendo ejemplos que cumplen la condicién expresada en ella.
Como pudimos apreciar en el epigrafe §P.2, existen propiedades que se cumplen
para un nimero grande de casos, pero que, en general, no son védlidas. Esto no con-
tradice el hecho de que si se quiere probar la falsedad de una proposicién de cardc-
ter universal, es decir, que se propone vélida para todo elemento del universo en
cuestidn, sea suficiente exhibir un ejemplo que no posea dicha propiedad para de-
mostrarlo. Esto se llama método de prueba por un contraejemplo.

Ejemplo

14) (De prueba por un contragjemplo.) En el ejemplo 2, § P.2 se relata un caso
histérico de prueba por un contraejemplo.) Se trata de la demostracién dada
por Euler a la proposicién de Fermat de que todo niimero de la forma 2°" + 1
es un niimero primo. Le bast6 a Euler comprobar que 2%° + 1 era divisible
por 5« 27+ 1 para demostrar la falsedad de esta conjetura, vigente durante
100 afios.
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En el proceso de demostracién de una proposicién determinada, el matema-
tico pasa por diferentes etapas. Primero trata de demostrarlo directamente, des-
pués ensaya en la prueba del contrarreciproco o utilizando el método de reduccion
al absurdo. Al cabo de varios intentos infructiferos comienza a buscar ejemplos
que prueben la falsedad de la proposicioén. Siencuentra sélo ejemplos que cumplen
las condiciones del teorema, siente de nuevo el interés por encontrar la demostra-
cidn, y asf sucesivamente... Un buen matemdtico no es aquel que llega rdpidamente
a la solucién de todo problema matemdtico, sino aquel que se siente motivado por
resolver el problema y no ceja en su empefio hasta hacerlo, utilizando todos los me-
dios a su alcance. Por supuesto, mientras mds “herramientas” y métodos sabe uti-
lizar més eficiente serd su trabajo, pero su principal arma de combate es su interés
y su voluntad de afrontar las dificultades, cualquiera sea su indole matematica.

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

Sea el teorema T: “SiA C By AC C,entonces A CB N C”.
1. Enuncie los teoremas reciproco, contrarreciproco y contrario del teorera T.

2. Demuestre e! teorema directamente, por el método de prueba del contrarrect-
proco y por el método de reduccién al absurdo..

3. ;Se cumplen los teoremas reciproco y contrario?

4. Exprese el teorema en el lenguaje de las condiciones necesarias y las condiciones
suficientes.

Resolucion
1. a) Teorema reciproco de T: “SiA CBNC,entonces ACBy AC C”.

b) Teorema contrarreciproco de T: “SiA ¢ B N C, entonces 0 A ¢Bo
A C”.

¢) Teorema-contrario de T: “SiA ¢ B o A ¢ C, entonces A ¢BNC”.

2. a) Demostracion de T directamente:
Supongamos A CBy ACC.

Seax € A. De A C B obtenemos x € B y de A C C se obtiene que x €C.
Luegox€By x€C,osea,x€BNC.

Hemos probado que six € A entoncesx € BN C, es decir,que ACBNC.
b) Demostracién de T por el contrarreciproco.

Supongamos que A ¢ B N C; es decir, que existe X € A talquex§¢BNC.
Six & B N C, esto quiere decir que x € B o x & C, de donde se deduce que:
o A no es subconjunto de B o A no es subconjunto de C.
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¢) Demostracién de T por reduccién al absurdo:
Supongamos que i) A BN Cyquei) ACBy ACC.

Seax € A. De i) se deduce que o x & B 0 x ¢ C, mientras que de (ii) se in-
fiere que x €B y x € C. Esto es una evidente contradiccién y, por tanto, es
falsoque AZBNC osea, ACBNC.

3. a) Probemos que el reciproco se cumple también.

4.

Supongamos que AC BN C.

Seax € A. Entoncesx EBNC,0sea,x EB y x €C, como se querfa
probar.

b) El contrario se cumple, pues es el contrarreciproco del reciproco, el cual
acabamos de probar.

a) *“Una condicién necesaria para que A sea subconjunto de B y de C es que A
sea subconjunto de BN C.”

b) “Una condicién suficiente para que A C BN C es que A sea subconjunto
deByde C.”

¢) Dado que T y su reciproco son vlidos se cumple que:

“Una condicién necesaria y suficiente para que A sea subconjutno de B y
de C es que A sea subconjutno de BN C.”

Ejercicios para el trabajo independiente

1.

r9

Dado el teorema T: “El ntimero z = 2™ + 1 puede ser un ntimero primo sélo si
m no contiene ningtin divisor impar”.

a) Enuncie los teoremas reciproco, contrarreciproco y contrario de T.

b) Exprese, en términos de condiciones necesarias o suficientes, el teorema T.
¢) ¢Se cumple el teorema reciproco de T?

Dado el teorema T: “SiANBC C®y AU CC B, entonces AN C = ¢”.

a) Enuncie los teoremas reciproco, contrarreciproco y el contrario del teo-
rema T.

b) Demuestre el teorema directamente y por reduccién al absurdo.
¢) (Se cumplen los teoremas reciproco y contrario?

d) Exprese el teorema en el lenguaje de las condiciones necesarias y suficientes.

. Seael teorema T: “Si a es un divisor de b o un divisor de ¢, entonces a es tam-

bién divisor del producto b « ¢”.
a) Enuncie los teoremas reciproco, contrarreciproco y contrario del teorema T.

b) Demuestre el teorema directamente y por el contrarreciproco.
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¢) ;Se cumplen los teoremas reciproco y contrario?

d) Exprese el teorema en el lenguaje de las condiciones necesarias y suficientes.

PREGUNTAS DE COMPROBACION

1.

[Z I - SR PV

10

Defina los conceptos subconjunto, uni6n, interseccién complemento y dife-
rencia.

. Exponga las leyes de dualidad y demuestre una de ellas.
. (En qué consiste el principio de induccién matemdtica?

. ;Qué es una definicion por recurrencia? Dé un ejemplo.

. (Por qué el método de prueba por induccién matemdtica es un método de-

ductivo?
. Discuta la veracidad de la deduccidn siguiente:
a) existen paralelogramos que no son rectdngulos y

b) existen paralelogramos cuyas diagonales no tienen la misma longitud, se
deduce:

¢) los paralelogramos cuyas diagonales no tienen la misma longitud no son rec-
tangulos.

. Dé ejemplos de proposiciones de disjuncién, conjuncion, condicional y bicon-
dicional 16gica.

. Entre los teoremas directo, reciproco, contrario y contrarreciproco ;cudles
tienen valor logico equivalente?

. Describa tres métodos de prueba y ejemplifique su respuesta.

. ;Qué tipos de proposiciones se pueden probar por el contraejemplo?

EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

34

. ;Existen o no conjuntos A,By C tales que:
ANB#¢, ANC=¢ y (ANB)\C=¢?
. Encuentre todos los subconjuntos del conjunto
{¢.{e}, {x}, {1,2}}
. a) Demuestre que todo conjunto de n elementos tiene 2" subconjuntos.

b) ;Cuintos subconjuntos de k elementos tiene un conjunto de n elementos
(k<n)?

. ;Cudles de las proposiciones siguientes son verdaderas para toda terna de con-
juntos A, By C?

a) SIAEB y BEC, entonces A€ C



b) SIACB y BEC, entonces A€ C
¢) SiA#By B+C,entonces A #C

. Resuelva el sistema de ecuaciones

A\X =B
AUX=C
donde A, By C son conjuntos dados y B CACC.

6. Diferencia simétrica de dos conjuntos A y B se llama al conjunto A -~ B =

10.

=(A\B)U (B\A),

Demuestre:

a) ACB=B A

b) A-(B-C=(A>-B)-C

) ANB-C)=(ANB)=(ANQO)

d)AZ¢=A
) A~ A=¢
f) A< U=AS

g A~(A-B)=B

h) A\B=A Z(ANB)
)A-B=¢ « A=B
JDA-B=CeB-C=A*C-A=B

. Demuestre que la suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos es

siempre divisible por 9.

. Encuentre una fé6rmula para

1 1 1 1
(1—?) (1—3) (1_E)'" (l_n_z)

que sea vilida para n > 2 y demuéstrela por induccidén matemdtica.

. Encuentre una férmula para

_ Y a-41-4 -4
a--pa o) (1—59 ... (2n_1)2)

vilida para todo n € N y demuéstrela con ayuda del principio de induccién
matematica.

Demuestre que para todo n natural se cumple que:
a) 23"+ 1 es divisible por 3™, pero no es divisible por 37*2,

b) 3" — 1 es divisible por 2™*2, pero no es divisible por 2™*3,
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11.

13.

36

Demuestre el “pequeno teorema de Fermat™: *Si p es un nlimero primo, en-
tonces, para todo nimero natural n, el nimero nP-n es divisible por p”.

;Cudl es el nimero maximo de las proposiciones siguientes que pueden ser si-
multdneamente verdaderas para algiin nimero natural n?

a) n? + 1 es primo.

b) n* 4+ 1 noesun namero de Fermat.

¢) n? + 1 esun nimero de Fermat, pero no es primo.

d) Sin? + 1 es primo, entonces n? + 1 no esun numero de Fermat.
¢) n? + lesprimosiy s6lo si n? + 1 es un nimero de Fermat.

f) O n? + 1 esprimo, 0 n? + 1 es un nimero de Fermat, pero no ambas co-
sas a la vez.

Sea el teorema T: “Toda progresion geométrica con los dos primeros términos
primos entre si contiene infinitos nGimeros primos”.

a) Enuncie la negacion de este teorema.
b) Supongamos vilido T, ;qué valor veritativo tiene la proposicion siguiente:

“Sj una progresion contiene s6lo un ndmero finito de nimeros primos, en-
tonces no es geométrica.”

¢) Enuncie el teorema como una proposicion del tipo “p = Qy asociele los

teoremas reciprocos, contrarreciproco 'y contrario.



CAPITULO 1. NUMEROS REALES

Para contar no sélo hacen falta objetos contables, sino
también la capacidad de prescindir, a la vista de esos
objetos, de todas las otras cualidades menos la de su
nimero, capacidad que es el fruto de un largo desa-
rrollo histérico, empirico.

FEDERICO ENGELS!

Introduccién

El concepto de niimero se desarroll$ en la antigiiedad como consecuencia de la
necesidad prictica de contar objetos.

Al principio el nfimero no exist{a como concepto abstracto. “Contar” repre-
sentaba la comparacién de un conjunto dado de objetos con otro conjunto cono-
cido como los dedos de las manos, las marcas en un palo, los nudos en una soga, un
determinado montdn de piedrecitas o semillas. Una huella de esta prdctica tan re-
mota se observa en la denominacién del “Calculus”, que traducido literalmente del
latin significa “contar con piedras™.

En la sociedad primitiva el hombre s6lo necesit6 los primeros niimeros natura-
les, pero a medida que se desarrollaron sus actividades productivas aparecieron, cada
vez, nlimeros mayores. No obstante, operar con grandes niimeros s6lo es posible si
se posee un sistema de numeracién adecuado y en aquel entonces se disponfa de
muchos sistemas diferentes pero ninguno apropiado. Poco a poco se perfeccionaron
y se unificaron los distintos sistemas de cdlculo. Arquimedes, en el siglo III a.n.e.,
basdndose en el principio de numeracién decimal, fue el primero en dar un método
paraexpresar cualquier niimero por grande que fuera. En su célebre obra “Conta-
dor de arena” se construye un sistema numérico que sirve para contar cualquier con-
junto finito de objetos. En particular el “contador de arena” podfa determinar la
cantidad de arena encerrada en todo el Universo (Arquimedes se representaba el
Universo en forma de esfera gigantesca pero de radio finito con centro en el Sol y
en cuya superficie se distribuian todas las estrellas. El didgmetro del Universo lo
consideraba tantas veces mayor que el didmetro del Sistema Solar como tantas veces
este Gltimo era mayor que el didmetro de la Tierra).

Después de adaptarse a los grandes ntimeros, los griegos no tardaron en saltar al
infinito. La sucesion de los ntimeros naturales 1, 2,3,4,...,n, ... se extiende
indefinidamente, pues cuando llegamos al ndmero n se puede escribir el niimero
siguiente como n+ 1. La audaz idea del infinito abrié a los matemiticos grandes
posibilidades, pero a su vez los enfrent6 a contradicciones que todavia hoy son ob-
jeto de discusiones.

1ENGELS, F.: Anti-Dihring. p.51, Editorial Pueblo y Educacién, Ciudad de La Habana,
1979.
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Paralelamente al desarrollo del concepto niimero natural se desarroll6 el con-
cepto niimero fraccionario. Segln los documentos que se conservan, el estudio de
las fracciones se remonta mds all del afio 2 000 a.n.e. al Antiguo Egipto y a los
estados de la desaparecida Babilonia. Los primeros nimeros fraccionarios aparecie-
ron por las necesidades en la reparticion de herencias, en los cdlculos para las cons-
trucciones, en las mediciones del tiempo y otros problemas similares. Comenzaron
utilizindose las fracciones del tipo —Ill- y 0otros pocos nimeros como —%— y % Tanto
en Egipto como en Babilonia se Hlegaron a dar las reglas aritméticas de las operacio-
nes con niimeros naturales y fraccionarios, aunque siempre en forma de recetas, o
sea, sin fundamentacién teérica. Calculad como yo hago dice en esencia el matemd-
tico de los pueblos antiguos: nos presenta ejemplos y ninglin razonamiento deduc-
tivo.

Los primeros razonamientos hipotético-deductivos relacionados con el concepto
ntimero se encuentran en la Grecia Antigua, alrededor del sigio V a.n.e. Laescuela
pitagorica hace del nimero el principio de todas las cosas. Para los pitagoricos “to-
das las cosas accesibles al conocimiento poseen un nimero, puesto que sin él no
podemos comprender ni conocer nada”. El hallazgo de sorprendentes propiedades
de los niimeros, asociados a 1a misica y a las teorias del derecho y la moral los con-
dujeron a concepciones mistico-filoséficas que lefdas hoy nos resultan absurdas.
Vemos, por ejemplo, una definicién de ntimero muy difundida en sus obras: “El
ntmero es la cadena omnipotente y autégena que constituye la estabilidad de las
cosas del mundo, la prisién en que la unidad ha encerrado el Universo”.

Pero nuestra referencia a los pitagéricos no tiene como objetivo subrayar sus
errores filosoficos, sino situar el encuentro inicial con un tipo de niimeros que no
pueden ser catalogados ni como naturales ni como fraccionarios.

Tomando como unidad de medida la longitud del cateto de un tridngulo rectdn-
gulo, entonces no existe niimero natural o fraccionario que nos sirva para representar
la longitud de la hipotenusa (ver § 1.2). Los griegos se espantaron porque pensaban
que todo segmento de recta debia poseer una longitud numérica. ;Cémo resolver
esta contradiccién? Dado que hay mds segmentos que nimeros fraccionarios, con-
sideraron mds adecuado utilizar los segmentos de recta como elementos primarios
para calcular; asf surgi6 la primera teorfa algebraico-geométrica. Con los segmentos
de recta, los griegos definieron todas las operaciones algebraicas.

Por ejemplo, la suma se interpretaba como la unién consecutiva de los interva-
los sumados y la multiplicacién de dos segmentos como el 4rea del rectan-
gulo con lados cada uno de los factores. Debemos sefialar que en el dlgebra
geométrica se introdujeron ingeniosos razonamientos geométricos en la interpreta-
¢ion de las identidades algebraicas.

Por ejemplo, en la figura 11 ilustramos la interpretacion geométrica de 1a iden-
tidad (a+ b)? = a® + 2ab+ b2.

Una de las escuelas que se opuso a la concepcion pitagorica del nimero como
principio de todas las cosas fue la escuela de los eléatas y en particular Zendn de
Elea.
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a| a? ab
blab b?
Fig. 1.1

Zenon, utilizando el método de prueba por reduccion al absurdo (quizés por
primera vez en la historia), muestra que los argumentos pitagdricos acerca de que
todo segmento de recta tiene una longitud numérica determinada, contradicen a
nuestro sentido comin. El argumento mds popular esgrimido por Zenén se expresa
en la célebre “Paradoja de Aquiles y la tortuga”. Supongamos que en la persecucién
de la tortuga por Aquiles, la primera aventaja al tiltimo en una longitud AB. Mien-
tras que Aquiles recorre esta distancia, la tortuga ha llegado a C. Mientras Aquiles

recorre la distancia BC la tortuga llega a D y asf sucesivamente; por pequefia que sea
la distancia que separa a Aquiles de la tortuga, es al menos igual, en la teorfa pitagé-
rica, a la longitud de un cierto segmento. Mientras Aquiles recorre ese segmento la
tortuga se ha desplazado otro segmento que siempre tiene una longitud determinada.
Por tanto; Aquiles jno alcanzard jamds a la tortuga! Pero nosotros sabemos, por
experiencia, que Aquiles atrapard a la tortuga. ;C6mo salvar esta contradiccién?
Evidentemente, la concepcion metafisica del nimero de la escuela pitagérica no
permite dar respuesta positiva a esta cuestién que exige una consideracién dialéctica
del concepto niimero.

Con posterioridad a la edad de oro griega, el conocimierito de los ndmeros no
recibe ningtn impulso significativo, salvo en la introduccién de los niimeros negati-
vos. Los nliimeros negativos se encuentran ya, aunque sélo sea de un modo préctico,
en los matemdticos hinddes. Brahmagupta en el siglo VI de nuestra era da reglas
como esta: “la suma de dos créditos es un crédito mientras que la de un crédito y
una deuda es su diferencia o cero si son iguales™.

En Europa, los niimeros negativos se introdujeron con la utilizacién del cdlculo
literal en 1a época del Renacimiento, pues hasta entonces todos los matemdticos
trataban de evitar, por todos los medios, el empleo de estos niimeros, los cuales cali-
ficaban de falsos, ficticios, imaginarios, etc. Se cree que fue Descartes en el siglo XVII
quien empled por primera vez los signos + y — para distinguir los nlimeros positivos
de los negativos,.como hacemos actualmente, y desarrollé por completo las reglas
de célculo con nimeros negativos, aunque a pesar de esto, no tiene un concepto
perfectamente claro de tales nameros.
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Algo después que Descartes, el genio de Isaac Newton, da en su Aritmética
Universal una definicion general de niimero, que comprende al entero positivo y al
negativo, asi como al racional y al irracional. Para Newton, el niimero relativo es la
representacion analitica de las magnitudes dotadas de dos sentidos y, en general,
“namero es el resultado de la comparacién con la unidad; se obtiene el niimero
entero cuando la unidad cabe exactamente en la cantidad, el fraccionario cuando
esta contiene exactamente una parte alicuota de la unidad y el irracional cuando la
cantidad y la unidad son inconmensurables entre si”.

Por supuesto que esta definicidén, aunque puede satisfacer intenciones “pragmi-
ticas”, no es rigurosa ya que utiliza el concepto de “comparacién de la cantidad con
1a unidad™, el cual necesita de una definicién en la cual no intervenga el concepto de
nimero, cuestién nada fécil y que motivé la creacién de una teorfa general de las
magnitudes en el siglo XIX elaborada con métodos de la 16gica matemadtica.

Otra teorfa de los nimeros surgida en el siglo XVII es la de J. Wallis, quien ob-
servd que todo niimero fraccionario se podia representar por un niimero decimal
con un namero finito de cifras o con un niimero infinito de cifras peridédicas
(ver § 1.3). De manera, entonces natural, Wallis consideré aquellos ntimeros, deci-
males con infinitas cifras nc periédicas y demostré que todos los niimeros hallados
por los griegos como “irracionales” (sea V2 por ejemplo) se podfan representar de
esta forma, considerando los valores de las aproximaciones sucesivas en la medicion
del segmento correspondiente (1a hipotenusa del tridngulo rectdngulo con catetos
unitarios).

Hoy dra, al apretar el botdn de la raiz cuadrada en una calculadora manual ob-
tenemos la respuesta a la representacion decimal de V2 =1,4142135623 ... Las
computadoras electrénicas han calculado las cifras hasta mds de 2 000 lugares deci-
males. Ciertamente, para el fisico y el ingeniero estas aproximaciones son mds que
suficientes si sus objetivos son experimentales. Pero cuando los intereses estdn en la
busqueda de la esencia de los fendmenos tiene que recurrir a teorfas cada vez mds
precisas y exactas que utilizan las propiedades de continuidad de la materia y las
correspondientes relaciones cuantitativas de cardcter continuo.

Una teorfa precisa, rigurosa de los niimeros reales no puede basarse en magnitu-
des de segmentos ni de ningln otro ente fisico, ni tampoco puede recurrir a intui-
cién geométrica alguna. En este sentido a mediados del siglo pasado surgen diversas
teorfas del niimero que pretenden “aritmetizar” el Andlisis, es decir, basar la teorfa
de los nimeros reales en la utilizacién de los nimeros naturales.

En los intentos de aritmetizar el Andlisis, los matemdticos se plantearon innu-
merables problemas: ;Son las leyes de la aritmética independientes o pueden ser deri-
vadas légicamente unas de otras? ;Son realmente fundamentales o pueden ser
reducidas a un conjunto mds primitivo, mds simple y mds elegante de reglas? Uno
de los mayores éxitos obtenidos en los afios 1870 fue el de lograr establecer un con-
junto de axiomas para los nimeros, es decir, un grupo de reglas que definen el com-
portamientp de los nimeros. Hay que decir que son varios los grupos de axiomas
que sirven para fundamentar la teorfa de los niimeros. Entre si, todos los grupos de
axiomas son equivalentes, unos son mds Gtiles que otros en dependencia de los obje-
tivos que se persiguen.
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En nuestro curso hemos optado por utilizar uno de los grupos de axiomas mds
“pricticos”, el cual consideramos mds apropiado por su sencillainterpretacion fisica.

Subrayemos que no se debe exagerar en la utilizacién del método axiomdtico.
Con este método lograremos rdpidamente establecer las reglas de juego necesarias
para intentar construir coherente y légicamente todo el analisis matemitico.

Para nosotros este es un medio y no un fin. No nos pérmitiremos extremismos
como el sefialado por un cierto maestro de primaria, el cual decfa que con los méto-
dos modernos se le ensefiaba a los nifios que 2+ 3 eraigual a 3+ 2 sin conocer que
lasuma era 5. En este capitulo no pretendemos perdernos en disquisiciones acerca
de la naturaleza de los ntimeros y la compatibilidad y consistencia 16gica de los mi-
nimos axiomas que los determinan. Partiendo del conocimiento supuesto de Ia
operatoria con los nimeros sistematizamos de la forma mds resumida las reglas fun-
damentales (no precisamente minimas) que lo rigen.

§ .1 Propiedades de los ntimeros racionales

Dado que el conjunto de los nimeros naturales N = 1,2,3,...,n,n+1, ...
presenta deficiencias evidentes para representar todas las operaciones usuales en
nuestras relaciones productivas, se introducen los ntimeros enteros y los niimeros
racionales. El conjunto Z de los niimeros enteros contiene los niimeros . . . ,— 3,
—2,—-1,0,1,2,3,...yel conjunto Q de los ntimeros racionales contiene los
nameros que se representan como cociente de dos niimeros enteros ﬁ, donde g+ 0.

De la ensefianza primaria son conocidas las operaciones y propiedades de estos
numeros. Aqui vamos a enumerar aquellas que son fundamentales para nuestros
objetivos.

Al formular estas propiedades, en lugar de utilizar el término “ntimero racional”’
utilizaremos el término mds genérico de “ntimero”. Esto nos permitird mds ade-
lante referirnos a estas propiedades no sélo como propiedades de los néimeros racio-
nales, sino de otros conjuntos numéricos mds amplios.

Las propiedades mas importantes de los niimeros racionales son las siguientes:

P1. Existencia de un orden: Cualesquiera sean los nimeros ay b se cumple una
y s0lo una de las relaciones siguientes:

“a<b”:aesmenorqueb
“a>b”:aesmayor que b
“a=Db":aesigualab

La relacién de orden posee la propiedad siguiente:

P2. Transitividad: Sia>b y b> c,entoncesa>c. Ademds,sia=b y b=c,
entonces a = c.

P3. Existencia de una suma: Para todo par de nimeros a y b est4 definido de
manera Gnica el niimero llamado suma y se representa por a+ b,

La operaci6n de suma posee las propiedades siguientes, que se cumplen para
toda terna de niimeros a,by c:

P4. Conmutatividad: a+ b=b+ a.
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P5. Asociatividad: (a+ b) + c=a+ (b+ c).

P6. Existencia y unicidad del elemento nulo 0: Existe un {inico nimero llama-
do cero “0” tal que a+ 0 = a para todo niimero a.

P7. Existencia y unicidad del opuesto: Para todo nimero a existe un tinico ni-
mero, que denotaremos por —a, tal que:

a+ (—a)=0
Notacion: Para sumar a con el opuesto de b se utiliza la notacién a+ (—b) =
=a — b, y a este nimero se le llama diferencia de a menos b.

P8. Existencia de una multiplicacion: Existe una regla por medio de la cual
al par a y b se le hace corresponder un tercer nimero ¢ llamado producto, ¢l cual se
representa por ¢ =ab.

Andlogamente a la suma, la operacién de multiplicacién posee las propiedades
siguientes cualesquiera sean los niimeros a, b y c:

P9.  Conmutatividad: ab =ba.

P10. Asociatividad: (ab)c= a(bc).

P11. Existencia y unicidad del elemento unidad (1): Existe un nimero llama-
do uro “17, tal que para todo niimero a se cumple 1 a=a.

P12. Existencia y unicidad del reciproco: Para todo nimero a # 0 existe un

. 1
niimero, que denotamos o tal que
a— =1

Notacién: Para multiplicar a por el reciproco de b # 0 se utiliza la notacién
a —i—)— = —S— y a este nimero se le lama cociente de dividir a por b.

Las operaciones de suma y multiplicacion estdn relacionadas por la propiedad
siguiente.

P13. Dustributividad de la multiplicacion respecto a la suma:
Cualesquiera sean los nmeros a, b y ¢ se cumple que

{(a+ b)c=ac+ be
Las dos propiedades siguientes relacionan el orden con la suma y la multipli-

cacion:
P14. Sia> b, entonces, para todo nimero ¢ se cumple

a+c>b+c

P15. Sia>b y c> 0, entonces ac>bc,ysia>b y ¢ <0, entonces ac < bc.

La propiedad siguiente desempefia un papel muy importante en este curso. Se
sabe que fue introducida por Eudoxio de Cnido en el siglo IV an.e., pero por vieja
costumbre se le denomina “de Arquimedes”.
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P16. Propiedad arquimedeana: Cualquiera sea el niimero a existe un niimero
natural n tal que

n>a

Estas son las propiedades que consideramos mds importantes en el conjunto de
los ntimeros racionales Q.

Es conveniente recordar las reglas mediante las cuales se comparan, suman y
multiplican los nlimeros racionales:
Seana = % y b= J;- Sia,b >0, entonces a<<b, cuandomg<np,a=b,

cuandomq =np y a> b, cuando mq > np. Sia, b < 0, entonces —a,—b >0y se
dice que a < b cuando —a > —b y a>b cuando —a < —b.
Se define la suma de a+ b como

- m,p_ mqt+tnp
a+ b= n + 3 = nq
y el producto como:
a- b: m . p = mp
n q ng

Observacion

El hecho de que esta forma de definir el orden y las operaciones entre nimeros
racionales haga que se cumplan las propiedades P1- P16 es consecuencia de Ia defi-
nicidn y las propiedades andlogas que para los nimeros naturales van conociéndose
por el estudiante desde sus primeros pasos en la escuela primaria y ya deben ser con-
sideradas por éste como “verdades evidentes”.

Las 16 propiedades referidas anteriormente se llaman fundamentales, puesto
que todas las otras propiedades algebraicas relacionadas con las operaciones de suma
y multiplicacién y con la relacién de orden pueden ser obtenidas como consecuen-
cia 16gica de éstas 16. Asi, por ejemplo, se deduce la propiedad siguiente, que utili-
zaremos frecuentemente:

TEFORFEMA 1.1
Sia>byc>d,entoncesa+ ¢c>b+ d.

DEMOSTRACION

En efecto, de las desigualdades a>b y ¢> d y de las propiedades P14 y P4 se
deduce que

a+c>b+cyb+c>b+d
y de estas dos desigualdades, junto con P2, obtenemos que
a+c>b+d
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Asimismo se pueden introducir todas las definiciones utilizadas desde la ense-
fianza secundaria, como, por ejemplo, las siguientes:

DEFINICIONES 1.2
a) Un namero a > 0 se llama positivo y un niimero a < 0 negativo.

b) Para todo nimero dado a y todo niimero natural n, al producto de a, n-veces
por si mismo, se le llama potencia n-esima de a 'y se denota por al,

¢) Al ntmero b > 0 tal que b" = a (si existe) se le llama raiz n-ésima del nimero a
1
n 1
y se representa por /a o a"

d) Para todo nimero a denotamos por |a| y llamamos valor absoluto o médulo
de a al nimero tal que:

a , siaz0

a - —a ,si a<o0

Con estas definiciones se pueden expresar otras propiedades de los nimeros ra-
cionales. Veamos una propiedad sumamente importante:

TEOREMA 1.3 (Desigualdad triangular)

Para todo par de niimeros a y b se cumple:
la+ b| < lal+ |b}

DEMOSTRACION

Por las definiciones de médulo y de relacién de orden se cumplen las desigual-
dades:

—lal<a<ial,— bl <b< |b]
Del teorema 1.1 se deduce que:
—(lal+ 1bl) < a+ b < Jal+ [b]

Utilizando, en el caso a+ b > 0 la desigualdad a la derecha y en el caso
a+ b <0 la de la izquierda, obtenemos la desigualdad triangular.

EJERCICIOS
.Ejercicios resueltos

1. Pruebe que a » 0 = 0 para todo nimero a.
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Resolucién

PorPl1l1yP7,a=a+1=a-(1+ 0),entonces, porP13yPll:a=2a.1+

+a*0=a+a-0,dedondeporP7a.0=0.

2. Pruebe que |a|<bsiysdlosi—b<a<gh.

Resolucion

Sila|<b,entonces por P15 —{a| > —b luego

—-b< —Jalgag|algb

de donde se obtiene por P4, —b < b.

Reciprocamente, supongamos que — <b. Sia>0,entonces [a]=a y,
por tanto, |a{ < b. Sia <0, entonces la l=—a.

De a> —b se obtiene que —a<(b. Por tanto, |a|= —a < b, lo que demues-

tra que [al < b en cualquier caso.

3. ;Tienen soluci6n las ecuaciones siguientes:
2) Ix|l=x+1 b) x> —4 x| +3=0?
Resolucion
a) Six >0 se obtiene | x | = X, luego la ecuacién se convierte en x = x + 1, que no
tiene solucién.
Six < Ose tiene | x| = — x y la ecuacidn se convierte en
—x=x+1
de donde:
-2 =1
1
X=— =
. 2
que es la solucién buscada.
b) Six = 0, tenemos que la ecuacion se convierte en

X“+4x+3=0 o
(x+3)(x+1)=0
cuyas raices serdn —3 y —1. Como x > 0, estos valores no son admisibles.

Six < 0, tenemos la ecuacidn
2 _4x+3=0
(x—3)(x—1)=0

cuyas raices serdn 3 y 1; pero como x < 0, no son admisibles. Luego esta ecua-
cién no tiene solucion.
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Ejercicios para el trabajo independiente

1) Pruebe que:
a) (—a)+()=a-(=b)=—(a-b)
b) Sia<b y ¢>d,entoncesa—c<b—d

¢) Sia<b y ¢>d> 0, entonces . <—g—

d) a(b —c) = ab — ac, cualesquiera sean los niimeros a, by c.

e) lasbl=1]al.|b]|,parados nimeros cualesquiera ay b.

f) |a—b|>'lal—lbl|>|a[—|b {, para a y b nimeros cualesquiera.
2. Resuelva las inecuaciones:

a)|S5x—41<1 o) Ix2 —7x+ 121>x* —7x+ 12

b) 12x4+31>5 d) Ix? =5xI>ix?1—is5xl

3. Determine para qué valores de x serdn ciertas las ecuaciones siguientes:

‘x—3 I_
x+ 3
b) Ix? —4x+31=—(x* —4x+ 3)

) I =) -+ Hl=1x*—81—Ix*+ 4

d) x?-3ixl-2=0
§ 1.2 Ampliacion del campo de los niimeros racionales

Los ntmeros racionales surgieron para medir, esto es, para representar las can-
tidades de las diversas magnitudes: longitudes, dreas, volimenes, tiempo, pesos, . . .
y de aquf que, reciprocamente, puedan tomarse las cantidades de una cualquiera de
esas magnitudes como representacion objetiva de dichos nimeros. De ellas, las mds
comodas son las thagnitudes geométricas longitud, drea y volumen y de éstas la mds
sencilla es la longitud, razén por la cual se le ha preferido.

Convengamos en llamar eje numérico a una recta sobre la cual se han elegido
uii punto determinado O (origen) y un segmento OE cuya longitud tomamos como
unidad y con sentido positivo al situar E a la derecha de O. Evidentemente, a cada
ntmero racional le corresponde sobre el eje numérico un punto determinado. En
efecto, desde la ensefianza media sabemos como construir un segmento cuya longi-

tud es la n-ésima parte de la longitud del segmento OE (n,yun nﬁmero natural arbi-
trario). Asimismo, podemos construir un segmento cuya longitud es -Z% la longi-

tud OE. Colocando tal segmento a la derecha (a la izquierda) del origen O obtenemos
el punto M, (M, ) correspondiente al nimero racional % (— ——rrlll) (figura 1.2).

Observemos ahora que no le corresponde a cada punto M del eje numérico un
elemento de Q. Asi, por ejemplo, si el punto M es elegido de tal forma que la lon-
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Fig. 1.2

gitud del segmento OM sea igual a la diagonal del cuadrado cuyo lado es el segmento

unidad 6}5, entonces por el teorema de Pitdgoras, la longitud x del segmento OM es
igual al valor de la Gnica rafz positiva de la ecuacién x* = 2 (figura 1.3). Suponga-

m . . .
mos que X € Q,0sea, X = —n-(con m y n enteros primos entre si, lo que siempre

resulta después de simplificar la fracci6n).

Entonces, m? = 2n°. De esta igualdad se deduce que m debe ser par, es decir,
m = 2m’. Sustituyendo tenemos n> = 2m’?, Luego, n debe ser también par. Re-
sulta pues, que n y m no son primos entre sf, contra lo supuesto. Por consiguiente,
X no es un nimero racional y queda probado que al punto M no le corresponde un
nlGmero racional.

MI
AN
AN
\
\
\
1 \ o
\
\
|
]
0 1 E M s
Fig. 1.3

As{ surge la necesidad de ampliar el conjunto de los niimeros racionales a un
conjunto numérico mayor con ayuda del cual se pueda expresar la longitud de cual-
quier segmento OM del eje numérico. Este nuevo conjunto debe poseer todas las
propiedades fundamentales de los nimeros racionales (P1-P16).

La idea que utilizaremos para la ampliacién de Q es muy simple y procede de
la experiencia hist6rica en la accién de medir magnitudes concretas. Tanto el fisico
como el quimico, el ingeniero, el agrimensor y, en general, todos los que aplican la
matemdtica para medir, se encuentran con mediciones que, conforme avanza la tec-
nologra es posible mejorar y utilizarlas para tareas que requieran un mayor grado de
precisién, como en el caso de la microcirugia.
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Al aproximarnos con mayor exactitud a la apreciaciéon de una propiedad de la
materia, como puede ser la longitud, muchas veces lo hacemos por exceso y otras
por defecto. Este proceso de lograr cada vez mds y mayor precisién conforma nues-
tra nocidn de “medicién exacta”.

Precisemos en términos matematicos esta idea empirica.

DEFINICION 2.1

Sean a y b dos nimeros tales que a<<b. Se llama intervalo cerrado con extre-
mos ay b al conjunto de todos los nimeros x tales que a < x < b, el cual se denota
por [a, b]. Al conjunto de todos los nimeros x tales que a < x < b se le llama inter-
valo abierto y se denota por (2, b). Al nimero b — a = d se le llama longitud del
intervalo (cerrado o abierto). Siuno de los extremos del intervalo a o b no se inclu-
ye en el conjunto, entonces, se le llama intervalo semiabjerto o semicerrado indis-
tintamente y se denotan [a,b) o (a,b}seglinelcaso. Seal, =[a,,b,].1, =[a,,b,],
Iy =[a;,bs],...,1 =[a,,b_ ],...unsistema de intervalos numéricos.

Se dice que los intervalos {Ik}k e ¢stdn encajados uno en los otros, que for-
man un sistema de intervalos encajadossil, D LD I35 ...D1 O...(figuralL.4).

i '3 |
¥ 1
L 1z 1
T 1
|
F : -
' e ————
i, d; &y .. an bn... by b, b
| In |
Fig. 14

Volvamos a nuestra idea empitica. El concepto sistema de intervalos encajados
nos permite precisar esta idea.

Los valores de las mediciones por defecto a  y por exceso b nos determinan
un sistema de intervalos encajados, en este caso, cerrados, y la conviccion de que
estos valores aproximados se acercan o “tienden” a la medicion exacta se traduce
en la postulacién de la existencia de un niimero que pertenezca a todos los interva-
ios del sistema.

P17. Prupiedad de continuidad: Para cada sistema de intervalos cerrados encajados
existe al menos un elemento, el cual pertenece a todos los intervalos de este sistema.

Observacion

Es necesario subrayar que a diferencia de las propiedades P1-P16, la propie-
dad P17 no estd presente en Q. Por ejemplo, tomemos el siguiente sistema de
intervalos cerrados encajados con extremos racionales:
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4 5 4 . 1
D - = ST
[1,2] [+ 55 1+ 551211+ <5+ o7 1+

cuyos extremos a_ y b o Sumplen:

4

2
T)“I- —IOT]D,..

d
a:<2<b: ,by—a = o ,paran=1,2,3,...

Los valores a_ y b son racionales y aproximan el valor \/5— con exactitud del

orden

o Pero, no existe ninglin niimero racional que pertenezca a todos estos

intervalos. En efecto, como probaremos posteriormente, tal niimero puede ser sola-

mente \/ 2, el cual no es racional.

Aunque intuitivamente “estd claro” que tal sistema de intervalos cerrados enca-
jados determina solamente el niimero \/2- , para que sea rigurosa esta demostracién
es necesario probar la unicidad del elemento que pertenece a todos los intervalos
del sistema. Por supuesto, esto no es v4lido en todos los casos. Basta considerar
un sistema de intervalos cerrados encajados que se “estacione”, es decir, un sistema
tal que a partir de cierto n todos los intervalos correspondientes son iguales entre sf
¥y no triviales:

a,#b.,[a,b ]=[a ], paratodop> 1.

n+p’ bn +p
En el caso que nos ocupa, el sistema no es “estacionario”, pues hemos conside-

rado b —a = # » 0 sea, la longitud de todos los intervalos es distinta y cada

vez mds pequefia. Esto, ademds, es el comportamiento del proceso de medicién
préctico. Las condiciones del problema nos fijan un cierto margen de error € > 0.
Procedemos a medir buscando valores por defecto Y por exceso, tales que su dife-
rencia sea cada vez menor e inferiores a e. Como el valor exacto est4 situado entre
los valores de estas mediciones, queda claro que las Gltimas diferirdn del valor bus-
cado en una cantidad menor que el error prefijado e.

Por supuesto, no todos los problemas de medicién son susceptibles de resolverse
para un error arbitrario € > 0, esto depende de muchos factores que en esencia no
nos permiten continuar mejorando las mediciones aproximadas. A nosotros nos
interesan, por supuesto, aquellos sistemas que permiten mejorar la aproximacién
tanto como queramos.

DEFINICION 2.2

Sea dado un sistema de intervalos cerrados {[a,,b,1} > - Decimos que este
sistema es infinitesimal si para cada ntimero ¢ > 0 dado, se encuentra un niimero
natural N, (que depende de €) tal que, cuando n se toma mayor o igual a N, el
intervalo correspondiente [a,,b_] tiene longitud d,=a —b_ ,menor quee. Sin-
téticamente: Para todo e > 0, existe N talque: [n> N, =b, —a <e].

Los sistemas infinitesimales de intervalos cerrados encajados son los que se adap-
tan a nuestras consideraciones, como prueba el resultado siguiente.
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TEOREMA 2.3 (Principio de los intervalos encajados)

En cada sistema infinitesimal de intervalos cerrados existe un unico elemento
que pertenece a todos los intervaloedel sistema.

Nota: Evidentemente este inico elemento no tiene el “apellido” racional, sino que perte-
nece a una nueva “familia” més amplia, la cual nominaremos mds adelante.

DEMOSTRACION

Sea {[an,b],n=1,2,3,...} unsistema infinitesimal de intervalos cerrados
encajados. Por P17, existe al menos un elemento que pertenece a todos los interva-
los del sistema.

Supongamos que existen dos elementos distintos X, y, que pertenecen a todos
los intervalos [ay , by | , es decir:

X#Y, ap <X<bp, ap<y<by, n=1,2,3,...

Sin perder generalidad tenemos x < 'y. Restando de la desigualdad y <b, la
desigualdad x > a;; se obtiene y —x < by —ap.

Segtn la definicién de sistema infinitesimal de intervalos, para cada € > 0 existe
un N¢ tal que siendo n 2> N¢ se cumple by — ap <€,y por consiguiente y —x<e.
Tomando € = y — x (lo cual es posible pues y — x> 0) obtenemos y —x <y —x,
obviamente contradictorio. Por tanto, la suposicion sobre la existencia de dos ni-
meros distintos X, y, pertenecientes a todos los intervalos { ap , by ] no es correcta.

El teorema queda demostrado.
1

10"

para cualquier € >0, % < € si tomamos n suficientemente grande. En efecto,
10

En el caso planteado en la observacién ala propiedad P17,b, —a, =

y

1 _ < 1
10 n
principio de induccién matemética), y dado € > 0 arbitrario, por la propiedad arqui-

para todo n € N (lo cual puede demostrar el lector utilizando el

medeana P16, siempre puede hallarse un niimero natural N¢ tal que Ne > —i— ,

1 , . 1 1 1
, —— . De ahf que sin > Ng, entonces by, —ap = — g —< €.
0 sea Ne < €. De aht que sin =2 N¢ n n Ton n Ne

Luego, por el principio de los intervalos encajados 2.3 el elemento v/ 2 es el dnico
que pertenece a todos los intervalos sefialados y con esto ya queda demostrado en
forma rigurosa que el conjunto de los niimeros racionales no cumple P17.

DEFINICION 2.4

El conjunto que cumple todas las propiedades P1-P16 de los niimeros raciona-
les y ademds cumple P17 se denomina conjunto de los niumeros reales y se denota
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por R. Cada elemento x € R se denomina mimero real, Six € R\Q, entonces al
namero x se le llama nitmero irracional. A las propiedades P1-P17 las llamaremos
axiomas de los nitmeros reales,

Ejemplo

L J
1) Elnimero+/2 es irracional.

Observacion

Desde el punto de vista 16gico serfa necesario ahora “justificar” nuestra defini-
cién demostrando que no existe una contradiccién en nuestro sistema de axiomas,
es decir, que a partir de ellos no podemos llegar a un absurdo y que realmente tiene
sentido postular la existencia de tal conjunto de entes abstractos. Como apuntéra-
mos anteriormente, no son nuestras pretensiones lograr la consistencia y completitud
de nuestro sistema de axiomas. Nos basta acudir al sentido comtn y la experiencia
préctica que nos permite creer en la realizacién concreta de este conjunto, el cual
hemos construido basindonos en nuestras relaciones con el mundo fisico. Y si no
satisfacen al lector nuestras evidencias, en el préximo epfgrafe daremos una de las
posibles realizaciones concretas en el conjunto de los nimeros con infinitas cifras
decimales.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Encuentre un sistema de intervalos abiertos encajados cuya interseccién sea
vacia.

Resolucion
Seanl; = (0,%) ,NEN

yAn=[0,1],neN.

Elsistema { A, } es infinitesimal, ya que by —a, = -;11— . Entonces por el prin-
cipio de los intervalos encajados existe un énico punto que pertenece a todos los
Ap. Evidentemente 0€ Ay, n=1,2, ..., luego este inico punto es 0. Como
In C Ap para todo n, un punto que esté en todos los I, estard en todos los A, .

Dado que O es el tinico que estd en todos los A, no puede haber otro nimero que
esté en todos los I,. Pero 0 no pertenece a ningiin I,,. Luego la interseccién de
los I es vacia.

2. Demuestre que la suma y diferencia de un néimero irracional y otro racional es
un niimero irracional.

Resolucidn

Seana€ Q y b€ R\Q, entonces si a+ b fuera racional se tendrfa que b=
=(a+b) + (—a) serfa la suma de los dos nmeros racionales (a+ b) y (—a).
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Por la propiedad P3 de los nimeros racionales este niimero serfa racional, lo cual
es absurdo.

Por tanto, a+ b es irracional.

Anélogamente puede probarse para la diferencia a —b.

L 4
3. Encuentre los valores racionales de x tales que el ndmero y = v x*4+ x+3es
racional.

Resolucion

Six e y son racionales, entonces la diferencia d = y —X es racional,

y—x=V x*+x+3 —x=d

de donde
Vx2+x+3=d+x
x*+ x+ 3=(d+x)?
d> -3 . 1
X= , sid # —
1-2d 2

Sid= —17 , se tendrfa

Vi3 -x=L
x4+ x+ X 2

0 sea Vx2+x+3=—i+ x+ x2,

que no se satisface para ningn valor de x, luego d no puede valer —%— .

¢ -3
1—-2d°
entonces y=V x2 + x+ 3 esracional. En efecto:

Demostremos ahora que six =

donde d€Q,d+# —;—,

2 2 __ 4 __~33 2 __
X2+X+3=(d 3 )2 d 3 +3= d 2d +7d 6d+9
1—2d 1-2d (1-24)?
_ (d’—d+3)2
(1= 2d)*
2 - 1
luego y=i-l—_%'%§—eQ (d# —5)

Esto prueba que para todo nfimero de 1a forma
elntimero y= V x>+ x+ 3 e racional.

1 dondedEQ,d;&—%,
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Ejercicios para el trabajo independiente
1. Demuestre que no exige ninglin niimero racional x tal quex?=35, Construya
un Segmento en la recta real cuya longitud sea exactamente V5

2. Diga si las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas y justifique su res-
puesta:

a) Todo sistema de intervalos cerrados encajados posee un Gnico niimero real
comin a todos los intervalos.

b) Todo sistema de intervalos encajados posee al menos un niimero real comtn
a todos los intervalos.

¢) Existen sistemas de intervalos encajados que poseen un nlimero racional
comiin a todos los intervalos.

d) Todo sistema de intervalos cerrados encajados posee al menos un niimero ra-
cional comiin a todos los intervalos.

e) Lasuma y diferencia de dos ntimeros irracionales es un nimero irracional.

f) Elproducto y el cociente de dos ntimeros irracionales es un ntimero irra-
cional.

8) Elproducto y el cociente de un néimero racional por uno irracional es un
nmero isracional.

3. Demuestre que V3 + Vs es un ntimero irracional.

4. Halle todos los valores racionales de x tales que

Y=V x*+]|x]+1 sea racional

5. Diga si los ntimeros siguientes son racionales o irracionales y explique por qué:

a) V8, b) V36+64, ¢)vV3-3, d),/g, e)vV 6

D vVp, P, ---Py-donde p;,i=1,...,n son nimeros primos y desiguales

dos a dos.

$ 1.3 Representaciéon decimal de los ntimeros reales

Consideremos dado un niimero a > 0 cualquiera. Por la propiedad arquime-
deana existe un niimero natural ny > a. Entre los nimerosn = 1,2,...,n, tome-
mos el mds pequefio que cumpla n > a y denotémoslo por a, + 1. Entonces
oy <a<oy+ 1.

Dividamos el intervalo I, = [ a,, &, + 1] en diez partes iguales, esto es, consi-
deremos los intervalos

lag,oq 5 g, 0+ TIO—]
donde o, =0,1,2,...,9.
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Son posibles dos casos: o el niimero a no coincide con ninglin punto de la par-
ticién (figura 1.5), o el niimero a coincide con uno de los puntos (figuras 1.6 y 1.7).

ettt ———t————}
G a o + 1
Fig. L5
| —d PR 1
l L ¥ T 1 L4 T L] Ll ¥ ¥ ) §
U =43 oy +1
Fig. 1.6
l 3 1 L 1 i l H 3 Fl ] 1. l
I T T L) ¥ T l T ¥ 1 T T '
& a o+ 1
Fig. 1.7

En el primer caso, el punto a pertenece sblo a uno de estos intervalos. Dene-

témoslo por I; =[og, 0y 505,01 + -1—10— ],donde a, representa una de las cifras 0,1,...,9.
En el segundo caso, el punto a puede pertenecer a dos intervalos vecinos. Entonces
por I, denotemos aquel para el cual el punto a es el extremo izquierdo. Dividamos el in-
tervalo I, a su vez en diez partes iguales y por L, =[ &, ;0 300,150 + -1—2 ] deno-
10

cual a no es el extremo derecho. Repi-

temos aquel intervalo que contiene a a y para el
aiados

tiendo este proceso obtenemos un sistema de intervalos cerrados enc

{Iﬂ: [agy-é-n] s = la2s"-}

donde
an= 0Og,030 ... Oy

- 1
an = 0,00, ..-0n + —1—&1

y oy, es unia de las cifras o, 1, 2,...,9. Cadauno de los intervalos I, contiene a a 'y, ade-

maés, a no es su extremo derecho.

a€l,, a#a,,n=0,1,2,...
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Los niimeros decimales ap Y ap se llaman, respectivamente, representacion de-

cimal inferior y superior de orden n admisible para el nimero a. Ellos cumplen las
propiedades siguientes, las cuales son consecuencia directa de su definicién:

1) an<a<5n

i) an<aney, 8ner < ap

sy 1
iy ap —a, =
n —n lon
Sia < 0, tomando b= —a se define ap= — l?n , ;, = — by y las propiedades

se conservan, s6lo que en (i) las desigualdades cambian de sentido. La longitud de

1
ion
mal. Asf, el nlimero a es el Ginico que pertenece a todos estos intervalos. Dado que
el niimero de intervalos es infinito y a cada uno le corresponde una representacion
decimal de a por defecto y por exceso, tiene sentido asignarle al nimero a la repre-
sentacion decimal infinita ay , a @, ...ayq .. ., la cual, dado a, ser4 tinica. Por otra
parte, si b es distinto de a, la representacién decimal infinita que le corresponde di-
fiere de la de a en, al menos, un o (k=0,1,2,..)

Observemos, ademds, que en nuestra construccién no se puede obtener un de-
cimal con perfodo constituido por la sola cifra 9. En efecto, supongamos que al
niimero a le corresponde el decimal Q040 ...0n 99...9...,donde ay, o #0,
entonces, por construcci6n,

los intervalos I, | ag, ap | es igual a (iii) y, por tanto, el sistema es infinitesi-

1
aE[ao,al...ano 9...9% ap, 0, ...0n,+ _10“0
para todo n >n, . De ahi que a es extremo derecho de todos los intervalos I,
n 2 n,, lo cual contradice la eleccitn de estos intervalos.

De esta forma, a cada nlimero real a > 0 le corresponde una cierta expresién
decimal infinita cuyo perfodo no est4 constituido de la sola cifra 9. Tales expre-
siones decimales se llaman admisibles,

Por otra parte, podemos hacer corresponder a cada expresién decimal infinita
admisible el Gnico ntimero a que pertenece a todos los intervalos encajados:

[ag,0q...an; ap, 0 ...0an + #l], n=1,2...

Esta correspondencia se puede ampliar para todos los ntimeros negativos: si al
nimero a > 0 le corresponde la expresién decimal ay, @4 ... 0y, entonces 1 n6-
mero—a se le hace corresponder el ntimero —a,, ¢, 0, ... o ...
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Asf, la representacién decimal nos da una forma mds concreta de referencia a
los niimeros reales. Utilizando esta representaci6n se pueden obtener reglas para la
comparaci6én de los nlimeros reales asf como para las operaciones aritméticas con
ellos. Tanto una cosa como la otra se realizan andlogamente a como se trabaja con
los ndmeros decimales finitos.

Observaciones

1) Siuna expresion decimal infinita tiene perfodo constituido por ceros:
Cos@y @y ... 00 00...0...,donce a, # 0, entonces convenimos en no escri-
bir los ceros, obteniendo asf las conocidas fracciones decimales finitas.

2) Notemos que en la construccién de la representacién de los niimeros reales por
una sucesion de cifras, hemos tomado como base el niimero 10 (de ahi el nom-
bre de representacién decimal) pero bien podrfa tomarse cualquier otro niimero
natural n. ;jPor qué desempefia un papel tan privilegiado precisamente el niime-
ro 10?7 Las razones por las cuales precisamente el sistema decimal ha sido uni-
versalmente aceptado no son, ni mucho menos, de fndole matemdtica: los diez
dedos de las mancs han constituido el aparato primario de cdlculo que empled
el hombre desde los tiempos prehistéricos. Con la aparicién del aparato mds
moderno de cdlculo: las computadoras electronicas, se necesité otro modo de
fijar los nlimeros con los que se opera.

El sistema decimal no sirve para la computadora electrénica que da preferencia
rotunda al sistema binario, el sistema en que se toma como base n = 2. Los
elementos radioelectrénicos (limparas, semiconductores) empleados en las com-
putadoras se caracterizan por la existencia de dos posiciones estables. Porejem-
plo, la l4mpara electronica puede estar “abierta” (deja pasar la corriente) o
“cerrada” (la corriente no pasa). Segiin este mismo principio de “si” o “no”
funcionan los semiconductores. A estas propiedades de los elementos radio-
electrénicos se debe esencialmente que el sistema binario haya sido el mds ade-
cuado para las computadoras.

3) Es conveniente sefialar que los nlimeros racionales corresponden a los nimeros
decimales con una cantidad finita de cifras o con infinitas cifras en las cuales a
partir de un cierto lugar se repiten determinados nimeros de forma periddica.

Para obtener la representacién decimal de un ntimero racional % , se divide p

entre g segan el algoritmo usual. Asi, por ejemplo, se puede comprobar que

%: 0,125, —;)—: 0,333...=0,3, -%-: 0,142857142857 ... =0,142857, donde
la barra encima de un conjunto de cifras representa la repeticién periédica de dicho
conjunto.

Utilizando esta idea podemos demostrar la afirmaci6n inicial.

En efecto, si se tiene el nimero P e Q y efectuamos la divisién en la forma
acostumbrada puede suceder: '

p
a) Que alguno de los restos sea nulo. Entoncesa — corresponde una representa-
cién decimal con un ndmero finito de cifras.
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b) Que ninguno de los restos sea nulo. Entonces, como no puede haber mds de
q —1 valores diferentes de esosrestos, alguno debera repetirse. Asi los demds se
irdn repitiendo también en el mismo orden. Esto provoca que en el cociente se
repitan las cifras formando un periodo.

Reciprocamente, puede demostrarse (y lo haremos en el Capftulo III § II1.2)
que toda expresién decimal periddica representa un niimero racional.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Se define la suma de dos expresiones decimales infinitas como sigue:

Supongamos a=a g, ... a

ne

y b=8y,8...8,---
1

Seal =[c,c + —Iaﬁ—],

donde ¢ = (g, ...0n) + (By,B...8,)
Entonces, se define a + b como el inico niimero comin a todos los intervalos In.
Demuestre que la suma as{ definida cumple la propiedad P5.

Resolucion
Denotemosa+ b=c y b+ a=c'"
Entonces, ¢ es el tnico punto comun a los intervalos I = [c_,c + —1(-)17] ,
donde ¢ = (ay, ;... a )+ (By,B;-..8,)y ¢ esel tnico punto comin a los
intervalos I'n =[c,c + —1}0—“ 1,
donde ¢} = (B, B;- - - Bn) + (g, @y -..a ). Como la propiedad conmutativa se
cumple para los niimeros racionales, ¢ = ¢} . Luego,1 = I; para todo n, y por
consiguiente, c = c'.

2. Demuestre que entre dos nimeros reales siempre hay un ntimero racional.
Resolucion
Sean a, b € R y supongamos que a < b, entonces debemos demostrar que existe
reQ talquea<r<b. :
Seana = o, 5. . . Qpyees ;b =By,B;... Bn- - .representaciones decimales
admisibles de los nimeros ay b.
Como a < b existe un valor k > 0 de los indices tal que oy = 4,0y =8, ...,
k-1 = Pr-1, a < fi.
Siey ,, #9,entonces, 1= 0, a,...0 (o, + 1)esel nimero racional bus-

cado. En efecto, a <r ya que todas las cifras coinciden, salvo la de lugar k + 1
que es una unidad superior en la representacién de : 1 <b ya que aq <p, y las
cifras anteriores a la de orden k coinciden.
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Sia ,, =9 elegimos la primera cifra que sea diferente de 9 (esto puede hacerse,
pyes suponemos que la representacién es admisible). Sea esta cifra _, donde
m >k + 1. Entonces el nimero racional buscadoesr = ag, 0y ... @
o + 1, que evidentemente cumple a <r <b.

Nota: Esta propiedad se conoce también con el nombre de propiedad de densidad de los
niimeros racionales en R.

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Se define el producto de dos expresiones decimales infinitas como sigue:

Supongamos a = &g, @y. .. & ...

Yy bzﬁo,ﬁln-ﬁn
SeaJp = [dp,dp + ﬁ] donde

Sead,=(0g,0... an) o (B, By .. B, ), entonces se define ab como el tnico
numero comun a todos los intervalos J n

Demuestre que la suma definida en el ejercicio resuelto 1 y el producto asi defi-
nido cumplen las propiedades P4-P15 correspondientes a la suma y al producto
de los ntimeros reales.

2. Demuestre que entre dos nimeros reales distintos siempre hay un ntimero irra-
cional.

3. Demuestre que en cualquier intervalo en R hay puntos racionales e irracionales.

4. Demuestre que el nimero

3,2002000020000002 .. .
es irracional.

§ 1.4 ACERCA DE LA “CANTIDAD” DE NUMEROS RACIONALES Y REALES

Al introducir los ntimeros reales basidndonos en la insuficiente “cantidad” de
ntimeros racionales para la medicion de ciertas longitudes hemos tocado un tema
interesante, el cual se refiere a la “cantidad” de elementos en los conjuntos infinitos.
Es cierto que todos los elementos de Q lo son también de R, mientras que hay mtu-
chos elementos en R que no estdn en Q. Podriamos, por tanto, pensar que, a pesar
de que ambos conjuntos tienen un nimero infinito de elementos, la infinidad del
primero es, de un modo u otro, “mayor” que la del segundo. El problema de la’
comparacién de los infinitos intrig6 a los mds geniales matemdticos y filosofos desde
los tiempos mds remotos. Por ejemplo, Galileo en 1638 en sus Didlogos llegb a la
conclusién de que las relaciones “igual” “mayor” y “menor” se pueden aplicar a los
conjuntos finitos, pero na a los infinitos. No fue hasta 1873 que G. Cantor consi-
gui6 comparar diferentes grados de infinitud mediante una técnica para “contar” la
cantidad de elementos en los conjuntos infinitos.
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Realmente, la técnica introducida por Cantor, como tantas otras geniales crea-
ciones matemadticas, se basa en el proceso ordinario de contar que usamos desde la
primaria: asignarle a cada dedo de la mano un niimero y a cada nimero un dedo,
0 sea, como se cuenta con el dbaco, asignando a cada bola un cierto nimero y reci-
procamente; es decir, en el establecimiento de una correspondencia “uno a uno”
entre los elementos del conjunto a “contar” y el conjunto conocido.

DEFINICION 4.1

Diremos que dos conjuntos A y B tienen la misma cantidad de elementos o que
son de la misma potencia si entre ellos existe una correspondencia 1-1, es decir, si
existe una regla por la cual a cada un elemento a de A se le hace corresponder un
solo elemento b de B,y para todo elemento b de B se encuentra en A un tnico ele-
mento a en correspondencia con b.

Nota: En el Capftulo IV profundizamos en el concepto correspondencia y, en particular, en el
de correspondencia 1-1 que también se conoce como correspondencia biyectiva.

Con esa definicion el conjunto de los niimeros naturales {1,2,...,n } contiene
cantidad de elementos que los niimeros pares (impares), pues la correspondencia
que asigna a cada niimero natural n el nimero par 2n (impar 2n — 1) es una corres-
pondencia 1-1.

Esta claro que si A tiene la misma potencia que B y a su vez B tiene la misma
potencia que C, entonces A y C son de la misma potencia; es decir, esta relacién
entre conjuntos es transitiva. Basindonos en esto se demuestra que el conjunto de
los niimeros enteros tiene la misma cantidad de elementos que N; en efecto, basta
hacerle corresponder a cada nimero entero estrictamente positivo n el nimero 2n y
a cada ndmero entero negativo (— m) el niimero natural 2m + 1; as{

Z =NU (—N)U {0} estd en correspondencia completamente con N.

Ahora bien, ;tendrd Q la misma cantidad de elementos que N? No parece
cierto, pues como es conocido entre dos niimeros racionales diferentes siempre
existe al menos otro niimero racional. De ello se deduce, por tanto, que entre dos
nimeros racionales diferentes existen infinitos nlimeros racionales. No obstante, se
puede probar que realmente N y Q son de la misma potencit, utilizando un recurso
ingenioso pero sencillo.

TEOREMA 4.2

El conjunto de los nfimeros racionales posee la misma cantidad de elementos
que el conjunto de los nimeros naturales.

DEMOSTRACION

Consideremos primero los niimeros racionales positivos. Distribuydmoslos en
una tabla infinita de la forma siguiente: en la primera fila pongamos en orden de
crecimiento todos los niimeros enteros positivos: 0,1, 2, . .. ;en la segunda fila
todas las fracciones positivas no simplificables con denominador 2 ordenados por el
crecimiento de sus numeradores; en general en la n-ésima fila,n= 1,2, ..., se colo-
cardn todas las fracciones positivas no simplificables con denominador n ordenados
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por el crecimiento de sus numeradores. Es evidente que cada niimero racional posi-
tivo estd en algilin lugar de la tabla obtenida:

0 1 2 3 4..
1 3 5 7 9.
2 2 2 2 2
12 4 5 7.
3 3 3 3 3
12 3

2 3

Enumeremos ahora los elementos de la tabla de acuerdo con el esquema si-
guiente:

donde los circulos significan el lugar de los nimeros en la tabla y la flecha indica la
direccién en la numeracion.

Como resultado todos los racionales positivos quedan enumerados, es decir, se
han puesto en correspondencia 1-1 con los niimeros naturales.

Para asegurarse de que el conjunto Q tiene la potencia de N basta escribirlos
todos en una tabla similar a la anterior. Esto se puede hacer, pcr ejemplo, interca-
lando después de cada racional positivo su opuesto —x:

0 1 ~1 )
1 _1 3 _3 3
2 2 2 2 2
1 _1 2 2 4
3 3 3 3 3
1 _1

n n

Enumerando los elementos de la tabla se obtiene el resultado buscado.
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DEFINICION 4.3

A los conjuntos que tienen la misma cantidad de elementos que N, es decir, que
se pueden enumerar, se les llama conjuntos numerables o conjuntos cuya potencia
es la del numerable.

Asf, hemos probado que tanto Z como Q son conjuntos numerables. Surge
ahora una pregunta natural, ;formardn los nlimeros reales un conjunto numerable?,
;existirin conjuntos infinitos que no sean numerables? No es evidente que el con-
junto de los niimeros reales sea numerable, pero tampoco era evidente que Q fuera
numerable y acabamos de probar que sf 1o es. Para ello, utilizamos el hecho de que
cada niimero racional se escribe como el cociente de dos nlimeros enteros y que los
néimeros enteros forman un conjunto numerable. No podemos basarnos en esto si
queremos probar la numerabilidad de R. Por otra parte, cuando estudiamos la repre-
sentacién decimal de los reales observamos una diferencia esencial entre los irracio-
nales y los racionales. En ella se basa la demostracién del resultado siguiente.

TEOREMA 4.4

El conjunto de los nimeros reales no es numerable.

DEMOSTRACION

Razonemos por reduccién al absurdo: supongamos que podemos enumerar
todos los niimeros reales: X, ,X; , ... X5 ---Y escribirlos con ayuda de cifras deci-
males admisibles:

1 (1 (1) 1)
Xy =0y 0 0 . 0pTe..
2 2 2 2
X2 =°‘g ),a(, ) ag ).. agn)...
Aqufaf?,n: 1,2,...,m=1,2,...,representaunadelascifrasO,1,2,...,9

n ,» . .
y af, ) un nimero entero con el mismo signo de X,

Elijamos la cifraa ,n=1,2,... tal que:
o ;‘:\af‘n) y an;é9

n

Entonces el decimal 0,a,04 .. .0y ... es admisible; sin embargo, el niimero
a=0,00, ...Qp...evidentemente no estd entre los nimeros x,,n=1,2,...,ya
que el decimal 0, 0 . ..oy se diferencia en, al mehos, una cifra, de cada repre-
sentacién decimal de x,,. Esta contradiccion demuestra el teorema.

Por lo tanto el conjunto de los nimeros reales y el conjunto de los niimeros
racionales no tienen la misma cantidad de elementos.
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EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Pruebe que todo conjunto infinito contiene un subconjunto numerable.
Resolucion

Sea X el conjunto infinito. Tomemos alguno de sus elementos y denotémoslo
por x,. Dado que X es infinito, en él existe al menos otro elemento x, diferente

de x,. Supongamos que en X ya han sido elegidos n elementos Xy, Xys0ees Xy
Como X es infinito en él existe otro elemento que denotaremos Xy, Yasi suceswa-

mente. Como resultado obtenemos el conjunto {xn }n e N »¢l cual evidentemente
es un subconjunto numerable de X.

2. Pruebe que si A y B son numerables, entonces A U B es numerable.
Resolucion

Si A y B son numerables, entonces pueden escribirse en la forma

AZ{X19X2y-'-9xn7---} y Bz{y19y2a""yn’---}'

Enumeremos los elementos de A U B de la manera siguiente: al nimero natural
impar (2m — 1) le hacemos corresponder el elemento x m Y al namero natural par
2m le hacemos corresponder Ym

Si Ay B no tienen elementos comunes entonces esta es una correspondencia 1-1
con el conjunto N. Si A y B tienen elementos comunes, entonces A U B se pone en
correspondencia con un subconjunto de N. O sea, AU B es finito o numerable.

Como A C AU By A es numerable, entonces AU B no puede ser finito. En
conclusion, A U B es numerable.

3. Demuestre que el conjunto de los puntos (x,y) del plano que tienen coordena-
das racionales es numerable.

Resolucion

Como x puede tomar s6lo valores racionales, entonces el conjunto de sus valo-
res es numerable. Podemos escribirlos de la forma

XisXgyeons X,
Andlogamente podemos numerar los posibles valores de y

y15y29""ym,"'

Consideremos el conjunto de todos los pares (x; , y;) y numerémoslo de la for-
ma siguiente. Escribamos primero €l par (x, ,y;) a continuacién todos los pares
(x;, y,,) tales que n+ m = 3, seguidamente aquellos tales que n4+ m =4y asf

sucesivamente. Es decir (X1 ,¥1), (X1,¥,), (X3, Y1), (X1,¥3), (X3, 1), (X3, ¥2)- .«
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Est4 claro que de esta forma podemos numerar todos los posibles pares con
coordenadas racionales, lo que demuestra que el conjunto considerado es numerable.

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Pruebe que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.

2. Pruebe que todo intervalo en R que posea dos puntos diferentes contiene un
conjunto no numerable.

3. Pruebe que entre dos niimeros reales hay infinitos niimeros racionales e infinitos
irracionales y que el conjunto de los niimeros irracionales es no numerable.

4. Pruebe que la unién de un niimero finito de conjuntos numerables es numerable.

§ 1.5 Conjuntos acotados de ntimeros reales

DEFINICION 5.1

Un conjunto E CR estd acotado superiormente ( inferiormente) si existe un nd-
mero K €R (k€ R) tal que x <K (x > k) para todo x € E. Al nimero K(k) se le
denomina cota superior (cota inferior) del conjunto E. Un conjunto E estd acotado
si estd a la vez acotado superior e inferiormente, es decir, si existen niameros K y k
tales que, para todo x € E, se cumple,

Ejemplo

1) El conjunto R de todos los niimeros reales no estd acotado ni superior ni infe-
riormente. El conjunto N de los nimeros naturales estd acotado inferiormente
(cualquier nimero negativo, inclusive el cero o el mismo uno, sirve de cota infe-
rior), pero no estd acotado superiormente. (gPor qué? ) Los intervalos[a,b ]
o (a, b) son conjuntos acotados, es decir, estdn acotados superior e inferiormente
(en ambos casos sirven de cotas inferior y superior los nimeros a y b).

Resulta claro que la definicién de conjunto acotado puede ser reformulada de
la forma equivalente siguiente:

DEFINICION 5.1'

E estd acotado si y solo si existe una constante M. > 0 tal que | x| < M para
todox €E.

En efecto, si E estd acotado, lo estd superior ¢ inferiormente. Por tanto, exis-
ten k y K tales que k < x <K para todox €E. Tomando M = mdx (|K[,1k|) se
tiene que para todox €E

—M<|-kI<k<x<K<I[KI<M

de donde |x| <M.
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Reciprocamente, si |x| < M para todo xE E, entonces —M < x <M y puede to-
marse k= -MyK =M.

FEjemplo
2) Elconjunto E = {xER/|x—2|< 1 } estd acotado ya que

[x=2] > Ix[=2
y para todo x € E se cumple

{x]—2<1,0sealx|<3

(hemos demostrado que en este caso podemos tomar M = 3).

Es evidente que si un conjunto estd acotado superiormente (inferiormente)
siempre se encontrarédn infinidad de cotas superiores (inferiores) de este. Dentro
de todas estas infinitas cotas superiores (inferiores) destacaremos una que tendrd
especial interés por ser, en cierto sentido, “la mejor™.

DEFINICION 5.2

El nimero M (m) se llama supremo del conjunto E (infimo del conjunto E) si
se cumple:

1) M (m) es una cota superior (inferior) para E; es decir, x <M (x > m), para
todox €E.

2) M (m) es la menor (mayor) de las cotas superiores (inferiores) de E, es decir,
siM’ (m") es otra cota superior (inferior) de E, entonces M <M’ (m >m’).

Observacion

SiM (m) es el supremo (infimo) del conjunto E, entonces cualquier ntimero
menor (mayor) ya no serd cota superior (inferior), es decir, para cualquier € > 0,
existird algtin elemento X¢ de E tal que xe > M —€ (x¢ < m+ €).

Esta condicién asf formulada es muy 1til para demostraciones tedricas.

El supremo de un conjunto acotado superiormente se denotard por sup E'y el
infimo de un conjunto acotado inferiormente por inf E. Siun conjunto no estd,
acotado superiormente (inferiormente) convendremos en escribir sup E = + oo
(infE = — o).

Ejemplo

3) Los intervalos finitos [a,b ] y (a,b) tienen por supremo al ntimero b y por fnfi-
mo al nimero a. En efecto, dado cualquier niimero € > 0, € < b —a, se encuen-
tra un nimero entre a y b que es mayor que b — €, por ejemplo, b — —S— (enel

caso del intervalo cerrado pudiera tomarse el mismo valor b).

Si€ > b — aes evidente que todos los elementos del intervalo ser4n mayores
que b — €, luego hemos demostrado que b = sup (a,b) y b = sup [a,b]. Ani-
logamente se puede proceder con el fnfimo.



La primera pregunta que surge, naturalmente; después de la definicién de fnfi-
mo y supremo es la siguiente: ;Existe siempre el supremo (fnfimo) de un conjunto
acotado superiormente (inferiormente)? (Si el conjunto no estd acotado superior-
mente (inferiormente) resulta claro de la definicién que no existe el supremo (in-
fimo) como niimero real.)

TEOREMA 5.3 (existencia del supremo)

Cada conjunto no vacio de niimeros reales, acotado superiormente (inferior-
mente) tiene un supremo (infimo) real.

DEMOSTRACION

Sea E un conjunto no vacio acotado superiormente. Esto significa, primera-
mente, que existe, al menos, un elemento a €E y, ademis, que existe un b tal que
X < b para todos los elementos x € E. El intervalo [a, b] contiene, al menos, un
punto de E, por ejemplo al punto a. Si a = b, entonces este niimero es evidente-
mente la cota minima buscada. Supongamos que a< b. Dividamos el intervalo [a,b]
a la mitad; esto es, consideremos los subintervalos [a, a ; b 1vi a ; b ,b]; al

primero de ellos lo Hamaremos intervalo zquierdo y al otro, derecho.

Si el intervalo derecho contiene, al menos, un punto del conjunto E, entonces
denotémoslo por [a, , b, |; si no contiene ningiin punto de E, entonces denotamos
por [a, , by ] al intervalo izquierdo.

De esta forma, en ambos casos [a, , b; ] contiene puntos de E y todo el con-
junto E estd a la izquierda de by , es decir, x < b, para todo x €E. Del interva-
lo{a,, b, ] de una forma andloga se obtiene el intervalo [a,b,],etc.

Asf obtenemos el intervalo’[ap, by }, el cual contiene alo menos un punto de E.
Dividdmoslo en dos intervalos iguales.

Si el intervalo derecho contiene, al menos, un punto de E lo denotamos
[3n+1,bn+1]; si no contiene, entonces denotamos el intervalo izquiérdo por

[an+1 5 bnar 1. Como resultado de este proceso obtenemos una sucesién de inter-

valos encajados.

[an, by] D [ans1,bne]l,n=1,2,... cuyas longitudes son b, —ap, = b—a .

21’1

Este sistema de intervalos encajados es infinitesimal.
En efecto, para cada € > 0, por la propiedad arquimedeana, existe un ntimero

natural n¢ tal que ne > ﬁ_:i ; pero, entonces, para todo n > ne se cumple

b—a b—a

n> e Y, por consiguiente, la desigualdad < €. Observando, por otra
parte,que 2" = (1+ )" = 1 + n+ 1@:2;12_4. >n,seobtiene—215—< —11;—
b—a

paran=1,2,...Por esto, para todo n > ne se cumple —b——;ii < —n—<e, lo
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cual significa que el sistema [an, bn] es infinitesimal. Esta sucesion de intervalos en-
cajados tiene las propiedades siguientes:

a) x<bpparacadan=1,2,...y cada x € E; és decir, E estd completamente si-
tuada a la izquierda del extremo derecho de todo intervalo [ay, by ]-

b) Todo intervalo [an, by] contiene, al menos, un punto de E.

Por el principio de los intervatos encajados existe un Ginico punto f pertenecien-
te a todos los intervalos [ a, , by] . Probemos que § = sup E. Para esto probemos
primero que x < f para todox € E.

Supongamos lo contrario, 0 sea, que existe X, € E tal que x, > @ (ver fi-

" gura 1.8).

bno_an0 <xp—B
VAN
— -
ano 6 bno Xo
Fig. 1.8

Por ser infinitesimal el sistema [ ay, by s tiene que existe no tal que
bny —any < Xo — B,y de aqui que by, < Xo —(B —ang)- Puesto que
BE [ang, bn, ], entonces B—ap, > 0,dedondexo — (B —ap,) < Xo.
Por consiguiente bp, <Xo. Esto contradice la propiedad a) y por eso, el su-

puesto X, no existe.
Probemos ahora que para todo € > 0 existe tal xeEE que X¢> B —¢€.

Sea ¢ > 0 fijo. Tomemos n tal que bn, —any < € (ver figura 1.9)

bno — ano <e
AN

—

Il L
L)

B—e an, X § 0

+ /

o
=]

Fig. 1.9

Entonces, por la propiedad (b), existe x €E tal que X € [an, bn,]- Porlo
tanto, x < B. De esta manera an; <X < f<bn,.De aqui se deduce que
Bx< by —an, <€Y significax > f —e. Asf queda demostrado que f=sup F,
Para demostrar la existencia de un {nfimo finito para un conjunto acotado in-
feriormente no vacio E basta observar que, en este caso, el conjunto E* de todos
los niimeros — x, para X € E, estd acotado superiormente ¢ inf E = — sup E* (; de-
muéstrelo ! ). Por tanto, el teorema queda completamente demostrado.
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La pregunta natural a hacerse es la siguiente ;es el supremo (infimo) de un
conjunto de niimeros reales Gnico? La respuesta a esta pregunta es bastante evi-
dente y se demuestra de manera sencilla:

Supongamos que existe un conjunto E que tiene dos supremos ay a’. Por ser
supremos son cotas superiores de E. Como a es supremo y a' es cota superior, por
la definicién de supremo a < a’. Pero como a’ es supremo y a cota superior por la
misma definicién a’ < a. No queda mds remedio que concluir a = a’.

Observacion

El supremo (infimo) de un conjunto E acotado superiormente (inferiormente)
puede pertenecer o no a E.

Ejemplo

4) En el intervalo (0,1]el 0 es {nfimo y no pertenece al conjunto, mientras que 1
es supremo y pertenece al conjunto.

DEFINICION 5.4

Si el supremo ({nfimo) de un conjunto existe y pertenece al conjunto, enton-
ces. se le llama mdximo (minimo) de este conjunto.

Ejemplo

5) En(0,1]el 1 es un méximo, pero 0 no es minimo, aunque si es infimo.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos
1. Halle el supremo y el infimo del conjunto
E={x€R/ x= %, nEN }

Diga en cada caso si se trata del mdximo o el minimo del conjunto.

Resolucion

El conjunto E puede escribirse de forma extensiva como
1 1 1
E=1{1,—=,=—,—,...
R eIy

Estd claro que E es acotado, tanto superior como inferiormente. Como cota
superior sirve el 1 y como cota inferior el O.

Demostremos que ademds estos niimeros son el supremo y el {infimo, respec-
tivamente. En efecto, como 1 € E, esti claro que para cualquier niimero menor
que 1 que se escoja habrd elementos del conjunto E mayores que ese niimero (al
menos ¢l propio 1 €E). En este caso, 1 es, ademds, el méximo del conjunto.

Note que siempre que una cota superior (inferior) de un conjunto pertenezca
a él, ya es automdticamente su supremo y su mdximo ({nfimo y mfnimo).
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Demostremos que inf E = 0. Ya vimos que O es una cota inferior del conjunto:
veamos que es la mayor. Sea € > 0. Debemos demostrar que existe Xe € E tal
que x> €. Pero esto se deduce inmediatamente de la propicdad arquimedeana,

1

. 1
pues existe un n , tal que ng > - Luego, x. = e

]
< e el elemento bus-
cado. Finalmente, 0 ¢ E, y por tanto, no es minimo de este conjunto.

2. Dadoel conjunto E = { x €Q/ | x* — 2| < 1 } determine si estd acotado supe-
rior e inferiormente, halle el supremo e infimo y diga en cada caso si son maxi-
mo o minimo.

Resolucion

La desigualdad | x* — 2| < 1 es equivalente a
1<x?<3
la que se cumple siy solo si se cumplen a la vez las dos condiciones siguientes:

Ix] < V3 y x| >1

es decir, E es el conjunto de los niimeros racionales que satisfacen una de las con-
diciones

I<x< Vv3 oV3gx< -1

7 7777

—/3 —1 0 1 V3

Fig. 1.10

Luego, E estd acotado y, ademds, supE = V3, infE = — V 3. E no tiene
mdximo ni mfrtimo, pues V3,— V 3 noson néimeros racionales.

3. Sean A y B subconjuntos no vacios de R, tales que para todoa€ A ybEBse
cumple a <b.

a) Demuestre que: sup A< b, paratodo b & B.
b) sup A<infB.
Resolucion
El conjunto A estd acotado superiormente por cualquier elemento b € B.

a) SeaM = sup A. Entonces, debemos probar que M < b, para todo b€ B.
Supongamos lo contrario, es decir, que existe b €B tal que b <M.Como M
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es la menor cota superior de A, se cumplird que existe a€ A talquea> b,
lo que contradice la condicién impuesta a los conjuntos A y B.

b) El conjunto B estd acotado inferiormente por cualquier elemento a € A.
Sea m = inf B. Supongamos que m < M; entonces, por el inciso a) para
todo b € B se cumple

m<M<b

Esto significaria que m no puede ser la mayor de las cotas inferiores de B
(pues M serfa otra cota inferior mayor) Iuego M < m.

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Halle el supremo y el infimo de los conjuntos siguientes diciendo en cada caso
si son maximos v mfinimos:

a) E= {x€ER/x= tlni,nEN}

b) E= {xER/x= —+(=1)",neN}
) E= {xER/|1+3x|<1}

d E= {x€Q/|x*-3|>1}
e) E= {x€R/|3x~5|—[2x+3[>0}

2. Sean Ay B dos conjuntos de niimeros realesy sea A+ B {zER [z=a+ b,
a€A y bEB}. Demuestre que:

a) Si Ay B estdn acotados superiormente, también loesti A+ B y
sup (A +B)=sup A + supB.

b) Si al menos uno de los conjuntos A o B no est4 acotado superiormente
entonces, tampoco A + B estd acotado superiormente.

3. Sean Ay B dos conjuntos de niimeros reales acotados superiormente (inferior-
mente). Demuestre:
a) AUB y A N B estdn acotados superiormente (inferiormente).
b) i) sup (A U B) = max (sup A, sup B)
inf (A U B) = min (inf A, inf B)
if) Si AN B# ¢, sup (A N B) < min (sup A, sup B)
inf (A N B) > max (inf A, inf B)

¢) En el caso (b ii) exponga ejemplos en que las desigualdades sean estrictas.
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§ 1.6 Puntos de acumulacion. Teorema de Bolzano-Weierstrass

En el Andlisis Matemdtico y también en otras disciplinas de las especialidades
de Matemdtica, Fisica y Cibernética Matemtica es necesario precisar el concepto
de “cercania”, es decir, hace falta dejar bien establecido qué entendemos cuando
decimos que “a est4 cerca de b” o que “los nimeros a, se acercan alpuntoa”. Fra-
ses como estas ya las hemos encontrado al estudiar el axioma de continuidad, espe-
cificamente, cuando introdujimos el concepto de sistema infinitesimal de intervalos
encajados. Por supuesto, si no dejamos bien claro qué significa “acercarse a”, es
muy posible que para algunos esto quiera decir una cosa y para otros algo muy
distinto.

El concepto primario a definir es el de vecindad o entorno de un punto, es
decir, todo lo que entendemos cercano a un punto.

DEFINICION 6.1

Tomemos € > 0 y sea x un nimero real dado. Se llama vecindad o entorno
de x de radio e al intervalo abierto (x — €, X + €), el cual se denota también por
V(x; €) o simplemente V(x) cuando la consideracién del radio no es indispensable.
El punto x se dice centro de la vecindad o entorno (ver fig. L.11).

[ . A
\ ' /

Fig. 1.11
Nota: Observe que el valor e > 0 nos indica cudn cerca estamos de x.

DEFINICION 6.2

Se dice que x es un punto de acumulacion del conjunto S de nimeros reales si
toda vecindad V() contiene, al menos, un punto de 8 distinto de x.

Observacion

De la definicién de punto de acumulacion no se deduce la pertenencia de tal
punto al conjunto, en general, no tiene que pertenecer al conjunto.

Ejemplo

1) E10 es un punto de acumulacion del conjunto (— 1, 1) que pertenece 2 dicho
conjunto, mientras que 1 también es punto de acumulacién de (— 1, 1) ain
cuando 1 € (— 1, 1).

El resultado siguiente nos indica mds claramente el porqué de la nominacion
de punto de acumulacién para los puntos x que satisfacen la definicién 6.2.

TEOREMA 6.3

Si x es un punto de acumulacion de S, entonces toda vecindad V(x) contiene
una infinidad de puntos de S.
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DEMOSTRACION

Supongamos lo contrario, esto es, que exista una vecindad V(x) que contenga
tan s6lo un ntimero finito de puntos de S, distintos de X, sean estos X;,X,,...,X

. ’» (%] n-
Si 1 es el menor de los niimeros positivos |x — X =1, x—x,

l=1,,...
| X — X, = I, entonces V( %1/2) serd una vecindad de x que no contendr puntos
de § distintos de x, lo cual es una contradiccién.

De este teorema se deduce en particular que no puede tener puntos de acumu-
lacién un conjunto que no tenga infinitos puntos. El reciproco, sin embargo, no es
cierto. El conjunto de los nlimeros naturales N es un ejemplo de conjunto infinito
desprovisto de puntos de acumulacién. Pero si un conjunto infinito estd acotado,
entonces tiene necesariamente un punto de acumulacién. Fste es un resultado muy
importante conocido como teorema de Bolzano- Weierstrass en memoria de los dos
famosos mateméticos que lo demostraron primeramente.

TEOREMA 6.4 (teorema de Bolzano-Weierstrass)

Si un conjunto acotado S en R contiene infinitos puntos, entonces existe por
lo menos un punto en R que es de acumulacién de S.

DEMOSTRACION

Como S estd acotado lo podemos suponer contenido en el intervalo finito fa, b].
Subdividamos [a, b] en dos intervalos iguales. Por lo menos uno de estos intervalos
contiene un subconjunto infinito de S. (Si ambos subintervalos contienen un sub-
conjunto infinito de S, se elige uno cualquiera de ellos.)

Designemos tal subintervalo por [a,, b, ]. Andlogamente se obtiene un subinter-
valo [a,, b, ] que contiene un subconjunto infinito de S y asf sucesivamente. De
esta manera se obtiene un sistema de intervalos encajados teniendo el n<simo inter-

b

—E;—a , es decir, este es un sistema infinitesimal de interva-

valo longitud b —a =
los encajados y, por tanto, define un tinico niimero x perteneciente a todos ellos. El
punto x es de acumulacién. En efecto, si € es cualquier niimero estrictamente posi-
tivo (¢ > 0) y n es lo suficientemente grande para que b, —a < %, entonces el

intervalo [a_, b, ] estd contenido en V(x;€). Elentorno V(x; €) contiene un punto
de S distinto de x y, por tanto, x es un punto de acumulacién de S. Esto prueba el

teorema.

Observaciones

1) Note que el punto de acumulacién cuya existencia asegura el teorema de
Bolzano-Weierstrass puede o no pertenecer al conjunto, ademis, el conjunto
puede tener otros puntos de acumulacién,

2) Si sustituimos en el enunciada del teorema de Bolzano-Weierstrass R por Q, el
teorema deja de ser cierto, pues existen conjuntos acotados de nimeros raciona-
les que no tienen ningiin nimero racional como punto de acumulacion.
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FEjemplos

1) Elconjunto E = {x ER/x = ]F n € N} tiene a 0 como punto de acumulacion

(ver ejercicio resuelto 1) y 0 & E, mientras que E = (0, 1) tiene infinitos puntos
de acumulacién [0,1 ] y todos, salvo 0 y 1, pertenecen al conjunto.
2) Consideremos el conjunto E de niimeros cuyas cifras decimales, hasta un cierto

orden finito, coinciden con las cifras correspondientes al ntimero v/2 . Entonces
ninglin nimero racional puede ser punto de acumulacién de este conjunto. En
efecto, si € > 0 es arbitrario, se puede escoger n suficientemente grande para

que € > —l(l)—n y por tanto:

VV2 592V )

Es decir, para cualquier € > 0, en la vecindad V(v/2 ; €) se encuentran todos los
elementos del conjunto E que poseen mds n cifras decimales coincidentes
conv/2. Luego, fuera de V(v/2 ;€) queda solo un niimero finito de elementos

del conjunto E.
(V2 —x|
2

Seax€Q y e U, talque 0 <e< (figura 1.12)

1 1 1WZ—x
\/71—?0? V2tqm —o—
A

£ ) \ \ } [ 1 \
\ 7] X N /
VZ-—e VvZ VZ+te x—e X X+e€

Fig T.12

Entonces, en la vecindad V(x; €) habrd, a lo sumo, un nimero finito de elemen-
tos del conjunto E y por tanto, X no puede ser punto de acumulacién del con-
junto E.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Determine los puntos de acumulacion del conjunto
E= {xE€R|x=-,nEN}

Resolucion

Probemos que 0 es punto de acumulacién de E. Sea € > 0 arbitrario. Por la

propiedad arquimedeana existe n, €N tal que ng > —;— Luego, —nl——< €y —1——6 E.
0

n,
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Por tanto, —r—ll- €EV(0,e)NE y El—- # 0. Esto prueba que O es punto de acumula-
(1] 0

cion de E.
Probemos que cero es el nico punto de acumulaci6n de E. Ix | Ix |
Seax €R, x # 0. Entonces la vecindad de x dada por (x — —2—-— X+ —5—

tiene la propiedad de no contener al cero, luego a lo sumo tendrd un nimero finito
de elementos de E, lo cual permite asegurar que x no es de acumulacién de E.

2. Pruebe que todo nmero real es punto de acumulacién de Q.
Resolucion

Sea x € R arbitrario y € > 0. Consideremos la vecindad de x de radio €:
Vx;e)=(x—¢€,x+¢€)

Como entre dos nlimeros reales siempre hay una infinidad de nimeros raciona-
les, en dicha vecindad hay infinitos nimeros racionales y por tanto, x es punto de
acumulacién de Q.

Luego, todo ndmero real es punto de acumulacién de Q.

3. Demuestre que si x es punto de acumulacién de A N B, entonces, x es punto de
acumulacién de Ay de B.

Resolucion

Si x es punto de acumulacién de A N B, entonces para toda vecindad V(x, €)
de x la interseccién V(x, €) N (A N B) contiene niimeros diferentes de x.
Pero

V(x,e)NADV(x,e) N(ANB)
y V(x,e)NBDOV(x,e)N(ANB)

luego, los conjuntos V(x,€) N A y V(x, €) N B contienen niimeros distintos de x
y queda demostrado que x es punto de acumulacién de Ay B.

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Determine los puntos de acumulacién de los conjintos:

-«
n n

b) E= {xER/x=£:r112—+r—ln—,n,m€N}

a) E=x x€R/x= , nEN}

) E={x€eR/|1+3x[<1}
d) E= x€Q/|x* +4x+3|<5}
e) E= XxER/I3x—5I—12x+3(>0}
2. Construya un conjunto que posea exactamente tres puntos de acumulacién,

3. Demuestre que si x es punto de acumulacién de A U B, entonces es x punto de
acumulacién de A o de B.
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

1.

Enuncie la propiedad arquimedeana de los niimeros reales. ;Cémo se puede
interpretar geométricamente esta propiedad?

. (Cudles son las propiedades fundamentales del conjunto de los niimeros reales

que no cumple el conjunto de los nimeros racionales? Demuéstrelo.

. Defina el concepto médulo de un niimero real y exprese la propiedad “desigual-

dad triangular”. Demuéstrela.

. Enuncie el principio de los intervalos encajados y demuéstrelo.

5. (Qué diferencia existe entre supremo y mdximo de un conjunto? Dé un ejem-

plo ilustrativo.

6. Enuncie el teorema de la existencia del supremo.

7. A qué se llama punto de acumulacién de un conjunto de nimeros reales?

(Pertenece siempre el punto de acumulacién al conjunto? Ilustre su respuesta
con los correspondientes ejemplos.

. (Existen conjuntos sin puntos de acumulacién? ;Y conjuntos en los que todos

sus puntos sean de acumulacién? Ejemplifique.

. Enuncie el Teorema de Bolzano-Weierstrass y demuéstrelo.
10.

Exponga un conjunto de niimeros racionales infinito y acotado sin puntos de
acumulacién en Q.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.
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Demuestre que el sistema de intervalos encajados de la forma

[09:1,1]:[0,99; 1,01];[0,999;1,001],. ..

tiene como tinico punto comin el nimero 1.

. Demuestre que el sistema de intervalos encajados de la forma )

[0,3;0,4] ; [0,33;0,34]; [ 0,333;0,334], ...

. , . . . 1
tiene como Unico punto comiin el niimero 3

. Demuestre que six;j €R, i=1,...,n, entonces:

a) |X1+X2+...+an<IX1‘+' |X2I+...+|Xn|
b) IXg+Xy X3 oo oXpl=Ixg [IXa ...} xn |

Ol xg+x2+...+xpl 2l xi = x2l+ ..+ 1x,1)

I x |x
Patetxal Al o Pal

=
14 %3+ 4+ Xal  T41x4l 14 | xql




Analice cudndo se cumple la igualdad en a), ¢) y d).

4. Analice cuindo se cumplen las igualdades siguientes:
d) x+yP=x*+y>,b) x+yP=x+y’
Q) x+y)" =x"+y"

5. Demuestre que si | x —xo | < % yly —yol< —;—,entonces,
Ixty—(X5t yo) ! < €.

6. a) Demuestre que para todo r € Q que cumpla 1’ < 2,existeh >0 tal
que (r+h)* <2.

b) Demuestre que para todor €Q con 12 > 72 existe h > 0 tal que (r —h)*>2.

¢) SeaE={x€Q|x*<2}yF={x€Q Ix* >2,x >0] Demuestre que
E estd acotado y F estd acotado inferiormente, sin embargo, E no tiene in-
fimo ni supremo en Q y F no tiene infimo en Q. ;Cudles serfan inf F,
infE, sup Ey sup F en R?

7. Dados los conjuntos siguientes, determine si estdn acotados o no. y halle el su-
premo e {nfimo aclarando en cada caso si son méximo o minimo o si no lo son:
2) (xER/|S+1<1}
b) {x€Q/Ix*-21>1}
¢) {xeR/Ix-5I<ix+1}
d) {xeR/Ix|I>x}
e) {x€R/Ix|=x}

X X
f) {XEQ“_)—(_H1>—X_:-T}

ax+b
g) {x€R/ P <1}

h) {x€ER/Ix*+4x+3|<5}
i) {x€R/Vx*_3x-4<2}
i) (xeR/Vx*—3x—4<2}
K (x€Q/Vx+x+3€Q)

) {xER/I3x—5|—12x+3(>0}

m) {x€R/I(x2+2)—(x*-DI=1+21-1x"+21}
n) {xeR/lix+11-1x—11| <005}

i) {xeR/2*<8}
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0) {xER/Ix+2|Ix—=21=0}
p) {XER/Ix+2.|x=2|>1}

q) El conjunto de los nimeros racionales de la forma 0,1 ... 1, es decir, que
se representa mediante un nimero finito (arbitrario) de cifras decimales
igualesa 1.

1) El conjunto de los niimeros racionales de la forma 1,23455 ... 5, donde la
parte entera y las tres primeras cifras decimales no varfan y el nmero de
cifras iguales a 5 es finito pero arbitrario.

8. Encuentre (si existen) los puntos de acumulacién de los conjuntos del gjercicio 7.

10.

11.

12.

13.

14,
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. Encuentre un conjunto de nimeros reales que tenga como puntos de acumula-

cidn exactamente los puntos a, , a,, ..., a,, donde 2;+ ajparai+j.

a) Dados los niimeros reales a y b tales que a < b, encuentre un conjunto no
- acotado, numerable, tal que a y b sean sus Ginicos puntos de acumulacion.

b) Encuentre un conjunto numerable cuyo infimo sea a. Halle el supremo y
los puntos de acumulaci6n.

Sea el conjunto de nimeros reales de la forma 0, o, . . . @, donde o =1
paraalgini y o i = 0 para j # 1. Demuestre que este conjunto es numerable.
Halle su supremo e infimo y diga (si existen) cudles son sus puntos de acumu-
laci6n.

Sea el conjunto de los niimeros reales de la forma 0, ¢, @, . ..q, donde o;
tome uno de los valores 0 o 1. Demuestre que este conjunto tiene la misma
cantidad de elementos que R. Halle su supremo y su nfimo y diga (si existen)
cudles son sus puntos de acumulacién.

a) Demuestre que un conjunto que no tenga puntos de acumulacién es finito
o numerable.

b) Demuestre que si un conjunto tiene un @nico punto de acumulacién es
numerable.

¢) Demuestre que un conjunto que tenga un niimero finito de puntos de acu-
mulacién es numerable.

d) Analice si un conjunto con un conjunto numerable de puntos de acumula-
cion debe ser necesariamente numerable.

Se dice que un conjunto E C R es cerrado si todos los puntos de acumulacién

de E pertenecen a E y que es abierto si su complementario en R es cerrado.

a) Diga si los conjuntos siguientes son cerrados, abiertos o ninguna de las
dos cosas:

i) [a, bl, ii) (a, b), iii)[a, b), iv) Z,
v) Q, vi) R, vii)) {x&R | x:%, nEN},
viii) XER/ Ix=(=D"+(—=1)™,n,mEN},



15.

ix) xER/Vx*—3x—4 <2}
b) Demuestre que si A y B son cerrados (abiertos), entonces AUB y ANB
son cerrados (abiertos).

¢) Demuestre que si A, A,, ... A son cerrados (abiertos), entonces
AJUA,U...UA y A NA,N...NA_ son cerrados (abiertos).

Demuestre que todo conjunto E de nimeros reales acotados, infinito y cerrado
tiene, al menos, un punto de acumulacidn que pertenece a E. Mediante ejem-
plos adecuados ilustre que al omitir alguna de las hipdtesis sobre el conjunto E
(cumpliéndose las restantes) deja de ser cierta la afirmacion.
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CAPITULO II. SUCESIONES Y SUS LIMITES

El (método de exhaucién) puede traer a la matemitica
no poco beneficio; yo supongo que algunos de nues-
tros contemporaneos o futuros matematicos podran
con la ayuda de este método encontrar otros teoremas,
los cuales a nosotros ain no se nos han ocurrido

ARQUIMEDES!

Introducciéon

La consideraci6n del “paso al limite” surge en la antigua Grecia generada por el
problema de la blisqueda de una medida exacta y el uso del “método de exhaucién”
para lograrla. Ejemplos de h4bil manipulaci6n de tal método son citados en el
libro XII de los Elementos de Euclides y en muchas de las obras de Arquimedes.

Se utilizaba entonces para el cilculo del 4drea de figuras planas, vollimenes de cuerpos
solidos, longitud de curvas, bisqueda de tangentes, etc. Por ejemplo, si era necesa-
rio calcular el drea de la figura B (figura I1.1) entonces, como primer paso se inscri-
bian en esta figura otras figuras A, A, A, ... con las caracteristicas siguientes:

a) las dreas de las figuras A (k=1,2,3,...)son conocidas,
b) el drea de A, ,, es mayor que el drea de A,

¢) la diferencia entre las dreas de By A, se hace arbitrariamente pequefia a medida
que k crece.

rig. I1.1

lARQUI’MEDES (siglo TlT a.n.e.}: The Method of Archimedes. p. 299, Cambridge, 1912,
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Como paso siguiente se encontraba el “valor mayor” A que podfa tomar el drea
de 1a figura inscrita Ay k=1,2,3,...) Esto se hacia sin ning@n rigor, a través de
razonamientos geomeétricos o cdlculos aritméticos segln el caso.

Por (ltimo, usando el método de prueba por reduccién al absurdo, se suponia
que el “valor mayor” A era distinto de By se llegaba a contradicciones, bien con la
estructura inherente a las A, o bien con relacién a las caracteristicas especificas
de Bo A.

El método de exhaucién fue uno de los métodos mds ampliamente difundidos
en la matemdtica antigua. Los “pasos al}imite” que con anterioridad se habfan rea-
lizado en el tratamiento de otros problemas utilizando razonamieritos intuitivos y
empiricos obtuvieron en el método de exhaucion su primera conformacidn tedrica.
No obstante, adolecia de insuficiencias como era la necesidad de verificar, en cada
caso especifico, que la medida de la figura limite era exactamente la medida de la
figura dada.

Una forma més evolucionada del método de exhaucién se conoce como método
de aproximaciones sucesivas y sobre este y sus aplicaciones existe una extensa biblio-
graffa. Se puede pensar que en nuestra época, debidoaque 1a revoluci6n cient{fico-
técnica ha obtenido tan altos logrosy las mediciones se realizan con precisiones
inimaginables con la ayuda de los rayos laser y otros adelantos de la Fisica y la
Metrologia, no sean tan Gtiles los métodos de aproximaciones sucesivas. Hay que
decir que el empleo del método de aproximaciones sucesivas se necesit hace muy
poco tiempo, cuando aparecieron las computadoras de accion ripida. Existen mo-
delos de miquinas que son capaces de ejecutar sélo tres operaciones aritméticas:
adiciodn, sustraccion y multiplicacion. Ademds, por regla general también permiten
dividir 'entre los nimeros del tipo 2", ;Cémo pueden hacer estas maquinas la divi-
sidn entre nimeros cualesquiera?

Dividir el namero b por el ndmero a significa resolver la ecuacion ax = b. Puesto
que la maquina puede multiplicar y dividir entre 2", se puede considerar que

‘},’ < a < 1 (de lo contrario multiplicarfamos o dividirfamos los dos miembros de

“

la ecuacion ax =b entre la potencia correspondiente del niimero 2).

Escribamos 1a ecuacién ax = b en la forma

x=(1—a)x+b Y

Tomemos por la primera aproximacion del nimero X el valor x; =b. Desig-
nemos con €, el error de esta aproximacién, es decir, supongamos que X, — == € -
Entonces de la ecuacion (1) obtenemos

x1 + € =(1—2) (X1 +el)+b=(1——a) x; +b+(1—23)e )

Como % < a < 1, resulta que:

1
—_ Q__'
0<1—a >
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Puesto que el coeficiente 1 — a es comparativamente pequeiio, en el segundo
miembro de la ecuacién (2) despreciemos el sumando (1 —a)e, , el cual es, por lo
inenos, dos veces menor que €, . Obtendremos

X) + €, %(1—H)X]+b
El nfimero
x2=(1—a)x; +b

lo tomaremos por la siguiente aproximacién para x.
Designemos por €, el error de la aproximacion x, , es decir, hagamos x, — b =€,

£n este caso, de la ecuacién (1) se infiere que
X2+ € =(1—a)x; +b+(1—-a)e,

Despreciando en el segundo miembro de esta ecuacién el sumando (1—a)e,,
obtendremos la igualdad aproximada

Xy + €3 %(]—8)X2+b

As{ pues, para la aproximacion siguiente se puede tomar
Xx3=(l—a)x,;+b

tilizando este mismo procedimiento, encontraremos que la aproximacién si-
guiente tiene la forma

Xg =(l—2)x3+ b

Los nimeros Xy, Xz, ..., Xy, ... calculados sucesivamente segin la férmula

Xps =(1—23) Xp+ b

vt aproxicvindose al nimero —b—. Ma4s aun, en esta férmula sélo se utilizan las
a

vperaciones de adicidn, sustraceién y multiplicacidn, lo que significa que la mdquina
puede operar conforme a ella.

Por medio de algoritmos similares basados en el método de las aproximaciones
sucesivas se pueden realizar complejas operaciones en las mdquinas computadoras.
En el epigrafe ¢ I1.6 se expone uno de dichos métodos para el cdlculo de raices
cuadradas.

El método de aproximaciones sucesivas se emplea en la resolucién de los més
disimiles problemas, entre ellos, la elaboracién de planes de transporte, minimiza-
cién de costos y maximizacin de produccién y otros relacionados con la rama de
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las matemdticas aplicadas, conocida por investigacién de operaciones; en la resolu-
cién de ecuaciones de diversa complejidad y de problemas geométricos;en el clcu-
lo del movimiento de los sputniks, de los reactores nucleares y en la exploraci6n de
la estructura del dtomo.

Por supuesto, estos problemas, ya no tan elementales, como la divisién entre dos
nimeros y el célculo de la raiz cuadrada necesitan del conocimiento de técnicas que
permitan determinar la “convergencia” del proceso, es decir, que nos aseguren que
la sucesion de aproximaciones se acercan al valor buscado con una precisién tan
“exagérada” como se quiera y con una rapidez “aceptable” seglin nuestras con-
diciones.

Estas técnicas las dan la teorfa de limites y en particular la teorfa de las suce-
siones convergentes.

El lector encontrard en este capitulo no sélo el concepto sucesién convergente
y sus antipodas, sino ademds, ejemplos notables de sucesiones, como las monétonas
y las recurrentes y sus propiedades fundamentales, pero ante todo, gncontrard mé-
todos de razonamiento muy Wtiles en el tratamiento de procesos continuos a través
de su discretizacion.

¢ I1.1 Sucesiones numéricas

Parece que la definicién moderna de sucesion se formuld por primera vez en
una obra inédita de C. F. Gauss, que data de principios del siglo XIX cuyo titulo
es Nociones fundamentales de la teoria de las sucesiones. Gauss comienza dando
una definicion muy general de sucesién: “un conjunto con un nimero cualquiera
de elementos es una sucesién”, lo que parece indicar que para é1 todo conjunto era
numerable. Sin embargo, el propio Gauss considera que esta extensi6én de la nocién
de sucesion es de poca utilidad y define entonces este concepto como es hoy usual
y como a continuacion formulamos.

DEFINICION 1.1

Si a cada nimero natural n se le hace corresponder un nimero real x,, por una
regla determinada, entonces, al sistema de nimeros reales ordenados

X1,X2,c0,Xn5 0.
lo llamamos sucesién numérica o simplemente sucesidn. A cada nimero x, le lla-

mamos término o elemento de la sucesion y con él denotamos el término general
de la sucesion.

Como escritura abreviada para designar la sucesion utilizaremos el simbolo

{xa}.

Ejemplos

1) La mds simple de todas las sucesiones es la constante, es decir, aquella que se ob-
tiene al hacer corresponder a cada niimero natural n el mismo niimero real c:

¢, CChunnyC,.. .= {c}
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2) Si a cada ndmero natural impar hacemos corresponder el cero (0) y a cada nd-
mero natural par le asignamos la unidad (1) se obtiene la sucesion:

n
0.1,0,1.... = {%“—1) )

3) También elemental es la sucesién de todos los niimeros naturales, la cual se ob-
tiene de la forma mds “natural™:

1,2,3,...= {n}

4) Algo mas compleja, pero atiin simple, es la sucesion

t 1 I
l, —. —,... = {—
>3 {—
5) Y si similarmente, la sucesién con signos alternos
RS NS W 3 ) !
2t 3t n

6) No siempre es evidente cémo escribir la férmula para el término general, asi en
la sucesion

1,2,3,..., 10, 0,1, 0,01, 0,001,...

la ley de formacién no se obtiene a través de una sola férmula, sino por dos que
expresan su comportamiento mds claramente

n, n=12,,..,10

xg= { —1 — a=11,12,...

101’1—10

7) Una clase muy importante de sucesiones la constituyen las llamadas sucesiones
recurrentes:

Una sucesion {x, } es.recurrente si todo término de la sucesién a partir de cier-
to n se expresa medlante una cierta férmula en la que intervienen los miembros
anteriores de la sucesién. La palabra “recurrente” se emplea aqui precisamente
porque para determinar el término posterior hay que recurrir a los anteriores.
Veamos algunos ejemplos de sucesiones recurrentes:

a) Progresion geométrica: Consideremos la progresion geométrica

2 n-1
X; =4, X, = aq, X3 =4aq ,...,xnzaq
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b)

c)

d)

0 exte caso la formula de recurrencia es:
Xp = Q% (n>=2)
FProgresion aritmética: En el caso de una progresion aritmética
Xp=2a, Xy =a+d, x3=a+24,..., x, =a+(n—1)d,...

tenemos: X, = x, ; +d (n>2).

Sucesion de Fibonacci (ver “Preliminares” ¢ P.2). La famosa solucién al an-
tiguo problema de Fibonacci sobre el ntimero de conejos que se pueden criar
a partir de una pareja y bajo ciertas condiciones de aislamiento sexual 8¢ ex-
presa mediante una sucesién recurrente:

Xi=hL =1 x,=x,_,+x,_, (n>3)

No siempre es evidente que una cierta sucesién es recurrente. Sea, por ejem-
plo, la sucesi6n de los cuadrados de los ntimeros naturales:

X3 =12 » X2 =22 , X3 =32,...,Xn=n2,...
Aquixp,, =(n+1)* =n” + 2n+1y, por lo tanto, Xnet = Xp + 20 + 1.
Aumentando n en uno, obtenemos Xner =Xp + 2n + 3.

Por consiguiente, encontramos:

O sea:
Xnea = 2Xn+1 —Xp+2

De ahi que la sucesi6n se defina por:
x; =1
X, =4
Xp =2y, ~ Xp, +2 (n23)

Note que en las sucesiones recurrentes se expresan numeéricamente “algunos”
primeros elementos y después se da la férmula de recurrencia con la cual ob-
tenemos el término general por medio de “algunos” anteriores. Por supuesto
los “algunos” primeros elementos estdn determinados por los “algunos” ne-
cesarios para poder obtener a través de la formula de recurrencia uno y cada
uno de los restantes elementos. Asi, en la sucesién de Fibonacci son necesa-
1i0s X, Y X, fijos para poder determinar por la férmula a X3 y sucesivamente
a los demés miembros de la sucesion.
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8. Por Gltimo, sefialemos que no siempre es posible expresar explicitamente la ley
de formaci6n de una sucesién. Por ejemplo, los nlimeros primos

1,2,3,5,7,11,...

constituyen una sucesién, pero no se conoce ninguna férmula matemdtica que
defina el n-ésimo niimero primo. Para dar una idea algo mds sugestiva sobre la
distribucién aparentemente cadtica de los nlimeros primos observemos que nos
encontramos con primos “gemelos™ tales como 8 004 119 y 8 004 121 cuya di-
ferencia es dos, y también primos “lejanos™ tales como 86 629 v 86 677, entre
los cuales no hay ningiin otro nlimero primo.

Observacion

El conjunto de todos los términos de una sucesién {xp } constituye un conjun-
to numérico, pero no debe confundirse el concepto de sucesién con este conjunto.
Por ejemplo, la sucesién constante estd constituida por un sistema de infinitos tér-
minos iguales entre si y el conjunto numérico correspondiente consta de un solo
elemento. Por eso, la nomenclatura de “término™ es mds correcta que la de “ele-
mento” pues esta tltima estd relacionada con el concepto de conjunto y se aplica
a los objetos que pertenecen al conjunto.

Consideremos dos sucesiones { x5} y {yn}, podemos operar algebraicamen:
te con ellas a partir de las definiciones siguientes.

DEFINICIONES 1.2

Llamamos sucesién suma de las dos sucesiones {x_ }y {y,} ala sucesién
{x, +y,}=% + Y1, %, +¥,, X3 + V3, ... ;sucesion diferencia a la sucesién
{x, —y, 1}y sucesion producto a la sucesién {x yat
X
Para definir la sucesién cociente {—y—“— } es necesario exigir que y sea distinto

n
de cero para todo n € N. Observemos, sin embargo, que si la sucesion {yn} tiene

X
solo un ntimero finito de ceros, entonces el cociente {— } se puede definir a partir
n

del término en que después de él todos los términos de la sucesion son distintos
de cero.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Conociendo los primeros términos dé una sucesion, escriba una de las posibles
expresiones para su término general

2 5 10 17 26

3°8°137187 123

g e
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Resolucién

Obse?vemos que el numerador de todos los términos dados de la sucesién es
igual al cuadrado del niimero de orden correspondiente mds la unidad, o sea, n? + 1

Los denominadores forman una progresi6n artimética 3, 8, 13, 18. ., que tiene
como primer miembro a, = 3 y como diferencia d = 5. Por consiguiente

a, =23, +d(n—1)=3+5(Mn—1)=5n—2

Por tanto
2
n” 41
Xp=——
= Sn—2
Observacién

El conocimiento de los primeros términos de una sucesién no determina la suce-
sién. Por eso el tipo de problema como el ejercicio antes resuelto debe considerarse
como un problema de biisqueda de una cierta ley de formacién que se adapte a los
términos dados.

2. Dadas las dos sucesiones x,}y {y,} cuyos términos generales vienen dados
por las férmulas

(1~ l—n), si n es impar
27

—ln— , §ines par
22

X
. . . . n

halle las sucesiones suma, diferencia, producto y cociente { }.
n

Resolucion .
(laLn)i(pE_l),sinesimpar
22 272
a) xniyn;:S N
1 22 +1, .
- £( 2 ), sin es par
; 22 22
N
O sea:
' 1 1
Q-= )2 (1 — —), sin es impar
xniyn=< 1 ‘
1, (1+-=),sinespar
n - 7
L 22 2
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Por tanto:
1

2 . .
25 =2——5 , 8i n es impar
27 22~
X ty,=
2 1 .
1+ n =1+ ,Sin es par
22 277!
0 ,sinesimpar
Xpn =¥ =
—1 ,sines pdr
b) Hallemos la sucesién producto
s
n
2
(1_.Ln ) (2 ;1 ), si n es impar
2 2?
Xp¥n =4 n
L <22_+_1.>,sinespar
n n
22 22
-

(1—-1—n )(1——13_) , i n es impar

22 22
Xy, = n
e 22 +1 | sinespar
2n
1 1 . .
1— 2_1+5n— ,8in es impar
22
Xp¥n =
—%—+—IT , sin es par
27

¢) Encontremos, por ultimo, el término general de la sucesion cociente (nétese

quey, #0 paratodon€& N).

1L
n
22 . .
,sin es impar
n
n_J) 21
e -2
2 n
1, _ 22 ,sin es par
n n
22 2241
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- 1 ,sin esimpar

Yn 1 , 8in es par
an
22 4+ 1

Ejercicios para el trabajo independiente

1.

- Pruebe que la sucesién de los cubos de los ntimeros naturales 13 ,2%,33

Encuentre una de las posibles expresiones para el término general de las sucesio-
nes siguientes:

1 2 3 4
a)2’3,4’59"'
1 2 3 4
b) =, =, 2, 4
)2’4’8’16’

1,1 3 1
C) 19 7 23 333’ 4°°°"

d) 1,2,6,2,4,12,6,8,24, ...

- Halle los cinco primeros términos de las sucesiones recurrentes siguientes:

1
a) X, =——, x_=x2

n-1
n=Xp_, +(=D", n>2

b) x, =1,x,=4, x,=9,

xn+3 = 3Xn-»2 —3xn+l +xn

sevey

n3, ... es una sucesi6n recurrente.

Sean las dos sucesiones cuyos términos generales vienen dados por las férmulas
siguientes:

%, 8i n es par

X, =
0, sinesimpar
G
Y= n

Halle las sucesiones suma, diferencia y producto.

X . . y
;Estd definida la sucesién cociente { ;ﬂ- }?, ¢y la sucesién cociente {;’-‘— }?
n n
Exprese por una férmula el término general de la sucesién cociente que existe.
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§ I.2 Sucesiones acotadas, no acotadas, infinitesimales
e infinitamente grandes

Fl conjunto de todos los elementos de una sucesién arbitraria {xn} constituye
un conjunto numérico y para él son vélidos los conceptos relativos a acotacién in-

troducidos en § 1.4.
DEFINICIONES 2.1

Se dice que la sucesion {x_} estd acotada superiormente (inferiormente) si

existe un niimero real M (un nimero real m) tal que cada término de esta sucesion x

satisface la desigualdad "

X, <M (x, >m) M

Al nimero M (m) se le llama cota superior (inferior] de la sucesién {xn}.
Ejemplo
1) La sucesion { %-} estd acotada superiormente por todo niimero mayor que 1

e inferiormente por todo niimero negativo.

DEFINICION 2.2

Se dice que una sucesién {x n} estd acotada si lo estd superior e inferiormente,
es decir, si existen dos niimeros reales M y m tales que cada elemento x | de esta
sucesion satisface las desigualdades

m<x, <M 2)

Anilogamente al caso de los conjuntos numéricos acotados, la condicion de
acotacién (2) se puede escribir en la forma equivalente siguiente: la sucesién {x n}
estd acotada si y solo si existe un niimero real A, tal que cada elemento de la suce-
sién x| satisface la desigualdad: |x I<A 3)
Ejemplo

n
2) Lasucesién {(— 1) n } estd acotada pues si tomamos A > 1 entonces

| CD" | <.
| n

En correspondencia con la definicién 2 de sucesion acotada podemos expresar
el concepto de sucesién no-acotada:

Se dice que la sucesién {xn} es no-acotada si la sucesion {xn} no estd acotada,
es decir: si para cada nlimero positivo A se encuentra, al menos, un término de la
sucesién, X ng* 1Ue satisface la desigualdad

%5y 1> A @)
o
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Desde el punto de vista de esta definicién toda sucesién acotada s6lo superior o
inferiormente es no-acotada.

Ejemplo

3) Lasucesién1,2,1,4,...,1,2n,...estd acotada inferiormente pero no estd
acotada superiormente, por tanto, es no acotada: para cualquiera sea el ntimero
real positivo A se encuentra un elemento de esta sucesién correspondiente a un
nimero par y satisfaciendo la desigualdad (4).

Introduzcamos ahora los conceptos de sucesién infinitamente grande y de suce-
sién infinitesimal.
DEFINICION 2.3

Decimos que la sucesién {xn} es infinitamente grande si para cada nimero real

positivo A, se encuentra un niimero real N, tal que para todo n > N los elementos x

n
de esta sucesi6n satisfacen la desigualdad

[x, [>A 5

Nota: Que una propiedad P referente a una sucesidn se cumple a partir de un determinado
valor de n, es decir, para n 2> N, se expresa equivalentemente de cualquiera de las formas si-
guientes:

— P se cumple para n suficientemente grande.

— P se cumple para casi todo n o para casi todo término de la sucesién,

— P se cumple para la sucesidn, salvo un niimero finito de términos.

Asi, por ejemplo, en la definicién 2.3 la desigualdad (5) se cumple para casi todo n.

Es evidente que cada sucesidn infinitamente grande es no-acotada pues la definicién de sucesién
infinitamente grande exige que para todo A> 0 1la desigualdad (5) la cumplan casi todos los
términos de la sucesidn, mientras que la definicién de sucesién no-acotada exige que para

todo A > 0 la desigualdad (5) la cumpla, al menos, un término de la sucesién.

Ejemplo

4) Lasucesion {n} es un ejemplo trivial de sucesién infinitamente grande como
consecuencia directa de la propiedad arquimedeana de'los nimeros reales.

Sin embargo, no toda sucesién no-acotada es infinitamente grande.
Ejemplo ‘
5) La sucesién del ejemplo 3:

1,2,1,4,...,1,2n,...,

siendo no-acotada no es infinitamente grande, pues para cualquier A > 1 la desi-
gualdad (5) no se cumple para los términos X,, correspondientes a los nlimeros
imparesn=2k —1,k=1,2,...

El siguiente tipo de sucesiones es muy importante. Las representaremos por
letras griegas para diferenciarlas.

89



DEFINICION 2.4

Se dice que una sucesién {c n} es infinitesimal si para cada niimero real estricta-
mente positivo € > 0 se encuentra un nimero natural N_, tal que para n >N_ los
términos o de esta sucesion satisfacen la desigualdad

Ian ! <€ )
Ejemplo

6) La sucesi6n formada por las longitudes de los intervalos en un sistema infinitesi-
mal de intervalos cerrados encajados constituye una sucesion infinitesimal y de
ahi, la denominacién empleada para tales sistemas. As{, sabemos que las sucesio-

nes {711_} y {—1—1071} son infinitesimales, ambas aparecieron en el epigrafe §1.3

al probar que Q no posefa la propiedad de continuidad.

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Pruebe que la sucesion {a"} es infinitamente grande cuando la !> 1 e infinite-
simal si lal <1.

Resolucion

Consideremos primeramente el caso a > 1. Entoncesa =1 + &, donde « €R,
a> 0. Utilizando la desigualdad de Bernoulli podemos escribir

a"=(1+a)">1+na>na

Sea ahora A > 0 un ntimero real cualquiera. Por la propiedad arquimedeana
existe N tal que

N,>A
Perosin > N, entoncesn, > Ay s cumplird
a®>na>A,paran>N

con lo que se demuestra que {a" } es infinitamente grande.

Sia < — 1, entonces teniendo en cuenta que la|>1 y la”|=la [" se con-
cluye, por lo demostrado anteriormente, que la sucesién {a"} es infinitamente
grande.

Consideremos ahora |a |< 1, entonces

Il l > 1 y por tanto, la sucesién
a
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n
{(—:l——) } es infinitamente grande. Sea € > 0 un niimero real arbitrario; entonces

podemos encontrar N € N, tal que

1.7 1
(;—) >—€-,cuandon>N

Utilizando las propiedades del valor absoluto y de las desigualdades, la relacién
anterior es equivalente a

Ia" l<e,cuandon>N

lo que demuestra que la sucesién {a"} es infinitesimal si la | < 1 (;Qué ocurre
si lal = 17)

2. Pruebe que: n
(-1)
X, =1 n=12,..)
es no-acotada, y sin embargo, no es infinitamente grande.

Resolucion

Veamos algunos primeros términos de la sucesién para inducir la idea de la
demostraci6n.

1

x =1 21t ag
2

xp =201 221 g

3
xg =301 231 L

4
X =40 41 g,
etc, ...
Observemos que los miembros impares se comportan como la sucesién

1
{—n—], mientras que los pares lo hacen como la sucesién {n}. Luego 1a prueba

de no-acotacién debe basarse en el comportamiento de los miembros pares y la
de no infinitamente grande en el comportamiento de los miembros impares.

Asi, {x5} es no-acotada, pues, para cada A > 0, por la propiedad arquimedea-
na, se encuentra un no , ng = 2k, donde ko es cierto niimero natural, tal que

Ixpk, 1 > A
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Por otra parte, { x, } no es infinitamente grande ya que, si tomamos A > 1
la desigualdad

Ixpl> A

no se cumple paran=2k—1, k=1,2, ...

Ejercicios para el trabajo independiente

1. En cada uno de los siguientes casos diga si se trata de una sucesién infinita-
mente grande, infinitesimal, acotada o no-acotada y pruebe su afirmacién

a) {i_—nl—n+l}
b) {n‘—p} (» > 0)
9 {(-1)"(n+1)}

d) {n?>-—100n}
n y n < 100

© = A0 0> 100
k,sin=2k
D *n=2 0 sing2k
1,sin=1
g Xn=
2Xn_l,sin>2

2. Para cada una de las sucesiones infinitesimales siguientes:

1

b) xn=(—1"(0999)"
n!

a) Xp=

forme la tabla siguiente referente a la definicién 2.5:

€ 0,1 0,01 0,0001 ...
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¢ 1.3 Propiedades fundamentales de las sucesiones infinitesimales

Consideremos algunas de las propiedades de las sucesiones infinitesimales.

TEOREMA 3.1

La suma algebraica de dos sucesiones infinitesimales es una sucesién infinite-
simal.
DEMOSTRACION

Sean {a;}y {8, } dos sucesiones infinitesimales. Demostremos que las su-
cesiones {ay, +8,} y {a, —B,} son también infinitesimales. Fijemos un ntimero
real estrictamente positivo €. Como la sucesién { a, } es infinitesimal, entonces,

para el nimero % > 0 se encuentra un natural N, tal que para n > N; se cumple
la, | < £

Andlogamente, como la sucesién {f, } es infinitesimal, entonces paran > N,
se cumple

18l < £
Aol <

Sea N =max {N;,N; }. Entonces, sin > N se cumplen las dos desigualdades
anteriores y, por tanto,

2 £ Bal < log |+ 18,1 < = + = =

£
2

siempre que n sea mayor o igual que N. Esto significa que {a; + f, } es una suce-
sion infinitesimal.

COROLARIO

La suma algebraica de un niimero finito arbitrario de sucesiones infinitesimales
representa una sucesién infinitesimal.

DEMOSTRACION

Basta aplicar el principio de induccién matemética y el teorema 3.1; se propo-
ne como ejercicio.

TEOREMA 3.2

El producto de una sucesi6n infinitesimal por una sucesi6n acotada es una su-
cesion infinitesimal,
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DEMOSTRACION

Sean {a } una sucesién infinitesimal y {x, } una sucesién acotada. Por defini-

cién de sucesién acotada existe un nimero real A > 0 tal que para todos los térmi-
nos x se cumple -

|<A

Fijemos e > 0. Puesto que {an} es infinitesimal para el niimero real positivo

-fr existe un natural N tal que

|an[<-—z—,sin>N

Recordando que el mddulo del producto es igual al producto de los médulos y
utilizando las dos desigualdades anteriores obtenemos para todo n > N:

| =[x, | o |<A L=,

lo cual significa que la sucesién {xn an} es infinitesimal.
TEOREMA 3.3

Toda sucesién infinitesimal estd acotada.

DEMOSTRACION

Sea {an} una sucesion infinitesimal, Fijemos € = 1. Por definicién de sucesién
infinitesimal, para este € se encuentra un niimero natural N, tal que |an| <1si

n >N, , es decir, salvo los N; — 1 primeros términos, los restantes estdn acotados
por 1. Basta entonces tomar

A=mix {1, |e, |, ‘%l,...,|aNl_ll}

para acotar todos los términos de la sucesién {a }. O sea, @, |< A, para todo
nEN,

COROLARIO

El producto de un nimero finito de sucesiones infinitesimales es una sucesién
infinitesimal.
DEMOSTRACION

Se deduce por el principio de induccién matemdtica directamente de los teo-
remas 3.2 y 3.3. Dejamos al lector 1a formulacién detallada de la demostracion.

TEOREMA 3.4

Si casi todos los términos de una sucesién infinitesimal {a n} son iguales a un
mismo niimero ¢, entonces ¢ = 0.
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DEMOSTRACION

Supongamos ¢ # 0. Tomemos € =
ro N tal que:

el

5 Para dicho € se encuentra un niime-

|, |<e=—l—%l— (sin>N)

yalaveza =c (;Por qué?)
Se ha llegado a un absurdo, puesto que no puede ocurrir:

le |
2

Por consiguiente la suposicién c # 0 es falsa y la propiedad queda probada.

le l<—=2

TEOREMA 3.5
Si {xn} es una sucesion infinitamente grande, entonces, a partir de cierto n est4

definida la sucesién {—1—— }, la cual es una sucesi6n infinitesimal. Si todos los térmi-
X
n
nos de la sucesion {e_} infinitesimal son distintos de cero, entonces la sucesi6n {al_}

n
es infinitamente grande.

DEMOSTRACION

Comencemos demostrando la primera parte del teorema. Observemos que 1x 1
siendo infinitamente grande, s6lo puede tener un niimero finito de términos d1feren-
tes de cero. En efecto, por definicién de sucesién infinitamente grande para A = 1
se encuentra un nimero N, tal que |{x_ |> A =1 para todon >N, , o sea que si
n >N, entonces x # 0y podemos considerar el cociente -xl— . Probemos que la

n

sucesién {;1— } es infinitesimal. Fijemos € > 0.
n
Por definicién de sucesi6n infinitamente grande para —-> 0 se encuentraun N,

talquelxn}>—paran>N Tomando N = méx (N;, N, ) entonces paran > N

se cumple:

lo cual significa que {XL} es una sucesién infinitesimal.
n
Para la demostracién de la segunda parte del teorema supongamos que todos los
elementos de la sucesién infinitesimal {a_} son diferentes de cero. Fijemos un ni-
mero positivo A.
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Como {a, } es infinitesimal, entonces, para el niimero estrictamente positivo LA
se encuentra un nimero N tal que

|, |< ~11§ paran>N

o sea,

1

|, |

Esto significa que la sucesién {El—} es infinitamente grande.

> A para n>=N
an

n

EJERCICIOS

Ejercicios resueitos

1. Investigue si la sucesién { 1+2+—2+n} es infinitesimal.
n

Resolucion

En los Preliminares § P.2 probamos que la suma de los primeros n niimeros
naturales viene dada por la férmula siguiente:

1424... +n=R@+D
2
Luego el término general de la sucesién serd:
_ l+2+...+n_n(n+1)_n+1___l_+ 1
n n® 2n? 2n 2  2n

La sucesion {%} es infinitesimal por ser el producto de la sucesién acotada {—12—} )
por la sucesion infinitesimal {%}.

Pero, la sucesién suma {—%— + zl—n} no es infinitesimal, pues sie = —12— para
todonE€EN: |x_ |>-L

De este modo, queda demostrado que la sucesion {x }noes 1nﬁn1tes1mal

2. Si {a,} es infinitesimal y {b} es infinitamente grande, pruebe que {—}
es infinitesimal. bn

Resolucion

a . P
La sucesién {—b-n—}es el producto de la sucesion {a,} infinitesimal por la
n

sucesion {%——} , 1a cual est4 bien definida para n suficientemente grande y es infini-

n
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tesimal (por el teorema 3.5), al ser cada uno de sus términos el inverso de los térmi-
nos correspondientes de una sucesion infinitamente grande. Dado que el producto

- . . . . - . a
de dos sucesiones infinitesimales es infinitesimal, entonces, obtenemos que {-t—;‘—}
es infinitesimal. n

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Investigue si las sucesiones siguientes son infinitesimales. Justifique su respuesta.

2) {ﬂ}

n

b) {an[L_—l%j—t-l—]} donde 0<a< 1

22 n—1)?
...+ 821

12
9 e+
n n
2. Sean {a n}, {b,, } sucesiones tales que

—g—, paran=1,2,... Pruebe que:
n

a) Si {b_} es infinitesimal, entonces {a_} también es infinitesimal.

2

b) Si {a_ } es infinitamente grande, entonces {b_} es también infinitamente
grande.

3. Sea {a, } una sucesién infinitesimal y sea el conjunto A = {a,: nEN}.
a) ;Es acotado el conjunto A? Justifique su respuesta.
b) Pruebe que:
(i) Sisup A=0,entoncessup A € A.
(i) Siinf A # 0y entonces inf A € A.

§ II.4 Concepto sucesién convergente

Introduzcamos ahora el concepto fundamental sucesién convergente.

DEFINICION 4.1
La sucesion {xn} es convergente si existe un nimero real [ tal que 1a suce-

sion {x, —1 } sea infinitesimal. Al niimero real / se le llama limite de la
sucesién {x_}.

Observacion

Segiin la definicién 4.1 toda sucesi6n infinitesimal es convergente y tiene como
limite [ = 0.
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Ejemplo

1) La sucesion constante es el ejemplo mds trivial de sucesién convergente, pues
de ¢ — ¢ = O se deduce que {c} es convergente al Ifmite c.

Notacion: Si la sucesién {xn} es convergente y tiene como limite al nimero [,
simbdlicamente escribimos:
limx, =1 o X, 1!

Si es necesaria la aclaracion se especifica lim x o x - L Utilizando la
n->» e n—> e

definicion de sucesi6n infinitesimal llegamos a otra forma de la definicién de suce-
sién convergente equivalente a la definicion 4.1.

DEFINICION 4.1’

La sucesién {x_} es convergente si existe un ntimero real / tal que para cual-
quiera sea el niimero real estrictamente positivo € se encuentra un nimero natural
N, tal que sin > N_, entonces los términos x,, de esta sucesion satisfacen la desi-
gualdad

|xn-l|<6
osea,l—e<xn<l+e.

La desigualdad de la definicion 4.1'se interpreta geométricamente por el hecho
de que todos los términos de la sucesion {x } paran suficientemente grande, per-
tenecen a una e-vecindad del punto /, es decir

x €(l—e€, I +¢€), paran>N,_ (figura I1.2)

+\./

o

Fig I1.2

Esta idea geométrica motiva la definicion siguiente, equivalente a las anterio-
res4.1 y 4.1

DEFINICION 4.1”

La sucesién {x_} es convergente si existe un nimero real J, tal que en cual-
quier e-vecindad (e > 0) del punto / se encuentran casi todos los términos de la
sucesion {x_}.

Observaciones a los conceptos sucesion convergente y limite

1) El concepto limite de una sucesion estd intimamente relacionado en determi-
nado sentido con el problema prdctico de encontrar el valor de una magnitud
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con una exactitud prefijada de antemano € > 0. La sucesién de los valores de
las mediciones {x} puede obtenerse como resultado de experimentos o én el

célculo de alguna férmula recurrente o por cualquier otro método. Este pro-
blema tiene solucién si es posible encontrar un n, tal que a partir de é los valo-
res x| de las mediciones o cdlculos se acercan a un valor determinado (el 1{mite
de la sucesion de mediciones con una precisién menor que €).

2. Si analizando la convergencia de una sucesion determinada {xn} encontramos
N_ para un valor particular de €, esto no significa que la sucesién {x_} converge;
en la definicion 4.2 se exige que el correspondiente nimero N, se puede hallar
cualquiera sea € > 0.

3. De la definicién de sucesion convergente se deduce que si eliminamos un nimero
finito de términos de la sucesion cualesquiera sean, esto no influye sobre la con-
vergencia de la sucesion ni sobre el valor de limite.

4. Segiin la definicién 4.1 la sucesion {xn} converge al ntimero ! si la diferencia

X, —l=a,es ¢l término general de una sucesion infinitesimal. Por consiguiente,
la sucesidn convergente {xn} se puede representar en la forma x,, = I+a,
donde o es una sucesi6n infinitesimal. Esta condicion se utiliza frecuentemente

en la determinacion de los limites de sucesiones y en el estudio de las propieda-
des de las sucesiones convergentes.

DEFINICION 4.2

Si una sucesién {x n} no es convergente, se dice que €s divergente.

PROPIEDAD 4.3

Toda sucesién infinitamente grande es divergente.

DEMOSTRACION

Sea {x n} infinitamente grande y supongamos que el ntimero real [ es limite de

esta sucesion. Entonces dado € > 0 por definicién 4.1' existe un N, tal que si
n> Ne, entonces, )
I—e<x, <I+e

Tomando A = méx (11 —e 1, |1+ ¢€l), obtenemos de (1)que |x, | <A s
n> Ne , lo cual contradice el hecho de que {x n} es una sucesion infinitamente

grande.
Notacion: Si {xn} es infinitamente grande, entonces, simbélicamente se escribe

limx =

Si, ademds, a partir de cierto indice n los términos de la sucesion {xn} tienen
signo positivo (negativo) entonces se utiliza la simbologfa siguiente:

imx =+ (lin'lxn::—‘oo)
n
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Observacion

Existen, por supuesto, otras sucesiones divergentes que no son infinitamente
grandes, asi, por ejemplo, la sucesién: 0, 1,0, 1, . . . no converge a ningin nimero /,
pues fuera de cualquier e-vecindad de ese niimero /, 0 <€ <1, hay infinitos términos
de la sucesién y segiin la definicién 4.1" esto impide a / ser lfmite de esa sucesion, la
cual, por otra parte, no es infinitamente grande.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

2n—1

1. Demuestre que limx =1 six, = SRR
n

Resolucion

Debe probarse que para todo € >0 existe un miimero natural N_ tal que si
n >N se cumple que |x —1|<e.

Para ello investiguemos el comportamiento de la cantidad {xp — 1}

-2
2n+1

2

‘x“_”: “n+1

am—1_,|_|2=1-2n-1 |
2n+1 —l n+1 |

Asi, se tiene que la desigualdad |x.n -1 |< € se satisface si se cumple que

2
2n+1
1imite 1 si es posible garantizar la existencia de un nimero natural N_ que cumpla
la definicién. Y, en efecto, tomando N_ como el nimero natural mds préximo al

valor —:7- — —%— y mayor que éste, se obtendrd lo deseado pues anteriormente encon-

< e y esta relacion es vdlida sin > 1. ;— Es decir, la sucesion x | tendra
€

tramos qu'e‘si n> —i—— — —12—- se cumple que [x — 1| <e. Resulta importante aclarar

que la seleccion de N_ en la forma mencionada es posible gracias a la propiedad
arquimediana conocida del capitulo anterior. (gPor qué?)

2. Sea la progresién geométrica a, aq, aq?, ... ,aq" ', ...(lq1<1)y considere-

mos la sucesién cuyo término general es:
Sn=a+aq+aq2 +...+aq" 1 (lgi< 1)

a

Pruebe que lims, = I .
—q
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Resolucién

Como se sabe, la suma de los n primeros términos de la progresién geométrica
dada sera:

Sn = 1 _aqn —_4a _ a qn
I—q 1-q 1-—q
Es decir, que el término general S n difiere del nimero —2— en la cantidad
N B o
o, = T—q q°.

Basta probar que . es el término general de una sucesién infinitesimal. Pero
esto es consecuencia de la hip6tesis [q [< 1 y el hecho de que entonces {q"} es
infinitesimal (ver ejercicio resuelto 1 en el pdrrafo § 11.2).

. 5 a
A31,hmsn= ]

como se queria probar. Este niimero S = lims_, se puede

interpretar como la suma de un niimero infinito de términos de la progresién dada
que podemos escribir como sigue:

at+ag+ag’ +...+aq" 14+...=—2
1-q
En el préximo capitulo trataremos la teoria general de las sumas infinitas,

3. Sean ay b dos nlimeros cualesquiera. Tomemosx, =3, X, =b y

Xn—z + Xn-l

Xy =———— paran > 2. Calcular el limite de la sucesién {x_}.
Resolucion

Restando x|, en ambos miembros de la formula de recurrencia para x , se
obtiene:

X —X =—%(xn_l——xn_2)(n>2)

De esta manera la sucesion de las diferenciasx;, —xo,=b—a,X; —X;,...,

X,y —Xy_,s Xy~ X, ... cumple que cada término se obtiene del anterior
multiplicando por — —12— , es decir, estamos en presencia de una progresién geomé-
trica de razén q = — %— .

Como la suma de los primeros n términos es x| —a (esto se puede comprobar
con un simple cdlculo) utilizando la férmula obtenida en el ejercicio anterior parala
suma de una progresién geométrica, se obtiene

lim (xn-—a)=-—£_—ai—=—32——(b—a)
1-(=5)
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de donde
a+ 2b
3

; 2
hmxn=a+-?(b—a)=

quedando asi calculado el limite de la sucesion recurrgnte {xn 1

4. Demuestre que [ = -%— no es limite de la sucesién cuyo término general es
_ 2n* -3
nT gt
Debe probarse que este valor de / no cumple la condicién de la definicién de
limite. Es decir, que existe algin € > 0, tal que para cualquier N que se escoja ocu-
mird que |x, —I|>€, paraalginn >N.
2n* -3 3

n—-2 2

n2

Observe la expresion —
2(n* -2)

Es ficil comprobar que para todo n, dicha cantidad es siempre mayor o igual

que —%— , O sea, que tomando € = % para cualquier n se cumple que

Xn —%— l> €,
quedando as{ prebado que ! = —%— no es el limite de la sucesién dada. (Realmente,
limx = 2,lo cual el lector puede demostrar como ejercicio).

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Demuestre que las sucesiones siguientes convergen a los valores indicados en cada
caso:

_3n-5 ,_1

3) X, = 9n+4° =3
3n +1, 3

R R S L

1
) x,=a" a>0;1=1

1
Sugerencia: Esctibay = anh — 1y demuestre que Yy = O utilizando la férmula
del binomio de Newton.
2. ;Cuiles de estas sucesiones poseen limite y cudles no?
Justifique su respuesta.

1 , npar
a)x“={—l- n impar

n P
B x =<k + v

) x,=n[l—-(-=1"]
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3. Exprese las simbologfas lim x| = + o y lim x| = — oo en la forma de la defini-
ci6n 4.1',

¢ 11.5 Propiedades de las sucesiones convergentes

Las propiedades siguientes que estudiaremos son fundamentales y resultan
como consecuencia de la definicién de sucesién convergente.

TEOREMA 5.1 (propiedad de unicidad del limite)
El Iimite de una sucesion convergente es tinico.
DEMOSTRACION

Supongamos que los niimeros reales /; y I, son limites de la sucesién conver-
gente {x,}. Entonces, por la definicién 4.1 se cumple

Xp= 1) +0q,

Xn= b + By

donde {ap} y {Bn} son sucesiones infinitesimales. Restando las dos igualdades
anteriores obtenemos

g —Pfn=05L -1l
Por el teorema 3.1 la sucesién {an — B, } es infinitesimal y de 3.4 se obtiene

que I, — 1, = 0, es decir,
Iz = ll

con lo que la unicidad del limite queda demostrada.
Observacion

Esta propiedad de cardcter te6rico nos permite adquirir la certidumbre de que
cualquiera sea el método que usemos para calcular un limite, siempre que trabaje-
mos correctamente, el resultado debe ser el mismo.

TEOREMA 5.2 (Acotaci6n de las sucesiones convergentes )

Si la sucesién {xp } es convergentefentonces estd acotada, es decir, existe un
ndmero positivo A > 0, tal que x| < A para todon€N.

DEMOSTRACION

Como la sucesién {x,, } es convergente cada uno de sus elementos puede ex-
presarse por

Xp=Il+0p, (@=12,..))
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donde {ay } esinfinitesimal. Segiin el teorema 3.3 toda sucesi6n infinitesimal es
acotada, es decir, para cierto M > 0 se cumple

lonl < M, paratodon €N.
Por la propiedad de desigualdad triangular del médulo se cumple
Ixpl= 1+ onl < I+ Loy | < 1T+ M
y haciendo A = |/ + M obtenemos la cota buscada.

Observacion

El reciproco de la propiedad 5.2 no es vdlido como lo muestra el ejemplo de la
sucesién
0,1,0,1,...

la cual, segin sabemos, no converge a pesar de estar acotada.
Las propiedades siguientes son andlogas a las propiedades aritméticas de las su-
cesiones infinitesimales demostradas en el epigrafe ¢ 11.3.

TEOREMA 5.3 (Propiedades aritméticas de las sucesiones convergentes)

Sean {xn}y {yn} sucesiones convergentes. Entonces se cumple las propie-
dades siguientes:

i. im (x, £ yp) = lim x, # lim y,,
ii. im (xpyn) =limxp « limy,

T ¢ lim x -
iii. lim =L = — 1 silimy,#0
Vn fim y, ¥n

Observaciones

1) En (iii) observe que no se exige y # O puesto que la condicién lim y, # 0 im-
plica que todos los términos, salvo un niimero finito de ellos, son distintos de
cero, como serd demostrado, y las operaciones con limite no se alteran si se eli-
mina un nimero finito de términos.

2) En las propiedades queda implicito que si {xp } y {yn } convergen, entonces
son convergentes también las sucesiones suma, diferencia , producto y cociente
(con la condicion sefialada) y ademds se cumplen las igualdades (i) — (iii). N6-
tese ademds que los limites de las sucesiones a la izquierda de (i) — (iii) pueden
existir y, sin embargo, no ser convergentes las sucesiones {x, } y {y,};por
ejemplo,

Xn

¥Yn

=1

xnz}’n:(_l)n»xn"‘}'n:O»
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DEMOSTRACION

La validez de esta propiedad aritmética de las sucesiones @onvergentes es con-
secuencia del hecho dequexp=1!y + oy ,yp =1, + By para tqdon donde /; y
son los lmites dé {xn}y {yn}respectivamentey {an}y {8y} son sucesiones
infinitesimales, y las propiedades de las sucesiones infinitesimales del epigra-
fe § I1.3. La prueba de (i) es inmediata basindose en lo dicho anteriormente.

Probemos (ii): Hagamos primero el producto de las dos sucesiones: x,y, =
=hib+hbn+hoan+anfn,08,Xnyn—l la=1i by + by o + ag fn.

Resta probar que en el miembro de la derecha tenemos una sucesién infinite-
simal pero esto es consecuencia inmediata de las propiedades 3.2 (I, 8, y I, &y son
infinitesimales) el corolario de la propiedad 3.3 (ay, By, es infinitesimal) y el corola-
tio de la propiedad 3.1 (la suma de las tres sucesiones infinitesimales {/; 8, } v
{ay B } es infinitesimal).

Probemos finalmente (jii). Para simplificacién, supongamos /, > 0. Entonces:

1
—_—— = — = —— (o, — B ]})
+

l
Como y, — I, entofices y, > ——22— > 0 para n suficientemente grande. En

efecto por la definicién 4.1 si fijamos € = 121 encontramos Ny tal que paran >N,
se cumple

L [ s
I =l =
Vn>h —€=1] > )

(aqui se usa que hemos supuesto I, > 0). Luego paran > N, tenemos:

1 _ 1 < 2
L (L +By) L yn 2

2

De donde se deduce que la sucesién -1 es acotada (;por qué? ).
L (I3 +Bn)

Por las propiedades de las sucesiones infinitesimales de ¢ I1.3 se tiene que {an l, —

1 ,
—Bal infinitesimal €, tanto, { —————— (an 1, =By l;) } es infi-
Bn 11 } es infinitesimal y que, por { 12(12+ﬁn)( nly, —Bnli)

! lim x
nitesimal. Por consiguiente lim 2 = 2L _ I

YH 12 lim Yn

Andlogamente se prueba el caso en que 7, <0.
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En el caso de sucesiones infinitamente grandes las propiedades aritméticas no

son vdlidas. Veamos en general algunos ejemplos:

1) Six, =n+1, y, = n, entonces

2)

3)

lirlpxn=lj1x{1)’n=+°°y ﬁ{‘n(xn“)’n)=1
Sixp = 2n,y, = n, entonces lim x, =limyy = + oo
ylim(xg —yp)= +oo

Sixp =n+ (—1)™!, y, = n, entonces, lim x, = lim y, = + o

¥y (Xp —yn) = (—1)" que no tiene limite. Estos ejemplos muestran que la di-
ferencia de dos sucesiones infinitamente grandes puede ser convergente, inifini-
tamente grande o divergente acotada. En este caso decimos que el 1imite

lim (x, — Yy ) presenta una indeterminacion del tipo o — e,

Sixpy=n, y, =n? , entonces
Xn

1
" =lim == 0

limx, =limy, =+ ylim

Six =n’,y_ =n,entonces

limx, =limyy, = + o0 ylimﬁ- =limn=+o
¥n

Six, = an (2> 0), yn = n, entonces

limxy, =limyp= 4+ y ﬁm—?‘-zlhna=a.
n

Anilogamente al caso 1), el limite del cociente de sucesiones infinitamente
grandes puede ser nulo, finito no nulo o infinitamente grande. En este caso, de-

X 0
cimos que lim ——y—n presenta una indeterminacion del tipo -
n

L

Six, = poall yn = 1, entonces

limxp, =0, limy, =+ o0 ylimxp,y, = hm—%— = Q.

Sixy = %, ¥a = N, entonces lim x, = 0,
limyy, =+ ylimxgyy=lim1l=1
Sixn=-lll-, yn = n?, entonces lim xp = 0,
limyy = + o ylimxayp =limn=+

Observemos que el producto de una sucesién infinitesimal por una infinitamente
grande puede tener limite cero, finito no nulo o ser infinitamente grande. En
este caso, decimos que lim X, yp, presenta una indeterminacion del tipo 0 » o .
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4) Six, = —an, ¥Yn= ':T;eﬂtoncesnmxn:ﬁmynzo
Xn 1
lim — = lim —=0
y ¥n n
Sixp = _IIT , Vo = -—1%2— , entonces lim x, = limy, =0
y % =limn=+oo
n

Si)(,,:—r—{-,yn=(——'n—1)n ,entonceslimxp, =limy, =0y %=(”1)n
n

que no tiene limite.

Podemos concluir, que el cociente de sucesiones infinitesimales puede ser una
sucesion infinitesimal, infinitamente grande o no tener Iimite ni finito ni infinito.

Este caso, presenta una indeterminacién del tipo —g—- .

En las diferentes expresiones indeterminadas no podemos a priori saber cudl es
el limite y es necesario transformar dicha expresién (lo cual en ocasiones no es sim-
ple) hasta obtener otra a la cual puedan aplicarse las propiedades aritméticas del li-
mite. Sin embargo, el lector no debe pensar que todas las expresiones donde apa-
rezcan sucesiones infinitamente grandes presentan indeterminaciones. Conocemos,
por ejemplo, el caso del reciproco de una sucesién infinitamente grande que es
siempre una infinitesimal (teorema 3.5), ademds le proponemos verifique las afirma-
ciones siguientes:

1) Six, —> + o y yn —> 2 (a finito o + o), entonces (x, +y,) —> + .

2) Sixp —> o, yq — a (afinito o infinito), entonces

(XnYn) — o (el signo depende del signo de Xn ¥ Yn)

3) Sixpy —> oy y, —> 0, entonces

Xn 5wy Y0 —50 (el signo del infinito depende del si

- — oy i — (el signo del infinito depende del signo

Ya " de Xy Y Yn)-

En la practica, al investigar la convergencia de una sucesion o, al pretender
hallar su limite, sucede que si nos limitamos solamente al uso de la definicién o a
las propiedades aritméticas el trabajo se hace engorroso. En ocasiones, esto se faci-
lita i se logra compararcon otra sucesién cuyo comportamiento es conocido.

TEOREMA 5.4 (Paso al limite en igualdades)

Si dos sucesiones {xn}y {yn }son tales que x, = yy para casi todony
si {x, } tiene limite, entonces {yy } es convergente y sus/limites son iguales.
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DEMOSTRACION

Esto es una consecuencia inmediata de la definicion de sucesion convergente
y el teorema 5.1 de la unicidad del limite.

TEORFEMA 3.5

Si la sucesion {xp }converge al nimero ay a > p (a < q), entonces todos los
términos, salvo un niimero finito, son también mayores que p (menores que q).

DEMOSTRACION

Seleccionemos un niimero positivo € < a —p(q—a) y tendremosa —e >p

(a+e€ <q). Pero, por la definicién del limite de una sucesion, para este € existe
un N, tal que siendo n > N tendremos

a—e<xp<a+e;
para estos valores de n se cumple
Xn>p  (xp<q)

y el teorema queda demostrado.
Esta simple propiedad tiene dos corolarios importantes.
COROLARIO 1

Si la sucesi6n { x,, } tiende a un limite a > 0 (a < 0), entonces, Xp >0
(xn < 0) para n suficienterente grande.

DEMOSTRACION

Basta considerar el teorema 5.5 en el caso p = 0 (q = 0)

COROLARIO 2
Si a es el Iimite de la sucesidén {x n} y para casi todo n:
X, <P (x;>q)

entonces tamhbién
as<p (a>q)

DEMOSTRACION

Basta asumir lo contrario, es decir, a> p(a < q) y aplicar el teorema 5.5 para
llegar a un absurdo.
El corolario 2 puede generalizarse de la siguiente forma:

TEOREMA 5.6

Si para las dos sucesiones {xn} y {yn} se cumple:

X 2y

n para casi todo n

n
y limxn:a R limyn:b,

entonces, a>b

108



DEMOSTRACION

La sucesién z n = Xp — Y, cumple las hipétesis del corolario 2, con q=0. De
las propiedades aritméticas del Ifmite se deduce lo que se querfa demostrar.

Observaciones

1) Por supuesto, en el teorema 5.6 se puede reemplazar la desigualdad X, 2y,
porx, <y, para casi todo n, y asf obtener, en lugar de a > b, larelaciénb > a.

2) Préstese atenci6n al hecho de que, en general, x, >y no implica que
) . . . , , . 1 1
limx_ > lim ¥, sino solo que lim X, =limy . Asi, por ejemplo, ELanrs
para todo n y en cambio

1
fim 2= lim(~ -1y = 0

Uno de los resultados mds utiles para calcular limites es el teorema siguiente, el cual
es conocido entre los estudiantes sugestivamente como la “propiedad del empare-
dado™.

PROPIEDAD 5.7
Si las sucesiones {xn 1, {yn } {zn} son tales que Xy SY, <z, para casitodon
y ademds, lim X, =limz =a,
entonces, la sucesién {y, } es convergente ylimy, = a.
DEMOSTRACION
Tomemos un € > 0 arbitrario. Para este € existe un N tal que

a—e<x <a+e paran>N’
y existe también un N" tal que
a—e<z <a+e paran>N"

Tomando N = mdx (N, N"'), se tiene que para n > N se satisfacen ambas desigual-
dades y por tanto
- a—€<Xp<ypsz, <a+te
Osea,paran>N
a—e<y, <a+te
de donde lim Y, =2
Observacion

En particular esta propiedad implica que si para todo n
asy n < Zn

y se sabe que 2, >4, entonces, también Y, >
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EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Analice el limite de un polinomio p(n) con coeficientes constantes

k-1

p(n) = agn*+a,n +...+a, _ n+a,a,#0

Resolucion

Si todos los coeficientes son positivos (negativos), entonces queda claro que el
limite de p(n) serd + oo (— o). Pero, en el caso de coeficientes de distinto signo,
unos términos tienden a + o y otros a — oo y se obtiene una indeterminacién
del tipo oo — oo, Para resolver este problema escribamos

p(n) =¥ (ap + L+ ... + j11‘(‘—’+i)
n -1 nk

Como todos los términos del paréntesis a partir del segundo, son infinitesimales,
la expresi6n que aparece entre paréntesis tiende a a,. Como el primer factor tiende
a 4 oo, el polinomio tenderd a 4+ o 0 — oo segiin sea el signo de a,.

2. Analice el limite de la fraccién racional —g((%)— donde

q(n) = by n’ + b, n’ ! +...+b_n+b;, by#0

Resolucion
Es claro que cuando n crece, p ((n)) presenta una indeterminaci6n del tipo %:—
q(n
Escribamos la fraccion de la manera siguiente:
a, ay
a9+t —+...+ —
p(n) _nk_l 9% n nk
(® b b
a by + 4.+ ——
n !

. a . .
El segundo factor tiende a —%. Esto se ve claramente haciendo el mismo razo-

bO
namiento del ejemplo anterior. p(n)
Si los grados son iguales, es decir, si k = /, entonces, @ tendrd como limite
q(n
3
al valor —.
b,

Si k > I el primer factor tiende a + oo y la fraccién tenderd a + oo 0 —cosegin

sea el signo de :—0. Por altimo, si k </ el primer término, y con él toda la expre-
V]

sidn, tiende a cero.
De esta manera queda totalmente analizado el problema del limite de una frac-

¢ién racional _p_%r%_ cuando n crece indefinidamente.
q(n
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Resumiendo

Supuestos a, #0 y b, # 0, entonces 0, sik<!
P(n)=a0nk+a1nk'l+...+ak 12d B gy
am)  ben' +bynt4 L 4b 77 bo’
$2(22) « oo, sik>1
bo
3. Calcule:
. Sn+1 . Sn+1 5n% +1
h . > . H
a)m7n+5,b)hm 2 ;) lim —T -

n+5
Resolucion

Aplicando el ejemplo 2 obtenemos:

. Sn+1 5
lim —— = =2 =]=
a) m TS l pues k 1
. Sn+1
b) lim =0, puesl =k<l=2
) %45 P
. Sn?+1 5
e = o} 0O, 2=k>Il=1 =)=
¢) lim Tnts + oo, pues > y38(7) +1

_ n n+1
4. Caleule lim =3 +27""
=)+ (=D°
Resolucion

Para calcular un limite de este tipo, el primer paso a seguir es el de llevar todos
los términos a un exponente comin, es decir,

(=3P +2".2
=" 27+ (=)

|

A continuacidn se toma el término cuya base tiene médulo mayor y se divide
el numerador y el denominador ( jambos!) por dicha cantidad. En este caso, es
necesario dividir por la expresién (— 3)".

3" @)
i E 4202 L (-3 (3"

1 P 1 (2.1, L

2 1+(~—§-)“-2

2.0 P , 2 0 14"
Pero (— -3—) es una sucesi6n infinitesimal, asi como lo son (—5-) y (?) ,

luego estamos en presencia de un cociente entre una sucesion que es acotada y una
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sucesion infinitesimal. Por tanto, dado que el numerador y el denominador a partir
de cierto n son ambos positivos, concluimos que la sucesién diverge a + o

5. Demuestre que si lim a_ = + oo, entonces

limvay = +

Resolucién

Como lim a, =+ oo se sabe que para todo A > 0 existe N tal que sin > N se
cumple que |a_ |> A.

Por otra parte, para casi todo n, los términos de la sucesi6én van a ser positivos
y podemos eliminar el médulo. Asfa > A para casi todo n.

Se debe demostrar que para todo A' > 0 existe N’ tal que si n > N', entonces,
v o

En primer lugar se debe aclarar que por la consideracién anterior acerca del
signo de a_, tiene sentido la expresion \/—5; . Ademds, como dicha raiz es positiva
nuestro problema puede plantearse sin el médulo, es decir, en términos de encon-
trar N' tal que /2, > A’ apartir deN'.

Ahora bien, fijemos A’ > 0 yseaA=A". Como a > A, extrayendo raiz en
ambos miembros se obtiene \/a > \/ A=A"paraN’ el N correspondiente al ni-

mero A, y queda asi probado lo deseado.
Veamos una aplicacidn de esta propiedad al cdlculo de Iimites.

Calculemos lim(+/3n—5 —+/3n+5).

Aplicando la propiedad anterior podemos comprobar que se trata de una inde-
terminacién del tipo e — o . Para eliminarla multiplicaremos y dividiremos por la
expresion conjugada de la anterior:

V3n—5 ++3n+5 \
Asi,

o (V3n—5 —/30+5) /3n—5 + /30 +5)

Vi3n—5+/3n+5

3n—5-Gn+5) ~10
V3In—5 +/30+5 V3in—5+ /3 +5

Aplicando de nuevo la propiedad antes enunciada se obtiene que el denomina-
dor tiende a + oo y en virtud del teorema 3.5 del presente capitulo el cociente es
un infinitesimal. De manera que

lim(+/3n—5 —+/30n+5)=0

lim
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6. Demuestre que si lim a, =1>0, entonces

limva = /7.

Resolucién
En este caso, debemos probar que para todo € > 0 existe N, talquesin> N,

entoncesl\/;;—\/;,<e;

En primer lugar debe aclararse que en virtud del teorema 5.5 tiene sentido \/ a—n
para casi todo n. Consideremos la expresién | \/an - \/f [

e (Y =V V) | | a1 |
A Va, + VI \/z?n+\/l_l

Como lim a, =1, fijado €’ > 0, se cumple que para casi todo n 'an -1 ' <€,
es decir, que casi todos los a, estardn tan préximos como se quiera a/, De manera

que para casi todo n, a > —é- , de donde,

a —|[

< n
%+\/1-

an—l

Va, + VI

Con lo que queda demostrada la propiedad.
Veamos una aplicacién de esta propiedad al cilculo de limites.

Calculemos lim 5n (v/ 4n% — 3 — 2n)

La indeterminaci6n del tipo oo — oo que aparece se elimina multiplicando y divi-
diendo por la expresién conjugada de (1/4n? —3 — 2n). Es decir,

<e€, sie'=e(32£-+\/l_)

lim Sn( m_ 20) = lim 5n(v/4n? —3 —2n)(v/4n® —3 + 2n) _
Van? 3 1 2p

2 _q__ a2 _
— lim 5n(4n® -3 4n)=lim 15n

Van?* —3 + 2n v4n? —3 + 2n
Al llegar a esta expresion se ha eliminado la indeterminacién del tipo o0 — oo,

sin embargo, aparece la indeterminacién del tipo % . Para resolverla dividiremos
el numerador y el denominador por n. En efecto,
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fim ——— 150 = lim n
2
\/4n —3+2n /4n® —3+2n
n
=lim —15 =lim —15
4n? —3 4—3 412
S +2 =T

En virtud de la propiedad demostrada en este ejemplo se deduce que
Hm 4_"3T= 2, de modo que
n

lim 5n (/4n? — 2n)———————£

4
Las afirmaciones demostradas respecto al limite de la raiz cuadrada de una suce-

si6n pueden ser generalizadas para cualqmer raiz de orden k, k = 2, 3, . . . utilizando
en lugar de la expresién (a —b) (a + b) = a — b? la expresién

a" —b%=(a—b)@ ' +2a"2 b+...+ab"? +b"7")

7. Pruebe que lim yp =1, siyp=—>o——+ ... +
n n’+1 n’ +n
Resolucion
1 > 1
Vvn?+j vn*+n

para todo 1 <j <n obtenemos que

1 1 n
> —1 4.4 =
Vn?+n —— +/n®+n Vot +n

nveces
Seax = —B . Setiene, entonces, que x| <y,
n® +n
n
limx, = hm n

/TI:
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Por otra parte

L < L paratodo 1 <j<n
\/n2+j Vn? +1
Portmto,yn<—1—+...+ 1 = I
n? +1 Vnt+1 Va4l
Definimos, entonces, zn = —2 —: vy, v, < z,,. Ademds
RV R
n
n
lim zy = lim ———— = lim n = m ——1
Vil +1 n | 1 1
<t = 1+——2
n n n

Asi, hemos encontrado dos sucesiones {x, }y {zq } tales que Xp <Yp<1Zp

y lim Xy = lim z, = 1; luego se obtiene, aplicando el teorema 5.7, que limy, = 1.

Ejercicios para el trabajo independiente
1. Calcule los limites siguientes

2
a)hm 3n® +1
Sn? +1

1000 n? + 3n?

b) lim
0,001n* — 100n3 + 1

n? n?+1
n+1 n

¢) lim ( )

n
d) tim 3 +1
31’!

34 (=2
3n+1 + (_2)“1-1

f) lim( V" 9n* + 5 —3n?)

e) lim

9 lim(V 20 +n — V 20?4 5)

h) lim 2n (2n Vn2+1—n)
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{) tim —2——
vV n?4n

3 e
vVn+an—1
n+2

j) lim

i (Vn?+1+n)
Jn¢ +1

k)

k
2. Demuestre que silim a, =0 y a, > 0, entonces, im +/ a, = 0.
3. Demuestre que six, < yn paran >Ny limx, = + oo (limy = —),
entonces lim yp = + oo (lim x = — ),

4, Demuestre que si lim a,, = I, entonces lim lap |= 111.
Demuestre con un ejemplo que el recipraco es falso.

5. Silimay, =1, jqué puede decirse del limite?

. n+1
lim
an
6. Seana;,2,...,a_,m ntimeros reales positivos. Designemos por

A=max {a;,3;,...,3n}, Demuestre que

:/n n n
lim Va, +a,+...+ap=A

7. Hallelim(—1— + — 4+ 4 1 4 41
n

+1 n?+2 n+3 n"+n

¢ 11.6 Sucesiones mon6tonas. El niimero e

En el epigrafe anterior encontramos un criterio para la existencia de limite
comparando con otras sucesiones cuyos limites son conocidos. En lo que sigue nos
preocuparemos por hallar criterios que s6lo necesiten del andlisis del término gene-
ral de la sucesidén dada.

DEFINICION 6.1

Diremos que la sucesién {x, }, n=1,2,..., es monbtona creciente (mono-
tona decreciente) si para cadan = 1,2, ... se cumple la desigualdad xp <X+

(x,=x, _, ). A las sucesiones que son mondtonas crecientes o que son monétonas
decrecientes se les llama simplemente mondtonas.
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Ejemplos

1) La sucesi6n {% } es monétona decreciente y la sucesién {n} es monétona cre-

(="

n

ciente, mientras que la sucesidon { } no es monétona.

Veamos en relacién con las sucesiones algunos conceptos que estudiamos en el
primer capitulo.

DEFINICION 6.2

El niimero a es el supremo (infimo) de la sucesién {ap }.n= 1,2,... sies
el supremo (infimo) del conjunto de sus elementos, es decir,

1) paratodon=1,2... se cumple a, <a (ap > a),

2) para cada € > 0 existe un N, tal que
a a—e€(ay <a+e
N€> (Ne )

Ejemplos
2) En calidad de ejemplos observemos que

sp {1} =1, inf {L}=0
sup {n}= +o,inf {n} =1

TEOREMA 6.3 (Sobre la convergencia de sucesiones monétonas)

Cada sucesién {xyp } acotada superiormente (inferiormente) y monétona cre-
ciente (monétona decreciente) es convergente y se tiene

lim X, = sup {xq }(limx, = inf {x5})

DEMOSTRACION

Sea {xp, } mondtona creciente y acotada superiormente. Por ser acotada supe-
riormente existe el supremo sup {x, } = a. Probemos que lim x,, = a. Fijemos € >0.
Del hecho que a= sup {x,, }se sigue que paratodo n€N, se cumple x, <ay que existe

un nimero Ng tal que xNe > a—e. Luego, por la monotonfa de la sucesién, para
todo nimero n > Ng se tiene
a—e<Xxpx<a
Por tanto, para todo n > Ng¢ se cumple |a — x, | <€, lo cual significa que
a=lim xp. Andlogamente se demuestra el caso de la sucesién monétona decre-

ciente. El teorema queda demostrado.
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Observacion

Hemos probado anteriormente que si una sucesién converge, entonces estd aco-
tada, de donde en particular se deduce que si una sucesién monétona creciente con-
verge, entonces estd acotada superiormente; por otra parte, si una sucesién mon6-
tona creciente estd acotada superiormente, entonces, es convergente.

De esta forma se cumple el corolario siguiente:

COROLARIO

Para que una sucesién monétona creciente (decreciente) sea convergente, es
necesario y suficiente que esté acotada superiormente (respectivamente acotada in-
feriormente).

Ejemplo

3) Si [ay, by] es un sistema infinitesimal de intervalos encajados y £ el punto que
pertenece a todos los intervalos del sistema, entonces

¢ =lim a; =lim by
En efecto, en el primer capitulo se demostrd que

g=sup {ay} = inf {bp}

y j or otra parte, las sucesiones {a, } y {by} son monétona creciente y moné-
to 1 decreciente respectivamente.

U. -1+ aplicaci6n interesante y util de este ejemplo es la propiedad siguiente.
PROP “DAD 6.4

T lo niimero real puede expresarse como el limite de una sucesién de nimeros
racionales.

DEMOSTRACION
Sea el nimero a €R. Sia €Q entonces la sucesidn constante de términos iguales
a o sirve para probar la propiedad. Si a & Q, entonces, se sabe (Capitulo 1 § 1.3)quea

puede escribirse como una expresién decimal con infinitas cifras: « =a,,0,;0,5.. .,
o sea, a es el (inico punto comin a la sucesién de intervalos encajados.

1
[ao;ao+ 1]’ [ao,ax;ao,al +—T6] s [ao’ala’l;aOaal 7] +_]T16‘2']

y las sucesiones {ap } y {bn }tales que

1
an=00,010p...0n Y bn =00, 04% ... On + -0

constituida por los extremos de los intervalos del encaje cumplen

lima, =limb, =«
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y tanto {a, } como {bp } estdn constituidos por fracciones decimales finitas que
como es tamhién conocido del Capitulo 1§ 1.3 representan ntimeros racionales.

Ejemplo
4) Analicemos una sucesi6n que es ampliamente utilizada en la préctica para el
clculo de la raiz cuadrada de un niimero real a través de méquinas computado-
ras. Esta sucesion se define por la férmula de recurrencia siguiente:
Xy = 1

a

xn+1=L2(xn+ ),a>0 )

n

Digamos, como dato curioso, que este método de extracci6n de rafces cuadra-
das se utilizaba ya en la Babilonia antigua muchos siglos antes de nuestra era y
que después fue abandonado por engorroso hasta la aparicién de las méquinas
computadoras. .

Demostremos que lim x,, = V/a; para ello probemos que {x, } estd acotada
inferiormente y que a partir del segundo término es decreciente. Es evidente
que X, > Oparatodon=1,2,...

Mejoremos la acotacién probando que x, > Va paran > 2,0 sea,
—l‘(xn+ 2 >+/aparan>1.
2 Xp
Como x, > 0, entonces, la desigualdad anterior es equivalente a la desigualdad:

x3 — 2%, Va+a>0
y esta desigualdad es evidente, pues

szl —2Xn\/;+a=(xn-—\/_a_)2 =20

Por tanto, la desigualdad x, > V/a es vilida para todo n > 2.

Probemos ahora que la sucesién {x, } es monétona decreciente.
En efecto,

2
1 a Xp—a
Xn ~— X =Xp— — (X +_ _—
n n+1 n 2 ( n xn) 2 n

ycomox, >0y x2 >a paran=2,3,...
entonces Xg = Xp4y, 0= 2,3, ...

Asx’,\/a_<...<xm<xn_l <...<x,
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es decir, la sucesién {x n} es mondtona decreciente y acotada inferiormente,
luego por el teorema 6.1 es convergente.

Sea x = lim x,. Nos resta determinar este limite. Considerando que x5 =>+/a
para n > 2 obtenemos (por el corolario 2 de la propiedad 5.5) que x >+/a >0.

Tomando en cuenta que x > 0 pasemos al limite para n - o en la relacién de
recurrencia (1). Se obtiene la siguiente igualdad:

=L 2
=3 (x+ " )
Esta igualdad representa una ecuacidn que determina el limite x. La dnica raiz
positiva de esta ecuacion es X = \/ a y deahi,quelimx = \/ a.
Ejemplo

5) Sean dos niimeros reales a y b (a > b). Consideremos su media aritmética y su
media geométrica:

al=a—;—l—)— , bl =\/;D

La media aritmética es mayor que la media geométrica, como se deduce de la
desigualdad

a+b 1
AV =5

—b)
(3_2\/;, +b)=_(;/§__2_i._.)._

>0 (a#b)
y ambas se encuentran entre los dos nimeros dados:
a>a; >b;>b

Para los nimeros a, y b, consideremos de nuevo ambas medias:

a, +b,

4= b, = Va, b,
ademis,
a3 >a, >b, >b;

Asi, definimos por recurrencia las sucesiones {a n} y {bn} tales que

a>an>an+1 >bn+1 >bn>b (n€N)

claro que {a_} es decreciente y acotada, mientras que {b, } es creciente y aco-
tada, y por consiguiente ambas son convergentes:

a=lima vy f=1lm b,
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Si en la igualdad

de donde a = 8.

De forma tal que las dos sucesiones, tanto la de las medias aritméticas {an}
como la de las medias geométricas {b a }, convergen al mismo limite u = u(a, b);

siguiendo a Gauss, a este niimero se le llama la media aritméticogeométrica de los
niimeros a y b. Expresar el mimero u (a,b) mediante a y b en una férmula anali-
tica no es tarea fécil y la forma mds simple conocida se realiza con la utilizacién de
las lamadas integrales elipticas. { ;En este aparente “misterio™ bajo el cual las cosas
mds simples promueven el conjuro de sofisticadas técnicas para su cabal compren-
sidn, reside una de las mds bellas caracteristicas de la Matemitica!)

Como ditimo ejemplo utilizaremos las propiedades estudiadas del paso al Iimite,
para introducir un nuevo niimero irracional muy importante, tanto para el Andlisis
Matematico como para sus aplicaciones.

Ejemplo
6) El niimero e.
1 n
Seaxn=(1 +—n—) ,o=1,2,...

Probemos que esta sucesion converge. Aplicando la férmula del binomio de
Newton, obtenemos

_ 1yne .L_n(n"l). 1
xn-(1+n) =14+n = —————-——-].2 ——n2+

n(n—l)(n—2)‘_1_ n(n-—l)...(n—k+1)._1__
T3 gt 1.2....k S

+...+
1 1
=1 — (1 —-=
+1+2!( n)+
La-—1Lya_2 la-1ya-=< k-1
+3! Q1 n)(1 n)+’”+k!(1 n)(1 n)...(1 == Y+ ...
)

1 1 n—1
+n_'(1—?)"(l_T)

Todos los sumandos son positivos y al pasar de na n + 1 su nfimero aumenta.
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Ademis, cada sumando crece; en efecto,

-5 ——S = —
1 n<1 n+l,paras_l,2,...,n 1,

entonces, X, < X n=1,2,...

n+1?’

Observando en (1) que cada paréntesis de la forma (1 — in-) es menor que la

unidad y que
1 1 — .
;1-!_< T paran=1,2,3,...(jdemuéstrelo!)
se obtiene:
1 .1 1 1.1 1
X, <2tor e ek K2 Skt g
Puesto que-l-—+L+ + 1__1—-L1 | comosumadeuna
2 72 7T gne n’ . .
progresién geométrica
de razén%—,
Sel'é,2< Xn<3.

De esta forma, la sucesién x, crece mondtamente y estd acotada superiormente,

por tanto, tiene limite. Este limite se denota por la letra e, y por las propiedades
del limite se tendrd:

2<e<3

Un cdlculo mis exacto (por ejemplo en una méquina computadora) permite
encontrar una mejor aproximacion, asi:

e~ 2,718281828459045
Se demuestra que el nimero e es irracional y, ademds, trascendente, esto es, no

es rafz de ninguna ecuacién algebraica con coeficientes enteros.

El néimero ¢ desempefia una funcién muy importante en el andlisis. Particular-
mente, constituye la base de los logaritmos neperianos o naturales que utilizaremos
en el Capitulo IV.

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Dada la sucesién cuyo término general es

10t
n!

Xn=

pruebe que es decreciente para n > 10.
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Resolucion
107" 10" _10 _, ._10

Xne1 = (m+1) n! n+l1 " pn4l

10

Como ———-_'-_-T< 1 para n > 10, entonces desde este indice:

X, .1 <X, Y esto significa que la sucesién es monétona decreciente para n > 10.

2. Demuestre que la sucesién cuyo término general es

] 1 ] 1
= + + ot
BWEEIT TR T P4 111

es convergente.

Resolucién
a) Lasucesién {x_} es creciente, pues

1

=Xn+5n+l+ 1 >Xn

xnu

b) La sucesién {x n} estd acotada superiormente. En efecto,

1 1 1 1 1 1
X = gttt — <=
T54+1 0 §%+1 Fr1s s T sm
1 1\n+1
-G
2 Y gyt
1 4 Sn 4
1 ——
5

¢) Por el teorema sobre la convergencia de las sucesiones monGtonas, {xn} es
*

convergente. jTrate el lector de precisar su limite!

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Determine la monotonia de las sucesiones siguientes:

2 1.3.5...2n—-1)
9 () ; TP vy Sees
n \/IT
v 5 | Y !

Nota: La monotonia puede cumplirse a partir de cierto n suficientemente grande,
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2. Dada la sucesién {xn}, X, = -% , conc>0.
n!

a) Halle la férmula de recurrencia para x .

b) Demuestre que {x_} es decreciente a partir de cierto n y que estd acotada
inferiormente.

c¢) Compruebe que lim x, = 0.
3. Demuestre que la sucesién cuyo término general es

1 1 1
X, = + ...+
o341 342 3" +n

es convergente.
4. Dada la sucesion recurrente siguiente:

.
n=vV2+V2  =V2+x

X, = \/2+ V244 V2 =24,

(n veces)

a) Demuestre que {xy, }es creciente.
b) Demuestre que {x_} estd acotada superiormente por 2.
¢) Compruebe que su limite es 2.
5. Fijemos el niimero real x,, y definamos la sucesién {xn} por la férmula recu-
rrente:
X = x,(2— xn)
a) Si0< x,< 1, pruebe que {x_} convergea 1.
b) Analice qué ocurre si x, & (0, 1).
i X
c) Seac>0. Pongamosy = c—" para todo n €N y tomemos la condicién
inicial 0< y, < % Pruebe que la sucesién {y  } converge a % .
Nota: Siguiendo este esquema las miquinas computadoras calculan el inverso de un niimero
positivo dado.

§ I1.7 Puntos de acumulacién y sucesiones

Recordemos que se ha definido “punto de acumulacién de un conjunto S de
nameros reales” como aquel nimero x tal que toda vecindad de éste contiene, al
menos, un punto de S diferente de x. Este concepto estd muy relacionado con el
de limite de una sucesién como veremos a continuacién.
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PROPIEDAD 7.1

Un punto x €R es de acumulacién para el conjunto S, si y solo si, existe una
sucesién de términos diferentes en S que converge a X.

DEMOSTRACION

Siexiste x| €85, Xp # X, paran#my tal que x, — x, entonces, por defini-
cibn de limite, en cada vecindad de x se encontrarin casi todos los elementos de la
sucesion y como son todos diferentes habri, al menos, uno diferente de x, lo que
prueba que x es de acumulacién para S.

Supongamos ahora que x es de acumulacién para S. Sea V(x; €) una vecindad
arbitraria de x. Por definicion de punto de acumulacién en ella existe un Xy #£X
¥ X; €S. Tomemos ahora una vecindad de x de radio menor que la distancia de

. Ix, —x| .
xaXx,,digamos e, = —-1-2——- En esta vecindad V(x; ¢, ) existe, al menos,
Ix,—x |
unx, €Stal que X, #X y X, # X, . De manera andloga tomamos €, = 22
y encontramos un x; €8 X3 € V(X; €,), X3 #X, X3 #£X,, X; #X, y continua-
mos el proceso indefinidamente formando asf una sucesién {xn} tal que X, €Sy

lim x =X como el lector puede probar ficilmente. Asf queda demostrada la pro-
piedad.

Observacién

Es importante destacar que en la propiedad 7.1 se tratan sucesiones de términos
diferentes, pues una sucesién que sea estacionaria, es decir, que a partir de un cierto
indice n sea constante no tiene como Ifmite un punto de acumulacién del conjunto
de sus términos.

Precisemos que x es un punto de acumulacién de la sucesion {x n} si lo es del
conjunto de sus términos.

Ejemplo
1) La sucesibn constante {c} = c, c, c, . .. no tiene puntos de acumulacién yla
sucesi6n

]

1 11 1 1 .1
T ey I

tiene s6lo 2 puntos de acumulacién x =0 y x = 1. En efecto, el hecho que
estos dos puntos son de acumulacién de {xn} se desprende de que las sucesio-
nes {X,n}y {X;n_1} son de términos diferentes y convergen a 1 y a O respectiva-
mente. Falta demostrar que cualquier otro ntimero x,, diferente de 0 y 1 noes
punto de acumulacion de {xn} . Comox, #0 y X, # 1 entonces puede tomar-
min {Ix,1, 1x, —11}
3
estos tres puntos 0, 1, x,,, no tendrén puntos de interseccién. Pero casi todos

se por ejemplo € = y las e-vecindades de cada uno de
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los elementos impares de nuestra sucesion estdn en una e-vecindad de O y casi
todos los pares en una €-vecindad de 1. Por tanto fuera de los limites de las
€-vecindades de O y 1 (y en particular en la e-vecindad del nimero X, ) pueden
haber s6lo un numero finito de elementos de 12 sucesién {x,}. Lo cual signi-
fica que X no es un punto de acumulacién de {xp}.

El ejemplo anterior junto con la propiedad 7.1 nos hace pensar en caracterizar
todos los puntos de acumulacién de una sucesin a través de las distintas sucesiones
que de ella puedan extraerse. Aqui, se debe tener cuidado en la forma en que se
extraen los términos de la sucesi6n original y por eso se introduce la definicién si-
guiente:

DEFINICION 7.2 (subsucesién)

Sea {xp} una sucesién de nimeros reales y ky,k;,...,Kp, ... una sucesién
estrictamente creciente de niimeros naturales, es decirk; <k, < ...<kp<...
Elijamos de la sucesién {xp} los términos con indice k;,k,,. .., kg, ... y ordené-
moslos en el orden creciente de tales indices. Obtenemos asi una nueva sucesion

X ,» ¥igpreeeo ¥ 00

la cual se denomina subsucesién de la sucesién {xn}.

En particular, la misma sucesion {xn} puede considerarse como subsucesién
con los indices k = n.

De inmediato se observa que k _ > n pues toda subsucesion no coincidente con
toda la sucesion se obtiene eliminando algunos términos de la sucesién.

Ejemplo
1 1 1
2) {Xn}= {'L, 1—;—, ":13", I_T""’ T I_T""}’

entonces, la sucesién {x, } forma una subsucesién de {x_} tomandok =2n
mientras que

Y S N SN S S 1,1 )
v}=1{5-1 5 5 1 3,...,2,1 n,...}noesunasub

. sucesion de {xn} aunque en ambos casos, los términos forman subconjuntos del
conjunto de los términos de {x_}.

Una de las principales razones por las cuales la definicién de subsucesion se da
en la forma anterior es la posibilidad de probar la propiedad siguiente.

PROPIEDAD 7.3

Si una sucesién {xn} es convergente entonces toda subsucesioén {xk } es tam-
. . .. n
bién convergente y al mismo limite de {xn }.

DEMOSTRACION

Fijemos € > 0 y, utilizando la convergencia de la sucesién {xn} al limite x, eli-
jamos para este € un nimero N tal que Ixn —X l < € para todon>=N. Sea {xk }
n
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una subsucesion cualquiera de {x }. Como k_ > n, entonces para todoslos n > N,
k, > N por tanto, los elementos de la subsucesuSn {xk } satisfacen la desigualdad

X X ‘ < e y esto significa que la subsucesién {xk } converge al lfmite x.

Observaciones

1) Por supuesto, una subsucesién de una sucesién puede ser convergente y, sin em-
bargo, la sucesi6n no serlo, por ejemplo, la sucesién 0, 1,0, 1, . . . no es conver-
gente y la subsucesién de los términos pares formada por la constante 1 es
evidentemente convergente.

2) Ademis, es posible que una sucesién no posea ninguna subsucesién convergente
como es el caso de la sucesién de los niimeros naturales la cual es infinitamente
grande al jgual que cualquiera de sus subsucesiones ('k_ > n!).

En cambio, si la sucesion {xn} estd acotada, entonces se tiene el siguiente resul-
tado que no es mds que una traduccién al lenguaje de las sucesiones del conocido

teorema de Bolzano-Weierstrass que vimos en el ler. capitulo (ver § 15).

TEOREMA 7.4 (Bolzano-Weierstrass para sucesiones)
De toda sucesion acotada puede extraerse una subsucesién convergente.

DEMOSTRACION

Recordemos que el teorema de Bolzano-Weierstrass para conjuntos plantea que
todo conjunto infinito y acotado tiene al menos un punto de acumulacién. Luego,
si {x_} es una sucesién con infinitos términos diferentes y acotada, el conjunto for-
mado por sus términos tiene, al menos, un punto de acumulacién x y por la propie-
dad 7.1 existe una sucesi6n de términos de {x n} convergente a x que ordendndolos
en sentido creciente de los indices constituye una subsucesién de {xn} . Sifx }
sblo tiene un nimero finito de términos diferentes, esto quiere decir que, al menos,
uno de ellos se repite infinitas veces formando una subsucesién constante que
evidentemente es convergente.

EJERCICIOS .

Ejercicios resueltos

1. Encuentre los puntos de acumulacion de la sucesién siguiente:

1,1 1,1 1,11, 1
Lyt g v 3.5+ 3,1+ 7
;11 1 1 1 11, 1
—_—t e, = — =, =, = = =
2+4’3 4’5"’ n n’ 2 n

1 1 1
vy S gy (LR
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Resolucién

Como se deduce de la construccidn de la sucesion, de ella se pueden extraer
subsucesiones

; 1 1,1 1,1
L e L 5+ (g 5o )

las cuales son de términos diferentes y convergen respectivamente a:

0;1; —; =;...
23 @

Cualquier otra subsucesion convergente de términos diferentes es subsucesién
de alguna (1) y, por tanto, debe converger a uno de los nimeros (2). En conse-
cuencia, los inicos puntos de acumulacion de la sucesién son los puntcs de la forma

p. = % velpunto p=0

2
2. Pruebe que lim (1 + *i,—)n =e.
n?

Resolucion

Para probar lo anterior nos basaremos en que

lim (1 4 —r]]—)n =e ($11.6ejemplo 6)

Es facil ver que la sucesion dada:
1 wn?
{1+ —)" }
n
. ‘ i
es una subsucesion de la sucesion {(1 + T)n 1.

En efecto, tomando la sucesion estrictamente creciente k;, ko, ..., ky,...de
1a definicién 7.2 como la sucesién 1,4,9, ..., n%, ... se obticne una nueva suce-

2
sion {(1 + —17—)" } subsucesion de {(1 +%)n}.
n

Finalmente, en virtud de la propiedad 7.3 y apoyéndonos en lo planteado al
inicio del ejemplo se concluye que

2
hm(l+ —IT')n =€
n
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Ejercicios para el trabajo independiente

1

[39)

- Pruebe que las tinicas sucesiones convergentes cuyos términos son niimeros en-

teros son las sucesiones estacionarias, es decir, aquellas que a partir de cierto fn-
dice N son constantes,

- Dadas las sucesiones siguientes, halle dos subsucesiones de cada una, convergen-

tes a diferentes limites. En cada caso determine si los limites de dichas subsuce-
siones son puntos de acumulacidn del conjunto de términos de la sucesién ori-
ginal.

a)0,1,-1,0,1,-1,0, 1, —1,

by1,2,1,2,3,1,2, 3, 4,1, ...

1 7

11 i 1
2’ 294’ ’8

1
¢) "I 1o

s

1
8

Blw

1
d) xp=3-(1—+) = 2{=1¥, nEN.

3. Demuestre utilizando iz vropiedad 7.1 gue © o5 punto de zramulacién del in-

tervalo [0,1).

4. Demuestre que si {x, | es infinitamente grande, toda subsucesién de ella es

infinitamente grande.

5. Demuestre que si {x; | es no acotada existe alguna subsucesién de {xp } infiui-

tamente grande.

6. a) Demuestre que si {x, } tiene dos subsucesiones convergentes al mismo limi-

te y tales que todo término de {x,} sea término de una de ellas, {x,}
converge al valor comiin del lfmite de las subsucesiones.

b) Encuentre una sucesién que verifique lo anterior.

7. a) Demuestre que sik, — + oo k, €N para todo ny lim Xpn = [ entonces

lim an =1,

b) Verifique que la propiedad del inciso anterior se cumple para x, = (1+ —1-11—)
" 2n sin par

Y kn=
1, 2n+1 si n impar

8. Calcule los limites siguientes:

2
2n+1 2 an +1
a) 1im(1+—L~) ¢) lim(22_*+4
n+1 9n? +3
5n® 4+ 4 sn’3 n*+n?+1 an’(n+1)
b) lim (——————) d) lim ( )
50 +3 n4n? Vs
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9. Construya un ejemplo de una sucesién numérica, que tenga como puntos de
acumulacién los niimeros

dy, ds ...,ap

10. Construya un ejemplo de sucesion numérica tal que tenga como puntos de acu-
mulacién los miembros de la sucesién

41,32,..-.,8n, ...

;Cuiles otros puntos de acumulacién tiene obligatoriamente esta sucesion as{
construida?

§ 1.8 Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy

Terminemos este capitulo planteindonos el problema de encontrar un criterio
de convergencia donde sélo intervengan relaciones entre los términos de la suce-
sién; ya fue hallado dicho criterio en el epigrafe anterior para el caso particular
de las sucesiones monodtonas pero una forma mds general se debe a Bolzano (1817)
y a Cauchy (1821) y se suele denominar criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy
para sucesiones.

TEOREMA 8.1 (Bolzano-Cauchy)

Para que la sucesion {x, } tenga un limite finito es necesario y suficiente que:
(B-C). Para todo niimero € > 0 exista un N tal que la desigualdad |x —x <€
sea vilida siempre que n > Ny m > N.

Observacion

Como es evidente, la esencia del criterio es que los términos de la sucesion se
acerquen unos a otros a medida que su indice crece.

DEMOSTRACION

(Necesidad) Supongamos que la sucesion {x,, } tenga un limite finito, diga-
mos a. De acuerdo con la definicién de limite, para cada € > O podemos encon-
trar un N tal que se cumpla

Ixg —al< -fz— sin>N

Tomemos ahora dos niimeros n >N y m > N ; entonces tendremos simultdnea-

mente
€ €
txp, —al < = Y Ixm—al< 5
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Por tanto,
%9 —Xm | = 1(xp—2a) + @—xm)! < Ixq —al + | xp —al<

< + =€

Loy £
2 2

Luego, la condicion es necesaria.

(Suficiencia) Asumamos que la condicién (B-C) se satisface para {xn }. Por
tanto, dado € >0 encontramos N, tal que, siendo n, m > N, se cumple |Xp — X, | < €.

Fijemos € y m y escribamos la desigualdad | x;, —xp, ! < e en la forma

xm—e<xn<xm+€ (l)

es decir, la sucesién {x,} estd acotada, puesto que (1) se cumple paran >Ny los
restantes términos de la sucesion son s6lo un nimero finito. Podemos proceder de
manera andloga a la demostracién del teorema 3.3 acerca de la acotacién de una su-
cesién infinitesimal.

Ahora, por el teorema de Bolzano-Weierstrass podemos extraer una subsucesién
convergente {xy n} tendiente a un limite finito c:

limxkn=c

Probemos que este c es limite ademds, de la sucesién {x, }.
Podemos elegir un k,, suficientemente grande, tal que

€
|an_cl< —2—

y, al mismo tiempo, se cumpla k;, > N. Consecuentemente podemos tomar m =k;
en la condicién (B-C) y tener s

£

I xp — x| < 3

Comparando estas dos Gltimas desigualdades obtenemos:

|xp —cl <2%=e,paran>N,

con lo que queda demostrado el teorema.

El criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy es muy 1itil para probar la con-
vergencia de sucesiones cuyos términos generales vienen dados por sumas.
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Ejemplo

1) Apliquemos el criterio de Bolzano-Cauchy para probar la convergencia de la
sucesion {xq}:

Xn =2 +a;+...+3a

donde a (k= 1,2,3,...) son nimeros reales que cumplen lax | < gk, y qes
un ndmero real del intervalo 0< q < 1.

Sean n y m dos niimeros naturales arbitrarios y supongamos para perder ambi-
giiedad que n > m, o sea, existe p >0 tal que n=m + p.

Entonces, | Xp —Xm!= lags1 + amez + ... Famep! <

< lagay L+ lapeal+ oo lagepI<

<q™ + @™ 4+ ™P =

m+l __ m+1+p nH1
_ 9 q <
1—q 1—q

Recordando que la sucesién {q" } es infinitesimal con q < 1 (¢ I1.2 ejercicio re-
suelto 1) podemos asegurar que para todo € > 0 se encuentra N tal que:

™' <e(l—q), param>N

Luego, para cualesquiera my n > N se obtiene:

m+1

l—q

es decir, la sucesién { x, } cumple la condicién de Bolzano-Cauchy y, por tan-

to, converge.

Menos usual, aunque a veces Gtil, es la prueba de la divergencia de una sucesion
aplicando el criterio de Bolzano-Cauchy.

Ejemplo
1
2) Probemos que la sucesion cuyo término general es Xn = I+ % tot

diverge.

Debemos probar que existe € = €, para el cual no se encuentra N, tal que si m
y n son mayores que N entonces |x, —xpl<e.
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Observemos que para n = 2m se tiene

1 1 1
Ixn —Xm | = 1%, —%Xp 1= P +——-—m+2 +...+ —2—1;;->
1 1 1 1 1
__+_..... —— ® e I —
> 2m 2m Tt 2m m 2m 2

Asi, tomando €, = —;—, para todo N'se encuentran my n = 2m, m > N tales
que :
1

2

0 sea, la sucesion {xp}no cumple el criterio de Bolzano-Cauchy y por tanto,
diverge.

‘Xn—Xm|>

Observacion

El criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy es v4lido en e] campo de los nd-
meros reales pero no en el campo de los niimeros racionales, es decir, existen suce-
siones de términos racionales que cumplen dicha condicién Yy no tienen Ifmite ra-
cional,

FEjemplo

3) La sucesion introducida en el ejemplo 4 del § I1.6 que sirve para hallar Ia raiz
cuadrada de un niimero real a través de maquinas computadoras tiene como
término general

Xn+r = _%‘(Xn"' %) (a>0)

Tomando x; = 1,y “a” racional, el término general define un niimero racional
para todon> 1. Sia = 2, ya demostramos en ¢ I1.6 que imxp =+/2.

El limite no es racional y la sucesi6n es convergente y cumple la condicién
(B-C) de que Ix, —x | <€ parany m suficientemente grandes. (El lector
puede comprobar directamente esta desigualdad si es de su interés.) v

Esta caracteristica de las sucesiones de elementos racionales de cumplir la con-
dicién de Bolzano-Cauchy y no siempre converger a un nimero racional motiv6 una
fundamentaci6n de la teoria de nimeros reales diferente a las sefialadas en la intro-
duccion al Capitulo I. Hay que darle el honor de ser el primero en hacer tales
consideraciones al mismo Cauchy, para el que los niimeros reales se definfan con
los axiomas de los niimeros racionales y con el cumplimiento del criterio de con-
vergencia que nos ocupa. Pero los razonamientos de Cauchy no eran completamen-
te rigurosos desde el punto de vista logico. Se considera que Charles Méray y
George Cantor dieron simultdnea e independi¢ntemente, una teorfa del ntimero
irracional fundamentada en la consideracién de sucesiones convergentes de niime-
ros racionales. Para Méray y Cantor las sucesiones que cumplen el criterio de
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Bolzano-Cauchy son sucesiones fundamentales y sus 1imites son nlimeros raciona-
les o nuevos entes, completamente determinados por tales sucesiones. De este
modo, toda sucesioén fundamental determina un néimero racional o irracional (un
niimero real) que es su valor limite. Por supuesto, varias sucesiones cuyos términos
son diferentes pueden definir el mismo ntimero real, pero ésta aparente dificultad
se elimina considerando tales sucesiones fundamentales como equivalentes. Al in-
troducir asi, los nlimeros irracionales, la prueba del cumplimiento de las propieda-
des P-1 y P-16 enunciadas en el Capitulo I se hace muy f4cil, aunque tiene el incon-
veniente de ser poco asequible para el principiante. Agreguemos, que tal método
ha servido para generalizar a conjuntos abstractos (no numéricos) teoremas andlo-
gos a los demostrados para las sucesiones de niimeros reales. Esta generalizacion se
debe, en particular, al trabajo investigativo realizado a principios de siglo, por varios
matemiticos soviéticos, polacos y franceses, pioneros de la hoy importante teorfa
del an4lisis funcional.

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Pruebe que converge la sucesion:

1,1+ —}T, 1+ % + —19—, cuyo término general es
1 1 1
Xn=1+ 52— + —3—2— +...+;2‘
Resolucion

Utilizando el criterio de Bolzano-Cauchy bastaré probar que para todo € >0
existe N tal que

Ixp —xmi< e paran,m>N
* En efecto, consideremos que n = m + p, entonces,

IXp—Xm | = Xm+p—Xml=

1 1 , 1

1
=0+ =4t — F —————— et ————
( 92 m? (m +1)? (m + p)? )

1 A3
_(1+_2_2_ +...+ mz)l_

1 o 1
(m+1)? T (m+p)?
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Aplicando ahora la desigualdad

%< nif—_:x—
la cual es vilida para n > 2, se obtiene:
(m-il-l)z +...+ ml<
<I_r;11-— mil + m-:l - m-}-2 Feet m+:>—1 + mip =
-1 mip I+ 1L

Y, mantenido p fijo y haciendo m crecer indefinidamente, la expresi6n [—11; I+

1
m+p

+1 | se hace tan pequefia como se desee. Por tanto, queda probada la con-

vergencia de la sucesién
1 1
{1+ —2-2— +...+ =1}

nz

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Diga si las siguientes sucesiones satisfacen o no la condicién de Bolzano-Cauchy

2 3.9
D (=) =) "”‘;_sﬁni:—‘r} 9 (2L

2. Pruebe la convergencia de { Xy }, donde x, =a, +3;q+ ...+ 3,q",
con lagl<M,k=0,1,... ylgl<1

3. Sea {x,} una sucesi6n tal que:
[Xpey —Xgl < @ lxg —xpy |

donde 0< a< 1. Probar que esta sucesién {x, } es convergente.

4. Pruebe que si la sucesién {x, } de elementos racionales cumple la condicién de
Bolzano-Cauchy, entonces cualquier subsucesién {xy n} también es fundamental.
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PREGUNTAS DE COMPROBACION

1. Defina el conjunto de sucesion numérica y dé un ejemplo de sucesién infinite-
simal y otro de sucesion infinitamente grande.

2. ;Cuindo se dice que una sucesion estd acotada? Dé& un ejemplo de sucesién
acotada y otro de sucesion no acotada.

3. Pruebe que toda sucesién infinitamente grande es no acotada y dé un ejemplo
de sucesion no acotada que no sea infinitamente grande.

4. Pruebe que el producto de una sucesion infinitesimal por una sucesi6n acotada
s una sucesion infinitesimal.

5. Pruebe que toda sucesion infinitesimal estd acotada.
6. Exponga las tres definiciones dadas de sucesién convergente.

7. Pruebe que toda sucesidn infinitamente grande no es convergente. Dé un
ejemple Ge sucesion divergente que ne sea infinitamente grande.

8. Pruebe que el limite de una sucesién convergente es tinico.

9. Pruebe que la suma de una sucesién infinitamente grande y una sucesién aco-
tada es una sucesi6n infinitamente grande. En general, ;la suma de sucesiones
infinitamente grandes es infinitamente grande?

10. Enuncie y demuestre la llamada “propiedad de emparedado.”

11. Digasi es vdlido o no y por qué la afirmacién siguiente: *“Si la sucesién con-
vergente {x, } es tal que todos sus términos se mantienen estrictamente posi-
tivos, entonces, el Iimite de { x, } es también estrictamente positivo.”

12. ;Qué se entiende por sucesion creciente? Dé un ejemplo.

13. Enuncie y demuestre el teorema sobre la convergencia de sucesiones moné-
tonas.

14. Enuncie y demuestre la propiedad que caracteriza los puntos de acumulacién
como limites de sucesiones.

15. ;C6mo se define el concepto de subsucesién? Dé un ejemplo de sucesién que
posea una subsucesion infinitesimal y una subsucesi6n infinitamente grande.
(Puede ser esta sucesién convergente?

16. Dé un ejemplo de una sucesién que no posea subsucesiones convergentes.
(Puede ser esta sucesion acotada? ;Por qué?

17. Enuncie y demuestre el criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy para suce-
siones.

18. Exprese qué significa que una sucesién no cumpla la condicién de Bolzano-
Cauchy.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1. Demuestre que X, = Ir;_:l

partir de qué valor de n el valor absoluto de la diferencia entre x, y 1 no es
mayor que 10747

tiende a 1, al crecer n indefinidamente. ;A

2
2. Demuestre que limx, = 1 si xp = n n+ a (A partir de qué valor de n

la magnitud |1 — x| es menor que un nimero dado € > 0? ;Es creciente o
decreciente?

3. Demuestre que la sucesién {1 +(—1)" } no tiene limite cuando n crece inde-

finidamente. n n
2 =2
4. Demuestre que al crecer n indefinidamente la sucesion x, = %——l no
. .. o 2"+ (=" . _ L 0
tiene limite y la sucesién y, = - si lo tiene. ;A qué es igual este?

3

5. Pruebe que las sucesiones siguientes no tienen limite:

cuyo término general es:

-
1- , sinesimpar
(n+1)
2 2
XH=j 1
, sinespar
I
2
L 2
1 1.2 1 '3 1 4
DL T3 S T s -

6. Calcule los limites siguientes:

2

lim (——— — &
2) (n2+5 nd+1
3
n
b) lim —
) (n’+1 n)
3 2
i n .
C) m(2n2—-1 2n+1)
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2
O tm[3nt _ @n=DGr’4n+2)
2n+1 4n2

im(Mn+DY+M0+2)!+...+(n+100)°
n'® 410

e)

2n+2 + 3nn+l

f) lim
(—8)" + 5™

g) lim (_ 1)n+ §2mr1

h) im( V202 +n — VIR F )

D) lim( Vn? +1—n)

P tim (v @+a)@+b) —n)

k) lim@/m—2n—1 —vVn2—7n+3)

Dlim (& (+ 17 =/ (a—17)

Indicacion: Emplee la férmula siguiente:

a* —b3 =(a—b)(a® +ab +b?)

-

2
m) limn® (VP 1 -V —1)

12422 +...4+n?

n) lim
5n® $n+1

Indicacién: Utilice la férmula de la suma de los cuadrados de los primeros
n nimeros naturales. (Preliminares $P.2, ejercicio 1b).

I+a+...+2a"

T lal< 1, Ibl<1

p) lim
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10.

11.

12.

. 2 _
Q lim(—5 + 5 4.+ 221
n n n

t)]im(l.l + 1 1

2 2.3 teoot n(n+1))

D Em(VZ VI VT ..v/2)

- Pruebe que las sucesiones siguientes convergen y halle sus lfmites respectivos:

a)x xo xl Xn-1 1 0

- x = .”’x B e ——— a

! atx, a+x, ’ T a4 xgy (@>1, %, >0)
2" t

b = —— =

) Xn (n+2)! ©) Xn o

- Se llama limite parcial de la sucesién { a, } al limite de cada subsucesién con-

vergente de {a, }.

Construya una sucesién tal que:

a) No posea limites parciales finitos.

b) Posea un tinico limite parcial finito, pero que no sea convergente.
¢) Posea un conjunto infinito de limites parciales.

d) Tenga como limite parcial a cada niimero real.

Pruebe que la sucesién {q, } de los niimeros racionales pertenecientes al inter.
valo [0,1] es una sucesién acotada no convergente. ;Cudntas subsucesiones

convergentes pueden extraerse de esta sucesién? ;Cudles son lim Qn y lim g,
(ver ejercicio 12).

Demuestre que toda sucesién acotada contiene dos subsucesiones que conver-
gen a diferentes limites.

Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que una sucesién sea
convergente es que sea acotada y tenga un limite parcial Gnico.

a) Sea {ay } una sucesién acotada. Demuestre que el conjunto de los limites
parciales de {a; } posee mdximo y minimo. El valor m4ximo se llama 1{-
mite superior de {a, } y el valor minimo es llamado limite inferior de {a, }

y se denotan por lim ap y lim aj, respectivamente.

b) Pruebe que una condicién necesaria y suficiente para la convergencia de una
sucesion es.que los limites superior e inferior coincidan.
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13.

14.
15.

16.

-

140

¢) Halle lim a, y lim a, para las sucesiones siguientes:

D {1 6 (")

i) {(-D"(1+ ._rll_)} iv) las sucesiones del ejercicio 5.

n

1 = i B gen? AT
A +n+1 oo 2} “){n+1 ) }
Demuestre que im (1 + 1 + 2+ + ...+ Tl'_) =¢ y deduzca
=2 1 ——1—+ i donde 0< 0,< 1
que e = +_ZT+"'+ al oo’ n .

Demuestre que e es irracional:

Se dice que la sucesion { X, } tiene variacion acotada si existe una constante ¢
tal que

Ixg —%x1 1 + X3 =%l +...+ Ixp—Xpy 1< ¢, n=2,3,...

a) Demuestre que si {x, } es de variacién acotada, entonces, converge.

b) Dé un ejemplo de una sucesién convergente que no sea de variacién aco-
tada.

Demuestre utilizando el teorema sobre la convergencia de sucesiones monéto-
nas que las sucesiones siguientes convergen:

) x,= (1+ %)(1+ zl-)... a+ —215—)

—a-Lya-Ly gL
b) ya= (1= 3) (1= ). (1= =)
10 11 n+9

1 3 777 2n—1

C) Zy =



CAPITULO II. SERIES NUMERICAS

Si no existe “lo més pequefio”, entonces de infinitas
partes se constituyen los menores cuerpos: a la mitad
se le encuentra siempre su mitad y para tal divisién no
hay jamds limitaciones. ;En qué se diferencia pues,
la cosa mas insignificante al Universo? Créeme, exac-
tamente en nada.

LUCRECIO!

Introducciéon

Para los antiguos griegos el problema del infinito matemdtico fue objeto de las
mids diversas e inagotables discusiones. Ya en la introducci6n al Capitulo I hicimos
mencidn a la controversia entre los pitagéricos y los eléatos ilustrada con la célebre
paradoja de “Aquiles y la tortuga”. Pero, por supuesto, existen muchas otras para-
dojas acerca del infinito.

El mismo Zen6n de Elea nos muestra otra paradoja en la cual se plantea que
el movimiento es imposible. Esta conclusién, que hemos de admitir como una locu-
13, es producto de un razonamiento cuya “légica” es muy convincente, como vamos
a ver.

Para ir de un punto cualquiera P a otro punto Q hemos de recorrer primero la
mitad de la distancia de P a Q, después la mitad de la que queda, despusés la mitad
del resto y asi sucesivamente. . . El “asf sucesivamente” significa que el proceso se
repetird indefinidamente. Por muy pequefias que sean las distancias sucesivas, el
recorrerlas exige indudablemente un perfodo finito de tiempo. Y, como decfa
Zenén, la suma de un niimero infinito de intervalos finitos de tiempo es infinita, Por
lo tanto, nunca podremos ir de P a Q por muy cerca que estén los dos puntos.

La afirmacién de Zen6n de que un nimero ilimitado de cantidades positivas no
puede tener una suma finita, fue contradicha 2 000 afios m4s tarde con la creacién
de la teoria de las series numéricas. En los siglos XVII y XVIII algunos matemdticos
empezaron a pensar que era posible extender la idea de suma ordinaria de conjuntos
finitos de nlimeros a sucesiones infinitas, de manera que en algunos casos, la “suma”
de una sucesién resultara finita. Para entender c6mo se puede hacer esta extensién
conviene analizar la paradoja de Zenén con mds detalle.

Supongamos primero que la distancia entre Py Q es una cierta unidad y que un
corredor se propone.ir de P a Q con una velocidad constante. Sea T la cantidad de
minutos necesarios para recorrer la primera mitad del trayecto. Para el siguiente

cuarto de recorrido necesitard %— minutos, para el octavo siguiente —:{— minutos y
“en general” para la parte comprendida entre -—Exll—— y 'EEITT necesitard %— minu-

1L UCRECIO (siglo 1 an.e.): De la naturaleza de las cosas. t.1,pp 41y 42, Ed. Mir, Mosct,
1945.
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tos. La “suma” de todos estos intervalos se puede indicar simbSlicamente por la
expresion:

T+l+4l+...+l+... 6

La experiencia fisica dice que el corredor que corre a velocidad constante alcan-
zard su meta en un tiempo doble del que necesitaba para alcanzar su punto medio.
Puesto que necesita T minutos para la mitad del recorrido, habré que emplear
2T minutos para el recorrido completo. Este razonamiento sugiere que se debe asig-
nar la “suma” 2T a la expresién (1) de tal forma que la igualdad

T, KT T
T+T+T+”'+F+’“—2T’
sea “vdlida” en algln sentido matemdtico.

Si consideramos algunas de las “sumas parciales™, es decir, las sumas de los
n-primeros términos S_, observamos que

T T T
Sn=T+—2—'+-55-+...+—°2n_1

representa la suma de los primeros n términos de una progresién que como se conoce
de los Preliminares § P.2 tiene como suma:

-~ L
n

S, =—2—=2T(1 -,
7

y como {#} es una sucesién infinitesimal, resulta que S, converge a 2T.
Por tanto, resulta “vilido™ calcular la suma de una sucesién de nimeros {-EHL_I}

calculando la suma de los primeros n términos y después hacer el paso al lfmite, pues
el resultado que asi obtenemos coincide con lo que la experiencia fisica nos ha en-
sefiado. Podemos pues, dormir tranquilos: jel movimiento es posible!

De manera andloga, por generalizaci6n, los matemdticos del siglo XVII y XVIII
definieron el concepto “serie numérica™. Pero resuelta esta cuesti6n surgen nuevos
problemas ;estdn estas “sumas infinitas™ sujetas a las leyes usuales de las sumas
finitas? Consideremos una de las propiedades m4s simples de las sumas ordinarias:
la asociatividad.

Consideremos la serie

S=a—at+a—at+a—at+a—a+...
Si asociamos los términos de un modo, tenemos
S=(a—a)+(a—a)+(@a—a)+(@a—a)+...
=0+0+0+0+...
=0
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Si los asociamos de otro modo, podemos escribir
S=a—-(@a—-3)—(a—a)—(a—a)—(a—a)—...
=a—0—-0—-0—...
=a
Y asocidndolos todavia de otra manera

S=a—(a—a+a—at+a—a+...)

=a—S$
Por lo tanto, 2S = a, o sea, S = %. He aqui, pues, una serie infinita cuya
suma pudiera ser una de Ias tres cantidades: 0, a o -%—- .

Valiéndonos del concepto de suma de una serie establecido a propésito de la
paradoja de Zendn, podemos comprobar que esta serie no tiene suma, o sea, que la
sucesién de sus sumas parciales no es convergente. En efecto, en este caso:

S

2n=a—a+a-—-a+...+a—a=0

Sypey=8—at+a—a+...+a—ata=a

y esta sucesién oscila entre los valores 0 y a, y por tanto no tiene limite.

Sin embargo, los primeros investigadores en este dominio, prestaban poca o
ninguna atenci6n a las cuestiones de convergencia, y por eso no es sorprendente que
se haya visto mds tarde que algunos de los primeros resultados obtenidos fueran in-
correctos. Incluso Leibniz, uno de los genios del siglo XV11, no vio claro en este
caso particular. Decfa que puesto que los limites O y a, son igualmente probables,

el verdadero Imite de la serie, es su valor medio —3— .

Asi, el problema revela una nueva faceta: clasificar aquellas series convergentes
cuyas sumas no cambien al agrupar sus términos de cualquier modo. Tales series se
denominan “absolutamente convergentes” y aquellas que siendo convergentes no
cumplen esa condici6n se llaman “condicionalmente convergentes™. Para ilustrar lo
sorprendente de las series condicionalmente convergentes mencionemos el resultado
que en 1854 el notable matemitico alemdn Riemann logré demostrar: *“Se pueden
ordenar los términos de una serie condicionalmente convergente de modo que su
suma sea cualquier niimero finito dado, o més infinito, o menos infinito.”

Esperamos que el lector haya comprendido que el estudio de las “sumas infini-
tas” presenta un interés peculiar matizado de misterio y belleza. Desde sus origenes
estuvo ligado a problemas fisicos y filoséficos. Pas6 por un perfodo en el que el
instinto de lo matemdticamente correcto, basado fundamentalmente en la experien-
cia fisica, evitaba Ilegar a conclusiones falsas, aunque no se pudieran justificar los
métodos utilizados. Fue en esta época que Leonard Euler utilizaba las “sumas infi-
nitas” como concepto unificador de diversas ramas de la Matemdtica que hasta en-
tonces se habian desarrollado independientemente.
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Poco después de la muerte de Euler, el caudal de nuevos descubrimientos em-
pez6 a disminuir y el perfodo “formal” en la historia de las series llegé a su término.
Un periodo mds critico, comenzé en 1812 cuando Gauss publicé la célebre memoria
que contenia, por primera vez en la historia, un estudio riguroso de la convergencia
de algunas series numéricas.

Unos afios mds tarde, con la introduccién por Cauchy de la definicién analitica
del concepto limite, se abrian las posibilidades de fundamentar una teorfa rigurosa
de las series numéricas convergentes. Pero, por supuesto, esto no era suficiente. El
misterio de las series divergentes, la inconsistencia de todas las fundamentaciones
de su comportamiento continuaba latente. Tustremos esto con unas frases que el
joven prodigio N. Abel dijera en 1825: “Las series divergentes, en general, son una
diabdlica invencién, y es una vergiienza que se permita fundamentar cualquier tipo
de demostracién, basdndose en ellas. Utilizdndolas se puede llegar a cualquier cosa
y por esto surgen tantas dificultades y paradojas™ Cauchy y Abel fueron quienes
dieron los fundamentos de 1a teor{fa moderna de las series. En este capftulo expone-
mos los rudimentos de esta teorfa y esperamos que el “apetito™ del lector sea sufi-
cientemente estimulado para que posteriormente profundice en esta fascinante
teoria.

§ I11.1 Concepto serie numérica. Ejemplos
DEFINICIONES 1.1

Sea dada la sucesién {a_}. La expresién

a, +a, +...+a +... ¢y

se denomina serie numérica y los nlimeros a, k > 1 se Haman términos de la serie,
siendo a_ el término general de la serie. La serie (1) frecuentemente se simboliza asf:

% a
k-1k

Esta simbologia puramente formal es mas cémoda que la expresién (1).

Los nimeros S_ =a; +...+2a/ (n=1,2,...) se laman sumas parciales de
la serie (1). Las sumas parciales conforman una sucesién {Sn} que siempre se con-
sidera junto con la serie (1). Por definici6n, se dice que la serie (1) es convergente

si existe el 1imite de 1a sucesién de sus sumas parciales lim S = S.
n->e

Al ntimero S se le llama también suma de la serie (1) y se escribe

S=a;+a, +...+a, +...=

Tras

a
1 k

En caso de no existir el limite de las sumas parciales de (1) se dice que la serie
es divergente.
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Observacién

Hemos establecido convencionalmente que cuando hablemos del cardcter de una
serie debemos entender el caricter de la sucesién de sus sumas parciales. El sfm-

bolo k§1ak olaexpresibna, +a, +...+ a, +...no representan nada en abso-

luto si no los consideramos asociados a la sucesién de sus sumas parciales. De esta
forma el concepto serie generaliza el concepto suma finita, como ilustra el ejemplo

siguiente,

Ejemplos

1) Sealaseriea, + a, +...+2,+0+0+...,dondea =Oparan>k.
Entonces las sumas parciales serdn:
S;=a3,,8,=a, +a,...,8 =2, +a, +ooota, S, =S,,..

Se obtiene que la sucesién {Sn} es constante igual a S, salvo los primeros k — 1
términos, luego

lim Sn=Sk= 2 a.

s 1
i=1
y por tanto, la serie es convergente y su suma coincide con la suma finita
G+, +...+3,.
2) Sea la serie
at+at+a+...+a+...

Aquia_ =a para todo n. Entonces,
S,=a+a+...+a=m

. nveces
Evidentemente

lim S5, =0,sia=0
y lim S,=lim na=co, sia#0
Luego, la serie considerada es divergente si a # 0 y convergente y de suma cero

sia=0.

3) Sea la serie
at+aq+ag®+...+aq" +...= I aq"? ¢

donde a y q son nimeros reales.

La suma parcial de orden n S,=a+aq+...+ aq" ! coincide conla suma de

“©

los n + 1 primeros términos de una progresion geométrica de razén “q”y ler. tér-

6,9

mino “a”.
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Luego
n

s_a—-aq"_ a___ aq
n" 1—q 1—-q 1—g

Cuando | q |< 1, sabemos del capitulo anterior que lim q" =0, luego, en

n —es

este caso, la scrie seré ¢ >nvergente y su suma igual a , es decir,

;iaq““;-———_a_—é—, si |q|<1

Si |q | > 1, entonces lim q" = oo y la serie serd divergente.
n—oe
Si q = 1 la serie considerada coincide con la del ejemplo 2) y serd divergente
stlvo cuando a = 0.
Siq=—1,obtenemos T ag""~!

. =a-—a+a—a-+a...queyafue analizada
=1

en fa introduccién al capitulo.
Resumiendo, la serie geométrica

= - converge, si |q|< 1 ysusumaes —2
~ aq < -q

™ diverge, si la|>1
Aplicacion

Utilizando la serie geométrica puede demostrarse que toda expresion decimal
periddica representa un niimero racional e incluso se puede calcular ésta en la form
de cociente de dos enteros (con esto cumplimos una promesa contraida en el
Capitulo I, § 1.3).

Sea, primero, como ilustracién:
0, 3T 3y b, 14, 14

10 10 10 10

+...

3 14 ¥ -1
=2 +3% 3
=10 T 10° o ,( 2)
-1
es una serie geométrica, dondea=1y q= 1(1)2

luego, 0,314 = —3— + _14.5_ 1 __31

10 10 11 999

10

El método utilizado puede ser aplicado a cualquier fraccién decimal periédica.
En efecto, toda expresién decimal periddica puede escribirse como

-1

a+b E (lom) ¢))
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donde a y b son cocientes de enteros y mes el nimero de cifras que constituyen el
oo 1 n-i

perfodo de Ia expresibn. Pero I (TOF €S una serie geométrica donde a = |
n=g
1 - . b b 1™
= m4< 1, param>1. Lueole51ualaa+ =3+ ,
om’ 4< L p go(1esig T v
1om

la cual puede escribirse como el cociente de dos ntimeros enteros,

4) Sealaserie S g n CUyo término general a n €8 descomponible como
n=i

a = bn — bm L siendo {b n} una sucesidn convergente al niimero real A

Entonces, T 4, esconvergente y su suma es b, —4
n=1
En efecto, sea a = bn - bn +;> €Ntonces

N
N=nZ=J1 an=a1+a2+...+aN=

S

=(b1 ‘b2)+(b2 _bs)“‘---+(bN‘bN+1)=bl“bN+1
Y, por tanto, lim Sy =lim (b, —bNu) =b; —L Asf, el problema de] hallazgo

de la suma se reduce a saber cudl es la sucesién {bn} con la que se puede des-
componer el término general de Ia serie, por ejemplo:

a) Sea la serie 3 1 =—1-_+—1__+1\+_
n=1 n(n+1) 2 2.3 3.4
En este caso, a, = = —1———-1“- b —b

nn+1) " n n41 " 0T Onag

siendob, =-L 0, p _;

Aplicando lo probado en 4) obtenemos

T 1,
n=1 n(n+1)

b) Andlogamente se trata Ia serie

a =—-—=———\—-—~_—bn—bm

n-i n - 1
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i — 1 __1
siendo, b = l_xz“'l yb = —
. C1,silxl<
pero,I:hmbn= .
, silx1>1
R — ,si Ix <1
luego, Z - = ]
n=14 _ 42 , 8 Ix1>1
1-x

¢) Apuntemos que la descomposicion del término general de una serie
a =b —b se puede lograr siempre. Basta elegir b, arbitrario y por

n+1
recurrencia definir

b =b, =S, paranz1,

n+1

donde S =a, +a, +...+3,
Se obtiene quea =b, —b_ .

La cuestidn es que esta descomposicién no ayuda realmente al andlisis de la
convergencia de la serie dado que el término general de la sucesi6n auxiliar b
se define a través del término general de la sucesién de sumas parciales S 'y

la dificuitad, por tanto, no se reduce.

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. ,Analice el caricter y la suma de la serie

3 (1) 430!

n=t 4211

Resolucion

Consideremos una suma parcial:

— 2 3 _ 4 RE n+1
S, = 1+3 n 143 + 1+3 .4 (—1)" +3 - —1+
42 44 4.6 421’1 42
1 2, =" 3
+ (—'—)+ 2 +3 ( ) ) +. +-Z;n‘—+ (Z;) =
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—1 1 1 -n" 3
T Tt T 3
3 2 3 3 3 n
+ ("Zz—) +(4T) +-~-+(—47'))

Utilizando la férmula que da la suma de los n primeros términos de una pro-
gresién geométrica, para cada uno de los paréntesis en la suma anterior, obtenemos:

-1 -1 3 3
— = (—)" — = )"
S, = 16 16 + 3 16 16
1 3
1+ 16 I_Ts_
1 \n 3 .n
- —)". 23", 16
S —1 ( 16) 16 9 3(16 !
= -
17 17 13 13
como —1-<1 —i- <1 se obtiene
y 16 > ¥ 16

X -1 9 140
thn = + =
17 13 121

luego Ia serie converge y su suma es 140

121

2. Analice el cardcter y la suma de la serie

Resolucion
Observemos que
| . 1 1 1 1

n’—1 (n—1)(n+1) = T[n——l —-;1:1—]

Luego, una suma parcial puede escribirse en la forma:

n 1 1 .1 1 1 1 1 1
Sn= % =5 G-+ -+ =Ly,
Tk @ 2[(1 3)(2 4)+(3 5)+ +
1 1
+ -
(n-—l n+1)]
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Si consideramos sumas parciales de indice par obtenemos:

_de_ 1 1 _ 1 1 1 |
_ 1 1 41 1
et A=ty 5]

En caso de ser sumas parciales de indice impar se tiene

S Lpiolyecd o lyacl oLy, g1 .
ma = 5 [(1=3)+(5 DTGPt G )]
1 1 1 1
=114+ 21— -
1L St mer dlie e

Como lim S, = lim S,54 = 3 1a sucesién de sumas parciales {Sp } con-
2n 2n 4

verge y su limite es % Luego la serie propuesta converge, siendo su suma e

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Escribir la forma mds simple del término general de las siguientes series, de
acuerdo con los términos que se indican:

1 1 1
a)1+§+§+

~

. o
N’
(=Y
+
!
-+
!
4

| &
.+..

1 1 1
1+ = +34+=+5+=+...
f)+2++4+ tet
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2. Analice la convergencia de las series siguientes. En caso de ser convergente,
calcule su suma.

3 3.3 3 $ 1
Q3+ ==t et T —
)3+5+ oy ot ) I EIDarD

2,2 .2 * 1
b) 2+ +Z 45+ ... z
) 2 4 8 f)m m+D)@0+d(n+3)

- $92n41 2n+1
) 14+243+4+... g Z itk Lt

n=1 (__6)n+2

Hl+2i4, 8, h) 2 1
U ) I, (2n—1)(2n + 1)

3. Sean {a_}, {b,1, {Cn} sucesiones de nimeros reales tales que a_ < b <c,.
Ademds, supongamos que:

Za=§c=l
n=1 0 = M

Demuestre que 5 b =1
n=1

4. Exprese X como cociente de dos enteros si:
a) X= O,Z—
b) x= 0,?2—3—
c) xX= O,IE-SS—?

5. Demuestre, utilizando series, que una funcién en forma decimal con un nimero
finito de cifras ag, a,a,...a_ puede ser escrita con infinitas cifras decimales

iguales a 9, por ejemplo 2,1413 = 2,14129999, ., .
6. Cada vez que una pelota rebota en el suelo lanzada desde una altura de h metros,
recorre una distancia de % h metros. Halle la distancia total recorrida si se lanza

desde una posicién a un metro de altura del suelo.

§ IIL.2 Propiedades generales de las series numéricas

PROPIEDAD 2.1
Consideremos las series
G+ +...ta +...= T a (1)
n=1
ak+1+ak¢2+"'+ak¢n+"'=l_zl ak+l =n-2kuan (2)
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Las series (1) y (2) tienen ambas el mismo cardcter, es decir, convergen o diver-
gen a la vez.
DEMOSTRACION

En efecto, si consideramos sumas parciales con indice n > k obtenemos para la
serie (1),
1)

S, =a; +a,+...+a ,+...+a,

y para la serie (2), ng_)k= a . ta ,+t...+a,

W oy K
luego, S~ =S 4+ Z oy (3)

L] 1
Como k es un nimero fijo, la suma Z a, no depende de n, luego, {Sfl )} y
2) i=1
{S, "} convergerdn o divergerén a la vez.

En el caso de que ambas sucesiones converjan, pasando al limite en la expre-
sién (3), obtenemos, ademds

lim S = lm S, + = a “)

es decir, la suma de la serie (2) difiere de la suma de la serie (1) en el nfimero
5

i=1 4= Sk
DEFINICION 2.2

Cadauna serie Z a, y un nimero natural n, llamaremos resto de ordenn
k=1
delaserie T a alaserie
k=1

I, = kiuak:a““ ta .. ba ..

Obgervaciones

1) Teniendo en cuenta la propiedad 2.1, el resto de cualquier orden de una serie
tiene el mismo caricter que dicha serie, es decir, convergen o divergen simultd-
neamente,

2) Para cada n natural se obtiene unrestor_ y de la férmula (4) se deduce que
k2=11 a, =S +r1 , para cadan >1 )
de ahi el nombre de resto de orden n.

3) De la observacién anterior se evidencia que los diferentes restos asociados a una
serie constituyen una sucesion I, ysu comportamiento estd muy relacionado

con el cardcter de la serie.
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PROPIEDAD 2.3

La serie kE a, converge, si y solo si,
=1
lim r,=0

DEMOSTRACION

Es una consecuencia directa de (5), y su comprobacién la dejamos al lector.
Observacion

Esta propiedad indica que la suma de una serie convergente puede ser aproxi-

mada por una suma parcial S,, cometiéndose un error igual al resto 1, ¢l cual puede

hacerse tan pequefio como se quiera tomando n suficientemente grande. En la préc-
tica la dificultad reside en la estimacién del error, es decir, en encontrar una “buena”
mayoracion del resto.

Existen diferentes métodos que permiten encontrar una cota superior para el
valor absoluto del resto, uno de los cuales serd expuesto en el § 1114 de este capi-
tulo, como una consecuencia del teorema 4.1 (Criterio de Leibniz).

Sea una serie ¥ a . Por definicion esta serie serd convergente o divergente
n=1

segiin lo sea la sucesién de sumas parciales {Sn }. Teniendo en cuenta el criterio
de Bolzano-Cauchy (capitulo 11, § I1.8) para la convergencia de una sucesién pode-
mos afirmar que:

{Sn} converge, si y solo si, para todo € > 0, existe un N € N, tal que sin,m>N,
entonces

I8, —S, < e (6)

Como los indices n y m son arbitrarios, con la sola condicién de ser mayores
que N, podemos, sin pérdida de generalidad, suponer m > n y m=n + p donde
p €N arbitrarioy n > N. .

Entonces, la condicién (6) puede ser reescrita teniendo en cuenta que Sy S
son sumas parciales. As{,

Sp=a,+a, +...4+a,

Smp=a1 ta+oota +a toota,
p
luego, Smp——sn =a, ., +...+a]Hp = kE=l a .k
es decir, la desigualdad (6) es equivalente a
|an”+..,+an+p!<5

y obtenemos:
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PROPIEDAD 2.4 (condicién de Cauchy)

o
Laserie Z a_ esconvergente siy solo si para todo € > 0, existe un nimero na-
n=1

tural N, tal que, si n > N, entonces, se cumple

‘a +...+a

n+1 n+pl<€, para todopEN

Aunque la condicién de Cauchy tiene importancia teérica, es poco Gtil para
decidir la convergencia de una serie particular. Sin embargo, una consecuencia sen-
cilla de la condicién de Cauchy suministra una condicién necesaria para la conver-
gencia que es demasiado importante para dejar de mencionarla explicitamente:

PROPIEDAD 2.5 (condicién necesaria de convergencia)
Si 1a serie f) a es convergente, entonces la sucesion {a n} es infinitesimal.
n=1

Para su prueba, basta considerar p = 1 en la condicién de Cauchy, obteniendo
que el elementoa _, es en valor absoluto arbitrariamente pequefio, para n suficien-

temente grande, es decir, lim a__ = 0 como corresponde probar.

Ejemplos
1) La divergencia de la serie geométrica Z aq" ™', cuando |q | > 1 se deduce
n=1

inmediatamente del hecho que a = aq"~! no tiende a cero para |q | > 1.

.oa n _ 1 2 3
2) Laserie ¥ g5,57="7or * 201 * 301 "
es divergente, pues hm n =—1——=#0.
100n+1 100

Es conveniente destacar que la propiedad 2.5 es necesaria, pero no suficiente
para la convergencia de una serie, como indica el ejemplo siguiente
3)‘Sealaserie > NG RV S SIS I

n=g 1 2 3 n

conocida por el nombre de serie armonica (¢l cual se le atribuye por la propie-

dad de que cada uno de sus términos comenzando en el segundo representa la
L . 1 _ 1,1 1

media armdnica de los dos vecinos, es decir, w2 (——-—ak_l+ Py ).

Analicemos su convergencia utilizando la condicién de Cauchy en el caso particu-

larp=n—1. Comoa =4nLtenemos

1 1 1
lag+a,,, +- 2,0yl =0+ttt >
1 1 1 _ _n 1
s e e s P sl e Ry
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De la desigualdad anterior se infiere que la condicién de Cauchy no se satisface

para € = —%— Y p=r—1,de donde se concluye la divergencia de Ia serie 3 31
n=1

a pesar de que hm

Sefialemos, como dato curioso, que aunque la serie arménica es divergente sus
sumas parciales H no crecen muy répido.

Euler, por ejemplo, calculé que

How=T48 .,y H _  —1439.

Las series convergentes poseen algunas propiedades aritméticas anflogas a las
conocidas de las sumas finitas:

PROPIEDAD 2.6
Silas series 3 a 'y b b, son convergentes, entonces, la serie 3 (a,+b )
n=1 n=1 n=1

es convergente
E(a+b)-Ea+Eb @)

n=1 n=1 n=1
Entre las sumas parciales de las series de (8) se tiene la relacién

k§ (3 +b)=(a; +b,) +(a, +b,)+...+(an+bn)=
=1

=(a, +a;+...+2 )+ (b, +b, +...+b)

i

+ E b
kaxak k=1

Como por hipétesis estos Ifmites de las sucesiones de sumas parciales kE a,y
1

E b existen, entonces, existird el 1imite de la sucesién de sumas parciales
k=1 *
n o
2 (3 + b, ). Por tanto, la serie I (an +b n) serd convergente, y se cumple la
k=1 n=t

relacion (8).

PROPIEDAD 2.7 -

o
Silaserie a, converge y c €R, entonces, es convergente nEl C*a, ¥se
n=1 =
cumple

gc-an=c- Ea ¢))

n=1 n=1
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DEMOSTRACION

Andlogamente a la demostracién de 2.6 se tiene

n

n
kElc-ak=c-a1+c-a2+...+c-an=c(a,+...+an)= ckZ:lak

oo 1€80, utilizando las propiedades de los limites de sucesiones se tiene que

E C . a, convergey
nsy

n n

lim £ c.a, =c»lim X
k=1 X ko1 K

de donde sigue la igualdad (9).

Observacién

En particular si ¢ = — 1

b3 (—a)=— > a,

n=1 n=1

PROPIEDAD 2.8 (Asociatividad)

Sea T a, una serie convergente. Entonces, la serie obtenida sustituyendo
n=1

varios términos consecutivos por su suma, es convergente, manteniéndose el valor
de su suma.

DEMOSTRACION

Consideremos la serie

ni b, =(a, +a2+“'+ak1)+(ak1*1 +,..+ak2)+(akz+1 +o. 4
+ak3)+... =b, +b,+by+...
donde
N b1=(a1+a2+...+akl)

b2= (akl+1 +...+ akz)

............

Denotemos por {S } la sucesién de las sumas parciales de 2 a, ypor {S }

la sucesion de las sumas parciales de z b .
n=1
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Entonces, S| =a, +a, +...+ak1 =Sk1’ S, =Sk2,...S;=Skn,..., es
decir, la sucesién {S;l} = {S, } esuna subsucesi6n de la sucesién {S,}. Como1a

n
sucesién {Sn} es convergente, la subsucesién {Sk } es también convergente y su
o0

n
limite es precisamente la suma de la serie 3 a, . Esto deja demostrada la propiedad.
n=1
Observaciones
1) Como apuntamos en la introduccién, Ia asociatividad no es propiedad de las
series divergentes, pues, por ejemplo, la serie
a—a+a—at+a—a+... (a#0)

puede asociarse de tal forma que la serie resultante, tenga como suma tres canti-
dades distintas: 0, a y —3—.

2) Para las sumas finitas se cumple la propiedad disociativa, es decir, cada sumando
puede ser descompuesto en la suma de varios sin que se altere el valor total de la
suma. Sin embargo, en las series numéricas, adn en el caso convergente, no se
conserva esta propiedad. Por ejemplo, la serie convergente

0+0+0+...

se descomponeena—a+a—a+a—a+ ... (a#0)
que como sabemos es divergente.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

Determine el cardcter y en caso de ser convergente la suma de las series:

1§ 2430 2. 5 22+n2+n
n=1 6" n=l 2™+ 1)

Resolucion
1. Como el término general puede descomponerse en la forma

1 3!1 2!1 3n
2 +3 _ 2" __=(_1.)“+(l)“
6" 6" 6" 3 2

la convergencia de la serie dada se deduce de la convergencia de las series geomé-

pa ® oo n, an oo
tricas X (31)n yZ (-21)“. Ademds, x > *+3 _ > (%)“ +

n=1 n=1 n=1 6" n=t
1 1
+ 3 (l)n= 3 + 2 - 3
N A U
3 2
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2. El término general puede ser escrito en la forma siguiente:

22 4+n*+n 1 1

+
M (n+1) 2n(n+1) yn+1

E

luego la convergencia de la serie se deduce de la convergencia de

S —— y X . La primera fue analizada en el ejem-
n=1 2 n(n+1) n=1 2°%

plo 4 ¢ I11.1 y la segunda es una serie geométrica de razén % < 1. Ademds, la

1 . _1 _
t n(n+1) n=1 904

8

oo
serie dada convergey T 2+n’+n = 1
n=Loam (g 41) 2

it

n

1
+—2_ -
11
2

Ejercicios para el estudio independiente

1. Analice la convergencia de cada una de las siguientes series y en caso de ser con-
vergente calcule su suma:

)oo 320 4 on+s b); 27 n+1—2“\/;+\/n2+n
Q) ¥ ————

) b3 (a+b)’", fa+bl<1
n=1

i g n+1
aH =z -, e) T

)n=1 2n"‘—1 n=1 n

® n ©  30(2n +1)+4n® (n + 1)?
nE —0, g z atl

n=; 1000n+1 n=t 3N+l (n»-{-])n

2. Encuentre el error en la “demostracion™ del siguiente

“Teorema” Una serie numérica converge a cualquier niimero S prefijado.
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Demostracion:

oo
Sealaserie £ a, y S un nimero cualquiera fijo. Entonces
n=t

a3 =S——(S—a;)
8 =(S—a;) — (S—a; —a,)

a3 =(S—ay; —a,) —(S—a;—a; —a;)

.....................

...................................

Sumando estas igualdades, obtenemos

i
7

z a,

n=1

$ II1.3 Series de términos positivos

En este epigrafe nos dedicaremos al estudio de criterios para determinar la con-
vergencia de las series cuyos términos son todos positivos. La ventaja que ofrecen
estas series radica en la siguiente

Observacién

“Sia, >0 para todo n €N, entonces, la sucesién de sumas parciales de la se-
[~ -]

rie ¥ a, es monétona creciente”. En efecto, como a.,,=>0
n=1

Sper =21 4+2, +... +ap +an,y > Sy
De esta forma, en virtud del teorema sobre la convergencia de las sucesiones

-]
mondtonas (capftulo II, § I11.6) la serie T a, converge si y solo si su sucesién de
a=i

sumas parciales estd acotada superiormente. En caso de no estar acotada {Sp}1a
serie divergerd a + o0,

TEOREMA 3 (criterio de comparacién)

o0 o0
Seanlasseries T a, y T by tales que 0< a, < by, paratodon >N
n=1

n=1
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L0 o
entoncesa) si by converge, entonces converge % a,
na=yg n=1
o0 oo
b) si T a, diverge, entonces diverge = b,
n=1 n=l
DEMOSTRACION

La propiedad 2.1 del epigrafe anterior nos permite alterar un niimero finito de
términos de una serie sin que se altere su cardcter. En virtud de esto, podemos ana-
lizar la convergencia de las series dadas en el teorema, a partir del término de lu-
gaf N. Ello equivale a suponer que la condicién a, < by, se cumple para todos los

términos de la serie. Sin alterar la notacién supongamos que ap < by, para todo n.
Entonces,

n n
S"=k§18k <k§1bk =b

Si Ia sucesién { oy } estd acotada superiormente, también lo estard {S; }, y
si {8y} no estd acotada, tampoco estar4 acotada {o,, }. Con este razonamiento y

utilizando la observacién hecha al comienzo del epigrafe se concluye la demostra-
cién del teorema.

COROLARIO 3.2
Seanan >0y b, >0 paran=1,2,... y

lim 2n — k 1)
by
entonces,
o0 oo
a) Sik+ 0,lasseries £ a, y I by, tienen el mismo cardcter.
n=1 n=i
>4 oo
b) Sik =0, de laconvergenciade X b, se deduce la convergencia X a, yde
n=1 n=1
oo o0
la divergencia de T aj la divergenciade I b,.
=] n=1
DEMOSTRACION

a) Por la condicién (1) puede encontrarse un N suficientemente grande tal que

k 3
2< by

<k+1,0=N,N+1,N+2,...,

de donde a,, < (k+ 1) b, , para n >N.
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oo o0
De la convergencia de la serie £ by, se deduce la convetgencia de T (k+1)b,

n=1 o0 n=g
y por el teorema 3.1 obtenemos la convergencia de T ay.
n=g

- -] (- -]
Andlogamente, de la divergenciade X a, se infiere la divergenciade X by.

n=1 n=1
Utilizando la desigualdad

k
—2—-bn=<an s, n=NN+1,...

y razonando similarmente de la convergencia de 3 a_ se deduce la convergencia
n=1
de Z b ydeladivergenciade X b, sigue la divergenciade Z a . Esto

n=1 n=1 Ne=l

concluye la demostraciéni de a).

a

b) Si lim ?“— = 0, entonces existe N €N, tal que para n >N, a < bn, y utili-
n
zando el criterio de comparacién se deduce la afirmacién b del corolario.
FEjemplos
oo n
1) Analicemos la convergencia de T (IT;;n—) ,a> 0.
n=t

_(J1l+tn.n g 1.0 21 .
Comoa =(——) = a_“ a+ T) ,tomandob = N obtenemos:

Isn 1
F T+2) = n
lim — = lim ————n——af-—=hm(l +—l—) =e#0
b, T m
an
De ahi que la serie % —-lﬁ—- y la serie dada tengan el mismo cardcter.
n=1 a
Como IT = (—%—-)n es ¢l término general de una serie geométrica, serd conver-
a ‘
gente cuando %_< 1- v divergente si i—? 1, es decir,
Z (

n=1

1+ n)n<converge, paraa>1,
an diverge, para 0< a<C 1.

2) Analicemos ahora la convergencia de la serie T -n—'_‘_lg - Considerando a, = %-
— n=i

y bn = —+I—1§ , observamos que
n
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Como sabemos que L diverge, llegamos a la conclusién de que > vh
ney 1 n=y N+3

es divergente.

Desde el punto de vista préctico, el criterio de comparaci6én es més fécil de apli-
car en la forma del corolario (es decir, con paso al limite) y las series que, general-
mente, se consideran para comparar son las series geométricas y las llamadas series

armonicas X Ls , 8 €R, las cuales reciben este nombre por su semejanza con

n=1 1
> 111— § I11.2 ejemplo 3). Dada la importancia, para la comparacién, del conoci-

n=1

miento del cardcter de estas series, haremos un paréntesis y analizaremos su compor-

tamiento para las distintas s reales.

Si s = 1 sabemos que Ia serie armonica es divergente.

Sis< 1,entonces n® < n, paratodon €N, porlo que —1— < L 5 vlaserie > —l;—
n=1 n

serd divergente en virtud del criterio de comparacion.

Si s> 1, demostremos que la serie es convergente.

Consideremos las sumas parciales de orden n = 2k 1,k=1,2,..

1 1 _ 1
Sl=1,Sa=1+? 35<1+2S —2—°—1+2s_‘

1 1 1 1 1
=14—+— b=+ =+ —
Sp=l+—gtogrt... 7< st
1,1 1 1 1

MR e e

+

y asi sucesivamente

1 1
sk =1+t +Lly 41—

+...
2 3t 2k —1)

1 1 - 1
1 T e T e

luego,

1 1
Szk-x<1+ 28-1 * 72(s-1) Jk(s-1)

El segundo miembro de la desigualdad anterior es la suma parcial de orden k de
una serie geométrica de razon 3(;—_—IT< 1 (s> 1), luego como dicha serie geomé-
trica es convergente, sus sumas parciales estardn acotadas superiormente y con mayor

razén estard acotada {Szk 1 Sea M > 0 la cota superior ae {Szk_x }.
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Dado un niimero natural n siempre puede encontrarse un niimero de la

forma 2X — 1 tal que2X—1>n (pruébelo) y como la serie > —l‘— es de términos
positivos n=y 1

S,<Sx_, <M

por tanto, la sucesién {Sn} estd acotada y la serie > Ls es convergente en el
caso que s > 1. ner
Como dato curioso digamos que la suma de la serie = —lT (3> 1) estd rela-
n=1 n

cionada con el problema de la distribucién de los nlimeros primos en la sucesién de
niimeros naturales.

Se debe a Euler y a Riemann los m4s importantes resultados en esta direccién,
conocida como “teoria analitica de los nimeros”.

Resumiendo, el cardcter de las series arménicas estd dado por la relacién que
tenga el exponente s con la unidad:

3 1 converge, si s> 1
n=1 nt

diverge, si s<1

Vamos a aplicar ahora el criterio de comparacién utilizando las series arménicas;

Ejemplos
3) Analicemos el cardcter de T —1
n=3 \/ n(n? —5)
1 1
Seag =—u=—""" yb = s
n n
Vn@* -5) )3
entonces, —_1 3
1]man im Vn(n? _5)-lim n? _
b, {1 Vn(n? —5)
2
n

»

de donde, por el corolario 3.2, las correspondientes series tienen el mismo cardc-

ter. En este caso hemos comparado con 5 ———13— , donde s = %> 1, Iuego

i n=1 3
la serie converge. n

4) La comparaci6n con las series arménicas permite determinar que la serie
: 1
Z ———— (>0
n=n, (a+bn)® ( )

converge para s > 1 y diverge para s <<1. (Aqui n, designa ¢l menor entero a
partir del cual los términos de la serie son todos positivos.}
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En efecto, basta observar que

1
(a+bn)® ot — 1 20
_l; (a+bn)* bs
n

Aunque en los ejemplos vistos, el criterio de convergencia es ficil de aplicar, se
necesita predeterminar con qué serie se va a comparar y ademd4s conocer el cardcter
de esta serie, lo cual limita su efectividad. Queda clara pues, la conveniencia de
tener criterios de convergencia cuya aplicacién slo requiera del conocimiento de la
expresidn del término general de la serie dada. Esta caracteristica la tienen los crite-
rios del cociente y de la raiz que estudiaremos a continuacién.

TEOREMA 3.3 (Criterio del cociente o de D’Alembert)

Sea la serie X a, conan>0, n=1,2,...
n=1

1. Si existe un niimero q <1y un n,, tales que

aI)+l
<q, paran>n,, (1)
aﬂ
entonces la serie dada converge.
2. Si para algin n, se cumple
’;“ >1 paran>n,, 2
n

entonces la serie dada diverge.

DEMOSTRACION
Sea 0< q< 1, tal que se cumpla (1), entonces,

. a ., <qa paran=ny,n,+1,...

n+p S
Por tanto,
a
ﬂo+1 < qano
2
ano+2 < qanoﬂ < q ano

L A

k
ano+k < qano+k -1 <q an0
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Como la serie con término general b =a, q es convergente (serie geométrica
con razén q< 1) y la serie z a  tiene sus térmmos menores o iguales a los de
n=1
dicha serie para n > n,, entonces s a_ serd convergente. Esto demuestra la pri-
mera parte del teorema. n=t
Si se cumple (2), entonces para n > n,, se tiene

anﬂ > an>0

es decir, la sucesién {an} a partir del término a, comienza a comportarse como

una sucesién mondtona creciente con términos positivos, luego, no puede ser con-
vergente a cero, por lo que la serie dada diverge, cumpliéndose la segunda parte del
teorema.

Al igual que el criterio de comparacién, es més fAcil de aplicar el criterio del
cociente “pasando al limite” cuando n - o,

COROLARIO 3.4
Sealaserie a ,cona_ >0,y supongamos que existe
n=1
a
lim —’{a-‘—— =1 3)

n
Entonces, si /< 1 la serie converge y si / > 1 la serie diverge.

DEMOSTRACION
Si se cumple (3) y /< 1, entonces existe q: /< q< 1 y ny €N tales que

<q, paranz=n,
n

Aplicando la parte 1) del teorema se concluye la convergencia de 5 a .
n=t
Sil > 1, entonces existe n, €N tal que

a
~2*l >1, paran>n,
n

y la serie 3 a, serd divergente (por la segunda parte del teorema).
n=1

Observacion

anﬂ

Es conveniente hacer notar que si / = 1, el cociente puede ser mayor

n
que 1 o menor que 1 o ambas cosas a la vez por lo que no puede ser aplicado el teo-

rema y nada puede concluirse de la convergencia de la serie dada.

165



Ejemplos

5 a) Analicemos la convergencia de la serie 2 —1—'— (nt=1+2.+3...n). Como
n=1 .

_ _ 1
an= o yAney = “_——(n O formando

a 1
el cociente —2*1 =(n+1). =-—n___1 —— 0, cuando n —— oo
a __1_'_. (n+1) n+1
n!

como ! = 0< 1, la serie es convergente.

b) Analicemos para qué valores de a > O es convergente la serie X as ,SER,
n=1 I
Utilizando el criterio del cociente
an+1
aﬂ#l - (n+1)8 :( j¢3 )S a a
an _a_IL n+1 n-—>w
ns

Por el corolario 3.4, independientemente del valor de s, si a < 1la serie es con-
vergente y si a > 1 la serie es divergente.

Sia = 1 observemos que

an+l —

n s 1
a =G —

por lo que no puede aplicarse el criterio del cociente. Sin embargo, la serie

obtenida al sustituir a por 1 noesotraque 2 -—ls— , 1a cual conocemos que

diverge sis < 1 y converge sis> 1. n=1 1

Resumiendo
converge Tpara 0O<a< lytodos€R

had n
z 2 ~ -
n=1;§_< paraa=1y s>1

diverge T‘ paraa>1ytodos€ER
. ~paraa=1y s<l1

Este ejemplo ilustra la observacion hecha al corolario 3.4: cuando el limite del

cociente

a
;‘” es 1 no puede afirmarse, a priori, nada del cardcter de la serie dada,
n

TEOREMA 3.5 (Criterio de la raiz o de Cauchy)

Sea la serie E a, cona >0 para todon€ N.
n=1
1) Siexisten0< q< 1 y ny, tales que
n
\,/a—n <q, paran>n, 4)
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entonces, la serie converge.
2) Siparan>n,

Va, >1, ©)

entonces, la serie diverge.

DEMOSTRACION
Si se cumple (4), entonces 3, < q" paran = Ny, ng +1,...ycomo X q, es
ne1
convergente (q< 1), por el criterio de comparacién ¥ a, serd convergente.

net
Si tiene lugar (5), a3, > 1 para n > n,, luego el lfmite de {an } no puede ser
cero y la serie diverge.
Andlogamente al criterio del cociente se tiene:

COROLARIO 3.6

Sea la serie % a ,a >0. Siexiste el limite
n=1
lim/a_ = I

entonces, cuando /< 1 Ia serie converge y cuando />> 1 la serie diverge.
La demostracion es andloga a la del corolario del criterio del cociente.
Veamos c6mo aplicar este criterio:

Ejemplos

6) Analicemos la convergencia de la serie

s n 2 3 4
3 —2——=1+—22—+33—+ AR
n=1 (n+1)" 3 4

5
n ? 2° 2 ‘
En este caso: \/a, = = +0<1,
(m+ 1" n+1

luego la serie es convergente.

pad \/_ — 1)
7) Consideremos la serie [V2+ f‘ ]
n ==y 3

2+(-D'"
Como a, = [\/—+( )] >0, para todo n € N se puede analizar su

3n
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cardcter aplicando el criterio de la raiz:

Y / (VI+(-D'F VI (-1

3n 3

Observemos que el limite de no existe. (;Por qué?). Sin em-

V2+(-1)"
3

bargo, utilizando directamente el teorema 3.5,se prueba la convergencia de la
serie.

En efecto, como 1 < \/2_ < % , s tiene que

0< \/ a, < —3 <1
y queda probada la convergencia.

Es interesante observar c6mo el conocimiento del cardcter de las series propor-
ciona informacién sobre la convergencia de sucesiones, e incluso sobre el valor de su
limite, lo que por otros caminos (con los recursos que disponemos) serfa muy en-
gOTTOSO.

Ejemplos
oo n
8) De la convergencia de X para0<a<l1 y s €R, se deduce que

n=1 1

n
lim 2~ = 0 (0<2<1,s€R)
n

n . .
9) Atin mds interesante resulta demostrar que lim v/ n = 1, utilizando el criterio
de la raiz y la informacién que se posee sobre la serie arménica.

. . n . . n
En efecto, la sucesién a, = vV n es decreciente y como evidentemente +/n > 1,

n
para todo n €N, se tiene que lim Vn>1.

n/1 n 1
Pero lim E:lim o , ysilim v/ n>1,entonces lim E<1 y

1
n

T 1
por el criterio de la raiz la serie Y deber{a ser convergente, lo cual sabemos
n=i

n
no es cierto. Por tanto, lim v/n=1.

n
Conociendo que lim v/n =1 se pueden ahora dar ejemplos de caso dudoso
para el criterio de la raiz.
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10) Seala serie T

(n+D"
-

n=1 N

Aplicando el criterio de la rafz obtenemos

a
n— n+1 n+l n
\/an T Tha = T3 °nh —>l,paratodoa€R,.

n I

o0
Si se compara con la serie arménica 3 —-—l—s—- se tiene

n= I
(n+1)"
n-o n
n - (Il+nl) . n5+a=(1+?11_)n ns+a’
1 n
n
el primer factor tiene limite e y paras = —a n**® = 1. Luego, el limite del

cociente anterior es igual a e independientemente del valor de a. De aquf se
deduce que la serie dada converge si a < — 1 ydivergesia > —1.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1.

Analice la convergencia de las series siguientes

a) g (\/;—\/n—-l)
n=1

o a.n
b) n_a___,a>0
) I arm

o n
C) b 2'n!

n=i nn
Resolucion
1. a) an=\/n—— n—]= }, > 1 >_l_=bn
\/n—+ VvVn—=1 2¢/n 2n
b
Como lim — = -I- # 0 entonces
n 1 2
n
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o0 oo
2 by Z % tienen el mismo caricter por tanto, como
n=t

n=l

oo 1 o0

I Les divergente, tambiénlo serd = b,. Comoap >0y s, > by, en-
n=1 n=1

[+ -]
tonces T ap también es divergente.
n=1

Observacion
Se puede también probar la divergencia de esta serie, notando que

o o0
Z(vVn—=vn—1)= I (ans; —ap)siagz=+n—1, ycomo lima, no existe,
n=i n=1 n

entonces la serie diverge.

b) Utilicemos el criterio de la raiz:

3 n
ap = =2 >0, luego

(n+1)"

n— "/ n%a® 3 a(%)"‘
\/a,,ﬁ (n+1)° n+1

n
Como V n —— 1, entonces,

N3
lim V2, = bm j’fﬁ?’":oa

y la serie propuesta es convergente.

.

¢) Utilicemos el criterio del cociente:

28n!

a, = - >0, luego,
2"+ 1)!
2n 41 - (n‘l‘l)mP =2 " =2+ n )n
a, 2 p! (n+1)" n+1
nﬂ
n_\* 1 _ i
Pero,(n+1) ST



y de aqui, utilizando el Ifmite fundamental estudiado en el capiftulo anterior,

lim (-2 )"=nm——il—=_g.,esdecir,1imfm_l_=l_<1
(1+—n-)n 3, ¢

y la serie propuesta es convergente.

Ejercicios para el estudio independiente

1. Determine si las series siguientes son o no convergentes:

oo 1 ey n
a) X )z
) n=1 (2n—1)2%-1 n=1(n+ 1)!
oo 1
%o k) T (@*-1)"
b) = ltn )n=l( )
n=1 ] 4 p°
2
x 1+n
oo Dz
9z 1 )n=l 1+n2)

n=1 n2 —4n+5

0 ® 2+(—1!
chy T —L ) z =

n=1 \/n2+2n =t .
o0 E n +n
d = A 1 m Z 5
n=1 n -+
oo n) :"‘: na'("z),a>l
¢) T —Ill-(\/n+1—\/§) n=1
nej
oo 3
(n!)
o0 e e
NI - oten+l—Voi-n+l) a1 (20)
n=1
-] 12
g) °E° N — 0) X Lﬂ_%___
n=1 (2n+1)! n=t on ]
Lo 2 oo 1
h r L s
)n-1 2n nz-;l ot
00 2 ¥ 1+3:5....-(2n+1)a"a>0
s n
DI D a6

2a) Seaa >0, {a_} decreciente. Pruebe que si T a es convergente, entonces
n=1
limna =0.

(-4
b) Dé un ejemplo en que a >0y X a converja pero, sin embargo la sucesién
1

n=
{n a_} no sea infinitesimal.
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oo a
3a) Demuestre que si para la serie n§1 a_ (a, > 0) existe lim _;‘l =q 43

n
entonces existe también

ny—
im v/ a, =q ¥
b) El reciproco de a) no se cumple: si existe el lfmite (2), entonces el fmite )
-] n
puede no existir. Considere ¢l ejemplo T 3+ .

n=1 Q0+l
4. Seae >0. Se define a  del modo sigujente:

— 2
2an“ =a, + Va +e, a2,>0

a) Muestre que la sucesién {a n} es creciente.

b) Halle una mayoraci6n para 2(a,,, —2,)-

c) Pruebe quee =4a (a,,, —3)

o0
d) Demuestre que la sucesién {an} es convergente si 'y s6lo si la serie T ¢ n
es convergente. n=1

§ 1.4 Series de términos con signo arbitrario

Teniendo en cuenta que la alteracién de un nimero finito de términos en una
serie no altera su cardcter, el estudio de las series cuyos términos, salvo un nimero
finito, sean positivos, se reduce al estudio de la serie considerada como serie de tér-
minos positivos. Andlogamente, el estudio de la convergencia de una serie cuyos
términos, salvo un nimero finito, sean negativos se reduce, cambiando de signo a
todos los términos, y en virtud de las propiedades estudiadas en § II1.1, al andlisis
de una serie de términos positivos.

En este epigrafe nos dedicaremos al estudio de aquellas series que tienen infini-
tos términos positivos e infinitos términos negativos. Dentro de este tipo de series,
las de comportamiento més simple son aquellas cuyos términos son alternativamente
positivos y negativos y que por abuso del lenguaje, se les llama series alternadas, Se
les puede representar as{:

o0

n_l(—— D'ta =a, —a, +a;—a, +...

donde a_ > O designa el valor absoluto del término n-ésimo de la serie.

El criterio de convergencia para series alternadas ms Gtil y antiguo es el formu-
lado por Leibniz (1704).

TEOREMA 4.1 (Criterio de Leibniz )

- Si la sucesién {an} es mondtona decreciente y lim a ., = 0, entonces, la serie

Z (= 1)"" a_ es convergente.
n=t
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DEMOSTRACION
Consideremos una suma parcial de orden par de la serie dady:

=2, =8 +3;—...—1

SZk 2k

=@ —0)+@—a)+...+ @, )

-—a
-1 2k

Teniendo en cuenta el no crecimiento de la sucesién {an}, cada paréntesis en la
suma S2k es positivo por lo que, evidentemente,

Szk < 82 (g PAT2 todo k.

Esto es, la subsucesion de las sumas parciales formada por las de subindice par
es creciente. Ademds, podemos observar que

Szk=al —[(a, —a,)+(a, —a5) + ...+,azk] <a,

luego, 1a sucesibn {S2 « } es acotada superiormente y, por tanto, convergente. Sea
S= lim Szk y demostremos que Ia subsucesién de sumas de {ndice impar con-
k> o

verge a ese mismo valor S. En efecto,

Szk+1 =5t k1

Como por hipbtesis lim asx+; =0y lim S =S, entonces, existe el
k- o0 ko 2k

limite de S2 Koy V€S igual a S. Esto demuestra que

lim S =8

n -

y la serie es convergente con suma S, lo que demuestra el teorema.
Puede ilustrarse el comportamiento de las sumas parciales de una serie alternada
a partir de la figura IIL.1: i

S;=a,—a; S4=5;—a, S S;=85,+a, S, =g,

a

az

as

a4

Fig. IIL1
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Como se observa,

Szk gSgSzk_l,para todo k€N (1)

de donde, en particular se obtiene
S8, =3, 2

Es decir, la suma de una serie alternada E (- -t a_ es menor o igual al
valor del primer término a, . =t

Sear, = . T (- D" J a, el resto de orden n de una serie alternada. Como el

=n+1

resto es una nueva serie alternada se tendrd que si {an} cumple las hip6tesis del cri-
terio de Leibniz, entonces,

‘rn ' < Y

Esto proporciona una forma especifica de acotar el resto, y por tanto, el error
que se comete al aproximar el valor de Ia suma de la serie, por una suma parcial. Es

o0
decir,si T (— l)k‘l a ~a; —a, + ...+ (—=1)™? a_, entonces, el error cometi-
k=1

do E estd acotado en valor absoluto por a,,;: |[E| <ap,,.

Ejemplo
1) La serie armdnica alternada
T (=n-? _111—2 ——%—+ -;——-—;——+ -;——- . . es convergente pues la
n=1

sucesion {%} es decreciente y tiende a cero.

Utilizando (1) con k = 1 obtenemos para la suma S de esta serie
<S<l1 3

_ Observemos una vez mis, ahora con este ejemplo, cémo no todas las propieda-
des de las sumas finitas se extienden a las series convergentes.

En efecto, multiplicando por _i_ la serie arménica alternada,
dgolg_1,1 1 11,1 1,1 1
yS=g gty gt )=yt gttt
y sumando con la serie

1,1 1,01 1,1 1 1 1 1 1
S T R L R T R TS T R A
se tiene
3ggpl_ 1l 1 1 111 1
TS—I+_§ 2+5+7 4+9+11 6+...



que contiene los mismos términos que la serie arménica alternada, pero con el orden
cambiado. Por tanto, debiera ocurrir que

3 g
2S--S

de donde se obtendria que S = 0, lo cual contradice (3). Est4 claro que en los razo-
namientos realizados hay un error. ;Dénde estd? La respuesta a esta interrogante
la daremos mds adelante en este epigrafe.

De lo estudiado hasta ahora concluimos que las series cuyos términos mantienen
signos alternos son susceptibles de analizar con los criterios estudiados. Sin embargo,
;c6mo proceder con una serie no alternada cuyos términos son de signo arbitrario.
Analicemos la posibilidad de aplicar, en algunos casos, los criterios de series de térmi-
nos positivos a una serie arbitraria.

DEFINICION 4.2

[

= <]
Diremos que la serie X a, converge absolutamente sila serie T |ap| es conver -
gente. n=1 n=1

Observemos los ejemplos siguientes:

1) Laserie T (—1)" # converge absolutamente, y puesto que la
n=i

o0

serie X

n=i

(> ]
-n" r}_2 = X Fli‘ converge. Ademds, esta serie converge de
n=1

acuerdo con el criterio de Leibniz,

o0 o0
2) Laserie T (—1)" % no converge absolutamente pues la serie T 1 es diver-
n=1 n=1

gente. Como vimos en el ejemplo 1, la serie arménica alternada es convergente.
> o]
3) Laserie T (—1)" no converge absolutamente porque laserie 1 + 1 +1 + ...
n=1
es divergente. Esta serie es evidentemente divergente.

En los ejemplos anteriores observamos que una serie puede ser convergente y
absolutamente convergente (ejemplo 1), convergente y no absolutamente conver-
gente (ejemplo 2) y puede ser que no converja y tampoco converia absolutamente
(ejemplo 3). Para completar la interrelacién entre los conceptos de convergencia
y convergencia absoluta podriamos preguntarnos: ;existird algtin ejemplo de una
serie que converja absolutamente y no sea convergente? La respuesta a esta inte-
rrogante nos la da el teorema siguiente:

TEOREMA 4.3

o0
Si una serie X a_ converge absolutamente, entonces es convergente y ademds
se cumple: n=t

oo

< 2

n

z a

n=1

3

0]

0

1
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DEMOSTRACION

Utilicemos la condicién de Cauchy (necesaria y suficiente) para la convergencia
de una serie (propiedad 2.4).
Para todo valor de n y p se tiene la relaci6n siguiente

|a

er Tt Bap | < lam_l + ‘ann + ..+ Iamp @

Sea € > 0 un niimero arbitrario, entonces como 2 \ \ converge, existird n

tal que, paran>n_y todop EN n=1
lan+l + |an+2 +"'+|an+p‘<e
Luego, en virtud de (2) con mayor razén se cumplird que
lan+1 ta ,,t...t amp <eparan>n, y pEN

Esto demuestra la convergencia de 2 a  y la primera parte del teorema.

Probemos la desigualdad (1). Para cualquier suma parcial S = 2 a, se
cumple

,S \"[Eak’ Iakl”"

donde {or } representa la sucesién de sumas parciales de la serie E l . Como

las sucesiones {S_} y {o, } son convergentes, se tiene que n=

ims, | = tm |5, | <im,
lo que demuestra la relaci6n (1).

Observacion

El ejempla 3) muestra que el reciproco de este teorema no es cierto. Es decir,
una serie puede ser convergente sin ser absolutamente convergente. A este tipo de
serie se le denomina condicionalmente convergente.

" El teorema anterior nos permite utilizar para series de términos cualesquiera los
criterios estudiados en § II1.2 para series de términos positivos.
5) Analicemos la convergencia de E X para x €R. Apliquemos el criterio del
cociente a la serie o

o0 xn
n=1 | 0!
x111-1 |
|a (n+ 1) | Ixl
AL = - 0, para todox €ER
‘a l X0 n+1
n
n!
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% .on
luego la serie X %'__ converge absolutamente para todo x €R.
n=1 I

(=
Observemos que si al analizar Ia serie 3 |2, | obtenemos que ésta es diver-
= oo

gente, entonces en general, nada podemos afirmar de la convergenciade I a_.Sin

n=1
embargo, si recordamos la demostracién de los criterios del cociente y de la rafz,
cuando el limite / es mayor que 1 se concluye que el término general no tiende a
Cero y por tanto se cumple una condicién necesaria para la convergencia de cual-
quier tipo de serie.

Hecha esta observacién podemos aplicar completamente estos criterios de series
de términos positivos a cualquier tipo de serie.

PROPIEDAD 4.4
oo 3,
Sea Z a, una serie arbitraria. Si existe lLim :ﬂ ) =1(a,#0
n=1 n

n
paratodon) o lim +/ la, | =/ entonces:

a) Sil < 1,1a serie converge absolutamente y, por tanto, converge.
b) Si7 > 1, entonces la serie diverge.

Ejemplo
o N
6) Analicemos para qué valores de x €R la serie T —3%- es convergente. Apli-
n=1 I

cando el criterio del cociente a la serie de los valores absolutos obtenemos

xn+1
2
| 2001 @+ _ 0
an xn (n+1)2
n2
a
luego lim | —2L | _ |x |
n

Silx 1< 1 Iaserie converge y si |x| > 1 la serie diverge.

En el caso en que [x| = 1, el criterio del cociente no es aplicable, no obstante,
analizando directamente observamos que para X = * 1 se obtendria
oo (___ )n
0  =——=— . Como la primera es convergente, la segunda es
n =g n

M8

1
n n?

1

convergente absolutamente y, por tanto, convergente en el sentido usual.
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Las series absolutamente convergentes son las que por sus propiedades resul-
tan mds parecidas a las sumas finitas.

o0 (==}
Puede demostrarse (y lo dejamos como ejercicio) que si T ay y X ba
n=1 n=1

>0
convergen absolutamente, entonces, £ (ay = by) ¥y :5 ca, (c€R) convergen
absolutamente. n=1 n=1
Analicemos ahora el cumplimiento de la propiedad conmutativa en las series
absolutamente convergentes, es decir, si un reordenamiento de los términos de la
serie puede o no alterar su cardcter o su suma.

TEOREMA 4.5

Sea la serie absolutamente convergente

Z ag=a; +a+az+...=8 (1)
n=t

entonces cualquier serie obtenida de (1) por una permutacién (cambio de orden)
de sus términos es también absolutamente convergente y su suma es igual a S.

DEMOSTRACION

Dividamos el razonamiento en dos partes:

a) Consideremos que ap > 0. Sea

™8

a
1

f=aj+ay+ ... )

n

una serie cuyos términos coinciden con los de la serie (1) sélo que to-
mados en otro orden.

Sea S}, una suma parcial de (2), es decir,

Si=aj+a,+...+ a,

Como cada término a]'( ,k=1,2,...,nesigual a algin término a,,
se encuentra una suma parcial Sy, con m suficientemente grande que
contenga todos los al'<, k=1,2,...,ny por tanto

Sp < Sm €))

o0
Como la serie = a, es convergente, la sucesion {8, } estd acotada y de la
n=1

desigualdad (3) se deduce que también estard acotada la sucesién {Sp }.
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Por tanto, la serie (2) es convergente y

' (=]

S'= % a <S8

n=j.

@

Pero, como la serie (1) puede ser obtenida de (2) por un reordenamiento se

concluye que

’

S<S (5)

y de (4) y (5) se obtiene que S = S’ Io que demuestra la afirmacién del teorema
en el caso de las series de términos positivos

b) Se ahora la serie (1) de términos de signo cualesquiera y pongamos

. <fan,an>O
i, =

—a, a3, <0
. a; =
L 0,33<0 0,a,>0
entonces, evidentemente,
+ -
h =a; —a, (6)
i =)
y el andlisis de la serie £ ap se reduce a analizar las series T ag,
n=l
oo
z

n

n-1
a, de términos positivos.
1

b 8

+ -
a, y a; pues
1 n=t

Si la serie (1) converge absolutamente, entonces, convergen las series
[

n

a; < lag] ; ag < layl,

>0
Sea la serie T ap, obtenida de (1) por un reordenamiénto. Esto produce un
n=1

oo
reordenamiento en las series = a

=} oG
n Y = a; que denotaremos por £ al'y
n=1 n=1 n=g
o0
Z a,” respectivamente.
n=1

De la relacién (6) tenemos

@)
n=t
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Como las series del segundo miembro de (7) son de términos positivos, por
lo demostrado en la parte a) del teorema, las series reordenadas convergen y

o0 o0 oo oo
E a+= 2 a E a—= E a'—
< 2n n Y M

n n=1

1

Luego sustituyendo en (7) tenemos

oo o0 oo

r+ -
T ag=2 ap — X 2y (8)
n=1 n=1 n=1

Como la diferencia de series convergentes es convergente sigue la convergen-

oo 0 ,
cade T (@ —a)y= x 2
n=1 ( n an ) n=1 "

y ademds de (8) se obtiene

T oa=2(@— ag)=

=1 n=t

S8
-]

-]
-

lo que demuestra el teorema.

El teorema anterior pierde su validez cuando trabajamos con series cuya
convergencia es condicional. Esto es lo que produjo la contradiccién enunciada
en la observacién posterior al ejemplo 1 de este epigrafe, pues las series

1 1,1 1 1 1 1
- 1 _ 1,12 L
1 +3 Tt <+ +5 5 i1

=
~|—
00 |1=s

1,1 1 1
=4 = —_— — = 4+ ...
1+ + -+ ittt ®

1
7

=
=

1
3

aunque tienén los mismos términos términos, su ordenamiento es diferente, y por

n-1 1

o0
tanto, su suma es susceptible de cambiar (recuerde que la serie £ (—1) P

.. n=1
es condiciontalmente convergente).

Enunciaremos a continuacién, sin demostracion, el teorema general debido
a Riemann (1854) y que explica por qué Abel calific las series condicional-
mente convergentes como algo “diabélico”

TEOREMA 4.5
oo
Silaserie X a converge condicionalmente, entonces, para todo SER
n=1

pueden reordenarse los términos de la serie dada y obtener una serie que converja
a S o una seric que sea divergente.
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EJERCICIOS

Ejercicio resuelto

1. Determine si las series siguientes son absolutamente convergentes, condicional-
mente convergentes o divergentes.

oo . l)n n5 oo _’1 n2
a) X T on b) ? _(_?)"_-__
n=1 2 n=1 n + 1
Resolucion
n s
a) a = _(——_1)_n__
2n
a
Como lim n+1 l - _:1)'_ <1, la serie es absolutamente convergente.
a
n
2
b) a =—=1
R S
an+1 .
Como lim | ———— | = 1, no se puede afirmar nada utilizando ei criterio del
a
n
cociente.

Como evidentemente lim a = 0 y ademds {an} es mondtona creciente, lo que

el lector puede comprobar, utilizando el criterio de Leibniz T (— n" a_ escon-

n=1
a oo oo
vergente. Ademds, lim T“ =1, por tanto, X }(— Hla = Z a, no es conver-
L n=1 n=1
n
x <1 .. . P i
gente,pues T a y I — tienen el mismo cardcter. En conclusién hemos
n=1 n=1
® (- l)n n? e
obtenido que T —5 . es condicionalmente convergente.
n=1 n’+1

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Considere la serie

n
_1+_1___1_+._.+L—_1l + ...
2! 3! n!

Obtenga un estimado del error que se comete al sustituir la suma de esta serie
por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma de sus cinco primeros
términos.
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2.

Determine cudles de las series siguientes son absolutamente convergentes, cudles
son condicionalmente convergentes y cudles son divergentes:

o0 _1 n-1 n o0 ‘_1 n+1
ul) . g 5 GO

n=1 n*+1 n=2 n2

b) s -—1)"_’1 (n—2) ) S D"+ D
n=1 n’ +1 n=2 n
oo n oo __l)nn rlSan
n=1 2n"“1 g)n=1 2n
o (— 1! b §EDen +a)
n=1(2n—1)3 n=1 n'b

PREGUNTAS DE COMPROBACION

. A qué se llama suma parcial de una serie? ;Cudndo se dice que una serie es

convergente? Ponga un ejemplo de serie convergente y otro de serie divergente.

2. Si a una serie se le altera un nimero finito de términos ;se altera su cardcter?

,Y su suma?

(A qué se llama resto de una serie? ;Qué relacion tiene el resto con el cardcter
de la serie?

4. Enuncie y demuestre la condicidn de Cauchy para la convergencia de series.

5. Exponga una condicién necesaria de convergencia para una serie arbitraria.

¢Es suficiente? Ponga ejemplos que expliquen su respuesta.

. Si en una serie convergente, sustituimos cada 3 términos consecutivos por el

valor de su suma, se formard una nueva serie. ;Serd esta nueva serie conver-
gente? Silo es ;se altera su suma?

. ;Qué caracteristica tiene la sucesion de sumas parciales de una serie de térmi-

nos positivos?

8. Enuncie y demuestre el criterio de comparaci6n en sus dos formulaciones.

9. Enuncie y demuestre los criterios del cociente y la raiz en sus dos formula-

10.

1L
12.

13.

ciones.

Cudndo se dice que una serie es alternada? Znuncie y demuestre el criterio
de convergencia para series alternadas.

;Cudndo se dice que una serie converge absolutamente?

;Qué relacién existe entre convergencia y convergencia absoluta? Explique su
respuesta utilizando el teorema correspondiente y ejemplos adecuados.

Los criterios del cociente y la rafz jpueden aplicarse a series de términos cuales-
quiera? Explique su respuesta.
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14.

{Cudndo puede garantizarse la propiedad conmutativa para las series? Ponga
un ejemplo donde no se cumpla esta propiedad.

- {Qué nos plantea el teorema de Riemann para series condicionalmente con-

vergentes?

EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1.

Determine, en cada caso, si la serie es absolutamente convergente, condicional-
mente convergente o divergente.

o § D Vh o 5 IV
n=1 1000n+1 n=1 3n
o (—1)° —_ 2
p § & (Vnl+n+1— g T (L —en?
n=1 1D -— n=1 1
——\/nz—-n+1)

oo (__1)nn25 oo 1w
> 2% h) Z(=1)Pe-0+l
9% — ) T (1P e—a+ b
o nsl o0 '

) r —n_ ) Z (Va+2-2vh+1+v0)
n=l(n+_l_) n=1
n
o0 n 1 o0
e) X 3 : D Z(1)"n%e"; o,peR
n=1i n n=1

- Determine para qué valores de la variable x son convergentes las series siguientes

y halle su suma.

a) 1+x>+x% 4. . 4x2n 4,

b) 1—x+x> =>4+ ... +(=1)"x" ...

) x+2x* +6x> + ... +nlx" 4. .. o
d x+x>+x5+. 4 x4

x3 x6 X9 +1 x3l’l
) St A B
2x | 4x° 20 xn
—_— .o +...
DG+t 2

Determine para qué valores de la variable x las series siguientes son absoluta-
mente convergentes, condicionalmente convergentes o divergentes.

n 10 % (—1)0*1 g3,
N b 5 0
n=4 (n—3)! n=1 1000n3+1
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*® 2n+10 _\n S ¢ 1:3¢5.... (2n—l)p
¢c) T (———x e) n
)n=1(4n+1 ) )n=1[ 2¢4.6. 2n Fx

oo ) 5
d E f) ) n x

\'/‘x n=1 20 43"

4. Compruebe que el criterio de Leibniz no es aplicable a las series siguientes. Diga
cuiles de estas series son divergentes, cudles condicionalmente convergentes y
cudles absolutamente convergentes.

1 1 1 1 1
) \/5_1~\/5+1+\/3‘_1—\/3'+1+\/Z—1—\/Zl+1+
b) 1-— é +—%———317+—217——3%5—+...
gr-dl Lyl L.
oLorplo ol L 1.

o0
Sugerencia: En a) y d) examine la serie kE (azk 7t azk) y en b) y c) inves-

=1

(= 4
tigue por separado las series E a z a
gue por sep otk Y T

o0

o
5. Silaserie X lan ‘ converge, pruebe que Z a; converge. Muestre con un
n=1 n=1
o0

o0
ejemplo que X a: puede ser convergente y sin embargo laserie X aj
n=1 n=1
diverger.
o0

[~ <] [+~
6. Demuestre que si £ a: y 2 b; convergen, entonces X a b ,
. n=1 n=1 n=1

by 2 o aIl
(@ +b ¥ 2 convergen.
n=1( a0 y I g

7. Diga si son ciertas o falsas las proposiciones siguientes:
o0 [+ -]

a) Si I a, converge absolutamente, entonces, z n
n=1 n=1 l+a;

converge abso-

lutamente.
o0

b) Si T a, converge absolutamentey an # — 1 para todo n, entonces,
n=1
o 2

8 converge absolutamente.

n=1 1+
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o

8. a) Demuestre que si T a  converge absolutamente y {bn} es una subsuce-
n=1

oo
sion cualquiera de {a_}, entonces T b , converge absolutamente.
n=1
b) Demuestre que la afirmacion anterior es falsa si se cambia convergencia
absoluta por convergencia.

9. Demuestre las relaciones siguientes utilizando una serie convergente adecuada.

. nl S N
a) hm;H—~ b) lim ) =0 ¢) im 2 =0

10. Sea {an} una sucesion de términos positivos, pruebe que:

—_— a [-5)
. go 1 .
a) Silim —2-< 1, entonces, la serie % a . €8 convergente.

a, n=1
T a +1 . x s
b) Silim 2—-> 1, entonces, la serie X a es divergente.
n n=1

— n,/— oo
¢) Silim \/ a <1, entonces, la serie Z a  es convergente.
n=1

d) Silim vV a, >1,entonces, la serie °E° a_ es divergente.

n=1

Nota: Para ver el significado de los simbolos lim y lim, el lector puede acudir al ejercicio
complementario 12 del Capitulo IL.

11. Analice las series siguientes utilizando los criterios demostrados en 10.

oo -n
2) S on-(-n" 9 T (DY
n=1 n=1 2
b) 05 2(—1)n—n d) E’ (_S_i%l_f_)n
n=1 n=1
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CAPITULO IV. FUNCIONES Y SUS LIMITES

Las mismas matema@ticas, al tratar las magnitudes va-
riables, pisan el terreno dialéctico, y es significativo
que fuese un filoésofo dialéctico, Descartes, quien lievé
este progreso al campo matematico,

FEDERICO ENGELS!

Introduccion

Cuando observamos algin fendmeno de la naturaleza o nos interesamos por el
curso de algiin proceso tecnoldgico nos damos cuenta de que no todas las cantidades
que intervienen en estos fenémenos o proceso mantienen el mismo comportamiento.
Algunas de ellas no cambian en el transcurso del proceso, conservando “valores cons-
tantes’, mientras que otras manifiestan cambios significativos, haciéndose mayores
0 menores, 0, como se dice, tomando “valores variables™.

Las cantidades que intervienen en todo proceso, como regla, no varian indepen-
dientemente unas de otras; con frecuencia tales cantidades se encuentran en una
estrecha vinculacion, de forma que cualquier variacién de una, por pequefia que sea,
implica una variacién de la otra. Estas cantidades que varian una en dependencia de
otras, en un cierto fenémeno o proceso, se dice que estdn en dependencia funcional.

La aceptaci6n intuitiva de la dependencia funcional como manifestacién de una
relacién de causa y efecto en un fenémeno, en diferentes situaciones, ha sido natu-
ral desde los tiempos m4s remotos. Una larga historia poseen los intentos de expre-
sar esta dependencia funcional entre cantidades variables a través de la matematica.

El concepto dependencia funcional se manifiesta matemdticamente, por primera
vez, en la expresion de la variacién de los pardmetros que determinaban un lugar
geométrico, a través de una tabla numérica (figura IV. 1).

x | 01015|02 |{025| 030,35

y |0,010,03|0,04 | 0,05/0,06 |0,07

Fig. IV.1

En una parte se sefialaban valores fijos de una de las variables y experimental-
mente, dada la condicidén que defiriir{a el lugar geométrico se encontraban los valo-
res de la otra variable. Pero, el conocimiento de la dependencia funcional no pasaba

YENGELS, FEDERICO: Anti-Diihring. p. 148, Editorial Pueblo y Educacién, Ciudad de
La Habana, 1979.
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de la conformacién de la tabla; el matemitico antiguo no poseia medios suficientes
para expresar de otra forma esta dependencia. Poco a poco, en la medida en que
fue haciéndose mds necesario, el conjunto de medios a través de los cuales se podia
expresar una funcién matemdtica se fue enriqueciendo considerablemente. Apare-
cieron primero las funciones algebraicas elementales, y mds tarde se comenzaron a
utilizar las funciones circulares o trigonométricas y las funciones logarftmicas (estas
Gltimas en el siglo XVII). Se acopiaron mds y mis datos concretos acerca de unos

y otros tipos de dependencias funcionales, sin embargo, para las exigencias del pro-
greso técnico y cientifico enla época del Renacimiento, no bastaban las tablas y los
algoritmos desarrollados. Agreguemos, por ejemplo, que los navegantes, astrénomos
y constructores de todos los paises clamaban por unas tablas trigonométricas més
exactas y los mds connotados matematicos de la época dedicaron heroicos esfuerzos
para su completamiento, utilizando métodos muy ingeniosos.

En el transcurso del siglo XVII se continué la introduccién vertiginosa de los
métodos matemdticos en la ciencia y, sobre todo, en la Astronomia y la Mecénica.
Pero, para la aplicacién efectiva de cualquier método matemdtico se debfa conocer
la forma de dependencia funcional entre las variables del fenémeno. .Asi, por ejem-
plo, Kepler entre 1609 y 1619 descubre experimentalmente y formula en términos
matemdticos las famosas leyes del movimiento de los planetas:

1. Los planetas se mueven en trayectorias elipticas y el Sol se encuentra en uno de
sus focos.

2. Los radio-vectores de posicién de los planetas “cubren” en iguales intervalos de
tiempo, iguales dreas sectoriales (ver figura IV. 2).

Fig. IV.2

3. El cuadrado del tiempo de traslacién de un planeta alrededor del Sol se relaciona
con el cubo de las distancias medias hasta el Sol.

La sola formulaci6n de estas leyes alerta que para su demostracién matemdtica
no bastaban las técnicas de cdlculo con cantidades constantes Yy sus respectivas
tablas hasta entonces desarrolladas.

La introduccién por Descartes del concepto cantidad variable y, sobre todo, la
vinculacion de los métodos geométricos con los analiticos llev en el siglo XVII
a representar las dependencias funcionales no sélo a través de tablas, sino tam-
bién, a través de grificos y de formulas analiticas.
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La revolucién cartesiana abri6 nuevos horizontes a la matemdtica. Las aplica-
ciones a la Mecidnica se hicieron célebres, sobre todo, por los trabajos de I. Newton
relacionados con la ley de la gravitacién universal. El movimiento habia entrado en
la matemdtica. El método analitico se puso de moda. “ Todo se puede reducir a
férmulas” parecen gritar a coro los matemdticos de la época. .. Pero, entonces,
comenzaron de nuevo las dificultades. ;En qué consistieron esas nuevas dificulta-
des? Precisamente en la extendida creencia de que cada dependencia funcional se
podia expresar a través de una férmula. Surgieron problemas (como el de la cuerda
vibrante) cuyo tratamiento a través de la aplicaci6n del célculo infinitesimal exigia
de una definicién mds general del concepto funcién. Crear una teoria de funciones
se convirtié en el siglo XVII en el principal problema del andlisis infinitesimal.
Euler, uno de los m4s grandes matemadticos de todas las épocas, escribi6 entonces
que “todo el andlisis infinitesimal gira alrededor de las cantidades variables y sus
funciones”.

En el transcurso de un largo periodo (tado el siglo XVIII y comienzos del
siglo XIX) el concepto funcién se continué asociando al de férmula analitica. Esta
tendencia, formalista por su cardcter (pues la forma —representacion analitica—
dictaba sus leyes al contenido real de la correspondencia funcional) se mantuvo
durante mds de un siglo y ain en nuestros dias no se ha eliminado totalmente.

Para dar una idea de las limitaciones del enfoque formalista en el concepto fun-
¢idn, mencionemos una de las controversias mds notables entre los matematicos del
siglo XVIIL

Supongamos que en el estudio de un cierto proceso (como el ilustrado en el
ejemplo 4, § IV. 1) encontramos que la variable y depende de t de *“forma™ distinta
parat>t, y parat < t,. Es decir, se expresa por una formula y = f(t) parat>t,
y por otra férmula y = g(t) para t< t,. Entonces, jeste proceso se define por una
funcién o por dos funciones? Si estamos de parte de los formalistas afirmamos que
son dos funciones y si consideramos como lo mds importante: la correspondencia
existente entre los dominios de variacién de t y de y, entonces debemos responder
que es s6lo una.

El caso méds elemental de tal tipo de situaci6n lo encontramos con la correspon-
dencia que a cada niimero real positivo le asigna el nimero + 1 y a cada niimero
real negativo le asigna — 1, dejando a 0 invariante. Esta correspondencia se deno-
mina “signo de Xy se denota sg(x). Para los formalistas estamos en presencia
de 3 funciones. Pero observamos que la correspondencia se puede expresar con la
ayuda del concepto limite de una sucesion, a través de una sola férmula

2n-1,—

sg x =1lim v/ x
Mediante esta representacién de la funcidn sg(x) podemos encontrar una expre-
si6n Gnica a la correspondencia mencionada mds arriba y que en tiempos de Euler

se consideraba como dos funciones distintas. Sea

y = A= [£60) + 8001 + - 58 X [ () — ()]
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Si damos valores a x estrictamente positivos, entonces, obtenemos y=f(x)y
para x < 0 se obtiene y = g(x). Es decir, queda corroborado que la concepcion de
la funcién como férmula es s6lo superficial y no recoge la esencia del fenémeno
estudiado, es decir, la correspondencia entre la variable independiente y la variable
dependiente.

La victoria de la definicion del concepto funcion, independientemente de cual-
quier expresion formal, se acostumbra relacionar con el nombre del matemitico
alemdn P. G. Dirichlet. Sin embargo, algunos afios antes B. Bolzano y el genial
matematico ruso N. Lobachevski habian lanzado la audaz definicién de funcién
como correspondencia de indole completamente general.

En este capitulo pretendemos, después de precisar el concepto funcién y dar la
clasificacion de las funciones elementales (algunas de las cuales se tratan mis detalla-
damente en el Apéndice), estudiar el concepto limite de una funcién en un punto
de acumulacién de su dominio. Terminamos dando el correspondiente criterio de
convergencia de Bolzano-Cauchy para funciones. Aspectos interesantes e importan-
tes de la teoria de limites de funciones se trasladan para el préximo capitulo donde
podran tratarse mds cémodamente con la ayuda del concepto continuidad funcional.

§ IV.1 Concepto funcién. Distintas formas de expresar una funcién

Como se ha planteado en la introduccién a este capitulo, al concepto funcibén se
llega estudiando dos cantidades variables cuyos respectivos cambios estdn intima-
mente relacionados, en correspondencia mutua. Una funcién es precisamente una
correspondencia.

DEFINICION 1.1

Sean dados dos conjuntos X e Y. Sia cada elemento x € X se le hace corres-
ponder por una cierta relacién uno y solamente un elemento y €Y, el cual denota-
remos y = f(x), entonces, se dice que sobre el conjunto X estd definida la funcion f.
Al conjunto X se le llama dominio de definicién de la funcién f y al conjunto de
todos los y €Y para los cuales existe un x € X, tal que f(x) = y se le llama imagen
de X por la funcién f o, simplemente, imagen de f. A la cantidad variable x se le
lama argumento o variable independiente y a la cantidad y se le denomina valor de
la funci6n en el punto x variable dependiente de x o también imagen de x por f. Al
conjunto Y en el cual toma valoresla funcién, se le llama frecuentemente codominio
de la funcién f.

Observaciones

1) Para que una funcién f quede determinada es necesario dar: el dominio de defi-
nicion X, el codominio Y y la relacién o correspondencia por la cual se define
para cada x € X el elemento y €Y tal que y = f(x).

2) Se acostumbra a denotar una funcién de la manera siguiente: f:X— Y o
x-t, Y; el dominio X se denota por Dom f'y la imagen de f por Im(f) o f(x).
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3) Nos interesa el estudio de un tipo concreto de funciones: aquellas en que tanto
el dominio de definicién X como el codominio Y son subconjuntos de nimeros
reales (en particular, X o Y pueden ser todo R). Las variables, en este caso, se
dicen reales y la funcibn se denomina funcion real de una variable real. En lo
adelante, aunque no se especifique, el codominio de toda funcién serd R.

Un tipo de funci6n real ha sido estudiado en el capitulo anterior: aquella que
como dominjo de definicién tenia al conjunto de los nimeros naturales N, es decir
la correspondencia que aparece al definir el concepto sucesién numérica.

Con las funciones reales se pueden definir de manera natural las operaciones
aritméticas fundamentales. Dadas las funciones reales f y g se definen las funcio-

’

nesf+g, fgy é_ de forma tal que:

(f2g) (%) =1(x)+g(x)

fg (x) = f(x) g(x)

—é—(x):—gf—(%)l , sig(x)#0

Puede probarse ficilmente que Dom (f £ g) = Dom (fg) = Dom (f) N Dom (g)
y que Dom (—éf—) = (Dom f N Dom g) \ {x € Dom g:g(x) = 0.}

Dejamos al lector la prueba de estas aseveraciones.

Existen diversas formas de expresar una funcién. En particular las funciones
pueden darse con ayuda de férmulas, éste es el mérodo analitico. En este método
primero se determina la ley de correspondencia o dependencia funcional entre las
dos variables y después el dominio de definicion.

Ejemplos

1) Consideremos el problema de la caida libre de un cuerpo desde una altura h.
Representemos por y la posicion del cuerpo. Evidentemente y depende del
tiempo t transcurrido desde el instante inicial hasta el momento en que fijemos
la posicion y es dado por la férmula:

y=h——g (1)

(puesto que en el intervalo de 0 a t el cuerpo se traslada un espacio S = ~égt2 ,

donde g = 9,81 m/seg? es la aceleracién de la fuerza gravitacional). Asi deter-
minamos la dependencia funcional de y con relacién a t. Para precisar el domi-
nio denotemos por T el momento de contacto del cuerpo con la superficie de la
tierra; la altura y en tal caso serd nula. Sustituyendoen (1) Tporty Onory,
determinamos T

2

1 2
—h—LlgT?, T=
0 2 8 g
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De esta forma, la caida del cuerpo debe suceder en el intervalo [0, / —zgi

¥> por consiguiente, éste es el dominio de esta funcién. La funcién que expresa
matematicamente este proceso est4 determinada por:

y=h—~é—gt2 , 0<tg \/—2g£

Subrayemos que la determinacién de una funcién por el método analjtico es a
través de la férmula y el dominio de definicién de la funcién. Puesto que en la préc-
tica se encuentran diferentes procesos que son expresados matemaéticamente poruna
misma férmula, es sumamente importante dejar bien explicito el rango de variacign
del argumento.

2) Lafuncién S = % at?, 0<t<T expresa la ley de movimiento uniforme con

velocidad inicial nula y aceleracién a. Pero tal dependencia funcional se encuen-
tra en otros problemas. Por ejemplo, la energia cinética de un cuerpo viene
expresada por la férmula

K= —1— rl’lV2

2
donde m representa la masa de este cuerpo. Para la mecdnica newtoniana la
velocidad v teéricamente no estd acotada, o sea, 0 < V< o. Posteriormente, a
principios del siglo xx, para la mecinica relativista resulta ser cota superior la
velocidad de Ia luz en el vacio, o sea 0 <V3 X 10" (emys).

Desde un punto de vista general podemos considerar la funcién y = px?, donde
D es un parametro fijo real, para todos los valores de la variable independiente x
para los cuales esta férmula tiene sentido y los valores de la imagen son todos
reales. Asi, el estudio de la funcién y = px? se puede realizar en todo R, o sea,
parax tal que —oo < X< + oo,

DEFINICION 1.2

El conjunto de todos los valores reales de la variable x para los cuales est4 defi-
nida y es real la expresién analitica f (), se lama dominio mdximo o natural de la
funcién y = f(x).

.

Observacion

En este texto, si no se dice lo contrario, siempre que una funcién venga dada
por una expresion analitica, por dominio de esta funcién se entenderd el dominio
maximo o natural de ésta,

Ejemplos

3) Seay = \/1 ~—x* . El dominio médximo de esta funcién es el segmento — 1 <
S X< 1, puesto que s6lo para estos valores la cantidad bajo el radical es positiva,
El conjunto imagen es el segmento 0 <y < 1. Por supuesto, como dominio
(no natural) puede considerarse cualquier subconjunto propio del segmento
[—1,1].
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La dependencia funcional por el método analitico puede expresarse no sélo por
una férmula, sino por dos o més férmulas. Problemas en los que tal situacién
ocurre son frecuentes en la Fisica.

4) Un elevador comienza a subiry a partir de cierto instante se mueve uniforme-
mente. En este mismo momento desde el piso superior se deja caer una pelota,
la cual se encuentra con el elevador en el instante to ¥ sube con él. El problema

consiste en encontrar la ley de movimiento de la pelota, si la resistencia del aire
se considera despreciable.

Sean: t — tiempo del movimiento de la pelota desde el momento del comienzo
de su caida.

t; — tiempo de subida del elevador hasta el piso superior.

h — altura de la pelota en el instante t.

v — velocidad del elevador.
En el intervalo desde el comienzo de su caida hasta el encuentro con el elevador
la pelota cae libremente. En el ejemplo 1 se halld que, entonces,

y=h—2 gt 0<t<t, (1)
En el momento t, de encuentro con el elevador la altura de la pelota se halla

por la formula (1)
y(te)=h _"é-‘ gt?,

Después del encuentro de la pelota con el elevador, ambos se elevan juntos y su
altura crece uniformemente con la velocidad v, o sea,

y=(h—%gt3)+V(t—to) ty <t<t, )
Uniendo (1) y (2) obtenemos:

h—%gtz,si 0<t<t,
y=
h—-gt) +v(t—t,), si t, <t<t,

Observacion

Llamemos la atenci6n al lector sobre las principales insuficiencias del método
analitico de dar una funcién. Primeramente, no toda funcién puede ser dada anali-
ticamente como veremos enseguida y en segundo lugar, la expresién analitica puede
ser tan engorrosa que imposibilita su utilizacién para el estudio de la funcién o del
proceso fisico que representa.

Otra forma de dar una funci6n es a través de una descripcién de la correspon-
dencia; a este método se le llama descriptivo.
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Ejemplos

5) La funcién que a cada ndimero racional le asigna el nimero 1 y a cada nitimero
irracional le hace corresponder el 0 se denomina “funcién de Dirichlet y se de-
notay = D(x). En este caso, el dominio de definicién es todo R, pero laimagen
es s6lo {0, 1}. Ellector puede tratar de hallar una expresin analitica para esta
funcién.

6) La funci6n que a cada nimero real x le asocia el mayor niimero entero menor o
igual que x se denomina “funcién parte entera” y se denotard y = [x] oy = E(x).
Esta funci6n tiene como dominio a R y como imagen al conjunto Z.

7) La funci6n que a cada nimero real le hace corresponder su valor absoluto o mé-
dulo se denomina funcion médulo y se denota f(x) = Ix |. La funcién médulo

se puede expresar por dos férmulas analiticas de 1a forma siguiente:

Xx,x20
fx)=Ixl=
—X ,x<0

Observacién

Debe tenerse en cuenta que cada nueva funcién puede servir para la definicién
de otras funciones en forma analitica utilizando este simbolo nuevo.

Ejemplo

8) A cada naimero real estrictamente positivo x > 0 le hacemos corresponder el
nimero 1, al 0 le asignamos el 0,y a cada x < 0 le asociamos el niimero — 1.
Como resultado obtenemos una funcién definida sobre todo R y que toma sélo
los tres valores: 1,0y — 1. Esta funcién asf descrita se denota §g X, se lee “signo
de x” y puede expresarse por las férmulas:

1,x>0
f(x)=sgx = 0,x=0
-1 ,x<0
o, utilizando el ejemplo 7,
X , X#0
Ix |
g X =
0 ,X=0

Dejamos al lector la comprobacién de Ia equivalencia de estas dos definiciones
de la funcibn sg x.

En las aplicaciones técnicas de la matemdtica un método muy difundido para
determinar una funcién es el método gréfico.
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DEFINICION 1.3

Se define como grdfico de la funcién y = f(x) al conjunto de los puntos del
plano cartesiano con las coordenadas (x, f(x)), donde x € Dom f.

En casos particulares se poseen instrumentos especiales que producen el grafico
de 1a funcién en una pantalla y empiricamente se determina el tipo de dependencia
funcional. El método grifico posee una insuficiencia esencial: al construir un grd-
fico y utilizarlo para la determinaci6n de la funcién es necesario hacer mediciones,
las cuales s6lo pueden realizarse con un determinado grado de precisién. No obs-
tante, el grafico de una funcién permite establecer conclusiones que, aunque no
sean terminantes y exactas, ayudan a la comprensién de los procesos que son repre-
sentados por tal dependencia funcional. En el Anélisis Matemdtico se estudian pro-
cedimientos que permiten de una manera bastante precisa construir el gréfico de
una funcién dada.

Ejemplo

9) A continuacién (figuras IV. 3- IV. 9) se muestran los gréficos de las funciones
dadas en los ejemplos anteriores con excepcion del grifico de la funci6n de
Dirichlet, el lector puede tratar de hacer el grifico de esta funcién y confrontar
1a dificultad que proviene de la propiedad de densidad de los ndmeros racionales
y los niimeros irracionales en R.

' B

y =px?

X

Fig.IV.4
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Fig.IV.5

Fig. IV.6

y=I[x]

Fig. IV.7
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K

y = {x|

Fig. IV.8

y = sgx

Fig.IV.9

LY

Resulta muy préctico el método experimental de dar una funcién construyendo
una tabla de valores del argumento con sus correspondientes imédgenes. En este mé-
todo se fijan un nimero finito de valores de X

Xys Xgs X3p--0sXy

y para ellos se determinan experimentalmente los valores dey:y,»¥,5¥Y35---2Yg
que se expresan en una tabla (figura 1v. 10).

El lector, seguramente, estard familiarizado con las tablas logaritmicas y trigo-
nométricas que se estudian en la ensefianza preuniversitaria.

La formacion de 1a tabla, frecuentemente, se Hama tabulacion y, a la funcién,
funcion tabulada.
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Fig. IV.10

La diferencia entre los valores vecinos de x, Xy ¥ Xy, » seleccionados para
construir la tabla se llama paso de orden k y se denota AXy = xy ,, —Xg. Frecuen-
temente, las tablas se construyen con un paso constante.

El método tabular de expresar una funcion es cobmodo porque para ciertos valo-
res del argumento en la tabla estin determinados los valores de la funcién. La
utilizacién de las miquinas computadoras ha impulsado significativamente el rango
de aplicacién del método tabular pues existen programas muy sencillos que permi-
ten determinar aproximadamente los valores que no contiene la tabla. Estos méto-
dos se llaman de interpolacion y consisten en sustituir la funcién entre dos
argumentos sucesivos en la tabla por los valores dados por alguna funcién de natura-
leza simple (por ejemplo lineal o cuadrética).

Ejemplo

X 0 5 [ 10| 20| 30 {40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

y 0 |30(40/30(25,20(17|13(11|08|07] 0

Fig. IV.11

10) En la tabla de la figura IV. 11 se escriben los datos obtenidos en la medicién de
la profundidad de un rio. En la primera linea se escribe la distancia a una de las
riberas. Sise desea una representacién mds precisa de esta dependencia es nece-
sario aumentar el nimero de puntos en la medicién (disminuir el paso en la
tabulacion). .

Una forma especial de dar una funci6n es a través de la operacién denominada
composicion de funciones.

DEFINICION 1.4

Sean f: A—— R y g:B —— R dos funciones reales tales que:

ImfCDomg

entonces, a cada x € Dom f le hacemos corresponder de manera natural el nimero z
tal que

z=gly] , dondey =f(x)
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Img

DY

Fig. IV.12

La funcion definida por la relacion z = g{f(x)] se llama funcién compuesta o
superposicion de las funciones f y g, y se denota z = (g o f) (x), figura IV. 12,

Observaciones

1) Preste atenci6n a que la funcién compuesta no estd definida para los x tales

que f(x) € Dom g, ni para aquellos y € Dom g que no son imdgenes por f de
alghn x € Dom f.

Ejemplo
11) Seaf(x) =x2, yg(x)=+/1—x?

Domg=[—1,1]1¢ Imf=R,. Para poder definir la funcién compuesta gof
con estas dos expresiones analiticas hay que restringir el Domga [0, 1]y
el dominio de fa[—1,1].

Entonces,

.

f([—-1,1])=[0,1]=Domg
y la funcidn gof tiene sentido:

o) (X)) = V/1—-x*, —1<x<1
2) En general, esta operacién de composicién no es conmutativa.
Ejemplo
12) Sif(x) = Ix | y g(x) = — x, entonces para todo x € R estdn definidas las dos
compuestas fog y gof, y sin embargo(tog) (x) = | —x I= Ix | y(gof)(x)=—Ixl,
evidentemente, son diferentes, pues las imdgenes son nimeros opuestos.

3) Tomando en cuenta las restricciones necesarias para que se pueda definir una
funcién compuesta, se puede considerar la composicién de mds de dos funciones.
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Ejemplo
13) Seaf(x) = Ix|, gX)=1—-x y h(x) = \/;
Entonces, Domg=R D Imh = R,
y Dom f =R D Im(goh) = (—e, 1)
luego, tiene sentido:

[ o(goh)}(x) = II—J;I, para x> 0.

Ademis, como Domf=RDImg=Ry Dom (fog) =RDImh =R,
se puede definir

[(fog) o b1 ()= |1 — vx |, x>0.

Puede demostrarse de manera general que la operacién de composicién de fun-
ciones es asociativa. Asf, para toda terna de funciones f, g, h (que verifique las con-
diciones exigidas para la correcta definicién de cada una de las compuestas que
aparecen involucradas en la siguiente expresion) se cumple que

[(fog) o h] (x) = [f o (goh)] (x)

lo cual dejamos al lector de ejercicio.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Halle el dominio de definicién de la funcién

1

Vixl—x

y=

Resolucion

La funcién queda definida para las x tales que la raiz tenga sentido y a la
vez el denominador no sea nulo, es decir, para los niimeros reales que cump.en
Ix1—x>0. Pero | x | —x > O significa que x < 0. Por consiguiente, el dominio
de definicion de la fundén es el intervalo (— oo, 0).

2. Halle fog y gof si:
70, si x<0

\/;,si x>0

gX)=x—-2)&x+1)

f(x) =

Resolucion

Debemos analizar primeramente para qué valores de x,g(x) > 0.
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Esto ocurre si el signo de (x —2) y de (x + 1) es el mismo, 0 sea,si (x—2>0

yx+1>0) o (x—2< 0y x+1<0). De aqui se deduce que parax>2 y
x< — 1 (y s6lo para estos valores) se cumple que g(x) > 0. Luego,

V-2 +1) , x<—1

fog(x)= 0 ,xE[—1,2]
\/(x—2)(x+ 1) ,x>2

La funcién compuesta gof es mds ficil de determinar:
—2,s x<0

(Vx—2(Vx+1), s x>0

gof (x) =

Ejercicios para el trabajo independiente

1.

Exprese y como funcién de x en los casos siguientes y encuentre el dominio de
la funcién compuesta:

aA)y=2; z=x+1

b)y=\4/z+3 +\7l+z+\1/l—z2 i z=1-—2x2

. Halle, en caso que existan, f(f(x)), g(g(x)), f(g(x)) y g(f(x)), si

2) f)=sgx ¥ g6)=—+

0,sx<0
b) f(x) =j y g(x)=
b{,si x>0 L——xz, si x>0

Ot =—Ixly gx=vx

-

JO , si x<0

. Sea f(x) =—1T . Encuentre la expresion analitica de las funciones compuestas
siguientes y determine el dominio mdximo de definicién en cada caso:
) f(f) ©) f(ex) &) £() +£(y)
b) f (—)IT") d) fx+y) f) ;Para qué nimeros

¢ existe un niimero x
tal que f(cx) = f(x)?

. Seag(x)=x* y sea

0 , xracional
h(x) =
1 , xirracional
a) ;Paracudles y esh(y)<y?

b) ;Para cudles y esh(y)<g(y)?
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¢) Para cudles z esg(h(z)) = h(z)?
d) ;Para cudles w es g(w) < w?
e) (Para cudles t es g(g(t)) = g(t)?
5. Construya el grifico de las funciones siguientes
sgxsilxlgi

a) f(x)=
[x] s Ixi>1

r|x+l| si x>-=2
b) gx) = Xx+3 si —5<x<-2
2 si x< =5

¢) h(x) = fog(x) donde f'y g son las de los incisos (a) y (b), respectivamente.

§ IV.2 Funciones elementales y su clasificacién

Las funciones elementales basicas se conocen de la ensefianza preuniversitaria
y son las siguientes:

Funcion constante: y=c¢ (c€R) (c-fijo)
Funcion potencia:  y =x% (¢ €R)
Funcién exponencial: y = a* (a>0)

Funcion logaritmica: y = logx (a>0)

(Sia=10se denotay =logx ysia=e, y =Inx)

Funciones trigonométricas: y=s8enx , y=cos X
y=t%x ,y=ctgx

En el préximo capftulo se introducen las llamadas funciones trigonométricas
inversas que también se consideran funciones elementales basicas.

DEFINICION 2.1 -

Toda funcidn que puede ser dada mediante férmulas las cuales contienen
solamente un nimero finito de operaciones aritméticas y composiciones de funcio-
nes elementales bésicas se Ilama funcién elemental.

Ejemplo —
V% + log x 9 - .
1) f(x) = ————; — es una funcién elemental constituida por las funciones

sen x
elementales bisicas \/)—(- , logx,senx y x2,

Observaciones

1) Es necesario subrayar que el problema de la definicién rigurosa de las funciones
elementales bdsicas no es tan ficil como puede parecer. Por ejemplo, la funcién
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exponencial y = a* puede definirse ficilmente para los valores racionales de x
a partir de las propiedades aritméticas de los niimeros reales estudiados en el
Capitulo I, pero, para el caso en que x es irracional tal definicién no puede con-
siderarse sencilla (véase Apéndice). Asimismo, la definicién de las funciones
trigonométricas sen x y cos x con ayuda de razonamientos geométricos, eviden-
temente no es rigurosa, puesto que se basa en la existencia de una corresponden-
cia entre los puntos de la circunferencia y los nimeros reales en el intervalo {0,2 =),
la cual no puede establecerse de una forma elemental sin caer en contradicciones
logicas.

2) Como dominio de una funcién elemental, de acuerdo con lo planteado en el
epigrafe anterior, se entiende el conjunto de todos los ndmeros reales x para los
cuales, primero, la férmula que determina la funcién elemental tiene sentido, y

segundo, en el proceso de realizacién de los cdlculos indicados en esta férmula
se obtienen s6lo niimeros reales.

3) Demostrar que una cierta funcion no es elemental, es un problema generalmente
complicado. La funcién de Dirichlet D(x) introducida en el epigrafe anterior
es un ejemplo de una tal funcidn; el lector puede corroborar nuestra observacién
tratando de demostrar que D(X) no es elemental.
Las funciones elementales suelen dividirse en dos clases principales: funciones
elementales algebraicas y funciones elementales trascendentes.
Las funciones elementales algebraicas son las siguientes:

a) Las funciones polinomiales, que son las funciones elementales que se expresan
en la forma:

y=P () =a,+ax+...+2x" = k%o akxk dondelosa,,k=1,2,...,n,
son numeros reales. Si a # 0 entonces el nimero n se llama grado de la funcién
polinomial P (x).
Toda funcibén polinomial tiene como dominio maximo el conjunto de los niime-
ros reales R.
Ejemplo
) y=x>+3x"+ N/ 2 es una funcién polinomial de tercer grado.

b) Las funciones racionales son aquellas funciones elementales que pueden expre-
sarse como cociente de dos funciones polinomiales P(x) y Q(x):

_ P(x)
T

El dominio de una funcién racional estd constituido por los nimeros reales que
no anulan a la funci6én polinomial Q(x).

Ejemplo
s 3 2
3) y= 2x ——23x +2x* —1
x“+x-2
puessQ(X)=x* +x—-2=x+2) (x—1).

es una funcién racional cuyo dominio es R\ {—2, 1}
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¢) Funciones irracionales son todas aquellas que pueden expresarse con la ayuda de
las cuatro operaciones aritméticas y la composicion de un nimero finito de fun-
ciones racionales y de funciones potencia con exponente racional con la condi-
cién de que aparezca al menos una potencia con exponente no entero,

El dominio méximo de las funciones irracionales no puede determinarse de
forma general puesto que depende de la férmula especifica que expresa la
funcién.

Ejemplo

X+1—-x
4) y= T csuma funcién irracional cuyo dominio m4ximo es

{XER: x>—-1,x# 1}, pues x debe ser mayor que — 1 para que exista la
raizde x + 1 y x # + 1 para que el denominador no se anule.

Observacion

A la clase de las funciones algebraicas pertenecen otras funciones que no son
racionales ni irracionales, por ejemplo, la definida por la ecuacién y' —xy+1=0.
En general, se dice que y es funcién algebraica de X, si satisface a una ecuacién de
la forma:

P ¥y + P ) y" " +.. 4P (0)y+ P (x)=0

donde P,(x), ..., P_(x) son funciones polinomiales en x. El estudio de estas fun-
ciones y su comportamiento geométrico, constituye uno de los problemas funda-
mentales de la Geometria Algebraica y su investigaci6n ha abierto campos importantes
de Ja Matemdtica Moderna.

Las funciones elementales que no son algebraicas se llaman trascendentes, pues
“trascienden la potencia de los métodos algebraicos” (Euler). Se puede probar
(pero no de forma sencilla) que todas las funciones trigonométricas y también las
funciones exponenciales y logaritmicas son funciones trascendentes. En el Apén-
dice se estudian con mds detalle algunas de estas funciones trascendentes. Dada su
constante y necesaria utilizacién en lo que sigue, trataremos aqui algunas caracteris-
ticas de las funciones trigonométricas.

Comencemos con las propiedades fundamentales:

PROPIEDAD 2,2

F.T 1) Para cualesquiera niimeros reales x, , X, y x se cumple:
sen(X; +Xx,) = sen X, cosx, + cos x, sen x,

cos(X; + X,) = cOsX, COS X, —sen X, sen x,
sen’x + cos’x = 1
FT2)sen 0 =0 ;cos 0 =1

sen% =1; cos—2’1=0
F.T 3) Si0< x< 127- ; entonces, 0< sen x< x
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Las referidas propiedades se demuestran en los cursos preuniversitarios por
medio de razonamientos geométricos.

Recordemos sdlo la demostracién geométrica de la desigualdad F.T 3). Ademds

de tal desigualdad estableceremos la desigualdad x < tg x (0< x< %) donde

sen X . . . .
tgx = o x Consideremos la circunferencia de radio 1 con centro en el punto 0

y el punto A sobre esta circunferencia (figura IV. 13). Sea M un punto de la circun
ferencia en el primer cuadrante y sea x la longitud del arco AM, 0< x < ”
(x — medida en radianes del dngulo AOM).

Y4

¥ x

Fig. IV .13

Sea N 1a base de la perpendicular, bajada desde M hacia OA y B el punto de
intersecci6n de la perpendicular a OA que pasa por A, con la prolongacién del seg-
mento OM. Entonces MN = sen x, ON = cos x, AB = tg x. Como el tridngulo OMA
estd contenido en el sector OMA, el cual a su vez estd contenido en el sector OMA,
el cual a su vez estd contenido en el tridngulo OBA, para sus respectivas dreas se
tiene

A <A

AOMA S Agector oMA S Aa0BA

y por las férmulas correspondientes de 4reas se tiene:

luego, tienen lugar las desigualdades

senx< x<tgx (0<x< *g-)
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Bajo tales condiciones para x, sen x > 0. De esta forma queda establecido que
O<senx<x<tgx (0<x< —g—)

Hemos dicho que las propiedades FT1 »FT2 y FT3 son fundamentales puesto
que pueden utilizarse como base de la definicién axiomdtica de las funciones sen x
Y COS X,

Se puede demostrar que existen sélo dos funciones definidas en todo R que
cumplen las condiciones FT1, FT2 Yy FT3. Esta demostraci6n es algo complicada
y sale de los objetivos de este curso. Menos dificil es demostrar que de las propie-
dades FT1, FT2 y FT3 se pueden deducir todas las otras propiedades de las funcio-
nessen X y cos x conocidas por el lector de los textos preuniversitarios y demostradas
allf a través de razonamientos geométricos.

Como ejemplo, deduzcamos algunas de las m4s usadas propiedades de las fun-
ciones trigonométricas:

PROPIEDAD 2.3
fsenx <1y lcosx <1 , paratodox €R
DEMOSTRACION
Esto es consecuencia directa de la relacién funcional senx +cos’x=1deFT1,
PROPIEDAD 2.4
cos(—x) = cosx , sen(—x) = —sen x para todo x ER

DEMOSTRACION

En efecto, utilizando las dos primeras relaciones de FT1 y las dos primeras de
FT2 obtenemos que:

sen 0 = sen [x + (— x)] = sen x c0s(—x) + cos x sen(—x) = 0
cos 0 = cos [x + (—x)] = cos x cos(— x) — sen x sen(—x) =1
Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
cos(—x) y sen(—x). Resolviendo este sistema obtenemos que:

—Cos X €O X
cos(—x) = = =cos X
=) sen®x —cos?x  sen?x + cos?x
sen x
sen(—x) = =—senx
=) —(sen®x + cosx)
PROPIEDAD 2.5

sen(X; —X,) = sen X, cos x, — cos X, sen X,
€os(X; —X,) = cos X, cos X, + sen X, sen x,

paraXx, y X, nimeros reales cualesquiera.
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DEMOSTRACION
Esto se deduce de FT1 y la propiedad 2.4. En efecto:
sen(x; —X,) =sen [x, + (—x;)]= senx, cos(—x,)+
+ cos X, sen(~— X, ) = sen X, €OS X, — COS X; $en X,
cos(X; —X,) = ¢0s [X; + (—x,)] = cos x; « cos(—x,)—senx,+
« sen(—X,) = COS X, COS X, + sen X, « senx,

PROPIEDAD 2.6 ,
X, + X, X, —X,

senx; + senx, = 2 sen cos
2 2
X, +X X, —X
sen X, — sen X, = 2 cos — 5 L sen 2 5 !

para x, y X, ndmeros reales cualesquiera.

DEMOSTRACION
Utilizando la relacién FT1 y la propiedad 2.5 obtenemos que:

X + X n Xz — Xy ) =
2

X, +X —X X4 +X X, —X
=sen 21Xt oog X2 TX | o X2 T X 2 1t

2 2 2 T

sen x, = sen (

sen x =sen(—)i"'——'-"——)51—__§2_:_xl_)=
1 ) )

X, +X Xy —X X, +X X, —X
2 T % 2 % 2 % 2 1

= sen cos cos + sen
2 2 2 2

Sumando y restando igualdades llegamos a las dos relaciones deseadas.

PROPIEDAD 2.7

Isenx | < Ix| paratodoxE€R
DEMOSTRACION

s
2
la desigualdad se obtiene de la relacién sen(—x) = —senx y de 0<sen(—x)< —x,

para — —g—< x < 0 pues (—x) € (0, %).

Para 0< x < —- esto es consecuencia de la propiedad FT3. Para —% <x<0,

Parax =0, sen x = x.

Para —72L < Ix |, tenemos:

Isen x | <l<%<|x|

La propiedad siguiente relaciona ambas funciones de una manera simple.
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PROPIEDAD 2.8

Cos X = sen (—%' —X) para todox €R.

DEMOSTRACION
En efecto, de 2.5 y FT2 obtenemos:

sen(—’z—r-—x)=sen%cosx—cos%senx:cosx

Establezcamos por dltimo la periodicidad de las funciones sen x y cos x (otras
propiedades se proponen como ejercicios al final del epigrafe).

PROPIEDAD 2.9
sen(Xx + 27) = sen X

cos(x + 2m) = cos x para todo x ER
DEMOSTRACION
Haciendo x = x; = x, en FT1, obtenemos:
sen 2X = 2 sen X cos X, cos 2X= cos> X —sen>x )
De tales relaciones, haciendo x = _72’_ y basindonos en que sen % =1,

I

cos
2

= 0, obtenemos:
sent=0, cosm=—1

y de éstas, a su vez, utilizando de nuevo (1):

sen2n =0, cos2m=1

Luego, se deduce de lo anterior, aplicando FT1 que:

sen(X + 27) = sen X cos 27 + cos X sen 27 = sen X

cos(X + 2m) =cos X cos 27 — sen X sen 27 = COos X
1o cual significa la periodicidad de las funciones sen x y cos x con periodo 2.

Para terminar este epigrafe subrayemos que toda otra funci6n trigonométrica
conocida se obtiene mediante combinaciones de las funciones sen x y cos x de
acuerdo con las siguientes formulas:

1
tgx = X oox = CBX gecx= , C8C X 1
Cos X ’ sen x oS X sen X

207



A continuacién, recordamos las grificas que representan tales funciones trigo-
nométricas (figuras IV.14-1V.19).

LN 2
, e

y = sen x

¥

Fig. IV.14

/
™
%
R

Fig.IV.15
| ot | |
| | | l |
| | | } |
| | |
| | | % !
l | | | | ~
1 | | | |
N | i \ | }
| | I il X
] S IE 37 1]
l 2 12 2 |
.
I |
| | | | 1
! l | | !
| J | | |
l | | | |
y = tgx
| Fig.IV.16
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EJERCICIOS

Ejercicios resueltos
T sen=
1. Pruebe que cos g =sng=

Resolucion

Por la propiedad 2.8 tenemos que:

T _ sen (- — ) =sen 2 '
« oosT_sen(z 4)_sen Y
Utilizando la propiedad fundamental FT1 para x = T se cumple:

4

2 T 1 .
sen 4-hcos 4 1. De ahf que:

2sen? L =1.
sen 4

Como —E— €(0, lz) por la propiedad fundamental FT3 sen —47!—> 0,y se dsduce

h sen = \/%— = -—\42——
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2. Dads la funcién

3% -1, ~1gx<o0
() = tg(%) » 0<x< 7

&_ , 1r<x<6
Vx—2

halle f(— 1), (), f(e?).

Resolucion

El punto x = — | pertenece al intervalo [—1,0) porlo que
f—1)=3"CD_1.3_7_5

X= —72’— pertenece a [0, 7) y, por tanto,

sen -
f(T") = tg(—;r—) =—4__ 1 (utilizando ] ejercicio anterior).

o
cos )
El punto x = ¢? pertenece a [, 6] por lo que:
In ¢? 2
f(e’) = £ =
e? -2 e-2

3. Encuentre una funcién polinomial de 2do.

grado P, (x) tal que
P,(0)=5, P,(~1) =10, P,(1) = 5.

Resolucién

La expresi6n polinomial de 2do. grado es Py(x)=ax? + bx + ¢, donde a, b

Y ¢ son niimeros reales. Utilizando las 3 condiciones dadas pueden determinarse «
los 3 pardmetros 3,by c¢. En efecto:

P2(0)=20% + b0 +¢c= 5
P(-1)=a—b+c=10
Ps(I)=a+b+c=6

constituye un sistema de treg ecuaciones lineales con tre

8 incOgnitas, de cuya resoly-
lucién se obtienen los valoresa=3,b = — 2,c=5.

Luego Py(x) = 3x2* —2x + §
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Ejercicios para el trabajo independiente

1. Dada la funcién f(t) = ta* (a> 0) halle:

£(0), £(1), £(—1), £(2), £(2), £(—2)

2. Halle el dominio de definicion de las siguientes funciones:

) fx)=vVx—14+ V6—x d f(x) = In Sx:xz
b) f(x) = S e) f(x) = tg Xz
x2—x—2 1—x
C) f(.X) = +/ senx—1 f) f(X) = ln!xz —16!
Va—x?
3. Dada las funciones
Inixlsix<—1, sgx silxl<4
- 1 : L -
()= 7 S-1<x< g(x)=
2 () T silxl >4
tgl(x)si x> 2 Ner

halle: f(—1), £(0), f(—}-), g(1), g4), f&(#)), g(&(4), s(f(m),

1, SE1)), 8(- (G A1) )

80 veces 80 veces

,

4. Determine las funciones elementales basicas que componen las siguientes fun-
ciones elcmentales y determinar sus dominios.

a) y=sen(2x+1) b) y=sen( (2x+1)*)
2
¢) y=In(tg V) g y=5
5. Encuentre todas las funciones racionales del tipo
fx) = 2X+P
) cx +d
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tales que:
a) f0)=0y f(1)=1
b) f(0)=0, f(1)=1y f(x) # x para x #£0,1.
¢) f(0)=0y f(x)#x, para x#0
d f0 =0, f()=1y f(-1)=—1
e) f(f(x))=x, paratodo x€R.
6. Demuestre las siguientes identidades trigonométricas

a) sen-%—:i flzcosx o X . /1+oc0sx
2 2 2

b) sen(m—x) = senx, cos(m—x) = —~cosx

) 1+tg’x=sec?x, 1+ ctg’x = csc?x

tgxl t tgx2
d tg(x + X - ———
) g( 1 2) 1+t ) R

tg x4 —tgx,

tg(x; —x,) =
8(xy 2) 1+1gx, tgx;

€) sen mx sennx = —;— (cos(m —n) x —cos (m + n)x )
Sen mXx cos nx = % (sen (m + n) x + sen (m —n) x)

COS MX COS NX = % (cos (m + n) x + cos (m —n) x)
donde m y n son niimeros enteros cualesquiera.

7. a) Deduzca férmulas para sen 3x y cos 3x.
b) Utilice estas formulas para demostrar que:

-1 V3

n°_1 a_ V3
n g =7 008 2

(valores deducidos mediante razonamientos geométricos en la ensefianza
preuniversitaria).
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¢ IV.3 Definicion de limite de una funcién segiin Heine

Consideremos una funcién real f(x) definida sobre un dominio X para el cual
a es un punto de acumulacién. Es de nuestro interés investigar el comportamiento
de esta funcién cuando la variable x se acerca a a, particularmente, a través de una
sucesion de valores cualquiera x,, € X cuyo limite sea a (obsérvese que tal sucesién
existe, puesto que a es punto de acumulacién de X).

DEFINICION 3.1 (Limite de una funcién segtin Heine)

Sea f(x) una funci6n real definida sobre X y sea a punto de acumulacién
de X. Decimos que el nimero / es limite de 1a funcién f cuando x tiende a a si
para toda sucesién {x, } tal que x, €X, X, —a y Xn #a,n=1,2,...,lasu-
cesién de valores {f(x,)} converge al nimero /; es decir

lim f(xp,) =1
y se escribe:
lim f(x) =1
x—>a
o f(x) — I, cuando x -—a.
Observaciones

1) Péngase atencion en el hecho de que la sucesién de elementos x, del dominio
de 1a funcibn se elige tal que x,, # a por lo que la funcién no tiene que estar
definida en el mismo punto a, y aunque esté definida, esto no interviene en la
definicioén de {mite.

2) Esta definicién de limite segtin Heine de una funci6n necesita que el lector
tenga claro €l concepto de punto de acumulaci6n y su caracterizacién por su-
cesiones. No tiene sentido pretender hallar el Ifmite de una funcién en un pun-
to que no sea de acumulacién de su dominio de definici6n, pues son sélo los
puntos de acumulacién los que poseen la caracterfstica de ser limites de suce-

, siones cuyos términos son distintos dos a dos y por tanto distintos a su limite.

3) La existencia del limite de la funcién f en el punto a no puede depender de la
eleccién de 1a sucesién {x, }, o sea, el limite existe porque {f(x) } es con-
vergente y su limite es el mismo cualquiera que sea la sucesién {xn } que cum-
ple las condiciones dadas en la definicién.

4) Si por cualquier criterio de convergencia podemos demostrar que para toda su-
cesién {x, } del dominio de f, tal que xo —> 8 ¥ X # 3, se tiene que la suce-
si6n correspondiente {f(xy) } es convergente, entonces ;el limite de f(x)en a

existe? , en otra forma jtodas las sucesiones {f(xn)} tendrén el mismo lmite?
La respuesta es afirmativa y su prueba la dejamos al lector como atil ejercicio.

5) Para probar que una funcién f (\x) no tiene limite en x = a basta encontrar una
sucesién {xp, } con las caracteristicas expresadas en la definicion 3.1 tal que
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{f(xn) } no sea convergente o bien dos sucesiones {xn} y {xp } tales que
{f(xp)}y {f(xp)} converjan a limites diferentes.

Ejemplos
22 +x—1 . - .
1) Seaf(x) = ———————— . Investiguemos si existe o no lim f(x). Tomemos

x—1 x>0
una sucesion de elementos x, € Dom f (es decir, x, # 1), tal que lim x, = 0
YXn#0paran=1,2,...,entonces, por las propiedades aritméticas del 1fmi-
te de sucesiones, tenemos:

fim 22+ x,—1 _ _2(tim x,)? + lim x, —1
Xn—l lian_l

De esta forma lim f(x ) = 1 y como este limite no depende de la sucesién {xn}
tal que xp, — 0, xp, # 0, x,, # 1, entonces, serd

lim £(x) =1

x=>0

2) Sea f(x) = sen )—%— (ver figura IV.20)

Fig. IV .20

Investiguemos de nuevo el problema sobre la existencia de Lim £(x). El gréfico

x—=>0
de f(x) hace suponer que en 0 no existe el Ifmite. Para probar esto, segtin la
observacién 5, basta encontrar dos sucesiones infinitesimales tales que las suce-

N\
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siones imdgenes tiendan a limites diferentes. Tomemos las sucesiones de tér-
mino general
Xp= ——Y X;‘= S ,paran=1,2.3,...

mn -
3 +2mn

Evidentemente,
limx, =lim x;, =0

xn#0,x,#0,n=1,2,...
Ademis, f(xp) = senmn=0, n=1,2,3,...

f(x; ) = sen -—;— =1
Por tanto,
lim f(xp) =0 y lim f(x;) = 1

de donde se obtiene que lim f(x) no existe
x>0

Observacion

Sean las funciones f y g definidas sobre el mismo dominio, salvo, quizds, en el
punto a, y sea f(x) = g(x) para x # a. Entonces, del hecho de que en la déefinicién
de limite en el punto a sdlo intervienen valores de la funcién en puntos x + a, se
deduce que los limites de f(x) y g(x) en el punto a existirdn o no simultdneamente

teniéndose, en caso de que existan, que lim f(x) = lim g(x). En esta simple ob-
X—>a X—>a

servacién se fundamenta la llamada regla de eliminacién de indeterminaciones con
ayuda de simplificacién de fracciones. Aclaremos esto con un ejemplo.

Ejemplo

2 r— )
3) Encontrar lim Q—’(—-’i—l)—— Repitiendo el razonamiento desarrollado en

X0 x2—x

el ejemplo 1 se llega a la indeterminacién %; esto es, este procedimiento no

da respuesta al problema de existencia o no del limite. Sin embargo, tomemos

2
1a funcién f(x) = —2x—;’-{l;l-—— que se obtiene simplificando x en la expre-
x —
2 —
sion g(x) = Qx__‘:‘_j_ﬂ_’_‘_ y que para x # 0 cumple f(x) = g(x). Entonces,
x —

de acuerdo con el ejemplo (1), lim f(x) =1 y, por tanto, lim g(x) =

x =0 x>0
. (2x* +x—1Dx - tim 22 +x—1 -1
=hm——-———z-:————_ —————-—_1 =
x>0 X X x>0 X
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Dada esta definicion del 1fmite de una funcién se puede deducir ficilmente 12
validez de las propiedades aritméticas del limite de funciones en un punto y otras
propiedades elementales a partir de las propiedades del Ifmite de sucesiones.

TEOREMA 3.2

Si existen lim f(x) y lim g(x), entonces:
X >3 X~+a

1) lim {f(x)+ g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X —>a X>a X—>a

2) lima fx) + 8(x) = lim f(x) « lim g(x)

X->a
¢ 11'1_1)1f(x)
3) Si lim g(x) % 0, entonces lim 1&X) _ x2>a ~
X—>a X —>a g(x) hmg(x)
X—>2a

9 St lim £(x) >0, entonces lim VIR = ¥ m )
X—>a X—>a X->a

Como ejemplo demostremos la f6rmula (2)

lim f(x) g(x) = lim f(x) « lim g(x)

X—>a

Sea A= lim f(x)y B= lim g(x). Entonces, para una sucesion arbitraria {xn}
X—>a X—>a

talquexnea Yy X #a paratodon:1,2,...,secumpleA:limf(xn),

B= ljm-f(xn). Por eso, aplicando una de las propiedades aritméticas del Iimite de
Sucesiones, se tiene

lim f(x,) « lim 8(x,) = AB

Yy como este limite no depende de la eleccién de la sucesién {xn}, entonces, de
acuerdo con la definicién de limite de una funcién en el punto a,

lim f(x). g(x)= AB
X—>a
Anilogamente, se demuestran las otras propiedades.
Observacion

Puede entenderse necesario que en las propiedades del cociente (3) y laraiz(4)
debe exigirse 1a no anulacién de la funcién gy f(x)>0, respectivamente, pero esto
€S consecuencia respectivamente de lag condiciones lim g(x) # 0 y lim f(x) >0,
comose verienel § IV.S.
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Un método ttil para el célculo de limites resulta el lamado “de cambio de
variables” el cual exponemos a continuaci6n:

TEOREMA 3.3
Sea la funcién f(x) definida en una vecindad reducida del punto a, es decir en
V(@a)\ {a}y lim f(x)=b.
X—>a

Sea F(y) una funcién definida en una vecindad reducida de b de modo que
exista la funcién compuesta F (f(x)) en una vecindad reducida de a. Y supongamos

limb F(y) =, si ademds f(x) + b, para todo x # a. Entonces,
y—>

lim F(f(x))= lim F(y)=1
X ->a y—=>b
DEMOSTRACION

Sea {x_} una sucesién tal que x, >3, X, #2 ¥ X, € Dom(Fof).
Pongamosy = f(x_ ). Porla condxcnon 1mpuesta a f (x), podemos asegurar
que f(x )#b y lim f(x ) = b. Como existe el limite de F(y) enel puntoy =b

pera cualquler sucesion {yn} Yo b Y #Fb Y ¥ € Dom F se tiene
lim F(y,) = .

Pero esto significa
lim F(f(xn)) =1,
1o cual demuestra el teorema.

Ejemplo
4) Utilizando el método de cambio de variables hallemos el siguiente limite

im 2x —2

x>1 J26+x—3

* Cuando x - 1 el cociente presenta una indeterminacién del tipo —g- . Hagamos

el cambio de variables y = \3/ 26 + x . Entonces, y* = 26 + x, de donde
x =y® — 26. Como por la propiedad (4) del teorema 3.2

lim v 26+x=3,

XxX—>1
— 2(y® —26)—2
debemos calculat lim _T__Zx___2___= lim —(L-————z———
x>1 J26+x—3 y>s Y3
o sea s T
B S O et | ) B
y+>3 y—3 y—>3 y—3
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EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Demuestre que si f(x) < g(x) < h(x) para todo x € V@@, @>0),x#ay
lim f(x)= lim h(x) =1/, entonces lim g(x)=1
X—>a

X—>a

Resolucion

Sea {x_} tal que X, #3,x, >a. Como X, - a sabemos que X, €V (a,r), para
n2> N ; luego paran > N, f(x)) < g(x) < h(x,).

De 1a definicién de limite segin Heine y de la hip6tesis obtenemos que
lim f (x,)=1lim f(x,)= L En fin, utilizando el criterio del emparedado se obtiene
que lim g(x ) =L Como esto es vilido para toda sucesién {x_} tal que X, *a,

X, = a, utilizando nuevamente la definicién de limite segin Heine obtenemos que
lim g(x)=1

X->3 2k, 2
- \/ Xx“+1-1
2) Utilizando cambio de variables, halle el Iimite lim 3 donde k es
>0 X
'n ndimero natural fijo. X
Resolucion
Haciendo y*X = (x? + 1) obtenemos
2%k——
Vxi+1—1 . y—1
lim T = lim "Tk———
X ->0 X Y1 y*k—~1
y—1 y—1

S LD eR D ol G-DO T neEeD

. 1
= hm
y=>1 K4+ DGR+ D)

=1
2k
Ejercicios para el trabajo independiente

L

1. Calcple los limites siguientes, utilizando las propiedades aritméticas o cambio
de variable segiin sea necesario.

a) lim 4t2+3t+2 d) lim X3—8
to>o 34 2t—p x>2 X—2
. X2 4+x—6 L ox%
b) hm——ZT ¢) lim ——
X2 X x—>a X a
Jirhe K Y
X+h—x x+h X
¢) lim —m8 — lim 2"~
)h—>o h t‘)h—>o h
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\/1+x—\ﬁ—x i) lim 2—-\/x——3
X

8) xITo x=>17 X —49
2 2 12 . 1+\/;
h) lim X h;—;thh:h K) xh_r,n_l :
h—>o + l+\/;
4
) lim —*=4 314X _ X
)x->4x2—x—12 1) lim 1+3 1+4
X->0
X
11— -5
L
2. Demuestre que lim 2% ylim cos £~ no existen.
X—=>0 X—=>0 X

3. Demuestre que si para todo x € V(a), x # a, a € R se tiene que f(x) < g(x);y

si lim f(x) =1y lim g(x) =1, entonces!<!'.
X—>a X—>a

§ 1V.4 Limites laterales y al infinito

Si el dominio X de la funcidn es tal que los valores cercanos al punto de acumu-
lacién a se encuentran sélo a uno de sus lados, es decir, a la derecha o a la izquierda
de a, entonces en la definicidn 3.1 se consideran s6lo sucesiones {x n}, tales que
X,~>ay x >a b x < arespectivamente.

Sin embargo, en ocasiones, aunque la funcion esté definida a ambos lados del
punto a tiene interés considerar el limite cuando nos acercamos a a solamente por
uno de los lados. Esto da lugar a la definici6n siguiente:

DEFINICION 4.1

Sea la funcién f definida sobre X y sea a punto de acumulacién de X. Entonces
el niimero [ se dice limite por la derecha (por la izquierda) de 1a funcion f en el
punt> a si para cualquiera sea la sucesion {x n} talque x, €X,nEN:

hmxnza , X, >a

(limx =a , x < a)

la correspondiente sucesion de valores {f (xn)} converge al niimero I:

Si un tal niimero ! existe, se escribe:

lim | fG) =1 (im f(x)=1)

X—>a

Los limites por la derecha y por la izquierda se llaman Iimites laterales de la
funcién f en el punto a.
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Observaciones

1) Siaes punto de acumulacién tanto para los puntos de X a la derecha como para
los que estin a la izquierda de él, entonces se pueden considerar ambos Hmites
laterales. Puede demostrarse facilmente ( jejercicio! ) que si en el punto a ambos
limites laterales existen y son iguales, entonces, el Iimite ordinario existe y es
igual a dicho valor comin, es decir, lim f(x) = lim f(x) =/= lim f(x).

x->a* X—>a~ x—>a
Reciprocamente, la existencia de limite en el punto implica la existencia o igual-
dad de ambos limites laterales.

2) Ambos limites laterales pueden existir y, sin embargo, no ser iguales, por
ejemplo:

Tomemos la funcibn y = sg x (ver figura IV, 21).

*Y

Y = sgXx

Fig. IV 21

Seax >0, x;<0 n=1,2,...
lim xn = lim X; =0
Entonces, lim sgx, =lim1 =1
lim sgx’ =lim(—1)=—1
y esto significa lim sgx = 1, lim sgx = — 1
x-> 0t X—> 0~
En los casos en que, como en el ejemplo, existen ambos limites laterales en

el punto a, se dice que la funcién tiene un salto en a y su longitud se define
como

|1im f(x)— lim  f(x)|=d

x—>at

En el ejemplo 1) se prueba que la funcién sgx tiene un salto en el origen de lon-
gitud 2,
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3) El hallazgo de los limites laterales es un instrumento ttil para determinar si una
funci6n tiene o no limite en un punto; por ejemplo:
La funci6n f(x) = sgx no tiene limite cuando X tiende a cero pues los limites
laterales, aunque existen, son diferentes.
Veamos otro ejemplo:

28 si x<0
x? +1
Dada la funcién f(x) = 3 & x>0

lim f(x)= lm x3=0
x->o*

x>0

lim f(X): lim 2x =£—=0
x>0~ x>0~ X* +1 1

Como ambos limites laterales existen y son iguales podemos decir que lim f x)
X0

existe y es igual al valor de los 1{mites laterales, en este caso, cero.
El limite fundamental exponencial. En el capitulo de sucesiones § I1.6 proba-

mos que

im(1+1) =e ()

donde n recorre los niimeros naturales. De aqui se deduce que para cualquier suce-
sién {k n} de niimeros naturales tal que

fim k_ =+ o0 )

se tiene que: k

lim(1+—kl—)n=e (3)

n

. Enefecto, sea dado € > 0. De (1) se obtiene que existe cierto ne tal que si
n > n¢, entonces

la+L)" —el<e
n
y por la condici6n (2) existe n'e tal que k >n_ paran >n/,, entonces:
k
n
'|(1 +T<1—) —e \<e (n>n)),
n

lo cual significa que se cumple (3).
Sea ahoraluna sucesién {xn} tal quelimx =0y X > 0. Probemos que

lim (1 + xn)xn =¢.



Podemos considerar que X, < 1 sin perder generalidad (;por qué?). Como
——> 1 para cadax se encuentra un nimero natural k ta.lquekn + 1> >kn

Xp
1

y por consiguiente <X, <73— Por tanto:
k, +1 kn
k, ‘ k,+1
a+ ) <(1+X) <(1+—) 3
kn k,
Por la propiedad (3) tenemos ‘
(1 1 )kn"' 1
k YT
1im(1+k1+1)“=1im Kn+ 1 =
n 1
(1+'k'n—ﬁ)
k_+1
lim (1 +—L—) "
_ kp+1 _
. 1
1
(4 )

k +1 k

ylim( 45 " =m0 " lim(1 + Ly =e

kn kn n

Luego, pasando al limite en las desigualdades (4), obtenemos:
1

lim(1 +x )" =

Dado que {xn} es una sucesién arbitraria tal que lim X, =0y x >0, queda
demostrado que

1
lim (1+x)*=
x>0
Sea ahora una sucesién {x }talquelimx =0, x, <0. Pongamosy =—X,

Entonces,y, >0 y limy =0. Ademds, sin perder generahdad podemos conslde-

rarqueyn<l n=1, 2,... -1 1
Entonces, lim (1 + x| )"n =lm(l ~y )Y"l hm(l ly e
n
)

y l#l
= ) --hm(l+z)1‘1

n

donde z, = >0, l1mz =0.

1-—y

Por lo demostrado anteriormente:
1 1

m(1 +x) " =lim(1 +2,) " lim(1 +z_) =e
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«

Pero {x_} era una sucesion arbitraria tal que lim X, =0y x < U;poreso
1

lim (1+ x);z e.
X 0" 1
Asi, la funcién (1 + x) * , x # 0, tiene en el punto O limite por la derecha e
izquierda, ambos iguales al niimero e; por tanto, existe el limite en x = 0 y es igual

ae:
1

lim (14+x)% =e
X—=>0

Este limite se conoce como limite fundamental exponencial, pues a partir de él,
haciendo convenientes transformaciones y cambios de variables se pueden resolver
infinidad de limites de tipo exponencial. Asi, por ejemplo, para determinar

3csex
lim(1 + sen x) hacemos el cambio de variable y = sen x y obtenemos la
X->0 3 1

expresion equivalente lim (1 +y) ¥ la cual se transforma en lim [(1 + y)—;]3 =
y—>o0 y—>o
(al final del epigrafe se resuelven ejercicios de este tipo).

Supongamos ahora que el dominio X de f contiene nitmeros de médulo arbitra-
riamente grande. Aunque + e y — oo son s6lo simbolos representativos de la diver-
gencia de un proceso al limite y no son ntimeros reales, es conveniente tomar ciertas
consideraciones que permitan hablar de limite al infinito andlogamente a como se
habla de los limites ordinarios.

Si por vecindades de + o= (0 — o0) entendemos los intervalos abiertos (x, , + )
(0 (— o=, X,)) para algiin x, €R, entonces, decir que + o0 (0 — o) es punto de acu-
mulacién del dominio X puede entenderse como que en toda vecindad de + o
(0 — o) existen infinitos puntos de X. Dejamos al lector probar que + o es punto
de acumulacion del conjunto X siy sélo si existe una sucesién {x_} de términos
diferentes que diverja a + co (lo mismo para — oo).

DEFINICION 4.2

Diremos que el ntimero / es limite de la funcién f(x) cuando x tiende a + oo si
la funci6n f(x) estd definida en un dominio que posee a + o= como punto de acumu-
lacién y lim f(x n) = [ para toda sucesion {xn} divergente a + o tal que x, €Dom f,
n&€N,

Anilogamente, se define lim f(x) =/ La notacidn lim f(x) = / significard en-

X—>-= X >
tonces que tanto lim f(x) como lim f(x) existen y ambos son iguales a 1.
X—>+o X >
Observacion

En general, muchas propiedades de los limites para x - a, donde a es un niime-
ro finito se cumplen andlogamente para X - oo. Los enunciados que se han hecho
en el texto de estas propiedades pueden traducirse directamente al caso a = oo,

Asi, todas las propiedades demostradas en este Capitulo para limites se cumplen
también para el limite al infinito.
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Ljemplos
1) Sea f(x) = =

Probemos:

tomando {xp} tal que Xn > + o obtenemos lim xi =0

n

1

Por tanto, lim 2 _ g
X > 420 X
b tm 1l_g
X—> - X
Andlogamente, se toma {xn} tal que x;, > — oo y se obtiene lim % =0,
X > ~oc0
De a) y b)se concluye que lim 4 =0,
X >w

2) Para la funcién f (x) = sg x evidentemente se cumple que lim sg X=1y

X+
lim sgx= —1,porlo que lim sgx, no existe.
X—> ~ X > =
EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Analice la existencia de los limites laterales de la funcién

7

1
Sx+2%
(%) » x<o0.
f(x) = 4x + 2

6X+1
2x
(1+x) ,X>0

enelpuntox =0y concluya si existe o no el Ifmite en x = 0.

Resolucion 1 .
Sx+2 x Sx+2 x
a hm f(x)= lim X = I+ === _
) () X —>g” (4X+2) x—)o ( 4x+2
1
X
= lim (1+
x—»o'( 4X+2)
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Haciendo el cambio y =

. S/ ustituyendo:
as3 ) X= Toay Ysustituyendo:

1-4y _1
. 2y , 2y ~2
lim (1+vy) = lim_((A+y) (1+y) )
y >0 y=>0
1 % 1

= lim (+y)) =¢
y—=>0

6X+1 1

1

b) lm f@)= lm (1+Xx) - ljm+[(l+x)—27 1+x)°] =¢*

X =0 x>0t X =0

Como ambos limites laterales en x = 0 existen y son iguales, entonces, el limi-
mite en X = 0 existe y es también /e’

2 Calcule el limite al infinito siguiente:
(:SC2
lim (cos? %)

X >

1
X

Resolucion

Recordando que cos® —)lz —1= —sen® 'I)Z x+0)

(S

1
X
si hacemos el cambio de variable y = — sen? —)lz , obtenemos

1 L )

Jdim  (cos? l)cscz-;— = lim (1+y) ¥ = lim (1+y)")?! =e 1
X=>e x y—>o y—>o

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Analice la existencia de los limites laterales de las funciones siguientes en los
puntos indicados.

a) f(x) = [x] (parte entera de x) en los enteros

X2 six<3
b) f(x) = ,enx=3
) () 2x +1 six>3
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- X+3
1+X » —1<x<0
c) f(x) = ( )sx ,en x=0
(I+x) " , x>0
4 1
2+4x , St X>0
d f(x) = 3x+1 ,en x=0

A+2x) ¥, dx<o0

Calcule si existen los limites al infinjto siguientes:

4x+ 5
3 lim -3
2_.3
b) lim _4_);___
X > oo 2y +3y2
3 2
¢ lim (—*— __X

x—>= 3x2-—-4 T 3x+2

. X+4senx
d) Lm Xtsenx
X —>= X—$enx

) lim x(Vx*+1 —x)

X >
f) lim sen x
X >
. 3x? x? :
g lm (———)
X > on 3X "-'4
CSC2§
h) Lm (cosl)
X =« X

$1V.5 Definicién de limite de una funcién segin Cauchy

El concepto limite de una funcién f (x) cuando x tiende a a, ha sido construi-
do sobre la base del concepto limite de una sucesién. No obstante, en muchas si-
tuaciones es conveniente contar con otra definicion.
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TEOREMA 5.1

Sea f(x) una funcion real definida sobre un dominio X y sea a un punto de acu-
mulacién de X. Para que el nlimero / sea limite de f en el punto a es necesario y
suficiente que se cumpla la condicién (e — 5 ) siguiente:

Para cada nimero real €, € > 0, existe un nimero real §,86 = § (¢) > 0 tal que
sixeEXy

Ix—al <8 , x+ a, entonces

H(x) —11<e

DEMOSTRACION

(Necesidad) Sea lim f(x) =/ Para probar que la condicién (¢ —§) se satis-
X =>4
face, asumamos lo contrario. Entonces, para algiin niimero € > 0 el correspondien-
te nimero & > 0 no existird, es decir, por muy pequefio que tomemos §, siempre
encontraremos un valor de la variable x = X' # a, y x' € X para el cual

Ix'—ai<d y |f(x)—1li=e

Tomemos una sucesién de nimeros positivos §,, convergente a cero; digamos

bp = % Sobre la base de lo dicho anteriormente, para todo &, = —rll podemos

hallar un valor x' = x;, tal que
IX;‘—a’<_r11 y H‘(xl'])—li';e

Asi, hemos construido una sucesién x}, x5, ... ,X, .. parala cual

Xp—a< % (n=1,2,3,...) v como % -~ 0 esto prueba que X; —»a.

Por hipétesis, la correspondiente sucesién de valores de la funcién
f(xy), f(xt), ..., f(xn), - .-

debe converger a 1, pero esto es imposible por el hecho de que para todo
n=1,2,...,tenemos ]f(xn) — | <e. Esta es la contradiccion buscada, que-
dando asi demostrada la necesidad de la condicién (¢ — 6 ).

(Suficiencia) Esta parte de la demostracién es mds sencilla. Supongamos
que f cumple la condicién (¢ —§) en el punto a. Tomemos una sucesién arbitra-
ria del dominio de f que converja a a, y cuyos términos sean todos distintos (esto
es posible, puesto que a es un punto de acumulacioén de X). Por definicién de li-
mite de la sucesion, a cada nimero § > 0 le corresponde un nime-o Ny tal que
para n > Ny la desigualdad |x, —al < § se satisface. Utilizando la condicién
(e—6) obtenemos |f(x) —!|< e. Esto prueba la convergencia de la sucesién
{f(xy)} al nimero 1y con ello queda probada la suficiencia de la condicién

(e—5).
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Este teorema nos permite, pues, dar la definicién de limite de una funcién en

un punto (segin Cauchy), la cual como hemos demostrado es equivalente a la de-
finicién 3.1.

DEFINICION 5.2 (Limite segiin Cauchy)

Sea f funciény a punto de acumulacién del dominio de f.
El nlimero / se llama limite de la funcién f en el punto a, si cualquiera sea

€ > 0 puede encontrarse un§ = § (¢) > 0 para el cual la condicién x € Dom f y
Ix—al< 8 , x # a, implica que

fx)—lIll<e

Observaciones

1

2)

Las definiciones de limites laterales y al infinito vistas en el epigrafe § IV.4

pueden ser parafraseadas en el lenguaje (¢ — §). Por ejemplo, lim f>(x)=1
X »a*
si cualquiera sea € > 0 puede encontrarse un & = § (e) > 0 tal que ) —ll< e

para las x del dominio de f que cumplen 0< x —a< 6. La adaptacién al len-
guaje (€ —5) de las demas definiciones queda como ejercicio.

Utilizando el concepto vecindad de un punto de R, la definicién (e — &) asume
la forma siguiente:

El nimero / es 1imite de f cuando x - a si para todo € > 0 existe un § = 6(6) >0
tal que si x pertenece a la 6 -vecindad del punto a y x + a:

x€eV(a;6)NDomf, x+a
entonces, el valor de f en este punto x pertenece a la e -vecindad del niimero /.
fx)eV(;e)

Esta observacién nos permite dar una interpretacién geométrica del concepto
limite (figura IV, 22),

I+e€

!
!
t—e F-r
| | I
I | !
: I |
| |
S B X
a—6& a a+?bd
Fig. IV .22



Para todo € > 0, los valores que la funcién asume en la vecindad de a de
radio 8 = & (¢) > 0, estan contenidos en una banda de amplitud 2¢ y centrada
enl
Ejemplos

1) Utilizando la definicion de limite segin Cauchy probemos que
lim (3x —8)=-—35.

X->1

Sea € > O arbitrario. Debemos encontrar § > 0 tal que si x—1l< 8, x#1,
entonces |(3x —8) + 5)| < €. En otras palabras, es necesario resolver la desi-
gualdad

I3x—8)+5I=31Ix—1I<e

Evidentemente, si § = —%— , para Ix — 1 1< 8, se cumple que
I(3x—8)+51<3~8=3—§—=e

0 , x irracional 0< x< 1

il, X = % fraccion irreducible, 0< x<'1

(Recuerde que —g— es irreducible si p y q son enteros sin divisores comunes y

q > 0), figura IV.23.

I
1 .
13-- . .
%.. ° ® . .
X
i1 12 1 32 3 4 1
[} 4 3 5 2 5 3 4 5
Fig. IV.23

Para cualquier niimero a, con 0< a< 1, la funcidn f tiende hacia O en a.
Para demostrar esto, considere un niimero cualquiera € > 0.

, - 1
Sea n un niimero natural suficientemente grande de modo que o < €. Observe
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que los tinicos nimeros x para los cuales pudiera ser falso |f(x) —0 I< € son
2’3’3’4’4’5’5’5’!1””"n'

(Si a es racional, entonces, a podria ser uno de estos nameros). De tales nimeros

puede haber, a lo mds un nimero finito. Por lo tanto, entre todos estos nimeros

habri uno que serd el mds proximo a a: es decir % —a ‘ es minimo para

algin E entre estos niimeros. (Si ocurre que a es uno de estos niimeros, con-

sidérense entonces sdlo los valores l—g—— —a l para —%— # a). El nimero & puede

elegirse como esta distancia minima, pues si 0< Ix —a l< &, entonces x no es
ninguno de los niimeros en (1) y, por lo tanto, se cumple 1f(x) —0 1< €.

Observe que nuestra descripcion del § que corresponde a un € determinado es
del todo adecuada: no es, en ningiin modo imprescindible dar una férmula para &
en términos de ¢, la expresién & = & (€) > O significa solamente que este niimero &
se halla después de haber prefijado el niimero €, es decir, depende de € y 7o hace
falta hallar una férmula que lo determine en funcién de €, aunque en la prictica, a
veces, es posible hacerlo.

Ejemplo
3) Demostremos que lim a* =1,2>0.
x>0 L 2
Supongamos que a> 1. Como lima”=1ylima " =lim 11 =1 (ver'
an

capitulo II § 4), para cualquiera € > O se encuentra N, tal que
2 o
laN€—1‘<e y laNe—1l<e

Teniendo en cuenta el crecimiento de la funcidn exponencial cuando a> 1
(ver Apéndice) de las relaciones anteriores se tiene

-1 1
NG

NE
1—e<a <a <l+e

Sea § >0, tal que 8 < Nl ; entonces, |x | < § significa que

-1 1
N, < x<L N,
de donde,
=1 L
N,

l—e<ca ‘<a*<a <l+e
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O sea, para | x | < & se cumple
[2*—1|<e
lo que significa lim a* = 1.

X—>0

Si0< a< 1 se demuestra anilogamente, s6lo que, en este caso, la exponencial
serd decreciente y las desigualdades cambiardn de sentido.

EJERCICIOS

Ejercicio resuelto
1. Pruebe a partir de la definicién segiin Cauchy que

lim x? =25
X—>5

Resolucion

Por la definicidn de Cauchy se cumple que lxm x? =25, siy solo si, para

todo € > 0, existe 6 > 0 tal que de 0< Ix—5|<8seobt1ene Ix? —251<e.
Como

(%2 =25 =|x—=5{|x+5{<8!x+5I<8 (x| +]5])

Por otra parte, |x —51 < 8
osea,—o6< x—5< 8

5—8<x< 8 +5. Estoimplica que |x| < § +5, por tanto, |x* —25/< §(5 +10).

Paraque $(6 + 10)<e

basta que <\/e+25—-5

puessx <\/e+25—5

entonces, § (8 + 10) < (Ve +25—=5)(Ve+25+5)
=€+25—-25=¢€.

Asi, hemos probado que para todo € >0 existe § = v/ € +25—5>0 tal que
si Ix —51< 8, entonces |x* —251 < ¢, es decir, lim x* = 25.
X =5

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Utilice la definicion de limite de una funcion seglin Cauchy para probar que:

. ox+1 1 : X
a) lim = b) lim =1
x>0 2 2 ) x->00 L +x
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2—
9 tim X =% _4 d) lim x=0

x>2 X—2 x—>0*

2. Pruebe que lim x? = 4,001 es falso.

X=>2

3. a) Demuestre que si lim f(x)> P(< ) entonces existe una vecindad de a, V(a)
X—>a
tal que para todo x € V(a), X # a, se tiene f(x)>p q).

b) Demuestre que si f(x) > P (< @) para todo x # a de alguna vecindad V(@)y
si lim f(x) existe, entonces, lim f(x) = p (< q) (a puede ser finito o
x->a

X—>a
infinito). ,
4. Dada la funcién f(x) = xx _—24 pruebe que existe una vecindad V(2) del

punto 2, tal que f(x) > 3 para todo x € V(2), x#2.

5. Suponga que f(x) >2 parax > 5 y f(x) <1 para x< 5. Pruebe que lim f(x)
no existe. - XS

§ IV.6 Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy
para funciones reales

Para las funciones reales existe también un criterio de convergencia de Bolzano-
Cauchy. En este caso, formularemos el criterio teniendo en cuenta la posibilidad de
que el punto de acumulacién del dominio de f donde queremos determinar la exis-
tencia del limite ordinario o lateral sea finito o infinito.

TEOREMA 6.1 (Criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy para funciones reales )

Para que la funcién f tenga limite finito cuando x - a, donde a es un niimero x,
0 uno de los simbolos oo, + 00, — oo, x; » X » €8 necesario y suficiente que se cumpla
la siguiente condicién:

(B —C) para cada € > O existe § = § (e) > 0 tal que si x, x' € Dom f y xeV(a;$),
X#ay x'eV(a;8),x"+a, entonces se cumple

) —f(x) < e

Observacion

El simbolo V(a; §) representa una vecindad de a seglin que a sea un niimero x,,
0 uno de los simbolos o0, + 00, — oo , x;, Xg - Por ejemplo, si

+
a=Xq

V(@;8) =V(xg +;8) = {x:x, < x< x, +8}
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DEMOSTRACION

(Necesidad) Sea lim f(x) =/, donde / es un nlimero. Esto significa, por la
X—>a

condicién (€ —8), que para cada € > 0 se encuentra § = § (€) > 0, tal que para cual-
quier x € V(a; 8) x # a, se cumple:

|f(x)-1|<—§—

Sean x € V(a;8),x' € V(a; 8), x +a, X" # 2; entonces,
If(x") — f(x) | = I[f(x) =1} + {1 —f(0)] 1 <
< &Y —11+ lf(x)—ll<-§-+-§—=e

es decir, se cumple la condiciéon (B — C).

(Suficiencia) Sea f una funcién que satisface la condicién (B — C) parax —» a.
Sean ¢ > 0 arbitrario y § = 8 (€) tales que se cumple (B —C). Sea ahora {xn} una
sucesién del dominio de f tal que limx =a, X #3; entonces x € V(a;8) para

nzNg (1)

Probemos que la sucesidén {f(xn)} es convergente,
De acuerdo con la condicién (B — C) para todo x € V(a;8) y x'e V(a;8),
X # a, X' 3= a, se obtiene la desigualdad

Ifx)—fx)!<e
Luego, por (1) para cualesquieran> N, y m>Nj se cumple
X, € V(a;8), X € V(a;6)
y, por tanto, | f(xn) — f(xm)| < €.

Es decir, la sucesion {f(xpn)}satisface la condicion de Bolzano-Cauchy para
sucesiones y, por consiguiente, converge a un cierto nimero 1

lim f(xn) =1

Probemos ahora que lim f(x]) = { para cualquier otra sucesién {x;‘} tal que
limx! =:a, x, #a, x, eDomf, n=1,2,...
En efecto, construyamos la sucesion

Xy s sin=2k~—1

Xy = Jk=1,2,...
x{( , sl n=12k
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Evidentemente, lim xL’ =ay x;" #aparatodon=1,2,... De ahf que, por
lo ya demostrado, exista lim f(x!') y como el limite de cualquier sucesién conver-
n

gente coincide con el limite de cualquiera de sus subsucesiones, se tendr4
lim f(x!') = lim f(x,)
lim f(x}) = lim f(x;)

Y, por tanto,
lim f(x ) = lim f(x;) =1

Asi, de acuerdo con la definicién de 1fmite de una funci6n segtin Heine
lim f(x)=1
X->a

El criterio de Bolzano-Cauchy para convergencia de funciones estd demostrado.

Observaciones

1) En el caso en que a es un niimero, la condicién de Bolzano-Cauchy puede para-
frasearse de la manera siguiente: para cualquiera que sea € > 0 existe un
8 =8 (€) >0 tal que si

Ix—x,1<8, IxX'—x,1<5, X#Xg, X'# X,
entonces, se cumple | f(x') —f(x) | <.
2) Enel caso a = oo, entonces a la condicién de Bolzano-Cauchy se le puede dar

la forma siguiente: para todo € > 0 se encuentra un § = § () > 0, tal que si
Ix1 >8, Ix'| > 8, entonces f(x') —f(x)I< e.

3) Para el caso de lfmites laterales finitos o infinitos se puede parafrasear la condi-
cidn de Bolzano-Cauchy sin utilizar las vecindades de la forma siguiente: para
todo € > 0 existe  (n < a en caso limite a la izquierda y n > a en caso lfmite
a la derecha) tal que para todo par x, x’ cumpliendo las condiciones n< x<a,
n< x'< a o, respectivamente, a< x< 7, a< x'< 1, se cumple la desigualdad
f(x) —f(x)I < e.

EJERCICIOS
Ejercicio resuelto

1. Demuestre que la funcién f(x) = sen x satisface {(B—C)entodoaE€Ry que no
lo satisface paraa = t oo,
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Resolucion

a) Sea a €ER. Seae >0, y x #x' tales que x # a, entonces, |f(x) — f(x) =

= |senx —senx'|l = |2 sen (—3(——'—2"L ) cos (X ;—x ) | (ver propiedad 2.6).

Como |cosx| <1 para todo x €R
y Isen x 1< Ix | para todo x €R.
se tiene que

() — f(x') | < —21-’-‘%"—'—

= lx—x'l
= Ix—a+a—x'l
< Ix—al+ la—x'l
Tomando 0< § < —;— y considerando x, x’ € V (a; §), es decir, Ix—al< 5,

Ix' —al< & se tiene

If(x) — f(x") |< -62- + % =€

y queda demostrado que f(x) = sen x satisface(B —C) enx = a.

Luego, f(x) = sen x cumple (B -- C) en todo a €R.

Nota: Portanto lim sen x existe para todo a €R.
X ~>a

b) Sead =+, Seae = % Y Xo €R, cualquiera.
Entonces, si n es suficientemente grande x = 2nw,x' = (2n + 1) %— cumplen

X>Xe Y X'>Xo0 ¥ |senx—senx'|=Isen2n1r—sen(2n+1)%I-_—l_

* Luego, en cualquier vecindad de + oo existen puntos tales que If(x) —f(x'){ =
=1> —% por lo que no se cumple la condicién (B — C). Observe que podemos con-
cluir del teorema 6.1 que lim sen x no existe. El caso x - — oo se analiza de

X > +>=
forma andloga.

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Analice en los casos siguientes si la funcidn satisface 1a condicién (B —C) en el
punto indicado:

a) f(x) = -l—%;en x=0
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" x? ,six<3
b) f(x) = ;enx=3
| 2x+1,s8i x> 3

¢) f(x) = vV l—;cost

,enx=0

2. Demuestre que f(x) = a* satisface la condicién (B—C) paratodoa €ER y
para 2 = — oo, pero que no la satisface para a = + oo,

PREGUNTAS DE COMPROBACION

1 Defina y ejemplifique los conceptos de funcién, dominio e imagen de una fun-
cién. Ponga un ejemplo.

2. ;C6émo se define 1a composicién de funciones? ¢Siempre es posible componer
dos funciones reales? ;Qué propiedades posee y cudles no cumple la opera-
cién de composicién de funciones?

3. ;Cudles son las funciones elementales bésicas?

4. (Qué propiedades de las funciones trigonométricas son esenciales para deducir
de ellas toda otra propiedad de estas funciones?

5. Dé un ejemplo de una funcién elemental algebraica y otro de funcién trascen-
dente.

6. Exprese la definicién de limite de una funcién (segiin Heine). ;Depende el 1i-
mite de la sucesién {xp } que se elija?

7. ;Cémo se definen los limites laterales y los 1fmites al infinito? (Pueden exis-
tir ambos limites laterales y no existir el 1imite en un punto? Demuéstrelo.

8. Dé la definicion de limite de una funcién (seglin Cauchy) y demuestre que es
equivalente a la definicion segiin Heine.

9. Enuncie y demuestre el criterio de convergencia de Bolzano-Cauchy.

10. Formule qué significa que una funcién f no cumpla la condicién de Bolzano-
Cauchy en el punto x = a.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS
1. a) Sif(x) = In x, demuestre que f(x) + f(x + D=f(x(x+1)).

b) Sif(x)=In (}—;%), pruebe que f(x) + f(y) = f( 1x++x)}" )

2. Seaf(x) =a*, a>0:
a) Demuestre que para cualquier valor de x es vélida la relacién
f(—x)f(x)—1=0
b) Demuestre que f(x) f(y) = f(x + y).
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w

. Seaf(x) = —;— (a* + a2 ¥) donde a> 0.

Demuestre que f(x +y) +f(x—y) = 2f(x)f(y)

4. Una funcién se dice par (impar) si f(—x) = f(x) (f(—x) = —f(x)).
Demuestre que toda funcién puede escribirse como suma de una funcidn par y
otra impar.

W

. Sea f(x) una funcion definida para 0 <x < 1. Halle el dominio de definicién
de:

a) f(sen x) b) f(ln x) c) f(_[%:l

6. Demuestre o dé un contraejemplo de las proposiciones siguientes:

a) fo(g+h) = fog+foh o) fcl)g - % og
b) (g+h)of = gof +hof d) LN |
fog g

7. Encuentre f(x) si se sabe que

a) f(x+1) =x*—3x+2

b) f(yl) —x+ YV 14x2, x>0

o

. Seaf: [a,b]— K. Seaxo €(a, b). Explique por qué son correctas las defi-

niciones de lim f(x) = [ siguientes:
X~ Xo

Para todo & > 0, existe € > 0 tal que, para todo x:
a) Si0< Ix —xol< €, entonces If(x) ~11<8
) Si0< Ix—xol< €. entonces If(x)—11<6
¢) Si0< Ix —xo!< €, entonces fx)—1<56
~d) Sio< Ix —xol< T%,entonces if(x) —11<8

e) Si0< Ix—xol< €, entonces lf(x) —11<8

9. Exhiba ejemplos que demuestren que las definiciones de lim" f(x) = 1 siguien-
tes no son correctas: x=>a

a) Paratodod > 0 existe un € > 0 tal que si tx —al< 8, x # a, entonces
1(x) — 11 <€

b) Para todo € > G existe un & > 0 tal que si 1f(x) — 1< e entonces
fx —al< 8, x#a.
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10. a) Sino existen los imites lim f(x) y Lm g(x), ;pueden existir
X->a X—>a

11.

12,

xliin () +g(x)) o lim f(x) g(x)?

X—>a
b) Siexisten loslimites Lim f(x) y lm (f(x)+ g(x)) ;debe existir
X~—>a X—>a
lim g(x)?

X—>a

¢) Siexiste el limite lim f(x) y no existe el limite lim g(x), ;puede
X—>a X->ra

existir lim (f (x) + g(x))?

X —>a

d) Siexisten los limites lim f(x)y lim f(x) g(x}, ;de ello se obtiene
X—>a X —>a

que existe lim g(x)?

X—=>a

Analice la existencia de los Iimites de las funciones siguientes en los puntos in-
dicados:

a) f(x) = mantisa x = x —[x] en los enteros
1

b) f(x)=xeX enx =0

<) f(x)=x[—%—]enx=0

d) f(x) =xsen —)1( enx=290

e) f{x) = —}g—sen —)%enx:@

Calcule los E'mites siguientes:

3y lm (+/2x* —3—5x)

X~
2
b) lim Vaxt+3
X >+ 4x 42

VX +YX+VE
¢) lim
X >4 Vax+1

3 5
d) lim 2\/x+3\/x_+5\/x
x>t fa—2 +V =3
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e) iim [sen Vx+1 — senvx]

X >+

£ lim x+1

2
X>-1 /x+17-2

sen (x — —g—)

g lim
x> V3—2cosx
6

2sen®x+ senx—1

h) lim 5
x_,% 2sen* x— 3senx+ 1
) lim x*—x—2)%

x=>2 (x> —12x + 16)*

i) lim 1% _2x +1
X -»1 x5°-2x+1

om o fie /i - S Sie

1 2 2
D im X [(x+ 1) —(x—1)°]

X >+

m) Determine a, y b, de modo que

lim [V x*—x+1 —a,x—-b;]=0

X ~>w

13. Demuestre que lim 2 _

X>4+o ex -
(Sugerencia: utilice que lim in = 0 y un método andlogo al utilizado en el
e

cdlculo del limite lim (1+ %)“)

14. Calcule:
. In .
a) Hm —x—x— b) lim xInx
X ->+o x>0
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15. Analice la convergencia de las series:

a) T (- Aon b OEO sen na
n=2 =1 n )n=1 on
¢©) T sen -I- d z In n
n=1 2n n=2 \4/117

16. Demuestre que la férmula
f(x) = lim hlr(n (cosn! 7 x)2k
n

representa la funcién de Dirichlet considerada en $IV.1.

17. Decimos que la funcién f(x) es infinitamente grande en el punto a y se denota
lim  f(X) = o si para todo M existe un & > 0 tal que, para todo x que cum-
n->a

pla0< Ix—al<8 es If(x)| > M (trazar un gréfico ilustrativo).

a) Exprese la definicién andloga en el lenguaje de las sucesiones.

b) Dado € > 0 fijo, demuestre que si |f(x)| > € para todo x

y lim g(X) = 07
entonces Xx—>a

lim f(x — oo
x>a 8(x)

¢) Defina lim f(x)=o0, lim f(x)=c y lLimf(x) = ;Cudntos otros
x->at > a

simbolos similares podria definir?

d) Demuestre que lim 1l_w

x—»ot X

e) Demuestre que lim Jf(x) =0 siysolosi lim f(i) = oo
X -0

x> o

f) Demuestre que f(x) = —)lz cos —)lz es no acotada en cualquier vecindad de
cero, pero no es infinitamente grande en x = 0

18.

Se dice que L es el limite superior de oscilacion de la funcién f(x) (o simple-

mente limite superior) para x — a, si para cada niimero positivo € > 0 se veri-
fica:

) f(x)< L + € en toda una vecindad reducida de a
i) f(xo) >L —¢ en algin punto xq de cada vecindad reducida de a

Andlogamente, se define el limite inferior de oscilacion de 1a funcién f x)
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para X - a: basta intercambiar el sentido de las desigualdades en i) y ii) y es-
cribir l en lugar de L.

Notacion: 1= lim f(x)= lim inf f(x)

X—>a X—>a

L= lim f(x)= lim sup f(x)

X—>a X —>a

a) Pruebe que si f(x) = sen %- , entonces,

lim f(x)= —1y Iu—r.l— f()-()zl

X =0 X—=>0

b) Pruebe que la funcién de Dirichlet tiene en todo punto limite inferior de
oscilacién 0 y limite superior de oscilacién 1.

¢) Defina los limites de oscilacién laterales, en el infinito y los limites de os-
cilacién infinitos, es decir, cuando a representa X3 , X5 , —°, + % y/o/,
L representan —oo, 4 oo,

d) Pruebe que la funcién 1 __ tiene en el x = 0 los limites de oscilacién
sen =~
X
l= —oo,L=+0co. En cambio, para X —» oo es [ = L = eo limite ordina-

rio (segiin el ejercicio anterior 19).

¢) Pruebe que una condicién necesaria y suficiente para que la funcién f(x)
admita limite ordinario en el punto x = a es que coincidan en €l los dos
Iimites de oscilacion.

f) Demuestre que para toda funcién definida en un intervalo, existen ambos
Ifmites de oscilacién en cada punto de dicho intervalo (laterales en los ex-
tremos del intervalo).

g) Pruebe las desigualdades siguientes:

Tim £(x) + lim g(x) < lim (f() + §(x) ) < lim £(x) + lim g(x)

;Qué desigualdades se cumplen para la diferencia f(x) — g(x)?
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CAPITULO V. CONTINUIDAD DE FUNCIONES REALES

El movimiento es la unidad de la continuidad y la
discontinuidad (del espacio y el tiempo).

V.L LENIN!
Introduccién

Uno de los conceptos que desde la antigiledad hasta nuestros dfas ocupa la
atenci6n de fil6sofos, fisicos y matemdticos es el concepto de eontinuidad. La im-
portancia de este concepto reside en su vinculacién con el problema del movimien-
to. En la antigua Grecia se desarrollaron una serie de teorfas acerca de la continui-
dad del espacio y el tiempo ¥, por ende, del movimiento. En la introduccién de]
ler. y 3er. capftulos hemos mencionado dos de las famosas paradojas de Zenon de
Elea: “Aquiles y la tortuga” y “La Dicotomia”, las cuales reflejan la confusién de
la época. Planteemos ahora otra paradoja, también de Zenon de Elea, donde se ma-
nifiesta una vez miés el absurdo a que conduce una incorrecta concepcién de la con-
tinuidad del espacio y el tiempo. En esencia, el razonamiento de Zenon de Elea en
su paradoja “El vuelo de la flecha” consiste en Io siguiente: “Una flecha en vuelo en
cada instante se encuentra en cierto punto del espacio y, por eso, en cada instante
estd en reposo. De esto se deduce que una flecha en vuelo siempre est4 en 1eposo y,
por tanto, no est4 volando”.

Las paradojas de Zenon demostraron que si se quiere encontrar una solucién
16gica del problema es necesario asumir un punto de vista dialéctico, es necesario
desarrollar y aplicar razonamientos basados en las cantidades infinitesimales. Sabe-
Inos que como respuesta surgi6 el “método de exhausién” mencionado en la intro-
ducci6n del capftulo II, y que cuando “se vuelve a los clisicos”, en el Renacimiento,
unos 2,000 afios después, se produce la revolucién cartesiana de la que hablamos en
la introducci6n del Capftulo IV.

La definicién del concepto de continuidad de una funcién a partir de la revolu-
¢ibn cartesiana se identificé con la continuidad de su gréfico.

La continuidad de una curva resulta intuitiva. Basta comparar, por gemplo, dos
curvas (figuras V.1 y V.2) y a primera vista vemos la diferencia entre ellas:

Enla figura V.1 se ha dibujado una Ifnea continua.
En la figura V.2 una lfnea discontinua; el punto x4 es un punto de discontinui-
_.dad de la curva. En todos los demds puntos con excepcién de xq la curva es con-
tinua,

Una funcién continua pues, en el siglo XV1I est4 representada por un trazo so-
bre una hoja de papel que s ha dibujado sin levantar el l4piz de ésta.

Pero ya en el siglo XVIII se comenzé a operar con funciones tan complicadas
que resultaba imposible confiar en la intuicién. A principios del siglo XIX se hacen

'LENIN, V.1.: Obras completas. .29, p.231.
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1\

Fig. V.I

oFb—— —

Fig. V.2

descubrimientos de cualidades de la materia insospechados desde el punto de vista
cartesiano, como es el caso del movimiento browniano, descubierto por el inglés
Brown, en 1827, que consternaba al observador deseoso de representarse la trayec-
toria de una partfcula en suspensién en el fluido. Asf, el conocimiento mas profun-
do de la realidad fisica impulsaba a los matemiticos al desarrollo dialéctico del con-
cepto de continuidad.

También desde el punto de vista puramente matematico la representaci6n in-
tuitiva de la continuidad no puede servir como fundamento para la construccién de

una teorfa matemética. Asf, por ejemplo, la funcién y = x sen _X7r_ , definida para

todo x diferente de O y con limite 0 cuando x tiende a 0, es una funcién continua
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para todo x si se define como 0 en e] origen. Esta funcion se anula entonces para
X = Oy para todo x tal que sen% =0, es decir, para x = Oy parax = %(kél)n

Luego se anula una infinidad de veces y nos vemos precisados a renunciar a repre-
sentar grificamente esta funcién en un intervalo que contenga al origen con un tra-
Z0 continuo sin levantar el lpiz del papel (figura V.3).

rY

Fig. v 3

Por tanto, es necesario dejar a un lado los razonamientos basados en la intui-
cidn y buscar una fundamentacién mis precisa y 18gica del concepto de continui-
dad. De los matemiticos del siglo XIX que se destacan por sus esfuerzos en este
sentido dos reciben los mayores reconpcimientos: Agoustin Cauchy (1789-1857) y
Karl Weierstrass (18 15-1897). Pero, quien realmente introduce primero el germea
del rigor en las demostraciones de an4lisis matemético fue el filésofo y matemético
checo Bernardo Bolzano (1781-1848). Expulsado dela Universidad de Praga por
difundir las ideas revolucionarias contra la monarqufa austrfaca se le prohibe ex-
presarse piblicamente tanto oral como por escrito y se le condena al ostracismo.
Las condiciones extremadamente hostiles en que se desarroll6 1a obra de Bolzano
fueron la causa que sus trabajos no se reconocieran hasta 30 afios después de su
muerte y el manuscrito de su obra fundamental “Estudio sobre las funciones” fue
encontrado en 1920 y publicado en 1930, es decir, exactamente 100 afios después
de su escritura. Bolzano en la fundamentaci6n del an4lisis matemético hizo mucho,
antes que Cauchy y por supuesto que Weierstrass.

Asi, por ejemplo, en 1817 Bolzano formuld y demostré el teorema que noso-
tros enunciamos como teoremas de Bolzano-Weierstrass en el 1ero. ¥ 2do. capitulos.
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Algunos afios antes que Cauchy enuncid el criterio de convergencia de Bolzano -
Cauchy para sucesiones y dio la definici6n rigurosa de funcién continua (sin el uso
del lenguaje € — & que aparece después con Riemann).

Una ilustracion caracterfstica de su afin por demostrar 16gicamente los teore-
mas por muy evidentes que fueran, estd en el conocido por ler. teorema de Bolzano
sobre la existencia de ceros.

Antes se consideraba evidente que si una funcién tomaba valores de signos
opuestos en los puntos extremos del intervalo [a,b], entonces, debfa tomar el va-
lor cero en alglin punto intermedio ¢, a < ¢ < b (figura V 4).

*v

f(b)#———————

|
I
l
d

f{a)

Fig. V.4

Bolzano dio una demostracién rigurosa de este resultado que nosotros expone-
mos en este capitulo.

Pero no par6 ahi. En esta época (y alinen épocas recientes) muchos matema-
ticos tomaban como condicién equivalente a la continuidad de f(x) (o bien como
definicién de ella) el que no pasa de un valor a otro sin tomar todos los intermedios.

Bolzano construyd una funcién B(x), la cual sobre [—1, 1] toma todos los va-
lores de —1 a +1 y tiene una discontinuidad en cada punto de este segmento..

Debemos sefialar que Bolzano también enuncié y demostré el teorema sobre
extremos de funciories continuas que nosotros en el capftulo, siguiendo la tradici6n,
hemos denominado como Teorema de Weiertrass.

En la obra de Bolzano y en particular en su “Estudio sobre las funciones” estd
contenida la casi totalidad de los resultados incluidos en este capftulo. Quizés el
anico resultado importante que se le escap6 a Bolzano es aquel con el cual cerramos
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el capftulo y que se conoce como Teorema de Heine-Cantor o Teorema de Cantor.
Heine fue el que dio la clasificacién de la continuidad global en un intervalo en uni-
forme y no-uniforme y Cantor casi a finales del siglo pasado demostré la equivalen-
cia de ambos conceptos en el caso de funciones continuas sobre intervalos cerrados
y acotados.

Este capitulo contiene, ademds de los resultados antes mencionados, algunos
aspectos de la teorfa de lfmites de funciones que como dijimos en la introduccién
al Capitulo IV preferimos incluirlo aquf para facilitar su ejercitacién. El capftulo
es voluminoso pero todo en él es imprescindible para comprender mejor la materia
de los siguientes tomos de esta obra,

$ V.1 Concepto de continuidad

Analizaremos la continuidad de una funcién real en aquellos puntos que posean
una vecindad completamente contenida en el dominio de f (lo que ocurre en casi
todos los problemas practicos), es decir, en los puntos de un cierto intervalo abierto
del dominio de f. Esto se adapta a nuestra concepcibn intuitiva de la continuidad,
como trazo continuo, representacién de una correspondencia entre intervalos.

DEFINICION 1.1

Sea la funci6n f(x) definida en un cierto intervalo abierto I yseaa €l Se dice

que f{x) es continua en el punto a si lim f(x) = f(a).
X—>a
Observaciones

1) Esta definicion supone que se cumplan tres condiciones:
a) a€Domf
b) Existe lim f(x)=/

X —>a
c) I=f(a)
Cuando alguna de estas tres condiciones no se cumple, entonces, se dice que a
es un punto de discontinuidad de f .

2) Nétese que si f(x) no est4 definida en a no es continua en ese punto; sin embar-
80, cuando hablemos de punto de discontinuidad supondremos que este punto
sea punto de acumulacién del dominio de la funcién. Cuando un punto no sea
de acumulacién del dominio de la funci6n, no analizaremos la continuidad en &L

Segin la definicion de limite de una funcién utilizando el lenguaje de las suce-
siones, Ia definicion de continuidad es equivalente a la siguiente:

DEFINICION 1.1’

Sea f como en la definicién 1.1. La funcién f es continua en el punto a €1 si
y solo si, para cada sucesién {xn} tal que x, €1,y tal que lim X, = a, la sucesién
{f(xn)} es convergente y, ademds, lim f(x,) = f(a).
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Esta definicién en el lenguaje de las sucesiones permite interpretar la situacion,
frecuente en la prictica, de que al medir una cierta cantidad y con ayuda de un pa-
rémetro x del cual depende continuamente, y = f(x), tenemos la certidumbre de
que mientras mds exactos sean los valores de x, (obtenidos por medio de medicio-
nes o célculos) tanto més exactos son los valores de y, = (X ).

Seglin el lenguaje “e — 6, la continuidad de una funcidén f en un punto a se
puede expresar como sigue:

DEFINICION 1.1"

La funci6n f es continua en el punto a si y sblo si para cada € > 0 se encuen-
tra un ntmero & > 0 tal que If (x) — f(a)l < e siempre que |x —al <§.

Esta definicién puede parafrasearse asi:

“La funcidn f es continua en a si, dado cualquier grado de exactitud € >0
para el valor necesario de la funci6n, existe un grado de aproximacién para el ar-
gumento 8 = & (¢) > 0 tal que en cuanto tomemos un valor x para el argumento a
una distancia de a menor que 8 y evaluemos f en x, entonces este valor f(x) repre-
senta al valor f(a) con un error menor que €.”

Como en el caso de la definicién de limite, la definicién de continuidad puede

darse en el lenguaje de las vecindades.

DEFINICION 1.1

La funcién f es continua en a si y s6lo si para toda vecindad de f(a),
V (f(a); €), se encuentra una vecindad V(a;8)de a tal que

f{V(a;8)] C V(f(a):¢)

y = f{x)

fla) + ¢

-

f[Via;8)] f(a)

fla)—¢€

¥
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Por ultimo, denominemos incremento del argumento en el punto a: AX =
=x —a y llamemos incremento de la funcién f con relacién a x ala diferencia
Af = Ay = f(x) — f(a). Entonces, en el lenguaje de los incrementos se tiene:

DEFINICION 1.1""

f es continua en a siy solo si a incrementos infinitesimales del argumento en el
punto a le corresponden incrementos infinitesimales en la funcién, o sea,

AX~> 0

La demostracién es inmediata y la dejamos como ejercicio.

Observaciones

1) Sien la definicidn 1.1 consideramos que la funcién est4 definida en una vecin-

dad lateral del punto a (es decir, en (a, x) 0 (x,2)) y sustituimos lim f(x) por
x—>a

el correspondiente lfmite lateral obtenemos el concepto continuidad lateral (por
la derecha o por la izquierda) en el punto a. Dejamos al lector, como itil ejerci-
cio, la reformulacion de la continuidad lateral en los distintos lenguajes.

2) Diremos que una funcién f(x) es continua en un intervalo abierto si es continua
en cada punto de dicho intervalo. Una funcién es continua en un intervalo ce-
rrado si es continua en cada punto interior al intervalo y continua lateralmente
en los extremos del intervalo.

Ejemplos

1) Consideremos f(x) = x y demostremos que es continua en todo punto a€R.
Para ello, hallemos el incremento

Ay =f(x) —f(a) =x —a=AX ‘
Luego, evidentemente, lim Ay =0. Esdecir, f(x) = » es continua en
AX -0
('_°° s°°)°
—1,x<0
2) Lafuncibny = sgx:J 0,x=0
L 1,x>0

es discontinua en el punto 0, pues no existe el limite de sg x cuando x - 0. Sin
embargo, esta funcion es continua para los restantes valores de x (;Por qué? ).

Luego, sg x es continua en (—oo, 0) y en (0, + o)

249



2
3) La funcién f(x) = ’:( :ll no es continua en el punto x = 1 porque 1 € Domf;

sin embargo, el Ifmite en este punto existe, en efecto,

2
im X =L = fim (x+1)=2

x-»1 X~ X—+1
4) La funcién P
- X 1 , X#ll
£ = t x—1
- 2 ,x=1

es continua en X = 1, pues se cumple

lim f(x)=2=f(1)

X -1

5) La funcién f(x) = V'x es continua en todo punto a > 0 puesto que

X—a Ax
Ay=Vx —+a= =
VX+va  Jx+da
y de aqui que
A
lim Ay = hm-———-_—_——}———-=0
AX—0 ax—0 VX + Va

Como V'x no est4 definida para x < 0, en el punto a = 0 sélo podemos anali-
zar la continuidad lateral, Asf,

1im+\/— = 0= f(0)
X0

luego, f es continua en el punto O por la derecha.
Podemos entonces afirmar que f(x) es continua en el intervalo [0, 4+ o0 ),

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

¢ iﬁ x+1, x<1
1. Seaf(x) = | 3—ax, x>1
;Como debe ser elegido el niimero “a” para que la funcién f(x) sea continua
enx=1?
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Resolucién

Dado que la funcié6n f est4 definida por expresiones analfticas diferentes a la
derecha y a la izquierda de x = 1 debemos analizar los lfmites laterales para deter-
minar la existencia de limite en el punto.

xﬁ-?l” f(x) = lim_ x+D)=2= f(1)

X -1

lim f(x)= lim* (3—ax?®) =3-a
x->1* +

X->1

Luego, para que f(x) sea continua en x = 1, se debe cumplir 3—a=2,0
sea,a= 1.

2. Sea f continua en x = a, Supongamos que existe una vecindad V(a;n) tal que
f(x) = g(x) para todax €V (a; n).

Pruebe que g es continuaen x = a
Resolucién

Dado que los datos se expresan en términos de vecindades, parece ser més con-
veniente utilizar la definicién de continuidad por vecindades. Asf, debemos probar
que para toda vecindad V (g(a); €) se encuentra una vecindad V(a; 8) tal que la
imagen por g de V (a; §) est4 completamente contenida en V (g(a);e)..

Como f es continua en x = a, existe una cierta vecindad V(a;8p) tal que

f(V(a;80)) C V(f(a);e)

Por dato del pro‘blema: f(x) = g(x) en la vecindad V(a; ).
Luego, tomando 8 = min (8, , ) obtenemos:

V(a;8) C (V(a;80) N V(a;n))
Por tanto, si x €V (a; §) se cumple a la vez que

f(x) =g(x) yque f(x) € V(f(a);e).

-

luego, g(x) € V(g(a); €), para x € V(a;8) y queda probado que g es continua
enx=a.

3 a) Suponga que f es una funcién que satisface |f(x)| < x| para todo x €R.
Demuestre que f es continua en x = 0.

b) Dé un ejemplo de una funcién f que satisfaga la condici6n a) y que no sea con-
tinua en ningin a + 0.

Resolucion

a) Silf(x)| < Ix| paratodo x €R, entonces,
—Ixi<f(x)<1x| paratodo x ER.

251



Utilizando el criterio de convergencia para una sucesion comprendida entre dos
convergentes a un mismo lfmite (propiedad del emparedado) y la definicién de If-
mite de una funcion (por sucesiones) obtenemos inmediatamente que

lim f(x)=0

X >0

Por otra parte, 0 < f(0) <0, luego f(0) = 0y por consiguiente, f es conti-
nuaenx=0.

b) Un ejemplo serfa )
x, x€ER\Q

=10 xeq

Esta funcién, evidentemente, cumple con la desigualdad 1f(x)| < |x|para
todo x €R 'y, por tanto, es continua en x = 0, Ademds, si a# 0 la funci6n no es
continua en X = a pues lim f(x) no existe, Esto es muy fécil de probar:

X—>a

Sabemos que en cualquier vecindad de “a” existen puntos de Q y de R\ Q,
luego existen sucesiones {xp }, xn €Q Xp#ay {x,}, xh €R\Q, x; #2 ta-
les que x, > a y xj - a. Por la forma en que estd definida la funci6n obtenemos
inmediatamente f(x;) -0 y f(x;) ~>a
4, Suponga que f satisface f(x + y) = f(x) + f(y) para todox,y €ER y que fes

continua en x = 0. Demuestre que, para todo a €R, f es continua en a.

Resolucion

Determinemos primeramente el valor de fen x = 0:

£(0) = £(0 +0) = £(0) + £(0) = 2 £(0)

de donde f(0) =0
Por otra parte, f(x) = f(x —a + a) = f(x —a) + f(a)
“Como f es continua en x = 0, se tiere que

Hm f(x—a)= Yli.m f(y)=f(0)=0
->0

x—>a
y=x—a

y, finalmente,

lim f(x)= hm [f(x—a)+f(@)]= lin fx—a)+ lm f()

X—>a

= f(a).
Luego, f es continuaen x = a.
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Ejercicios para el trabajo independiente

1. Analice la continuidad de las funciones siguientes en los puntos indicados

IrIX‘ ,X#O
X -
D 10=1 ] g renx=0
f2x—1,x>1
b) f(x)= 31(— , 0<x<1,enx=1yenx=0

0,x<0

2. 2) Suponga que f no es continua en a. Demuestre que para algin € > 0 existen
nimeros X tan préximos como se quiera a “a”, tales que |f(x) — f(a)| > ¢

b) Deduzca que para alglin € > 0, o bien existen niimeros tan préximos como
se quiera a “a” con f(x) < f(a) — € o existen nimeros x tan préximos como
se quiera de “a” con f(x) > f(a) + €.

3. Considere que para algunos € > O se pueden hallar nimeros § = & (e,%0)>0
tales que 1f(x) — f(xo) 1 < € si |x —x,|<8.

¢Es posible deducir de aquf que la funcién f(x) es continua en el punto X, si:

a) € recorre un conjunto finito?
b) €= — =1,2 ?
) €= —2; sy D=1, cencasno!

4. a) Para todo ntimero a €R halle una funcién que sea continua en a, pero que
no lo sea en ningdin otro punto.

b) Halle una funcién que sea discontinua en 1, %, —;—, ..., pero continua en
todos los demds puntos.
¢) Halle una funcién que sea discontinuaen 1, —%— , 3L, ...,y en0, pero que

sea continua en todos los demds puntos.

5. La arista de un cubo se encuentra entre 2'y 3m, ;Con qué error absoluto sé
puede medir la arista x de este cubo, de modo que su volumen y pueda calcu-
larse con error absoluto no mayor que € m? si:

a) €e=0,1m*; b) €e=0,01m®; c)e=0,001 m3?

$ V.2 Propiedades elementales de las funciones continuas
y continuidad de las funciones elementales

Con el objetivo de aumentar nuestro arsenal de funciones continuas y permitir
la comprobacién de la continuidad por un método menos directo, estudiamos a

continuacién algunas propiedades que surgen directamente de la definicién de con-
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tinuidad y sirven, a la vez, parala demostracién de 1a continuidad de las funciones
elementales.

PROPIEDAD 2.1

Si las funciones f y g son continuas en a, entonces las funciones f+gyfgson
continuas en a. Si, ademds, g(a) # 0, también g funcién continua en a.
DEMOSTRACION

Esta propiedad se obtiene como consecuencia directa de la definicién de con-
tinuidad y las propiedades aritméticas del l{mite de funciones en un punto. Probe-
mos, por ejemplo, la continuidad de fg. Tenemos:

lim f(x) - g(x) = 111_1: f(x)- lim g(x)=f(a)* 8

X—>a X —=>a
pues los limites lim f(x) y lim g(x) existen y, por continuidad, son iguales a
X->a X —>a

f(a) y g(a), respectivamente.

PROPIEDAD 2.2

Todo polinomio es continuo en cada punto de R y cada funcién racional
y= ggf)l es continua en todo punto donde Q(x) no se anula.
DEMOSTRACION

Basta observar que cada polinomio se obtiene de las funciones y = const.

y = x (que son evidentemente continuas) con ayuda de operaciones aritméticas.

PROPIEDAD 2.3

_La funcién exponencial a* (a > 0) es continua para todo x €R.

DEMOSTRACION
Segiin la definicin de continuidad por incrementos, basta probar que
Ay = 2**P — 2% es infinitesimal para Ax = h-0.

Pero, Ay = "0 —a¥ =¥ (a" —1) y lim al' = 1 (ejemplo 3,1V.5)
h—>o

luego, Ay - 0 cuando Ax > 0y se concluye que la funcién exponencial es con-
tinua.

PROPIEDAD 2.4

Las funciones trigonométricas son continuas en todo su dominio.
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DEMOSTRACION
Basta observar que si y =senx

Ay=sen(x + AX) —sen X = 2 sen %’5 cos (x + %’-‘-,

Entonces de: Isen%‘—l < l%x—l y lcos(x + Az’i-)l<1
obtenemos
Ayl € lax!

de donde se deduce que y = sen x es continua en todo R.

Similarmente si y = cos x

|Ay |=|cos (x + Ax) — cos x |=2|sen Aleo |sen(x+—A§x)[ < laxl

Por tanto, lim Ay = 0,y de ahf la continuidad de y = cos X en todo R,
AX >0

Como las funciones tg x, ctg x, sec X y csc X se expresan por relaciones aritmé-
ticas con las funciones 1, cos x y sen x, aplicando la propiedad 2.1, se obtiene la
continuidad de todas ellas en aquellos puntos en que est4n definidas.

No nos detendremos aqui en la demostraci6n de la continuidad de la funcién
logaritmica, la cual se obtiene como corolario del teorema de la funcién inversa que
demostraremos en § V.7 (o que el lector puede leer en el Apéndice). Sin embargo,
demostraremos ahora que la composicién de funciones continuas es una funcién
continua. Por tanto, se deduce que al tomar las funciones elementales en sus domi-
nios de continuidad y aplicar a estas funciones las operaciones aritméticas y 1a com-
posicién obtenemos una funcién también continua, Esto quiere decir, que nuestro
ambito de funciones continuas es sumamente amplio.

PROPIEDAD 2.5

Sea la funcién y = ¢ (x) continua en el punto a y la funcién z = f(y) continua
en el punto b = ¢ (a); entonces, la funcién compuesta f oy es continua en a. En
otra forma: ‘

Jim £10G01 =11 lim 9(0] = f(p(a)

DEMOSTRACION

Sea € > 0. Entonces, por la continuidad de f en el punto b, existe n = n(e) >0
tal que si para y se cumple |y — b < 1, entonces, la funcién f est4 definida en este
puntoy | f(y) —f(b)| < e.

Dada la continuidad de ¢ en a, para tal n > 0 existe § > 0 tal que

(Ix—al<d)=(lex)—bli<n)
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Luego, para estas x existe la funciéon compuesta f [¢(x)] y se cumple que

o] —fle@ ]l <e,

lo cual significa la continuidad de la funcién compuesta foy en el punto a.
Para ta blsqueda de limites de funciones continuas la propiedad 2.5 se puede
utilizar en la forma siguiente:

Regla del cambio de variables para limites de funciones continuas
lim fle()]= lim f(y) , si y = o(x)
X—>a y—>b

(Compare esta regla con la demostrada en el capitulo anterior.)
Aplicacion: Continuidad de la funcién potencia x* (x > 0) « €R.

Como x% = e*! X ¢5 una funcién compuesta de las funciones logaritmica y

exponencial, entonces de la continuidad de estas dos tltimas se deduce la continui-
dad de la funcién potencia.

Un caso muy frecuente de cilculo de limites es el de las expresiones potencio-
exponenciales: u¥ donde u y v son funciones de la variable x con dominio de varia-
cion una vecindad del punto a (salvo, quizis, el propio punto).

Supongamos que existen los limites:

lim u(x) =1y, y lim v(x) =v,
x—>a

X—>a
donde uy > 0. Se necesita hallar el 1imite de la expresion [u(x)]*® (;Por qué po-
demos asegurar que tal expresion tiene sentido en una vecindad de a?)

Dado que [u(x)]¥® = ¢'® In (u ) y la funciongs v(x) y In [u(x)] tienen
los limites

lim v(x) =v, , lim In(u(x))=Iny,
X—>a X—>a

(Nétese que hemos usado la continuidad del logaritmo), entonces

lim v(x) Infu (x)]=v, Iny,

Por tanto, por la continuidad de la funcién exponencial, finalmente tenemos

vo Iy, Yo

lim [ux)]¥® =e =u,

Observacion

El limite de la expresién u” puede determinarse aun cuando no existan los limi-
tes de las funciones u(x) y v(x) siempre y cuando el limite / del producto
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v(x) In [u(x)] sea finito o infinito. Para el finito evidentemente el Iimite de la
expresion uY serd el Sil=—oo 0 I'= 4+ o, entonces, este lfmite serd 0 o + oo,
respectivamente.
El limite [ se halla directamente, excepto en el caso en que el producto
v(x) In {u(x)] presente una indeterminacién del tipo O » oo, El lector podr4 ficil-
mente comprobar que esta indeterminacién ocurre para los valores de los mites
siguientes uy y v,
U=1 y vy=too
=0 y vy=0
Uy =ty v,=0
En estos casos, la expresién u" se dice que presenta una indeterminacion de los
tipos 17°, 0°, «® respectivamente.

Ejemplo

2 1 $n "g_ X
1) Calculemos L= lim (¥=1)
Xx—>1 —1
2 —
Como lim X 11 = 2> 0, podemos aplicar la observacién hecha anteriormente
x—>1 X—
y lim sen —2-x
2 2
L=[ lim X_:i]x" 1 =2

x>1 X—1

3 _ _ cig x
2) Calculemos L= lim (—)(—2-—3—)(——'-1-)
x>0 X°—2x-—3

x*—3x—1 1 .
lim ——— = lim ctgx=o0
Comox—)O X2—2X-—3 3 y X0 5

es conveniente expresar la funcién dada en términos de la exponencial; as{

3
Cth ctgx ln(%ﬁ)

3
(X —3x—1 —e x“—2x—3

x?2—2x-3

Calculemos primeramente el limite / del exponente:

x*—3x—1
I= lm ctgx h(=——— V=
x>0 & (x2—2x—-3)

Debemos, entonces, precisar qué signo tiene dicho exponente,
Observemos que:

x3—3x—1
lim ctgxln (&—2 " Yo _
x->0* & (x2—2x—3)
x3—3x—1
limctgx In (—=—""" )= + o0
x> 0~ 5 (x2—2x—3)
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Finalmente, el limite L no existe pues:
ctg X

. 3_o3x—1 % x* =3x—1

lim (—)—(————— =0 lim (55— =

x> o* xz——2x——3) yx»o-(x2~—2x—3 ) e

3) Hallemos lim xX. Este limite presenta una indeterminaci6n del tipo 0°. As{
X=>0

que escribimos

XX —eX In x

Como lim xlnx=0 (ver Capitulo IV)

x->o*

lim
tenemos lim xX= [jm eXINX =ex-)°+ Xlnx =e% =1
x > o* X = ot B

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos
1. Analice la continuidad de la funcién

f 2* 0 x<0

f(X) = \
L1+vx, x>0

Resolucion

Si x > 0, la funcién coincide con una funcién elemental en una vecindad de x,
luego es continua en X.

Si x < 0, la funcién coincide con una funcién elemental en una vecindad de x,
luego es continua en X.

Six=0, lim 2X=2°=1

X 0"
lim (1 +\/x )=1
x—=>o*
Entonces, lim f(x) =1y f(0)=2%=1. Luego, fescontinuaenx =0y,
x—>0

por tanto, f es continua en todo R.
2. Calcule los Ifmites siguientes:
sx2+3 .
a) lim ( 3x—2 ) Tx +4 ¢) lim (In x)Y

x>0 2X—4 ' X >+

1
Vx+3-2 g2 Ix 3
b lim (————) ? d) lim (cosx) " *
X1 x~—1 X0
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Resolucién
En todos los limites propuestos la funcién es del tipo u¥. Procedamos a inves-

tigar, en cada paso, si constituye o no una indeterminacidn.

3x -2
a) Como lim -—~——=-
) ° xinlo?.x—4

2
____12_>0 y lim Sx*+ 3

podemos afirmar que

b) Calculemos primeramente

lim Ms lim x+3—4 = lm ——2t 1
X1 x—1 x>1 (X=D(Vx+3+2) x>1Vx+3+2 4

Por otra parte:
lim tg? —721— X =+ o0
Por tanto:

/

. (\/x+3—2\_“‘

/

2 g
tg-—z—x

=0

X~> 1 x—1

¢) Este es un caso de irdeterminaci6n de] tipo oo?.

Calculemos el Iimite del exponente:

im L lnmx= lim ln(lnx). In x =0 ’

x—>+oo X x—>+00 Inx X

puesto que  lim —l;l—y—-:o (1) (ver Capitulo IV). Finalmente,

y -> + 00

1 lim Lin Inx

lim (Inx) ~ ="

=’ =1
X—>+ 00

oo
d) Como, en este caso, se trata de una indeterminacién del tipo 1 , es mis sencillo

proceder escribiendo la base u(x) como u(x) = 1 + €(x) donde €(x) - 0 cuan-
do x tiende a cero.
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1 1

Asi — ) FyT e
> lim (cosx)sen X _ lim (1—2sen2 3_2(_)4sen 3 cos 3
X0 X—0
- 1 1
; 2sen? X 3 cos? X
= lim |[(1—2sen?X) “%" 3 cos? 5
X0 2
1
—e 2 = 1

Note que se ha usado

im (1+y) ' =e donde y = —2 sen? X-
y %0 2

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Analice la existencia de los limites siguientes:
1

) 3cosx —senx, X )
a) x11::10( e 2x T 1 ) e) lim (Inx)

X—>+00
) eX 47X ctg’x x2+3x+1.7
b) lim (———) f lm (———)
X—>0 tg” x x—>+00 X°—x+3
\/Q+6——3
- 1 1 v
9 xh—l;l:li+ (X—'3 x? ——9) * s
3 — x4 1 In(x"—2x—1)
1 g lm (————>)
d) lim x* x—>+00 X —2%~1
x—> 0t 1
V)
h) lLim (senx)
x> 2

2

2. YAnalice 1a continuidad de las funciones siguientes
a) f(x) = Ix|

Ix+1 , x=—1

b) f(x) = B
e X+D° ) x<—1
2
4x3—-3x+1)°tgx,x>0
2x+5
9 fx)=< .—1 , x<0
e sen‘x
0 ,X=O
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g3 , x>0

d) f(x) ="
ccos2x , x<0
(
I —2senx , x<—§"—
) f(X)=2 Asenx+B , =L < x< K

¢(Existen A y B tales que f sea continua en R?

3. (Serd necesariamente discontinua en el punto x = a la suma de dos funciones
f(x) + g(x) si:

a) f(x) es continua y g(x) es discontinua en x = a?
b) Ambas funciones f(x) y g(x) son discontinuas en x — 22
4. (Serd necesariamente discontinua en el punto x = a el producto de dos funcio-
nes f(x) « g(x) si:
a) f(x) es continua y g(x) es discontinua en x = a?
b) ambas funciones f(x) y g(x) son discontinuas en x = a?

5. Dé un ejemplo de una funcién discontinua en todos los puntos de R y cuyo
cuadrado sea una funcién continua.

6. Demuestre que si f es continua en x = a entonces también lo es | £ . (El reci-
proco es cierto?

§ V.3 Comparacién de funciones y célculo de Ifmites por equivalentes

DEFINICION 3.1

Si f(x) = €(x) g(x), donde lim e(x) = 0, entonces, se dice que f es infinize-
X—>a

simal en relacion con la funcion g y se escribe f = o(g) (se lee, “fes pequefia o de
g”) para x - a.

La notacién f(x) = o (1) para x - a significa simplemente que la funcién f(x)
es infinitesimal para x - a.

Sig(x)# 0 para x +# a, entonces, la condicién

f=€eg, lim e(x)=0
x—>a

se puede reescribir en la forma

fim f(x)= 0

X—>a glx
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Por tanto, el simbolo o(g) para x - a representa aquellas funciones tales que:

o
tim (gg) ~0o
X~>a
Ejemplo
1)) x* = o(x) para x>0

x=0(x*) parax oo

El caso mds interesante de comparacién de funciones es el de los infinitesimales
y los infinitamente grandes:

Sean A(x) y 7(x) dos infinitesimales Sean A(x) y I'(x) dos infinitamente
para x - a. grandes para X - a
Si A(x) =0 (7(x)) para x - a, entonces,  Si A(x) = o(I'(x)) para x - a enton-
se dice que A es un infinitesimal de ces se dice que A es un infimito de
orden mayor que 7y, quey es un infini- orden mayor que I"o que I" es un in-
tesimal de orden menor que A para x->a. finito de orden mayor que A para X—a.
Ejemplo Ejemplo
2) Parax - O se puede establecer con  3) Para x -» oo se establece con la poten-
las potencias el siguiente orden de cia el siguiente orden de infinitos
infinitesimal
x" = o(x"1) x" ! =o(x")
para toda n natural. para toda n natural.

Un caso en que puede afirmarse que ambas funciones son del mismo orden lo
trataremos enseguida.

DEFINICION 3.2

Se dice que las funciones f(x) y g(x) son equivalentes para X —» a'y se escribe
f(x) ~ g(x) (x - a) si ambos estdn definidos y no se anulan en cierta vecindad del
punto a, con excepcion, quizéds, del mismo punto a,y si

f(x) _

=1
x—+a g(x)

TEOREMA 3.3

Para que las funciones f(x) y g(x), definidas en cierta vecindad del punto a
sean equivalentes es necesario y suficiente que se cumpla f(x) = g(x) + o (g(x))
para x - a siendo g(x) # 0 para x # a.
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DEMOSTRACION

fl
Necesidad: Seaf~ g parax - a. Por definicién lim —(—Q = 1,0 sea,
X->a g(x)
) =1+ €(x) donde e(x)>0Oparax—+a
g(x) )

Por tanto, f(x) = g(x) + g(x) e(x) = g(x) + 0 (g(x)) parax - a.
Suficiencia: Supongamos que se cumple

f(x) = g(x) + o (g(x)).

Dividiendo por g(x), g(x) # 0 para x # a, obtenemos f) _ 142 () .

80 ()
Pasando al limite cuando x - a se obtiene que
im S0 4
x>a 8(X)

osea, f~gparax—a.

TEOREMA 34

Supongamos que en la vecindad reducida V* (a) estdn definidas las funciones
f(x), g(x) y a(x). Sif~ g para x - a, entonces,

xli_Ta {f(x)a(x)} =x1i_r)rla {8(x) a(x)}
Observacion

Esta igualdad es necesario entenderla en el sentido de que si existe el lfmite del
miembro derecho, entonces, existe también y ademds es igual a él, el Ifmite del
miembro izquierdo.

De aqui se deduce que siuno de los Ifmites no existe, entonces, no existe el otro.

DEMOSTRACION

Supongamos que existe el limite del miembro derecho y es iguala 1. Entonces,
evidentemente

im {f)a@}= lm 1. im gxa

X—>a x=>a 8(X)

=1el=]

Andlogamente se demuestra la existencia del Iimite en el miembro derecho
suponiendo que el lfmite en el miembro izquierdo existe.

El teorema demostrado es muy simple pero, a la vez, sumamente importante
en las aplicaciones al célculo de limites. Por supuesto, en la préctica, es necesario
conocer la mayor cantidad posible de pares de funciones equivalentes. Interesa el
caso x - 0, pues por el lema de cambio de variable en el limite todo otro caso se
reduce a éste.
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Ejemplo

4

Las funciones sen X y x son equivalentes parax — 0.

En efecto, utilizando la desigualdad (ver Capitulo IV § IV .2)
0< senx< x< tg x (para 0< x< 12'_)
y dividiendo por sen x > 0 obtenemos:

X 1 i
1< senx< cos X (0<X<T)

0 sea:
sen X

COS X
< X

<1 (0<x< L)

Dado que las tres funciones que se comparan en esta (iltima desigualdad son
pares, es decir, no cambian su valor al sustituir x por — x, entonces

XNX <1 paraxEV*(O;l).

cos X< X

Como tanto f(x) = cos x, como h(x) = 1 tienen en x =0 limite igual ala uni-

dad por el principio del emparedado para funciones también g(x) = sc;gﬁ_
posee en x = 0 lfmite igual a la unidad.
5) Las funciones tg x y x son equivalentes para x > 0.
En efecto, lim Bx lim —2X . lim 1 =1
x>0 X x>0 X x >0 COSX
6) 1— cos x es equivalente a% x% parax > 0.
2sen’-% 2(2)?
- 2 2
Efectivamente, lim 1—cosx = — = lim ——— =
x>0 X’ x>0 X x>0 x*
1
7) In(1 + x) ~x parax > 0,pues lim In(l+x) _ lim In(1+x)* =
X >0 X >0
=lne=1
8) e* — 1 ~ x para x - 0 puesto que si hacemos el cambio ¢* — 1 = u, entonces
X = == hIn ex — 1 = i —"—‘_u“‘—" = 1
e l+u,x 1n(1+u)yx_)0 X XITOm(1+u)
Veamos un ejemplo en el cual se utilizan los equivalentes para el clculo del
limite:
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Haciendo la transformacién conveniente podemos aplicar los equivalentes co-
nocidos

tgx —senx ] senx  1—cosx
x3 cos X X x?
, . tg X —sen
De ahi que lim _BX=senx 1

X >0 x3 2

Observaciones
e s . .. tgx —senx
1) Una sustitucién de tg x y de sen x por sus equivalentes en la expresion —_——
X

nos llevaria a una solucién equivocada; por tanto se recomienda nunca sustituir
directamente en las diferencias sino transformar convenientemente la expresién

en productos y cociente para después realizar en estos la sustitucién de equiva-
lentes.

2) Encel cdlculo de limite es frecuente encontrarse con expresiones que contienen
no solo sen x, tg x, etc., sino también sen u(x), tg u(x) . . . donde u(x) es una
funci6n infinitesimal en el punto donde se estd calculando el limite. Utilizando
la regla del cambio de variables para el célculo de 1imites es inmediato que para
estas funciones se obtienen equivalentes andlogos, los cuales podemos resumir
en el listado siguiente:

Si lim u(x) = 0 (donde a puede ser un punto finito o uno de los simbolos + oo,
X—>a
+ -
—oo, 00 a,a"),entonces,

u(x) ~senu(x) ~ tgu(x) ~ In (1 +u(x) ~("®-1)
u®(x) 1 —cos u(x)
y =~ .

EJERCICIOS

Ejerticios resueltos

1. Calcule
1
) lm nGoosx—2) b) lLim (1+1Inx)*"
X >0 esen23x -1 X =1
Resolucion

a) Estamos en presencia de una indeterminacién del tipo —8 . Utilizando la sus-

titucién por equivalentes:

In(3cosx—2)y=In[l1+(Bcosx—3)] ~ 3cosx—3

(x—>0)
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3x?2

peroasuvez,3cosx—3=3(cosx—1)= —3(1 —cosx) ~ —
(x—>o0) 2
Por otra parte,
2
" 1 ~ sen?3x ~ (3%)=09x?
(x-0) (x-0)

- _— 2
Luego, lim In(3 cos x — 2) = lim _3_{___%

X~>0 esenzax_l X0 2(9)(2) -
b) La indeterminaci6n, en este caso, es de la forma “pw

Observemos primero que: in x

1 1 x

A+lh0™ = [Q+hx)P*]
1

Inx
y que (1+ Inx) end

Porotraparte: Inx=In[{1+(x—1)] ~ x—1

x—>1
& Jm B m 25
Luego lim (1 +1nx)x = ex_” = ex =e
X1
2. Analice el caricter de las series
o0 oo
a) T (1—cosd) b)) £ (1+n2tly
n=1 n=1
Resvlucion
o0
a) Comparemos con la serie convergente I pey
n=1
(1 —cos —E)
Para hallar, lim — - basta calcular (si existe)
n?
1,
lim _(_1__—_-_0_9_SL)_ = km 2 = .ﬁ < 4
y—o Y2 y-—>o )’2 2
P Py
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Tomando yp = % — 0, de la continuidad de las funciones consideradas se

1—cos - 2
se obtiene lim —] = -%-—< + oo
n?

y, por tanto, la serie analizada es convergente.

b) Esta serie es divergente puesto que su término general no converge a cero.
En efecto,

fim (1 +1n(—'l-:1f—3-))n =lim(1+In(l+ ’%{ ne
y, por el mismo razonamiento que en el ejercicio anterior, este lfmite existe, si

existe el limite lim (1+In(1+ y))—)l,- y su valor es el mismo.
y >0

Pero lim (1 +1ln(1 +y)) ——-(camblodevanable y=x-—1)
y >0
1

= lim (1+In x)x"l = e (ejercicio resuelto 1b)

Xx->1
Ejercicios para el trabajo independiente

1. Calcule utilizando las equivalencias entre infinitesimales, los limites siguientes:

lim —Se09X___ . 3 sec x
9 x—-o In(1+4x) ) hm"(1+cosx)
x>0 l—cos% X->m n’—x
i) lim _l_nLl_iL

¢ lim sen 3 X

xop I(1+5x%) x=ms _,_
2
j) tim (cosx)™
eten 3x _q x>0
d) lm

x~+o0 ‘In(l+1tg2x)

¢) lim In(l1+sendx)

X~>0 esensx -1

x>0 In? (sen3x +1)
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2. Analice el cardcter de las series siguientes:

o0

3 T sen L, oa>l
n=1 n
!l3+l
b 05 (1 1 )1'14'5
+
)n=1 n+1

%) 2
) T (cos %)n
n=1

1

QT (" -1y

n=i

47

n=1 Vo

e)

§ V.4 Clasificacion de los puntos de discontinuidad

Sea aun punto de un intervalo [ y sea f una funcién definida en *=1\ {a}.
Al analizar la continuidad de f en el punto a, lo primero que comprobamos es si f
estd definida o no en a. Seglin la definicion de continuidad, si a no pertenece al
dominio de f no tiene sentido continuar el andlisis: evidentemente a no es punto
de continuidad para f. Ahora bien, desde un punto de vista mds amplio, en un
andlisis mas profundo, aunque la funci6n f no esté definida en a debe atenderse a
su comportamiento en una vecindad de dicho punto. Asf, es posible que el limite
exista y, en ese caso, la discontinuidad existente en a “no es significativa” basta de-
finir 1a funcién en a como el valor de su limite y la funcién resultante serd conti-
nuaen a.

También podemos encontrarnos en la situacién de que el limite en a exista y
la funcion en a esté definida con un valor diferente a dicho lfmite. En tal caso,
tampoco “es muy grande” la discontinuidad, pues al redefinir f en a como el valor
limite se elimina la discontinuidad. En las demis situaciones posibles el limite en
a no existe y esto es esencial en la definicion de continuidad: No hay forma de evi-
tar tal discontinuidad sin alterar la funcién en toda una vecindad del punto.

De esta forma las discontinuidades quedan clasificadas en dos tipos: disconti-
nuidades evitables y discontinuidades esenciales.

DEFINICION 4.1

Sea el punto a€ I y f una funcién cuyo dominio contiene a I* =1\ {a}. Se
dice que a es un punto de discontinuidad evitable para f, si existe el limite de f(x)
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en el punto a, pero en el punto a, o la funcién f(x) no estd definida, o el valor f(a)
es diferente al limite de f(x) en x = a.

Ejemplos
1) La funcion f(x) = %x— estd definida en todo entorno reducido V* (0) del

origen y su limite en a = 0 existe y esigual a 1. Luego, dado que f no estd de-
finida en a = 0, estamos en presencia de un punto de discontinuidad evitable.

5 sen x
2) Si f(X) = \; X ’
L 0 , parax=0

parax # 0

la discontinuidad en a = 0 estd presente y es evitable, dado que el valor de
f(0)# lim f(x).

X—=>0

Observacion

En ambos ejemplos la discontinuidad se evita definiendo f(0) = 1y la funci6n

resultante ya es continua en todo R pero no es la misma funcién dada la cual es dis-
continuaen a=0.

Toda discontinuidad que no es evitable se dice esencial. Tal clasificacién resul-
ta algo “grosera” cuando se requiere un conocimiento mé4s profundo del comporta-
miento de la funcién. El comportamiento de una funcién en una vecindad del pun-
to a es muy distinto en el caso que existan los limites laterales, aunque sean
diferentes, al caso en que alguno o ambos Iimites laterales no existan.

Esto obliga a una clasificacién mds detallada de las discontinuidades esenciales.

DEFINICION 4.2

Seaa€ 1y ftalesque Domf D I* =1\ {a}. Se dice que a es un punto de
discontinuidad de primera especie o de salto finito si en este punto la funcién f(x)
tiene limites laterales finitos pero desiguales:

(@)= limr f(x)# lim fx)=1

X—>a" (@)

El nombre de discontinuidad de salto finito queda completamente justificado
si llamamos salfo a la diferencia entre /*(a) y 1(a) en valor absoluto, es decir,

saltode fena=s(f;a)= 11" (a)— 17 (a) |
Ejemplo

3) Elejemplo tipico estd dado por la funcién signo de x
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La funci6n sg x tiene en el punto a = 0 una discontinuidad de salto finito cuya
magnitud es de dos unidades (figura V.6).

lry

1
i

ke

s(f;0) =

SE— o N 2

Fig. V.6

Si Ia discontinuidad en a es esencial pero no es de salto finito, es decir, si no

existe al menos uno de los dos limites laterales en a, entonces se dice que la dlscon-

tinuidad de f en a es de segunda especie.
Veamos algunos ejemplos de este tipo de discontinuidad

Ejemplos
4) Seaf(x) = sen-i'—

El punto a = 0 es un punto de discontinuidad de segunda especie para f puesto

que ninguno de los limites laterales existe (figura V.7)

IV
. +1

e e e —

/

¥

N e e = =
-]

N — — ——
N -~ —

——— —

gy
— — = s
—— =N

-

n
Yy = sen ;
Fig. V.7
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)=

5) Consideremos Ia funcibny = eX , x £0.

Esta funcién es continua para todo valor de x # 0, como compuesta de funcio-
nes continuas.

Observemos los limites laterales en x = 0,

Para x > 0, el exponente 1 positivo y es infinitamente grande para x -» 0*.
Por tanto X
1
lim e X = 4+ oo

X - ot

Para x < 0, el exponente % es negativo y diverge a — co parax - 0", Luego

1
llm e; = lim ] =0
X—>o0- x>0t
1
De esta forma en x = 0 la funcién f(x) = X tiene una discontinuidad de se-
gunda especie (ver figura V.8).

'

L

Fig. V.8

Observacion

Analice el comportamiento de f en un intervalo con relacién a la continuidad,
significa analizar la continuidad de f en todos los puntos de dicho intervalo y clasi-
ficar sus discontinuidades cuando las tuviere. En el caso de los extremos del inter-
valo se analiza la continuidad lateral correspondiente.

Ejemplo

6) El anlisis de la continuidad de la funcién f (x) = Inx, cuyo dominio maximo
de definicion es el intervalo abierto no acotado superiormente (0, + o) consiste
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en determinar la continuidad en todos los puntosx >0y clasificar la disconti-
nuidad en a = 0. Esta discontinuidad en a = 0 es de segunda especie, dado que
¢l tnico limite lateral posible es infinito. No se clasifican los puntos x < 0 por
no ser puntos de acumulacion del dominio de f.

RESUMEN

Sea a un punto del intervalo I y f una funcion definida en I* = 1\ {a}. Enton-
ces, a puede ser:

a) si f no esté definidaen a

A) Punto de discontinuidad evitable : )
(existe lim f(x)=1) . b)sif(a)# L
X—>a

B) Punto de discontinuidad esencial \’ " a) Ira, especie (salto finito). Silos
(no existe lim £(x)) | limites laterales existen pero son
x=>a < diferentes.

“ b) 2da. especie: Sino existe por lo
L menos uno de los Ifmites laterales.

EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Analice la continuidad de la funcién

-~ ’

I In(1+1xb

| 0
f(X):% X » XF ,enR

l\ C , x=0

Resolucion

Si x # 0, la funcién es continua en X, pues coincide en una vecindad de x con
una funcién elemental.
Anilisisen x = 0.

tim ln(1+lxl)= im In(1+x) _

x> 0" X x—>o* X

1

tim In(+1x)_ un In(1—x) _ ;o 2% g

Xx—> 0~ X X—=>0" X x>0~

Luego, para todo “c” la funcién f(x) presenta una discontinuidad esencial de
primera especie en X = 0.
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2. Analice la continuidad de la funcién

f(x):——i—- , enR
1+

Resolucion
Esta funcién no estd definida para los puntos de la forma x = % +kn,keZ

pues la tangente no est4 definida en esos puntos. EnR \ {x /x= —727—- +k7
k €Z} la funcién es continua pues es una funcién elemental.
Analicemos en los puntos x = —g— +km, kEZ.
lim tgx=—oco ; lim tg X = + oo paratodok €Z. Luego,

x—*(-g—+k1r) x—»(%d(rr)_

lim fx)=1 vy lim f(x) =0, paratodok €Z
x >(F+kn) x> (F+km”
Entonces, los puntos de la forma x = % +km, k €Z son puntos de disconti-
nuidad esencial de primera especie para la funci6n f.
3. Analice la continuidad de la funcién y=x%ctgxenR.
Resolucion
x? cos x

y=x’ctgx =
sen X

El primer factor, x?, es continuo en todo R; el segundo en todo X # m7r
m=0,%1,+2 ..., enlos cuales ctg X no estd definida.

Consideremos el punto x = 0. En este punto el primer factor se anula y toda
la expresion presenta una indeterminacion del tipo 0 « =, Pero:

x?ctgx= lim x-cosx+—X—=0.1.1=0
0

A > X->0 sen x

Luego en x = 0 existe una discontinuidad evitable.
Analicemos ahora el punto x = .

1
sen x

= -— 00

lim x?ctgx= lim (x? cosx) -
X=>n" X=>n~

pues el limite de x* cos x existe y es igual a 7% cos 7 = — 2, dada la continuidad
de x? cos x. Ademds sen x es infinitesimal parax - 7'y es positiva para x < 7.

Analogamente
im x®ctgx= lim =(x?cosX) —— — + oo
X~>mw+ X = e sen x

Por tanto, en x = =, f tiene una discontinuidad esencial de segunda especie. Lo
mismo ocurre en cada punto de la forma x = mm, m=+1,£2, ..
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4. Analice la continuidad de la funcién

fx)= lim —2——
) n—>o 14 (2senx)”"

Resolucion

El valor de la funcién f depende fundamentalmente del valor del limite de
(2 sen x)?" y este, a su vez, depende del valor de Isen x |.

Si
% —é , entonces f(x) = —)2(—
Isen x| = < a> L entonces f(x)=0
P b< —12— , entonces f(x) =x
El problema se reduce a determinar en qué puntos [senx|= —é—-, pues en todo
otro punto la funcidn es continua. Pero |sen x = % siy solo si
X=a =t T 4+ kn, kK EZ yenestos puntos, lim f(x) no existe. En efecto, los
6 x>y

limites laterales en estos puntos son, uno igual a a, # 0 y otro cero.
En resumen, la funcién f es continuaen R\ {a, =+ % +km, k€Z} yen

cada punto a_presenta una discontinuidad esencial de primera especie de salto
igual a |a, | (que es cada vez mayor a medida que 1k | crece).

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Analice la continuidad de las siguientes funciones en su dominio de definicién y
determine el cardcter de sus puntos de discontinuidad:

x? —1
a f(x) =
) £60= S5
b) f(x) = LL
142%
1 _ a3%
*'*1 xe x>0




0) £(x) = (- nl]

mX
[' COST s

‘\lx—ll , IxI>1

Ixl <1

ctg?x , x noesentero
) 700 =
g) UX) =4
{ 0 , X esentero

~

h) f(x)= lim —L— (x>0)

n—>oo 1+ x"

i) f(x)= lim cos®® x

n—»> oo
§ V.5 Propiedades locales de las funciones continuas

Se denominan propiedades locales de una funcién f(x) a aquellas que dependen
del comportamiento de la funcién en una cierta vecindad de un punto fijo de su
dominio. Por ejemplo, la continuidad de una funcién en un punto de su dominio es
una propiedad local, puesto que para su verificacién es necesario un comportamiento
de la funci6n en una vecindad del punto que garantice la existencia de Hmite.

En este parigrafo estudiaremos dos propiedades locales muy importantes de las
funciones continuas: la propiedad de la acotacién local y la propiedad de conserva-
cion del signo.

Introduzcamos algunos nuevos conceptos,

DEFINICION 5.1

La funcién f(x) estd acotada superiormente (inferiormente) sobre el conjunto X
si existe un nimero real M (un nimero real m) tal que, para todos los valores del
argumento x € X, se cumple la desigualdad f(x) <M (f(x) > m).

Al niimero M (al nlimero m) se le llama cota superior (cota inferior) de la fun-

cién f sobre el conjunto X. .

DEFINICION 5.2

La funcion f(x) estd acotada sobre el conjunto X si estd acotada superior e
inferiormente sobre X.

Note que decir que una funcién real estd acotada es equivalente a decir que su
conjunto imagen es un conjunto de nlmeros reales acotado o sea, que se cumpla la
propiedad siguiente.

PROPIEDAD 5.3

La funci6n f(x) es acotada sobre X si y sélo si existe un niimero real K > 0
tal que
If(x) | < X paratodox €X



Ejemplo
1) Lafuncién f(x) = tg x en el intervalo (0, —%T—) estd acotada inferiormente por
cualquier nimero real m < 0, pero no estd acotada superiormente pues a medida

que nos acercamos a —g— los valores de la funcion crecen indefinidamente,

El ejemplo nos induce a pensar que una funcién que posee limite en todo punto
de un intervalo incluyendo sus extremos esté acotada sobre él. El teorema siguiente
responde afirmativamente a esta inquietud.

TEOREMA 5.4 (Propiedad de la acotacion local)

Sea la funcion f(x) definida en una vecindad del punto a (salvo, quizds, en el
propio punto a) y con limite finito en el punto a. Entonces, existe un ndmero posi-
tivo & tal que la funcién f estd acotada en la vecindad V¥ (a; 8} = V(a;6) \{al.

DEMOSTRACION

Supongamos que el limite de f(x) en el punto a es igual a /. Segtn la defini-
cién de limite (segiin Cauchy) para € = 1 se encuentra é > 0 tal que

si x € V*(a,8) , entonces, [f(x)—11<1

De ahi que: [—1< f(x)< I+ 1paraxe V*(a;8)y esto significa que f(x) estd
acotada en V* (a;8), lo cual demuestra el teorema.

Note que si, ademds, f(x) estd definida en el punto a, estard acotada en toda
V(a;8): basta tomar como cota superior el mdximo entre/ + 1 y f(a),y como
cota inferior el minimo entre / — 1 y f(a).

COROLARIO (Propiedad de la acotacién local para funciones continuas)

Si la funcién f es continua e a, entonces, existe una vecindad de a, V (a;8),
sobre la cual f estd acotada.

DEMOSTRACION

En efecto, basta observar que una funcién continua en un punto a poseé limite
firito en a y, ademds, estd definida en este punto.

La propiedad siguiente, aunque bastante evidente, es sumamente util en muchas
situaciones.

TEOREMA 5.5 (Propiedad de la conservacion del signo)

Sea la funci6n f(x) continua en el punto a. Entonces, si f(a) #0 existe una
vecindad V(a, §) tal que en ella la funcién mantiene el mismo signo que f(a).

DEMOSTRACION

Por la definicién, segiin Cauchy, de continuidad en a para todo € > 0, existe un
nimero 8 > 0 tal que six € V(a,8), entonces,

lfx)—f(a)[ <€
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o sea,

f(a) —e< f(x)< f(a) + ¢ (D

Eligiendo € = lf(za) ! se tiene que los nimeros f(a) — If(a)l y f(a) + lf(a)!

serdn ambos positivos si f(a) > 0 y ambos negativos si f (a<o0 (flguras V9y V.IO).

AY

y = f{x)

Fig. V.9

Ay

Fig. V.10
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Entonces, de la doble desigualdad (1), vdlida en V(a, ) se deduce la validez de
la afirmacidn del teorema. '

EJERCICIOS
Ejercicios resueltos

1. Demuestre que existe una vecindad de a = 1, V(1), tal que para todo x € V(1)
se cumple

(x—1)?%x%+1
(———F———) cosmx >—1
x“+1
Resolucion
By x—1)*x2+1
La funcibn f(x) = ( ——7—:—1—) cos mx + 1 es continua en todo R y, en

particular,loesenx = 1.

Ademids, (1) = —é— > 0. Por el worema de la conservacién del signo, existe
una vecindad V (1) donde f(x) > 0.

En esa vecindad se cumple la desigualdad planteada.

2. Sea f continuaen x = a y f(a) = 0. Demuestre que si a # 0, entonces, f + «
es distinta de cero en una vecindad de a.

Resolucion

Como f es continua en a y « es una constante, f + a es continua en a. Ademads

[f+a](a)=f(a) +a=a#0

Utilizando la propiedad de la conservacion del sign., existe una vecindad V(a)
donde f + @ tiene el mismo signo que a. Por tanto, f + « es distinta de cero enV(a).

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Pruebe que existe un intervalo [ — a, a] tal que para todox € [—a, a] se cumple
que
3
(x_:_S_x_:l_S) cosdTx —
x—4

3(x + 1)?

>2
4

2. a) Pruebe que si f(x) es continua en a por la derecha (izquierda) entonces
existe 8 > O tal que f(x) estd acotadaen [a,a + 8] ([a—5,a]).

b) Pruebe que si f(x) tiene en a una discontinuidad de primera especie, enton-
ces, f estd acotada en una vecindad reducida de a.

¢) Pruebe que si f(x) es continua por la derecha (izquierda) de a y f(a) £ 0,
entonces, existe 8 > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo que f(a) en el inter-
valo [a, a + 6] ([a—§,a]).

278



§ V.6 Teoremas de Bolzano y algunas aplicaciones algebraicas

Ademds de las propiedades locales estudiadas, son cldsicas ciertas propiedades
de las funciones continuas llamadas globales, porque estdn relacionadas con el com-
portamiento de la funcién en todo-su dominio de continuidad; Comenzamos con

dos teoremas muy “evidentes” en su enunciado, pero cuya demostracion rigurosa
no es tan inmediata.

TEOREMA 6.1 (ler. teorema de Bolzano)

Sea f definida y continua en el intervalo [a, b] tal que f(a) f (b)< 0. Entonces,
existe ¢ € (a,b) tal que f (c) = 0.

Observacion

El ler. teorema de Bolzano expresa la idea intuitiva de que una curva continua,

para pasar de un punto situado por debajo del eje X a otro situado por encima, debe
cortar dicho eje (figura V.11).

R4

flob—— ———— — —

yx

—_——— e ——

fla)——

Fig. V.11 ¢

La demostracion se realiza por el método de Bolzano o del “acorralamiento”,
ya varias veces utilizado en capitulos anteriores. .
DEMOSTRACION

Asumamos, sin perder generalidad, que f(a)< 0 y f(b)> 0.

Dividamos el intervalo [a, b] en dos partes iguales por el punto ath

7 Puede

suceder que f se anule en este punto y, entonces, el teorema queda demostrado. Si

_a-;—_b) >00 f(ﬂg——) < 0. Consideremos el

no es asi, esto quiere decir que f(

intervalo donde exista cambio de signo en los extremos y denotémoslo por[a,;, b, ].
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Dividamos {a, , b, ] en dos partes iguales. Denotemos por [a,, b, ] la mitad
para la cual f(a,) < 0y f(b,) > 0. Continuemos el proceso. Sien un niimero
finito de pasos encontramos un punto c. tal que f(c) = 0 queda terminada la demos-
tracion. Sino es asf, entonces obtenemos un sistema infinitesimal de intervalos
cerrados encajados, pues la longitud de [a ,b ] esb —a = —b——:Ta— .

Por tanto, ambas sucesiones {an} y {b,} tienen lfmite comin lima =

= lim by, = c, el cual evidentemente estd en [a, b]. Probemos que este punto c satis-
face las condiciones del teorema.

Supongamos que f(c) # 0; entonces, por la propiedad de conservacién del signo,
existe 5 > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo de f(c) en toda la § -vecindad de c.
Pero, f(a n)< Oy f(bn) > 0 para todo n y particularmente para n suficientemente
grande tal que [a_,b_ ] C V(c;8). Esta contradiccion prueba que f(c) = 0.

Evidentemente,c#a y ¢+ b dada las hipdtesis f(a) f(b) # 0, o sea, que
ce(a, b) y el teorema queda demostrado.

Observaciones

1) Elrequerimiento de la continuidad de f es esencial. Basta que exista una discon-
tinuidad evitable para que f no cumpla la tesis. Por ejemplo, si

(x , X#0

f(x) =\, 0 entonces, sobre el intervalo [—1,1], f(1) =1>0
[ X =

y f(— 1) = — 1< 0y, no obstante, no hay interseccién con el eje de abscisas.

2) Sin embargo, no debe concluirse que al fallar una de las hipGtesis del teorema
necesariamente tiene que ser falsa la tesis.

Analice el lector los ejemplos f(x) = x* y f(x) = sg x en el intervalo [— 1, 1].

;A qué resultados podremos llegar si en lugar de plantearnos que f(a) y f(b)
tienen signos contrarios suponemos que sus valores son distintos (los signos
pueden ser iguales)? Analicemos geométricamente la situacion (figura V.12).

?Y

- Hb) =0 —
i
i
|
|
!
o=y ——— - — — — — ——— ;
| ‘
| i
| |
} !
fla) = of~—— 9 i |
X | !
i
i { \l N
3 c 5>

Fig. V.12
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Para que la curva que representa gréficamente a la funcién continua f pase del
punto (a, f (a)) al punto (b, (b)) aparentemente debe pasar por los puntos “inter-
medios™ del tipo (c, f(c)) donde a< c< b y f(c) estd entre f(a) y f(b).

Precisamente, se cumple el siguiente teorema:

TEOREMA 6.2 (2do. teorema de Bolzano o teorema de los valores intermedios)

Sea f continua sobre el segmento [a,b ] y tal que f(a) = & + f(b) = B. Sea?y
un numero arbitrario entre a y 8. Entonces sobre el intervalo (a,b) se encuentra
un nimero ¢ tal que f(¢) = v.

Observacion

Haciendo una traslacion del sistema de referencias que lleve 7 al origen de coor-
denadas, entonces, sga £ sg 8 y se cumplen, por tanto, las hipétesis del ler. Teo-
rema de Bolzano. La demostracién rigurosa, por supuesto, se basa en esta idea
geométrica.

DEMOSTRACION

Basta considerar 1a funcién auxiliar

e(x) = f(x) —,

la cual tiene el mismo comportamiento de y = f(x) s6lo que “trasladado™. Es
decir, la funcion ¢ es continua en [a,b] y w(a) ¢(b) <O0.

Luego, por el ler. teorema de Bolzano, existe ¢ € (a,b) tal que
0= ¢(c) = f(c) = 7, lo cual implica f(c) = 7 y el teorema queda demotrado.

Observaciones

1) Puesto que tomando ¥ = 0 el 2do. teorema de Bolzano se reduce al 1ro., las ob-
servaciones hechas alli son véilidas en este contexto.

2) Como probamos anteriormente, basta que haya una discontinuidad evitable para
que los teoremas de Bolzano puedan dejar de cumplirse. No obstante, existen
infinidad de funciones con discontinuidades hasta de segunda especie que cum-
plen la propiedad de alcanzar todos los valores intermedios entre los valores que

toma en los extremos del intervalo. Tal es el caso de la funcién f(x) = sen‘-)l(—,
la cual sobre el intervalo | — —727— , %] alcanza cada valor entre — 1 y 1, sin em-
bargo, en el origen tiene una discontinuidad de segunda especie. Como se sefialé
en la introduccién a este capitulo, Bolzano encontré una funcién discontinua en
todo punto de un intervalo y que, sin embargo, alcanza todos los valores entre
— I'y 1. Con este ejemplo, quiso mostrar a sus lectores que no bastaba la intui-
cion para asegurar un hecho matemitico, que es necesario utilizar el razonamiento
l6gico.

Las aplicaciones mds inmediatas de los teoremas de Bolzano se refieren a las
soluciones de ecuaciones.
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Ejemplo
1) Sea la ecuacién x 10° =1; ;posee esta ecuacién alguna solucién real?

Para resolver este problema puede utilizarse el ler. o el 2do. teorema de Bolzano,
es decir, computar las hip6tesis del ler. teorema para la funci6n auxiliar

0(x)=x10% —1

o las hipdtesis del 2do. teorema para

f(x) = x 10%

a) En el primer caso basta comprobar que para dos ciertos rﬁmeros reales la fun-
¢idbn g alcanza valores de signo contrario.

b) En el segundo caso hace falta hallar dos nimeros reales tales que el valor defen
uno sea menor que 1y en otro tome f un valor mayor que 1.

Se puede comprobar que los niimeros mds simples, a = 0, b = 1, nos sirven
tanto en uno como en otro caso.

En efecto:

a") p(0)=—1, ¢(1)=9
p') f(0)=0 , f(1)=10

Observemos que el método de acorralamiento, como siempre, permite precisar
mejor la locahzamon de las soluciones de la ecuacién; por ejemplo, si tomamos el
intervalo [0, —] y aplicamos el razonamiento del ler. teorema encontramos:

2(0)=—1, (5 )——\/’0 150,

’

luego, en este intervalo hay una solucién. Reiterando el proceso prec1samos que

esta rafz de la ecuacion estd en el intervalo [ % 1 ] pues \0( Ye(x ) < 0,y asf
sucesivamente.

~En una méquina calculadora con su debido programa, la localizacién se hace
con el error requerido en breves minutos.

Es también conveniente desde el punto de vista prictico no limitarse a la bi-
seccién del-intervalo en la busqueda de la rafz de la ecuaci6n; por ejemplo, una
divisién en 10 partes iguales de un intervalo de la longitud unidad nos permite de-
terminar la primera cifra decimal y este proceso reiterado conduce directamente al
namero buscado con la exactitud deseada expresada en forma decimal.

[lustremos el método mediante el ejemplo siguiente.

Ejemplo
2) Queremos buscar una raiz positiva de la ecuacion x* — 2 x> + x? —2=0.

Consideremos la funcién f(x) = x° —2 x3 + x* —2. Como f(1) = —2
y f(2) = 18, el polinomio tiene una rafz entre 1y 2. Dividimos el intervalo
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[1,2] en 10 partes iguales por los puntos 1,1 ; 1,2 31,35...51,9 y calcula-
mos:
f(LD) = —1,84;f(1,2)= —143; f(13) = —1;

f(1,4) = —0,14;f(1,5) = 1,10.

Como f(1,4) <0y £(1,5)>0,el polinomio tiene una raiz entre 1 4 y1,5.
Dividimos ahora el intervalo [14 ; 1,5] en 10 partes iguales y operamos igual que
antes hasta que obtenemos

f(141)= —0,04 y f(1,42)=0,06

Asi concluimos que el polinomio tiene una rafz entre 1,41y 1,42. Por tanto,

si queremos una aproximacién de una raiz con un error menor que 0,01 basta
tomar un nimero entre 1,41y 1,42. Si queremos una mejor aproximacién con-
tinuamos el proceso dividiendo en 10 partes el intervalo[1,41 ; 1,42], y asf su-
cesivamente.

EJERCICIO
Ejercicios resueltos
1. ;Tiene la ecuacion x* — 18 + 2 = 0 una rafz en el intervalo [—-1,1]?

Resolucion

Analicemos la funcién f(x) = x*— 18 x + 2 en[—1,1].
f(—=1)=19 y f(1)= —15.

Luego f(—1) f (1)< 0 y como fes continua en [—1,1] (lo es en todo R por-
que es polinomial) se satisfacen las condiciones del ler. teorema de Bolzano. En-
tonces, existe ¢ € (—1,1), tal que f(c) = 0 y c es la raiz buscada.

2. ;Tiene la ecuacion 2x® — x? —4x + 2 = 0 alguna rafz en el intervalo [0,2]?

Resoluciéon

Analicemos la funcién f(x) = 2x> —x? —4x+ 2 en[0,2]. f(0)=2 >y
f(2) = 6 > 0. En este caso no se puede aplicar directamente el ler. teorema de
Bolzano. No obstante, como f(1) = —1<0, podemos aplicarlo tanto en el intervalo
[0,1] como en [1,2] (1a funcién f al ser polinomial es continua en todd R). Asi ase-
guramos 1o solo la existencia de una, sino al menos 2 rafces en [0,2], unaen cada
uno de los intervalos [0,1] y [1,2].

3. ;Tiene laecuacién x = asenx + b, donde 0 < a< 1, b> 0, una rafz positiva
no mayor que b + a?

Resolucion

Analicemos la funcién f(x) = x —asen x en [0,b + a],f(0)=0,f(b +2a)=
=b+a—asen(b+a)=b+a[l—sen(b+a)]
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Como 1 —sen(b +a)>0y a> 0, entonces f(a+b) > b.

Si f(b+ a) = b, obtenemos una raiz positiva de la ecuacién, no mayor que
b + a. Analicemos, entonces cuando f(b + a) >b. f es una funci6én continua en
[0, 2a+b](lo esen todo R), b €(f(0), f(a+b) ). Por tanto, aplicando el 2do. teo-
rema de Bolzano, existe ¢ €(0, a +b) tal que f(c) = b; c es la rafz buscada.

4. Demuestre que:

a) Las funciones polinomiales de grado impar tienen, por lo menos, una rafz
real.

b) Las funciones polinomiales de grado par que toman un valor cuyo signo sea
contrario al que tiene el coeficiente de su término de mayor grado, tienen,
por lo menos, 2 raices reales.

Resolucion

a) Seael polinomioP(x): a0 + a1 X + ...+ 2,541 X (agn+1 #0).

De la teorfa de limites conocemos  lim P(x) = sg(a,, ,,) e lim
X—> 4o X > —

P(x) = —(sg 2y, ) - Por tanto, existe xo > 0 tal que sg P(xo) = sg a,,,,

y existe X, < 0tal que sg P(xy) = — g a,,,. Como P(x) es una funcién
continua en [X, ,Xo] ¥ P(X0) P(x;) <0, apiicando el ler. teorema de
Bolzano obtenemos la existencia de ¢ € (x; , Xo ) tal que P(¢) = 0. Es decir,
existe una rafz real de la funci6én polinomial,

b) Sea el polinomio P(x) = a9 + 23 X+ ...+ 8y, X, tal que existe xo €R
conP(Xo) a,, < 0. Como lim P(x) =(sgazy) e, existen X; >Xo ¥y

X->te

X, < Xo tales que P(x;) P(x0)< 0 y P(x;) P(%) < 0. Aplicando, entonces, €l
ler. téorema de Bolzano a la funtién P(x) en los intervalos [xo , X;] ¥ [X2, X0 ]
obtenemos la existencia de ¢; € (Xo ,X1) ¥ €2 € (X2, Xo) tales que P(cy ) =

=P(c,) =0. Bs decir, existen dos rafces reales de la funcién polinomial.

Ejercicios para el estudio independiente
1. Compruebe que la ecuacién x> — 3 x =1 tiene, al menos, una raiz comprendida
entre 1 y,2.

3 :
2. ;Toma la funcién f(x) = 2~ —sen 7 x + 3 el valor 2 L en el intervalo
[—2,2]? 4 E

3. Decimos que una rafz real de una ecuacidn ha sido separada si se ha encontrado
un intervalo [a,b] que contiene esta rafz y ninguna otra. Con ayuda del ler,
teorema de Bolzano separe las rafces reales de cada una de las ecuaciones siguien-
tes (st sabe que cada una tiene 4 rafces reales).

a) 3x*—2x>—-36x%+36x—-8=0
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b) 2x* _14x? +14x—1=0
) x* +4x® +x>—6x+2=0

4. Para cada una de las funciones siguientes halle un entero ntal que f(x) =0
paraalglin n<x< n+ 1. Calcule el valor de la rafz con 2 cifras decimales
exactas,

) f(x)=x>—x+3
b) f()=x%+x+1
0 fx)=4x*—4x +1
5. Demuestre que existe algiin niimero real X, tal que

) x'® + 163 =119
1+x? +sen? x

b) senx =x-—1

6. Suponga que f es continua en [a,b] y que f(x) toma siempre valores racionales.
{Qué puede afirmar de la funcién £?

7. Suponga que fy g son continuas en [a,b] y que f(a)< g(a), pero f (b)> g(b).
Demuestre que f(x) = g(x) para alglin x € [a,b] (si la demostracién no es
muy corta no estd bien).

8. Sea f(x) = tg x. Apesardeserf(—%):l y f(%[ = — 1 no hay ningtin

punto en el intervalo [41 , —3271— ] tal que f(x) = 0. Explique por qué no hay

contradiccibn con el ler. téorema de Bolzano.

¢ V.7 Funciones inversas

En este epigrafe veremos un concepto muy importante y una aplicacién mds
del 2do. teorema de Bolzano.

Sea la funcién y = f(x) definida sobre el segmento [a,b] y supongamos que el
segmento [a, B] es su imagen por f. Supongamos ademds, que a cada y del segmen-
to [, 3] corresponde un solo valor x del segmento [a, b] tal que f(x) = y. Enton-
ces, sobre el segmento [ a, B] se define una funcién, la cual a cada yde[a,B] le
hace corresponder el valor x de [a,b] parael cual f(x) = y. Esta funcién se deno-
ta por el simbolo x = f~}(y) y se llama funcién inversa de la funcién y = f(x).

En los razonamientos anteriores, en lugar de los segmentosfa,b] y [a,B] pu-
dieran considerarse intervalos abiertos (a,b) y (a, 8) donde a,b, a y B son nlimeros
reales o los sfmbolos + oo — oo, Mas generalmente, pudiera considerarse el caso
en que la funcion f est4 dada sobre un conjunto arbitrario de niimeros reales X y
con valores sobre otro conjunto arbitrario Y de R,

A tales efectos conviene introducir las definiciones siguientes (conocidas por
el estudiante desde la ensefianza media).
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DEFINICIONES 7.1

Sea la funcion £: X =Y. Se dice que f es epiyectiva o sobreyectiva si su ima-
gen es todo el conjunto Y, o sea, si para todo y €Y, existe x € X tal que f(x)=vy.
Diremos que f es inyectiva si para cada par de nimeros distintos x; y x, de X los
correspondientes valores f(x, ) y f(x,) son también diferentes. Si la funcion f
cumple las condiciones de epiyectividad e inyectividad se le llama funcion biyec-
tiva.

Ejemplos
1) f(x) = x es biyectiva de R sobre R.

2) f(x) = cte no es inyectiva ni epiyectiva, salvo el caso en que tanto el dominio
como el codominio se consideren puntuales.

3) f(x) = x? no es ni inyectiva ni epiyectiva considerdndola como funcion de R
en R, pero si se considera de R, en R, entonces es tanto inyectiva como sobre-
yectiva.

DEFINICION 7.1

Sea la funcién f: X - Y biyectiva.

La funcién inversa de f se define en Y sobre X como aquella funcion que a
caday € Y hace corresponder el Ginico valor x en X tal que f(x) =y. Se denota
f~l: Y X,

La epiyectividad permite afirmar que para todo y € Y la ecuaciény = f(x) es
soluble respecto a x y la inyectividad asegura que tal x es Unica.

Observaciones

1) Six = f~! (y) es la funcién inversa de y = f(x), entonces, evidentemente, la
funcién y = f(x) es la funcion inversa de la funcién x = f~ ().

2) No toda funcién posee inversa: hace falta que f sea inyectivay a la vez epiyec-
tiva para que £-1 esté bien definida. No obstante, en muchos casos se puede
restrmgu la funcién a un subconjunto de su dominio méximo sobre el cual sea
jnyectiva y, a su vez considerar como codominio la imagen correspondiente. En
tal caso, la funci6n resultante (evidentemente, distinta a la original) poseerd
inversa.

Ejemplo ~

4) Como vimos en el ejemplo 3, la funcién f(x) = %2 no es inyectiva ni epiyectiva
considerada de R en R, pero de R, en R, es biyectiva y su inversa es la fun-
cion £~ (x) = VX.

Los graficos de fy de f~! estdn tan fntimamente relacionados, que es posible
utilizar el graﬁco de f para obtener “a mano alzada” el grifico de f~1. Puesto que
el grafico de f~! est4 constituido por todos los pares (y,x) tales que (x y) pertenece
al gréfico de f y dado que los puntos (y,x) y (x,y) en el plano cartesiano son simé-
tricos uno del otro respecto a la bisectriz del ler. cuadrante (figura V.13), para
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Fig. V.13

obtener el grifico de f ! basta hallar la simétrica del gréfico de f respecto a la rec-
tay = x (figura V.14).

lry
/
y=1x) -
e
7
7
// y = f(x) "
/
/
[}
X .
Fig. V.14

De la representacion gréfica de la funcidn inversa de f se indican propiedades
importantes de tales funciones. Asf, es evidente que si f es inyectiva también lo
serd f~!. Mas generalmente, si f(x,) > f(x,) parax, >x, (sif (x,) < f(x,) para
X, >X;), entonces, f! también cumple la misma relacion, o sea, f~! (y,) > f (y)
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siy, >y, (71 (y,)< 7' (y,) siy, >y,). Antes de probar la veracidad de estas
“evidencias”, vamos a simplificar las notaciones llamando funcion estrictamente
creciente (estrictamente decreciente) la que cumple:

(x5 >%,) = (£(x) > f(x,))

(resp. (x, > x,) = (f(x,)< f(x,))
LEMA 7.2

Sea la funcidn f estrictamente creciente (decreciente) sobre el conjunto X'y
sea Y el conjunto de las imigenes de los elementos de X. Entonces, sobre Y existe
la funcion inversa f !, la cual es inyectiva y también estrictamente creciente (decre-
ciente).

DEMOSTRACION

Supongamos que f es estrictamente creciente. La inyectividad de f es inmediata,
pues X, # X, significa x; > X, 0 X, >X, v, por el crecimiento estricto de f,enel
primer caso serd f(x,) > f(x,) o, si ocurre el segundo caso, entonces, f(x,) > f(xy).
Por tanto, dado que por hipdtesis Y es el conjunto imagen de X, f ™! existe.

Anélogamente se demuestra que f~! es inyectiva también como consecuencia
del crecimiento estricto de f. Probemos ahora que f=* es estrictamente creciente
sobre Y.

Seany <y,;y, €Y,y eY,yseanx, = £ (y,) x, = 7! (y,). Por con-
siguiente, y, = f(x,), y, = f(x,). Para todo par de nimeros X, y X, s cumple
una (y s6lo una) de las relaciones siguientes: X; > X,, X; = X5, X; <X,. Si
X, > X,, por ser f estrictamente creciente se tendria f(x,)>f(x,),0ea,y, >V,,
lo cual es imposible. Six, = x,, dada la inyectividad de f se obtendria
f(x,) = f(x,), también contradictorio. Luego, de la desigualdad y, <y, se deduce
que x, < X,, lo cual significa que f -1 es estrictamente creciente sobre Y.

El caso en que f es estrictamente decreciente se puede demostrar andlogamente
o considerar la funcién — f y aplicar el resultado demostrado, pues cuando la fun-
cidn f decrece estrictamente sobre X, entonces, la funcién — f crece estrictamente
sobre este mismo conjunto.

311lema queda demostrado.

El resultado que deduciremos a continuaci6n es consecuencia del lema anterior
y del teorema de los valores intermedios.

+
TEOREMA 7.3 (de la funci6n inversa)

Sea la funcién f definida, estrictamente creciente (decreciente) y continua sobre
el intervalo [a,b], entonces, existe la funci6n inversa f-1 definida sobre el inter-
valo [f(a), f(b)] ([ f(b), f(a)]), la cual es estrictamente creciente (decreciente) y
continua sobre dicho intervalo.

DEMOSTRACION

Hagamos todos los razonamientos para las funciones estrictamente crecientes
pues para las estrictamente decrecientes se procede andlogamente.
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Como f(x) es estrictamente creciente, por el lema 7.2 la funcién f~! existe y es
estrictamente creciente sobre Y el conjunto de valores de f. Evidentemente, al ser f
estrictamente creciente Y = f ([a, b]) C [{(a}, f(b)]. Pero, si f es continua, el teo-
rema de los valores intermedios asegura que f({a, b]) = [f(a), f(b)]. Luego, f~!
existe y es estrictamente creciente sobre todo el intervalo [f(a), f(b)]. Falta probar
la continuidad de £~! en [f(a), f(b)].

Seay, e[f(a),f(b)] y xo =7 (y,)- Consideremos primeramente el caso en
que y, € (f(a), f(b)). Entonces, teniendo en cuenta el crecimiento estricto de f -1,
X, € (a,b). Sin perder generalidad (;por qué?), sea € > 0 fijo y tal que

aXg —€< X< Xg +€KDb e
Seany, = {(x, —¢€), y, = f(x, + €). Entonces, como f es estrictamente cre-
ciente, de (1) se obtiene
f@<y, <y, <y, <f(b)

Sead >0, talque y, <y, —6< Yo +98 <y,. Entonces, para todo y tal que
|y =Y, ‘ <8 secumpley, <y< Y, ¥, por tanto, utilizando nuevamente el creci-
miento estricto de f~!:

X —e=f"1 (y )< ()< (y,)=x, +e
Asi que hemos demostrado que para tales valores de y se cumple

="y |<e

lo que termina la prueba de la continuidad de ! en ¥, € (f(a), f(b)). Andloga-

mente, se prueba la continuidad por la derecha siy, = f(a) y por la izquierda si
¥, = f(b). Esto concluye la demostracién del teorema (figura V.15).

4‘/

b}

\ b
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Ejemplo: Funciones trigonométricas inversas

Consideremos la funcion y = sen x sobre el segmento [—-T-, L], Sobre este

272

segmento la funcién y = sen x es estrictamente creciente y continua. El conjunto
de sus valores es el segmento [— 1, 1]. Por el teorema de la funcién inversa sobre el
segmento [— 1, 1], existe la funcién inversa de la funcién y = sen x, la cual es tam-
bién continua y estrictamente creciente. Esta funcién se denota por el simbolo
X = arcsen y, o cambiando la notacién del argumento y por x y de x por y, por el
simbolo y = arcsen Xx.

Asimismo, se define sobre el segmento [— 1, 1] 1a funcién y = arccos x, inversa
de la funcidén x = cos y decreciente, continua y con imagen sobre el segmento [0, 7).

Las funciones y = arctg X y y = arcctg x se definen como inversas de las fun-

ciones tangente y cotangente sobre los intervalos ——l, zZ y (0,m), respectiva-
4 2 ) iy

mente. Estas funciones estin definidas y son monétonas sobre toda la recta real.

Aunque para definir las inversas de las funciones trigonométricas es usual tomar
como intervalos de crecimiento o decrecimiento los considerados anteriormente,
podrian tomarse cualesquiera otros con las mismas caracteristicas.

A continuacién damos los grificos de las funciones trigonométricas inversas
(figuras V.16=-V.19).

4y

Eh--—— — —
2
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[
I
I
_1 Q l X
. T T —
[
[
|
. |
!
|
n
————— —_— y = arcsen x
3 n
Fig. V.16
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Fig. V.19
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EJERCICIOS

Ejercicios resueltos

1. Dadala funcién f(x) = y = \3/x2 +1.

A4
Analice la existencia de la funcién inversa f ! . En caso de no existir f ! en
todo R, restrinja f a un dominio médximo de inyectividad y encuentre, en ese caso,
la expresion analftica de la funcidn inversa especificando cudl es su dominio de
definicidn.
Resolucion

La funci6n f estd definida para todo x €R. Evidentemente, la funcién f no es
inyectiva en todo R, pero basta restringirla al conjunto R, para obtener la inyectivi-
dad. El conjunto [0, 4+ oo} es un dominio mdximo de inyectividad de f, pues dado
cualquier x, < 0, entonces, f(x,) = f(—x,).

J—

Resolvamos la ecuacién y = \/ x? + 1 para hallar la expresion analitica de la
funcién inversa y® = x* + 1, o sea, x = +1/y> —1; pero hemos considerado
x> 0 y; por tanto, la funci6n inversa estard definida por la expresion

1 () = y? =1

El dominio de ™! es 1 <y < + o, como fécilmente se puede comprobar.

2. Demuestre que para cada funcion del tipo

y=a, Xt pa, x4 a, 3T e x a_,, dondeay, a;,2,,...,
L 3, SOn ntimeros positivos, existe la funcitn inversa creciente y continua
sobre todo el eje real.

a

Resolucion
Como se sabe, las funciones x, x*,x%, ..., x> *1 son crecientes sobre todo el
eje real. Mas alin, como los coeficientes a, (i=0,1,...,n+ 1) son positivos, enton-

2n+1 2n -1 iz . .
ces, f(x) = a, X +a, x +.oo.ta x+a también crece. Ademds,esta

~ . . - .
funcion es continua por ser polinomial. Luego, en virtud del teorema de la funcién
inversa, existe la inversa de la funcién dada y ésta es creciente y continua sobre todo

el éje real.

3. Demuestre que existe una tinica funcién continua x = X (Y) (—oo< y< + )
que satisface la ecuacién de Kepler

x—esenx=y (0<e< 1)

Resolucion

Demostremos que y(x) es una funcidn creciente. Sean x; y X, dos puntos
cualesquiera del eje real tales que x; < X,.
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Entonces,
Y(X)—y(x,) = (x, —€ sen Xy) —(x; —€senx,) =
=(X; —x;) —e(sen x, — sen X
Acotemos |sen x, — sen x, |

- X, + —
[senx2—senxlizzlsen(ﬁ%)“cm( zle)l<2sen(xzzx‘)
X, —X,
<2| 22 ll_lxz X1[=(X2——xl)

comoquiera que 0 < e < 1, se tiene:
€| sen x, —senx, | <(x, —x,)

de donde,
(x, —x,) —e(sen X, —senx,)= y(%,) —y(x,)>0

Esto significa que y es una funcién creciente, puesto que y(x) es una funcién
continua en el intervalo (— oo, + o), la funcién inversa x = x(y) es tnica y continua
en la variable y.

4. Calcule lim —aﬁsf‘lé-
X—->0

Resolucion

Haciendo el cambio de variables y = arcsen X, y teniendo en cuenta la continui-
dad de la funcién arcsen x en x = 0, se tiene

lim arcsenx= lim y =1

x>0 X y->o Seny

O sea, que arcsen X ~ x cuando x — 0.

Ejercicios para el trabajo independiente y
1. Dadas las funciones:
2 3 3
) y=2x—x d)yz\/l——x‘
2x eX
b = e =
)y 1 +x2 )y 1 +eX

y=x"4+2x>+1

Analice la existencia de funcién inversa. En caso de no existir f~! en todo R,
restrinja f a un dominio méximo de inyectividad y encuentre, en ese caso, la
expresion analitica de la funcién inversa especificando cual es su dominio de
definicion.
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2. Calcule los limites siguientes:

2
2) lim arctg x o lim In(1 + arcsen®x)
x>0 X x—>0 arctg2x?
1
- 1—cosx X
b) lim ————— d) lim (1 +arcsenx)? ~!
x — 0 X arctg sen X X—0

3. Demuestre que si la funcidn f(x) estd definida y es estrictamente monétona en
elintervalo [a, b] y para toda sucesién {xn} tal que x_ € [a,b] lim f(x )=f(a),
entonces, im X, =a.

4. ;Puede admitir inversa una funcién no monétona y = f(x)?

Analice el ejemplo.
X ,x €Q
A ,x e R\ Q
5. Analice el cardcter de las series
a) I arctg _1.-, a>1 9 °E° In (1 + arcsen n)
n=t n® e I
oo arctg——la
b) 2 —-—nl_ y @, B >0

n=1garecsen —=—

§ V.8 Teorema de Weierstfass

A confinuacién vamos a demostrar dos teoremas que, aunque elementales y
también “evidentes” como los de Bolzano, han significado un importante estimulo
para el desarrollo de la teorfa de las funciones, tanto en su aspecto practico como
en el tedrico. Se refieren estos teoremas a la acotacion global de una funcion
continua.

TEOREMA 8.1 (ler. teorema de Weijerstrass)

Sila ‘funcién f(x) es continua sobre el intervalo acotado y cerrado {a, b],enton-
ces f estd acotada sobre [a,b] ; es decir, existe M > 0 tal que: 1f(x) | <M, para
todo x € [a, b].

Observaciones

1) Geométricamente, este teorema significa que el grifico de una funcién continua
en [a,b] queda entre dos ciertas rectas paralelas al eje OX, como en la figura V.20.

2) Sila continuidad deja de cumplirse en un sélo punto del intervalo, entonces la
conclusion del teorema puede no ser cierta.

294



Y
_———
i
[
X
: g —
___._._____:M_________
Fig. V.20
Ejemplo (1
. X#O .
1) Sif(x)=< X , entonces, f es continua en todo punto de[—1, 1]
0 s x=0

excepto en 0, pero f no estd acotada ni superior ni inferiormente en [—1,1].

2) Este ejemplo hace ver también que el intervalo cerrado [a,vb] no puede ser susti-

tuido por el intervalo abierto (a, b), pues la funcién f(x) = —)l(— es continua
en (0, 1), pero no estd acotada superiormente en este intervalo.

3) La anterior observacion nos hace pensar que la demostracién del ler. teorema
de Weierstrass debe utilizar fuertemente la hip6tesis de que el intervalo es cerrado
¥, por supuesto, también el hecho de que el intervalo es acotado ya que evideri-
temente, sobre un intervalo no acotado no se cumple en general, el teorema
como lo muestra la funci6n f(x) = x. La demostracién que hacemos se basa
fundamentalmente en el teorema de Bolzano-Weierstrass sobre sucesivnes aco-
tadas.

DEMOSTRACION del ler. teorema de Weierstrass

Demostremos que la funcién f(x) es acotada superiormente en [a, b], dado que
la acotacién inferior se demuestra anilogamente.

Utilizaremos el método de prueba por reduccién al absurdo. Supongamos
que f(x) no es acotada superiormente sobre [a, b], entonces, para cada niimero
natural n se encuentra, al menos, un punto x, €[a,b], tal que f(x ) >n.
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De esta forma se construye una sucesién {x_} tal que x €[a,b] y la corres-
pondiente sucesién de valores {f(xn)} es infinitamente grande.

Utilizando el teorema de Bolzano-Weierstrass dado que {x, } es acotada al
serlo [a, b] que la contiene, extraemos de la sucesién {x n} una subsucesioén {xkn}

convergente al punto x,. Como todos los miembros de la subsucesién {xk } estin

en [a,b] (jque es cerrado! ), entonces, X, también pertenece a [a,b]. "

Por la continuidad de fen x, € {a, b], la correspondiente subsucesién de valores
{f(xkn)} est4 obligada a converger a f(x,). Pero esto contradice el hecho de que la

subsucesion {f(x, )}, al ser extraida de una sucesién infinitamente grande tiene
n

que ser también infinitamente grande. Luego, la suposicién de que f(x) no es aco-
tada superiormente es falsa. Lo que demuestra el teorema.

Utilizando los resultados del capitulo I sobre conjuntos acotados de nimeros
reales podemos afirmar que toda funcién continua sobre un intervalo [a, b] es tal,
que el conjunto de sus valores posee un supremo y un infimo, los cuales denotare-
mosporM= sup {f(x)}y m= ix[lfb]{f(x)}.

X €]a,b xela,

Surge el problema siguiente: ; es posible que la funcién f alcance en algin
punto x,, € [a, b] el supremo? ;y el infimo? ; en otras palabras ;tiene el conjunto
imagen de [a, b] por f un maximo y un minimo?

El 2do. teorema de Weierstrass responde afirmativamente a esta interrogante
para las funciones continuas sobre intervalos cerrados y acotados.

TEOREMA 8.2 (2do. teorema de Weierstrass)
Si la funci6n f(x) es continua sobre [a,b] yM = s[upb] {fx)},

xe|a,
m= inf {f(x)}, entonces existen puntos X, y X, en [a,b] tales que
xelab
f(x,)=M y f(x,)=m
DEMOSTRACION

S Por el ler. teorema de Weierstrass la funcion f es acotada sobre el intervalo {a, b]
y por eso existen nimeros reales m y M representando el infimo y el supremo de los
valores de fen {a, b].

Demdstremos que f alcanza su supremo M. La demostracion para el infimo es
andloga.

Supongamos, por el contrario, que f no alcanza al valor M sobre [a, b] , es decir,
que todos los valores de f sobre [a, b] son estrictamente menores que M. Considere-
mos la funcién auxiliar
1

o(x) = Mt

El denominador M — f(x) es una funcidn continua y estrictamente positiva
sobre el segmento [a, b], luego y es también continua sobre [a,b]. Porel ler. teo-
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rema de Weierstrass la funcién ¢(x) estd acotada superiormente en [ a, b], o sea, existe

un niimero positivo A tal que ¢(x) = m < A para todo x € {a, b]. Esto es
—f(x

equivalente a la desigualdad f(x) <M — —%— , Jo cual contradice que el nimero M

sea supremo de los valores f(x) sobre el intervalo [a,b]. La contradiccién anterior
prueba que la suposicion de que f no alcanza su supremo M en [a, b] es falsa, luego
el teorema queda demostrado.

Observaciones

1) El2do. teorema de Weierstrass puede reformularse diciendo “toda funci6n con-
tinua en [a, b] posee un valor méximo y un valor minimo en este intervalo”,
pues como se sabe desde el Capitulo I, cuando el supremo de un conjunto per-
tenece a €l se le denomina mdximo y al infimo se le llama minimo.

2) Una funcidn que no es continua en un intervalo [a, b] puede alcanzar sus
extremos.

Ejemplo

2) La funcién sg x en [— 1, 1] alcanza sus extremos aunque no es continua en
dicho intervalo.

Es posible que la funci6n no sea continua en ningtin punto de un intervalo [a, b]
y posea valor mdximo y minimo en este intervalo.
3) La funcidn de Dirichlet D(x) = { 0, xER\Q

1,x€Q

alcanza su supremo 1y su infimo O en el intervalo [0, 1] y no es continua en

ningiin punto de {0, 1].

Por supuesto, en un intervalo abierto una funci6én continua puede estar acotada
y, sin embargo, no alcanzar sus extremos.

4) La funci6n f(x) = x en (0,1) tiene a 0 y a 1 como extremos inalcanzables.

El 2do. teorema de Weierstrass nos garantiza que una funcién continuaen [a,b]
toma los valores m y M, mientras que el 2do. teorema de Bolzano asegura que,
ademds, todos los elementos del intervalo [m, M] son alcanzados por la funcién;
es decir, la imagen de un intervalo cerrado y acotado [a, b] por una funcién conh-
tinua es el intervalo cerrado y acotado [m, M].

EJERCICIOS .

Ejercicios resueltos

1. Para cada una de las funciones siguientes, decida cudles estdn acotadas superior
o inferiormente en el intervalo indicado, y cuéles de ellas alcanzan sus valores
méximo o minimo. Recuerde que f puede tener estas propiedades aunque no
sea continua y el intervalo no sea cerrado.

a) f(x)=x%en (—1,1)
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b)

¢)

2

X , x< a
f(x) =<
la+2 ,x>a ,en[—a—1l,a+1]
1—12— , x#0
f(X):: X
0 .x=0,en[0,1]

Resolicion

a)

b)

298

La funcion f(x) = x* es continua en [-- 1, 1], por tanto, por el ler. teorema de
Weierstrass, estd acotada superior e inferiormente en ese intervalo, de modo que
en (— 1, 1) también estd acotada.
No podemos aplicar el 2do. teorema de Weierstrass para la existencia de maximo
o minimo, pues (—1, 1) no es cerrado. Sin embargo, f(x) = x> > 0, por tanto,
0 es una cota inferior. Como f(0) = 0, entonces, x = 0 es un punto de minimo
y la funcion en ( —1, 1) alcanza su minimo. Pero no alcanza su mdximo ya que
f(x)=x*< lparax€(—1,1) y sup {f(x)}=1.

xE(-1,1)
Para que tenga sentido el ejercicio debe cumplirse que [ —a —1, 4+ 1] no sea va-
cio. Estose cumplesi—a—1<a+1,esdecir,sia>—1. Enelcasoa=—1
todas las respuestas son triviales. Supongamos, entonces,a > — 1.

Si x # a la funcibn es continua en x pues coincide con una funcién elemental en
una vecindad de x.

Six=ay a€(—a—1,a+1),entonces, a>—a-—1,dedondea>—~%—.

En este caso, la funcién es continua en x = a, si a? = a + 2. Esto sucede cuan-
doa=~—1 o0 a=2. Comoa> % , entonces, f es continua cuando a= 2. En

este caso, la funcion tiene el grafico siguiente (figura V.21)

1W

Fig. V.21



Por tanto, por el ro. y 2do. teoremas de Weierstrass la funcion estd acotada su-
perior e inferiormente (;dénde? ) y alcanza su madximo y su minimo en dicho
intervalo, es decir, el mdximo en x = — 3 y su minimo en x = 0.

Consideremos los restantes valores de a. Si—1<a < — % , entonces,
f(x)=a+2en[—a—1,a+1]. Por tanto, la funcién es constante y las res-
puestas son triviales.

Sia> — —21— y a#2,entonces,a€(—a—1,a+ 1)y fesdiscontinua en

X = a. A pesar de ser discontinua en x = a f estd acotada en [-— a—1l,a+1].

Sia >0 alcanza en el intervalo su méximo y su mfnimo y si = < a < 0 alcanza
su maximo pero no su minimo.

., . . i
¢) La funcién no es continua en cero a la derecha, pues lim — = + oo. Luegn,
X >0t X
fno es continua en[ 0,1 ] y no pueden aplicarse los teoremas de Weierstrass.

Ademds, como para todo K > 0, existe 0 < x < 1 tal que —)—(1—2— > K, entonces,

{ —1—2 :x€(0,1) } noesun conjunto acotado y, por tanto, f no estd acotada.
X _

2. Suponga que f es una funcién continuaen Ry tal que f(x) >0, lim f(x)=
X > +e

lim f(x)= 0. Demuestre que existe algiin niimero X, tal que
X > -

f(xo) = f(x), para todo x €R.

Resolucion

Como f(0) >0y lim f(x)=0,existe K> 0 tal que f(x) = If(x) | < f(0)
parax > K. e

Anilogamente, como lim f(x) = 0, existe K'< 0 tal que f(x) = [f (x)] <f(C}
parax< K'. e

Luego, para todo x € (— o, K") U (K, + o) se cumple f(x) < f(0).

Por otra parte, como f es una funcién continua en todo Ry [(K',K]es un in-
tervalo acotado y cerrado de R, podemos aplicar los teoremas de Weierstrass para
obtener la existencia de xo € [K',K] tal que f(x) < f(Xo), cualquiera sea
x € [K',K]. Como 0 €[K',K], f(0) < f(x,).

De lo anterior se deduce que:
f(x)< f(xo) paratodo x €R
es decir, la existencia de un punto x, de maximo de f(x) en todo R.
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3. Un bloque de peso P es movido a lo largo de un plano por una fuerza F que for-

ma un dngulo @ con la direccién del movimiento, siendo 0 <8 < % . Supon-

gamos que la resistencia por friccin es proporcional a la fuerza normal con la
cual el bloque presiona perpendicularmente al plano. Demostrar que existe un
angulo por el cual la fuerza de propulsién necesaria para vencer la friccién es
minima (figura V.22).

F({6) sen 0* —————————— F(0)

Fig. V.22

Resolucion

Sea F (9) 1a fuerza de propulsién. Esta tiene una componente vertical hacia
arriba que es F () sen 8, de modo que la fuerza normal de presion contra el plano
esN=P—F(0)sen 6. La fuerza de friccion es u N, donde u es el coeficiente de
friccibn. La componente horizontal de la fuerza de propulsién es F () cos 6 .
Cuando ésta se iguala a la fuerza de friccidn se llega a

. F(0)cosf = u[P—F(0)send]
de donde,
- W
F)= —t— — 0<f< T
cosf + uwsenf 2

Para que F (9) sea minima debe ser maxima g(6) = cos 6 + u sen 8. Como
cos 6 y sen 8 son continuas en todo R y u es una costante, entonces, g (6) es con-
tinua en Ry, por tanto, alcanza su minimo en el intervalo [ 0, —727—] .

4. Dada una ldmpara eléctrica colgada del techo sobre el centro de una mesa redon-
da de radio r. Demostrar que existe un valor de la distancia h de 1a ldmpara a la
mesa tal que la iluminacion en los bordes de la mesa sea méxima (figura V.23).
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\&92'\53

Fig. v.23

Resolucion

La iluminacién I es proporcional al sen ¢ e inversamente proporcional a la
distancia I:

. sen¥
I=¢ ——12
donde c es una constante.
h )
Como sen ¢ = Bk I=+vh +r
[= —d—0<hcse :
(h*+ %) *

Luego, debemos demostrar que hay un valor de h que hace a I méximo. En

efecto,
lim ____Ck_a__ =0
h->o =
(? +1%)*

h >+

B (h? + rz)i-
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Como I >0 para todo 0 < h<{ + o, podemos tomar, por ejemplo, [ (1) =
= A > 0. Entonces, existen 1 >8>0 y K>1 tales que

I(h)< A, si 0<h<d 6 h>K

Consideremos I (h) en el intervalo cerrado [§ ,K ]. Como es una funcién con-
tinua, en ese intervalo alcanzard su valor supremo M. Pero 1 €[§ ,K], luego
M >1(1) = A y por las condiciones de § y K,M es el valor mdximo para todo
0<h< + oo,

Ejercicios para el trabajo independiente

1. Para cada una de las siguientes funciones, decida cudles estdn acotadas superior
o inferiormente en el intervalo indicado y cudles de ellas alcanzan sus extremos.

) fx)=x3en(—1,1)
b) f(x)=[x]en(0,a]
¢) f(x)=x—[x] en [0,a]

X +1,-1<x<0
d) f(x)=< 2% , x=0
2X—130<X<1

0,xe(0,11\Q
e f(x)=< P

e X = T fraccion irreducible y p < q

1, x€[0,11\Q

f) f(x) =
) —1(-1- , X= —g- , fracci6n irreducible y p < q
, XE [ 0,11\Q
. f(x
8 f()= i , fraccién irreducible y p< q

h) £(x) = sen? (cosx + /1 +a?), en{0, 2°]

2. Sea P una funci6n polinomial cualquiera. Demuestre que existe algin nimero
Xg, tal que |[P(X0)} < IP(x)|, paratodox €R.

3. Supongamos que f es una funcién continua en todo R, tal que lim f(x) =
X—>+eo

= lim f(x) =0,y que,ademas,existena,be R tales que f(a) f(b)< 0. Pruebe
X—> -

que, entonces, { alcanza sus extremos.
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4. a) Demuestre que si f (x) tiene en el intervalo [a,b] s6lo un niimero finito de
discontinuidades de primera especie, entonces, f(x) estd acotadaen[a,b].

b) En las condiciones del inciso a) ;f(x) alcanzard sus valores extremos en
(a,b)? Ilustre su respuesta.

5. Unabala se lanza desde el suelo con velocidad V, y segun un dngulo «, de modo
que su componente vertical de velocidad es V, sen a'y lacomponente horizontal
V, cos a. Su distancia S(t) sobre el nivel del suelo obedece la ley S(t) =
=—491t% +(V, sena)ty su velocidad horizontal permanece constante. De-
muestre que existe un dngulo o que hace méxima la distancia horizontal reco-
rrida por la bala antes de alcanzar el suelo.

6. a) Seay(x)=ax*+ bx + c, donde a, b, c€ R. Demuestre que y alcanza su
infimosia>0yel supremosia<OenR,

b) Halle el punto en que y alcanza el infimo (para a > 0) y el supremo (para
a<0)enR.

7. Demuestre que entre los rectingulos de perimetro 2P hay uno de drea maxi-
ma. ;Cudles?

i

§ V.9 Concepto continuidad uniforme

Para culminar este capfitulo tratemos el atractivo concepto continuidad uni-
forme.
Para captar la esencia de este importante concepto, nada mejor que un ejemplo.

Ejemplo:
1) La funcibén f(x) = —;— es continua en todo punto distinto de 0. Si se elije par-

ticularmente € = 0,1 para x = 4, bastard tomar |Ax | < § = 1 para obtener
lAf1< 0, 1. Pero este § resulta ya excesivo para el punto x = 1. Claro es que
se logra hacgr Af menor que 0,1, tanto en el punto x = 4 comoenx =1, to-
mando |Ax 1< 8§ = 0,09, pero también la amplitud resulta excesiva para todos
los puntos comprendidos entre O y 0,1, por la misma razén anterior, asf, esta
situacion continuaré presentdndose a medida que nos sigamos acercando a 0
(ver figura V.24).

Segiin Heine, 1a continuidad de una funcién f sobre un intervalo I puede ser de
dos tipos:

1ro. Uniforme. Cuando para cada € > O se encuentra un niimero positivo § >0
tal que para todo par de puntos x', x"' en el intervalo I que disten entre si menos
que 8, o sea, |x' —x"'| < §, se cumple:

D —=fx")I<e
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Fig. V.24

2do. No uniforme. Si para cierto €o > 0 y para todo valor de § positivo se en-
cuentran dos nimeros xg , X' enl, tales que |Xj — Xg| <5 ; sin embargo,

5
£(x5)) —f(x}) I>eo.
Resulta, pues, que 1a continuidad de ——3—(— no es uniforme en ningdn inter-

valo (0, a) porque,'aun'que en una cierta vecindad de cada punto X, los valores

de f(x) difieren de f(x,) en una cantidad menor que € (y, por lo tanto, difieren
entre si en menos de 2 €), como existen infinidad de tales vecindades y las amplitu-
des de éstas son cada vez mas pequefias, 2 medida que X, se aproxima a cero, enton-
ces, no es posible elegir una amplitud minima vélida para todo punto X.

En cambio, si consideramos la misma funcion f(x) = -)1(— sobre la semirrecta

x > 1, entonces, €s uniformemente continua. En efecto, para dos nimeros arbitra-
rios X', x" de la semirrecta dada se cumple

|fx) — (x| = ‘L_.l_}i Bt | x|

XI XII xl xll
Por esto, tomando § = €, s¢ cumple que cualesquiera sean x', X"E[1,+ ),
tales que \x’ —x" l< 5, entonces, ‘f(x') —f(x'") \ Ld=¢€.
Mas atin, f(x) = —)IT considerada sobre el intervalo [_rlT’ 1] es uniformemente

continua por grande que sea n. Para cerciorarse de esto, basta aplicar el hecho de
que, si x’, x'' son dos puntos arbitrarios del intervalo [ % , 1], se cumple x' > —,
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" ! 11 '
x> L tuego, 17(x) — fx7) =) X=X | 1=
X —x 2

; por tanto, si toma-

mos § = en? se produce la desigualdad deseada |f(x') — f(x")] < e siempre que
|x' —x"| < 8 =en.
Este hecho puede generalizarse a través del teorema fundamental siguiente:

TEOREMA 9.1 (teorema de Cantor)

Si la funcién f(x) es continua sobre el intervalo cerrado [a,b], entonces, f(x)
es uniformemente continua sobre este intervalo.

DEMOSTRACION

Supongamos que la funcién f(x) es continua sobre el intervalo [a,b], pero que
no es uniformemente continua sobre este intervalo.

Entonces, para cierto €9 > 0y cualquiera sea § > 0 se encuentran dos pun-
tos x", x"" del intervalo [a, b] tales que

'xp_xn l < 5, pero If(x')—f(x") ‘ >€0

Escojamos la sucesi6n infinitesimal de ntimeros positivos 6, = % (nEN). Se

puede asegurar que para el niimero €, ¥ cadan €N existen X,y x'p de[a,b]
tales que

%= < 4, pero | fx) —f(xr) | > €
Como la sucesién {x;l} estd contenida en el intervalo acotado fa,b], ella es aco-
tada, y por el teorema de Bolzano-Weierstrass se puede extraer de ella una subsuce-
sidén convergente {x; } (n €N). El limite X, de esta subsucesion, por ser [a, b]
n

| 1
| < 4

quiere decir que la correspondiente subsucesidn {xl’(’ } de {)i;l'} es también con-
vergente a x,, (jpruébelo!) n
Como la funcién f es continua en cada punto de [a,b],lo estambién en x,.
Entonces, por la definicién de continuidad seglin Heine, las correspondientes
subsucesiones de valores {f (xl’(n)} y {f (xl'(’n)} estdn obligadas a converger a

cerrado, pertenece a este intervalo. Dada la desigualdad Ixx'1 - x! esto

n

f(xo) ; es decir, la diferencia {f (xg ) — f'(x{(' )} es infinitesimal. Esto, por
n n

supuesto, es contradictorio con la desigualdad ' f (xl'l) —f (xx'l' ) ,2 €,, la cual
era vilida para todo n y, por tanto, para todo kn.

La contradiccion a la que hemos arribado demuestra que la suposicion de
‘e la funcién f es continua en [a, b] y no es uniformemente continua sobre
~:te intervalo, es falsa. El teorema queda demostrado.
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Observacion

El reciproco del teorema de Cantor es evidentemente vélido, pues toda fun-
cién uniformemente continua sobre cualquier intervalo es continua en cada punto
de tal intervalo. Luego, el teorema de Cantor nos dice que la continuidad y la
continuidad uniforme son equivalentes sobre todo intervalo acotado y cerrado [a,b].

El teorema de Cantor también se puede reformular en términos del concepto
oscilacion de una funcion en un intervalo. Sea la funcion f (x) acotada sobre un
segmento [a, b]. Se llama oscilacién de f(x) sobre el segmento [a, b] a la diferen-
cia W = M — m entre el supremo M y el infimo m de la funcion f (x) sobre este
segmento. Para una funcién continua f(x) sobre [a, b] la oscilacion en [a, b] es
igual a la diferencia entre los valores maximos y minimos de esta funcion en [a,b].

COROLARIO (corolario ael teorema de Cantor)

Si la funcién f(x) es continua sobre el segmento [a, b], entonces, para cada
niimero positivo € se encuentra un nimero positivo § tal que sobre cada segmento
de longitud menor que & contenido en [a, b}, la oscilacién de f es menor que €.

Ejercicios resueltos

1. Demuestre que la funcién f(x) = sen % es continua y acotada en elinter-
valo (0, 1), pero que no es uniformemente continua en dicho intervalo.

Resolucion

En efecto, f(x) = sen —"x— es continua en (0, 1) por ser una compuesta de fun-

I

ciones continuas en (0, 1). Ademds, estd acotada, puesto que sen —1—— ‘ < 1.

Para probar que nuestra funcién no es uniformemente continua, debemos
hallar un e, > 0 tal que, para cualquier 8 > 0, se encuentren puntos X, x' €(0,1)

|

con ||x——x"<6 y |sen —1——sen—)7(7—, > €.

Tomemos €, =

u|.—-

nEN

s

o 10’ X =

Como es sabido, sen 1=+
X i (_ 1 n
LA ) E]

e ==

neN

2
2n+ 1’
Escojamos, entonces, X, Y %4 de la forma siguiente

x:.-l.— x':__._z___
n- n ’'n 2n+1

Comox -0y x| —~ 0, entonces, para todo & > O existe n tal que
IXp — X} | < &; sin embargo, \f(xn) ——f(x;l)' =1 >%—= €o-

T_ ho es uniformemente continua

Asi, queda demostrado que f(x) = sen -

en (0,1).
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|sen x
2. a) Demuestre que la funcién f(x) = — — ¢s uniformemente continua en

cada uno de los intervalos

J,==L0) y I, =(0,))
por separado, pero que no es uniformemente continua en su unién

JvIl, ={0< Ixl< 1}

b) Demuestre que si la funcién f(x) es uniformemente continua en cada uno de

los segmentos [a,c] y [c,b], entonces, esta funcién es uniformemente con-
tinua en la unién [a, b].

Resolucion

a) Comencemos por analizar el comportamiento de f (x) sobre los intervalos J, y J 2-

ParaxEJl,lsenxI=—senx,dem0doquef(x)=_Lexn_X_.
Parax€J,, Isenx | =senx, y f(x) = se;xx )

"~
Construyamos la funcién f(x) sobre J, de la manera siguiente:

sen X —
—-Lnx, x€[-1,0)

£ =1
=1 ,Xx=0
fes continua en [—1 0] puesto que lim — _s_e)?_g =—1 =f (0), 1o que garan-

tiza la continuidad en x= 0. En el resto de los puntos es continua por ser el
cociente de funciones continuas, cuyo denominador no se anula. Por el teorema
de Cantor, si una funcién es continua sobre un intervalo cerrado y acotado, ella

~
es uniformemente continua. Asi, f (x) es uniformemente continuaen [—1,0] y

A
también lo serd en J, C[—1,0]. Pero f (x) restringida a J, es precisamente (),
por lo que ésta serd uniformemente continua en J, . Similarmente, construyendo

CSenX 4 e(0,1]
)=y X

L1 ,X=O

y repitiendo el razonamiento anterior se demuestra que f(x) es uniformemente
continua enJ,.

Probaremos ahora que f(x) no es uniformemente continua en

J,Uul, = {o0< Ixl< 1},

En efecto, fijemos €, = —%- y tomemos x, €J, y x, €J,. En este caso, por
muy pequefio que se escoja § tal que |x; —X, | < &, nunca se cumplird que

307



I|f(x1) — f(xz)\ < —;— , puesto que f(x,) estd muy proximoa —1y f(x,) muy
proximoaly se tendria que el modulo de su diferencia estarfa muy proximo
al valor 2> —%— . Luego f(x) no es uniformemente continua en J, UJ, (aunque

se ha trabajado utilizando el término no exacto de «proximidad” con la inten-
cion expresa de hacer llegar la idea intuitiva de la situacion), estd claro que esto
no constituye una demostracion rigurosa. Sugerimos al lector que exprese dicha
idea en forma rigurosa).

b) Sea f(x) continua uniformemente en {a,c] ¥ [c,b]. Para probar que también
es uniformemente continua en [a, b], por ser éste un intervalo cerrado y acotado,
bastarfa probar que f(x) es continua en [a,b] en virtud del teorema de Cantor.

Pero f(x) es continua en [a, c] y [c,b] por ser uniformemente continua en

dichos intervalos. Es decir, f(x) es continua a la derecha en x = a, continua a la

izquierdaen x=b 'y continua en todo punto x€ ((a, o u(c, b)) Quedaria por

analizar la continuidad en x = ¢. Se sabe que lim f(x) = f(c) = lim ‘f(x)
X->c” X—~>C

puesto que f(x) es continua a la izquierda en X = ¢ por et continua en {a,cly
es continua a la derecha en X = ¢ por Sef continua en [c,b]; luego f {x) es con-
tinuaen X = C.

Finalmente, por ser f(x) continuaen cada uno de los puntos X € {a,b],es unifor-
memente continua en dicho intervalo.

3. Es uniformemente continuay = sen x en R?

Resolucion

Por el teorema de Cantor y = sen X €8 uniformemente continua en el inter-
valo [0, 27], pues es continua en él. Luego, para € > 0 existe § > 0 tal que si X’
y X" son puntos de (0,2m}y Ix' —x"I< §, entonces, |senx'’ —sen x'| < e.Pero
sen x es periddica de perfodo 27 y, por tanto, ese valor & es admisible para todo par
de puntos de R.

4. Es uniformemente continua la funcioén f(x) = x? en el intervalo:

a) (—1, 1) donde ] es un namero positivo arbitario?
b) (— o, +=)?

Resolucion

a) f(x) = x2 es continua en [—1, []; por tanto, por el Teorema de Cantor, es uni-
formemente continua en [—17,{ 1; luego, en cualquier subconjunto de [—1,11;
en particular, es uniformemente continua en Ll

b) Probemos que £(x) no es uniformemente continua en [0, + ). Como
|} — x| = 1% =X | |x, +x,| podemos encontrar siempre X , X, cerca-

nos y tales que x, + X, sea muy grande.
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Veamos:

Sea g, =—,1>— y supongamos 0< & < 1 arbitrario. ‘
1 262
T =-1 =
0memos x, 5 Y X, 55
| 1] 282 2—2+462 8
entonces, le—x“: |€-— 55 l:l 55 =5
2

por otra parte, ‘x, +X, l =X; +X, = 4;56 .

2_2|_8 (4=8%) . s ,_ 1.3 .1
Portanto, ‘xl—x2|——é——_2—6——_—l—T>l 4—4 > 2

Asi, hemos probado que para todo § > 0, por pequefio que éste sea, existen Xgs
X, €R, talesque |x; —x, | <8 y If(x)) —f(x,)|> -%— . Luego,fnoes

uniformemente continua en [0, + =) y por tanto, tampoco en (— oo, + o).

Ejercicios para el trabajo independiente

1.

Demuestre que la funcién f(x) = sen x? esti definida y acotada en el intervalo

infinito — o0 < X < + oo, pero que no es uniformemente continua en ¢ste inter-
valo.

. Demuestre que la funcion no acotada

f(x) =x +senx

es uniformemente continua en todo el eje —oo < x < + o0,

. Analice la continuidad uniforme en los intervalos dados de las funciones

siguientes:

a) f(x) = 4—)—(x2 , (-1<x<1)

b) f(x) =Inx , (0<x<1)
c) f(x)=—$%—x— , (0<x<m *

d) f(x) = e* cos %—, 0<x< 1)

Demuestre que si la funcién f(x) es continua uniformemente en el intervalo
finito (a, b), entonces, existen los limites

A= lim f(x) vy B= lim f(x)
x—>at x—>b~

(Es cierta esta afirmacién para un intervalo infinito (a,b)?

309



. Demuestre que para que la funcién f(x), definida y continua en un intervalo

finito (a, b) pueda extenderse de manera continua al segmento [a,b], es necesa-
rio y suficiente que la funcién f (x) sea uniformemente continua en (a,b).

. Se dice que una funcién f(x) satisface la condicién de Lipschitz de orden m en

un intervalo cerrado a <{ x < b si existe una constante C tal que
[fx,) —f(x )| < C |x, =%, |

para cualquier par de valores x, ,x, de {a,b]. Demuestre que toda funcién que
satisfaga la condicién de Lipschitz de orden m > 0 en [a, b] es uniformemente
continua en ese intervalo.

. Demuestre que si la funcion f(x) estd definida y es continua en el dominio

a< x<+o yexiste lim f(x), entonces, f(x) es uniformemente continua
X =>+ 00
en dicho dominio.

PREGUNTAS DE COMPROBACION

10.
11.

31

. Defina el concepto funcién continua en un punto en el lenguaje de las sucesio-
nes, con “e —§” y con incrementos.

. (Por qué cada funcidn racional es continua en todo punto donde su denomina-
dor no es cero?

. Pruebe la continuidad de las funciones exponencial y trigonométricas en sus
correspondientes dominios.

. Demuestre que la composicién de funciones continuas produce otra funcién
continua. Apliquelo a la prueba de la continuidad de la funcién potencia
x*(x>0 y a€R).

. ;Cudndo se dice que f(x) = o (g(x))? Ponga ejemplos.

Defina qué se entiende por funciones equivalentes para X —~ X, y demuestre

que una condicién necesaria y suficiente para la equivalencia entre las funcio-

nes f y g para x - x,, es que se cumpla f(x) = g(x) + o (g(x)) parax - x,

y g(x) # O para x # x,. Exponga ejemplos de funciones equivalentes parax -»0.

. Clasifique las posibles discontinuidades de f en el punto X, y dé un ejemplo de
cada tipo de discontinuidad.

. Enuncie y demuestre la propiedad de la acotacion local para las funciones
continuas.

. Enuncie y demuestre la propiedad de la conservacion del signo para las funcio-
nes continuas.

Enuncie y demuestre los dos teoremas de Bolzano.
(Es posible que una funcién discontinua alcance todos los valores entre su
maximo y su minimo? D¢ un ejemplo de funcién que no cumpla tal propiedad.
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12

13.
14.

15.

Defina el concepto funcién inversa. Enuncie y demuestre el teorema de la fun-
cion inversa. Apliquelo en la definicién de las funciones inversas tngonomé-
tricas.

Enuncie y demuestre los dos teoremas de Weierstrass.

D¢ un ejemplo de una funcién discontinua en todo punto del intervalo [0, 1] y
que posea valor mdximo y minimo en este intervalo. Exponga un ejemplo de
una funcién continua acotada y que no alcance sus extremos.

Defina el concepto continuidad uniforme. Dé un ejemplo de funcién continua
y no uniformemente continua. Enuncie el teorema de Cantor.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

1. Dadas las funciones siguientes, analice su continuidad en R y clasifique sus pun-

tos de discontinuidad.

Laxr+3) ,x<1
a) f(x)= 6

—5X , 1< x<3
X -3 , X 23
— , senx#0
b) 1= senXx =10
( arctg x L 0<x< 1
‘ x(x—1)
0 fX)= o % s I<x<2 .
VvV x(x—2) ,x>2 0x<0
sen? x
4 f)= 1—cosx
1 , X#0
e) f)= < L*]
0 , x=0
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, donde p=

f) y = 3

w—u—2 x—1

"—1, >0
g) y=u®, donde u= j x X
ka+l,x<0

B )= ————

X
| —el- X
1
1-X
i) f(x): 2_2
_l-
.8
. 2- — 1
_]) f(X): ———vT...._-——
2% +1

K) f(x) = 4 senmx, x€ER\Q
! 0 ,x€Q

2. Analice la continuidad en R y construya el grifico de ias funciones siguientes:

=x(— [x] . x +x? e™

a) f(x) = X( 1) f) f(X)= lim —XFXX ¢
n 1+e™

< b fx) = Vx - [V x] R
9 f(x) = lm ==

n XX

) f(x) =[x]senmx

ot (LleeD " OTW [x arctg (netg )]

e i) f(x) = lim (lim cos™(wn!'x))
e) f(x) = lim V 1+x™ m =

X2

2
x2 X

i) =

xl
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3. Calcule los limites siguientes:
sen (x — -I) .

<o I 1—2cosx

b) lim (senln(x +1)—senlnx)

X =>4+ o

.
o lim 1n(1+\£;+\4/_x)
x>+= In(l+Vx+Vx)

4 lim ln(x+h)+ln2(x—h)—2lnx
h-o h

e) lim (x+2)? x+b)*P

oa 2x+a+b
x> (x+a+b)

£ lm (490 (+x3) 14x) ...(0+x )] silxI<1

2 hmo (V 1+x2+x)“);—(\/1+x2—x)n R
1 -VX
b lim (22X) %

Xt 24X

i) lim (sen x)tg X
o I

1
j) lim (cos Vx)X

X —=>0

i ¢ ¥ £ B
k) hlfn (cos(z)cos(zz)cos(zs)... cos(zn))

. X X N
)} hrrln (cosn + A sen n)
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L

m) lilrln ([Eg_n!—?.)n

4. Pruebe que si f(x) es continua en R, entonces, para todo c €R

[ —c¢ ,fX)<—c
fo(x) = i fx), () 1< ¢
c ,f(x)>c

es continuaen R.

5. a) Demuestre que si f es continua en [a,b], entonces existe una funcion g que
es continua en R y que satisface g(x) = f(x) para todox €[a,b].

b) Haga ver con un ejemplo que esta afirmaci6n es falsa si se sustituye [a,b]

por (a,b).
6. a) Suponga que g(x) y h(x) son funciones continuasen a'y que g(a) = h(a).
Defina: e P
g(x) , x<a
fx) = <
' h(x) , x>a

Demuestre que f es continua en a.

b) Suponga que g es continuaen [a,b]y hes continuaen [b,c ], ademis,
que g(b) = h(b)

Sea

“Q={u@.x€hb]
h(x) , x€[a,c]

Demuestre que f es continua en [a,c].
7. Demuestre que si f(x) y g(x) son continuas en R entonces

¢(x) = min [ f(x) ,g(x)] y ¥ (x) = max [(x),g(x)]
son ;a.mbién continuas en R.
8. Sea f(x) definida y acotada en [a,b]. Demuestre que las funciones
m(x)= inf {f(§)}yM@= sup {f(£)}

A% exX A< ‘E <x
son continuas por la izquierda en todo punto de (a,b].

9. Demuestre que todo punto de discontinuidad de una funcién mondtona y aco-
tada es un punto de discontinuidad de primera especie.
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10. Demuestre que toda funcion continua f puede escribirse en la forma f = g—h,
donde g y h son positivas y continuas.

11. Muestre que la ecuacién *

4 a3 as
+ + =0,
X—>\1 X—)\g X-)\g

donde a; >0,a, >0,a; >0 y X\, <A, <Ay, tiene dos raices reales compren-
didas en los intervalos (A; ,1;) ¥y (A5, ;).

12. Sea f(x) una funcién continua en [a,b]. Consideremos que la ecuacién
f(x) = 0 posee un nimero finito de rafces x;, 1 <i< n en el intervalo [ a,b].
Ordenémoslas segiin su orden de crecimiento:

Aax<x< ... <x3<b

Pruebe que en cada intervalo (a,x,) , (X1 ,X2),. .., (Xy ,b) la funcién f(x)
mantiene su signo constante.

13. Suponga que f es una funcion continua en [0, 1] y que f(x) est4 en [0,1], para
todo x.

a) Demuestre que f(x) = x para algiin nlimero x (a tales puntos se les llama
puntos fijos de f'y este resultado es conocido como el teorema del punto
fijo de Brower).

b) Demuestre que si g es también una funcién continua en [0,1] y g(0) = 0,
g(1)=1 o g(0) =1, g(1) = 0, entonces, f(x) = g(xJ, para algiin x.
14. Dada una funcién continua sobre [a,b] tal que f(a) < a y f(b) > b, demuestre
que f tiene un punto fijo en [a, b].
15. Dada la funcién

e () -
{(x+1)2 Ixl %/ xx0

f(x) =
1 0 , x=0 .

Compruebe que en el intervalo {— 2, 2] ella toma todos los valores comprendi-
dos entre f(—2) y f(2) aunque no es continua.

(En qué punto tiene f discontinuidad?

16. Demuestre que si f(x) es una funcién continua en el intervalo (a,b) y
Xy < X, <...<Xx, sonn puntos cualesquiera de este intervalo, entonces,

existe un niimero £ € [x,,x ] tal que
£(5) =L (fx,) + . . .+ f(x,))
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17. Suponga que ¢ es continuay que

lim i"1(—)9-—_-0= lim f—(—)i)—

X=2>+00 X X+ -o00 X

a) Demuestre que si n es impar, entonces, existe un nimero x tal que
Xn + @(X) = 0 .

b) Demuestre que si n es par, entonces, existe un nimero y tal que
y® + o(y) € x" + ¢(x), para todo x.

18. Suponga que f es continua en [a,b] y sea X un numero cualquiera. Demuestre
que existe un punto en el grifico de f que es, entre todos, el mds préximo al
punto P(x,0), en otras palabras existe alglin y en [a,b] tal que la distancia
desde (x,0) a (v, f(y)) es menor o igual a la distancia de (x,0) a (z,f(z)), para
todo z de [a, b].

b) Demuestre que esta misma afirmacion no es necesariamente cierta si {a, b]
se sustituye por (a, b).

¢) Demuestre que la afirmacién se cumple si [a,b] se sustituye por R.

d) En los casos a) y ¢), sea g(x) la minima distancia de (x,0) a un punto de la
grifica de f. Demuestre que g(y) <g(x) + Ix —y | y deduzca que g es
continua.

¢) Demuestre que existen nimeros Xy y X, €n [a, b] tales que la distancia
de (x4, 0) a(x;, f(x,)) es menor o igual a la distancia de (x,0) a
(x!, f(x})) cualesquiera que sean xh, x} en[a, b].

19. Suponga que f es coutinuaen [0,1] y £(0) = f(1). Sea n un nimero natural
cualquiera. Demuestre que existe algiin nimero x tal que f(x) =f(x + 'rll—)‘
Indicacion: Considere la funciom g(x) = f(x) — f(x + —rlT)‘ ;Qué ocurriria si
g(x) # 0 para todo x?

b) Suponga que 0< a< 1, pero que aes distinto de —%1—, cualquiera que sea el

nimero natural n. Halle una funcion f que sea continua en [0,11y que
satisfaga f(0) = f(1), pero que no satisfaga f(x) = f(x + a) para ninglin x.

20. a) Deanuestre que no existe ninguna funcién definida y continua sobre R que
tome exactamente dos veces cada uno de sus valores.

Indicacion: Si f(a) = f(b) para a< b, entonces, o bien f(x) > f(a),
para todo x de (a, b), o bien f(x) < f(a), para todo x de (a,b). (;Por qué?)
En el primer caso todos los valores préximos a f(a), pero ligeramente mayo-
res que f(a), son alcanzados en algin punto de (a,b), esto implica que
f(x)< f(a) parax<a y x>Db.

b) Mejore el resultado del inciso a) demostrando que no existe ninguna funcién
continua f que tome cada valor de su imagen exactamente dos veces.
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

Indicacién: La indicacién anterior sugiere que f tiene, ya sea un méximo
o un minimo (el cual debe ser alcanzado dos veces) ;Qué puede decirse

acerca de los valores proximos de este extremo? R

¢) Halle una funcién continua f que tome todos los valores exactamente tres
veces. De modo mis general, hallar una funcién que tome todos los valores
exactamente n veces, si i es impar.

d) Demuestre que si n es par, entonces 1o existe ninguna funcién continua f
que tome todos los valores exactamente n veces.
Indicacion: Para tratar, por ejemplo, el caso n = 4, ponga f(x,) = f(x,) =
= f(x,) = f(x,). Entonces, o bien f(x) > 0 para todo x en dos de los tres
intervalos (x, , X,), (X3, X3) 0 (X3, X,), 0 bien f(x) < 0 para todo x en dos
de estos tres intervalos.

Se le lama “modulo de continuidad™ de la funcién f(x) en el intervalo (a,b) a
la funcion.

W, (8) = sup If(x,) —f(x,)!, donde x,,x, son puntos cualesquiera de (a, b)
que satisfacen la condicion |x, —X, | <3.

Demuestre que para que f(x) sea uniformemente continua es necesario y sufi-
ciente que lim W.(8)=0.
5§—>o0*

Obtenga acotaciones del médulo de continuidad W, (8) del tipo W, ¥)<C 8%,
donde C y a son constantes positivas, si:

a) f(x)=x*> (0<x<1)
b) f() = Vx (0<x<a) y @<x<+) .

o

¢) f(x)=senx + cosx (0<x<27)

En cudntas partes iguales es necesario dividir el segmento [1,10] de modo que
la oscilacion de la funcion f(x) = x2 en cada uno de estos subintervalos sea
menor que 0,0001?

L4

Pruebe que si la funcion f(x) es continua en aC X< + o0,y existe
lim f(x), entonces, esta funcion estd acotada en (a,b).

X—>+00
*

Sea f(x) continua y acotada en (X, + ). Pruebe que cualquiera que sea T,
existe una sucesion x - o° tal que

fim [f(x, + T)—f(x;)]1=0

La funci6én y = arctg -)1(— no est4 definida en el punto x = 0. ;Es posible com-

pletar la funcion f(x) en el punto x = 0 de tal modo que llegue a ser continua
en este punto? Construya su grafica.
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27.Pruebe quesi lim [f(x + 1) —f(x)] =/, entonces, lim ﬂ)?—:l si f(x)
X+ 00 X >+ 00
estd acotada en cada intervalo finito.

28. Pruebe qu;: si
. a) f(x)>0

b) f(x) y ﬁ estdn acotadas en cada intervalo finito

¢ lim f(x+1)

=I1>0
X =>+ 00 f(x)
entonces, 1
im (f(x) " =1
X —> 4 00
f enx + nx __
29. Halle lim u)— y de aqui pruebe que sg x = lim < ! .
n e™ +1 n e™ 41

30. Demuestre que si f(x) es continua en R y para todo par x,, x, de R,
f(x, +x,)=1(x;) + )

31. Demuestre que la tinica funcién continua (no idénticamente nula en R) que
satisface f(x +y) = f(x) « f(y) para todo x,y de R (f(xy) = f(x) + f(y) para
todo x,y de R) es la funcién f(x) = a* (f(x) = log, x) para un cierto a > 0.

32. Sean f(x) y g(x) funciones uniformemente continuas en un conjunto E:
a) Demuestre que f(x) * g(x) es uniformemente continua en E.

b) Si, ademds, f(x) y g(x) estdn acotadas en E, demuestre que, entonces,
f(x) g(x) es uniformemente continua en E.

¢) Demuestre que, en general, el producto f(x) g(x) no es uniformemente con-
tinuo.

Indicacion: Considere f(x) = x sen x.

33. Se dice que f(x) es absolutamente continua en [a,b] si para cada € > 0, existe
5 > 0, tal que:

n
T |10 +h) —f(x) | < e
i=1

para todo conjunto finito de puntos x,, X,,. .., x talesque

n
a<x; <Xy +hy <x,<x, +h,<...<x +h <by Z h<3é.

1=1

a) Pruebe que si f(x) es absolutamente continua sobre [a,b], es uniformemente
continua en dicho intervalo.
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b) Dé un ejemplo de una funcién uniformemente continua que no sea absoluta-
mente continua.

Indicacion: Considere la funcién y = x4/ cos ;T—, x#0,y(0)=0.
c) Pruebe que la suma, diferencia y producto de funciones absolutamente con-
tinuas en [a, b] son absolutamente continuas en {a, b].

34. Demuestre que una funcién continua en un intervalo infinito [a, + %) y no aco-
tada ni superior ni inferiormente en este intervalo toma cada valor real un nu-
mero infinito de veces.

.
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APENDICE. FUNCIGN EXPONENCIAL, FUNCIGN LOGARITMICA
Y FUNCION HIPERBOLICA

El necio ve el principio, el sabio el final

PROVERBIO ANTIGUO

Introduccion

El concepto funcién es tan extenso y general que no es sorprendente encontrar-
nos con una inmensa variedad de funciones como expresién matematica de distintos
procesos tecnologicos y fenémenos naturales. Lo que, a veces, sorprende es que un
corto niimero de funciones especiales rijan una multitud de fenémenos completa-
mente diferentes. Entre estas funciones realizan una funcién fundamental la cono-
cida funcién exponencial. A continuacion ilustramos esta idea con algunas leyes que
son expresadas matematicamente por la funcién exponencial.

1. Carlos Marx descubri6 la ley exponencial del crecimiento de la produccién social.
En una primera aproximacion se cumple que

K =100¢*"

donde K es el llamado indice de produccion; t, el tiempo en afios y ¢, una cons-
tante; en el ejemplo numérico dado por Marx, ¢ = 0,0953.

V. 1. Lenin desarrollé el modelo creado por Marx, tom6 en cuenta otros factores
como el progreso tésnico y llegd en 1893 auna ecuacion que describe con mds
exactitud la relacion real:

K =100[1 +v(e**=1)] (v>0)

2. Una funcién exponencial aparece también en la desintegracion radiactiva. Si
N = f(t) es el nimero de nicleos atémicos de una sustancia en el instante t,
entonces, se cumple que

By
. N = NO €

donde N, es el néimero inicial de niicleos y A una constante caracterfstica de la
sustancia, llamada constante de desintegracion.

3. El crecimiento del namero de bacterias en un cultivo (despreciando las disminu-
ciones eventuales debidas a la falta de sustancia nutritiva o al influjo de sustan-
cias antibacterianas) es directamente proporcional al nimero de bacterias que
existen en un momento dado. El nimero N(t) de bacterias satisface, aproxima-
damente, la ecuacién

N=N,ekt (Ny>0,k>0)
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donde N, es el niimero inicial de bacterias y k una constante caracteristica del
caldo de cultivo.

4. Segln Newton, el enfriamiento de un cuerpo en medio frio se produce de
acuerdo con la ecuacién

T=Ty +(Ty —Ty)e

donde T es la temperatura del cuerpo en el instante t; Ty, la temperatura del

medio; T, , Ia temperatura inicial del cuerpo y « una constante que depende de
la sustancia y la superficie exterior del ‘cuerpo.

Un cuerpo de superficie no reflectora (cuerpo “negro”) emite, a la temperatura
absoluta T, rayos que pueden descomponerse espectralmente. En el punto del
espectro que corresponde a la longitud de onda A se irradia una densidad E de
energia, determinada por la ley de irradiacién de Planck:

E- C

£
(e AT —1)

Creemos suficiente esta ilustracién para convencer al lector de la importancia
de las funciones exponenciales. ;Cuil es la razén de que tantas leyes diferentes se
expresen matematicamente por funciones exponenciales? Como ocurre muchas
veces en matemadtica, lo que a primera lectura nos sorprende aparece después, muy
simple y natural, cuando profundizamos en la esencia del problema. En este caso,
todo el misterio reside en que la funcién exponencial satisface una “ecuacién dife-
rencial” la cual expresa, de manera general, que la variacién de la funcién respecto
al argumento es proporcional al valor de la funcién misma. Jor eso es que mediante
funciones exponenciales se pueden expresar, aproximadamente, los procesos de cre-
cimiento o decrecimiento de la produccién, de las bacterias, de la energfa, etc.

En este apéndice se estudiarin, ademis de la funcién exponencial, su inversa: la
funcién logaritmica, y ciertas combinaciones particulares de ellas conocidas como
funciones hiperbélicas por analogias en sus propiedades con las funciones circulares
trigonométricas y con una interpretacion similar sobre una hipérbola equildtera™

Existen varias razones para la consideracién especial de las funciones hiperbé-
licas. Una razén es que son usadas en la solucién de ciertos problemas técnicos. Por
ejemplo, la tensién en cualquier punto de un cable flexible, pesado y suspendido por
sus extremos (como lo es un cable de transmisién eléctrica) puede ser computadaen
términos de la funcién coseno hiperbélico y = chx. La curva que determina esta
funcién se conoce por catenaria (de la palabra latina catena, que significa cadena y
hace alusion a la propiedad sefialada anteriormente) y aparece en otros problemas
de ingenierfa.

Una segunda razén para estudiar las funciones hiperbélicas es que son muy
Utiles en el cilculo diferencial e integral y particularmente en la resolucién de ciertas
ecuaciones diferenciales.

Sin mds, pasemos a estudiar detalladamente estas funciones.
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§ A.1. Funcién exponencial

Veamcs primero como puede ser definida la funcion exponencial para expo-
nentes racionales (es decir, considerado como dominio) y después extenderemos la
definicion a los nimeros reales.

Si a es un niimero real cualquiera y n es un namero natural, “elevar a a la poten-
cia n” significa, simplemente, multiplicarla por sf misma n veces, es decir,
a"=a-+a....+aysecumple paran,mEN que a™ . a" =a™* " (ab)? =a" . ",

La funcién y = x", para n natural est4 bien definida en el conjunto de los ntime-
ros reales. Comencemos por demostrar una propiedad sencilla de esta funcion.

PROPIEDAD 1.1

La funcién y = x™ parax >0y n €N es estrictamente creciente y continua
en todo R.

DEMOSTRACION
Demostremos primeramente el crecimiento de y = x". Sean 0 <x, < x,,
entonces, X)) —x] =(x, —x )37 +x] 77 x 4. 4+ x,x] 72 +x]7T)

Dada la condicién sobre x, y x,, los factores del miembro izquierdo de esta igual-
dad son ambos positivos, por lo que se obtiene

n n n n
X, —%x; 20, x3>x

y esto significa que x™ es estrictamente creciente para x > 0. La continuidad de

y = x™ se obtiene de Ts continuidad de y = x y las operaciones con funciones conti-
nuas (Capitulo V § V.2), con lo cual queda demostrada la propiedad.
Consideremos la funcién y = x™ en un intervalo cerrado [0, N], donde N es
un entero positivo cualquiera. Como esta funcién es continua y creciente estric-
tamente en el mencionado intervalo, podemos aplicar el teorema de la funcién
inversa y afirmar que existe en el intervalo [0,N" ] la funci6n inversa, la cual, ade-

1rds, es continua y estrictamente creciente en dicho intervalo. Esta funcién inversa
1

se denota por X = ya. Como N es arbitrario, N™ puede tomarse tan grande como
- 1
n

se quiera, por lo que la funcién x =y " estd definida para cualiluier y > 0. Como

es usual, podemos regresar a la notacion tipica y escribir y = x I que estard definida
para todo x > 0.

Definamos ahora la potencia —rll- de un nimero real a > 0 como el valor de la
1 1

. s n T _ Im
funciény = x™ en el punto a; esto es,a™. Seaahora r=-_*, donde n,mson
nimeros naturales. Entonces, definamos

m

m I
aa=a"=(@")
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Ademads, definamos
T
a°=l,a‘r=(%—),rEQ,r>0ya>O v
De esa forma queda completamente definida la potencia racional de cualquier
nimero real positivo, que cumple las propiedades siguientes (conocidas para las
potencias enteras positivas):

PROPIEDAD 1.2

(aI)S — al‘S

DEMOSTRACION ~ *
Observemos, primeramente, que parar = % €Q y p €N se tiene que

m mp

@) =am 1)

1
pues, desarrollando ambas potencias, se obtiene a multiplicado por s{ mismo
mp veces. p

Sean ahorar = —%’— y s= q° m, 1, p, q enteros positivos y demostremos

que (a%)* = a'*. m P mp

Denotemos por ¢, = (a')*=(a " )T y ¢, =a"=an._ §i ¢, #¢,, envirtud
de la inyectividad de y = x4 para x > 0 se cumple ¢ # ¢3. Utilizando (1) reiterada-
mente, obtenernos

m p mp
of = (")) = (a“) Zan

mp mp
cd = (anq )q = a?

de donde, cq = cq se obtiene una contradiccion, luego ¢; = c, , es decir, se cum-
y

plela propledad 1.2 para r, s racionales positivos. Sir=00 s=01la 1gualdad de’la
propiedad 1.2 es trivial y sis < 0 o r < 0 podemos utilizar la definicién a~ -—( )
para r > 0y se reduce al caso de exponentes positivos. y

o

PROPIEDAD 1.3
a"e b’ =(a-b)

DEMOSTRACION
Podemos demostrarla para r > 0 y extenderla a los restantes valores racionales

.. . m -
de r de la forma indicada anteriormente. Sear = =7 » M, n enteros positivos.
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1 1
Demostremos, primeramente, que a™ - b™ = (ab)".
1 1 LN
Supongainos lo contrario, es decir, ¢; = a" %" % (ab)™ = ¢, . Entonces, en

virtud de la inyectividad de y = X", c;l #* cg ,0sea,

1 1 1

(a” - ™) # [(ab) "]

1
utilizando (1) [ (ab)" ]" = (ab)! = ab: ademds, como sabemos que la propiedad 1.3
se cumple para exponente natural, tenemos

1

1 1 1 :
[an‘k bn]n _ (an)n . (bn)n:a'b

lo cual contradice que c'; # ¢ y queda demostrado lo que se queria. Multiplicando
LI & i -

la igualdad a" b" = (ab)™ m veces por si misma se demuestra la propiedad 1.3
parar > 0.

PROPIEDAD 1.4

ar . as - ans
DEMOSTRACION
m L. i
Seanr = ‘—n , 8= —E;—: m, n, p, q enteros positivos, entoncesr +s = mptnp
& nq
y se tiene, utilizando (1)
) mq +np |
af*S=a N - (anq) mq+np
Como mq + np es un entero positivo
1 A i m p
ans:(anT}) mq+np _ (anq )mq . (a"q )“P —a" . % = af .2’

lo que demuestra la propiedad 1.4.
PROPIEDAD 1.5
Sia>1y resun racional, tal que r>>0, entonces al>1.

DEMOSTRACION

m

Sear= Lr?" ,y supongamos que a' = a" <1, multiplicando n veces por si mis-
ma esta desigualdad se obtiene a™ <1, pero esta desigualdad contradice el hecho

a™ > | que se obtiene multiplicando la desigualdad a > 1 por s{ misima m veces.
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PROPIEDAD 1.6

La funcidony = a*, a> 1, definida sobre el conjunto de los niimeros raciona-
les es estrictamente creciente sobre este conjunto. (Sia<< 1 es estrictamente de-
aeciente).

DEMOSTRACION

Sean ry y r, dos niimeros racionales tales que r, < 1,, entonces

I

a2 — g1 afx(afz'fz -1) 2
Como 1, —1; >0-y a> 1 se tiene, en virtud de la propiedad 1.5, que
a'2" 151, luego

I
a’? — a't > 0, esto es, 2’2 > a'!

El decrecumento estricto cuando a< 1 se obtiene de lo demostrado conside-
rando b’—( ), donde b > 1.

Note que sir = - tiene denominador n impar, entonces, puede extenderse la

definicién de potencia racional a los niimeros a < 0, definiendo:

r {(-—a)‘ , mpar
= —(—a)*, mimpar

PROPIEDAD 1.7

-
-

Sea a> 0, entonces, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que, para todo racio-
nal r que satisface | r | < &, se cumple la" — 1 | < e.

DEMOSTRACION

|~

-1
Para demostrarla utilizaremos que lima® =1y lima ®

ces, existe N_ tal que

= 1.Sea ¢ >0, enton-

—ll<ey f-1|<

de donde (en virtud de la propiedad 1.6):
4 A

siaz2l,1 —e<a Ne <aN€ <l+e€

ER.

sia<l,l—e<ale<a Ne<i4e
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Sir es un racional tal que [r| < t , es decir, tal que — L <r< L ,
N, Ne¢ Ne
entonces, se cymple
1 €

I NG
a <a'<a ®(paraaz=1l)

1
aNe<a'<a Ne(paraa<1)

Por tanto, para Ir | < § = —\31— se tiene
e

l—e<a'< 1 +e

osea,!a’—1|<e.

Esto demuestra la propiedad.
Pasemos ahora a la definicion de a* con x € R. Para ello recordemos (Capi-
tulo II, Propiedad 6.4) que cualquier niimero real x es limite de una sucesién de

nGmeros racionales. Entonces, si x = lim r definimos a* = lima' ™.

Para que esta definicién sea correcta es necesario demostrar la existencia del
limite de la sucesién {a' "}y la no dependencia del valor a* de la sucesion de niime-
ros racionales {r_} escogida.

DEMOSTRACION

Sea {rn} una sucesioén cualquiera de niimeros racionales tal que r, > xy com-

probemos que la sucesiérr {a'n } es convergente, utilizando la condicién de Bolzano-
Cauchy (§ 11.8)

|arn —a'm \ =3a'm %arﬂ'rm - 1{

Como la sucesion {rn} es convergente, serd acotada. Por tanto, existe M >0
(;podemos considerarlo racional!) tal que }rn ‘ < M, para todo n.

De donde —M <r_ <M. De ahi que sia>>1 se tiene aM<amg<aMlysi

a<1,aM>amn>a" Esto significa que la sucesién {a™ } estd acotada superior-
mente, es decir, existe K > O tal que

aln < K, n=1,2,...

Utilizando la propiedad 1.6, para todo € > 0, existe § > 0 tal que sir €Q
y It | < §, entonces,

laf ~11< & ©)
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Como la sucesion {rn} converge, cumple la condicién de Bolzano-Cauchy, es
decir, dado § > 0 existe N5 tal que

-

|r | <8, paran,m>N, (4)

n Im
Utilizando (3), (4) y la acotacién de a'n obtenemos

faln —a'm | < e, para n,m>N,,

lo cual significa que la sucesion {a'n} es convergente.
Supongamos ahora otra suc':esién arbitaria {r;l} tal que I > X Demostremos
. T . s
que las sucesiones {a'n} y {a ™} convergen al mismo limite.
Consideremos la nueva sucesioén {r;l’ } dada por v =1, 1) =1, /=1,

1 1} l’ 3
r’' =r e
4 2T

Evidentemente, la sucesién r;’ — x; luego, por lo que acabamos de demostrar,

la sucesion {a'M } converge y esto significa que las subsucesiones {a'n} y {a'n}
convergen al mismo limite.
Eso demuestra que la definicién del nimero a* para x €R es correcta.
Podemos, entonces, definir la funcion exponencial con base a > 0 para todo
x €ER comoy = a*.
Enunciemos un teorema que resume las propiedades de la funcion exponencial:

TEOREMA 1.8

La funcién exponencial a* (a > 0) tiene las propiedades siguientes para cuales-
quiera sean X, X, y X nimeros reales: -

1) Sia>1 (a< 1) esestrictamente creciente (decreciente) en todo R.
2) a¥1 . a%2 = 2X1* %

3) (a¥1)*2 = a*1%2

4) a* b* = (ab)*

5) Escontinua en todo R.

DEMOSTRACION '

1) Supongamos que a> 1y sean x,, X, dos nlimeros reales cualesquiera tales
que x, < X, , entonces existen dos racionales r'y ' tales que x, <1’ <{r"<X,.
Tomemos dos sucesiones de nimeros racionales {r;‘} y {rl’l'} tales que

r<r<r'<r’, n= 1,2...y X, ' >X,

Entonces,
AR U LU
al<a <a <a
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Yy, pasando al Iimite

. ' "
aX1<al’ <al’ <aX2

luego, a*t < a*2. Andlogamente se demuestra el decrecimiento estricto de aX
cuando a< 1.

2) Sean {rly {r)’ } sucesiones de niimeros racionales tales quer; »x, y
1) —X,, entonces, lim (r; + 1) = X, + x, utilizando la definicion de la

funcién exponencial y la propiedad andloga demostrada para exponentes racio-
nales )

’ " ! i
. 1her R S X, X
a*1*%2 —lima'n T—limaPlimana=g'l.g*2

4) Se demuestra de forma andloga.

Dejemos para el final la demostracién de (3).

5) Para demostrar la continuidad basta notar que la demostracién hecha de la pro-
piedad 1.7, sélo para racionales, puede ser extendida para nimeros reales, pues
dicha demostracién se basaba en el crecimiento (decrecimiento) de la funcién
exponencial y esta propiedad estd demostrada para la funcién a* con x €R
(parte 1 de este teorema). Es decir, para todo € > 0, existe 8 > 0, tal que para
todo h €R que satisface |h [ < &, se cumple ‘ah -1 , <.

Seaxo €ERfijoy sea Ax = x —x,, Ay = a¥ —a¥o.
Entonces,

Ay = aXo+ AX —a%0 = a%0 (an —1)
Sea €> 0 fijoy § >0 tal que, para | Ax | < §, se cumple

€
a%o

lan—1|<

Entonces, para incrementos Ax con | AxI< § se tiene
-

1
lAy|=a"0 'a‘“—l}<e

con lo que 3e demuestra la continuidad de y =a*.
Para demostrar (3) debe demostrarse primero quesir €Q y x, €R, entonces,

(axl)’=axlr

La demostracion de esta igualdad es andloga a la demostracién de (1).
Sea ahora x, € Ry tomemos una sucesion {rn} de niimeros racionales tal
que r, - X,. Entonces, pasando al I{mite en la igualdad

@1)yn=a%"n n=12 . ..
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se tiene

(axl)x2 - lim (axl)fn — lim a%17n = glim X In _ ;X 1X,

Observe que se utiliz6 la continuidad de la exponencial en la tercera igualdad.
Esto completa la prueba del teorema.

Pueden demostrarse otras propiedades de 1a exponencial; por ejemplo, si
a>1(a<l)

lim a*=+0e (0), lim (a%)=0(+)
X = —~oo

X—>+ 0

En efecto, como para a > 1 lim a™ = + oo (§ 11.2, ejercicio resuelto) y a* es,
en este caso, creciente ”se obtiene lim aX = 4 oo,

X—>+ 0
X
Sia< l,entonces,-1—>1 y lim (—l—) = lim —1x=+°°,ded0nde
a X —>+ 00 a X —>+00 d
lim a*=0.
X —> + 00

Andlogamente se demuestran los Iimites cuando x — — oo,

Ademds, como consecuencia de las propiedades anteriores se puede demostrar
que la funcidn exponencial y = a* toma todos los valores y > 0. En efecto, cuando
x - * oo |a funcidén exponencial toma, respectivamente, valores tan pequefios como
se quiera y valores infinitamente grandes. En virtud de la continuidad y el 2do. teo-
rema de Bolzano se obtiene que y = a* toma todos los valores reales positivos.

A continuacién damos los graficos de las funciones exponencial y = a* con
a>1lya<l.

Y
8
T :
0,17 .
7
1.x"
(3)
. e
i
. e
4 i i =] -
10 ' ! !
(2) . ! ‘
AN SR S - 4
4
: ' .
“ U -1
i i ‘
; RO !
N 2|
N A\ :
NN
NN
/ “;
"] - - ——
e R S St
-2 —1 0 2 =
Fig. A.l
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§ A.2 Funcion logaritmica

La funcién logaritmica la podemos definir como la inversa de la exponencial.
Sea [b, c] un intervalo cerrado arbitrario de la recta, como la funcién y = a* es con-
tinua y estrictamente creciente si a > 1 (o estrictamente decreciente si a< 1), enton-
ces, aplicando el teorema 7.3 del Capitulo V,1a funcibn inversa estd definida en el
intervalo [ab, a}([a", ab]), siendo en ese intervalo continua y estrictamente cre-
ciente (decreciente). Esta funcién inversa se denota x = log_y, y se llama funcién
logaritmica en base a. Intercambiando la designacién de las variables dependiente e
independiente, podemos escribir

y =log, x

El dominio de la funcidn logaritmica coincide con la imagen de la funcién
exponencial, es decir, el conjunto de los valores x tales que x > 0 y su imagen es
todo R.

La funcidn logaritmica es estrictamente creciente (a > 1) o estrictamente decre-
ciente (a<< 1) y continua en todo su dominio.

Ademis,

lim log x=—c, lim logx=+ee a>D

x>0* X—> +00

lim, log x =4, lim logXx=-—co O<a<l)

X—>0 X—> + 0

De la propiedad 2) del teorema 1.8, para la funcion exponencial, se obtiene que
para la funcién logaritmica se cumple

loga(xlxz) = log, X, +log,x,
Usualmente en el andlisis matematico se trabaja con el logaritmo cuya base es
n
e=1im(1 + L) y se utiliza la notacién log x = In x.
n

A continuacién presentamos los graficos de la funcién logaritmica cuando la
base.a es mayor que 1y cuando es a tal que 0 <a < | (figura A.2).

-

§ A.3 Funciones hiperbélicas

DEFINICION 3.1
eX +e* e*—e7¥
2 ’ 2
send hiperbélico y se denotan por los simbolos ch x y sh x:

Las funciones

se denominan, respectivamente, coseno y

X -X X -X
e® +e e* —e
chx:-—z———— , shx_-——z—————
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PROPIEDADES 3.2

Las funciones hiperbélicas ch x y sh x cumplen que:
1) Para cualesquiera nmeros reales X1, X, ¥ X
sh(x; +x,) =shx;chx, +chx shx,
ch(x; +x,) = chx,chx, +sh x, shx,
ch? x—sh?x =1
2)sh0=0;ch0=1
3) lim chx=+4e,

lim shx=40o
x> too

X > *oo

La demostracion de tales propiedades se realiza directamente utilizando la defi-

nicién 3.1 y las propiedades conocidas de la funcién exponencial. Asi, por ejemplo,
demostremos que ch?x —sh?x = 1

X -X X -X
et +e™7 2 et —e™N 2
ch2x——sh2x=(—~7—) —(—) =
:—}1 (e + 2472 o 42 e 2X)_
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Estas formulas nos recuerdan las relaciones entre las funciones trigonométricas,
las cuales, a veces, se denominan funciones circulares por estar referidas, en su inter-
pretacién gdométrica, al circulo unidad: x* + y? = 1. Para sh x y ch x se cumplen
estas y otras relaciones andlogas a las correspondientes para sen x y cos x; de ahi el
nombre de seno y coseno para ellas. El epiteto de “hiperbdlicas” estd relacionado
con el hecho de que las formulas

x=cht, y=sht (1)

definen paramétricamente una hipérbola, andlogamente

X=cost, y=sent

definen paramétricamente al circulo x* +y?* = 1.
En efecto, elevando al cuadrado ambas igualdades en (1) y restandolas posterior-
mente obtenemos:

x? —y?=ch’t—sh’t=1

ecuacién que representa una hipérbola equildtera en forma canénica (figura A.3).

Y

Fig. A3
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También, por analogia con las funciones circulares, se pueden definir otras fun-
ciones hiperbolicas; asi, por ejemplo:

las cuales cumplen:

lim thx=th0=0, lim+cthx=tco

X—>0 X—>0%
lim thx=1+1 , lim cthx=+1
X—> * oo x—>too

Note que las funciones ch x, sh x y th x estén definidas y son continuas en
todo Ry la funcidn cth x estd definida en R salvo en x = 0, donde posee una dis-
continuidad de segunda especie. Con los datos acopiados hasta el momento pode-
mos, de forma aproximada, trazar los graficos de estas funciones.

AY
. y =c¢h X
1
x -
Fig. A4 ’

Dadas las cavacteristicas de las funciones hiperbélicas podemos aplicar ¢l teo-
rema (V.7.3) de la funcion inversa y determinar la existencia de las funciones hiper-
bélicas inversas (las cuales se denominan también “funciones de drea” porque dependen
del 4rea de un sector hiperbélico como se demuestra en el célculo integral).

La funcién y = sh x es biyectiva, continua y estrictamente creciente en todo R
Y, por tanto, su inversa existe y es continua en todo R y la denotamos x = sh~' y,

Lainversa del coseno hiperbélico es posible considerarla cuando ch x se restringe
ax 2 0, subconjunto de R en que esta funcién es continua estrictamente creciente
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y biyectiva, si se toma como codominio al conjunto de los y, tales que y > 1. Tam-
bién pudiera consiaerarse la restriccién de ch x a las x € R, tales que x <0, en cuyo
caso, resulta ser una funcion estrictamente decreciente, continua y biyectiva, toman-
do nuevamente como codominio el conjunto de las y, tales que y 2 1 {caso andlogo
es conocido por el estudiante, a través del estudio de la inversa de la funcién y = x?,
que puede considerarse para x > 0 o para x <0, obteniendo, respectivamente,

X=1y 6 x=—1/y).

AY
¥y =shx
X

< >

Fig. A5
‘\
'R 4
+1
—_—— e - —— o
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AY
_______ o
y = cth x
X
———— — — e — —
Fig. A7 o~

1as inversas de la th x y la cth x se determinan aplicando directamente el teo-
rema de la funcién inversa, teniendo en cuenta en el caso de cth x la discontinuidad
en x = 0.
~ Elaspecto geométrico de las funciones de drea es facil deducirlo de las figu-
ras A.4, A.5, A.6 y A.7 mediante una simetria respecto a la rectay = x.

La expresion analitica de cada una de las funciones hiperbdlicas inversas se
puede dar a través de la aplicacién de la funcién logaritmo. Asi, por ejemplo, para
la funcién y = ch x, obtenemos . :

x -X
y:E——t—e—-— obien e —2vet +1=0

>

Esta es una ecuacion de 2do. grado en e*: su resolucion da:

eV =y 2 \/yz—l, oseax =In(x= \/xz—l)

y cada signo del radical determina la funcion inversa X = ch™' y. seglin sea el domi-
nio considerado para la directa. ’



Las expresiones de las otras funciones hiperbdlicas inversas en términos de
logaritmos pueden ser halladas por el lector de una forma similar. Ellas son:

sh'ly=1In (x+ \/Xz +1) (—o<y< )

-1 1 1+y
= =1
wy=ghDy e <t

- 1
cth 1y=—;‘2—ln z,il , |y |>1

Uno de los méritos de las funciones hiperbélicas inversas reside en su utilizacién

en el célculo integral de lo cual el lector podrd convencerse e.1 el proximo curso de
Andlisis Matemadtico.
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