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PROLOGO

En la presente obra intitulada “Análisis Matemático III para Estudiantes de Ciencia e 

Ingeniería” en su 3era. Edición ampliada y revisada; se expresa en forma teórica y práctica los 

conceptos de superficies, las funciones vectoriales de variable real, las funciones reales de variable 

vectorial, las funciones vectoriales de variable vectorial y sus respectivas aplicaciones, así como las 

integrales dobles, triples, curvilíneas en donde se ha incluido el concepto de circulación de campos 

vectoriales y su cálculo, las integrales de superficies y los teoremas de la divergencia y de Stokes; 

además variedad de ejercicios y problemas propuestas las diversas universidades.

La experiencia en la Docencia universitaria por lo señalado con la forma de expresar, resolver 

y ordenar los problemas resueltos y propuestos, se ha puesto especial cuidado en los gráficos, pues 

pensamos que un “buen dibujo” por señalar en forma natural, es el camino a seguir en la búsqueda de 

la solución a un problema .

* La parte teórica se desarrolla de manera metódica y en especial cuidado, tratando de no 

perder el rigor matemático pero tratando de no caer en el excesivo formalismo que confunde al lector.

La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo del cálculo 

diferencial e integral, así como su geometría analítica.
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Superficies Cuádricas I

Pre-requÍSÍtO S.- Para la comprensión adecuada de este tema de superficies, se requiere de 

los conocimientos previos de:

- Elementos de geometría plana: recta, circunferencia, cónicas, etc.

- Elementos de geometría del espacio: planos, secciones planas de un cuerpo, etc.

Objetivos.- Establecer los fundamentos necesarios para la intensificación de las técnicas 

para el trazado de las superficies a partir de sus ecuaciones como 

premisas así como también las curvas y regiones, para la utilizarlos en las diversas aplicaciones. 

Al finalizar el estudio de este capítulo el alumno debe ser capaz de:

- Describir el procedimiento seguido en el trazado de las superficies.

- Reconocer la forma de la ecuación de las cuádricas centradas.

- Representar gráficamente las siguientes superficies: Elipsoide, Paraboloide, Hiperboloide 

de una y dos hojas, Paraboloide Elíptico, Paraboloide hiperbólico.

- Identificar las ecuaciones de cilindros y conos.

- Determinar: la directriz, generatriz de los cilindros y conos.

- Representar gráficamente a los cilindros y conos.
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1.1 Introducción^

Analíticamente la ecuación E(x,y) = 0, nos representa un lugar geométrico en el plano XY, a la 

ecuación E(x,y) = 0, extenderemos al espacio tridimensional, cuya ecuación rectangular en tres 

variables representaremos por:

F ^ y » z ) =  0

También se conoce que todo plano se representa analíticamente por una única ecuación lineal 

de la forma:

P: Ax + By + Cz + D = 0

De una manera más general, veremos si existe una representación analítica de una figura 

geométrica, al cual denominaremos superficie, tal representación consistirá en una única 

ecuación rectangular de la forma:

F(x,y,z) = 0 ... (1)

Por ejemplo, por medio de la distancia entre dos puntos se puede demostrar que la superficie

esférica de radio r con centro en el origen se representa analíticamente por la ecuación:
. ■ - u- i lí Jíj | [Bf| ■ '... - ■ ■ ’ : I'iínfiJ OÍT!1 o

2 2 2 2
x  + y  + z  = r

i ' . l ....D e f in ic ió n .^

Llamaremos superficie al conjunto de puntos p(x,y,z) de R* que satisfacen una sola ecuación 

de la forma:

F(x,y,z) = 0

La ecuación F(x,y,z) = 0, contiene tres variables, sin embargo la ecuación de una superficie 

puede contener solamente una o dos variables.

Por ejemplo la ecuación x = k, k constante, representa un plano paralelo al plano YZ.
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. . , 2 "> . . . .De igual manera la ecuación x +y~ = 4  considerada en el espacio representa un cilindro

circular recto.

Toda ecuación de la forma F(x,y,z) = 0, no necesariamente representa una superficie, por

ejemplo la ecuación x 2 + y 2 + z 2 + 9 = 0, no representa ningún lugar geométrico, además la

2 2 2ecuación .v + y + z  = 0 , tiene una solución real que es: x = y = z = 0, cuyo lugar

geométrico está constituido por un sólo punto, el origen.

¡1.3 Superficies Cuádricas^

Llamaremos superficies cuádricas a toda ecuación de segundo grado en las variables x,y,z que 

tiene la forma: A x 2 + By2 + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz +Gx + Hy + K z + L  = 0 donde A, B, C, D,

E, F, G, H, K son constantes, y por los menos una es diferente de cero.
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1.4 Discusión de la Gráfica de la Ecuación dé una Superficie.»]

Para construir la gráfica de una superficie consideremos la siguiente discusión, mediante los 

pasos siguientes:

1) Intersección con los ejes coordenados.

2) Trazas sobre los planos coordenados.

3) Simetrías con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados y el origen.

4) Secciones transversales o secciones paralelas a los planos coordenados.

5) Extensión de la superficie.

6) Construcción de la superficie.

Consideremos la ecuación de una superficie.

F(x,y,z) = 0

Ahora describiremos todo el proceso a realizar en la construcción de la gráfica de dicha 

superficie.

I2 Intersección con los ejes coordenados.-

a) Con el eje X: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace y=z=0, es decir: F(x,0,0)=0

b) Con el eje Y: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace x=z=0, es decir: F(0,y,0)=0

c) Con el eje Z: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace x=y=0, es decir: F(0,0,z)=0

2a Trazas sobre ios planos coordenados.-

Es la curva de intersección de la superficie F(x,y,z) = 0 con cada uno de los planos 

coordenados. Las trazas sobre los planos coordenados se obtienen de la siguiente forma:

a) La traza sobre el plano XY: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace z = 0, es decir: 

F(x,y,0) = 0

b) La traza sobre el plano XZ: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace y = 0, es decir:

F(x,0,z) = 0
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c) La traza sobre el plano YZ: En la ecuación F(x,y,z) = 0 se hace x = 0, es decir: 

F(0,y,z) = 0

32 Simetrías Respecto a los Planos Coordenados, Ejes Coordenados y el origen:

a) Existe simetría respecto al:

- Plano XY, sí F(x,y,z) = F(x,y,-z)

- Plano XZ, sí F(x,y,z) = F(x,-y,z)

- Plano YZ, si F(x,y,z) = F(-x,y,z)

b) Existe simetría respecto al:

- Eje X, sí F(x,y,z) = F(x,-y,-z)

- Eje Y, si F(x,y,z) = F(-x,y,-z)

- Eje Z, si F(x,y,z) = F(-x,-y,z)

c) Con respecto al origen: Sí F(x,y,z) = F(-x,-y,-z)

42 Secciones Transversales ó Secciones paralelas a los planos Coordenados.-

Es la curva de intersección de la superficie con los planos paralelos a los planos 

coordenados.

Las secciones Transversales se pueden obtener de la siguiente forma:

a) Sobre el plano XY: Se hace z = k es decir: F(x,y,k) = 0

b) Sobre el plano XZ: Se hace y = k es decir: F(x,k,z) = 0

c) Sobre el plano YZ: Se hace x = k es decir: F(k,y,z) = 0

52 Extensión De La Superficie.-

Consiste en determinar el dominio de la ecuación F(x,y,z) = 0 

6£ Construcción De La Superficie.-

Con la ayuda de la discusión de la ecuación de una superficie se construye la gráfica.
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Ejemplo.- Discutir y hacer la gráfica de la superficie cuya ecuación es: x 2 + y 2 -  z 2 = 1

Solución

1) Intersecciones con los ejes coordenados.

a) Con el eje X, se hace y = z  = 0, de donde jc =1 entonces x = ±1, de donde los

puntos son: (1,0,0), (-1,0,0)

b) Con el eje Y, se hace x = z = 0, de donde y 2 = 1 entonces y = ±1, de donde los

puntos son: (0,1,0), (0,-l,0)

c) Con el eje Z, se hace x = y = 0 ,  de donde z 2 = - 1 entonces no existe intersección 

con el eje Z.

2) Las trazas sobre los planos coordenados.

a) La traza sobre el plano XY; se hace z = 0; x 2 + y 2 =1 es una circunferencia.

b) La traza sobre el plano XZ; se hace y = 0; x 2 - z 2 = 1 es una hipérbola.

c) La traza sobre el plano YZ; se hace x = 0; y 2 -  z 2 - 1 es una hipérbola.

3) Simetría con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados y al origen.

La superficie es simétrica respecto al origen, a los ejes coordenados y a los planos coordenados, 

puesto que la ecuación no cambia al aplicar el criterio establecido.

4) Las secciones transversales o paralelas a los planos coordenados:

Consideremos las secciones paralelas al plano XY; sea z = k entonces x 2 + y 2 =1 + k 2 es

una familia de circunferencia.

5) Extensión; z  = ± J x 2 + y 2 -1  , x 1 + y 2 > 1
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l - g - ...Estuft-°-de las Principales Superficies Cuádricas^

A) Elipsoide.- Es el lugar geométrico de todos los puntos p(x,y,z) de R 3 que satisfacen

a la ecuación de la forma:
2 2 2 x  y  z

—  + —  + —  = 1, a * 0, b *  0, c 0, a * b , a #  c ó b * c .
a '  b c

Graficando el Elipsoide se tiene:

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace y= z = 0, x =±a, A1(a,o,o) ,A2(-a,o,o)

- Con el eje Y, se hace x= z = 0, y = ±b, Bl (o,b,o) , 2?, (o,-b,o)

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = ±c, Cx (o,o,c) , C, (o,o,-c)

b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0

x y
— + —  = 1, es una elipse en el plano XY. 
a~ b
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- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0

2 2 X Z
— h— y  = 1 > es una elipse en el plano XZ.
a c

- La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0

2 2 
V Z

- y + —  = 1, es una elipse en el plano YZ.
h~ c

c) Simetrías con respecto al origen, ejes y planos coordenados.

2 2 2 
X V z 

Sea E\ —y +~ T +~ ~  1> entonces.
a b e

- Con respecto al origen 3; si (x,y,z)eE o  (-x,-y,-z) € E

- Con respecto al eje X 3; sí (x,y,z)eE o  (x,-y,-z) e E

- Con respecto al eje Y 3; sí (x,y,z)eE o  (-x,y,-z) e E

- Con respecto al eje Z 3; sí (x,y,z)eE o  (-x,-y,z) e E

- Con respecto al plano XY 3; sí (x,y,z)eE <=> (x,y,-z) e E

- Con respecto al plano XZ 3; sí (x,y,z)eE o  (x,-y,z) e E

- Con respecto al plano YZ 3; sí (x,y,z)eE <=> (-x,y,z) e E

d) Las secciones paralelas a los planos coordenados.
2 2 , 2  x y  k

Los planos z = k, corta la superficie en la curva ~ + ~ ~ ^ — ” > que es una
a '  b c

familia de elipses donde -c < k < c

2 2 2 2 2 X V Z X v
e) Extensión de la superficie d e — + — H—— = 1 se tiene z = | c ü l — ------ - de

a b e  V a~ h
2 2 x  y  

donde —  + —  < 1
a b~
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B) La Esfera.- La Superficie esférica es el lugar geométrica de todos los puntos 

p(x,y,z) del espacio que equidistan de un punto fijo, la distancia 

constante se llama radio y el punto fijo centro.

2 2 2 x y  z
Si en la ecuación del elipsoide — -\— j-+ —  = 1 se tiene a = b  = c = R * 0 ,  el elipse de

a b e

se transforma en x 2 + y 2 + z 2 = R 2, que es la ecuación de la esfera de radio R y centr< el 

origen de coordenadas.

Graficando la esfera se tiene:

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace, y = z = 0, x = ±R, AX(R,o,o),  A2(-R,o ,o)

- Con el eje Y, se hace, x = z = 0, y = ±R, Bx(o,R,o),  B2(o, -R,o)

- Con el eje Z, se hace, x = y = 0, z = ±R, C ,(o,o,/f), C2(o,o,-R)

b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0.

2 2 2x  + y  = R , es un circunferencia en el plano XY.

- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0.

2 2 2x  +z  = R , es un circunferencia en el plano XZ.
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La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0.

y 2 + z 2 = R 2, es una circunferencia en el plano YZ.

c) Simétricas con respecto al origen, ejes y planos coordenados.

La ecuación de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 es simétrica con respecto al origen, a los 

ejes y planos coordenados.

d) Las secciones paralelos a los planos coordenados.

Las secciones paralelas lo tomaremos con respecto al plano coordenado XY, es 

decir, z = k se tiene x 2 + y 2 = R 2- k 2, -R í  k á  R, que es una familia de 

circunferencia.

Teorema.- La ecuación de la superficie esférica de centro el punto c(h,k,l) y de radio la 

constante R > 0 es: ( x - h ) 2 + ( y - k ) 2 + { z - l ) 2 = R2 

Demostración 

Sea P(x,y,z) un punto cualquiera de la esfera, luego por 

definición de esfera se tiene :

E = {P (x ,y , z ) e R 3 ld (p , c )  = /?}

i j (x-h)2 + ( y - k ) 2 + ( : - l )2 =R  de donde:

( x - h ) 2 + ( y - k ) 2 + ( z - l ) 2 = R 2
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Observación.- La ecuación ( x - h ) 2 + ( y - k ) 2 + ( z - l ) 2 = R 2 se conoce con el nombre 

de la forma ordinaria de la ecuación de la esfera, si desarrollamos la

ecuación de la esfera se tiene:

x 2 + y 2 + z2 - 2 h x - 2 k y - 2 l z + h 2 + k 2 + /2 - R 2 = 0 , de donde se tiene: 

x 2 + y 2 + z2 +Ax + By + Cz+D = 0,

luego una superficie esférica queda determinada por cuatro puntos no coplanares.

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la esfera que está en los planos paralelos 6x - 3y- 2 z - 35 = 0,

C) Paraboloide Elíptico.- Es el lugar geométrico de todos los puntos

Si A e  L => A(5 + 6t, -1 - 3t, -1 - 2t) 

para algún t e  R, como A e P ¡  entonces

t = -2, A(-7,5,3), como c es punto medio de A y p se 

5 -7  -1 + 5 -1  + 3

6(5 + 6t) - 3(-l - 3t) - 2(-l - 2t) + 63 = 0 de donde

Sea L = {(5,-1,-1) + t(6,-3,-2) / 1 e R}

S e a A s L a P 2 => A e L a A e P z

P2: 6 x -3 y -2 z+ 6 3  = 0 tiene: c(------ , ---------, --------- ) =  c ( - l ,2 , l )
2 2 2

Además, r = d (c,p) = 7 por lo tanto: E : (jc + 1)2 + ( y - 2 ) 2 + ( z - l ) 2 =49

3 \p(x,y,z) de R que satisfacen a la ecuación de la forma

x  y
— + — = z ,  donde a * 0 ,  b * 0 ,  a *  b.

Graficando el parabdoide elíptico se tiene:
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a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace y = z  = 0, x = 0 => A(0,0,0)

- Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0 => B(0,0,0)

- Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0 => C(0,0,0)

b) Las Trazas sobre los planos coordenados

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0

2 2 x  y
— + —  = 0 que representa un punto P(0,0,0). 
a ' b~

La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0

2X
z  = —  que representa a una parábola en el plano XZ. 

a

La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0

2\>
Tí

y
z  = —y  que representa a una parábola en el plano YZ. 

b

c) Simetrías con respecto al origen, ejes y planos coordenados.

- Con respecto al origen 3 puesto que (-x,-y,-z) i  Pe

- Con respecto al eje X, 3 puesto que (x,-y,-z) g P£

- Con respecto al eje Y, 3 puesto que (-x,y,-z) £ Pg

- Con respecto al eje Z, 3 puesto que (-x,-y,z) e Pg

- Con respecto al plano XY, 3 puesto que (x,y,-z) í  Pg

- Con respecto al plano XZ, 3 puesto que (x,-y,z) e Pe

- Con respecto al plano YZ, 3 puesto que (-x,y,z) e PE
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d) Secciones paralelas a los planos coordenados.

Las secciones paralelas tomaremos con respecto al plano XY para esto se tiene
2 2 x y

z = k que corta la superficie en la curva — + —  = k  que es una familia de elipses.
a '  b

2 2x  y  2
e) Extensión de la superficie: z = —  + - y  es definido V(x,y) 6 R

a b

Otras variantes

■
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D) Hiperboloide de una Hoja.- Es el lugar geométrico de todos los puntos
3 .P(x,y,z) de R que satisfacen a la ecuación.

2 2 2 x  y  z
1, donde a * 0, b* 0, c #  0.

a b e

Graficando el hiperboloide de una hoja se tiene.

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace y = z = 0, x = ±a, ^¡(«,0,0), A2(a,0,0)

- Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = ±b, B1(0,b,0), B2(0,-b,0)

- Con el eje Z, se hace x = y = 0, z2 = - c 2 , 3 .

b) Las trazas sobre Los Planos Coordenados.

- La Traza sobre el plano XY, se hace z = 0.

2 2 x  y
— + —  = 1, es una elipse. 
a b

- La Traza sobre el plano XZ, se hace y = 0.

2 2 X Z
— -  —  = 1, es una hipérbola.
a '  c

- La Traza sobre el plano YZ, se hace x = 0.
\

2 2 . 

y z—  — y  = 1, es una hipérbola.
b c

c) Simetrías.

- Con respecto al origen es simétrica.

- Con respecto a los ejes coordenados es simétrica.

- Con respecto a los planos coordenados es simétrica.
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d)

Otras variantes

Secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2 , 2
x v  k

Los planos z = k corta a la superficie en la curva —J’+ ' T “  1 + —r .  Que es una
a “ b~ c

familia de elipses y los planos y = k corta a la superficie en la curva

-k1
2— , -b < k < b, que es una familia de hipérbola.

x

a c

i 2 .2 ,2«• h -k

2 2 2 2 2 2
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E) Hiperboloide de Dos Hojas.- Es el lugar geométrico de todos los puntos

P(x,y,z) de i?3 que satisfacen a la ecuación:
2 2 2x y  z

—  2-T = l ’ donde a *0> b * 0 , c * 0.
a b~ c

Graficando el hiperboloide de dos hojas se tiene:

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace y = z = 0, x = ±a, A¡(a,0,0), A2(-a,0,0)

- Con el eje Y, se hace x = z = 0, y  = ± y - b 2 , 3

- Con el eje Z, se hace x = y = 0, z  — ±V- c 2 , 3

b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0

2 2 X V
—y  -  = 1, es una hipérbola
a h~

- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0

2 2 X Z
—  — y  ~ 1 ’ es una hipérbola 
a c

- La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0

v2 z2
2 2 -  ^  ' b c

c) Simetrías.

- Con respecto al origen, existe simetría.

- Con respecto a los ejes coordenados, existe simetría.

- Con respecto a los planos coordenados existe.
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d) Secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2 . 2x v  k
Los planos z = k, corta a la superficie en la curva —— - =  1h— — es una familia

a b" c

de hipérbolas.
2 2 , 2

x z k
Los planos y = k, corta a la superficie en la curva — — — = l + ~ y  es una familia

a c b
de hipérbolas.

2 2 , 2  2 v z £ - a
Los planos x = k, corta a la superficie en la curva L~ j + ~  = ----- \— , donde

h e  a
k > a ó k < -a, que es una familia de elipses.

Otras Variantes
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F) Hiperboloide Parabólico.- Es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y,z) de
2 2

3 y  x  z
R que satisfacen a la ecuación de la forma: ̂ -r- = —,

b~ a c

donde a y b son positivos y c^O .

Graficando el hiperboloide parabólico para el caso c > 0.

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace z = y = 0, x = 0, A(0,0,0)

- Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0, B(0,0,0)

- Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0, C(0,0,0)

b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

b b
- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0, y  = —x , y  = x , rectas.

a ' a

c i
- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0 , z  = - — x ,  parábola.

a

c 2
- La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0 , z = —-y  , parábola.

h

c) Simetrías.

- Con respecto al origen, 3

- Con respecto a los ejes coordenados, con el eje Z 3 en los demás ejes 3 .

- Con respecto a los planos coordenados 3 Pxy, 3  Pxz, 3  Pyz.

d) Secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2 iy  x  k
- Al plano XY, se hace z = k, —-------- = —, familia de hipérbolas.

b a~ c

2 i 2 x  z  k
- Al plano XZ, se hace y = k , ---- — --familia de parábolas.

a c b

2 i 2y z  k
- Al plano YZ, se hace x = k, = —i— —, familia de parábolas.

b" c a~
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Otras variantes.

También el hiperboloide parabólico tiene las ecuaciones siguientes:

2 2 x z y

a c b

2 2 y  z x

b c a
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G) El Cono Elíptico o Circular.- Es el lugar geométrico de todos los puntos p(x,y,z)

de R 3, que satisfacen a la ecuación de la forma:
2 2 2 x  y  z

— +—y  = — , a *  0, b * 0, c * 0. Graficando el cono elíptico se tiene: 
a b e

a) Intersecciones con los ejes coordenados:

- Con el eje X, se hace y = z = 0, x = 0, A(0,0,0).

- Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0, B(0,0,0).

- Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0, C(0,0,0).

b) Las Trazas sobre los planos coordenados:

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0, x = y = 0 => p0,0,0).

a
- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0, x  = ± — z  dos rectas.

c

b
- La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0, y  = ± — z  dos rectas.

c

c) Simetrías:

- Con respecto al origen, existe.

- Con respecto a los ejes coordenados, existe.

- Con respecto a los planos coordenados, existe.

d) Secciones paralelas a los planos coordenados:

2 2 , 2  x  y  k
- Al plano XY, se hace z = k, —y =  familia de elipses.

a b e

2 2 , 2  z  x  k
- Al plano XZ, se hace y = k, —------ y  = ~ T  * de hipérbolas.

c a b

2 2 , 2  z v k
- Al plano YZ, se hace x = k, —  -  = —j-, familia de hipérbolas.

c b a
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Otras Variantes

2 2 2 x z  y
~ 2 +~ 2 = T T  a c b

2 2 
y _  £ _  , 2 + 2 b c
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1.6 Superficies Cilindricas.^

Llamaremos superficie cilindrica a la superficie que es generada por una recta que se mueve a 

lo largo de una curva plana dada, de tal manera que siempre se mantenga paralela a una recta 

fija dada que no está en el plano de dicha curva.

La recta móvil se llama generatriz y la curva plana se llama directriz de la superficie cilindrica.

Si la generatriz de una superficie cilindrica es perpendicular al plano de la directriz; la 

superficie se llama cilindro recto, en caso contrario cilindro oblicuo.

1.7..... Determinación de 'la"Ecuación' de' una Superficie Cilindrica.^
. . . " ^  i Consideremos la directriz en uno de los planos coordenados por ejemplo, tomamos el plano

ÍF(y ,z)  = 0
YZ, entonces la ecuación de la directriz es: D: \

x  = 0
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Si p(x,y,z) es un punto cualquiera de la superficie, cuya generatriz tiene por números 

directores [a,b,c] y si p'(0,y'  ,z' ) es el punto de intersección de la directriz con la generatriz 

que pasa por el punto p(x,y,z) entonces el punto p '(0 ,y ',z ')  satisface a la ecuación de 

la directriz:

D:
|F (.v ',z ’) = 0 

x’=0 ( 1)

Y la ecuación de la Generatriz es dado por:

G:
.v -0  v - v '  z - z '

-  (2)

De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parámetros x' ,y ' , z '  se tiene la ecuación de la 

superficie cilindrica.

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la superficie cuya directriz es la parábola x 2 =4y  , z = 0, 

contenida en el plano XY, y cuya generatriz tiene por números directores [1,1,3].

Solución

'  2
I x  = 4  y  

( z = 0
La ecuación de la directriz es: D :

Sea p ' ( x ' ,y ' , z ' )  punto de intersección de la

/ / / / h~h4*  Pív v 7\ directriz y la generatriz entonces satisface a la

/ / / /  ¡JJ-L LU  ecuación de la directriz.
/J" r  T  r

D:
I x'2 = 4_v' 

z'= 0
... ( 1)

La ecuación de la generatriz que pasa por el punto p '(x ',y ,z ') c o n  números directores

x - x '  v - v ' z - z '  z
[1,1,3] es: G : ---------------------------------= :—p -  = — G: x - x ' =  y - y ' = — — (2>

Ahora eliminamos los parámetros de (1) y (2)
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z
x - x ' =  — 

3
z

y —y'= — 
3

z 3 x -z
x ' = x —  = --------

3 3
z 3 y -z

... (3)

3x - z  2 3y - z
Reemplazando (3) en (1) se tiene: (--------) = 4(-------- )

3 3

.\ 9 x 2 + z 2 - 6 x z  + 36y+l2z  = 0

2 2 2Ejemplo.- Demostrar que la ecuación x  + v +2z + 2 x z- 2yz = 1 representa a una superficie 

cilindrica; Hallar las ecuaciones de su directriz y los números directores de su generatriz.

Solución

Consideremos las secciones paralelas al plano coordenado XY, z = k, obteniendo 

x 2 + y 2 +2k~ + 2 k x -2 kv  = 1. Completando cuadrado (x + k ) 2 + ( y - k ) 2 -  1 

Luego (x + k ) 1 +(y~k)~  = 1, z = k , es una familia de circunferencia caso particular k = 0, se 

tiene la ecuación de la directriz x 2 + y 2 = 1, z= 0 que es una circunferencia en el plano XY 

por lo tanto x 2 + y 2 + z 2 + 2 x z - 2 y z  = 1 es una superficie cilindrica circular.

La recta que une los centros (-k, k, k) de las circunferencias es paralela a la generatriz, por lo 

tanto los números directores de las generatriz son [-1, 1, 1].

Luego su gráfico es:
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1,8 Superficie Cónica^)

Llamaremos superficie cónica a la superficie que es generada por una recta que se mueve de 

tal manera que siempre pasa por una curva plana dada fija y por un punto fijo que no está 

contenido en el plano de la curva fija dada.

La recta móvil se llama generatriz y la curva fija dada directriz y el punto fijo se llama 

vértice de la superficie cónica.

El vértice divide a la superficie cónica en dos porciones cada una de los cuales se llama hoja

o rama de la superficie cónica.

1,9 Determinación de la Ecuación de la Superficie Cónica.-!

Consideremos la ecuación de la directriz en uno de los planos coordenados, por ejemplo en 

el plano YZ, cuya ecuación es:

Como P '( x \y \z ') es decir:

... (1)

pertenece a la directriz, por lo tanto lo satisface,
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La ecuación de la generatriz que pasa por V y p'  es dado por.

a . . .  (2)

De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parámetros x ' ,y ' , z '  se obtiene la ecuación de la 

superficie cónica.

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la superficie cónica cuya directriz es la elipse
2 2Ax +z  =1 a  y = 4  y cuyo vértice es el punto V (l, 1,3)

Solución

De la ecuación (2) despejamos los parámetros x ' ,y ' , z '  obteniéndose: 

x - \  y - 1

x ' - l  3 
z - 3 y — 1

3jc+ v - 4  
x '= -----------

y-1
3 ^ + 3 z -1 2

z '=— ------------
7 - 1

(3)

. z'-3 3

Ahora reemplazando (3) en (1) .

3jc+ v- 4  , 3 7 + 3 2 -1 2  2
4(------------) + (—------------ ) =1 de donde

y - 1 ^ - l

36x2 + \ 2 y 2 + 9z2 + 24xy +18xz -  96* - 1 02.y -  72z + 207 = 0
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Ejemplo.- El eje OZ es el eje de un cono circular que tiene el vértice en el origen de coordenadas;

el punto M(3 ,-4,7) está situado en su superficie. Hallar la ecuación de este cono.

Solución

Sea A(0,0,7), M(3,-4,7)

MA = A - M  = (-3,4,0)

ÆHI MA ||=V9 + 16 = 5  es el radio de la sección 

circular del cono.

(jc-O )2 + ( y - 0 ) 2 + (z - 7 ) 2 =25

Si z = 7, entonces la directriz es;

\ x 2 + y 2 - 2 5  _
Sea D: i pero como p '(x ',y ',z ') e D entonces: D: ) ... (1)

z = 7 z'= 7

\x '2+y'2 = 25

Ahora calculamos la ecuación de la generatriz.

x - 0  y - 0 2 - 0  „ x  y  2
G: --------= - -------= -------- , dedonde: G : — =  — =  —

x'-O y'-O z'-O x' ÿ  1
... (2)

De la ecuación (2) despejamos los parámetros, x ' ,y '  se tiene:

I xX _ 2
7 ~ 7

Z  = £  
y  7

x  = ■
2

y . 2 í
z

(3)

Ahora reemplazando(3) en (1) se tiene:(— ) 2 + ( — ) 2 = 2 5  dedonde 4 9 x 2 +49y 2 = 2 5 z 2
2 2
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I ; 10 Superficies de Revolución.^

Llamaremos Superficie de revolución a la superficie que es generada por la rotación de una 

curva plana entorno de una recta fija contenida en el plano de esa curva.

La curva plana se llama generatriz y la recta fija eje de revolución ó eje de la superficie.

Por el punto p(x,y,z) se hace pasar un plano perpendicular al eje de revolución, la 

intersección de la superficie con el plano es una circunferencia.

Si c es el punto de intersección del plano con la recta L y Q es el punto de intersección con 

la curva C entonces se cumple d(P,C) = d(Q,C) que es la ecuación de la superficie de 

revolución.

Si la superficie de revolución es obtenida por la rotación de una curva que está en uno de los 

planos coordenados alrededor de uno de los ejes coordenados, su ecuación se determina 

mediante el cuadro siguiente:

Ecuación de U General«* Ele de Revolución Ecuación de la ■»upcrftcwOIIXfe'IIN Eje Y * 2 + - 2 = ( / 0 ’))2
x =  f(y); z = 0 Eje Y x 2 + z 2 = ( f ( y ) ) 2
z = f(x); y = 0 Eje X y 2 + ^2 = ( / ( * ) ) 2

Vi II ü N II O Eje X A * M / ( * ) J 2 '
y =  f(z); x = 0 EjeZ * 2 + / = ( / ( z ) ) 2
x = f(z), y = 0 EjeZ x 2 + y 2 = { f ( z ) ) 2
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Ejemplo.- Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la hipérbola
2 2y  - 4 x  = 4 , z = 0, entorno al eje Y.

Solución

La generatriz es de la forma x = f(y), z = 0 y el eje de rotación es el eje Y, por lo 

tanto la ecuación de la superficie de revolución es: x 2 + z 2 =  f 2(y),  como
2  A 2  A

2 2 2 y  2 2 2 .vy  - 4 x  =4 => x ----------= /  (y ) ahora reemplazando se tiene: x  +z  ----------  de
4 4

2 2 2donde 4x +4z - y  +4 = 0 »

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la elipse.

í 2 2
\ x y  ,J ---2* =i a b » alrededor del eje OX.

I z = 0
Solución
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Consideremos un punto arbitrario en el espacio M(x,y,z) y c es el pie de la perpendicular del 

punto M al eje OX.

El punto M lo trasladamos al plano OXY, mediante una rotación de esta perpendicular 

alrededor del eje OX designemos a este punto por jY(x', y',0).

= V A ?Luego se tiene CM = C N , de donde CM 

CN = v' entonces se tiene:

M está situado en la superficie de revolución, si y solo si, el punto N está en la elipse dada, es

decir: r + p r - i . . .  (2)

ahora reemplazando (1) en (2) tenemos: 

superficie de revolución buscada.

2 2 
V +Z

-----2—  = 1, que es la ecuación de la

,1.11, Traslación de Ejes.-}

La Traslación de ejes en el espacio tridimensional se realiza en forma similar que la traslación 
de ejes en el plano cartesiano; si O'(x0, y0,z0) es un punto en el sistema cartesiano OXYZ, 

entonces en el punto O'(x0,v0,z0) construiremos el nuevo sistema O ' X ' T Z '  de tal manera 

que los rayos positivos de los nuevos ejes sean paralelos y tengan el mismo sentido que el 
sistema cartesiano original, es decir, en la forma:
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Un punto p en el espacio correspondiente al sistema OXYZ, tiene por coordenadas a (x,y,z) 

es decir, p(x,y,z) y en el sistema O ' X ' T Z '  tiene por coordenadas a (x ' ,y ' ,z ' )  es decir 

p(x', y ', z '). La relación entre estas coordenadas está dado por:

X = x Q + x '

' y = y 0 +y'

z = z0 + z'

Ejemplo.- Graficar la superficie mediante una traslación x 2 + y 2 + z2 - 3 x  + 4y  - 8 z  = 0

Solución

2 9  2 2 9  Completando cuadrados se tiene: x ~ - 3 x  +—+ y + 4 y + 4 + z  -8 z+ 1 6  = — 1-4+16
4 ' 4

3 7 i i 89 89 3
( * - —) +  (.V + 2)~ + (z - 4 )  = — , x '2- y ' 2+z'2 donde 0 ' ( - , ~  2 ,4 )

2 4 4 2

112....Rotación de Ejes en Uno de los Pianos Coordenados^

Veremos la rotación de los ejes de los planos coordenados manteniéndose el otro eje fijo y el 

mismo origen.

Suponiendo que efectuamos una transformación de coordenadas del plano XY en otro sistema 
X 'Y '  en donde se mantiene fijo el origen y los ejes X '  e Y' son obtenidos rotando los ejes 

X e Y en forma antihoraria en un ángulo 0 como se ilustra en la figura.



32 Eduardo Espinoza Ramos

Esta transformación en el plano XY es:

Cada punto p tendrá dos representaciones una en coordenadas (x,y) con respecto al sistema 

original y la otra en coordenadas (x' ,y')  con respecto al nuevo sistema.

Ahora determinaremos la relación (x,y) y (*', y'), para esto tracemos las rectas OP, AP y BP 

(Ver figura).
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Se observa que x  = OA , y  = AP , x'=OB  , y'= BP

Luego el triángulo AOAP se tiene: x  = OPcos(6 +a ) ,  y =  OPsen(6 + a  ), de donde

x  = OPcosd eos a  -  OPsenQ sena 

[ 7 = OPsenQ cosa -  O/5sena cos0
... ( 1 )

En el triángulo A OBP se tiene: x '= O Pcasa ,  y '=OPsena  —(2)

ahora reemplazando (2 ) en (1) se tiene:

I x = jc' cos0  -y 'senO
al resolver el sistema se tiene:

y  = jc'sen 6 +y'cos6

... (3)
I x'= x  cos0  + ^ se n 0 
[7 '= ycosO - x s e n 6

Por tratarse del plano XOY veremos el caso de la ecuación de segundo grado:

Ax~ + Bxy + Cy2 + Dx+ Ey + F  = 0, donde A,B,C no nulos simultáneamente, 

como x  = x 'eos9 - y ' sen0  , y  = x’sen0 + / c o s 0  se tiene: 

y4(x'cos0 - / s e n 0 ) 2 + B(x'cos9  ->>'sen0 )(x’sen0 +_v'cos0) +

C(x'sen0 + y ' cos0 ) 2 + Z)(jc'cos0 - 7 'sen 0 ) + £'(x,sen0 + v 'cos0) + F  = 0 

desarrollando y simplificando se tiene:

(A eos2 0 + ß sen 0  cos0 + C sen 2 9 )x ’2+(A sen2 0 -  B sen0 cos0 + C cos2 9 )y '2

+(B eos 20 -  A sen 20 + C sen 29)x' y'+D(cos 9 + E sen 9)x'+(E eos 0 -  D eos 9 )y'+F = 0 

Como el coeficiente de x 'y '  debe ser cero, entonces se tiene:



34 Eduardo Espinoza Ramos

eos 20 A - C
Bcos20 - Asen20 + Csen20= 0 de donde Bcos29 = (A - C)sen 20 => ---------= -------- por lo

sen20 B
A - C

tanto ctg20 = --------que es la relación para obtener el ángulo de rotación.
B

Ejemplo.- Graficar la superficie z = xy, mediante una rotación.

Solución

j x  = x'cosO -y ' s enO
Se conoce que ) , Ahora reemplazamos en la ecuación de la superficie.

[y = x 'sen0 -  y'eos 6

z = xy = (x 'cos0 - / s e n 0 ) ( ; t ,sen0 + y'cosO)

- , -x '1 cos0 sen# - x 'y s e n 2 0 + jc' / cos2 0 -  y ' 2 sen# eos©

z  = x '2 cos0sen0 -  (eos2 0 -  sen2 6 ) x ' y ' - y ' 2 sen0 cos0

Si eos 0 -  sen 0 = 0 =3- tg 0 = 1  = > 0  = —
4

>2 ,2 ,2 ,2 
2 n n 2 n n x y  x  y

z = x'  eos— sen----------------------------------------y'  sen— eos—  ------de donde z = ----
4 4  4 4 2 2  2 2

r
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1.13 Ejercicios Desarrollados.-

1 4 2 21) Discutir y graficar la superficie z = — ln(x + 2x y + y  )
2

Solución

z = ~ ln(:t4 +2x2y  + y 2) = ln | x 2 + y | => \ y  + x 2 \= ez

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X; se hace y = z = 0 ;x  = ± l

- Con el eje Y; se hace x = z = 0 ;y  = ± 1

- Con el eje Z; se hace x = y = 0;3 , no existe intersección

b) Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY; z = 0; x 2 = - ( y  ± 1) parábola.

- Sobre el plano XZ; y = 0; z = ln x 2.

- Sobre el plano YZ; x = 0; z = ln | y | .

c) Simetrías en el origen, Ejes y planos coordenados.

- Con respecto al origen de coordenadas 3

- Con respecto a los ejes coordenadas 3

- Con respecto a los planos coordenadas es simétrico con respecto al plano YZ.

d) Secciones paralelas a los planos coordenados.

- Al plano XY; z = k, | y + x 2 | = ek , familia de parábolas.

2 T ' ' ■
- Al plano XZ; y = k, x  *= e" -  k .

- Al plano YZ; x = k, y = ec - k ~ .
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Solución

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

x 2 + y 2 *  0  => x * 0 ,  y * 0

- Con el eje X; se hace y = z = 0; 3

- Con el eje Y; se hace x = z = 0; 3

- Con el eje Z; se hace x = y = 0; 3

b) Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY; se hace z = 0; x = 0, y e  R.

2
- Sobre el plano XZ; se hace y = 0; z = —.

x

- Sobre el plano YZ; se hace x = 0; z = 0
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c) Simetrías.

- En el origen, existe.

- En los ejes coordenadas, 3 eje X, 3 eje Y, 3 eje Z.

- En los planos coordenadas, 3 plano XY, 3 plano XZ, 3 plano YZ.

d) Secciones Transversales.

- En el plano XY; se hace z = k, obteniéndose k ( x 2 +y 1) = 2 x , familia de

1 1
circunferencias de centro (—, 0) y radio r -  —.

k k

3) Discutir y graficar la superficie z  = ln(x2 + y 2)

Solución

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X; se hace y = z  = 0 ;x  = ±l

- Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = ±1

- Con el eje Z; se hace x = y = 0 ; 3  z e R
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b) Las trazas sobre los planos coordenados.

2 2 2 2- Sobre el plano X Y; se hace z=0,ln(x + y  ) = 0 de donde x  + y  = 1 circunferencia.

- Sobre el plano XZ; se hace y = 0; z  = 2 ln]x|.

- Sobre el plano YZ; se hace x = 0; z = 2 ln |^ |.

c) Simetrías.

- En el origen 3

- En los ejes coordenadas, 3 eje X, 3 eje Y, 3 eje Z.

- En los planos coordenadas, 3 plano XY, 3 plano XZ, 3 plano YZ.

d) Secciones Transversales.

- En el plano XY; se hace z = k, de donde ln(;c2 + y2) = ¿ => x 2 + y 2 = e i ,

familia de circunferencias.

n o J
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4) Discutir y graficar la superficie I x | + | y | =1

Solución

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X; se hace y = z = 0; x = ±1

- Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = ±1

- Con el eje Z; se hace x = y = 0 ; 3  z € R

b) Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY; se hace z = 0, | x | + | y | =1 es un rombo.

- Sobre el plano XZ; se hace y = 0; x = ±1.

- Sobre el plano YZ; se hace x = 0; y = ±1.

c) Simetrías.

- En el origen 3

- En los ejes coordenadas, eje X 3, eje Y 3, eje Z 3.

- En los planos coordenadas, plano XY 3, plano XZ 3, plano YZ 3.

d) Secciones Transversales.

- En el plano XY; se hace z = k, |x | + | y | = l
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5) Discutir y graficar la superficie cuya ecuación es dada por x" ' + y - 4 z  = 0

Solución

a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X ; se hace y = z = 0;x  = 0

- Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = 0

- Con el eje Z; se hace x = y = 0 ;z  = 0

b) Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano X Y ; se hace z = 0, x 2 + y 2 = 0  es un punto (0,0)

2
- Sobre el plano X Z ; se hace y = 0; 4z = x  es una parábola.

- Sobre el plano Y Z; se hace x = 0; 4z = y 2 es una parábola.

c) Simetrías.

- En el origen 3

- En los ejes coordenadas, el eje X  3 , eje Y  3, eje Z 3.

- En los planos coordenadas, plano X Y  3 , plano X Z  3, plano Y Z  3.

d) Secciones Transversales.

- En el plano X Y ; se hace z = k, x 2 + y 2 = 4 k , familia de circunferencias.

X
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6) Trazar la superficie cuya ecuación es x 1 - y 2 - 2 z 2 + 2x = l

Solución

2 2 2 (* + l)2 y 2 2x ~ - y  - 2 z  + 2x = 1, completando c u a d r a d o s ------------------- z  =1,
2 2

es un hiperboloide de dos hojas de centro en C(-1,0,0).

Su intersección en el eje x es -1 + -J2, -1  -  V ? ,

haciendo el traslado del origen (0,0,0) al punto C(-1,0,0) se tiene.

7) Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasa por la circunferencia de
2 2 2intersección de las superficies esféricas x  +y  +z  - 4 x - 8 j  + 6z + 12 = 0;

2 2 7x~ +y  +z~ - 4 x  + 4 y - 6 z - 1 2  = 0 y que es tangente al plano x + 2y- 2z = 3.

Solución

Aplicando el criterio de la familia de superficies.

x 2 + y 2 + z 2 - 4 x - % y  + 6z + \2 + k ( x 2 + y 2 + z 2 - 4 x  + 4 y - 6 z - l 2 )  = 0

(1 + A')x2 +(l + k ) y 2 +(\ + k ) z 2 - 4 ( k  + l)x + 4 ( k ~ 2 ) y + ( 6 - 6 k ) z  = l 2 k - \ 2

2 2 2 ,  4(£ -  2)y 6(1- k )  I2k -1 2  ,x + y  + z  -  4x + ------------ + ---------- z = ----------- , completando cuadrados
k + 1 Ar +1 A + l
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2 2 { k - 2 )  2 3 (1 -* ) , 29k~ -2 6 *  + 17
( x - 2 )  + ( y + ---------- ) + (z + — -------------------------------------------) = --------- j---------- , de donde

k + l k + l (k+\y

C ( 2,
4-2*- 3(1 -*)

) , '•
2 9 * --2 6 * +  17

k + l k + l (* + 1) 

como la superficie es tangente al plano P: x + 2y - 2z = 3

2 2 29* -2 6 * +  17

d ' ^ p ) ’ r — W " '

8 -4 *  6 -6 *2 + — — + - ------- 3
k + l k + l

29k2 -2 6 *  + 17 (13-11*)2 2
--------------;------= ------------ rr- 35* + 1 3 * -4  = 0 de donde

(* + 1) 9(1 + *)

1 4  1 2
(5*-1)(7* + 4) = 0 => * = - ,  * = — , para * = -  => C(2,3,-2), r =9

5 7 5

x 2 +>»2 + z2 - 4 x - 6 j  + 4z+8 = 0

8) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera x 2 + y z +z2 -1 0 x  + 2_y + 26z = 113

y paralelas a las rectas Z,j:
x  + 5 y - 1 z+13 x + 7 y + 1• -------------------------- ¿  ;---------= ------- A z  = \

-3  2

Solución

2 2 2E: x + y  + z -1 0 x  + 2y+26z = 113, completando cuadrados se tiene:

E: ( x - 5 )2 +(y + l)2 + (z+13)2 =308, de donde C(5,-1,-13) y r = V308

Sea

x + 5 y -1  z + 13
- 3 2 ^ a = ( 2 , - 3 ,2 )

£  + 7 = 2 ± l  z = g ¿= (3 ,-2 ,0 )
3 - 2

como las rectas L^y L2 son paralelas al plano tangente entonces la normal al plano P es.
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‘ j  k
2 - 3  2
3 - 2  0

Ahora tomamos la recta que pasa por el centro de la esfera en la dirección de la normal. 

L = [(5,-1,-13) + t(4,6,5) / 1 e R}

Sea A e  L => A(4t + 5, 6t - 1, 5t - 13). Se sabe que /• = CA = A - C  = (4/,6í,5/)

|| CA \\=r=-Jl6t^ + 36t2 +25t2 = ^ 3 0 8 , 7 7 r= 3 0 8  => t = ±2 ,

de donde A(13,l 1,-3), ^ '( -3 -1 3 ,-2 3 ) .

Las ecuaciones de los planos tangentes son:

(4.6.5).(x-13, y -1  l ,r  + 3) = 0

(4.6.5).(x + 3,y + 13,z + 23)=0

4x + 6 y + 5: = 103 

4x + 6y + 5: = -205

9) Hallar la ecuación del plano tangente a la esfera x 2 + y 2 +zZ =49 en el punto M(6,-3,-2)

Solución

O M I I N  pero OM = M - 0  = ( 6 -3 ,2 )

—>
Luego N  = (6,-3,2) entonces la ecuación del 

plano tangente en M será:

Y P: N . ( x - 6 ; y + 3 , z - 2 )  = 0 

P: 6x - 3y + 2z - 49 = 0

I
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2 2 210) Demostrar que el plano 2x - 6y + 3z - 49 = 0, es tangente a la esfera x + y +z  =49. 

Calcular las coordenadas del punto de contacto.
Solución

Si P: 2x -  6x + 3z -  49 = 0 es tangente a la esfera 
x" + y~ + z2 =49 entonces d(C,P) = r 
C: Centro de la esfera = (0,0,0) 
r: radio de la esfera = 7 

^  ™ 12(0)-6 (0) + 3 (0 ) -4 9 1 49 „, r  ) — ----------  — .--- — /
V4 + 36 + 9 V49

por lo tanto P es tangente al Plano

Para hallar el punto de contacto. Hallamos la recta que pasa por 
el Centro y el punto de contacto, que por definición tendrá como 
vector direccional el vector normal del Plano tangente:

L = {t(2,-6,3) / t e  R} intersectando L con el plano

2(2t) -  6(-6t) + 3(3t) -  49 = 0 => 4t + 36t + 9t = 49 => t = 1 /. P0 = (2,-6,3)

Hallar la ecuación del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a = (2,-3,4), si las 

ecuaciones de la directriz son:

11)
2 2 „ he +y  = 9

z =  1
Solución

1 2 2 „ x  +y  = 9

, la directriz.
z =  1
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J jc'2 +y'2 = 9 
Sea P'(x' ,y ' , z ' )  e  D entonces la satisface D: )

[ **=1

ahora calculamos la generatriz, es decir:

„  x ~ x' y ~ y '  z ~ z' , j  ^  * - * '  y - y '  2-1G : -------= -------- = ------- ,dedonde G : ------- = -------- = ------
2 -3  4 2 - 3  4

Eliminando los parámetros x ' ,y '  de las ecuaciones (1) y (2). 

Luego de la ecuación (2) se tiene:

x - x '  z - 1

2 4
y - y '  z - 1

2 x - z  + l
x  =-

4y + 3 z -3

y — T "-3 4

reemplazando (3) en (1) se tiene:

2 x - z  + l , 4v + 3 z -3  7
(------------) + (— ---------- ) = 9  ^  4 (2 x -z  + l) +(4_y + 3 z -3 ) = 144

..(1)

(2)

(3)

\6x2 +16y 2 +13z2 -16xz  + 24yz + 1 6 x - 2 4 y - 2 6 z  = 131

12) Sean E:x2 + y 2 + z 2 + 2x - 2 7  + 10z = 29 y la recta L={(-6,-10,4)+ t (3,5,-4)/1 e R}. Hallar 

la ecuación de la superficie cilindrica cuyos números directores de las generatrices resultan 

al efectuar el producto vectorial de los vectores normales a los planos tangentes a la esfera E 

en el punto de intersección de este cilindro es la curva que resulta de interceptar la esfera 

con el plano XZ.

Solución

E: x 2 + y  ’ + z2 + 2 x - 2 y +  10z = 29, completando cuadrados

E: (x+1)2 + ( j ' - l ) 2 + (z+ 5 )2 =56 donde C(-l,l,-5) centro de la esfera:

L = {(-6,-10,4) + t (3,5,-4) / t e  R} = {(-6 + 3 t ,-10 + 5t, 4 -4t) / 1 e R}.

Sea P s L n E  entonces P e  L a  P e  E. de donde
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SSÍPseLL =>FP{^ +33t,-+WH- 51,44-41); para Signa teefR.

Como P  eFE => (-5 + 3 / ) 2 +(-114-5/)2 + (9 —4 / ) 2 = 56 ,deôonde

50/ -  256/ + 300 = 0 => /, = 2 ,  t2 = 3

para / ¡ = 2 ,  (1-1,1); para t2—  3, ^(4,4,-*3).

Los vectores normales a los planos tangentes son:

V  = CPi = (2-2,6)  , ^  = CT2 =P2 - C  = (5X2)

calculando el producto vectorial de las normales a los planos tangentes

A*i x  »2 =

i j  k
2  -2  6
5 3 2

= (-22,26,16)

La curva directriz resulta de interceptar la esfera E con el plano XZ entonces y — 0 por lo tanto.

í(x + l) 2 + (z+5 ) 2 =55 
D: \ la curva directriz

l y =  o

Sea P '(x ',y ',z ') un punto de intersección de ia directriz con la generatriz, entonces; la satisface.

D:
¡ (x’+ l)2-+ (z^+5) 2 = 55

l / = o

calculando la recta generatriz del cilindro. G:
x  —x y —y

-32 26 16

—<<1)

de donde

G:
Of—«r i y  - z —:z

- < 2 )
-11 113

de la  ecuación (1) y (2) eliminamos los parámetros x '  , z '  de 1a ecuación (2) se tiene.

J£—KX‘ yy
-411 _ 113

‘2 — z’ yy
. 8 ~ 13

y - z -

11 y■»------
13

13

- 1 3 )
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ahora reemplazamos (3) en (1) tenemos:

11 v 2 8 y 2
(x +-----+1) + ( z - ----- 1- 5) = 55, desarrollando se tiene:

13 13

169x2 + 185.y 2 + 169z2 + 286xy -  208yz+  338* -  754 y + 1690z = 5070

í 2 2 \ x  - y  = z
13) Hallar la ecuación del cilindro, si se dan las ecuaciones de la directriz i y la

[x + y  + z  = 0
generatrices son perpendiculares al plano de la directriz.

Solución

í 2 2 \x  - y  — z
Sea D: i , la curva directriz.

[x+ y  + z  = 0

Sea P '(x ',y ',z ') el punto de intersección de la directriz con la generatriz, entonces si 

P 'íx '.y '.z1) e D se tiene:

í  .2 ,2 ,\x - y '  = z
D: ... (1)

[x'+y'+z'= 0

como la generatriz es perpendicular al plano de la directriz, entonces el vector normal es la
—>

dirección de la generatriz es decir a = (1,1,1) 

ahora calculando la ecuación de la generatriz.

x - x '  y - y ' z - z '
G: -------= —  = -------  ...(2)

1 1 1

eliminando los parámetros x ' , y ' , z'  de las ecuaciones ( 1) y (2 ).

\ x - x ' = z - z '  \ x ' = x - z  + z'
. . => . , -  O)

l .y - .y  = z - z  [ y = y - z + z

reemplazando (3) en la ecuación x'+y'+z'= 0 se tiene:
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x —z+z '+y—z + z'+z'= O => z'=
2 z - x - y

2 z - x - y  2x - z - y
x '= jc - z + ------------  => x '= -------------

3 3

2z - x - y  2 y - z - x
y'= y - z  +------------  => y ' = -------------

3 3

ahora reemplazando en la ecuación x ' " + y ' 2 — z'

2x - z - y  2 2 y - z - x  2 2 z - x - y
(------------ ) -  (-------  — -) --------------, desarrollando se tiene.

x" - y "  - 2 x z  + 2 y z - 2 z  + x + y  = 0

2 2 214) Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera x +y  +z  = 1 son perpendiculares 

al plano x + y -2 z  + 5 = 0. Hallar la ecuación de este cilindro.

Solución

Considerando la curva directriz en el plano XY para esto z = 0, por lo tanto, la directriz es

, la curva directriz.

Sea P'(x ' ,y ' , z ')  el punto de intersección de la 

directriz con las generatriz entonces lo satisface.

D:
\ x '2 + y ' 2 = 1 

z* = 0
... (1)

Y Calculando la ecuación de la generatriz.

x - x '  y - y '  z
G: ... (2 )1 1 -2  

De la ecuación (1) y (2) eliminamos los parámetros x' ,y' .
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y-y=- y =-

2 x  + z 

-2  
2 y  + z

... (3)

2 x + z  2 2y + z  2
reemplazando (3) en (1) se tiene. ( ------ ) + (-------- ) = 1 , desarrollando se tiene:

2 2

2 * 2 + 2 _y2 + z2 + 2xz + 2yz = 2

2 215) Hallarla ecuación de la esfera que pasa por las circunferencias x  + z =25, y = 2;

x 2 + z 2 =16 , y = 3

Solución

x2 + z2 = 25, y = 2 Con los datos haremos un gráfico para visualiza 

el planteamiento del problema.

V ||~CA ||= r = -Jl6t2 +36t2 +25t2 = -x/308

x2 + z2 = 16 y = 3 Del gráfico se tiene A(0,2,5) y en el A ACD.

r 2 = ( 2 - b ) 2 +25

2 2
En el A BCE se tiene r  = (3 - b )  +16, por lo tanto al igualar se tiene.

(2-b)~  +25=  (3-b)~  +16 => b =-2. Luego el centro es C(0,-2,0) y el radio r “ =41

x 2 + (y  + 2) 2 + z2 = 41

2 216) Hallar la ecuación de la esfera que pasa por las circunferencias x + y = 2 5 ,z  = 2 ;  

x 2 + y 2 = 16, z = 3

Solución

Con los datos del problema haremos un bosquejo del gráfico.
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Sea C el centro de la esfera de Radio R luego en el 

A ACD: R 2 = (2 - a ) 2 +25. En el ACBE se obtiene:

2 2 R~ = (3- a )  +16. Luego igualando se tiene:

(2 - a ) 2 + 25=  ( 3 - a ) 2 + 16 => 2a = -4 => a = -2

Luego el centro es C(-2,0,0) y el radio R =41 por lo 

tanto la ecuación de la esfera es:

E: (jc + 2) 2 + y 2 + z 2 =41

El eje OY es el eje de un cono circular que tiene el vértice en el origen de coordenadas, sus 

generatrices forman un ángulo de 60° con el eje OY. Hallar la ecuación de este cono.

Solución

Definimos a la curva directriz en el plano y = 1.

j x 2 + z2 = 3  
D: ) , la curva directriz

l y = i

Sea P'(x' ,y ' , z ' )  e  D a G  entonces se tiene si P'(x' ,y ' , z ' )  6 D entonces satisface a la ecuación

j x ' 2+z'2 = 3
D: \ ... (1)

v = 1
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18)

ahora calculamos la ecuación de la generatriz: G:
x - 0  v - 0  z - 0
x'-O ~ v '-0 ”  z’-O

de donde G:
X  V z

X  V z

de la ecuación ( 1) y (2 ) eliminamos los parámetros x',y':

(2)

X X
— = y x '  — —

x ' y
=>

z z
-; = y z' = —
z . y

X
en ( 1) se tiene: (—)

y

... (3)

y

Encontrar la ecuación del cono, con vértice en el origen, cuyas generatrices hacen un ángulo 

de 30a con el vector unitario que forman ángulos iguales con los ejes X, Y, Z.

Solución

Por datos del problema se tiene ü = (c o sa , eos p  ,cosy),

2 2 2 2 como eos a + eos p  +cos y = 1 = > 3  eos a  = 1

puesto que eos a  = eos P = eos y

-  VI s
Y cosa = ± ----  => ü = ---- (1,1,1)

2 3■7P

i Sea r = (x, y, z) el vector de posición de un punto

—> —> —* ->
cualquiera del cono, como por dato se tiene entonces, r  . u  =|| r |||| u j| eos 30a
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19) Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice en el punto (0,0,C) ; si las ecuaciones de la
2 2 

X V
directriz son: —  + —  = 1, z = 0

a" b

Solución
2 2 

—  + — =1
a 2 h 1 , la curva directriz. Si P'(x' ,y ' , z ' )  e D entonces lo satisface,

z = 0
Sea D:

D:

,2 ,2 

* y  i— +~t = i  
a b

z’= 0
(1), ahora calculamos la ecuación de la generatriz donde V(0,0,C) es

, • • , , ^  JC- 0  v - 0  z - c  , „el vertice de la superficie conica. G :---- - = ------ = ------- y como z = 0
x'-O y ' - 0 z '-c

x  y z+ c
G: — = — = ------ —(2), de las ecuaciones (1) y (2) eliminamos x \ y '

x' y '  - c

x z - c  

x' - c  
y  z - c

y'

xc
x  = •

=> i
c - z

cv
...(3) , reemplazando (3) en (1) se tiene:

y — '
- c c - z

2 2 , .2 x y  ( z - c )1 XC 2 ' cy  2 s • - -—  (------ ) + —  (—1—) = 1, simplificando se tiene — +—1--------z—  = 0
a c - z  b c - z  a b  c

20) Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice en el origen de coordenadas, si las ecuaciones

j x 2 - 2z + 1 = 0 
de la directriz son: i

[ v - z + 1 = 0

Solución

x  - 2z + l = 0 x'2-2z'+l  = 0
Sea D: \ Si P '(x \y ' ,z') e D entonces D: i ... (1)

[ y - z + l  = 0 [ ^ '- z '+ ^ O
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La ecuación de la generatriz es: G:
x - 0  y -O  z - 0  
x'-O v'-O z'-O

de donde G:
x y z

x .y z

de las ecuaciones ( 1) y (2 ) eliminamos los parámetros x ',y ',z '

X  z xz'
—  =  — 1II

x' z' z

y 1 vz'
— = — v'= —
y '  z' . z

reemplazando (3) en la ecuación y'+z'+l = 0

vz1----- z’+l = 0 =>

z - ■

x '=■

/= ■

Z-.V

X

z - y  

y  

z - y

... (2)

... (3)

... (4)

2 x  2 ^Z .Ahora reemplazamos (4) en Jt' -2z '+ l = 0, se tiene: (------ ) ---------+1 = 0 simplificando
z - y  z - y

tenemos la ecuación 2 2 2 n  x - z  + y = 0

21) Una vez comprobado que el punto M(l,3,-1) está situado en el paraboloide hiperbólico 

4 x 2 - z 2 = y, hallar las ecuaciones de sus generatrices que pasa por el punto M.

Solución

Sea //: 4x 2 - z 2 = y  => M (l,3,-1) e H  => 4 -1  = 3

Las ecuaciones de sus generatrices que pasan por M son (2x + z)(2x - z)= y, de donde

v v
L ,: 2 x + z  = k  a  2 x - z  = — —(l), L1\ 2 x - z  = k a  2x  + z = —

1 k '  k
(2)
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de la ecuación ( 1) 2x + z=  k => 2 - 1 = k => k =

X  V + 1 z - 1 

-2

de la ecuación (2), 2 x -z  = k 2 + l = k  => k = 3

y
Z,,: 2x -  z = 3 a  2x + z  = —

3
z  = 2 x - 3  a  v = 1 2 x -9

h c 
x = 0

(x,y,  z ) e L 2 =>(x, y , z )  = ( x , l 2 x - 9 , 2 x - 3 )  = (O,-9,-3) + x(l,12,2)

x \v + 9 z  + 3L-) i — —------ —-------
1 12 2

22) Hallar al ecuación de la superficie engendrada por rotación de la elipse 

entorno del eje O Y.
Solución

Consideremos un punto arbitrario del espacio M(x,y,z) y que C es el pie de la perpendicular 

bajada del punto M al eje OY al punto M lo trasladamos al plano OYZ mediante una rotación 

de esta perpendicular alrededor del eje OY y a este punto designamos por N(o,y,z) ahora 

haremos el dibujo correspondiente a la superficie, mediante el cual daremos la ecuación de 

dicha superficie.
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CM=CN  donde CM = x 2 + z ~ , CA = zt de donde |zj I = J x 2 + z~ •••(!)

además es evidente que y l = y ... (2 )

El punto M(x,y,z) está situado en la superficie de revolución si y solo si N (o ,y1,zl ) está en

2 2 
y\ zila elipse dada, es decir: —y +  —7=  1 ••• (3)

2 2 2 y x +z
de las igualdades (1) y (2) en (3) se tiene: - y + ----- —  = lque es la ecuación buscada.

b c

23) Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la hipérbola
2 2 

X  Z
— 2---- 2~ = 1, y = 0, alrededor del eje OZ.
a c

Solución

Sea M(x,y,z) un punto en el espacio tomado 

arbitrariamente, y D el pie de la perpendicular trazada 

desde el punto M al eje OZ. El punto M lo 

trasladamos al plano OXZ mediante una rotación de 

esta perpendicular alrededor del eje OZ. Designemos 

este punto en dicha situación por N(x ' ,o ,y ' ) .

Luego |¡ DM || = || DN  || donde

|| DM || = t / ( * - 0 ) 2 + ( > - 0 ) 2 + ( z - z ) 2 = J x

además || DN || = |jc'| por lo tanto |x'| = ^ x 2 + y~ además z = z' ... (1)

El punto M está situado en la superficie de revolución si y solamente si, el punto N está en la
,2 ,2

X Z
hipérbola dada, es decir: si —y ——y = l  —(2 )

a~ c
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(V* 2 +.v2 r  ~2
ahora reemplazamos ( 1) en (2 ) se tiene. --------  ------ — -  = 1, simplificando

a c
2 2 2 x + y  x

----- j —  -  —  = 1, ecuación de la superficie engendrada.
a c

2 2 2 x y  z
24) Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la ecuación —~ + ~ ~ ~  = -1

a b e
2 2 

Z  X

se puede tener por rotación de la hipérbola. \ c2 a 2 entorno al eje OZ y una sucesiva

y  = 0

contracción uniforme del espacio al plano OXZ.

Solución

Primeramente hallaremos la ecuación de la superficie de revolución que se va a generar.

Sea M(x,y,z) un punto del espacio tomado arbitrariamente y D el pie de la perpendicular 

trazada desde M al eje OZ, el punto M lo trasladamos por rotación de esta perpendicular 

sobre el eje OZ hacia el plano OXZ. Asignamos a este punto en dicha situación por

Ar(x',o,z').Luego || DM  || = || DN  | | , de donde

|| DM || = i j ( x - O) 2 — 0) 2 + ( z - z ) 2 = x 2 + y 2 y || DN  || = |x j, luego se tiene

M  = -Jx2 + y 2 y z  = z' como en el punto N(x' ,o, z ' )  está en la hipérbola entonces
,2 ,2 2 2 2 

Z X  Z X  +  v
— 2------ — = 1 > Por 1° tanto se tiene: —---- j —  = 1 ... (1 ) ,  es la superficie de revolución
c a~ c a

engendrada, suponiendo ahora que se efectúa una contracción uniforme del espacio de la
a

superficie (1) hacia el plano OXZ con el coeficiente de contracción q = ~~ y que el punto
b

M'(x' , y' , z ' )  es el punto que se traslada M(x,y,z) como MM'  es perpendicular al plano

a
OXZ tenemos que x = x' , y  = —y' , z  = z' ... (2) ahora reemplazando (2) en (1) se

b
2 Q 2

,2 x' +(—y') ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2z  b Z X y'  X y  z
tiene. —5- - ------- j-------= 1 , simplificando—y - —— —“ + —~ ~ ~ T  =

c a c a b a b e
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2 2 2 x  y  z
25) Demostrar que el elipsoide escaleno determinado por la ecuación - y + —̂ -h— j  = 1 se

a b e

í 2 2 x y
+ ̂ - = 1

puede obtener como resultado de una rotación de la elipse: 1 a b alrededor del

[ z = 0

eje OX y una sucesiva contracción uniforme del espacio hacia el plano OXY.

Solución

Hallaremos primero la ecuación de la superficie de 

revolución que se va a generar. Sea M(x,y,z) un 

punto del espacio tomado arbitrariamente y D el pie 

^  de la perpendicular trazado desde M al eje OX.

El punto M lo trasladamos por rotación de esta 

perpendicular sobre el eje OX hacia el plano OXY, 

designemos este punto en dicha situación por

N(x,y,o) luego || DM ||=|| ||, de donde:

|| DM \\ = y ¡ ( x -x )2 + ( y - 0 ) 2 + (z  — o)2 = ^¡y2 + z 2 y || DN  || = |y] 

por lo tanto ¡_yj = ^[y X  =  X ... (1)
2 2 x y

como —  + —r  = 1, contiene al punto M si y solo si, el punto N está en la elipse dada, 
a b

es decir:
x -2 y 2 

2 + , 2 - 1  a b
2 2 , 2  x  y  +z

ahora reemplazando (2) en ( 1) tenemos —  + ---- ¿— =1
a b

-  (2) 

... (3)

La ecuación (3) es la ecuación de la superficie de revolución engendrada. Supongamos ahora 

que se efectúa una contracción uniforme del espacio de la superficie (3) hacia el plano OXY,

c
con el coeficiente q = —, y que el punto M'(x ' ,y ' , z ' )  es el punto al que se traslada M(x,y,z); 

b
como M M '  es perpendicular al plano OXY, tenemos:
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c
x ' = x  , y  = y '  , z '=—z  ...(4)

supongamos que M(x,y,z) es un punto arbitrario de la superficie de revolución (3)

T b y
x ,2 y'  + ( - z ')

sustituyendo aquí sus valores de la ecuación (4) se tiene —— + -------------------------------------- j ------= 1, simplificando
a b 2

,2  ,2 ,2 x  y  z
—2~+—T +~ T  = 1 •••(5)
a b e

Luego la ecuación (5) es la ecuación del elipsoide escalena. 

l i e r c l c ^ s  P r o p t t e s t ^ .^

I- Discutir y graficar las siguientes superficies:

1) |x | + | y | = 6 - z  , 2) 9 x 2 + 4 y 2 - I 2 z  = 0

3) z = ln(x + >’2) 4) x 2 +>,2 = ln z

x 2 z2
5 )  h— = 4 y  6) J x  + y[y + sfz = 1

36 25

7) x 2 + z 2 = tg j' 8) x 2 =2x  + 4 z

9) y 2 +z = 2 10) 4x2 + 9 ^ 2 - z 2 = 36

2 A  2x  4 x y

!1) 2 - |x| + |>! 12> XZ~ 2x V + 2 / x

13) x 2 + z 2 = 4 y  14) 4 x 2 - 9 y 2 +z2 =36

15) x 2 = 2 y + 4 z  16) 7  = |x2|- 2 |x | + l

17) 3x2 - 6 / + 2 z 2 = 6  18) x 2 - 3y2 - 4z = 0
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i A\ ¿ ¿ .. £•19) y  + z =sen x ->n\ 4 . 4 A  2 220) z - x  + y  - 4 x  y

21) 4 x + ^  = 2 22 ) z = | y |

24) x 1 =\ 423) jc +z-

25) z + y  - 2 y  = 0

29) x + / + z  -3 (x  + 2z) + (>'+8) = 0

27) z  = ( x + 2 ÿ + ( y - 3 ÿ - 9 28) |x|2z - 2x + z|>j2 = 0 

30) 8x2 - 4 x y  + 5 y 2 + z 2 = 3 6

31) 2x —y  + 8z = - 8 32) z  =  (x + 2)2 + ( y - 3 ) 2 +9

33) Discutir y graficar la superficie \ x \ 2 z - 2 x + z \  y  \2 = 0

34) Discutir y graficar la superficie 8x 2 -4 x y + 5 y 2 + z 2 =36

35) Discutir y graficar analíticamente la gráfica de la superficie

a) x 2 + y 2 + z 2 -3 (x  + 2z) + O' + 8) = 0

b) 2x 2 - y 2 + 8z 2 = - 8  .

36) Hacer una discusión completa del paraboloide de ecuación x 2 - y 2 - 2 x  + 4 y +  = 6

II.-

1) Hallar la ecuación de la esfera de radio R = 3 y que es tangente al plano x + 2y + 2z = -3 en

el punto P(l,l,-3). Rpta. ( x - 2 y  + ( y - 3 y  +(2 + 1) = 9

2) Hallar la ecuación de la esfera que pasa por el origen de coordenadas y por la circunferencia

Rpta. x + y  + z  -10z+15 .v -25z = 0
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3) Hallar la ecuación de la esfera que pasa por la circunferencia

\ x 2 + y 2 + z2 - 2 x  + 3 v - 6 z - 5  = 0
í y por el punto P(2,-1,1)
[ 5x + 2 y - z  = 3

Rpta. x 2 + y 2 + z 2 + 9 y - 9 z  + 14 = 0

4) Hallar la ecuación de la esfera tangente en (4,3,6) al plano 3x + y + 5z - 45 = 0 y tangente

en (2,5,-4) al plano x + 3y - 5z - 37 = 0.

Rpta. ( j c - 1 ) 2 + ( y - 2 ) 2 + ( z - l ) 2 = 3 5

5) Hallar la ecuación de la esfera que contiene a la circunferencia

x 2 + y 2 + z2 + 6x + 4 y ~ 2 z  = 25; x 2 + y 2 +z2 + 2 x - 6 y +  12z = 17 y contiene al 

punto (1,-1,2).

Rpta. 1 7 ( x 2 + y 2 +  z 2 )  +  1 7 6 j c - 6 6 > '  +  2 5 8 z - 9 5 0  =  0

6) Hallar la ecuación de la superficie esférica que pasa por la circunferencia de intersección de

las dos superficies esféricas x 2 + y 2 + z 2 -  2x + 2y  -  4z + 2 = 0,

x 2 + y 2 +z2 - 4 x - 2 y - 6 z + 10 = 0 y también pasa por el punto (-2,4,0).

Rpta. x 2 + y 2 +z2 - 1 9 x - 3 2 y ~ 2 1 z  + 7 0 - 0

7) Hallar la ecuación de la esfera que está en los planos paralelos n x: 2 x - y  + 2z+ l  = 0;

n 2: 2 x ~ y + 2 z - \ 7  = 0 conociendo que P(l,3,0) es el punto de contacto de uno de ellos.

8) Hallar la ecuación de la esfera que tiene su centro en la recta L: 2x + 4 y - z - l  = 0 a

4x + 5y + z - l 4  = 0 y es tangente a los planos x + 2 y - 2 z - 2  = 0 ,  x + 2y-2z + 4 = 0.

Rpta. (x + 1) 2 + ( y - 3 ) 2 + ( z - 3 ) 2 = 4

9) Encuentre la ecuación de la esfera tangente en (1,-1,4) al plano i ,1:2 jt-_ y  + 3z-15  = 0 y 

tangente en (1,-2,5) al plano P2: x - 2 y + 4 z - 2 1  = 0
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2 2 210) Halle la ecuación de la esfera concéntrica a x  + y  + z  + 6 y -  4z + 9 = 0 y tangente al plano 

ti: 2x - 3y + 2z + 4 = 0.

11) Halle la ecuación de la esfera cuyo centro está en el plano XY y es tangente al plano

3x + 2y - z - 6 = 0 en (1,5,7).

12) Se dan dos puntos fijos P y Q, demostrar que el lugar geométrico de un punto Pn que

satisface a la igualdad || PP0 || = n || QP0 |j es una esfera (con n constante, n * 1).

13) Hallar la ecuación de la esfera tangente a los planos XZ y YZ en el primer octante si su radio

es 5 y pasa por el punto (9,2,6).

14) Determinar el centro y radio de la circunferencia

Í ( x - 3 ) 2 +  ( j  +  2 ) 2 + ( z - 1 ) 2 = 1 0 0

l 2 x - 1 y - z  + 9 = 0

Rpta. C(-l,2,3) , R = 8

15) Calcular el radio de la esfera que es tangente a los planos 3x + 2y - 6z - 15=0,

3x + 2y - 6z + 55 = 0.

Rpta. R = 5

16) Hallar la ecuación de la esfera con el centro en C(2,3,-1), que corta en la recta 5x

- 4y + 3z + 20 = 0, 3x - 4y + z - 8 = 0, una cuerda de longitud igual a 16.

Rpta. ( x - 2 ) 2 + (_y-3)2 + ( z + l ) 2 =289

17) Hallar la ecuación del plano tangente a la esfera x 2 + y 2 + z 2 -  8x -  2y + 2z +10 = 0 y que sea

paralelo al plano x + 2y - 2z - 3 = 0.
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18) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene el diámetro de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 + 2 x - 6 y  + 4 z - l l  = 0, que es perpendicular al plano 5x-y + 2z -17 = 0.

Rpta. L: x = 5t - 1 , y = -t + 3  , z = 2t - 0.5

19) Hallar la ecuación canónica de la recta que contiene el diámetro de la esfera
i 2 ix ~ + y  + z - x + 3 y + z - 13 = 0, que es paralelo a la recta x = 2t - 1, y = -3t + 5, z = 4 t-7 .

Jt-0.5 y  + 1.5 z + 0.5 
Rpta. L: -------- = - -------= ---------

2 220) Hallar en la esfera (x -1 ) + ( y +2) + (z -3 )  = 25 el punto M más próximo al plano 

3x - 4z + 19 = 0 y calcular la distancia d del punto P a éste plano.

Rpta. M(-2,-2,7) , d = 3

21) Hallar la ecuación del plano que pasa por la línea de intersección de las dos esferas 

2 x 2 + 2 y 2 +2z2 + 3 x - 2 y  + z - 5  = 0 ; x 2 + y 2 +z2 - x  + 3 y - 2 z + 1 = 0.

Rpta. 5x - 8y + 5z - 7 = 0

22) El punto C (l,-l,-2) es el centro de una circunferencia que corta en la recta 2x -  y+2z — 12= 

0, 4x - 7y - z + 6 = 0 una cuerda de longitud igual a 8 . Hallar la ecuación de la 

circunferencia.

Rpta. C:
| ( x - l ) 2 + (y + l) 2 + (z + 2 ) 2 =65

1 1 8 x -2 2 y + 5 z -3 0  = 0

23) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los tres puntos A(3,-l,-2) , B (l,l,-2) y 

C(-1,3,0).

Rpta. C:
| ( x - 2 ) 2 + y 2 + ( z - 3 ) 2 =27 

[ x + y - z = 0
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2 i 2
24) Demostrar que el plano 2x - 6y + 3z - 49 = 0 es tangente a la esfera x  + y~ +z  = 49 ,

calcular las coordenadas del punto de contacto.

Rpta. (2,-6 ,3)

25) Hallar los valores de A para los cuales el plano x + y + z = A es tangente a la esfera

x 2 + y 2+ z 2 = 1 2 .

Rpta. A = ± 6

2 2 226) Hallar la ecuación del plano tangente a la esfera (x -3 )  + {y —1) + (z+ 2) =24 en el 

punto M(-l,3,0).

Rpta. 2x - y - z = -5

27) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera ( x - 3 ) 2 +(y + 2)2 + ( r - l ) 2 =25

paralelos al plano 4x + 3z - 17 = 0

Rpta. 4x + 3 z-4 0  = 0 ; 4x + 3 z+ 1 0  = 0

28) Determinar la ecuación del plano tangente al elipsoide x 2 + (> '- l ) 2 + 4(z + 2) 2 = 4

paralelo al plano tangente de la esfera x + (y  - 1) + (z + 2 ) = 9  en el punto

( - 1,1 . - 2 + Vs).

Rpta. 3x - 6 a/2z + 2V3 + 6 V 2 -4  = 0 .

29) Deducir la condición, según la cual el plano Ax + Bv + Cz+ D = 0,  es tangente a la esfera

x 2 +y 2 + z 2 = R 2.

Rpta. A 2R 2 + B 2R 2 + C 2R 2 = D

30) Encuentre la ecuación de la esfera tangente en (1,-2,4) el plano n ^ x - j >  + 3 z-1 5  = 0 y

tangente en (1,-2,5) el plano n 2:x-3>, + 4 z -2 7  =0.
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31) Por los puntos de intersección de la recta x = 3 t -5 ,  y - 5 t  -11 , z  = -4  y  + 9 y la esfera

2 2 2(x + 2) + { y - 1) +(z + 5) =49 se han trazado planos tangentes a esta esfera. Hallar sus 

ecuaciones.

Rpta. 3x-2_y + 6z - l l  = 0, 6x + 3_y + 2 z -3 0  = 0

2 2 232) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera x + y  +z  = 9 paralelo al plano 

x + 2 v - 2 z + 15 = 0.

Rpta. x + 2 v - 2 z - 9  = 0, x + 2 v -2 z + 9  = 0

33) Demostrar que por la recta x = 4? + 4, y - 3 t  + l, z = í + l se puede trazar solamente un 

plano tangente a la esfera x 2 + y 2 + z 2 -  2x+ 6 y+ 2z + 8 = 0 y hallar su ecuación .

Rpta. x - y - z  = 2

Í8x - 1 ly + 8z = 30
34) Demostrar que se puede trazar por la recta ] , dos planos tangentes a la

[ x - y - 2 z  = 0

esfera x 2 + y 2 + z 2 + 2 x - 6 y  + 4 z - 1 5  = 0

35) Hallar la ecuación de la esfera que está en los planos paralelos 

;r1:2x-_y + 2 z+ l = 0, r̂2 :2x-_y + 2 z -1 7  = 0, conociendo que /q(1,3,0) es el punto de 

contacto de uno de ellos.

36) Hallar las ecuaciones de las esferas que contenga él circulo x 2 + y 2 + : 2 = 5 , x+2y+ 3z = 3 

y son tangentes al plano 4x + 3y = 15.

37) Encontrar la ecuación de la esfera que es tangente al plano x -  8y + 4z + 7 = 0 y es 

concéntrica alaesfera x 2 + y 2 + z 2 - 1 2 x - 4 y - 6 z  + 33 = 0 .

38) Hallar la ecuación de la esfera cuyo centro esta en el eje X y pasa por los puntos P¡ (0,5,0) y

P2 (-2,1,0).
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39) Encontrar la ecuación de la esfera cuyo centro esta en el plano XZ y es tangente al plano

2 x - y  + z — 4 = 0 en el punto P( 1,7,4).

40) Hallar la ecuación del plano P que contiene a la recta L = {(1,2,3) + t( 1,-1,0) / t e R) de

tangente a los planos Px : x + 2 y - 2 z  = 2 y P2 : x + 2 v -  2z + 4 = 0 .

42) Demostrar que el elipsoide —  + -— + —  =1, tiene un punto común con el plano
81 36 36

4x -  3_v +12z -  54 = 0 y hallar sus coordenadas.

Rpta. c(6,-2,2)

43) Demostrar que el hiperboloide de dos hojas — + -— - —  = -1 tiene un punto común con el
3 4 25

plano 5x + 2z+ 5 = 0 y hallar sus coordenadas e(3,0-1 0 ).

2 2 
X Z

44) Demostrar que el paraboloide elíptico — h------ = 24 tiene un punto común con el plano
9 4

2x -  2 v -  z - 1 0  = 0 y hallar sus coordenadas.

2 t 7modo que dicho plano sea tangente a la esfera x + y  + z '= l .

41) Determinar la ecuación de una esfera cuyo centro esta sobre la recta y es

Rpta. c(9,5,-2)

45) Discutir y graíicar las superficies cilindricas, rectas cuyas ecuaciones se da.

x 2 - 4 z  = 0 b) y 1 +z =4

c) 9x2 + 4 y 2 =36 d) v2 + z = 2
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e) x 2 + y 2 -  2 v = O f) 9 v2 - 4 z 2 =36

. 1/2 1/2 -  2/3 2/3 .g) x + z = 2 h) x  + y  =1

46) Dada la ecuación de la directriz y los números directores de las generatrices de una superficie 

cilindrica. Hallar su ecuación y su gráfica.

a) y 2 =4x,  z = 0; [l,-l,l] b) x 2 + z 2 = 1, y  = 0; [2,1 ,-l]

c) x 2 -  y2 = 1, z = 0 ; [0 ,2 ,-l] d) x 2 + y =  1, z = 0 ; [2 ,0 ,l]

e) 4.r2 + z 2 +4z = 0, ,y = 0; [4,1,0] f) x 3 + z3 = 1, y  = 0; [3,l,-l]

g) 2y2 + z 2 = 2 , x = 0; [1,2,3] h) xz = 1, y = 0; [2,-1,0]

47) Hallar la ecuación de la superficie cilindrica cuya directriz es y2 + z2 = 1, x = 0 con 

generatriz ortogonal al plano x + 2 y -  2z -  4 = 0.

7 7 2
48) Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera x + y  +z  - 2x + 4y + 2 z - 3 = 0,

son paralelas a la recta x = 2t - 3, y = -t+7, z = -2t + 5

Rpta. 4 x “ +4 y 2 + z 2 + 1 2 y - 6z+  8xz-4_yz = 27.

49) Las ecuaciones de una recta paralela a la generatriz de la superficie cilindrica es 

x + 2 y - z  = 4, 2x - y + z + 6 = 0, y la ecuación de su directriz es 2x2 + y2 = 4 , se pide 

hallar la ecuación de su superficie.

50) Encuentre la ecuación del círculo que es perpendicular al plano XY, y cuya directriz es el 

círculo en el plano XY con centro en c(4,-3,0) y radio 5.

55) Hallar la superficie cilindrica cuya directriz es la intersección de las superficies

3x2-> ’ + 3z2 = 1 a  2x + 3y - :  -  i) y cuya generatriz son paralelos a la recta

x — 1 v - 4  z + 2
L:------= --------= -------

- 1 2  3
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56) Identificar y graficar la superficie x~ + y  2 + 4 r 2 -  2xv + 4xz -  4yz = 1.

57) Graficar la superficie x 2 + y 2 + 5z2 - 2 x z  + 4yz = \ ,  ¿es una superficie cilindrica? Es caso

afirmativo hallar sus elementos. *

58) Graficar la superficie x 2 + 6 y 2 +25z2 + 2 x z - 2 4 y z - 1 6  = 0 en caso de ser superficie

cilindrica, hallar sus elementos.

59) Demuestre que x 2 + 4 y 2 - 2xz + Hyz + 5z2 = 4  es una superficie cilindrica y conociendo sus 

elementos, halle su gráfica.

. . . . . x — 1
60) Encuentre la ecuación del cilindro de radio 2 y tiene por eje a la recta —-------y = 3 -  z

61) Halle la ecuación de la superficie cilindrica cuya directriz es 4 x 2 + z 2 +4z  = 0 , y = 0 y la

generatriz tiene como números directores [4,1,0],

62) Pruebe que la ecuación x 2 + y 2 +5z2 +2xz + 4 y z - 4  = 0 representa una superficie

cilindrica. Halle la directriz y la generatriz esboce la gráfica.

63) Hallar la ecuación del cilindro circunscrito a las dos esferas

£, : (jc—2) 2 + ( y - l ) 2 + z 2 = 2 5 , E2 : x 2 + y 2 + z 2 =25.

64) Demostrar que la ecuación 2x2 + 2 y 2 + 4 r 2 + 4xz - 9yz  = 2 representa una superficie

cilindrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y los números directores de sus generatrices.

—>
65) Hallar al ecuación del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a = (2,-3,4), si las 

ecuaciones de la generatriz son
I x 2 + y 2 =9

1 * = I

Rpta. I6x2 +16y2 + 13r2 -16jrr+24]/z+16jt-24y  = 26z
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66) Hallar la ecuación de un cilindro circular que pasa por el punto M (2,-l,l) si la recta 

x = 3t + 1, y = -2t -  2, z = t + 2, en el eje del mismo.

Rpta. 5x2 + 10y2 + 13z2 + 12xy-6xz + 4yz + 26x + 2 0 y -3 8 z  + 3 = 0

67) Demuestre que las ecuaciones dadas representan una superficie cilindrica y hallar la ecuación 

de su directriz y los números directores de sus generatrices y construir su gráfica.

a) 4x~ + 64y + z -  32xy + 4z = 0

b) 8x 2 -  9y 2 -  9z2 -  6,ry + 22.v + 12y +

c) x 2 + 4 y 2 + 5z2 + 2xz+ 4yz - 4  = 0

d) 1 lx~ + 2y ” + z~ - 8w - 6xz- 2  = 0

e) xz + 2yz - 1 = 0

f) x 2 +5z2 -2 x z + 8 y z+ 4 y 2 -  4 = 0

g) 2x2 + 4 y 2 -4 x z  + 6z2 + 8 y z -4  = 0

h) z ' + x 2 + 2y 2 + 2y z - 2 .xy-l = 0

0 2x" + y 2 +3z2 -2 y z + 4 x z -2  = 0

j) z +4xv + 2y~ - 4 x z  + 6x~ +4 = 0

68) Dadas las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del vértice de una superficie cónica, 

hallar su ecuación y hacer su gráfica.

a) Jf2 + t-'2 = 4 , z = 2, V(0,0,0) Rpta. x 2 + y 2 = z 2

b) x 2 = 2 y , z = -2, V(0,0,0) Rpta. x 2 +yz = 0

c) z~ = 4y, .y = 0, V (2,0,0) Rpta. z~ + 2xy = 4 y
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d) y 2 + z 2 = 9 , x  = 2, F (—1,1,0)

Rpta. 8x 2 -9  v2 - 9 z 2 - 6xy + 22A- + 12^ + 5= 0

e) x 2 - 4 z 2 =4 , y = 3, K(—1,1,1)

Rpta. 4 x‘ - l y 2 -1 6 z 2 - 4 xy+ 16yz + 12x + 26y + 48z = 31

f) ^  = x 3, z = 2 , F(0,0,0) Rpta. 4*3- / = 0

69) Hallar la ecuación del cono circular, si los ejes de coordenadas son generatrices de él.

Rpta. xy + xz + yz  = 0

70) Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice en el origen de coordenadas, si la
2 2 2 generatrices son tangentes de la esfera (x + 2) + (_y -  1) + (z - 1) =9.

Rpta. x 2 + 4y 2 - 4 z" + 4 ^ + 1 2 x z -6 ^ z  = 0

71) Hallar la ecuación del cono que tiene el vértice en el punto P (5,0,0), si las generatrices son

tangentes a la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9.

Rpta. 9x~ -1 6 y 2 -1 6 zZ -9 0 jr+ 225 = 0

72) Hallar la ecuación del cono cuyo vértice está en el punto (3,-1,-2) si las ecuaciones de la 

directriz son:
2 , 2 2 i \ x  + y  - z  =1

[ x - y  + z  = 0

Rpta. 3X3 -5_y2 + 7z2 - 6 xy+ \ 0 x z - 2 y z - 4 x  + 4 y - 4 z  + 4 = 0 

x - 2  _y+l z +1
73) La re c ta -------= ——  = ------ es el eje de un cono circular cuyo vértice está situado en el

2 -2  -1

5
plano 0YZ. Hallar la ecuación de éste cono, si se sabe que el punto M (l,l,— ) está situad«

2
en la superficie.

Rpta. 35*2 + 3 5 /  -  52z2 - 232xy - 1 16xz+116.yz+232* - 7 0 ^ - 1 16z+35 = 0
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74) Hallar la ecuación de la superficie cuya directriz es la curva C: x =cos t, y = l  + sen t, 

z = 2 + sen t , y , y cuyo vértice es el punto V (l,l,-2).

75) Hallar la ecuación del cono cuyo vértice está en el origen de coordenadas, si se dan las 

ecuaciones de su directriz.

a)
2 2 x y

— + 7 r  = i, z = c  
a  b

Rpta.
2 2 x  y

~ + ~¡T 
a  b

2Z
- - = 1

c

b)
2 2 

X Z
— + —  = 1, y  = b  
a  c

Rpta.
2 2 

X  Z
~ T + ~
a  c

2V

~ T r = 1

c)
2 2

y  z  i - j + — =1, x = a
b  c

Rpta.
2 2 

y z
, 2 + 2 
b  c

2
X 

a 2

2 2 2
. . X V z

76) Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una h o ja----- y —  - —  = 1, que
4 9 16

son paralelos al plano 4x + 4y  + 3z - 17 = 0.

x  v - 3 z x - 2  y  z
Rata. G ,:— = ------ = —  , G-¡:------- = — = —

1 0 -2  0 3 -4

77) Hallar la ecuación del plano que es perpendicular al vector a = (2 ,-1,-2) y tangente al
2 2 x y

paraboloide elíptico — + —  = 2 z.
3 3

Rpta. K \ 2 x - y - 2 z - A - 0

78) Hallar los valores de m para los cuales la intersección del plano n : x + m y - 2  = 0 con el

2 2 X Z
paraboloide elíptico-----1------- y , sea

2 3

a) Una elipse. b) Una parábola.

1 1
Rpta. a) m *  0, m > , pero si m = resulta una elipse degenerada, un punto.

4 4

b) m= 0 .
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79) Demuestre que las intersecciones del plano: /r:4x + 5y + lO z- 20 = 0, con el hiperboloide de
2 2 2x y  z .

una h o j a -----1------------=1, son generatrices de éste. Hallar las ecuaciones de estas
25 16 4

generatrices.

[_y+2z = 0 í 2x -  5z = 0
Rpta. G¡ n , G,:j

1 [x + 5 = 0  2 [y + A = 0

2 2 2
X  V Z

80) Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una hoja —  + -----------  1, que
4 9 16

son paralelos al plano 6x + 4y  + 3z - 17 = 0.

z y z
Rpta. Lí \x = — , y  = 3 ; L2 = — , x = 2 

-2  3 - 4

81) Una vez comprobado que el punto A(-2,0,l) está situado en el paraboloide hiperbólico
2 2

x y  .—  -  —  = z,  determinar el ángulo agudo formado por sus generatrices que pasan por el

1
punto A. Rpta. 6 = are.cos(— )

82) Hallar la ecuación de la superficie cónica si su vértice es (0,-p,0) y su directriz está dado por:1 2 2 2 „ 2
X +_V + Z  =  p  2 2 2

Rpta. x 2 + z 2 - y 1 -  pz = 0
y + z=  P

83) Hallar la ecuación del cono cuyo vértice esta en el punto (3,-1,2) si las ecuaciones de la 

directriz son J x + y - z ¿ =1 
[ x - y  + z = 0

84) Un punto P que se encuentra sobre la recta que pasa por los puntos (4,2,2) y (-2,0,6) es el 

vértice de una superficie cónica, sabiendo que la segunda componente de P es 1 y que la 

directriz del cono se encuentra en al intersección de la esfera x 2 + y 2 + z 2 - 2 x - 4 y - 2 z  = 3 

con el plano z = 0. Hallar la ecuación de la superficie cónica.
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85) Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada por la rotación de la curva dada 

entorno al eje indicado.

87)

a) C . z ~ e y, x  = 0, eje y Rpta. 2 yx + z= e ■

b) C:y = 3x, z = 0,  ejex Rpta. n 2 2 2 „9x - y  - z  = 0

c) C:y = lnz, x=  0 eje z Rpta. 2 2 . x  + y  = ln z

d) C:z2 = 2y,  x  = 0 eje y Rpta. x 2 + z 2 - 2 y  = 0

e) C'.y1 .z = 4, x  = 0 eje y Rpta. 2 2 2  ̂y  - x  - z  = 4

0 C:9x2 + 4 y2 = 36, z = 0 Rpta. 9 x 2 + 4 y 2 +9z2 = 36

g) C:x2 +2y  = 6 , z = 0 Rpta. x 2 + z 2 +2y= 6

h) C:y2 = 2 z, x  = 0 Rpta. y 4 - 4 x 2 - 4 z 2 = 0

i) C.z  = e*, y  = 0 Rpta. Jic2+y2 z = e1

2\x\ 2 2 4x2
J) C.z = ------7-, v = 0 Rpta. y  +z  -

\ + x ' (1 + x )

86) Hallar la ecuación de la superficie engendrada por rotación de la elipse.

2 2 
y  2 .— —T = 1b c entorno el eje OY.

x = 0

2 2 2 
X  X  + z

Rpta. - j + ------2— =1
b c

Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la elipse.

í 2 2* .V ,
" T + T T =1 

] a  h alrededor del eje OX

z = 0

2 2 2 
X V + Z

Rpta. —  + - 5— =1
a ~  b~
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90)

88) Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la hiperboloide
* )

2 2
X  2  , 2 2 2----- 7 = 1 x + y  z
a c alrededor del eje OZ. Rpta. ----- —— -  —  = 1

a c
7 = 0

2 2 2 x y  z
89) Demostrar que el hiperboloide de una hoja determinado por la ecuación. y  = 1 ,

a b e
2 2 

X  Z
se puede obtener por rotación de la hipérbola —----- j  = 1, y  = 0 entorno del eje OZ y una

a c

sucesiva contracción uniforme del espacio hacia el plano OXZ.

Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la ecuación
2 2 2 2 2 x y  z  z  x

—2"——2~——2~ = — 1 ’ se Puec ê obtener por rotación de la hipérbola — - - y  = 1, 7  = 0
a b e  c a

entorno del eje OZ y una sucesiva contracción uniforme del espacio hacia el plano OXZ.
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|T* jk n f T T  TT |T¥ II
V r  W». \w . A  A

BT..... FÍN <  IONES V E C T O R IA L E S  DE V A R IA BLE REAÜ)

Pre-R equÍSÍtO S.- Para la comprensión adecuada de este capítulo de funciones 

vectoriales de variable real se requiere del conocimiento previo de:

- Cálculo de funciones de una variable real.

- Geometría Analítica.

- Reglas básicas de diferenciación e integración para funciones de una variable real.

O b je tiv o s .-  Establecer los conocimientos necesarios para el trazado de las curvas de tal 

manera que en cada punto de la misma se determine 

el triedro móvil, así como los planos osculador, normal y rectificante.

Al término de este capítulo el estudiante debe ser capaz de:

- Describir las curvas en el espacio por medio de ecuaciones paramétricas y como

intersección de superficies.

- Utilizar las funciones vectoriales para describir el movimiento de un objeto a lo largo de 

una curva en el espacio.

- Definir el vector tangente unitario, el vector normal unitario y el vector binormal.

- Calcular los planos: osculador, normal y rectificante.

- Discutir la descomposición de la aceleración en sus componentes tangencial y normal.
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Se ha estudiado la recta L en  i? 3 que pasa por el punto p0(x0, Yo>zo)
—»

y es paralela al vector a = ( a  ,a 2,a ) como el conjunto 
, —>

L = { p ()+ t a / t e  R }. Luego a cada número real t le corresponde el punto p Q+t a de la 

recta, a tal correspondencia le llamaremos función vectorial de variable real y que
—>

denotaremos por /  de donde su regla es: .

2.1 Introducción.-

f - t )  -  P0 “ + V '  * o + V ’ *o+ a .*)

El dominio de la función f ( t )  es el conjunto de los números reales y el rango de f ( t )  es la
—►

recta que pasa por el punto p0 y es paralela al vector a , cualquier función que tiene como 
dominio el conjunto de los números reales y como rango un conjunto de vectores se llama 
función vectorial de variable real. En este capítulo estudiaremos a este tipo de funciones.

-------------- É— 2— I2.2 Definición.-l Sea I un subconjunto de los números reales (ICR), se llamara función
—y

vectorial de una variable real: /  : / —»/?" si a cada elemento de I se le
—►

hace corresponder vía /  un elemento único de Rn es decir:

donde las n funciones se denominan funciones componentes de la función vectorial f ( t )  y 

son funciones reales de variable real, donde / .  (t) se denomina la i-ésima componente de la 
función vectorial; como caso particular daremos la siguiente definición.

2.3 Deflnición.- Sean f x, f 2, f y I - ) R ,  tres funciones reales de variable real, entonces
V t e  D f r \D f n¡D.  existe un vector definido por:

J \  J 2 J  3

/ ( o = /,(* )  7 + / 2( o 7 + / 3(o *
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al vector f (!) se le llama función vectorial de variable real, al cual denotaremos por:

/  : /  e  R — —>/?3 , tal que

------ » / ( / )  = ( / 1(0 , / 2 (0 . / 3(0 )

donde / j ( t ) , f 2( í ) , f 3(0  son las componentes de la función vectorial.

—>
Observación.- 1) £ > _ ,= D ,n D r n D r = Dominio de /  (campo escalar)

f  J 1 J  2 J  3

—>
2) Rango de /  = R^, = R ̂  u R ^  u  (campo vectorial)

—>
Ejemplo.- La ecuación / ( / )  = (l,2,3) + ;(2,5,l) = (l + 2/,2 + 5?,3 + /) , D ^ = R  describe una

7
función vectorial de variable real; el rango de esta función es una recta en R* y la 

función es una correspondencia o transformación de puntos sobre la recta real R en puntos 

sobre la recta que pasa por (1,2,3) paralela al vector (2,5,1).

El punto OeR se transforma en /(O ) = (1,2,3).

—)
El punto 1 e R se transforma en /(1 )  = (3,7,4), etc.

Si / ( / )  se escribe en términos de sus componentes tenemos / ( / )  = ( /j  ( / ) , / ,  (f) » / 3 (o) • 

donde f \ (t ) = \ + 2t, / , ( 0  = 2 + 5/, f 3(t) = 3 + t son funciones reales de variable real,

—>
llamadas componentes de la función vectorial / ( / ) .

En general, si el rango de /  es un conjunto de vectores de R n podemos escribir: 

—* —*
/  = ( /  , / , .......f n). donde /  (/) es la i-ésima componente de / ( ? ) .

La representación de una función vectorial en términos de sus funciones componentes nos 

permite aplicar a las funciones vectoriales los criterio desarrollados en el cálculo de 

funciones reales.
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Ejemplo.- Si / , ( í )  = jc0 +axt, f 2(t) = y0 +a2t, / 3(í) = Zo+ a 3í son las funciones componentes,

—)
entonces la función vectorial f ( t )  es expresado en la forma:

/ ( 0  = / j (0  ' + / 2( 0  j + f 3(‘) k =(xQ+a]t) i+(y0+a2t)j+(z0+a3t)k

= (x0 +ajf,>-o +a2t,z0 +a3t) 

ésta función vectorial representa una recta que pasa por el punto p 0(x0, y 0, z 0) paralela al
—>

vector a = ( a ^ a ^ a j .

Es importante que: t e R  y fue
—>

transportado por /  y procesado vía

—>
regla de correspondencia de /

Po(x»>y8>zo)
Y transformándose en un vector en R 3 

con origen en (0 ,0 ,0), estos vectores 
“trazaran” a la Recta L.

Ejemplo.- Si / , ( f )  = cosí, f 2(t) = sen r, para t e  [0,27t], la función vectorial f ( t ) es
—̂ —> —) 

expresado por /(? )  = cosí. ¿ +sení. y , que representa una circunferencia en el plano
XY.

Ejemplo.- Si / ( ? )  = (3t, t ) es una función vectorial. Demuéstrese que el rango de /  es una
,2parábola en R “

Solución
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f

Ejemplo.- Si / ( / )  = (a.cosh/, ¿senh/), a > 0 y b > 0. Demuéstrese que el rango de f  ,es una 

rama de la hipérbola.

Solución

un punto (x ,y)  e R si y solo si / ( / )  = (x,y) ,  para algún t de donde (acosht, b senht)=(x,y),
7

por lo tanto se tiene:

(jc = ocoshí 

[ v = Asenhí
entonces

X  2—— = cosh t
a 2

y 2 2= senh t
b

2 2
X y  2 2
—------- = cosh t -  senh t = 1
a~ b
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T 1
X  v "

como (x,y) está sobre la hipérbola —  — 7- = 1, y como x = a eos h t > 0 , entonces el rango
a h~

2 2

de f  es una rama de la hipérbola. R = {(xyy)  e R 2 / — - ^ -  = l}
7 ' a b

Ejemplo.- Trace la gráfica de la imagen de las siguientes funciones.

—>
i) / ( O  = (cosí, sen/,2)

Solución

Sea G = la gráfica de la función vectorial, si (x,y,z) e entonces x = eos t , y =sen t,
f  7

z = 2, para algún t. Así, V t e R. x 2 + y 2 = eos2 1 + sen2 / = 1 y z = 2, esto quiere decir que

la imagen de f { t )  es la curva que está en la intersección del cilindro x 2 + y 2 = 1  y el plano 

z = 2 .

»)
Solución

Si G = la gráfica de la función vectorial entonces (x,y,z) e G^ implica x = 2t , y = 3t,
7 /

2x  —
z  = t 2, de donde 3x = 2y y z = — , esto quiere decir que la imagen d e /  es la curva de

4 2
X

intersección de las superficies 3x = 2y , y z = — .
4
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2.4 Operaciones Algebraicas con Funciones Vectoriales -1

Las combinaciones de funciones vectoriales ó de una función vectorial en una función real se 

obtienen mediante las operaciones del álgebra vectorial, las cuales son dadas mediante la 

siguiente definición.

—> —>
Definición.- Consideremos las funciones vectoriales f , g : R ------>Rn con dominio D y

7
D respectivamente y sea (p: R ------>R una función real con dominio D¡[t\ a

g

las funciones f + g , f —g,  <p.f y f - g ,  definiremos mediante la siguiente regla de 

correspondencia.

1) ( f +  g)U) = f ( t ) +  gU),  V t e  D ( ^ = Z) n£>^
f + g  f  g

2) ( f - g ) { t )  = J ( J ) - g { t ) ,  V t e  = D  n D ^
f - g  f  g

3) (<p.f)(t) = (p(t) . f(t),  D = D n D
<p,f 'p f

— - n .
4) ( f -g ) ( t )  = J \ i ) . g ( i )=  X ^ ( 0 -g,(0 , =

i=  1 f - g  f  g

5) Sea J  ,g\ R ------ > R funciones vectoriales, entonces la función producto vectorial

/  vg está dado por: ( f  x g)(t) = f  ( t ) xg ( t ) , D ^
f  * g  7 g

6) La función compuesta de cp: R----- > R con f : R ------>R" es dado por la regla de

correspondencia:

( / o<p)(í) = /(cp(0) = ( /i  (<p(0 ) J 2 (<p(0) f„  (<P(0))

=  ( ( / l  O C p)(0 ,(/2  °<P)(0>—. ( A  0 (P )(/)) 

por lo tanto: /ocp = ( / t ocp, / 2 o<p,...,/„ ocp)
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Ejemplo.- Si f ( t )  = ( í \ r 2 ,í) y g(f) = t).  Hallar ( / .g ) ( I )  y ( /< g ) ( l )

Solución

1 1  1 1  49
Se conoce que ( f . g ) ( \ )  = / ( l ) .g ( l )  = (1,1,1).(—, —,1) = - + - + 1  = —

9 4 36

( / '  J ) ( i ) = 7 (i).vg(i)

Ejemplo.- Sean / ( / )  = ( t2 + l,0,í3) y g(t) = (sent,- c o s í ,0).

Hallar a) f ( a  + b) b) g ( t -  3) c) / ( s e n / )* g ( t 2 +1)

Solución

a) f ( a  + b) = ((a + b )2 +l,0,(a + b) 3 ) = (a2 + b 2 + 2ab + l,0,a3 +3a2b + 3ab2 + ¿>3)

b) g ( í - 3 )  = (sen (í-3 ),-co s(í-3 ),0 )

c) /(s e n í)  = (sen2 / + l,0 ,sen3 1), g ( t 2 + 1) = (sen(r + 1), -c o s ( /2 +l), 0 )

i j  k

sen" t + 1 0 sen3 1

sen(í2 + l) — cos( / 2 + 1) 0
7  ( s e n /)* g ( r  + 1) =

i j  1 1 k1 3
= <4’

8 5
36>

i 1 
1 1

1
9

9 4
1

= (sen3 /.cos(/2 + l),sen3 /.sen(í2 + l) ,- (s e n 2 / + l)cos(/2 +1))
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1) Consideremos las funciones vectoriales /  ,g: R ------ >R , definimos por:

ylI -  [|/|] 1 r, n -* ^21 - 1 f| 211 ri 11
^ (í) = ( í [|2 í — !|] — 2 / ’ V2 ^ T ’ g ( 0  = (' [ M r ' [ l í

Hallar D ,  D , D  ̂ ^
f  K /+  g

Solución

-
Calculando el dominio de f  ; D-,=Di. n D f n D r , donde f . ( t )  = —---------------,

/  Jl h  r[|2 í - l | ] - 2 /

/ 2 (í) = —j =  , / 3 (7) = [|/|]. Ahora calculamos el dominio de cada función.
V 2 - /

/ j  (?) está definida si:

1 - [ | / | ] > 0  a  /[|2 r - l | ] - 2 / * 0  => l-[ |í |]  > 0 => [|í|] < 1 => / < 2

í[|2 í - l | ] - 2 í * 0  o / # 0  v [|2 / - l | ] - 2 * 0

3
como [\2t —1|] — 2 = 0  => -  — < t < 2  entonces:

r[|2 / - l | ] - 2 í * 0  o / * 0  v t t
3 

— ,2 
2

Luego D ,  =< ~w,2 > n  (< -oo,0> u <  0,oo > )n< -oo ,3 /2  > u [2 ,» >

D r = < -oo,0 > u <  0,3/2 >JI

f 2 ( í ) está definida si 2 - 1 > 0 => t < 2 => D ( =< -oo,2 >

/ 3(0  está definida para V t £ R. => D{ = R
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* .

D^ = D n ¡ D n D  -  (< -oo,0 > u <  0,3/2 > )n(<  -oo,2 > )n /f
f  'i 2 ■'3

D^  =< -oo,0 > u  < 0,3 / 2 >
7

-* V2 í - i  n 2
Calculando el dominio de g ;  Z)-=Z> nZ) n D  , donde g, (í) = —-----—, g 2( 0 =  "

g g, g} [ |l- í|]

£ 3 ( 0  = ?[W] • Calculamos el dominio de cada función. 

g¡(t) esta definida si 2r — 1 > 0 a  [ | l - / |] * 0

2 r  — 1 >  0  a  [ | l - r | ] * 0  = >  t > —  a  í g < 0 , l ]  e n t o n c e s  ( [ | l - / | ]  =  0  = >  0  <  /  <  l ) , donde
2

D* - — ,00) n ( < - 00, 0 ]u<  l,oo>) =< l,+oo>, para g 2(t) ,g } (0  esR . Luego D =<l,+oo>
2 o

ahora calculamos D ^ = D  ̂a

7+g  7  g

3 3D-, = (< - 00,0 > u  < 0, — > )n  < l,+oo > = < 1, — >
f + g  2 2

2) Determinar el dominio de la función vectorial / ( / )  = (ln(í +1), ■y/ / 2 + 2 í - 8 )

Solución

como = D n D  donde f x (t) = ln(/ + l), f 2(t) = -Jt2 + 2 t - S .
~f 2

/ j ( í )  está definido si t + 1 > 0 => t > -1, D f  =< - 1,»  >

f 2 ( 0  está definido si

' 4  2  r2 + 2 í - 8 >  0 => (í + 4 ) ( í - 2 )>  0

Dy  =< -o o ,-4  > u [2 ,oo  >

= <  - l , o o  >  a ( <  - o o , - 4 ]  u [ 2 ,00 > )  =  [ 2,00 >  = >  ¿ ) ^ = [ 2 , o o >
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3) Determinar el dominio de la función vectorial:

-* sen t t + sent sen3f — sen/
^   ̂ |í| ’ í - s e n /  ’ ln(í + l) ^

Solución

sen t t + sen í sen 31 -  sen t
Como D^ = D n D  n D  donde /,(* )  = —— , / 2 (í) = ---------- , / 3( 0  = ------------------■

/  -'i 'i * ¡t| r - s e n í  ln (í+ l)

Ahora calculamos el dominio de cada función.

/ ,  (t ) está definida si t * 0 Luego = R — í0}

f 2(t) está definida si t - s e n t^ O , pero t - s e n t  = 0 o  t = 0 por lo tanto D¡

/ 3(r) está definida si t+ l>0 a  t* 0  te < - l,0>u< 0 ,x> por lo tanto = < - 1,0 > u <  0 ,oo >

4)

D = D  n D  n D  =<-1,0 > u <  0,oo>-> r f  ff  J\ 2 J3

Determinar el dominio de la función vectorial f ( t )  = (----- r ,  (í + 2)”3/2, ( í - 4 ) “1)
1 + t

Solución

Como D^ = D n D  , donde :
/  1 2 3

/ i  ( 0  =
1- /

1+ / 2
/ 2( 0  = (í + 2 ) - 3/2 => 

/ J (r) = ( í - 4 ) - 1

D f = R

D ^  = R - { - l } ,  como D -  D n D  n D  = R - {-2,4}
2 , , 7 1 ■2 A

Í>,, - * - «

2 í
5) Determinar el dominio de la función vectorial / ( / )  = (ln(l + 1),

i - r

Solución
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/ , ( / )  = ln(l + í) está definida sí l + t > 0  => =< -l,oo>

f 2(t) = -Jt está definida sí t > 0 => D f  =[0,«¡>

2 / 2 í \ 
f } ( t )  = ----- - está definida sí 1 -  / * 0  => t * ± l  => = /? -{ - l ,l}

por lo tanto Z) =Z) n D  n D , = [0,1 > u <  l,oo> 
f  /, / 2 / 3

! 2~*6) Trazar la gráfica mostrando que la función vectorial f ( t )  = t i + t j  representa una

parábola.

Solución

como f ( t )  = (*,>•) = (t , t~)
\ x  — t

y  = t
v = x que nos representa una parábol

7) Sea / ( / )  = (1 —se n /,—2 + sen/, 2sení) tal que t e R, identifique el rango de la función/ .

Solución

S ea a = l-se n t, pero como -l<sent< l => 0 ¿ l - s e n t< 2  => 0 á a á 2  => a e  [0, 2] 

Luego / ( a )  = ( a , - l - a , 2 - 2 a ) , a  e [0,2] ósea f ( a ) = (0 ,-l,2 ) + a (1,-1,--2) 

por lo tanto f ( a  ) es un segmento de recta donde a  e [0 , a]
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Solución

Sea f . R ------> R 1 / f { t )  = (x ,y )  = e ' ( co s2n t ,  s en ln  t)

I x  = e ' cos2 n t 

y  = é~' sen2 ;r t
x 2 + y 2 = e~2' c- 2 , 2 ~2'Si x  +y  = e - í

2 . 2 x  +y

x 2 + y 2 > 0

cuando t ------> + oo, e -»0

t
/ «

0 ( 1,0)
1 e- 1/4 (0 ,l)
4
1 e~1/2( - l ,0 )
2
1 ^ 1 (1,0)
5 o'

■'Tf<Sü

4
3 -3/2 , .e ( - 1,0 )
2
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9) Descríbase el rango de la función vectorial:

/ ( 0  = ( J — [e‘ - e ~ ' ) d t , j — (e' + e~')dt), a , /3  >0

10)

Solución

Sea:

-» 2 -> f (e - e  ) c le +e ) .
f  : [a,b]----------------------------------------------------------------------------->R /  f ( t )  = ( ] a ----- dt, J ß -dt) = I (asenh/cfr,ßcosltfi/i)

2 2 J

Sí (x , y ) e  Rj=* f i t )  = (x, y) = (ex coshi + cx, ßsenht + c2) 

x  = a  cosh t + c, O - c j ) 2 ( y - c 2) 2
y  = ßsenht + c2 a ß 2

= 1 es hipérbola

a

Descríbase el rango de la función vectorial f ( t )  = (2cosí, 2 sent , í)

Solución

Si ( x , y , z ) e  R => f ( t )  = (x ,y,z )  = (2cos/, 2senf, t) entonces se tiene:
7 .

x = 2 cosí

y = 2 sen í , de donde

z = t

2 . 2 /i x +y  = 4

z = f, r e  R

Luego la curva está contenida en el cilindro circular, es decir, que es una curva hélice.
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11) Descríbase el rango de la función vectorial / ( / )  = (ícosí, í sení, í)

Solución
—* 3 /  —* / \

Sea / :  [a,b]------ / / ( í )  = (ícosí, í,sen í, í)

Si (x ,y ,z )E  R => / ( / )  = (* ,y,z) = ( ic o s / , /s e n / , /), de donde
7

jc =  / c o s /

2 2 2y = /sen/ => x +y —z = 0 , es decir que la curva está contenida en el cono circular.

z = t
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12) Un punto se mueve sobre la curva y  = V** +1, partiendo de (0,1) en el instante / = — y se
4

mueve a la derecha, si la distancia del punto al origen es proporcional a t, hallar una función 

vectorial que describa el movimiento.

Solución

1

De la condición del problema se tiene d(o,p) = kt de donde -Jx2 + v2 = k t , debemos

determinar la función f ( t )  = (x(t), y(t))  como C: y  = -<¡x2 + 1, v > 0 entonces y 2 - x  =1 

(una rama de la hipérbola).

Luego se tiene
\ x 2 +.v2 = k 2t 2 

[v2 - x 2 =1
Í J 7 P ?

" " I T como y 2 - x 2 = 1  entonces:

II6t2 -1  i l6 í2 + 1
Luego x( t )*=J—— », y( t)  = J  ■■ - ■ por lo tanto la 

V 2 1 2

-* /16 í2 -1  I l 6 t 2 +1

s: / ( ' , = ( i _ r '  ii 2 }

función vectorial que describe el

movimiento del punto es:
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I) Hallar el dominio de las siguientes funciones vectoriales.

-» / 2 21
1) / ( / )  = (— , 2 r \  — ) Rpta. D = R - { - 2 , - 1}

t+2  r + 1 7

2) 7 ( 0  = ( A  e~‘ , - )  Rpta. Z> = * -{ 0 }
1 7

-* 1
3) / ( 0  = ( T .  °» ln(í + l)) Rpta. Z) = < - l ,0 > u < 0 ,* >

*' 7

4) / ( 0  = (e , ln í , í l n - )  Rpta. D =<0,ao>
' 7

I 2 " l - s e c 2( / - l )
5) / ( » ) - ( «  . t + y l - t  , ----------- -T— -) Rpta. D = < - l . l>

U- 1) 7

_   ------- l - c o s  (r ) r- /  \  . \

e  / w - f t / T T .  -  4  . 7 7 7 » » - ■  *  - ( » ü H i - ' )

4

7) / ( 0  = (ln(l + í). VF, ln(l + í)) Rpta. £) =[0,oo>
7

8) / ( » ) - ( “ . V 9 - í 2 ) Rpta. D = [-3 ,0 > u <  0,3]
1 7

9) ? ( /)  = (í + 2, — , — ) Rpta. £> = * - { - 2 ,2 }
f + 2  í - 2  J

10) / ( i )  = (77^ 4 , V 4 w )  Rpta. D ={4}
7

11) 7 ( 0  = (ln(/ + l). V i2 + 2 r -8 )  Rpta. D = (2 ,» )
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12) f U )  = d l t - f .  I , V 4 -2 /)  Rpta. D =[0,2]

II)

f

1) Si / ( / ) = ( a c o s / ,  Asen/) donde a > 0 ,  b > 0  y Z) =[0,2 n\ .  Demuéstrese que el
7 

' ,2rango de f  es una elipse en R "

2) Mostrar que la función vectorial / ( / )  = ( / + 2, t~ + l) tiene por rango una parábola y 

hacer su gráfico. Rpta. R., = {(x,y) e  R 2 / y  = x 2 -  4x + 5}

3) Si f ( t )  = (h + a eos/, k + bscnt),  a > 0 ,  b > 0  y D =[0,2tt]. Demuéstrese que e
7

rango de f  es una elipse en R 2.

4) Si = (c6 - e  H)d0,  J — (e6 +<? °)d 9)  con A.,(i > 0 . Demostrar que c

—>
rango de f ( Q )  es una hipérbola.

\ — t 2t -*
5) Si f ( t )  = (----- ----------—), descríbese el rango de f .

í + r  \+t

Rpta. R = e  R2 !2x~ + y 2 + 2 x y - 2 x - y  = oj
/

—>
6 ) Encontrar el rango /  y graficar.

a) / ( O  — (2 cos/, sen/, —) b) /(? ) = (/-, ,, sen/)
4

Rpta. a) = {(x,y,z)  e Z?3 / x" + 2v" = 2j
7

b) = j(x,_y,r) e R* / x  = y  a  y = arc.senzj
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7) Mostrar que el rango de la función vectorial f  definida por

/'(í) = (1 + cosí, sení, 2 sen—), í e í - 2 ;r, 2n\  está sobre la esfera de radio 2 y centro
2

en el origen y sobre el cilindro (x — l ) 2 + v2 = 1.

8 ) Hallar el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones vectoriales.

a) 7 ( / )  = ( V f - 2 ,  —í—) b) / ( / )  = ( - ,  V 4 - í 2 )
í - 2  í

c) 7 (í ) - ( V 4 - * ,  Ví - 4) d) 7 ( 0  = (V7. J _ )
a/ í - 5

e) = ( l-> /Ñ )2) 0  / (« )  = (/, f, sení)

• g) / ( í )  = (l + 2senf, 2 - s e n í,  5) h) / ( í )  = (-------r ,  ------ f )
1+ /  1+ í

Rpta. a) < 2,oo > b) <-2,0 > vj < 0,2 >

c) {4} d) <5,oc>

—>
9) ¿ Qué curva representa el rango de la fimción /  ?

a) / ( í )  = (3cosí + 2, 2 se n í-3 )  b) / ( í )  = (2 + 3tgí, l + 4secí)

Rpta. a) Una elipse b) Una hipérbola

10) Dadas las funciones siguientes, graficar y hallar el rango.

a) / ( / )  = (cosí,sení) b) J'(t) = (3coshí, 5senhí)

t 2 í 3
c) a ( t )  = ( í , — ,— )

4 9
d) 7 (0  = (7 í , í 2)

2
-♦ i t  M l t - t  r ~ \

e) A(0 = (-----f , -----r) o / ( 0  = (e ,e  .v2í)
1 + í' 1 + í'



Funciones Vectoriales de Variable Real 93'

g) 7 (/) = ( í \ /  + l) h) 7 ( 0  = 0 . V < (2 -7 ).V 2 (2 -í)

i) 7 ( 0  = ( 3 í - í 2,3<2.3/  + / 3) " ' *

—>
j) / ( r )  = ( - l  + sen2fcos3/,2 + sen2rsen3í,-3  + cosf)

—>
k) /(O  = (cosí + sen t, cosí -sen  t)

11) Delina una función vectorial / :  [-3,3]------ >R de tal manera que su rango sea el

triángulo de vértice /^ (2 ,- l ,l) , (1,3,—1) y (1,0,2)

12) Defina una función vectorial del intervalo [a,b] sobre el segmento de recta de extremos

P0 y Px de R".

13) Defina una función vectorial del intervalo [-2,2] en R? cuya imagen es el triángulo de 

vértice A (3,2,-l), B (2 ,0 ,l), C(l,-2,1).

14) Proporcione una función vectorial del intervalo [0,1] sobre el segmento rectilíneo que

une los puntos:

a) A(-l,2) ,B(3,5) b) P0 y P¡ en R 2 c) A(l,4,7) , B(3,-2,l)

Rpta. a) / ( í )  = ( - l  + 4 í,2  + 3í)

b) 7 ( í)  = {P0 + f ñ ^ / 0 < í< l}

C) 7 ( 0  = {(l,4,7) + í(2 ,-6 ,6 ) /0 < / < l}

15) Un punto P en el primer cuadrante de R1 se mueve de tal manera que su distancia al

origen es igual a la pendiente t de la recta que va del origen a P.

Hallar una representación vectorial de la curva que describe P usando t como parámetro.
2 .

Rpta. f ( t )  = ( - ¡ J = , - J = = = )
V l+ í V l+f
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16) Sea f ( t )  = (2t 1 , ^ 4 - t 2 ), g(t) = {\n(t + \), 'Jt1 + 2 / - 8 ) .  Calcular (f + g ) y su 

dominio de definición.

-* 4 3
17) Sea la curva C definida por: / ( f )  = (-jcosí, 1-sen f , - y  co sf), t > 0. Demuestre que

C es una circunferencia y encuentre su centro y radio.

2 $ ..... Límite de' una Función'V ectorial de Variable' Reai^l

El concepto de límite de una función real de variable real extenderemos para las funciones 

vectoriales de variable real, para esto recordemos la definición de límite de una función de 

una variable.

Sea f  una función real de variable real y “a” un punto de acumulación de D -, (el punto “a”
/

es un punto de acumulación de D., si todo intervalo abierto que contiene “a” contiene un 
' /  

punto t en £>_, distinto de “a”). Se dice que un número L es el límite de la función ffx) en “a”
/

si para cada e > 0 , hay un número 8 > 0 , tal que siempre que x e Z)_, y 0 < | x — a | < 5
f

entonces | f(x) — L | < e.

Si L es el límite de f(x) en “a” escribiremos así: lim f  (x)= L
x - * a

para las funciones vectoriales el concepto de límite tiene el mismo significado intuitivo.
—> —»

Luego por analogía tenemos la definición de lim f ( t )  = b .
o

2.7.1 Definición.- Seff f ( t )  una función vectorial y rn un punto de acumulación de
—» —>

D -, se dice que el vector b es el límite de f ( t )  cuando t se
—> —>

acerca a t0 y se expresa como lim f ( t )  = b si y solo si, para cada número real
/->/o

—> —>
e > 0 , existe un número 8 > 0 tal que || / ( / )  — b || < e siempre que 

0 <  | / - í 0 | <  5 ,  t g  £ ) _ , .

Es decir: l i m f ( t ) = b  <=> V£>0, 3<5 > 0 / 0 < / - / 0 < 5  => || f ( t ) ~  b ||< e
t-> r„
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2Ejemplo.- Demuestre que lim f ( t )  = (6,4), donde f ( t )  = (3/, t )
f-»2

Solución

lim / ( í )  = (6,4) o  V e > 0 ,3 8 > 0 /0 < |/-2 |< 8  => | | / ( í ) - ( 6 ,4 ) | |< e
t —>2

| |7 ( 0 - ( 6 ,4 ) ||= ||(3 í,r2) - ( 6 ,4 ) || = ||(3 í- 6,r2 - 4 ) || = V (3 r-6 ) 2 + ( t2 - 4 ) 2

< V (3 r-6 )2 + V (/2 - 4 ) 2 < 3 |í-2 | + |í + 2 ||/-2 | ...(1)

Sea | í - 2 |< 5 j = 1  => -1  < f -  2 < 1 => 3 < r + 2 < 5  => |/ + 2 |< 5

|| 7 (0  -(6 ,4) ||< 3|í -  2) + |í + 2||t -  2( < 352 + 552 = e

£ £
852 = £ de donde S2 = —. Luego 3 5 =  min {1, —}

8 8

2.7.2 Teorema.- Sea f : I c z R ----- >/?", una función vectorial de variable real,
—> —>

entonces lim f ( t ) = L  si y solo si lim f¡(t) = L¡, i = l,2,...,n,
'-»'o

donde L = (¿ , ).

Demostración

—̂  ̂ 1 I
i) Si lim f ( t ) = L  entonces V e > 0, 3 8 > p, tal que si t e I, 0 < p~ *o |< ^ entonces

0

|| 7(0- L ir< £ pero || 7(0 - L II =11 (/i (0 -  W 2 (0 " ¿ 2 .L  (0 " ¿ J  II

= ^/(/i ( o -  a  ) 2 + 1/2 ( o  -  ) 2 +• • -+ ( / „  ( o  -  £ „ ) 2 = ( £ ( / ,  -  A  ) 2 ) 1/2< *
1=1

además | / .  -  -  ( ^ ( / í  ~ L¡)2)h2 < £ , por lo tanto, V e > 0, 3 8 > 0 tal que
1=1

0 < -  /01 < <5 => | / ¿ -  L¡ I < £ esto significa que lim f¡ ( t )=  L¡.
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ti) • Recíprocamente.

Si lim f ¡ ( t ) =  L¡, i =  l,2,...,n para cada e > 0, entonces 3 5 > 0 tal que si
'-»»o

0 < | f - / ()| < <5 entonces ||/¡. - <  ef .

Sea e > 0 arbitrario y sea e¡ = , tomemos <5 = min{sx ,<5,.....ón}.
Vw

I I £Para tal 8 se tiene, t e I, 0 < / - í 0 < S entonces || f ¡ ( t ) - L ¡  ||< —=  V i = 1,2,...,n,
V«

entonces || f ( t ) - L  ||= ( ¿ ( / l ( t ) -L¡  y* ) 1' 2 < ( ¿ ( - j L ) 2 ) 1/2 = e , por lo tanto,
í=i ,=i v«

—> —>
para cualquier £ >  0, existe 8 > 0 tal que t e I, 0 < | f - / 0 |< 8  => || f ( t )  — L ||< e , 

—* —>
esto significa, que lint f ( t )  = L 

t -* tO

El teorema establece, que el límite de una función vectorial es igual al vector
—>

cuyas componentes son los limites de los respectivos componentes de / ( / ) ,  es 

(fi (*)» f i  0 )> f s  O)) entonces el limite se expresa así:

lim f  (/) = ( lim / ¡  (í), lim / 2 (í), lim / 3 (í)) 
t —>tfí

En general si f  ( t)  = ( / ,  ( t ) , f 2 (t),  (/)) el limite es dado por:

l i m f ( t )  = (lim /  (/), lim f  ( l lim f  (l))
/—W /-»/ 1 /->/ 2 /->/ ”0__________0________0__________ o

Ejemplos.- Calcular los siguientes límites.

/->0 1 +  í t t

Solución

Observación.-

decir: Si / ( f )  =
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J E L d lll) = (Hmi— f , l i m  — Jim 
t -+o i  +  r r r r->o i  +  r  r->o t  t ->o r

1+/ _-£_l

= (//«[(l + — ) -' ]1+? 7 , /»« t 2 ~ U l‘m ,___~ ,___ )W v i + í 7 J /-o

- 2  ,
= (e^° l+' ,  0 - 1, ----- ) = (e - 1, - 1)

1 + 1

-* /* — 2/ — 3 /  — 5/ + 6 —►
2) l i m / ( / )  d o n d e  / ( í )  = ------------ * + "

r - » 3  í  — 3  t  — 3

Solución

-» / 2 — 2f — 3 -» r2 — 5r + 6 -»
lim f ( t ) = lim-------------i + lim--------------- j
l-> 3 í->3 t — 3 t-»3 /  — 3

( / — 3)(í +1) —» (t — 3)(t — 2)~* -*
= lim--------------- i + lim----------------- j  = lim(t + \) i + l im(t- 2 )  j  = 4 /  + j

í-»3 í —3 f-»3 í —3 t—>3 í->3

-* -» sen/ -» cos/ —1 -» ,2 -»
3) l i m f ( t )  donde / ( / )  = ------' + -----------j +e  ^

t-yO  i  2 t

Solución

-> sen/ -> cosz- 1  -»• ,2 ->
l i m f ( t )  = (l im------ ) i  + (l im---------- ) j+{l ime ) k  = ( 1,0 ,1)
r -*o  r->o /  / —>o 2 /  r->o

4) lim [a„<bn) donde a„ = ¿ ( n 2 + /2) 1/2 , £„ = Z t " “ 1
,=i ,=i n +i

Solución

lim (an, bn) = ( lim an, l i m b j
n —>00 n —>co « —>oo
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lim an = lim ¿ ( n 2 + ;2) 2 = lim ¿  r y - y  = lím X  r ...... ' ~  = lim ~ X ~ — —
«-*»/=rVnS'i ',->oci=i |i + (i.)2 " "->ccw,=i |1 + (¿

- f
i <£c

ü Vl + x2
= ln x + J l  + x 2 / '  = ln(l + V2 )

v -1 n 1 1 fi dx ¡\ n
limbn = lim /  —— j-= lim -----------------------------------------------------------:— — = J ---------   = arctgx /  = arctg 1 - arctgO = —
Íi->oo n-»oo ,_j n + J n-»oo Í=J n ° l  + x 0 4

n

lim(an,bn )=( ln(l + V2 ) ,y )
ft —> CXD 4

Ü E

Si / ( O  y g (0  son Funciones Vectoriales de Variable Real tal que lim f ( t ) = b  y

lim g ( t )=  c y í0 es un punto de acumulación de O - n D - ,  entonces.
■» *

1) lim / ( 0 + g ( 0  = Km / ( 0 + g (í) = ft+ c
f-W /->/

2) lim / ( t ) - g ( O  = lim f ( t ) ~  lim g( t )=  b -  c
t-+ t t~*t

3) lim f ( t ) . g ( t )  = lim f ( t ) . l im  g( t )=  b . c
t->t t~*t

4) lim ( f  x g)(t)  = lim f ( t ) x  lim g(t ) = b x c
'-»'o »->»« '-»'o

Demostración

Demostraremos la propiedad (1)
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como lim f ( t ) =  a y lim g( t )  = b , entonces para cada e > 0 , existe un 8  > 0 tal que para
t~>t t-> t O 0

I I —̂ —* g  —> —> g
0<|?-/0|<í> entonces ||/(0- a ll<— y II áí(0- |l< —; aplicando la desigualdad 

triangular tenemos.

II 7(0 + J(0 -  (a + 6) II = II (7(0 -  fl) + (g(t) -  b) II < II 7(0 -  fl II + II í (0 -  6 || < |  +1  = £

I i —y —> —> —>
Luego V c > 0 , 3 8 > 0  tal que para 0 < í - í J <  <5 entonces || ( / ( 0 +  g ( 0 ) - ( f l + ¿0 ll< £ ,

por lo tanto l im( / (l) + g( t )) = a +  b = lim f  (t) + lim g(t)
t-> tñ

Las demás propiedades se demuestran en forma similar.

2.9 Teorema»-!

Si lim f ( t )  = a y lim <p(0 = c,  entonces lim (p(t) f  (t) = c a
t—>r /— t->to 0 o

Demostración

—> —>
Si l i m f ( t )  = a  y limq)(t) = c,  entonces para 0 < e ’< 1 (e'  se hallará después).

/-*ro

existe 8 > 0  tal que | f - f 0 < 8  entonces || f ( t )  -  a || < e' y | (p(t)-c  |< c ' , Luego se tiene.

|‘K 0 | = |c+(<p(0 -c ) |< M + |(K 0 - H < lcl + e '< M + 1

—> —> —> —> —> —> —> . —► —>
q > (t ) f{ t ) - ca  = <p{t) f(t)~<p{t) a + (p{t) a - c a  = <p(t)(f(t)~ a )  + (cp(t)-c) a

II < p(o7(0~ca 11=11 cp (0 (7 (0 -a ) + {‘P(0- c )a  || <|cp(0 III 7 ( 0 -  || + |cp (í)-c ||| a ||

< (|c| + l)£'+e'|| a || = (|c| + 1+ 1| a ||)e'< £



100 Eduardo Espinoza Ramos

£ —> —>
Luego s'  escogemos e'<—-------------  y también £ '< 1 , \\cp(t) f { t ) - c a \ \ <  e de donde

M +i+i

lim qy(t) f ( t )  = c a

En forma similar a lo que se hizo del concepto de límites de funciones reales de variable real 

se extendió al concepto de límites de funciones vectoriales, también se puede hacer en forma 

natural para el caso de la continuidad.

a) Definición.- La función f ( t ) e s  continua en el punto t0 de si para cada e > 0,
/

—> —>
existe un 5 > 0 , tal que: || f ( t ) - f ( t 0) IK e siempre que t e £>_, y

/
I I —>/ - / 0 < 5 .  Si í0 no es punto de acumulación de O ,,  entonces f  (t) es continua

f

en í0, puesto que hay un 5 > 0, tal que “ í0” es el único punto en

—> —>
D ^ n <  t0 - d , t0 +5 > y entonces para cualquier e > 0 , || ||< £ siempre

/
que t e D ^ n <  t0 - 8 , t0 +5 >.

/

Si t0 es un punto de acumulación de D_,  entonces la definición de continuidad es
/

equivalente a decir: La función / ( / )  es continua en el punto t0 si.

i) f { t  ) existe, es decir t0 e £>_, ii) lim / ( í ) ,  existe iii) lim / ( ? )  = / ( *  )
0 /  í->7 t->t 0

2.11 Teorema.")

/ ( ; )  = f ^( t )  i + / 2 (í) j + / 3 (t) k  continua en í0 s iysolo  si / e s  continua en í0para ¡=1,2,3.

Demostración
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Si / ( / )  es continua en r0, entonces lim / ( í )  = / ( f  ) , de donde :
r  —k r

Um ( / , ( í )  i + f 1( t ) j + M O k )  = f 1(t0) i + f 2(t0) j + M t 0) k ,  Luego por el teorema 3.7.2

0 0

por lo tanto, por igualdad de vectores se tiene:

lim f i ( t )  = f ( t 0). lim f 2(0 = f 2On) . lim h ( 0  = h  ('o ) 
r->ru í - > /0 t->t0

de donde lim f¡U) = f i {ta) para i = 1,2,3, esto quiere decir que f ( t )  es continua en í0, 

para cada i = 1,2,3.

Demuestre el recíproco como ejercicio.

~* 3 ~í I 3 2 \Ejemplo.- La función / :  R------>R definida por / ( í )  = If +t + \ , t  -  2t - 1, t + 31 es continua,

pues sus fiinciones componentes son polinomiales y, por lo tanto, continuas.

3
Ejemplo.- La función / :  R------>R , definida por:

, es discontinua en t = 0 , puesto que:
(0 ,0 ,0 ) si t *  0

-* 2 sen í -»
lim f ( t )  = l im(t ,  t , ------- ) =  (0,0,1) *  (0,0,0) = / ( 0)

2 seni

como lim f  (í) * f  (0 ) entonces / ( / )  es discontinua en t = 0 .
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Ejemplo.- Analizar la continuidad de la Función Vectorial

/ ( ' )  = '

m n 
X -  X CSC X -  C  tg X

(—— --------------- ) si I * o
t - t  sen/

1
( - 1, —) si f = 0

2
Solución

/ (f) es continua en t = 0 si lim f  (/) = /(O )
<-»o

m  n m n .  .
-* t - t  c s c í- c tg f  t - t  1-c o sf 1 -»

H m f( t )  = U m ( - ---- ------------------- )= lim(~— ---- ----------— ) = ( - 1 ,- )  = /(O )
r->o f-*o t —t sen t t->o t - t  sen t 2

como lim /"(f) = /(O ) => / ( f )  es continua en t = 0 . ;-»0

Si <p es continua en t0 y / ( / )  es continua en <p(r0) entonces /  o q> es continua en f0.

Demostración

Mediante el teorema 3.11, /  o (p es continua f0 si y solo si f¡ o cp (i=l,2,...,n) es continua 

en í = ín como <p es continua en f0 y f¡ es continua en (p(t0), concluimos que f¡ o (p es 

continua en í0 (por las propiedades de las funciones de variable real).

2,13 Propiedades de la Continuidad,-]

3 -Sean f , g :  I ------ > R funciones vectoriales de variable real continuas en el punto f0 e I ,

entonces:

i) / ( / )  ± g ( t ) es continua en t0 ii) (A /)(f) es continua en í0 , V A. e  R

—> —> —> —►
iii) ( / .  g)(t)  es continua en f0 iv) / (t)x g(t )  es continua en í0.
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Observación.- Una función Vectorial / :  R ------> R es continua en un conjunto /d D _ , si la
/

—»
función /(? )  es continua en cada uno de los puntos de I.

2.14 Derivada de una Función Vectorial de Variable Real,«]

La derivada de una función Vectorial de Variable Real / ------ >Ri , tal que

/ ( O  = / j  (0  i + f 2 (0  j + f J(0  k » está definida por:

/'(O  = lim
h-yO

siempre y cuando existe este límite. 

Notación de la Derivada f \ t )  = D  / ( * ) = — /(O  
'______ di

Teorema.- Si f ( t )  es una función vectorial dada por: f ( t )  = /  (t) i + f ^ ( t ) j  + A ,

—>
entonces: /'(* )  = / / ( O  *' + / 2'(0  7  + / 3’(0  k , siempre que

f i ' ( t ) ,  f i ' ( t ) ,  y  f i 'U )  existan.

Demostración 

Mediante la definición de derivada se tiene:

/ ( f + A ) - / ( 0  f ( t )  = l im------------------- = hm
h —yO h  A->C

f ( t + h ) - f ( t )  _» f  ( t + h ) - f  (t) -» f ( t + h ) - f  (t) _
_1------------ ] _  / + _2------------ 2—  yn— -------------  — A

h h h

f . ( t  + h ) - f t (t)
= l im-----------

/■-»o A *->o
1 /' + lim 2 2----j  + lim — ---------

/■-»•o A

= / , ' ( 0  i + f 2' ( O J + f 3' ( t )k
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Ejemplo.- Si f ( t )  = (sen27r  í ,  c o s 2 t t / ,  2 t - f 2) - C alcu lar / ' ( / )  y / '(O )

Solución

/ ( / )  = (sen27r /, co s2 7 t /, 2 / - f ) su derivada es:

f ' { t )  = (2 n c o s2 n t ,  -2sen27r?, 2 - 2 f), evaluando en t= 0 tenemos que / '( 0 )  = (2/r, 0, 2)

3  —* ~ * i ~ >
Ejemplo.- Sí. Calcular / '= ( —) si / ( f )  = ln(e' + | / 1) i ~[| t + — |] j

Solución

3 3 3 3 1 5 1como — e [— ,2 > => para í e [— ,2 > se tiene: — <t <2 => 2 < t + — < — => [U + — 11 = 2
2 2 2 2 2 2 2

e ' J
Luego 7 ( 0  = ln ( e '+ |/ |) / - 2  j  . Entonces / ’(O = —  i - 0 j  = > / ' ( | )  =

1 ' e +|d 2 2e +3
.3. 2e3/ 2 + 2 - >

.....

Consideremos las representaciones de los vectores f ( t ) , f ( t  + A t ) y f ( t )  como en la gráfica.

La curva C es trazado por el punto final de la

representación de posición de / ( / )  cuando t toma todos

los valores en D .
/

-* 1 
Si el vector / ( í  + A í ) - / ( f )  lo multiplicamos por —

A /
obtenemos un vector que tiene la misma dirección y cuya

1
longitud es —  por la magnitud del vector

A t
—> —>

f ( t  + A t ) - f ( t ) ,  ahora cuando At ------->0, el vector

‘ z * -

7 K + > i

i
0 Y

C

f ( t  + A t ) - f ( t )  
At

se aproxima a un vector que tiene una de sus representaciones tangente a

la curva C en el punto p.
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Observación.

—> —>
1) El vector / '  (ífl) es llamado vector tangente a la curva C: f  (!) en el punto r0 e / .

—> —► —>

La norma ||/ '( ío ) l l  es llamado la velocidad escalar de f  en el punto t0 y f ' ( l 0) vector

velocidad.

2) El vector velocidad /'(*„)> cuando es diferente de cero, determina recta tangente a la curva

—► —>
C. f ( t )  en el punto / ( /  ), es decir:

L , = { f ( t a) + t f ' ( t 0) / t e R }

3) Así como al vector velocidad se ha definido por V(t) = f ' ( t ) ,  el vector aceleración se define 

por a (t) = V'(l) = f " ( t ) .

4) La rapidez de una partícula es definido como la magnitud del vector velocidad, es decir:

II V(t) II := || f  (0 II ’= +( f 2'(‘)Y

Ejemplo.- Sea f : R ------ >R2, dado por f ( t )  = (3cos?, 3sení).

—>
La imagen de /  es una circunferencia de radio 3

2 2 • "y*x + y  =9  para todo t e R, el vector velocidad de /  es
—>
/ ’(/) = (-3sen /, 3 cosí)•

La velocidad escalar es constante.

v  Hl /'(O 11= 3 .



106 Eduardo Espinoza Ramos

Ejemplo.- Hallar / ' ( / ) ,  cuando

a) = (/ + 3 ) \  sen4/) b) / ( / )  =(cos3í, sen3í, / 2)

Solución

a) / '( O  = ( ~ t X12, 3(/ + 3)2, 4cos4/) b) / ' ( / )  = (-3sen3/, 3cos3/, 2/)

Ejemplo.- Una partícula se mueve describiendo una hélice circular

f ( t )  = a.coscot i+a.sencol j+b.cot k ,  donde a > 0 , b > 0 , co > 0 , para cada 

instante t, hallar:

a) La velocidad c) La magnitud del vector aceleración

b) La aceleración d) El ángulo que forma los vectores aceleración y velocidad.

Solución

—> —► —> —> —>
a) V (0  = f ' ( t )  = -acosencot i+awcosa)t  j+ bcok

b) a(í) = V'(í) = -acó eosw t i - a c o  sen « / j+ O k

c) || «(/) ||= i / a 2co4 cos2 o)/ + a 2w4 sen2 oit = a o 2

d) 6 = Z (V , a ) ,  de donde cos0 =
2 3 2 3F . a a oy sen  co/cosoí/ -  a o y sen  co/cos ra/

V || II a II a o W
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2 16 Propiedades de la Diferenciación.»]

Consideremos dos funciones vectoriales f ( t )  y g( t )  y a  g R, entonces:

1) Di { f ( t ) ± g ( t ) )  = Di f ( t ) ± D r g( t )  2) D ( a . / ( / ) )  = a . D / ( i )

3) Di ( f ( t ) . g ( t ) )  = f ( t ) . D i J (0  + Í (0 -£ ,  7 (0

4) D ' ( f ( i ) x g { t ) ) £  f ( t )xDt g( t )  + D ' f ( t ) x g ( t )

|2 .1 7 ...Definición.»]

-+ , .
Una función vectorial f ( t )  se dice que es diferenciable en un intervalo !, si/ ' ( / )  existe V t e I.

3Observación.- Sea / : / ------ >R una función vectorial diferenciable; Si /'(* ) es continua,

-> -»O»)
entonces se dice que f { t )  es una curva de élase C \ En general sí /  (r)

^  A P(derivada de orden P de / )  es continua, entonces se dice que /  (/) es una curva de clase C .

Ejemplo.- Para todo n > 0̂  la función vectorial / :  R------*R2, definida por / ( r )  = (f"+1, f"|/|) es

. de clase C ".

2.18 Teorema.-]

Si f ( t )  es una función vectorial diferenciable-en un intervalo I y / (O  es un vector 
• • —>

diferente de cero de magnitud constante y , dirección variable V t 6  I, entonces f { l )  y

D f ( t )  son ortogonales.

Demostración
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• 2 Sea k (constante) la magnitud de f ( t ) ,  entonces f ( í ) . f ( t )  = k , luego diferenciando con

respecto a t se tiene: Df ( / ( 0 / ( 0 )  = 0 => Z) f ( t ) . f ( t ) + f ( t ) . D i f ( t )  = 0

27(0.7(0 = 0 => /(O-Z), 7(0 = 0 como 7(0.0,7(0 = 0 => f ( t ) l D j U ) .

Ejemplo.- La función vectorial / ( 0  = (cosí,sen/) Vt e R, 0 / ( 0 #=1, Luego / ' ( 0  = (-sen/,cos/), 

V t e  R y como: / ( / ) . / ’(/) = (cos/, sen/).(-sen/, co sf)» -co s /sen / + cos/sen/ = 0

—* —► ~> —> 
como / ( 0 - / ’ ( 0  = 0  entonces / ( / )  y / ’ ( 0  es ortogonal.

Observación.- Las derivadas de orden superior de las funciones vectoriales están definidas en 

relación con las derivadas de orden superior de las funciones reales, esto es:

—>
Si / ( / )  es una función vectorial definida por:

/ ( 0  = / j ( 0  i + f 2( 0 j + f 3U ) k ,  SU primera derivada es: / ' ( / )  = / , ' ( 0  * + / 2’( 0 7 + / 3' ( 0 * .  Ia 

—> —> —> —> —> —>

segunda derivada de / ( / )  es: /" (» ) = f ” (t) i + /  "(/) y + / 3 " ( 0  * > Ia tercera derivada de / ( / )  es:

—» —* —♦

/ '" ( /)  = / " ' ( 0  1 + / 2 " ’ ( 0  7 + / 3 ' ” ( 0 k > Y sucesivamente, hasta llegar a calcular lan-ésima

—► —#( 0̂ —► -1 —y

derivada de / ( / )  dado por: /  (/) = * + / 2W(0  j +  / 3<n)( 0  * -



->(") -> i -> i ->
Ejemplo.- Encontrar /  ( í ) , donde / ( / )  = i + j

Solución
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-» 1 -» 1 -» -» - 2.1 -* 1 
/ V ) ‘ 2 ñ l Í * ~ Í  ^  / , ( ' ) = ( 2 íT 3 F , + ( Í ^

-» - 2 3.1.23 -» 123 -»

r , ( 0  = ( W ' ' + á ^ 7'

- í (n) ( - 2 ) " . l2 3 . . .n -r 123...W -?
7  (2t + 3)n+1 ' + ( l - t ) a+lJ

-+(n) (~2)".w ! 7  ni t

■’ 7  í / ) " ( 2 / + 3 r 1 ' + ( l - ? ) " +1 1

2.19 Teorema.-]

Si g: I ------>R es una función diferenciable en I y / :  R ------>R3 es una función vectorial

diferenciable sobre un intervalo que contiene a g ( I )  = {g( t ) / 1  e l}, entonces f o g  es 

diferenciable sobre I y — (f[g( t ) ) )  = f ' {g( t ) ) . g' ( t ) ,  V t e I.

Demostración

Aplicando el teorema 3.15. se tiene: / ’(g(0) = ( / 1(g(0). f 2(g(0),  / 3(g(0))
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= ( / , ’(g(0 ) g ,(0 . f 2' ( g m g ' ( ‘), f 3'(g(t)).g'U))
\ —1 £-m£

= ( /, '(á íO )X /2 '(g (0 ). / 3 '(g (0 )) .g '(0 , por la regla de la cadena.

= / ’(g(0)-g,( 0 ,  V t e  I.

Ejemplo.- Sí g(t) = e " ,  t e [0,oo> y / ( r )  = (í, t 2, — ), t e <0 ,oo>. Hallar —  ( /(g ( í) ))-
3 dt

Solución

J t f (g(ty)  = f(g(t )) .g' ( t), donde 7 (í) = ( í , í 2, j )  = > / '( ')  = ( U r , f 2)

7 '( g ( 0 )  =  ( l , 2 g ( 0 . g 2 ( 0 )  =  ( l ,  2 ^ ' ,  e - 2ar)

Luego reemplazando se tiene: —- /(g ( í) )  = f ( g ( 0 ) - g ( 0  = (l> 2e_af, e~2a,).(-cr e_aí)

-a//,  ̂ -a/ -2a t)= - a e  yl,2e , e  J

[2.20 Ejercicios Desarrollados^)

c o s r - V l - í  í 2
1) Calcular si existe //'m(---------------- , --------- — )

/-»o t 1-c o s  t

Solución

c o s t  - V i  - t  t  COS Í  -  V i  - t  t
lim(---------------- , ---------— ) - ( l i m ---------------- , lim--------- — ) ... (1)
/ - > o t 1-cos t t ->0 t  í-*0 1- C O S  t

COSÍ  (c o s í- l)  (V T -T -l) 1 -cosí —í
lim---------------- = lim(------------------------------)=  lim(-------------------■.---- ----- )
t->o t t-*o t t i-*o t í ( V l - / + l )

1 1
= - 0 + lim ... , —  = — ... (2)

l -* 0yj l - t+ l  2
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t í
lim-------- —  = lim---- —  = 1
»-»ol-cos í /-»osen t

(3)

ahora reemplazamos (2), (3) en (1). lim(-
f-»0

c o s í - y l - í

1-c o s  í

1 -V l + í t
2) Calcular si existe l i m ( ----------- , ------, 1)

í->0 1 - í  í + 1

Solución

1-V l  + í t 1- V l+ í  t 1 - 1  0
lim(------------, ------, 1) = (lim------------ , lim------, lim 1) = (------ , ------ , 1) = (0 ,0 ,1)
r -> 0  1 - í  í  +  1 /-» O  1 - í  / - > 0 Í  +  1 r - » 0  1 - 0  0 + 1

-> cosí — VT-7 e - e  se n 3 í-se n í . -*
3) Sea / ( í )  = (---------------- , ----------------- , -----------------). Calcular l i m f ( t )

t sen2 í - s e n í  ln(l + í) /-»o

Solución

Calculando los limites de las funciones componentes

cosí -  V i- 1 (1-c o s í)  Vi — í — 1 1-c o s í  1 1 1
lim---------------- = l im(- -------------  ------------ )=  lim------------- h—= = —  = - 0 + —= —
f->0 í i-+o t t r-»o í V l - í  + 1 2 2

2/ / 2/ / | e - e  2e - e  2 - 1
lim---------------- = lim------------------ = ------ = 1
/->osen2 í - s e n í  r-»o2 cos2 í - c o s í  2 - 1

sen 3 í-sen í 3cas3í -  cosí 3 -1  
lim ——----------   lim ■■■«- - ■ ------  ------ = 2
t-*o In (l+ í) /-»o 1 1 r , r  .

por lo tanto al reemplazar en cada función conpuesta

-» c o s í-V i-*  . e 2r - e '  sen 3 í-sen í , 1 „
l im f ( t )  = (lim-------  ------ , lim----- —------- lim—  ■ — ) = (—,1,2 )
/ - . o  / -» o  t  r-*asen2 í - s e n í  r-» o  ln (l+ í) 2
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-* - * 4 - 3  tghf ln(sen2f)
4) Calcular lim g( t ) ,  cuando la función es dada por g(t) = (—-------------- , —  ------ —)

q 7 - 6  t ln(sení)

Solución

Calculando los límites de las funciones componentes.

4 ' - 3 '  , 4 ' - l  3 ' - l  4
4 ' - 3 '  . , _ ¡ Z  t ~ f _ l n 4 - l n 3 _ ln7
7 ' - 6 ' ”  ' ‘"o 7 ' - 6 ' 7 ' -1  6 ' - l  In 7 - ln 6  . 7

---------  l im ---------------  lnT
t t-> o t t °

tghf e - e  ' 1 e - 1  e ?- l  1 / 1 .
lim------= lim—;---- —— = lim—----------------------------------------------------------------------- —(------- ----------- ) = — l ln e - ln e  I = —(ln e+ ln e) = 1
/->o / /-*o(e +e )t t-toe +e 1 t 2 2

2 cos2 /
ln(sen2 f) sen2 f senr.cos2 f sen/.cos2 f cos2 f

l im------------ = lim —---------= 2 lim--------------- = lim-------------------- = l im----- —  = 1
»-♦o ln(senf) /-»o cosf /-»o sen2 f.cosí r->o senf.cosf.cosf /-»ocos t

sen í

Ahora reemplazamos en cada función componente

4
-» , 4 ' - 3 '  , tghf ln(sen2f), " 3  x

lim g(t)  = (lim—— — , lim— — , lim— ----— ) = (— y ,  1, 1)
o >->0 7 ' - 6  /->o f ln(senf) '

m —
6

5) Calcular él limite si existe lim f  (/) donde la función es dada por
t-> o

-* sen(tg2 f) ea< - e b> b ' - a '
m  = ( ■, ------  -------   — - )

tg(senf) sen a f-sen o í c - d

Solución

Calculando los límites de cada función componente

sen(tg2 f) 2 sec2 2 f.costg2 f
lim--------------- lim — -------- 2----------= 2
/-»o tg(senr) /->o cosf.sec (senf)
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e - e  t t Ine“ - In e "  a ln e - M n e  a - b
l im------------------= Um----------------------— = ----------------= -----------------= -------= 1
/-►o señ a r-sen  bt r-*o señal  sen bt a - b  a - b  a - ba . ----------b --------

at bt

b' - 1  a 2 - 1  b
b ' - a  i i ln/>-lna n

l i m ---------=  l im -  ‘ a
/->oc - d '  mo r' -  1 d ' -  1 ln c -ln d

c c d

ahora reemplazamos en cada función componente.

sen(tg2 í) e“ - e b> b ' - a '
b

ln—
Hmf( t )  = (lim V7  °  ' , lim— —— — — , lim—— —) = (2 , 1, — j )  
i-*o t->o tg(sení) m o senaí-senoí mOc —d  ^  c

em
6 ) Calcular si existe lim(----- , seni, VlT7)

t -*2  t

Solución

1 2  para t > 2  
Como /iw[|í|l = í

( - .2  [1  para t < 2

Luego 3 /i>w[|/|] , por lo tanto 3 lim(------, seni, VÍ+7)
t-*2 '->2 l

1) Calcular lim f ( t )  si existe, donde la función es dada por
/-»o

l-cos(sen í) cosí-cos(sení) 1 n
./ (O = ( 2 > 2 ’ 1 )sen (sení) í t + n

Solución

Calculando los límites de cada función componente
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1- cosi seni) l-cos(sen i) 1- cosi seni)
ìim----- -̂---------= lim--------- j-------- = lim--------------------------------------
/-»o sen (seni) »-»ol-cos (seni) r->o (l-cos(sen i))(l + cos(seni))

l 1 1 1
t ♦o l + cos(seni) 1+1 2

cosí-cos(sení) ( I -c o s í)  l-cos(sen í) 1 1
lim---------- 5--------- = l im(- -------=-----+ -------- z------- ) = - —+ — = 0
/->o t t-> o t t 2 2

1 1 1
lim------ = --------= — , ahora reemplazamos en cada función componente.
/->0 Í + 7T 0 + 7T n

-* l-cos(sen í) cosí-cos(sen í) 1 1 1
l i m f ( t )  -  ( lim------5--------- , lim-----------5--------- , lim------ ) = (—, 0 , —)
r->o r->0 sen (seni) /-»o i t-*ot + n  2  n

I \ a a a a8) Calcular si existe lim[an,h nJ , donde an = cos(—).cos(—  ).cos(— )...cos(— )
n-»oo 2 2 2 2

2 a 2 a 2 a
K  - O - t e  — )

Solución

lim(an, bn) = ( lim a„ , lini b„) ... (1 )
n -K x - n - >  00 n —>ao

a a a a
lim a„ = lim eos— .cos—r.co s—r...cos—  ... (2)n -Ì o 2 T 3 ~n '  7n —>oo n —> oo L  2.  L  L

sen 2 a
como sen2a = 2 senacosa => cosa = -------- , por lo tanto

2 sen a

a a a
sen— se n ^ r  sen---- r

a a a a sena y 2 2 senfl
cos—.cos—7 . cos—r ... cos—   -------------------------------------------------------------------------.-----------.---------- ....--------= ---------... (3)

9 9 7 *)n « a a a „ a2 sen— 2 sen—r- 2 sen—r- 2 sen—  2 .sen—
2 2 2 2 " 2"

ahora (3) reemplazamos en (2) se tiene:

sena 1 sena
lim a_ = l im------------- = sena, l im --------------= -------
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lim bn = lim ( 1 — tg2 ~ ) ( l - t g 2 ^ y ) . . . ( l - t g 2 — ) ... (4)
n —»00 H—»00

como cos2x =
2 2 . . 2eos x  -  sen x 1 -  tg x
2 2 = ~ . ¿sen jc + cos x  1+tg  x

2---= ( 1 — tg Jt)cO S X

cos2x = ( l - t g  x)cos x  => 1 —tg x =
cos2x

2eos x

cos a eos— eos—r  eos— r
2 2 2nlim b = lim ■

n—*oo n—K» 2 ^ 2 ^ 2 ^ 2
COS — COS —r- COS —r  COS —

2 2 2 2
a = cosa lim ■ a an—>oo M ** a 2

eos—.eos—r .  eos—r ... eos 
2 2

= eos a //;«
a a

a a a ■= eos a.-
n-w “ " -  a sena tgaeos—  eos— .c o s^ --- -c° s—  6

2 " 2 2 2 "

ahora reemplazando en cada función componente en ( 1).

sena a
l i m  K  ’  h  J  =  (  a n  '  l i m  h n  )  =  ( ----------- '  ----------)«-»CD n—> QO «—>00 a tga

9) Calcular el límite si existe de lim (an, bn ) , donde
n —>oo

(/j2 - l ) ( n 2 -2 ) (n 2 -3 ) . . .( n 2 - n )  
a .  = —--------- ----------;------------ ------------- y K  =

( « 2 + l) (n 2 +3)(n2 + 5)...(n2 +2« + l)

a n + 1
3 — 2(------- )

na

n  na+ \

tg-r<— )2 na

Solución

lim(an, bnj = ( lim an, lim bn) ; donde
n —»oo n —»oo

( « 2 —1)(«2 - 2 ) (« 2 -3 ) .. .(« 2 - n )
lim a„ -  lim — z---------------------------------;-z---------- ~----------
ti—»oo n—»oo (« + l)(n  +3)(n + 5)...(w +2« + l)

t o - - ”2 . [ ( i - 4 - )  2 1 ”l - [ ( i - ^ r )  n ] ’
= lim

n —»cd n2 3
3

n 2n+l2n + l . 2~
[( i+ -V ) " 2] " 2 K1+ - t > 3 ] ',2 - [ ( 1+ iZ f i ) 2',+1] "
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i
j-(l+2+3+...+n)

«(«+1) 1

= lim ■= lim
e  2n e  2

= e1 «(«+1)
«-> oo —- ( I + 3+ 5+...+(2 «+ l) « -> co  ---------------- j—  e

 ̂ /> ^

lim bn = lim
« -*o o  n —>ctí-

na + 1
3 -2 ( ------- )

«a + 1 .

;r n a+ 1
l**r<---- )2 mi

= fon
«->a (1+ — ) 2 

na

2 n  na+1
— tr~(— )

na 2 na
1 7T «a-fl 4

- 2  lim — tg—(------------------ ) —
_  g  n-*x>na 2 na =  g 71

1 n  na +1 n  2
de donde l i m —  tgT (— — !) = tó$* tgT (l+ * ) = - F

por lo tanto fon (a „ , ) = ( lim a n , lim b n ) = (e  3/2, e 4/,t)
n —>00 «->oo

10) Calcular l i m ( a n , ¿„) .donde an =■
[e + \ e 2 +...+iJen

n

Solución

1 1 1
; bn = + k..+

n+1 n + 2  2 n

lim (a n , bn) = ( lim a n , lim b n ) ; donde
n —>oo n —>oo

fow a„ = lim ■
n —>oo « —>oo

= lim

nr~ n 2 n 3 n  n \ ln  2 In  3 In  n ln
V e  + \ e  + \ e  + . . .+ y e  e  + e  + e  +...+e

= lim
«-> oo

e í£c = e - l

1 1 ----------------------------- 1 1 1  1 1  
/¡m b n = lim  (------ h---------+...+ — )=  lim (------— + ---- r-+ .. .+ -----

« -> 0 0  « -> 0 0  / ! +  1 n +  2  2 «  n—>oo 1 , 1 , , , n1+ -  1+ -  1+ -

n n n

É l I f 1 dx

— r - - = Joi— = l n 2n -> °o  .=1 j  +  0 l  +  X

n

l i m ( a n , b n ) = ( l im  a n , lim b n ) = ( e - \ ,  ln2)
«-> oo « —>oo
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11) Analizar la continuidad de la siguiente función:

m = r ’ sen a i ~ sen ß t '
1 ß +a  
3 a  -  p

t =  0 

Solución

La función f { t )  es continua en t = 0 sí 3 lim f ( t )  = f  (0)
í->0

-» t -  arctg t e at -  e ^
Luego lim f  (í) = (l im------j-----, lim •

r-»o o t 3 ;->o sen a i-s e n /? í-)

1
= (l im-------- r—, lim

aí n - ßtae - p e

r -*o  3(1 + / ) t - f O  a  cosca -  ß  cos ßt 3 a - ß

por lo tanto 3 lim f ( t )  = / (O ) ; luego la función / ( / )  es continua en t = 0.
f-> o

12) Determinar si la función / :  R ------ > R , dada por

/ ( O  =

7 sení
(/, / , ------ ), íí r * 0

í es discontinua en t = 0 .
(o,0 ,0), si l = 0

Solución

La función f ( t )  es discontinua sí lim f ( t ) * / ( 0 )
r->o'

-> ? sení -»
lim f ( t )  = lim(t, t , ------) = (0 ,0 ,1) *  / ( 0 ) = (0 ,0 ,0)
/-»o »-»o f

por lo tanto /  (í) es discontinua en t = 0 .
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2 ,
COS t — 1 _, -2

13) Dada la función / ( í ) = i  t 1 ’ e ÍG < 0,1> Hallar los punto de

(1,0 ,1) , / = 0 
discontinuidad.

Solución

Los puntos críticos son 0 y 1. Analizando en el punto t = 0:

i) 7 (0 ) = (1,0,1)

—» cos^ í  1
ii) lim J ( t )  = ( lim [M], l im ----- j---- , l i m e '  ) = (0 , - l ,0 )

í->0* í->0+ (-»0* t t-> o*

lim [|/|] = 0 , porque 0 < / < 1 => [|/|] = 0
/-»O*

eos2 t - 1  sen21
l im ------:---- = ~ — 2— = —1

t-> o* t t->o* t

- 2  — > 

lim e ' = 0  y como lim f ( í ) *  (1,0 ,1)
/ —>0+ /—>0+

por lo tanto f ( t )  es discontinua en t = 0. Ahora analizando en t = 1:

—> —>
/(1 )  3, pues la función no está definida, se concluye que f ( t )  no es continua en t = 1.

11 -  eos ( t ----- )
2

-» I 2 * 4  ’ J t
14) Dada la función vectorial/(< )  definida p o r / ( / )  = ( \ l - í  , ---------- j--------, ------ j j j ' )

( í - - ) 2 l ~ e~ 
4

a) Determinar el dominio de / ( / ) .

b) Hallar lim / ( / ) ,  si existe. 
r-> o

c) Determinar los puntos de discontinuidad.

d) Es posible redefinir / ( / )  de modo que sea continua sobre el intervalo <0,1>
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Solución

a a a
eos— eos—r* eos-

cosa 7 o2 o" -1
lim b„ = lim ■

a) Como el dominio de f  es: "_>oc' "_>°'cos2 — eos2 —  eos2 —  eos2 — .donde
2 2 2 2 3 2 "

2 1
1 - c o s  ( í  ——) ____  i- c o s  u — ; r

/ 1( o = V T 7 ,  / 2 ( o = ---------- j - 4 - ,  d / s = — -2 . 2-Ji
( t ----) i “ «

4

luego = (í e R / 1 - 12 > 0j = [-1,1]

Df  ={/ e R / \ - t 2 > O} = [-1,1]

D h  = | í  e R / l - e 2^  * 0  a  r>oj  =  Ä + - { 0 }

2a/^ 1 ^b) Se observa que: l im ----------- p-= l im --------- r ~ =  l im ----------- t  = ------pero l im --------------—7=-,  3
4  ' ^ o + i - e 2*  »-»o* e 2^  ,->o+ 2 e  2 ‘ i _ e 2^

~ i r

por lo tanto para que 3 lim f  (t), es necesario que en cada una de las funciones componentes
/ —»O

—>

exista el límite, por lo tanto, 3 lim f ( t )
t-> o

1
c) De la parte (a) se tiene que f ( t ) es discontinua en t = —.

4

1 . .
d) Para que sea continua en t = — , se tiene que redefinir la función f  (t ) si es posible; para

4

-* 1 -» 
esto observamos que: / ( —) = lim f ( t ) .

4 1^ /->—
4
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- 1 -  /— r  V7 v n  i
/ ( - ) =  l i m f ( t )  =  ( l i m 1 1 - t  , l i m ------------ j----------, / w j --------7 7 f ) = ( ------- , 1, ------------- )

' ' ’ ’ ' - ’ ‘ 2(1 — e)4  v
4

1 1 2
“ i  < * - ? 4

/ ( » H

( V w 7 ,
l- c o s 2( r - - )  ^

VÍ5 1
(----- , 1, -------

4 2 (1 -

1 2 l - e- )
4

-),
)

1

4

» . x e t o A A l

15) Una partícula se mueve a lo largo de la curva / ( f )  = (<3 -4 f j  i + ( /2 +4fj -3 ¿ 3 j ¿ ,

para t = 2. Hallar la velocidad y la aceleración de la partícula.

Solución

—> —>
F (/) = f ' ( t )  = velocidad de una partícula

F (í) = ^3/2 - 4 ) / + (2/ + 4) y + ( l 6 í - 9 f 2) &, para t = 2 se tiene:

F(2) = 8 7 + 8 7 - 4 £

a (/) = V'(t)  — / '" ( O  = aceleración de una partícula

a( í )  = 6t i +2 y +(16-18?) k , de donde a (2) = 12 / +2 y -2 0  k

16) Sea C una curva de ecuación vectorial / ( í )  = ll  — 2t, t , 2e 1. Hallar la ecuación de la

—> —>
recta tangente a C en el punto donde el v e c to r / '(0 es paralelo a f  (t)

Solución
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Sea C: f ( t )  = [ \ - 2 t ,  t 2, 2e1(' ' ' j ,  derivando se tiene / '( O  = (-2 , 2r, 4e2(í !)j ,  debemos

de encontrar. L =\ f ( t  ) + t f ' ( t  ) / t & Ri r  o J v o

donde el punto f ( t 0) debe cumplir que

Si f ' ( l  ) /  / f ( t  ) => 3 A e  R /  f ( t  ) = A f ' ( t  ) es decir:■ o ' o '  J v o J '  o

( 1 — 2/ 0 , 2e2U"~l)) = a (-2 , 210, 4Í?2('°~1))

1 — 2í0 = -2  A

lo ~ 2 íô -

1
A = — 

2

2e2(/" 1} = 4Ae2('° 0  ‘o = 1

Luego: /(1 )  = (-1,1,2); / '(1 )=  (-2,2,4) = 2 ( - l ,U )

por lo tanto: = { (-1,1,2)+  f ( - 1,1,2) / t  e /?}

17) Dados los vectores f ( t )  = (f,f2,/3) y g (í) = (1, í, 1 - / )  calcular el coseno del ángulo

formado por los vectores a .D t 

a = ( 1,1,1)

m - g ( o

Solución

y Dt / ( 0 * g ( 0 cuando t = 1, donde

7 w - ( « . » 2. / 3) 

g ( / ) = d ,  í, 1 - 0

/ ' ( / )  = (l, 2/, 3 /2)

J'(í) = (0,1,-1)

/ '( l)  = {l.2,3) 

Í ' ( 1) = (0 ,1 - 1)

además / ( l ) = ( l , l , l )  , g (l)  = (1,1,0)
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D, f ( t ) . g ( t )  = /( ! ) •  g '( l ) + / '( ! ) •  g (l)  = 0 + 1 + 2 = 3

D, / ( 1) * « ( 1) =  / ’(!)*  g ( l )  +  / ( l ) - á r ' ( l )  = (-5,4,0) 

a.D,  / ( l ) .g ( l )  =(U ,1)3 = (3,3,3)

a .D, [7(1). g0)] A  [?(D* gd)] (3,3,3).(-5,4,0)eos 6 =
|a A 7 ( l ) - g ( l ) I I I I A ? 0 ) * g ( l) l l  ll(3,3’3)ilii( 5A0) 11

-15+12 1 1
= — = — =  = — ■== => 9 = arccos(— ■==)

3v3 + V41 Vl23 V123

—> l  t 2t t \  —*
18) Sean las curvas / ( í )  = \ e ' , e ' , 1 - e j ,  (í) = (1 — í , cosí, sení). Hallar en el punto de

intersección el ángulo de intersección correspondiente.

Solución

El ángulo de intersección es el ángulo formado por los vectores tangentes a cada curva en el 

punto de intersección de ambos.

—> —>

Sea P e Q :  f ( t ) n C 2: g ( t ) ,  entonces

Si

—>
P[e , e2' , 1 - e  ')P s q - . f c o

=> ■ \ /

P g C2: g (í) P ( l - t ,  cosí, sení)
, para algún t e R.

Luego (e ' , e 2' , \ - e  ' ) = (1 - í ,  c o s í , sení), de donde 

e' = 1-1

e2‘ = cosí í = 0 ; />(1,1,0 )

1 - e  = sen í
ahora calculamos los vectores tangentes a las curvas en el punto t = 0 .
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g(t ) = (1 - t ,  eost, seni)

f ' ( t )  = [e , 2e~‘ , e ')

—>
g' (t ) =  ( - 1 ,  - s e n i ,  c o s í )

para t = 0 , / '  (0 ) = (1,2 ,1) ,  g'(t) = ( - 1,0 ,1) , || 7 (0 ) || = Vó , |U (0 ) ||= V 2

eos 0  = / '(O )-g ’(O) = (1,2 , !).(-!, 0 ,1) = - 1  + 0  + 1

II 7(0) IHU (0) || ^
=  0

n
eos 0 = 0 de donde 9 = —

2

—>
19) Si f  (t) es una función vectorial tal que || / ( ! )  || = & donde k es constante. Hallar

7 ( o -d , 7 ( 0

Solución

-> -> -» 2
Como || / (O  || = k  entonces / ( t ) . f ( t )  = k , derivando se tiene

7 ( o - o , / ( o + ¿ > ,  7 ( o . 7 ( o = o  => 2 / ( 0  0 , 7 (0 = 0  

7 ( o . o t 7 ( o = o

20) Hallar la ecuación de la recta tangente de la curva f ( t ) = (sen?, cosí, 2 sen í -  l) en el punto 

de intersección con la curva g (í)  = (cosí, 2 sení, eos" í), íe [0 ,2 7 r].

Solución

Calculando el punto de intersección de las curvas.

P e  C¡: f ( t )  n C 2: g(t )  = >  P e C x: f ( t )  a  P e C 2: g ( t )

Luego se tiene: / ( / , ) = g(12),  de donde :•
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(seníj, cosí], 2 senfj -  l) = (cosr2, 2 sent2, eos2 í2j

seníj = cos/ 2 2 sen íj — 1 = sen tx 

cosí1 = 2 sen /2 => (se n r¡- l)  = 0  => s e n í ,= l

2 sen íj - 1  = eos t2
' • ' I

como cos/ 2 = sen/, => cosí, = 1 => í, = 0

n ^  n  -* / x -> n
para í, = — , f (—) = (1,0 ,1), además f ' ( t )  = (cosí, - s e n í,  2 cosí) => f '(— ) = (0 ,—1,0 )

2 ‘  2 2

j-> n -* n  /
La ecuación de la recta tangente, esta dado por: L. = \ f  (—) + t f  (—) /  t e R

l 2 ' 2

L, = {(1,0,1) + /(0 ,-1 ,0 ) / /e /?}

—>
21) Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de Vn =10(1,2,3) bajo la acción de un 

campo gravitatorio g = lOmts/ seg2, si el disparo es hecho desde el punto (0,0,0) y no se 

tomó en cuenta la resistencia del aire. Determinar la velocidad del proyectil y su posición 

cuando se encuentra en el plano P: x + y + z + 800 = 0

Solución

Las ecuaciones son:
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reemplazando en ( 1) y en (2 ) se tiene:

7 ( 0  = (0 ,0 ,0 ) + 10( 1,2 ,3)/ + - ( 0,0 , - 10)/2 tenemos 7 ( 0  = (I '/. 20 /, 3 0 / -5 /2)... (3)
2

v =10(1.2,3)+ (0 ,0 -10 )/ entonces v = (10, 20, 30-10 /) —(4)

Sea p  e C: /  ( / )n P  => p  e C: / ( / )  a  p  e P

S ip e C :  7 ( 0  => p (1 0 f .2 0 / ,3 0 /-5 r )

como |? e P  => 10/+ 20/+ 3 0 /-5 /"+ 8 0 0  = 0 

/ 2 -  12/ -160 = 0 => ( / - 20)(/ + 8 ) -  0 => / = 20 

Luego el punto es P(200, 400, -1400)

v (20) = (10, 20 ,-170) y la rapidez es: || v(20) ||= / seg.

22) Sean C,: 7 ( 0  = (l + f. e +1, ' 2+ ') ;  t * 0  ; C,: J ( / )  = (— , e4',  1 + 2/); / > 0 .
1 + /

Calcular la ecuación de la recta tangente a la curvaC¡ en un punto de intersección de C\ y C2 ■

Solución

Calculando el punto de intersección de Cx y C2-

p<=C¡: f ( t )  n C 2: g( t )  => p e C x: f ( t )  a  p e C 2: g ( t )

Si p s C x: f ( t )  => p[\ + t x, e'[+l, t [  + / ,)

3 4,
/ ; e C 2: g ( t )  => />(------- , e 2, 1+ 2 /2)

1 + /->

(1 + /,, e ' +l, /j2 + /,)  = (— , e4'2, 1+ 2 /2) 
v 7 1 + 12
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1 + / ,=
1 + t~t

•(I)

e/' +1 =c ,4í2 ...... (2 ) de la ecuación (2 ) se tiene: tx + \ = 4t2

íj + í¡ = l + 2 / 2 • (3)

reemplazando en la ecuación ( 1) se tiene:

4r, = ------- => 4í, + 4 /, — 3 = 0 => / , = — , / , = —
1+ /, - 2 1 2

como í2 > 0, entonces t-, = — , reemplazando en (3) 

t¡ + tl =2  => (/, +2)(/j -l) = 0 => /j = 1 

Luego / ( l )  = (2,e",2j además / ' ( l )  = ( l,e 2 ,3)

-  ̂ -> -v
La ecuación de la recta tangente Lr a la  curva C, es: Lt = { f ( l )  + t e R\

L, = {(2 ,e2 ,2) + í ( l , e 2 , 3 ) / / e * }

—>
23) Considere el arco C de la hélice cilindrica descrita por C: / ( ? )  = (eost, sen/, í); t e

n
0 ,—
. 2 J

Demuestre que en ningún punto de C: / '( O  es paralelo al vector cuyos extremos son /(O ) 
-> n

a / ( —)
2

Solución

—> —>
Sea V(l) = / '( O  = (-se n /, cosí, 1)

parat = 0, P, (1,0,0); t = — , P2(0,1,—)
2 2

un vector en la dirección de la cuerda es PlP2 = (—1,1,—)
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Si v i I  PXP2 =>B A e Ä tal que v (t) = A P¡ P2 , de donde

(-se n /, eos/, l) = (-A,A,— A) dedonde
2

-  sen / = A 

cos/ = A 

A?r

A = — 
n

2 2 2 sen / + eos / = 2A =1
8 2 

—Y  = 1 => n  = 8  falso 
n

Luego 3 A e /? /  v = ÁP]P2 es decir:

24) . Considérese la hélice descrita por la función vectorial

/ ( / )  = (acosáí/, a s e n « /,  bcot), co> 0. Demuestre que la recta tangente, forma un ángulo

constante con el eje Z y que el coseno de este ángulo es

\ \
Solución

2 +b2

Sea 9 = Z(V( t ) ,  k ) , donde V (/) es la dirección de la recta tangente y k es el vector 

dirección del eje Z.

-* , i 
/ '( /> = '( -a to  senú», acó cosco t, bco)

|| v (/) || - or ja2 +b2 , como eos0 = - ^
l |v ( / ) | |*

(-acosencot, acocoscot, b(o).(0 ,0 ,1) bco b
cos0  = ------------------- , ■ ■■----------------- = — , ----- por lo tanto: cos0  =

C ú \ a ~  + A “ coVä“ +b~ Va +b2
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25) Sean C¡ y C2 las curvas descritas por las ecuaciones

C,: / ( í) = ( e ,  2sen(íH----), í 2 - 2) y C2: g (0  = (í . 2, / 2 — 3j . Hallar el punto y el

ángulo de intersección correspondiente.

Solución

Si p es el punto de intersección de Cl y C2, entonces 

p  e  Cji / ( / )  n  C2: g ( t )  => f ( t l ) = g ( t 2 ), es decir

(e'1, 2 sen (/,+ —), í,2 - 2 )  = (/2, 2, t2 - 3 ) ,  de donde

e ' 1 = í2 ...... (1)

' 2 sen(í, + —) = 2 ...... (2 )
2

^ - 2  = ^ - 3  ...... (3)

71

de la ecuación (2) se tiene: 2 sen(ít + —) = 2 entonces

cos/j = 0 de donde t¡ = 0  al reemplazando en (1) ó (3) se tiene t2 = 1, por lo tanto el punto 

—> —►
de intersección es : /(O ) = g (l)  de donde P(l,2,-2).

El ángulo de intersección, es el ángulo formado por los vectores tangente a cada curva en el 

punto de intersección.

Luego calculando los vectores tangentes.
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Luego / '(O ) -(1.0,0) ; g '( l)  = (1,0,2) 

/ '( O ) . í ’(l)Sea eos a  =
II / ' ( 0 ) II | |g '( l) ||

- L  => a  = arccos(-4 =) 
V5 V5

26) Demostrar que la pendiente de la recta tangente en í = /, a la cicloide x = a(t —sent);

y = a(l -cost) es ctg(—)
2

Solución

dv
Por demostrar que mL -  —

' dx
= ctg (-f) 2

I x = a ( t - s en t )  
como: ] :=> i

[y = a ( l- c o s í)

dx

dt

dy

dt

■ a ( l- c o s í)

• = a sen t

mL, =
dy_
dx

dy

dt

dx

dt i=t,

2 sen — .eos— eos—
asen/j sení, 2 2 2 . , h  .--------------- = ----------- = -------------  ----- = -------— = c tg (— )

a ( l- c o s r , ) 1-cosí, » 2 21' 1 2 sen — sen —
2 2

••• mL,=c  tg ( - )

27) Bajo qué ángulo corta la curva x = a(l - eos t), y = a sen t, z = a t, a la recta que pasa por el 

origen y forman ángulos iguales con los tres ejes coordenados.

Solución

El ángulo buscado es el que está formado por el vector dirección de la recta L con el vector 

tangente a la curva en el punto de intersección, es decir:
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L = {p0 + r a / r & R ) ,  donde p0(0 ,0 ,0) y el vector 

—>
dirección es a = (eos 6 , eos 6 , eos 6)

Sea biT a  => ~b =(1,1,1) => ||¿>||=V3 

Z. = í(0,0,0) + /(1 ,1 ,1)//e R)

Sea p e í  n  C: f ( í )=>p e  L a  p  e  C: f ( í )

Si p  e L =$>p(t,t,t) para algún t e R.

x = a ( l - c o s í0) = í0
—>

p  e  C: f ( t )  => í y = a sen í0 = í 0 = > r0 = 0

Luego p ara /„ =  0 se tiene P(0,0,0), y / '( O  = (a sen?, a cost, a) =i> / '(O ) = (0 ,<7,a ) 

Si c = / '( 0 )  = (0 ,a ,a) => | |c | |  = V2a

¿ .c  (l,l,l).(0,a,a) 2 Vó ,V6
como cos a  = ------------ = ------ = - = ----- = —¡= = -----  entonces /. a  = arccos(---- )

II ¿ IIII c II ^  3 3

28) Un muchacho lanza una pelota con una velocidad inicial de 60 p/seg. y un ángulo de 

elevación de 602 hacia un muro de 50 pies de alto, que se encuentra a 30>/3 pies de distancia. 

Si la mano del muchacho se halla a 5 pies del suelo:

a) Hallar la función vectorial que describe la trayectoria de la pelota.

b) ¿Cae la pelota detrás del muro ó choca con él?. Si choca, determinar el ángulo con que choca.

Solución
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29)

Datos del problema: 

y = V0sena

/ /
i 0(

x = Vocosa

d = 30V3

V() = 60 pies / seg., a  = 60s , H = 50 pies 

d = 30>/3 pies, y 0 = h = 5 pies, g = 3 2 p /  seg. 

x = (v0 cosóO2)! => x  = 30í 

a t 2
y  -  -vn + ?o.v, + de donde 

g t 2X v = /i + vnsen60a- — = 5 + 30V 3í-16 /2 
' 2

a) Por lo tanto la función vectorial es: / ( f )  = (30/, 5 + 30V 3f-16/2)

b) Tenemos que: 30t = x pero para x 0 = d  = 30^3. Entonces 30í = 30^3 => t = V? 

ahqracomo >> = 5+ 30V 3/-16 /2 para í = - J l , y = 5 + 90 - 48 = 47 pies.

Por lo tanto la pelota choca en el muro a 47 pies de altura, ahora para determinar el

ángulo de impacto, calculamos /(/<,) con f0 = V3 es d e c ir : / '(0  = (30, 30^3 -  32í) y,

~* / i—\ / i—\ y  2^3
/ ’ V3] = 1 3 0 ,-2V 3 y como a  = arctg— => a  = arctg(-------- )= arctg(-------)

'  ’ '  ' x  30 15

Un proyectil es disparado^on rapidez inicial de 1,500 pies/seg. y un ángulo de elevación de 

30® encuentre: *

a) La velocidad en el tiempo t, b) Su altura máxima,

c) Su alcance, d) La rapidez con que choca el proyectil con el .suelo.

Solución
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1 2 2 y -  v0 sen302. / -  — g t  => y  = 750/-16/

x = v0 cos30fi/ = 750V3r, por lo tanto: / ( í )  = (750V3/, 750r — 16/2)

a) v (í)  = / ’(/) = (750V3, 750-32 /)

750
b) Altura máxima = y'=  750-32 / = 0 de donde / = -----= 23.4375

32

750 750 375
y = 750/ - 1 6 /2 => y = 750(-----) - 16(----- )2 = -----  pies de altura máxima

32 32 32

750
c, Su alance « p » ,  . R a z a r t e

x = 750^3/ => x = 75oV3(— ) = 30,446.25 pies
32

d) La rapidez con que choca con el suelo.

II v(/) || = || / ' ( / )  ||= V(750V3)2 + (750/-16/2)2 =* || v ( ^ )  ||= 756.897 pies/seg.
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30) Consideremos las curvas descritas por las ecuaciones

C¡: f ( t )  = (ln(í + 2), e +1, ----- ) y C2: g (í) = (ln2r, 3r2 - l ,  —-— ). Hallar la
1 +  r "  2

ecuaciones de las rectas tangentes en cada punto de intersección de las curvas.

Solución

Calculando los puntos de intersección de las curvas.

Sea p e C , :  f (1 )  n  C2: g(t) => f ( t x) = g { t 2), esdecir:

(ln(íj+2), e '  +1, ------ ) = (ln2 / 2 , 3/2 - l ,  ------- —), de donde
1 + íj 2

ln(í, + 2 ) = ln 2 í. r, + 2  = 2 r2 . . .(1)
í, +2t 2 t 2 . 1 e ' + l  = 3í2 - l  => i e 1 = 3 í2 - 2  ...(2) de (1) se tiene/ 2 = --------reemplazando en (3)

5 5 + 5?,

1 + í, 2 1+ í.
■ = l + r2 ...(3)

.2 l - + 2 2
---------------+1 => íj +5?j = 0  => í, =0, r, = -5

1 + /, 2

para = 0 , se tiene t2 = 1 que satisface a la ecuación (2 )

en cambio, t { = -5 , í2 = 2  no satisface a la ecuación (2 ), por lo tanto se considera í, = 0 ,

—> —►
í2 = 1 obteniendo el punto P(ln 2, 2, 5) es decir que se tiene / ( 0 ) = g ( l ) ,

ahora calcularemos la ecuación de la recta tangente a la curva C¡: f ( t )  en p(ln 2 , 2 , 5

-» -» 1 ,2 5
Luego: Lt = { (ln2,2,5) + í / ' ( 0 ) / f  e de donde / ' ( í )  = (------> 2 /e  --------r )  com

r + 2 (1 + í)

-* 1
f ' ( 0) = (—,0,-5) entonces: 
' 2

1
(ln2,2,5)+ í(—,0 ,-5 )/ í  e }

2



—>
Calculando la recta tangente a la curva C2: g(t) ■

L, - { (ln2,2,5) + í g '(1 ) /f e  /?}, de donde * '(r) = (y , 6 r , | )  =» J ( l )  = (1 ,6 ,|)

5
L, = {(ln 2,2,5) + / (1,6,—) / f e  R}
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2.21 Ejercicios Propuestos.

L- Calcular los siguientes límites si existen

5( -2> tgh? ’ “ 7
1) lim{—---- ---------- ) Rpta. (— =-, 1)

/-*o 7 - 8  t

—  _ _ r
2 2

e’ - e  lní

5 
ln —

ln-

Vf + 1 - 1  Vt  + 2 7 - 3  3 32
2) l im( ------ — , 7 7 = ---- ) Rpta. ( - , - - )

í-»o Vf + 1 -1  Vf + 1 6 -2  2 27

cosí 7T 1 -sen í 3 1
3) l i m { - ¡ = = = ,  (— - f ) tg í ,  — --------------- ) Rpta. (— p ,  1, - )

V d - s e n f )2 2 (*  2V2 2
2 2

1- s e n í  l + cos2 í , .
4) lim (---------- , —---------) Rpta. (0,0)

5) limi------- , ------ , 2 1) Rpta. (l, -1 , 2 )
»-»i f - 1  1- /

sen 7/ sen5f tg3í 5 3
6) limi--------» -------- » -------- ) Rpta. (7, - ,  —)

/->o t sen 31 sen 21 3 2

seni 1 + cosf t , x
7) l imi------ , ---------- , —) Rpta. (-1 ,0 ,1 )

t->7i t - 7 t  t  n

I----- 2 3í8) lim{\nt, \ l  + í , ------r )
/—>2 4 - f

Rpta. No existe
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l-co s5 í -Jl + t seni -1  
9) lim(----- r---- , --------- -̂-------)

;-»0 t

25 1 
Rpta. (— , - )

2 2

10) » ‘ 2 ~ ll im (e  , ------
f-> i í - 1 , t + 1) Rpta. (e ,2 ,2 )

t + sent sen3t - s e n i
11) lim(----------, ---------------- )

/-»o í - s e n í  ln(r + l)

1 + 5' sen2f
12) limi----- - ,  ---------- )

í-»o l - e  ln(l + /)

Rpta. (o, 2) 

Rpta. (ln5, 2 )

13) lim(
21 1e -1 sen" 3/

-)
/->o ln ( l-4 /)  ln (l + 2r)

V a + o ^ - i  W + 3 7 -2
14) lim(—   7 = — . 77=  )

(l+ /)V l + f2 - 1  V Ì6 + 5 7 -2
Rpta. (— , 1.6)

25

15)
/-►i / ln t t 2n-  1 sen/r t

16) limi-
2 32 sen t + 9 sen t at hte - e 1- 5 '

/-»O f2 -  3t5 senaí-senftí 1 — e‘7)

V T + 7 - 1  e ^ s e n í - l  8* - l '
17) limi------------, ---------------- , —----- j )

/ —>0 t ln(l + í )  6 - 5

18)

n t
, - ~ l- s e n (------—)1-c o s í 2 arcsen2 í 7 ?

limi---- i— , ------------------------------------ . -)»0 3í 3í t

19) lim (
/-* 3

5/ + —
2

- t  , (í — 3)ln(í — 3),
t - 3

1 -----i1 - 9

20) lim (-
<->0

2l t e - e sen 3 í - seni

se n 2 í-se n í ln (l+ í)
-)
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II.-

1)

2 )

3)

4)

1
Calcular si existe limi\t\, í[|r|], —p = )

»->3 V í +  3

, / + 4, 7) determinar lim f ( t )  y lim f ( t )  
t->6~ t—> 6+

Si f ( t )  = (t +

Calcular si existe /im([|f|], y/c+ 1, 4/j
;->2

1 + 20/7 2 + 20n
ln(---------) ln(----------)

Calcular l im [a„ ,h \ ,  donde a„ = ------- ------+ -------- ------
»->■*' '  1 + 20« 2 + 20«

hn = ( J l n + l  -V « +  1)(V2« ” + 1 -  V«" + 1 Jsen1 "

ln(2 l) 

« + 20«

Rpta.
1 21 2V2

(— ln(— )ln420, — =----- j )
2 20 (V2 + 1)

5)
1 2  3 4 « + 1

Calcular //m (an, 6n), donde an = — (—+ —+ —+.....+------ ),
« 3 4 5

1

n +  2

2 - 1

ft. = — (2 1/2 + 23/4 + 2 //8+.. .+2 2 ) 
5«

Rpta. (i, —)

6 ) Calcular lim(an,bn), donde =
1 5« 2 4 2«

—f = = = (  + —+ —+ ..+  ; 
Vl + 9« 4 + « 4 7 3«+ l

« 1 3  2n - 1
é. = ? — ---------- ( - ) (— ).-(-------- )

V 3 « '+ 2/2 + 1 6 12 6«
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,3 -3  31 + 2 +....+fl
7) Calcular lim (an, bn), donde an = ------ -------------

«->«> 2 n +n — 1

b„ = rH---------- T+---+"
(w +1)2 (n + 2)1 (n + n)2

1 1 
Rpta. ( - ,  —)

8 2

8) Calcular lim (an, ht¡), donde
n -+ co

n ________________
a„ = z L ( n 2 + k 2 y 1'2 , bn con /¿ = 1+ —

*=i w

Rpta. (ln(l + >/2), 4e 3/4)

^  ”9) Calcular lim(an, b n), donde an = -----Y'
"->«> *=i ^ +n

1 ,------------------------------------
bn = —!¡l(an + b)(an + 2b)...(an+nb) 

n
a1+-

n (a + b) h
RPta- (T -  ------ — >4 e.a

10) Calcular lim (an, bn), donde

\ + 2n + 2n2 4 + 4n + 2n2 9 + 6« + 2/ ; 2 n 2 +2n(n) + 2n2

2 ln2 ln3 ln(n)
b„ = sen(2 ;r eos—)(------------------------------+ ---------- +...+---- )

n ln3 ln4 ln(n + l)

n
Rpta. (— -arctg2 , 1)

4
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11) Usando la definición de límite demostrar que:

a) //ro(f2 - 5 , / 4, 1 -2 /)  = (-4,1,3) 
í-»-l

b) lim(3t2 - r 3, 3í2, 3r + / 3) = (2,3,4)
/—»1

c) lim (/, i j t ( 2 - t ) ,  V2 ( 2 - 0 ) = (1,1, V2 )

1 -------  / 1 2
— r ,  V 5 r ^ l , - = )  = (— ,3,— )d) lim(- , , v-»» — v t

t-*2 1 - r  V2 7 V2

2 1 3 1 s
e) lim(t s e n - ,r  eos-, t ' )  = (0 ,0 ,0 ) 

/-»o / t

f) lim (sen4 at, e , eos4 bl)=  (sen4 at0, e " ,

12) Analizar si los siguientes límites existen:

a) lim(----- , Ir2 - [ |/  + l |] |, /3)
r-»l 2  — 1 '

b) lim (t
/-> 1/2 i ‘ + i

c) lim (Vi2 - 1,
3

f, l - i f t )

d) lim (|2í + l|[|í-3 |], Vi7 ,
t-+4

4
eos bt0)
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III.- Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales: 

sen/
i) m = Y u t } s i t * °

[(0 , 1) si t = 0

t 2 - 1
2 ) m = v — ’ , ) s i t * 1

[(2 , 1) si t = 1

3) / « )  =

1 — C O SÍ

t

( - (1  -HO1 ",

(2 . - V 2 ),

\ - t - J l  + t

si t < 0

-), si 0 < t < 1 
si t > 1

4 ) / ( / )  =  ■{
2V3 sen 4 J5t

s" 6< °’” >
(0 , 1) si t = 0

5) / ( / )  = '
TiTiT’ 0  ví e‘v par

(2/ I*+4 n [l'l] es impar

6 ) / ( / )  =
(senr, -—- ,  2t) j í  í e  [0,1 > 

( -1 ,0 ,3 )  si t g  [ l , 2 ]

7) / ( 0  = 1

2 arcsen t n  sen 2 í
(-----—-----, ísen — , — -— ) si t g <  0,1 >

( - , 0 , 2 ) ,  si f  g  [ l ,  2]

8 ) / ( / )  =_ J (4í4 +5,
arcsen / 1
----------, sen /.sen-) .si r * 0

/ í
[(5, 0,0) , si t = 0

9 ) / ( / )  =  (
í - 2

|í -  2 |(í - 1) ’ ln ( r - [ |r |
) en í0 = 2
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io) / ( o  = ([M ]+ [ |4 -4
i 2 - 3

— 5— -), t e< 2,4 >
t + t  +1

11) / ( / )  = ([|í-3 |], 5 ', e5') ,  / e t f

12) / ( / ) =  (3í’
sen‘ í-c o s /( l-c o s O

) si 0 < t <n
[(0 ,0 ,5) si t = 0

13) / ( 0  = 1 2

;r 2 arcsenf sen3í 
(ísen— , ----- ----- , ---------), 0 < í < 1

t 3/

l<0, y 3)

Í
1 < r < 2

14) / ( í )  = i

Vl + í - 1  e ' + s e n í - l  arcsen2 í
(------------, ---------------- , ------------ ) 0 < t < 1

t ln(l + 0  t

(-J, 2 , 1) , / = 0

15) f ( t )  =

t2 - 1 V T -i \ f ¿ - i f t
s e n ( í - l ) ’ s e n ( í - l ) ’ 1 - í

(1, j,-l) , / = 1
) ,  t *  1

IV.- Hallar los puntos, si es que existen, donde las siguientes funciones vectoriales no son 

continuas.

1) / ( O  = ( í , / ,  [|2/|]); r e  [o, 8]

í sen t ,
2 ) f ( t )  = j {t' ~ T ) ’ t e < 0 '*l

1 (0 ,1 ) , t = o

3) / ( O  = '
[ ( - / , - 2 í, 0  s> ¡ e  [ -2 ,0]
(f 1/3 ((_  2)2/3,

1 + f
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4) /(* )  =

((/ + 3)1/3( / - 2 ) 2/3, 2t + 3
/ + 2

, 2r + 6) , t < -3

r + 2 / - 3
( / 2 + l 
(3/ — 3, e ' - e ,  sen n t ) ,  t> 1

, ( / - l ) ln ( /+ 4 ) ,  V ( í-  D(f + 4)4 ) ,  - 3  < / < 1

1) Hallar el punto de intersección de las curvas dadas por:

a) / ( f )  = ( f \  -j, Iní), g(t) = (e‘~2, -^-y, ln(/ + l))

b) 7 ( 0  = 0  + 1, e '+1, í2 + 1), g (/) = ( ^ ,  e4f, 2 / + 1), t > 0

c) / ( / )  = (e2',2 sen (/ + y ) , / 2 -2 ) , g(t) = ( / ,2 ,/2 -3 )

d) / ( O  = (costt /, / 2 - 2? +5, 5ef), 0 < t < 1

. —>
g (/) = (COS7T/, t+5,  4 + cos/), 0 < / < l

—>
2) Determinar el punto de intersección de la recta / ( / )  = (9 + 3/, - 1 0 - 4 / ,  7 + 2/) con el 

plano YZ.

Rpta. (0,2,1)

3) Determinar los puntos en que la curva / ( / )  = (/ — 1, / +1, 3/) corta al plano 

3x - 2 y  — z + 7  = 0.

Rpta. A(3,5,6), B(0,2,3)

4) Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva / ( / )  = (sen /, 2 eos /, 2 sen / -1 ) en el 

punto de intersección de la curva g(l) = (eos/, 2 sen/, eos2 /).
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5) Formas las ecuaciones de la tangente a la curva x = e (cosí + sen í), 

y  = e (se n ;-co s í) , z  = e en el punto t = 0 .

x - 1  z - 1
Rpta. L : ------= ------  a  y = -l

2 1
—»

6 ) En la línea f ( t )  = (cosí, sení, e ' ). Hallar el punto en el cual la tangente es paralela al 

plano -J3x + y  - 4  = 0.

V3 1 , /f¡
Rpta. P ( - y ,  - ,  e*J6)

7) Hallar en la curva C: x  = t + 1, y  = t 2 + 1, z = t3 el punto cuya tangente es paralela al

plano x + 2y + z - 1 = 0 .

Rpta.

—> r i
8) Calcular a . b ,  donde t f = ( 2 ,-4 ,1 ) y b = ( te1, /senh2/, 2te~ r)dt

Rpta. 0

d r d 2 r d 3 r
9) Dado r = r(u),  u = <p(x) expresar las derivadas ——, ---- 5- ,  ---- r- por medio de

dx dx dx
-» -> -»

</ r  rf2 r d r
du ’ rf«2 ’ ¿m3 '

—> —> —> —» —»
10) Dado r(t )  = a .coso t + b sencot, donde a , 6 son vectores constantes, Demostrar que:

-* d r -* -* d 2 r ,  -*
a) r * -----= w a x b  b) — ,—Ka r  = 0 .

dt ’ d t2 

—> —> —> —► —>
11) Demostrar que si r ( t )=  a e m' + ¿ e~“*, donde a , b son vectores constantes. Se tiene:
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-  -  _  2 í 1- r 2
12) Sea a  una función vectorial definida por: a ( t )  = (----- r , ----- 1), Demostrar que el1 + í 2 1 + í 2 M

—> —>
ángulo formado por a  (t ) y a '(t) es constante, esto es independiente de t.

13) Sea a( t )  el vector de posición de una partícula en movimiento, donde t (t >0) es el 

tiempo, describir la forma geométrica de la trayectoria y encontrar el vector velocidad, 

aceleración y rapidez del movimiento de:

71

a) cc(t) = (10cos2tt /, 10sen27r /) en t = —
4

b) a ( /)  = (l + í :' ,  2 /3, 2 - / 3) en t = 1

- *  2  2c) a ( t )  = (cost , sen/ , 2 sen3/)

—»

d) a ( / ) - ( 2  + 3cos2?, 4 -3 se n 2 í)

14) Hallar el ángulo con que se cortan las curvas cuyas ecuaciones son:

t -*
a ( t )  = (1 -co s /, 4sen —, í - s e n í )  g(t ) = (sent, 1 -c o s /, /)

2

-* [|2 í|]
15) Si C tiene la representación paramétrica a ( í)  = (cos/, sení, ------ ), t e [0, 4n].

K

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los 

planos coordenados.

16) ¿Qué ángulo forma con el plano XY la tangente a la hélice x = eos t, y = sen t,

en el punto t —— ? Rpta. 70223'
4

17) En el tiempo t una partícula tiene el vector posición a ( t )  = ( t  + cosí, t + sen/ ), 

Demostrar que: a  (t ) tiene una magnitud constante.
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18) Demuestre que la condición necesaria y suficiente para que un vector r  ( í ) no nulo,
—>

-* -* d r (t)
tenga módulo constante es que r ( t ) . r ' ( t ) =  r( t) .-------- = 0 .

dt

19) Demuestre que la condición necesaria y suficiente para que un vector r ( í ) ,  no nulo,
—»

* -» -* d r (t)
tenga dirección constante es que: r (t)x r '{t)  = ;•(;) >-------- = 0

dt

20) Si C tiene la representación paramétrica oc(t) = (cosí, sen/,
2 í

), t e [0, 4n],
K

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los 

planos coordenados.

—>
21) Sea a ( f )  el vector de posición de una partícula que se desplaza sobre la esfera de

centro en el origen y radio r. Demostrar que el vector velocidad es perpendicular a a  (/) 

en cada instante.

n
22) Un proyectil se lanza con un ángulo de elevación de — radianes y con velocidad inicial

6
—>

de 400 pies/seg. Determinar una función f ( t )  que describe la posición del proyectil en 

función del tiempo. Hallar así mismo el tiempo del recorrido.

2 323) Una partícula P se mueve sobre la curva descrita por la función f ( u )  = (2u, u , u ), si 

en el instante t = 0 se encuentra en el punto (2 ,1, 1) y se mueve de tal manera que la 

tercera coordenada de su posición se incrementa a razón de 2 unidades por segundo. 

Hallar el vector velocidad de P cuando se encuentra en el punto (4,4,8) ¿Qué tiempo 

tardará la partícula en llegar a este punto?.
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24) Sea C: r  = r ( f ) ,  tal que r ( t ) * O y  r ' ( t ) es paralelo a r( t ) .  Demostrar que el 

r( í)
vector es constante y que la curva descrita por r está contenida en la recta que

li ''(Olí
pasa por el origen de coordenadas.

25) Averiguar si la curva descrita por / ( / )  = (sen2/, 2 sen2 /, 2 eos/) yace en una esfera con

3
centro en el origen de R . Encuentre el módulo de v(r) y demuestre que la proyección 

de éste vector en el plano XY tiene módulo constante.

26) Una partícula parte del punto (2,0) en el instante t = 1 y se mueve sobre la curva

2 7 / 2 2x  +y~-y¡ x  +y  - x  = 0 en sentido antihorario. Volviendo a su posición inicial. Si su 

rapidez es constante e igual a 4, definir una función vectorial que describe el 

movimiento.

27) Un punto P se mueve con una velocidad constante de 13 pies/seg. en sentido horario 

alrededor de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 donde X e Y están expresadas en pies,

cuando P pasa por el punto (4,3). Hallar la velocidad angular del segmento AP  siendo 

A(0,2).

28) Calcular la derivada de cada una de las funciones vectoriales en /„ = 0

1 t
a) / ( 0  =

b) /(*) =

(/ sen — ,
\/t

) si t * 0
t l + e 

(0 ,0) si t = 0

2 2 (t sen—, 1+ í ) si f * 0
t

( 1,0) si t = 0

C) / ( / )  =
(e21, í 2 sen—) si t * 0

(1,0) si t = 0
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29) Sea / :  R ------ >R una función vectorial, tal que e x i s t e n / ', / " ,  Demostrar que:

d
a) Tdt

b) /./' =

30) ¿Si 7 ( 0  = (|2í + l|[|í-3 |], J7,  —f= = ) ,  existe 7 '(4 )?
V 5 - /

-* 2 a, 1 + r -*(■)
31) Si f ( t )  = ((1 + í )c o s /,e  sen(Ar + c), —p-), calcular /  (?)

■Jt

32) Sea f : R ------>R* tal que / ( 0  = j*  ’ f 2(t) = sen2 t, f 3(t)= arctg/,

>(»)
calcular /  (0) si existe. Sug: Encontrar una fórmula de recurrencia para todo t en

/  ( 0  y luego tome límite cuando t —> 0 .

33) Sea f ( t )  = (e , te ,e  ) ,  verificar que T (0) es ortogonal al vector (-1,0,1).

34) Hallar / '  (í) de las siguientes funciones vectoriales.

a) / ( 0  = (arcsenf, ln(l+5í), t )

b) / ( 0  =  (c o s h í , s e n h 4 í ,  e 51)

c) / ( 0  = (ln(l + *2), , arctg f)
1 + f

r~ i
35) Para t > 0, sea / ( / )  = (2t, V*. . g ( 0  = (cosí, sen/, 1 - / ) ,  <p(/) - e ~  ' ,  calcular:

a) ( f g ) ' b) ( f x g ) '  c) ((p/)'

d) (f o ( p )'
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36) Hallar el punto donde se cortan las curvas:

C] : a(t)  = (e ',2 sen(/ + y ) , / 2 - 2 )

C2 : a(í)  = (/,2, i 2 - 3 ) ,  así como el ángulo de intersección.

Rpta. (l,2,-2), cosö — —j=-
V 5

37) Dada la curva C, descrita por / :  / c i í ------ > R 3, tal que f ' ( t )  = a x  f ( t )  y

-> —> —> —> —» —>
f ( 0 )  = h ,  donde a y b son vectores unitarios. Hallar el ángulo entre a y b tal que

la curvatura en t = 0 sea mínima.

38) Considerar la hélice descrita por la íunción vectorial f ( t ) ~  (a eos a>t, a sen a),bo)t) , m 

> 0. Demostrar que la recta tangente forma un ángulo constante con el eje Z y que el

coseno de dicho ángulo es — J 1. .. r , además demostrar que los vectores velocidad y
V<z2 + b 2

—> —>
, . . .  . . , II v x  a II a ,aceleración tiene longitudes constantes y que ---- —---- = —------—, v = velocidad,

II v i l  a  + b

a = aceleración.

2.22 Integral Indefinida.-j

Definición.- Si / :  / ------ »R" es una función vectorial de variable real dado por

—> —>

f ( t )  — ( / ,  (t), f 2 (I)....../ n(0 )> Ia integral indefinida de f ( l )  es dado por:

\ } ( t ) d t  = ( \  f\(t)dt + cx, J f 2(t)dt + c2,...,  j f„ ( t ) d t  + cn )

= ( J / i  (‘)dt, J / 2 (t)dt) + ( q  ,c 2.....c „ ) =  Q(t) + c
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3de donde D, Q(t) = f (t), para el caso de las funciones vectoriales de / :  / ------ dado

por / (í) = / j  (/) i + f 2 (t) j + f 3 (t) k , la integral indefinida es dada por:

»
II / j ( í > i ?  +  C j) 1 + (_ f 2{t)dt + c2) j + ( ' f 3(í)dt+c3) k

Observaciones.-

1) d , J } ( t ) d t = (d , ( J r x m + c , )  7 + d ,  ( J r 2 m + c2) 7+  z>, (J / 3 m + c3) ¿o

= / i(o 7 + / 2(o 7 + / 3(o * = 7 ( o

2 ) Las integrales J/j( í ) t / í , | /2(í)í/í7 tienen por constante de integración a c , ,c 2 , c 3
—> —» —»

respectivamente que al ser multiplicado por i , j  y  k se obtiene un vector constante al cual 
_ f-> -> -> -> -> 

denotaremos por c por lo tanto J f  (t)dt = Q(t)+ c donde D, Q(t) = f ( t ) .

2 23....Propiedades de la Integra} Indefinida.-]

Consideremos dos funciones vectoriales f ( t )  y g ( t ) , a e  R y c un vector constante, 

entonces:

1. \ a . f { t ) d t  = a j f ( t ) d t  2 . \  c . f ( t )d t  = c . \ f ( t ) d t

3. J (7 (0  ± g ( í)di = J 7 ( 0 *  ± I  g(t)dt  4- I J 7 ( 0 ¿ ' b / |  7 ( 0  | *

Ejemplo.- Encontrar la función vectorial más general cuya derivada es

-> 1 -> 1 -> ->
* (0 = 7 ----   Í + — -  J  j + c t&t k

1 + /2 - J l - t '

Solución

D, 7(0 = *(0=> 7(0 = \h ( t ) d t +  c = J(-^r i+ ¡ ] ~ j + c t g t k ) d t +  c
1 +t  V l - f 2

—> —> —► —> —> 
f ( l )  = arc.lg.t. i + are.sen. l . j + ln(sen./) k  + c
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Definición.- Consideremos una función vectorial f :[a , t í \ —■—* R" , definida por:

/ ( O  = ( / i ( 0 * / 2(0 *-"»/¡»(0 ) entonces la integral definida de f ( t )  sobre 

el intervalo cerrado [a, b] está dado por:

A M * - . / n W )

La integral J*f ( t )d t  siempre existe si cada uno de las integrales ^ f ¡ ( t ) d t , i=l,2,3..,n

existen.

En particular, si f  (() es continua en [a, b] entonces j  f (t )d t  existe.

El primer teorema fundamental del cálculo para funciones reales de variable real: “si f  es 

continua sobre el intervalo [a,b] y a, t e  [a,b] entonces D, \ f ( t )d t  = f ( t )  ”, puede extenderse
Ja

a funciones vectoriales de variable real.

Si f  :[a,b]------>Rn es una función vectorial de variable real continua sobre el intervalo

[a,b] y t e[a,b] entonces:

D, ¡ ' f ( t )d t  = f ( t ) ,  V t G[a,b]
Ja

Demostración

Aplicando el primer teorema fundamental del cálculo a cada una de las funciones 

componentes.
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D, f f ( t ) d t  = D , { \ f x( t ) d t , \ h  U)dt,..., ( f j t ) d t )
Ja Ja  Ja  Ja

= (D, f / , {t)dt,D, \ f l ( t)dt ,  , D ,  \ f n(t)dt) = (/,(/),h (O.... /„(O) = 7(0Jíl

D, f7 (0 < *  = 7 ( 0 ,  V t e[a,b]
J a

El segundo teorema fundamental del cálculo para funciones reales de variable real: “Si
. . rh

F'  es continua sobre un intervalo [a,b] entonces F'(x)dx = F ( b ) - F ( a )  ”, puede extenderse
Ja

a funciones vectoriales de variable real.

{2.26 Teorema..]

Si F: [a,/>]------» R" , tiene derivada continua sobre el intervalo [a,b] entonces:

^ F ' ( t ) d t  = F (b ) -F (a )

Demostración

Aplicando el segundo teorema fundamental del cálculo a cada una de las funciones 

componentes

f F'(t)dt = ( \  Fl 'U)dt, íV 2'(/)¿/.........\F„'(t)dt)
Ja Ja  Ja Ja

= {Fx( b ) - F x(a). F2( b ) - F 2(a)..... F J b ) - FJa) )

= (/•’, (b), F2(b)..... F„(b))-(Fx( a \  F2(a).......Fn(a))= F(b ) -F (a )

Ejemplo.- Calcular las siguientes integrales.

1) { (sení, cosí, tgí)<í/

Solución
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pr/4, . jV/ 4 TtcM |V/4 , . ,„ /A
(sen?, cosí, tgíjdt  = (j^sentdt, j co s td t ,  j t g t d t )  = (-co s /, sen/, lnsec/J / 0

■Jl -Jl V2 -Jl
=  ( -  — , — , l n V 2 ) - ( - 1,0,0) =  ( 1 - ^ - ,  ^ , l n V 2 )

f4 / / ,
2) J (~ 2" ’ "7— r . 4* V

2 1 + /  V l + Z

Solución

f4 í t , f4 t d t  f4 t d t  f4

4 (— • T ^ r - 41 í 4 ' *»

= (^ ln (l + / 2), Vl + í 2 , í 4) /*

= (— In 17, V l7, 256)- (— ln5, V J, 16) = ( - l n — , V l7 --JE,  240)
2 2 2 5

2.27 Propiedades de la Integral Definida.-]

1) Sean f , g : \ a , b \ -------> R” funciones vectoriales de variable real integrable, entonces la

—> —>
función a . / ( / )  + /3 g(t ),  a, (J e R es integrable en [a,b] y

J (a f ( t ) ± ß  g(t))dt = c t \  f ( t ) d t ±  ß  j g(t)di

2) Si f : [ a , b ] ------->Rtt es una función vectorial de variable real y c es un vector
constante entonces.

«•/;—> —> —> mh —> ñh —> —+ —> - / > —>
a) 1 c . f ( t ) d t  = c . \  f ( t )d t

Ja Ja
b) c x f ( t )d t  -  c x\ f ( t )d t

Ja Ja

3) Si / :  \a ,b \ -------> R" es una función vectorial de variable real y |] / ( / )  || es integrable

en [a,b], entonces:

r 7(t)dt \\< ( \ \ 7 m d t
Ja Ja
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2.28 Curvas.

Existen muchas formas de definir una curva, así por ejemplo podemos definir a una curva 

como el rango de una función vectorial de variable real, también se puede definir como la

trayectoria de una partícula en movimiento, por lo tanto para nuestro estudio a una curva lo
—> —) —> —>

representaremos por medio de una función vectorial f  (t) = x(t) i + y(t)  j + z ( t ) k , al cual

—>
denotaremos por C: f ( t ) ¡  donde cada valor de t0 de t le corresponde un punto de la curva C 

cuyo vector de posición es f ( t 0) es decir:

f ( t 0) = x(t0) i + y( t0) j  + z(t0) k = (*(/o), y( t0), z(t0))

Observación.- La pregunta que se pueden hacer es como una función Vectorial de Variable 
Real donde los elementos de su rango son Vectores pueden generar una grafica (Curva).

En realidad al trasladar un elemento
—> 3

t e D , vía /  a R y transformado por
/

la Regla de Correspondencia en un 
vector con origen en (0 ,0 ,0 ) de modo 
que su extremo se encuentra en la curva, 
el “Paso” de este vector generara un 
punto en la curva de esta manera la traza 
de la Curva estará formado por las 
“huellas” de todos los vectores
obtenidos al ser trasladados del D ,

/
(imágenes de f).

También a una curva C, se puede definir por medio de las ecuaciones.

x -  .v( 0
C: t e  I

[y = f íO  :

Llamadas ecuaciones paramétricas de la curva C donde la variable t se denomina parámetro.
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Ejemplo.-

1) Cualquier recta L puede representarse en la forma:

/ ( / ) =  a + t b ~ ( a l +bxt) i + (a2 +b2t) j  + (ai +b3t) k
—> —»

donde a = (a¡,a2,cii) y b = (fe, ,b2 ,fe3) son vectores constantes y se dice que la recta L pasa 

por el punto , a2,a3) cuyo vector de posición es a y tiene la dirección del vector

b = (bx,b2,b3).

Solución

—►
Las ecuaciones paramétricas de / ( / )  son:

íx  =  a s e n r  ,Y: v 2
, de donde - y +  - y  = 1, esta ecuación nos representa una elipse.

l_y = fecosí a b
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3) Discutir la gráfica de la función vectorial. / ( / )  -  a.eos/ i + fesen í j  + t k

Solución

Las ecuaciones paramétricas de la curva son: C:

x = a cosí

y - b s e n / , t e R 

z  = t

Ix = a eos/ x 2 y 2
, de donde — + -L̂ - = 1, esto quiere decir que la curva C se encuentra en el

y  = bsent  a b

cilindro elíptico, cuya directriz, es una elipse en el plano XY, y cuyas generatrices son

paralelas al eje Z.

Y

t X z
0 a 0 0

K a b
4 4

n 0 b n
2 2
3 n a fe 3rr
4 V2 4

71 -a 0 n
3n 0 -b 3n
2 2

2  71 0 0 2 n

Observación.- Sea/ : / ------ >R" una función vectorial diferenciable, cuando/ ' ( / )  es continua se

dice que / ( / )  es una curva de clase C  en general si /  : / --------> R" es

derivable de orden k en /  y continua diremos que / ( / )  es una curva de clase C .

(0,b,0)
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—* —* r 1Teorema.- Si f , g :  ---- >R" son funciones vectoriales de clase C , entonces:

J f ( ‘) g ' ( t ) d t = f ( t ) . g ( t ) / h- \ f ' ( t ) g ( t ) d t
a a a

Demostración

u = f ( t ) du = f ' ( t ) d t
^  => ^  

d v = g ' ( t ) d t  {v =g ( í )

J 7(‘) g' ( ‘)dt = f ( t )  g( t )  /b g( t ) . f ' { t )d t
a  “  a

Definición.- Se dice que una curva C e / ? 3 es una curva parametrizada, si existe una

función vectorial a: [a,b\------>R3 tal que a [ [ a , b ^ = C , a la función

vectorial a  (t) = a 2(t), a  3 (f)) se denomina parametrización de la curva C.

Ejemplo.- La curva a:  [0,2/r]------ >R2, definida por a  (t) = (a.cosí, Asení) es una curva
2 2 

x yparametrizada de la curva C: —  + —7 - = 1
a b

Ejemplo.-

Í2x, x < 0

l La curva C dada por C: v = f ( x )  = \ x 2 es una curva parametrizada?
I— . ' » 0

Solución

Si x < 0, para x = t, y = 2t, Luego a  (t) = (í, 2 í ) , t < 0

x > 0 , para x = t, y  = — , luego
' 2

Luego la curva a: R ------>R definida por a  (í) =

de la curva C.

( í,2 í) , í > 0

l 2 es una parametrización
[ ( í , y ) ,  t < 0
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j x 2 + y 2 + z2 = 25
Ejemplo.- ¿La curva C dada por C: i ' es una curva parametrizada?

z = 3

Solución

Si proyectando al plano XY, se tiene:

C: x 2+ y 2 = 2 5 -9  = 16

C: + y =16

parametrizando C se tiene, 

x = 4 eos t, y = 4 sen t, 0 < t < 2n

Luego 3 a: [o ,2 ;r]------ * R 3, tal que a( l )  = (4cos/, 4senf, 3), 0 < t < 2 n

2.29 Ecuaciones Parainétrkas de una Corva en el Plano-)

Consideremos una curva C dada por la ecuación cartesiana F(x,y) = 0, es decir:

C: F(x,y) = 0

donde cada una de las variables es una función de una tercera variable t, es decir:
V  ^ 1 , ' I •

x = f(t), y = g(t), donde cada t e I. Determina un par de valores reales “x” e “y” que 

satisface a la ecuación F(x,y) = 0;

Las ecuaciones
J* = / ( 0

C: i , t e R
l.V =g ( 0

Se llama ecuaciones paramétricas de la curva C y la variable independiente t se llama 

parámetro.

Nota.- El intervalo I puede ser abierto, cerrado, semi-abierto ó < -oo, +oo > = R.
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Ejemplos.- Dar una representación paramétrica de la recta, la circunferencia y las cónicas.

—>

i) Parametrizando la recta L que pasa por /q (^0,v ()) paralela al vector a = (a 1 es

decir: L = {(*„, v0) + í(a ¡,«2) / 1 g  R J

como L a R 2 => (x ,y )&L  <=> (x ,y)  = (xn,y ^  + tia^,a 2)

U ,> ')  =  fx (1+ a , í ,  y 0 + a 2l)

¡x -  x0 + axt
L: i , t e R son las ecuaciones paramétricas de la recta L.

{y = y n +a2t

ii) Parametrizando la circunferencia C: x 2 + y 2 = R 2,

R > 0 se elige un ángulo 9 formado por el semi eje X

y el radio vector OP moviéndose en sentido 

antihorario, se obtiene las ecuaciones x = R eos 0,

X*’ y = R sen 0 , 0 e[0, 2n]. Luego la circunferencia

j x = Rcosd
dada en forma paramétrica es: C: i „ „ , 0

Lv = .Rsen0

e [0,2n] donde 0 es el parámetro dado en radianes.

2 2i») Parametrizando las parábolas de ecuaciones y  = 4px , x  = 4py  , hay varias formas de

2 • 2 parametrizar para y  = 4px  , si x = t , y = 4 pt .

[x = t
2 J 2 2P: y  = 4px  , t & R  , para x - 4 p y  s iy  = t , x  = 4pt

[y = 4 p t

2 \ 4P t2P: x  = 4py  = , t e R
{ t
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Ejemplo.- Parametrizar la parábola y -------vx

Solución

í x =  i
l

\ ,

iv)

Sea x = t , y  = -i-i => P: ■> -2
■ 2 p . , - . ,

2 2 
X V

Parametrizando la elipse —  H— — = 1, se tiene: 
a b~

x
— = eos 6

t e R

( - ) 2 + ( f ) 2 = l  a o

— = sen G 
b

x  = acosé) 

y  = b sen 9

\x = acos9  
C: 0 6 [0,2ti]{y = b sen 9

Ejemplo.- La epicicloide es una curva plana engendrada por el movimiento de un punto p de la 
circunferencia C que rueda sin resbalar sobre el exterior de un círculo fijo C0. Hallar 

una representación paramétrica de la epicicloide si C tiene radio r, C0 tiene su centro en el origen y 

radio r0 y p está situado inicialmente en (r0 ,0).

Solución
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Sea A el centro de la circunferencia C; 9 = Z(  OA ,/) , || OB || = r0 , || BA || = r

OA =)| OA ||cos0/' + || OA ||sen0y => OA =(r0 +r) eos 9 í+ (ro + r)sen 0  j  ... (1)

Sea ß = Z ( A p , i )  => Z(  OA , AB)+ ß  + 9 = n

de donde ß  = n - ( 9  + Z ( O A ,  AB )) ...(2) => BP = rZ( OA , Ap ) ß S  -  r{)9 pero

BS = BP => rZ( OA , A p ) = rüQ Z ( O A ,  Ap)= -
rn9

Ahora reemplazando (3) en (2) se tiene: /} = n - ( 9  +— 9) = n -  -—— 9
r r

... (3) 

... (4)

AP =11 AP  || cos ß i - | |  AP || sen ß j  = r cos ß  i -  r sen ß  j

— * r  + r + r,, -»
AP = r c o s ( n ------------------------ 9)  i ' - r s e n ( ^ - -----9) j

r r

AP ~ - r  cos(r  + r° 9) i - r s en (r +r° 9) j  
r r

... (5)

Si P(x,y) es el punto móvil, entonces OP -  (x ,y)  pero OP = OA+ AP , reemplazando se

I \ t \ r0 + r  -» rQ+r
tiene (jc,7 ) = (r + rojeos0 / '+ (r + roJsen0 y '- rc o s -------9 i - r s e n ------- 9 j

r0 + r  -> r0 + r -»
(x,y) = ((r + ro)c o s 0 - re o s -------- 9) i + ((r + ro)s e n 0 -rs e n (------- )9) j

r r

Luego las ecuaciones paramétricas de la epicicloide son

I \ ro +rx = ( r+ roJ c o s 0 -rc o s ( ------ )9
, r

i \ ro + ry  = (r + r0) sen 9 -  r sen(------ ) 9
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Obtención de la Ecuación Cartesiana de una Curva a partir de su| 
[Representación Paramétrica^l"

I

Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva.

y  = g(ñ

Se puede obtener su ecuación cartesiana F(x,y) = 0, con solo eliminar el parámetro t por 

métodos algebraicos o por medio de algunas identidades trigonométricas.

Ejemplo.- Hallar la ecuación cartesiana de la curva. C:
\x  = a t  +b 

[ y  = 2 t + c
Solución

De la ecuación y = 2t + c despejamos t.

y - c  2
í = ------ reemplazando en la ecuación x = a t  +b

2

y —c 2 a 2x = a(—-—) +b de donde C : x - b  = —( y - c ) , que es una parábola.
2 4

Ejemplo.- Hallar la ecuación cartesiana de la curva C:
j x = 2(l + cos0) 

[y = 2sen0

Solución

De las ecuaciones despejamos eos 0, sen 0.

x - 2
■ =  C O S 0

y  a — = sen 6

( x - 2 ) 2 V 2 2 2
---------- + —  = eos 0  + sen 0 = 1

4 4
( x - 2 ) 2 + / = 4

2 2.•. C: ( x - 2 )  + y  = 4 ,  que es una circunferencia.
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2.31 Clases de Curvas.-]

Sea C e 7?3 una curva parametrizada, es decir, que existe una función vectorial 

a :  [ a , b \ ------- >7?3, tal que a  ( M ] ) = c  , entonces:

—y —►
i) Diremos que C es una curva cerrada si a(a) = a (b) en caso contrario la curva C es una 

curva abierta.

Ejemplo.- Lacurva a: [0,2;r]->R2 definidapor a{t )  = (4cosf, 2sení) es una curva cerrada

—► —>
puesto que a  (0) = a (2rc) = (4,0)

li) Diremos que C es una curva con punto doble si a(l¡) = a ( t 2) , t\ *  t2

con puntos doblesCurva

* Un punto de la curva C es un punto múltiple (doble, triple, etc.) si corresponde a dos 

ó más valores diferentes del parámetro t.
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iii) Diremos que C es una curva simple si no posee puntos dobles.

p ie

* C se llama simple si a  es inyectiva.

Si la curva C, está contenida en un plano, la curva C es denominada curva plana, en caso 

contrario se denomina curva alabeada, por ejemplo, la circunferencia, la elipse, 

son curvas planas, en cambio la hélice cilindrica es una curva alabeada.

-* i
Diremos que C es una curva regular si a  (í ) es de clase C y a '(t) * 0, V t e[a, b], en 

este caso t se llama parámetro regular.

Ejemplo.- La curva a: R —  >R definida por a( t )  = (4eos?, 4 sen?, 51) es una curva regular, 

puesto, que a ' (/) = ( - 4 sen?, 4 cosí, 5 )*  (0,0,0) , V t e R .

Observación.- En general una curva puede admitir más de una representación paramétrica, pero es 

suficiente que en una de estas representaciones se cumpla la condición de 

regularidad para que la curva sea regular.

—> —>
Los punto p(x,y,z) de la curva C, en donde a' ( t )  * 0 para alguna representación paramétrica de la

—> —>
curva C se denomina puntos regulares, pero los puntos en donde a '( í ) =  0 ,  se denomina puntos 

singulares.

iv)

V )
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2.32 Reparamatrizacién de una Curva Regular.«!

Definición.- Sea C e * 3 una curva regular, o sea que existe una función vectorial

—̂  r  -i ,  —> / v —>
a :[a ,ft]------ ► *  , tal que: a([¿z,ft]j = C y a ’( f )* 0 ;  una reparamatrización

—> —>
de a( t )  es una curva y = a  o y/: [c ,d \------>R , donde y/: \c,d\------ es una

función diferenciable con y/'(u) *  0, V u e [c,d] y sobreyectiva, además:

—► —>
y(u) = (aoy/ ) (u)  = a (y / ( u )) ,  V ue[c ,d ]

Observación.

1) S i y / ’( t )> 0  se conserva la misma orientación en la curva reparametrizada.

2) Si y/’(í) < 0  se invierte la orientación en la curva reparametriza.

—* —* i 33) Si la reparametrización y: a  o y/\ \c.cí\------ >R es continua, entonces la curva

—> ^
a :  [ a %b \ --------- > R  es continua .
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—* 2 / \Ejemplo.- Sea a :  [0,2tt] -------» R una curva regular definida por a ( t )  = (cosí, sen r).

I) Sea i//: [0,l]------ >[0,27r] una función real definida por y(u) = 2ttu entonces.

—> —> t .
y( u )  = (a o \]/)(u) = a(y/(u))  = (cos2ra, sen2m/J es una reparametrización de la curva 

a ( t ) .

ii) Sea 1//: [0,2n]------->[0.2;r] una función real definida por y(u) = 2rc - u entonces.

—* —> —>

/ ( w )  = (a  o  y / ) ( u )  = a ( \ / / ( « ) )  = ( c o s ( 2 t t - m ) ,  sen(2^-w )) es una reparametrización de la 

—»

curva a (t), como y/' (u) = -1 < 0 entonces se invierte la orientación.

2.33 Longitud de Arco )̂

Consideremos una Curva C definida por la función vectorial / :  \a,b\------ > R" tal que

a (t) = ( / 1  (í), / 2(O»---» /„(O ) Y consideremos una partición de [a,b], /*= {í0 , íj,. .. ,/4 },

donde a -  t0 < f¡ < í2 <...< tk = toda partición P de [a,b] define una poligonal definida

por los segmentos rectilíneos de / ( í 0) a / ( ?i) de / ( í x) a / ( í 2 de ) a /(?* ) para 

el caso de P = |P /P e su ñ a  partición de [a, b]J, denotaremos la longitud de este arco

poligonal por L p , es decir: LP = £ l l I I
1=1
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Definición.- La curva C definida por la función vectorial /  de [a,b] se dice que es 

rectificable si {Lp I p  e P} tiene una cota superior.

Si C es rectificable, la longitud L de C es el supremo de [Lp / p  e  P} es decir:

L = sup.{l p / p  g P } .

Si se obtiene una partición P2 de [a,b] agregando algunos puntos de la partición a P, de

[a,b] entonces LP¡ < L p̂ ; a P2 le llamaremos refinamiento de P ,.

Si P2 es un refinamiento de Pt entonces Lp¡ < Lp .

Demostración

Este lema es una consecuencia inmediata de la desigualdad triangular.

Sea i/// el primer tiempo de P2 que no esta en Pj entonces para algún i, t¡_x < iy¡ < t¡ y

II ) -  7 ( 0 - , ) II = II 7  (ti) -  7  (V ; )  + 7 (V  j ) -  ) II

á  ii m - ) -  7 ( ' , - ) i + i i  7 (  v  >)  -  7 ( ' , - , ) ii

añadiendo todos los puntos de P2 a Px y obtenemos. Lp¡ < Lp̂

1

Si /  tiene una derivada continua sobre [a,b] y la curva C descrita por f ( t )  es rectificable 

entonces la longitud de arco de la curva C es:

rb
¿ = f  II7 '( 0 N i

Demostración
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Consideremos una curva C en * 3 y P = {í0, í j |  una posición de [a,b], por el teorema 

del valor intermedio:

* -> -» *
Lp = £ l l / ( ' , ) - / ( t o ) II = £ ( ' /  II ( / ! ’(',•'). f i ' (^3" ') ) II P ^a algún

í=i 1=1

t¡', t¡", ti ' ' "e< t¡_i , t ¡ >, como / ¡ ' ,  f 2 \  / 3' son continuas [a,b] están acotadas sobre [a,b] 

supongamos |/ j  '(0 | — \ f 2' ( t ) \ < M 2, |/3 ’(/) |<  A/3 para toda t e [a,b], entonces:

k ____________________  ____________________
LP = Z v  Ml2 + M 2 + (‘i - ti-l) = (h ~ a ) 4 M \ + 2 + M3

1=1

para toda partición P de [a,b], por lo tanto {l p / p  e  P j esta superiormente acotada y C es 

rectificable, sea L la longitud de C.

ahora demostraremos que L ^ f r m d t

Sea e > 0 cualquiera, como L = sup.jz,^ / p  e /*} existe una partición Px de [a,b] tal que:

L - e < Lp < L

-» rb ->
como || / '( / )  || es continua en [a,b] entonces 3 I || /'(O  || d t , es decir:

Jfl

f  II r ( 0 1 * = .  lim SP = lim y  II7 '(/* ) II (r, - ÍM )Ja \p\^0

II / '  ( 0 II dt -  S P | < s  siempre que | P\ < Ó, ahora bien:
a

I f  \ \ f ' ( t ) \ \ d t - L \  = I r*|| /-(O  II dt -  SP + Sp -  Lp + LP -  L I
Ja Ja

< \ \ h } ' { t ) d t - S p \ +\SP -L p \  + \ L p - Ú \
*a
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Luego |J \ \ f { t ) \ \ d t - L \< £ . ,  luego L = jj| / ' ( / ) | |  d i .

Observación.- Si C: / ( / )  = (*(/), _y(/), z(/)) para a á  t < b entonces la longitud de arco de la 

curva C es:

L = f  II f  ( 0  II dt = f  ̂ x ' ( t )2 +y ' ( t )2 +z ' ( t )2dt
Ja Ja

Ejemplo.- Encontrar la longitud de la curva C definida 

C: a  (t) = a.cosí i +a.sent j  + ct  k  de A(a,0,0) hasta B(a,0,27ic)

Solución

Calculando los limites de integración.
= (a,0 ,0 )j / M -

[ / ( ^ l  = (a,0,2rrc)

| í i = 0
[t2 =2jt

por

a(i) = (a.cosí,a sen/,c/) a '( í)  = (~ a.sen t,acosí,c )

|| a '( í)  || = V a2 sen2 t + a 2 eos2 t + c 2 = V a2 +c2

L=  f2,t|| a ' ( /) || di = [2n^ a 2 + c 2dt = 2n^Ja2 + c 2 
Jo Jo

Ejemplo.- Hallar la longitud de arco de la curva C definida por

a( t )  = (a(cos/ + /sen /), a(seny - t eos/)), a > 0 en [0, 2n]

Solución

a( t )  = (a(cos/ + /sen/), a (s e n /- /c o s /)) , derivando se tiene
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2
Ejemplo.- Calcular la longitud de la parábola y - x  desde x = 0 hasta x = 1.

Solución

Parametrizando la parábola se tiene: 

x = t, y  = t 2 luego a ( í )  = (z ,í2), 0 < t < 1

=> a ' ( 0  = (l,2f) => ||a '( í)  ||= V i+ 4 / 2

V5 . 1
i  = f1H a(t) II dt = f'V l + 4 í2^ =  —  + - ln ( l  + V5) 

Jo Jo 2 4

2.36 Vectores Unitarios: Tangente, Normal Principal y Binonnal -|

Definición.- Sea C una curva regular dado por la función vectorial

—> —> —> —>
a ( t )  = x(t) i +y(t)  j  + z(t) k . El vector tangente unitario de la curia

—> Ct* ( f )
C: a  (I) en la dirección de a  '(f) denotado por T(t) es dado por: T(t) = ----------

II« ’ (011
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como L(C) 2 2 2
'(O +y'(t)  + z'(t) d t , entonces definiremos S(t) = L(C) que es una

/ 2 2 2función longitud de arco. Luego S(t)  = J \ x ' ( t )  +y'(t)~ + z '(0  d t , de donde al derivar

se tiene. S'(t) =^]x'(t)2 + y '( t)2 + ='(t)2 = ||a '( / ) | |  => S'(t) =|| a' (t)  ||

, a ' ( 0  a ' ( 0  d a  , rfacomo r ( í)  = -----L^_ = _ L Z  = ----- z=> 7 (0  = -----

II « '(0 1 1  s ' ( , )  "  r f s

como 7X0 es un vector tangente unitario, entonces T(t ).T( t)  = \ ,  de donde 

derivando se tiene: T'(t) .T(t ) + T(t ).T' (t ) = 0 => T(t). T'(t) -  0 por lo tanto T(í) y 

T'(t)  son ortogonales.

Definición.- Si C es una curva regular dada por C: a( t ) ,  al vector unitario que tiene la
—>

misma dirección que T'(t) ,  se denomina vector normal principal a la curva

T'(t)C en el punto f ( t )  al cual denotaremos por N(t)  y es dado por N(t) =-

siempre que | | r ( O | |* 0 .

i r  (oil
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Observaciones.

—> 2 —y
1) Como a' .\a,b\------>R , es una curva regular, entonces la curva C descrita por a  es

rectificable, la longitud de arco de C correspondiente al intervalo [a,t] será:

t(t) = f || a'(u)  || du entonces (í) =|| ot’(í) ||
J a

Luego ('(t) =|| a '(u ) || <=> a ' (t) = £'(t)T(t) ...(1)

Si la curva C descrita por a  es rectificable, entonces la ecuación (1) nos dice que la dirección
—> —>

del vector velocidad a ' ( í ) es la del vector tangente unitario T(t) y la velocidad escalar o

rapidez es dado por: f '(t) =|| a ' ( 0  II

—> ->
2) Si a ' ( t ) ,  es diferenciable en [a,b], es decir, existe a '( í )  en [a,b]. Entonces l ”(t) y T(t) 

existen en [a,b] y diferenciando tenemos :

a " ( t )  = i " ( t ) T ( t ) + f ' ( t ) T ' ( t )  ó a ” (í) = P '(t)T(t)+ V (r)|| T ' (í)|| N(t)

—> —»

3) Si T'(t)  = 0 , V t e[a,b], entonces el movimiento es lineal.

Definición.- Sea a: [a,b\------>Ri una curva regular tal que a  ” (/) * 0, V t e[a,b], se

—» —> —> —>
conoce que T(t) y N(t)  son ortogonales, por lo tanto T(t )xN(t )  es 

ortogonal tanto a T(t)  como N(t),  además || T(t)x N(t) || =|| T(t) || || N(t)  || .sen902 = 1 

—> —> —> —> —>
entonces T(t )xN(t)  es unitario, luego el vector T(t )xN(t)  denotaremos por B(t)  es decir:
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el cual es denominado vector binormal unitario, por lo tanto, a los tres vectores unitarios

7X0, N ( 0  y B(t) que son ortogonales de una curva C, se denomina la TRIADA MÓVIL 

deC.

2.37 Vector Curvatura y Curvatura.-!

Sea a :[a ,b ] ------ > R 3 una curva regular tal que a([a,b]) = C,  al vector curvatura
—>

denotaremos por k (I) y es definido por:

donde T(t)  es el vector tangente unitario.
—> —> —>

Si la curva C:a(t ) es dos veces diferenciable y si a ' ( t ) *  0 , la curvatura es dado por:

también al vector normal principal unitario se define por:
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Observación.- Los vectores T(t ),N( t) ,  B(t)  que son determinados en cada punto a ( t ) d é la  

curva C (tiene importancia en la ciencia y la tecnología) puede tomarse 

como un nuevo sistema de coordenadas de referencias, puesto que son vectores mutuamente 

ortogonales que satisfacen las relaciones.

T ( t ) .T ( t )= l

T(t ).N( t)  = 0 ; T(t).B(t)  = 0 ; N(í).B(t )  = 0

Observación.- La curvatura también se define en función de su longitud de arco como parámetro.

Sea C: r  (s) = X(s) i + 7 (5) j+ Z (s )  k , s e[0,l].

Diremos que la curva C está parametrizada por la longitud de arco si y solo si para cada s
—> —»

e [0,1], r (.y) es un punto de la curva C a una distancia de arco s del punto r (.?)

Curva parametrizada por la longitud de arco, generalizando: í ¡¡ r'(u)  || du = distancia de
Jo

—>
arco de r (0) a r (s) el parámetro es la longitud de arco si y solo si:

f || r'(u)  || du = s ,  donde | | r ' ( j ) | |  = l 
Jo

Luego una curva está parametrizada por la longitud de arco si y solo si el vector tangente 
—>
r ' (s )  es de longitud constante igual a 1.
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Ejemplo.- La curva, más generalmente, parametrizada por la longitud de arco es la circunferencia 

de radio 1.

—y —► -> -*  S . S  ~ *
r (í) = cos(.v) i + sen(.v) j  el parámetro es la longitud de arco >'(s) = p[cos(—) i +sen(—) /'],

P P
s g [0,27rp] es una circunferencia de radio p y de centro en el origen de coordenadas.

—>
Observación.- Consideremos cualquier curva parametrizada por la longitud de arco r (5) ; aunque

—»

la longitud del vector tangente r '( s ) e s  la unidad, la dirección de este vector

puede variar al variar s y el vector r "(s)  de esta variación de dirección el cual llamaremos vector
—>

curvatura y a su magnitud k =¡ r "  (5) | se denomina curvatura.

La curvatura da la variación en dirección por unidad de longitud de arco.

como r ' ( s ) = 1 => r  '(.y), r '(.v) = 1, derivando se tiene que: r '(.?). r "(s) = 0 Entonces r ' (s )±r"(s)

Observación.- No siempre se puede encontrar curvas distintas de la circunferencia parametrizada 

por la longitud de arco. Por esto la curvatura se calcula en términos de un 

parámetro arbitrario t, que por conveniencia se interpreta como el tiempo.

Ejemplo.- Hallar los vectores tangente unitario y normal principal de la espiral cónica

a  (/) = (a.eos?, ¿sen/) t e [0 ,2 tt] , a ,b > 0 .

Solución

a(1) = (a.eos/, ¿sen /) => a '( / )  = (-a .sen /, ¿eos/) => || « '( /) || = V« 2 sen2 t + b 2 eos2 /

—»
, a '(/) , - a . sen/ h.eos/ .

T(0= * =(  , , ,---------
I I ( / ) | | -Ja1 sen2 t + b 2 eos2 / V a2 sen2 t + b 1 eos2 /

? •« } = (— ~ ofc2cos'  ■ ; ) = . 11 f w i i =  , ,
, 2  2 2 T 7 2 2 7 t  a s e n ' t  + b eos' /

( a 'sen t + b~ eos" t ) 2 (a ~ s en t  + b eos" / ) 2
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- a. sen t
)

| | 7 "(/)|| Vfl2 sen2 í + b 2 eos2 1 4 a 1 sen2 t + b 2 eos2 1

-* b. cosí -a.  sen/
N(t) = ( -  ■ .. .....■ - 7 -  —

Va2 sen2 / + ¿ 2 eos2 l \ a 2 sen2 í + b 2 eos2 1

2
Ejemplo.- Hallar la triada móvil de la curva y  = x  , z = 2x en el punto x = 2.

Solución

I y  = x
Sea C: 1 , la curva en forma paramétrica.

h  = 2x

—̂  ̂ / \ —>
Sea a:  [a,b] ------->R7' ! a ( t )  = ( í , t 2.2/) donde t - 10 = 2 =>« ’(/) = ( 1^2/^) entonces

a ' (2)~  (1,4,2) => II cc'(2) || = V21 => T{2) =
a '(2 ) 1 4 2

I « ’(2 ) || (V2 1 , V2 r ’-V2T)

—> cí 1 Í2 )jt ct'' f 2 )
La binormal también se calcula mediante la fórmula. 5(2) = --------------------  de donde

|| a ' ( 2>  a  " (2) ||

= (-4,0,2) => | | a ’(2 > a " (2 ) || = 2V5« " ( /)  = (0 ,2 ,0) => a '( 2> a " ( 2) =
i j  k
1 4 2
0 2 0

-  a ' ( 2) , a ” (2) . 2 12) ----  ------  -------- - ( — T r.O ,-^ )
II a ' ( 2)jra " (2) ¡| V 5  V5

iV(i) = r ( i ) ,5 ( i )  =
V21 V2T V2T 
- A  o —

= (■
V Í0 5 ’ -n/105 ’ Vl05

)
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2.38 Planos: Osculador Normal y Rectificante.-

Consideremos una curva regular a: [a,b]--» R3 tal que a[\a,b\) = C c  R 3, entonces:

i) El plano que pasa por el punto a ( /0) = (x0, v0 ,Z()) ^ue es Para^ °  a 'os vectores T(t0)

y /v(í0) , se llama plano osculador, cuya ecuación es dada por:

P0: fi(ío)-[(-*',>',z)—(to.yo.Zo)] = 0

ü) El plano que pasa por el punto or(/0) = (-*0 ,;y0 ,z0)Que es paralelo a los vectores N[t0)

y B[to) , se llama plano normal principal, cuya ecuación es dada por:

PN ■ T  ({0 )[(•*. y*z) -  (x0, y o|  Zo )] = 0

iii) El plano que pasa por el punto a ( t0) = (*0 ,;y0 ,z0) que es paralelo a los vectores B(t0)
—>

y T(t) , se llama plano rectificante, cuya ecuación es dada por:

Pr - M í0)-[(* ,J .z )-(* 0,>'0,Z0)] = 0

Lr = {oc(t0) + tT ( t0) / t e  R} , LN = {a (í0) + A/v(r0) /A e  r }  

l b =  { a [ t o )  +  ß  A t o ) '  ß  e  /? }
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—* / i \  —> —>
Ejemplo.- Sea la curva C: ./ (/) = \e3' . e M. 3V2/J. Hallar los vectores T  y N y la ecuación del

plano osculador en el punto ( 1,1,0)

Solución

----7

Calculando el valor de í = t0 de tal manera que / ( /„ )  = (l,l,0)

(e3,n, e_3r° , 3-J l i ^  = (1,1,0)

Calculando T’(O) para esto / ' ( / )  = (3e3' , - 3 e  3í, 3->/2) 

f ' (0) = ( 3 , - 3 ,3 ^ )  => |¡7 ' (0)||=V 36 = 6

II / '(O ) II

Calculando fl(0) -  ^  ^  ^  , de donde
117 ’ (0)x 7 - (0)n

f ' ( t )  = ($e*,-3e~3,,y>l2) => 7 " ( ')  = (9e3,,9e 3, ,o) => 7 "(0 ) = (9,9,0)

/ ’(0) , / " ( 0 ) =
/• j  k 
3 - 3  3^2 
9 9 0

= (-  27^2,27^/2,54) => || 7 '(0 k 7 "(0 ) 11= 54^2

5(0)
-  2 2  2 2 v ’

II / ’(0 V /" (0 ) II
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2.39 Otra forma de Expresar las Ecuaciones de los Pianos: Osctiladorj 
(N ormaí y ' Rec'tific'anteT]

Consideremos una curva alabeada, es decir que no está contenida en un plano, cuyas 

ecuaciones paramétricas son:

C:

x  = x(t)

y = y(‘) . siendo t un parámetro. 

z  = z(t)

donde su ecuación vectorial es: C: a ( t )  = x ( t ) i +y( t ) j  + z(t) k

En cada punto de la curva C se puede definir un triedro trirectangular llamado INTRÍNSECO

o fundamental formado por los vectores unitarios, tangente, normal principal y binormal, 

donde la ecuación de la recta tangente a la curva en el punto (x, , y l , z l ) es:

LT:
x  — x , z  — Z  i

x ' ( t ) y ' ( t )  z ' ( t )

La ecuación de la binormal a la curva C en el punto (x¡ es

x-x\ y-y  i z-z\
B

siendo

A = y \ t ) z " { t ) - z ' { i ) y " ( t )  , B = z ' ( y ) x " ( t ) - x ' ( t ) z " ( t )  , C = x ' ( t )y "  ( t ) - y ’( t )x"( t )

La ecuación de la normal principal a la curva C en el punto (x¡ , y l , z , ) es:

x - x ¡ y-y  i z - z l
N ' y \ t )  z ' ( t ) z '(í) x ' ( t ) X ' ( t )  y ' ( t )

B C C A A B
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El plano rectificante que es determinado por la tangente y la binormal, su ecuación es:

y' (O z'(t) z '(t) x' (l) x' (t) y' ( t)
Pr B c

( x - x l ) +
C A ( y - y x)+ A B

( z - z l ') = G

El plano osculador que es determinado por la normal principal y la tangente, su ecuación 
es:

* - * i  y - y i z ~ z \
x ' (t ) y ' (t )  z'(t)

x " ( t )  y " (  í) z"{ t)

= 0 ósea P0: A ( x - x x) + B ( y - y x) + C ( z - z x) = 0

El plano normal que es determinado por la normal principal u la binormal, su ecuación es: 

PN: x ,í í ) ( x - x 1) + / ( O O '- * 1) + z’( / ) ( z - 21) = 0 

Ejemplo.- Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva.

C:

x  = e cost 

y  = e sen/ 

z = -Jïe

en el punto correspondiente a t = 0 y la ecuación del plano osculador en el mismo punto.

Solución

para t = 0, x = 1, y = 0 , z = V3. Luego P( 1,0, V^)

x - x , y - y ,  z - z .
La ecuación de la recta tangente es: LT: -------- = -------- = -------- , de donde

x'(0) / (O ) z' (0)

x { t ) - e  cosí x'(t) = e eost - e  sen/ x'(0) =

y(t) = e sen/ => ' y' (t)  = e sent + e cosí ' y' (  0) =

z(/) = -Jïe z ' ( l)=- j3er O II
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x — 1 y -O  z - i j l

T' 1 1 V?

La ecuación del plano normal es:

PN: x '(0 )(x -x 1)+ v '(0 )0 /-.y 1) + z '(0 )(z -z1) = 0 

PN: ( x - 1 )  +  ( . f - 0 )  + V 3 ( z - V 3 )  = 0

z - S
L t : x - l  = y = — ;=— 

‘ V3

.-. PN : x  + y  + -J3z == 4

X-Xj y  -  v, z -  z,

j  ecuación del plano osculador es: Prt: Jf’(0 ) ,V’(0) z’(0)

x "(0 ) v"(0 ) z " (0 )

ts \ t 1x (t) = e eost - e  sen/ x"(t )  = - 2e; sen/ x " (0 ) = 0
y' (t)  = e sení + e ' cost => ’ v"( /)=  2e eos => v"(0 ) = 2

11" n tS|- II IIO"n

=  0

^o:

X - ] 

1 
0

y  — 0 Z-V 3 

1 ^

2 VJ

= O /q : ^~3x + ^ 3 y  — 2z + -J~3 — O

2.40....Curvatura.-]

Consideremos una curva C dada por la función vectorial f (/) = J\ (/) i + / 2 (/) j  + f 3 (!) k , 

llamaremos curvatura de flexión o simplemente curvatura a la razón instantánea de cambio de 

dirección de los puntos de la curva C, con respecto a la longitud de arco.

—> —> —» —> .
Si / ( / 0) Y f U  1) son dos puntos de la curva C y 7"(í()) y r ( / j )  son las respectivas

»
tangentes unitarias, entonces la curvatura en el punto / ( / „ )  es dado por k( tQ) .
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l i m M , u m

II T{tx) - T ( t ü ) 

h  ~ 'o
AT->0 \ S  '¡->'o S(t¡) — S(to) >ro S(f¡) S(í0)

h ~ lo

II r a o )  II 

II f ' O o )  II

T (t.)

Observación.- El cambio de dirección es dado por 0 pero para 0 pequeño se tiene# « ||A7f.

2.41 Definición.-j

Consideremos una curva regular CczR  parametrizada por la longitud de arco es decir

3 y: [0 ,¿ ] ....... >R 3 tal que: y ([0,Z,]) = C. Sea T(S) = y '(S ) el vector tangente

—>
unitario a la curva en el punto y ( S ) .

—> —*

A la derivada del vector T(S)  se denomina vector curvatura de la curva y y denotaremos 

por: H(S) = T ’( S ) = y " ( S ) .

—> —> —> —>
Observación.- Como T(S)  es unitario es decir || T(S)  || = 1 entonces el vector T \ S )  = y "(S)  es

—>
perpendicular a T(S ) , por lo tanto el vector curvatura tiene la misma dirección que 

el vector unitario normal principal N(S)  entonces existe un número real K(S) tal que 
—» —> —>
T'(S)  = k ( S ) N ( S ) ,  luego ai número k(S) se denomina curvatura de la curva en el punto y (S)  y es 

dado por k(S) = || k(S)  ||
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j A l  Otra ' forma d eia  '

k = ¡
-> d T  

—  11 = 11 —  dS ' d i
de

Sea 0 la medida del ángulo en sentido contrario a
—> ->

las manecillas del reloj desde i a T entonces 
-> -* ->
r ( 0 )  = cos0 . / + sen0 . 7  y por lo tanto

dT (G)  -> -> dT(O)
- = - s e n 0 . / +cos0 . /  como ---------  es un

dd de

-> dT(G)  
vector unitario y T(6 ).--------- = 0 además:

de

§ * o
¿0
dS

k =i| ¿0
dS

2.43 Teorema»-]

Para una curva plana descrita por la ecuación C: r { t )  = x(í).  i + y ( í ) . j  demostrar que la

, .. , , x \x' { t ) . y' ' ( t )-x"(t ) . y' ( t ) \
curvatura viene dada por la expresión. k(í )  = ----------- ;----------T~Tñ----

(x'0)2+y'(t))
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Demostración

D V(i} r'íf}
Se conoce que k(t) =|| —--II, donde T{t) = —— —

II r'(t)  || ||r '(O II

como r( í )  = x(t). i + y(t).  j  => r ' ( t )  = x \ t ) .  i +y'(t).  j

l k '( í )  II = J x ' ( t )2 +y'( t )2

r'{t) x'(t) 7 , y'(t)

II r ' (011 'Jx’(t)2 +y ' ( t )2 -jx'(t)2 +y ' ( t )2

-2 _ x"{t).y'(t ) 2 -x ' ( t ) . / ' ( t ) .y ' ( t )  x'{t)2.y"(t)-x'(t) jc"(t) .y '(t)

' (x'(t)2 +y '( t )2} * 2 (x'(t)2 + y ( t ) 2)3'2

(ac*(o2 + y ( o 2)3/2

0 i ? ( , ) = _ m ^ ^ (, , (, ) 7 . y ( ,) 7 )
(jc (o  + / ( / )  )

a w = i i a  ? ( o i i _ u '( o .y '( o - ^ " ( o - y ( o i  V*’(o 2 + / ( o 2

r'COII (*’W 2 + y ( 0 2)3/2 ' ^ x ' ( t ) 2 + y  O)2

\x ' ( t ) .y ' \ t ) -x"( t ) .y ' { t ) \
• • ̂ ( 0  — 2 2 3/2

(x ’ ( 0  + / ( 0  )

2.44 Teorema.^

Si una curva plana tiene la ecuación cartesiana C: y = f(x), demostrar que la curvatura 

en el punto (x, f(x)) es:

k(x) = — ~----- h ~
( ! + / ' ( * ) )
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• Demostración

—> —> —>
Expresaremos a la curva plana en forma parametrica r(t )  = t i + f  (t) j  de donde 

x (t) = t, y(t) = f(t) de donde:

JV ( 0  = 1 * "(/) = 0
[y'U) = / '( * )  ^  y"( t )  = f " U )

adcraás _____U 'to lademas * ( , ) -  (jt.( ( ) J + / ( ( ) J ) W  ~

|/"(JC)|
de donde se tiene: k(x) = ----------------------- l- —-

(1+ / ' ( * ) )

Ejemplo.- Hallar la curvatura de la curva dado por: C: x  = e‘ + e ' , y - e '  -  e ’ en t = 0.

Solución

j x  = e r +e~‘ j x ' = e r - e ~ ‘ fx '(0) = 0
[ y ^ e ' - e -1 \ y ' = e l +e~r ly '(0) = 2

|  x " = e r +e~' fx" = 2

1 y " = e ' - e ~ ' y " =  0

|x,(0) .y ,(0) - x ” (0) .y (0)| |o-4) i

(jc'(0)2 + / ( 0 ) 2) 3/2 (0 + 4) 3/2 2

Ejemplo.- Determinar la curvatura k de la curva y = ln x en el punto (e, 1).

Solución

1 1
j  = lnx => / ( * ) = — => y ”( x ) = — —

X X

1 1 
de donde y ’(e) = — => y"(e)  = — -  

e e
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k(e) = \y"(e) I
(1 + y ' (e)2)V2 (1 + — )e

3/2 , ,  2. 3/2(l + e )
k(e) =

(l + e 2) 3/2

jz.45 Definición.-!

Consideremos una curva C : f ( t ) ; el radio de curvatura p(t) en el punto / (í) de la curva C

es el recíproco de la curvatura en ese punto, es decir p(0 = ----- .s i  k(t)*Q .
k(  t)

Llamaremos centro de curvatura de C en f ( t )  al punto C = f ( t )  + p(i) N(t) ,  donde N(t) 

es el vector normal principal.

El centro de curvatura se encuentra en el lado cóncavo de la curva.

Ahora consideremos un punto P de la curva donde k *  0, considérese el círculo tangente a la 

curva C en P que tiene la misma curvatura.

EL círculo cuyo centro es el centro de curvatura y su radio de curvatura se llama círculo de 

curvatura (o círculo osculador o circunferencia osculatriz).
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• 2 3Ejemplo.- Hallar la circunferencia osculatriz de la curva / ( / )  — (t,t ,t ) enelpim to t=  1.

Solución

Calculando la curvatura &(1) =|| T'(  1)

I I / ' (1)11

7 '( 0  = (l,2í,3r2) => 7'(1) = (1,2,3) | |7 ’0)II=VÍ4

ii 7 '( 011= Vi + 4 /2 + 9 t 4 de donde la tangente unitaria

2t ht ‘

II/'(O  II Vl + 412 + 9 /4 Vl + 4/ 2 + 9 í4 Vl + 4 r2 + 9/ 4

4 /+  18/ 2 — 18/ 12/ + 6/
r ( ' ) _ ( " ( l  + 4 /2 + 9 / 4) 3/2 ’ (1 + 4 / 2 + 9/ 4) 3/2 ’ (1 + 4 / 2 + 9 / 4 ) 3/2

r ( i )  = ( - 11 8

7V Í 4 ’ 7V 14  '  7V 14

-* T '(  1) 1N(  1) = — ü _  = (-11-8,9)
i r '( i ) | | V 266
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como la curvatura es k(i) =j|
I I / ' (1)11 7^14

además el radio de curvatura es p ( 1) = 98

*(1) V266
y el centro de la circunferencia

osculatriz es c = 7 ( l)+  p( \ )N( l )  = ( l ,U )+ -^ = = .- ^ = = ( - l  1-8,9)

58 37 82

C( 19’ 19 ’ 19)

Luego la ecuación de la circunferencia osculatriz es:

58 , 37 , 82 2 686
(x + —  ) 2 + (y+ — )2 + (z —  ) 2 = -----

19 19 19 19

La torsión o curvatura de torsión es un número real que indica el levantamiento de una 

curva C en un punto respecto de su plano osculador en dicho punto.

Este valor está determinado por la razón de cambio instantáneo del vector binormal respecto

B' -»
a la longitud de arco, es decir — , como este vector es paralelo a la normal principal N , es

u

B'
decir —■ es igual a N  multiplicado por un número real; al opuesto de este número real se

—>
denomina Torsión de la curva C en / (t) y  denotaremos por t  es decir:

B'
—  = - r N  => B'= - S ' t N
u _________________________________

Observación.- Si la curva C: / (t) es plana, entonces su torsión es nula ( t  = 0), por lo tanto B es 

constante, la ecuación del plano osculador es el mismo en todos los puntos, al 
recíproco de la Torsión se denomina radio de Torsión.
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Observación.

—>
1) Si y :[0 ,¿ ] ------>R3 es una curva parametrizada en términos de la longitud de arco, entonces

se tiene:

2) Si a:[a,b\------ >R3 es una curva parametrizada arbitraria entonces se tiene:

t (í ) =
(a'  (t)xa" (t)). cl"  ' (t)

I a ' ( t ) x a " ( t )  ||

Ejemplo.- Hallar la Torsión de la curva a( t )  = (í2 , / , í 4) e n e lp u n to t= l

Solución

a ( í)  = ( í2, í , í 4) =>

a ' ( f )  =  ( 2 í , l , 4 í  ) 

a  " ( / )  =  ( 2 , 0 , 1 2 í 2 ) 

o ' " ( 0  =  ( 0 , 0 , 2 4 í )

a '(1) = (2,1,4) 

a  " ( 1) = (2 ,0 ,12) 

a' '"(1) = (0,0,24)

a  '( 1)*gí " ( 1) =
i j  k
2 1 4
2 0 121

= (12,-16,-2)entonces || a '( l)* a " ( l) || = ^144 + 256 + 4 =V404

t(l) =
a ,(l)jra "(l) .a '" ( l)  (12,-16,-2).(0,0,24) 48 12

| a ' ( l ) x a " ( l )  ||
404 404 101
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|2.47 Fórmula de Frenet Serret^l

Las fórmulas de Frenet - Serret, son las que describen el movimiento del triedro móvil a lo 

largo de la curva C y son:

a) T'(t) = k(t )S ' ( t )N( t )

b) B'U) = - r S ' ( t ) N ( t )

c) N(t) = - m S '  (i) T' (/) + r  S'  (/) B(t)

Las dos primeras fórmulas se obtiene de las definiciones de curvatura y Torsión.

La tercera fórmula se obtiene de N(l)  = B(t )x T(t) de donde:

N'(t) = B' (0 * ? ( /)  + B(t) x f  (/) = ( - r  S ' ( t )N (0 )* T( t )  + B{t )x(k( t )S '0)N(t ) )

= - r  5' ( t)(N( t) ,  T(t)) + k(t)S' (t)(B(t) * N(t))

= rS 'U){TU)*NU)) -kU)S 'U)  NU) * BU)

N'U) = r S 'U )B ( í ) - k U ) S 'U ) T U )

2.48

Consideremos un punto P e  C: / ( í )  de una curva plana, el vector unitario normal jV (7) en p

d .  -  -  
dS 1 d T  dT  -definiremos mediante. N  = --------- = -------- , de donde —  = k N
,11 k dS dS

• f *

ahora bien T = cos0. i + sen0. j  , de donde
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=  ( - s e n 0 .  z + C O S 0 .7 ' ) —— de lo cual se  s ig u e  que T .N  = 0 ,  por lo  tanto N  
dS dtí dS dS

—►
e s  un  v ecto r  unitario perpendicu lar a T y  que apunta al lado  c ó n ca v o  de la  curva.

Ahora expresaremos la aceleración vectorial a(t)  en términos de T(t) y N(t),  es decir la
—►

descomposición del vector a(t)  en sus componentes Tangencial y normal a la curva
—> —>

C: f ( t ) , puesto que el vector velocidad V (t ) satisface.

-> -> yjC ->
F ( í)H |F ( í ) | |r ( í )  = — . r ( o  

dt

-> ¿ F ( f )  -» ¿S rfr (r ) -» ¿S ¿ r ( í )  ¿5
a (í) = — —  = - y . T(t ) +— .— —  = — 3-. T(t) + — .■—  

di dt dt dt dt dt dt dt

d 2S dS j
de donde se tiene: a(t) = —p r . T ( t )  + (— ) k N(t)

Luego a a (t) expresaremos en la forma:

—> —> —►
a (t) = ar (t) T (?) + (/) N(t)  donde las componentes de la tangente y normal son:
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d 2S dS 2
m o = — t  y M 0 = * (— ) ________ di__________________ t/f

para calcular aN (t) se necesita calcular la curvatura k, sin embargo, esto se puede evitar al 
—> —>

advertir que T(t) y N(í)  son perpendiculares por lo tanto:

| |a ( 0 ll2= ( M 0 ) 2 + ( M ' ) ) 2

ji.49 Ejercicios Desarrollados,-!

1) Una partícula que se mueve por la sola influencia de la gravedad, tiene por aceleración
—> —>
/ " ( / )  = (0 ,0 ,-g )  donde f ( t )  es el vector de posición y t representa el tiempo, si la partícula 

• —>
parte desde el origen cuando t = 0 con velocidad constante V (í) = (2 ,0 ,1) probar que: 

7 (í) = (2 í,0 , í - ^ g í 2)

Solución

—> —►
Se conoce que a (t) = / " ( O  = (0,0,- g ) , además 

y ( 0 - ¡ / 0 ) d t  = J (0,0 ,-g)dt = (c,,c2 -g t  + c3) como

V(0) = (2 ,0 ,1) => F (0) = (ci,c2 >c3) = (2 .0 .1) entonces c ¡ = 2 ,  c2 = 0 , c3 = 1 por lo tanto 

V (/) = (2 ,0 ,-g í  + 1) integrando / ( í )  = ¡ V (t)dt = J (2 ,0,1 -  gt)dt = (2 1 + c, ,c2, t -  g '— + c3) 

como / ( 0 )  = (0,0,0) => / ( 0 )  = (q ,c2 ,c3) = (0,0,0) entonces = c2 = c3 = 0

-> í 2 
/ ( í )  = (2 í,0 , í - g y )
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2) Un móvil se mueve con velocidad constante, V > 0 siguiendo en trayectoria circular de radio
' I fl --- OüílOi) Jb \ V —C!3201fJ3— < Ts r .s r .rssBr.--y-- •

r, un cohete lo persigue con velocidad también constante V partiendo del centro de la 

circunferencia y manteniéndose siempre en la recta que une el centro y el blanco. ¿Cuándo 

da en el blanco el cohete?

Solución

V cohete = V = móvil = constante

radio = constante y V = constante entonces su vector de
—>

posición será: R = 7?(cos0,sen0) y su velocidad será

d6
V = R'(t)  = /? (-sen 0 ,co s0 )——

dt

|¡ V ||= V = R^J sen2 0 + cos2 0 —  = R —  entonces
dt dt

V = R ------  ... (1) , para el cohete su vector de posición será
dt

-* d r dr dO
r = r(cos0,sen0) => V = —— = (cos0,sen0) —  + r( -se n 0 ,c o s0 )—--

dt dt dt

\ V ||= J Ä 2 + r 2(— ) 2 = V = constante 
v  dt dt

r,2 2 2 ,2V = (— ) +r  (— )
dt dt

... (2)

de v
pero de la ecuación ( 1) se tiene---- -- — que reemplazando en (2) tenemos

dt r

.2 /dr 2 2 y l  , .  _____ , dr 2 V2 en2V = (— ) +r  —7 , despejando tenemos (— ) = —^-(R - r  )
dt R dt R dt R

2 . dr V j—j 2 
- r  ) => —  = — y R  - r

R dr . .
-----. -....—  = dt, integrando ambos miembros.
V y R  - r
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R (R dr Ct R r /R R R n
— I —= = = =  = I dt => —arcsen— /  =t  de donde —arcsenl = í => t = ------
V o 2 _ r 2 J0 y  r  / 0 ^  2V

'j uD¿ o3£u.Jd la x <nin:» b  anu sJaai si no •rrcjmsii. >eob .iinslnfin: ^ *, >(.-/i9Íni/aTt3 
donde R y V son datos y ti constante.

3) Dada la curva engendrada por la función vectorial de variable real

/ ( í )  = ( - l  + sen2í.eos3í, 2 + sen2 í.sen3 í,-3  + cos2í) ¿Está sobre la esfera de radio 1 y 

centro (-1,2 ,-3)?
Solución

—>
Las ecuaciones parametricas de la función vectorial / (t) son: 

x = -1 + sen 2t. eos 3t , y = 2 + sen 2t. sen 3t , z = -3 + eos 2t

—>
La curva C: /(< ) está sobre la superficie esférica de radio 1 y centro (-1,2,-3) si al eliminar

el parámetro t de las ecuaciones paramétricas se obtiene la ecuación de la esfera de radio 1 y

centro (-1,2,-3).

x  = -1 + senl t .eos3/ (x + 1) 2 = sen22t.eos2 3t
■ y  = 2 + senlt¿en3t = > ( y -2) 2 -  sen2I t s en 231 
z  = - 3 + eos21 (z + 3) 2 - eos2 21_______

(x + l ) 2 + ( y - 2 ) 2 +(z + 3) 2 = se/i22f(cos2 3t + sen23í) + eos2 2t)

= sen2 2 1 + eos2 2t = 1

(x + 1)2 + ( j> -2 ) 2 + (z+ 3 ) 2 = 1

4) Sean C, y C2 las curvas descritas por:

-> f' 2 í r .
Q : / ( / )  = (J^senxíít, cosí, —  -1 ) , í e [ 0 , 7rj

C2: g(0)  = (eB, \ - e 26, 2 - 2 e e ) , 0 e R

Hallar, si existe, la intersección de Cx y C2; en caso de que exista, hallar el ángulo de 

intersección.
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Solución

21
A la curva C, se expresa f ( t ) = (1 -co sí, cosí, ------1)

Tí

Si 3 /?e  C ,n C 2 = >  p e C x\ f ( t )  a  p e C 2: g ( d )

2/ q 2Q Q
entonces /?(1-cosí, c o s í ,— -1 ) = p(e ,1 -e  , 2 - 2e ) para algún t, 0 e  R.

n

1-c o s í  = e 

cosí = l - e 20

21
—  l = 2 - 2 e  
n

e

e = 1-c o s í  - . ( l )

eie = 1 —cosí •••(2)

igualando (1) y (2 ) se tiene e 2B = ee

■(3)

0 =  0

o 3 í n
como e = — — => para0 = O => í = —

2 n 2

Luego / ( y )  = (1,0,0) = g(0) => 3 p e  C, n C 2

cosd = « '(0 ) / '< § )

^ '(0 ) = (ee , - 2ee , - 2e0 )

(0 ) = (1 - 2 , - 2)

7T 2
/ '  ( ^ )  = {sent,-sent, —) 

2 7T

ahora calcularemos el ángulo de intersección. eos 6 =
-Vi + 4 + 4

1 +  1 +  -  
n

5) Hallar la representación paramétrica de la curva descrita por un punto P de una circunferencia 

de radio a (a > 0 ) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta.

Solución
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Supongamos que la curva es descrita por el punto P(x,y) y además supongamos que el punto 

P comienza a rodar a partir del origen de coordenadas y la recta sobre el cual rueda la 

circunferencia es el eje X.

Sea OM = are. MP = ad  •••(!)

En el A CQP, tenemos PQ = a sen 9 y CQ = a eos 9 

para ON = OM = NM = a9 -  PQ = ad -  a sen 9 

entonces x = a 0  - a sen 0

y  = NP = MQ= M C -  CQ= a - a  eos 9 entonces y = a - a c o s 0  

Luego las ecuaciones parametricas de la curva son 

x = a (0 -s e n 9 )  , y = a ( l - c o s 0) , 9^271

es decir: / ( # )  = o ( 9 - s e n 9 ,  l - c o s 0 )

6) Hallar la representación vectorial de la curva C definida, como la intersección de las 

superficies z = J 4 - x 2 - y 2 , x 2 + y 2 - 2 y  = 0 , dirigido de manera que z decrece cuando x 

es positiva. Luego graficar la curva C y determinar una expresión para la longitud del arco.

Solución
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• 2 2 2 2a) De la ecuación x + y  - 2 y  = 0 se tiene x  +y  = 2 y  que reemplazando en

z = V4 - x 2 - y 2 resulta z = ^ 4 - 2 y  ahora si y = t se tiene las ecuaciones parametricas 

de la curva, x  = ± ^ 2 t - t 2 , y = t, z = j 4 - 2 t

/. f ( t )  = (±<j2t- t2 , t , j 4 ^ 2 t ) .

b) De la ecuación z = ^ 4 - x 2 - y 2 tendremos que x 2 + y 2 + z 2 = 4  que es la ecuación de 

la esfera de centro (0 ,0 ,0) y radio r = 2 .

La ecuación x 2 + y 2 =2y  y se expresa x 2 + ( y - 1) 2 =1 , (z = 0, x 2 + ( y - 1) 2 =1 

circunferencia en el Plano XY) que viene a ser un cilindro de centro (0,1,0) y radio 1 en 

R 3 y generatriz al eje Z, es decir:

c) Como / (f) = (± ^2 t - t 2 , t, > /4 -2 1), calculamos su dominio es decir: 

2 t - t 2 >0  a  4 - 2 r  £  0 = >  t e  [0,2]

1- f  1 
r { t )  = (-1L L = X - - r = )

Í 2 ~ t 2 ^ 4 -2 t

I 9t + 2 f2 I 9t + 2 ,

11/(011



7) Una particular parte del punto (2,—, V ? In2) en el instante t = 0 y se desplaza sobre la curva

de ecuación C: f ( x )  = (ex ,e~x , -J lx) ,de  tal manera que en cada instante t, la distancia 

recorrida sobre la curva es 2t. Hallar una función vectorial en términos de t que describa el 

movimiento.

Solución

Expresaremos x en términos de t, mediante la condición

r x  -»  -»  1
2 /=  \ \ f ' {x) \ \dx  de donde f ( x 0) = (2 , — , ln 2) entonces

Jln2 2

(ex° ,e ~x° ,-j2x0) = (2 ,— ,-Jl ln2) => ex° =2  => x0 = ln 2

f ( x )  = (ex ,e~x ,y/2x0) => f ' ( x )  = ( e * - e ~ x , J 2 )=> | |7 ’(*)||= J e 2x+2+e-2* =ex +e~x

21 = \  (ex +e~x)dx = (ex - e ~ x) /  =2senhx /
Jln2 /  ln 2 /  li

2 t = 2 senh x - 2 senh (ln 2 ) => senh x = t + senh (ln 2 )

3 eln2- e - ,B2 2 ~ \  3
jc = arcsenh(t + senh ln 2 ) = arcsenh(t + —) donde senh(ln2 ) = ------ -----------= —-— = —

> * * 3 arcsenA(/+4) -arcsen h(r+—) ¡— 3
g ( 0  = /"(/) = /(arcsen(í + — )) = (e 4 , e  4 , V2 arcsen h(t+—))

4 4

8) Una función vectorial /  satisface a la ecuación t f ' ( t )  = f ( t )  + t A ,  V t > 0, donde /f es

un vector fijo, calcular / " ( l )  y / ( 3 )  en función de A si f ( \ )  = 2 A

Solución
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r
ln2

Derivando a la ecuación t f ' ( t )  = f ( t )  + t A se tiene:
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f ' ( t )  + t f " ( t )  = f ' ( t )  + A => f ”(t) = — => = A integrando / " ( / )  = — setiene.
t t

-dt + c => f ' ( t )  = A\nt  + c

/ ' ( l )  = c y para calcular el vector constante c se sabe que

—> —>
f ( t )  + t A  ->

t f ' { t )  = f { t )  + t A  => f ' ( t )  = - —  ------- y como / ( l )  = 2 A => f ' ( l )  = / ( l )  + ¿
t

 ̂  ̂ —> —> —> —> —> —> —>
entonces c = 3 4̂ por lo tanto f ' ( t )  = Alnt + 3 A,  integrando f ( t )  = ( t l n t - t ) A + 3 A t  + k

—> —> —> —► -> —> —► —> —>
como / ( l )  = 2v4 => f ( l )  = 2 A + k  => 2 .4 = 2  ̂ 4+ & => ¿ = 0 por lo tanto

/ ( ? )  = ( í l n / - 0 ^ + 3 ^ /  de donde /(3 )  = (31n3 + 6)^(

9) Si / ( / )  = - -(eos/, sen t) , d > 0 , describe una parábola, hallar el ángulo que forma los
1-cosZ

—> —> —► —̂
vectores f ' ( t x) y f ’(t2),  donde f ( t x) es el vértice y f ( t 2) el extremo del lado recto.

Solución

-* dcost  dsent
/ ( 0  = C--------------------- )

l-co s¿  1-c o s /

-> d sen t - d
/ ' «  = ( - - ---------T  -------- -)

(1-c o s í)  1-c o s í 

Evaluando la ecuación (1)

... (2)
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Lado recta = LR = d( A\ , A- )̂ ,  donde A¡ (0,d ) , A2 (0 -d )

f ( h )  = (
d cost 2 d  senr 2 n

1 —cosf2 1 —cosí2
■) = (0 ,¿ )  => r e 

como el vértice es V = (——,0), entonces

-» ¿cosí, dsení, d
/ ( ' , )  = (---------L - ---------L ) = (— ,0) => *, = *1-co s/j \ - c o s í l 2

-> d senr - d  -> n d -> d
como / '(* )  = (-------------- T ’ --------- > => / ' ( - )  = (—  ~d)  y f ' ( n )  = (0 ,— )

(1-c o s í)  1-c o sf 2 2 2

además eos 0 =

II7 '  IIII ? ( n )  ||
¿ 4

2-J5

eos 0 = => 0 = arccos(2^ )

10) • 2 2Dada la elipse 18x + 5 0 j =1800, alrededor de esta curva se forma un sólido de manera 

que todas las secciones perpendiculares al eje de las X son elipses cuyos focos están sobre la 

elipse dada, los ejes mayor y menor de cada sección son proporcionales a los de la elipse 

dada. Hallar el volumen del sólido.

Solución

La elipse 18x2 +50y 2 = 1800 se expresa en la forma

a =100x 2 y 2
—rr+ —r  = l, entonces , , 
a b [b = 36

a  = 10 

6 =  6 ’

x'2 y 2
La elipse transversal tiene por ecuación ~ a + ~ ^ T = 1 >

como los ejes son proporcionales se tiene 

a b 10 6 5
a ' ~ b '  ^  a ' ~  b' ^  a ' ~ 3 b'-
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Según la figura O'/, = c = y  = — VlOO -  x 2 ... (1)

y según la propiedad de la elipse:
i

c'2 +b'2 = a ' 2 =>c'2 = a '2 - b ' 2 como a'2 = —b' setiene
3

2 25b'2 2 1 6  2 2 2
c' = --------- b ' 1 = — b'2 =>b'2 =9c '2 ...(2)

9 9

2 9 9 2
reemplazando (2) en ( 1) se tiene: ----------- (100- x )

16 25

el área transversal es: A(x) = n a'b'

5 , 21k  ,
A{x) = n - b '  = —̂ —(100 —ac ), luego

fx2 n® 27 2 i
F = J A(x)dx = 2\  — tt(100-;c )dx F  = 450n u

* ¡  o 80

->
11) Sea la curva C descrita por / ,  que reparametrizada tiene por ecuación

s d 2 h(s) 2 ~* dt 2 i ,  d 2t~* k.
h(s) = (— ------+1) /(0 )  y se sabe que ------ j = ^ / (0 ) (— ) e + k — j f i 9 ) e - Hallar

l l / ( 0)|| ds ds ds

la ecuación vectorial de la curva C en términos de t.

Solución

—> —>
por determinar C: H(t )  = H([j/(s)) = h (s)

como h(s) = (— ±—  + 1) 7 (0) => A11 (s) = (—- L _  + 0) 7 (0)
11/ ( 0)11 | | / ( 0 )||
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d 2 /¡(í) 2 -> di 2 t, -»
además ------—  = * / ( ° X — ) e + * “ T / ( 0)e ... (2)

í/í  ¿v </s

de (1) y (2) se tiene:

? dt 2 i, d 2t -* l, dt i d 2t
k / ( 0 )(— ) e + k — - f  (0)e = 0 , simplificando £(—-) + — 7  = 0 , resolviendo esta

<¿y di ¿ i

dt dp d 2t
ecuación sea p = — => —— —=- reemplazando se tiene:

y  ds ds ds2

i 2 + —  = 0 =>kds + = 0 , integrando A s- — = c=$ks - c  = — .
ds p 2 p  p

1 dt 1 ds 1
p = ~------  => —  = ------- => d t = - ------  integrando t = — ln (fo -c ) + c, entonces

k s - c  ds k s - c  k s - c  k

( t - c x) k - \ n ( k s - c )  => k s - c  = e('“C|)* = A e k' => Aei' = k s - c  de donde

• = v'(í) .... (3) , reemplazando (3) en la función
c + A e 1“

h (S) = ( _ £ _ + ! )  / ( 0 ) => / /( í)  = / / ( V(í)) = M5) 

11/ ( 0)11

c + A e 1'

h (s) = X(-c-+-^ fa) = J/(r) = (— ^ ------+ 1) / ( 0)
11/(0)11

.■■H(t) = (— * —  + l ) f (0)

k II / (0 )  II

12) Una partícula se mueve en el plano XY, según la ecuación x = e 2‘ cos3f , y  = e 2‘ sen3r, 

encontrar la longitud de la trayectoria desde el punto t = 0 a t  = n.

Solución
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Sea C: f ( t )  = (e 2' cos3í, e 2‘ sen3f). derivando se tiene

1 3 )

f ' ( t )  = e ' (2cos3f + 3sen3r, 3cos3z-2sen3f)

I! / ' ( 0 11= 4, {(2cos3f + 3sen3r) 2 + (3 cos3 /-2sen3f) 2] = J Ü e 2'

Luego L = f l l  f U m  = f V ñ  e -2,dt = / “
Jo  Jo  2  ‘ o

¿  = — ( 1-<T2*)2
Calcular la longitud de la curva cuyas coordenadas cilindricas son r = l ,  0 = t, z = t, 0

< t < 2n.

Solución

Las ecuaciones de la curva en coordenadas cilindricas son:

x  = rc o s0 x = cos t

y  = r sen 0 => i y  = sen t

z  = z z = t

14)

Luego C: f  (() = (cosí,sen?, t) , te[0 ,2n], calculando su derivada 

f ' ( t )  = ( - sen r, eos f ,1) de donde || f ' ( t )  \\=^¡2 entonces

L =  j ^ H f ' ( t ) | |  dt  =  4 l^ d t =  2 ^ 2 7 1  L = l j l n

-> f ,  (,
Hallar la longitud de arco de la curva descrita por: C: / ( t ) =  (J ^ x c o sx í/x , J^xsenxdx, t )

Solución

fío ->
Por determinar Z, = I || f ' ( t )  || d t , de donde 

Jo

/ ’{í) = (ícos/,ísen /,l) => II7 ‘(í)ll= V i2 +1 +1 di
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freos« f/sen« r
15) Encontrar la longitud de la curva definida por: C: a ( í )  = (J ------du, J -------du, 4-Jt)

0 u 0 u
—> —>

entre t = 1 y í = í¡, sabiendo que a  (í¡) es el punto donde a '(í¡) es paralelo al plano YZ;

1 < í, < 2
Solución

-» Ct eos u Ci sen u r  
como a ( í )  = ( I ------ du, I -------du, 4 v t ) ,  derivando se tiene:*n •'n .

-* cosí sení 2 -* cosí, sent, 2
a ' ( 0  = (------. ------ ,~j=) => <*’(*,) = (------ L, ------1 , - ¡ = )

i t -jí t¡ t¡ 7 ?,

como a.'(íx)//P lan o  YZ => a ' ( í x) l i  =(1,0.0) entonces

-» -» cosí, sení, 2
« '( i ,) .  / = 0  => (------L,------L, - = ) . ( l , 0 ,0) = 0

h h  V?i

cosí, n
--------- 0 => cosí, = 0 => í, = —

' 1 2

.cosí sení 2 .  'v l - 4 í 2ademas a ( í )  = (------ ,------ , -=)  => || ot’(í) || = ------------
t l - f t  ‘

[k/2 f»r/2 Vl + 4 í2 ,--------  r  (V2ff + l- l ) (V 5  + l)
1 = 1  | a ’(í)|<fr = J ----------- ¿í = V 2 ^ + I-V 5  + ln(—---------- ; - — -------)

1 1  í 2V2 «

16) Una curva está definida por las ecuaciones parametricas x  = -Ja2 - t 2 ,

a + t V?
y = aln( ......) - í ,  longitud de esta curva desde t = 0  hasta í = — a es, a ln c  calcular

Va - í  

el valor de c.

Solución
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x ~ - J a 2 - t

•Ja1 - t

dx _ - t

* ~ - J a 2 - t 2

dy t 2
dt a 2 - t 2

2 (a2 - í 2)2 " 'o a z - f

-y in  (a2 - t 2) / 2 = a ln c , donde

f l r ,  A '  , 2 7 ■ 1— -Fin-Ina l = a ln c  => —ln4 = lnc => c = 2
2 4 J 2

17) Consideremos dos curvas, definidas por: C¡ : / ( 0  = (t,e‘ ) , 0 < t < 1,

—>

C2: g (í)  = (í+  l n í , í - l n í ) , 1 < t < e  donde Ll y i 2 son sus longitudes, respectivamente,

¿7
Calcular el valor de ——.

L,

Solución

La longitud de una curva está dado por: L = f || f ' ( t )  || d t , calcularemos lar longitud Z,
J a

—>
que corresponde a la curva C{. f ( t )  = (t ,er),  0 < t < 1

f ( t )  = ( U ' )  => ||/ '(O II = Vl + e 2r 

¿i = jjl7'(0 II dt -  j^-Jl + e 2' dt ... (1)

ahora calcularemos la longitud L2 que corresponde a la curva C2: g(t ) = (t + l n t , t - l n t ) ,

1 < t < e
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g ’(0 = (l + - 4 - y )  => II g '( 0 11=^2■•Vi+ r

L2 = £  II g' (t) II dt = V2 1 * ~ ^ d t  sea t = e => dt = eudu 

para t = 1, e“ = 1 => u = 0 , t = e, u = 1.

= ^ 2 ¡ e^ ^ — dt = yÍ2¡i ^ l + e , e d u =  V2 /  V l+ e2" du = - J l \  ^ \ + e 2,dt 
2 J\ t o g o Jo

¿  V2 J -Ji + e2' dt
Luego 'O

^ ‘  f V Ü e2' dt
= V2 ■ = V2

18) Hallar la longitud del arco desde t = 0 a t = -Jl n  de la hélice cónica de ecuación

p = t, 0  = t, <¡¡> = —
4

Solución

Sea C: p = t, 0 = t, (p = — la hélice cónica que expresado en coordenadas esféricas se
4

tiene:

C:

x =  pcosOseiup 

y=psenO sen (p  => C: ' 

z =  p co s y

V2
X = ---- /cosí

2

V2
y = ---- ísení

2

_ V ^

2
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L = f * ! !  / '(O  II di = = ^ [ i - V ^  + ln | í + 1]
Jo Jo 2 2 2 / o

= ̂ y -[W l + n 2 +ln(n + V l+Jt2 )] = 8.6406

19) Hallar la longitud de arco de la línea r (t) = (e eos/, e' sen/, e )  desde el punto (1,0,1) 

hasta el punto correspondiente al parámetro t.

Solución

Por calcular j* || r ' (t) || d t , donde 

—►
r (a) = (ea eos a, ea sena, ea) = (1,0 ,1) => a = 0

—> —>
r( t )  = {e cosí, e sen/, el )=> r '( t ) = (el eost - e  sen/, e sen t + e'  eos/, e' )

=> l|r '( /) ||= V 3 e '

L=  [ j  "r \t ) \ \dt= ¡, j s e ' d t  = j 3 ( e ' - l )
Jo Jo

—̂  t t  t
20) Consideremos la curva definida por la ecuación C¡: f ( t )  = (e eos/ ,e sen/,e );

7
C2: g ( t )  =  ( /  + 1, /  ,  /  + 1) 1 á  t <  2 t i ,  en cuanto debe de incrementarse t para que la longitud 

de arco de se incrementa en -J i (e — 1) desde el instante en que C2 intercepta a C¡.

Solución

Calcularemos el punto de intersección de las curvas

/ j e C , :  7 ( 0  A  C2: g(t ) => f ( t ¡ )  = g ( t 2) es decir:

(e'1 eost¡,e'¡ sen /j,e f|) = (t2 + 1, t2 , t2 + 1), de donde:
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eh cos/j = / 2 + l . . . ( 1)

■ e '1 sen/j = / 2 —(2 )

/ *  = / 2 + 1 ...(3)

de (1) y (3) se tiene e ' c o s t l = e '  => cos/j = 1 =?> tl =0.

Luego para tx = 0, i2 = 0 que satisface la ecuación (2).

Luego el punto de intersección es P( 1,0,1), de la condición del problema se tiene

í W f ' ( t ) \ \ d t= j3 ( e - 1 )  de donde / ' ( / )  = (er c o s t - e  sen/ ,e sen/ + e ' eos/, e )
Jo

=> Wf'(.t)\\=j3e'  por lo tanto e dt = j 3 ( e - l )  => e /'Q = e - l  

e' - l  = e - l  => í = 1,  por lo tanto el incremento de t es en t = 1.

-> / /
21) Consideremos la curva descrita por: / ( / )  = (/, a cosh—, a senh—), demuestre que la

a a

distancia a largo de la curva desde (0,a,0) hasta P0 en la curva, es proporcional a la 

distancia de P0 en el plano XY.

Solución

J ’>i t í
\ \ f ' ( t ) \ \d t  de donde / ' ( / )  = (1, senh—, cosh—) 

ri a a

-> /, /, 
como / ' ( / , )  = (0 ,a,0) => (/,acosh— , «senh—) = (0 ,a ,0) => / , = 0

a a

Luego f 2 J l  + senh2 — + cosh2 —di = í 2.12(1 + senh2 —)dt 
Jo V a a Jo V a

= -J2. f 2 cosh —di = *J2 a senh — / 2 = -J2asenh —
Jo a a • o a
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Sea P0 e C: / ( í )  => / p ^ .a c o s h — , a senh— ) por lo tanto que L = kd( p0, P ) , k factor
a a

de proporcionalidad.

Z,=V 2asenh2 — = ^¡2d(p0,P)  donde & =V ? por lo tanto L es proporcional a d ( p 0, P ) .  
a

22) Hallar la longitud de la curva definida por C: / ( / )  = (/, 1 + / ), desde el punto en q u e / ( f )  y

/ '( O  son paralelos y de sentido contrario hasta el punto en el que los mismos vectores son 

ortogonales.

Solución

-> . ~t 
Para determinar L=  I || / '( / )  |¡ d t , donde t x se encuentra con la condición que / ( / , )  y

J'i

f ' ( t x) sean paralelos y de sentido contrario, es decir:

/ ( í , ) / / / ' « ! )  => 3 X e R / f ( t )  = X f \ t l )

2 k - A
de donde (tv  l+ /j  ) = A(l, 2íj) => ] 2 => ^  = 1 ó ^  = -1

[ 1+ íj = 2A t1

—y —y
para í, = 1 se tiene / ( 1) = ( 1,2 ) y / '  (1) = (1,2 ) como tiene el mismo sentido no se 

considera tx = 1 pero para í, = - 1  / ( - l )  = ( - 1,2 ) , / ' ( —1) = (1, - 2 ) tiene sentido opuestos, 

por lo tanto /, = - 1  si se considera, ahora calcularemos t2 con la condición que f ( t 2) y 

—> —> —> —> —>
f ' { t 2)sean ortogonales es decir: f ( t 2) ± . f ' ( t 2) f ( t 2) - f ' ( t 2) = 0, de donde

(í2, l + í 2)•(!, 2t2) = 0 => 2í23 +3í2 = 0

de donde f2 = 0 como / ( / )  = (/, l + <2) => f ' ( t )  = (l,2f) II / ' ( 0 11 = Vl + 4/ 2



208 Eduardo Espinoza Ramos

L = J° II/ ' (OIIdi = J°V l + 4 í2 í/í = j  t-Jl + 4/2 + ln(2t+ Vl + 4 í2 ) / °^

= 0 -  -  [-V5 + ln( - 2  + V5)] = -  [ V5 -  ln( V5 -  2 )]

23) Sea C la curva en el primer ociante que resulta de interceptar la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4a 2, 

a > 0 con el cilindro x 2 + ( y - a ) 2 = a 2, verificar que la longitud de la curva C está dado

por la siguiente i
C2u 18a 2 - t 2 

integral I - I  J — -—  
" V 4a - /

-dt

Solución

Sea C:
2 , 2 , 2 A 2x + y  +z  = 4  a

2 , / \ 2 2 x + ( y - a ) = a
, la curva de intersección.

Parametrizando la curva C se tiene:

x 2 + y 2 +z2 = 4 a ' y z + z¿ - ( y - a ) 2 =3a

x 2 + ( y - a ) 2 = a 2 z 2 +2ay = 4a2
de donde

A 2 24a - z
y  = - 2 a

para z = t , se tiene: y  = •
A 2 24a - z

• = 2 a ——  => 
2a 2a

y(t) = 2 a -
2a

2 a 2 2 2como x  = 4a - y  - z

x 2 = 4a2 - ( 2 a - — ) - t 2 
2a

■\¡4a212 - t A yl4a2t2 - t A
x ------------------ => x ( í )~ -

2a 2a

Luego C: / ( / )  = (
■\/4a 212 - i  

2 a
2a ------ , t)

2a
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- - , 1) de donde || f ' { t )  ||=

% 8a - t 2 

“ 14a 2 - t 2
■dt

24) Hallar una íunción vectorial de variable real que tenga como rango la curva trazada por un 

punto P, que está sobre una circunferencia de radio 1, cuando ésta rueda sobre el lado 

interior del círculo de radio 4. ¿Cuál es la longitud total de ésta curva?.

Solución

Yt ■>La ecuación cartesiana es: x 2/3 + >'2/3 = a 2/3 de donde

X

x 2/3 +>,2/3 = 4 2/3 ; por lo tanto se tiene:

x = 4cos3 0 ,  y  = 4sen3 0

x 2/3 + y 23 = 4 2/3(sen2 0 + cos2 0)

f ( 6 )  = (4cos3 0 , 4 sen 3 0 ) ,  0 e[0,27i]

/ ' ( 0) = ( - 1 2 cos2 0 sen0,1 2sen2 0 cos0) => | | / ' ( 0 ) | |= 12 sen0 cos0

L = 4 sen0 cos0 dO =24 sen2 0
o

= 24, L = 2 4 u

25) Sea C una curva descrita por la función vectorial

a (0  = ( í  2 eos(Ku2)du, \  2sen(nu2)du, 2-JÍt ) , t > 0. Hallar la curvatura k de C en
Jo Jo

términos del parámetro longitud de arco S el cual se mida a partir del punto (0,0,0).

Solución
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Como a( t )  = (J^ 2cos;r u 2du, 2sen;r u 2du, !■V J/), derivando

a '( 0  = (2 cos7i /2 ,2 sennt2,2-Jl) => ||ot’(r)||= 4 

parametrizando en función de longitud de arco.

5 = I ( í)=  f | |a ' ( 0 l l *  = 4f 
Jo

S = L(V(S)) = 4 V(S) =* y,(s) = ~
4

-> fj/4 2 fí/4 2 2>/3 í
a (i//(í)) = (J^ 2 cos n  u du, 2 se n ^ u  d u , --------) = y(s)

-» 1 7T í 2 1 7t S 2 y¡ 3
y '( j )  = (—eos------ , —sen------- , -----)

2 16 2 16 2
2 2 2  2-» ;rs  n s n  s n s

y " (s )  = ( - ------sen------ , ------ eos------ , 0) como
16 16 16 16

2 2
1 í \  _ii 1 1 / \ ti l s nS \ 2  /  2 n s  2 n s  \  ns¿(s) =H y (s) (— ) (sen — + cos — ) =  —16 16 16 16

n s
por lo tanto k(s) =---- .

16

26) Sea C la curva descrita por la función vectorial C: / ( / )  = {e eos/, e sen/, e ) ,  t > 0, 

Describa la curva C en términos de la longitud del arco s.

Solución
—>

Por determinar g(s) = f ( y { s ) )  donde t = y(s)

—► —y
como f ( t )  = e (eos/,sen/, 1) => / ' ( / )  = e '(c o s /-s e n /, sen/ + cos/, 1)

|| / ' ( / )  ||= -Je2' [(eos/ - s e n / ) 2 +(sen/ + cos / ) 2 + 1)] = -Jíe'
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5 = j[II / ’(O \\dt = £ ^ e '  di = J3(e '  - 1)

como V3(e; - 1) = s => e = 1h— -= => t = ln(l + —p )  = i/(s)
v3 V 3

-»  - *  ln(l+4r) í  10(1+4:) J  11K1+-4:)
g ( í)  = /(V '(í)) = (e V3 c o s ln ( l+ -^ ) ,e  V3 se n ln ( l+ -^ ) ,e  V3 )

-  . ,V3 + s s+ + s 5 +  V 5. ,6 « .
*<») -  _ )

—y —►
27) Si C es una curva definida en el espacio tridimensional y si B \ t )  existe, demostrar que B ’(t)

—y ■
es paralelo al vector normal N ( t ).

Solución

La derivada de un vector de módulo constante es perpendicular a dicho vector.

El producto vectorial de dos vectores paralelos es un vector nulo.

—> —> —>
Luego tenemos B = Tx N  derivando con respecto a t

—y

B ' = T ' x N + T x N '  como N  =
I 7” II

T'xN = T'x ^  = 0 entonces B '= T 'x N '  => como W-LN entonces 2?'±Ar
ii n i

“» 228) Sea a  la trayectoria a ( í)  = (2t,t ,ln í) definido para t > 0, encontrar la longitud de arco de
—y
a  entre los puntos A (2,1,0) y B (4,4,ln 2)

Solución

2
Sea C: a ( t )  = {2t,t ,ln /) una curva definida para t > 0 debemos de calcular

L = || a'(t) || d t , entonces calcularemos los valores de a y b.
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a (a) = (2a,a2 ,lna) = (2 ,1,0) fa = 1

a (b) = (2b,b2 ,ln¿) = (4,4,ln2)
, además 

¿> = 2
I ■

a'(t)=(2,2t,~) => | | a ' ( 0 H = J 4  + 4 í2 + 4 = 2 / + -  
t \  t -  t

L=  f  || a '(O  || dt = I"2 (2t + -)dt  = 3 + ln 2
l a  J l  t

29) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y la ecuación del plano normal de la curva
2 2* = 2 í + l , y = t - l , z  = 3f , en el punto en que corta al plano XZ.

Solución

La ecuación de la recta tangente es:

—> .
L = { P 0 +1 f ' (t0) / 1 £ R } , donde P0 e L a  P xz

—y 2 2 —*
La curva en forma vectorial es f ( t )  = (2t + l , / - l , 3 í  ) y f ' ( t )  = (4f,l, 6 /) como

—y —>
Po(x,0,z) en / (t) entonces t = l .  Luego P0(3,0,3) y el vector tangente es / ' ( l )  = (4,1,6).

.'. L = {(3,0,3) +1 (4,1,6) 11 e R}

—>
La ecuación del plano normal es: PN: f ' ( l ) . ( x - 3 , y , z - 3 )  = 0 

PN: 4x + y  + 6z = 30

30) Sea C la curva de ecuación vectorial C: f ( t )  = (t , ln(sect), ln(sect + tgf)).  Hallar la 

ecuación del plano osculador en el punto en el que la curva C corta al plano XZ.

Solución

Sea Pxz : plano coordenado XZ.

—> —>
p  g  C: f ( t )  a  Pxz => p  g  C: f ( t )  a  p  g Pjcz
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Sea p  e C: / ( / )  => p(t,  lnsecí,ln(sec< + tgí)) para algún t real, 

y si p e Pxz => ln sec t = O => sec t = 1 => t = O, ± 2n, ± 4n,...,

Luego para t = 0, P(0,0,0).
{ ^ - j - ,= • > '  - i  =  - =  i i ) 1  

Como P0: B(0) . ( ( x ,y ,z ) - (0,0,0)) = 0 entonces calculamos el vector binormal B (0).

f ( t )  = ( t , InsecZ, ln(secí+ tg /)), derivando

( Í T » * ( i ) ’®

—y —y
f ' ( t )  = (l,tgt,sect) / ’(0) = (1,0 ,1)
7 " ( 0  = (0 ,sec2 t,sec t.tgt) 7 " (0) = ( 0,1,0)

/■(0 ) * /" (0) =
‘ j  k
1 0 1
0 1 0

= (-1,0,1) => ll7 '(0)x7"(0)||= V 2

Además ; (0 ).  / ' ( 0) . / " ( 0) , 4 ,0, 1 ,  

| | / '( 0 > / ' '( 0 ) l l  '• V2

Luego P#: S (0 ) .(x -0 ,> '-0 ,z -0 )  = 0

1
V2 ‘

p o : l ^  ( - l , 0 , l ) ( x ,7 ,z )  =  0

P0: x - z  = 0

31) Dada la curvaC: a ( / )  = ( í2 +1, 8/, r - 3 ) .hallar el vector tangente unitario en t= l, escriba
—>

la ecuación del plano normal, plano osculador y plano rectificante en a  (1).

Solución
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Como a (t) = ( í2 +1, 8?, t 2 -  3) => a ' ( t) = (2t,%, 2t)

« '( ! )  =  (2 ,8 ,2 ) => || a '( 1 ) | |  =  6^/2

m  = = -4 = (2 ,8,2 ) = ( - i = , - 5 = ,  - i = )
H ^ (1)|1 f r j l  3^2 3^Í2 3^2

a ’(t) = (2t, 8 ,2 /) => o"(/) = (2 ,0 ,2 ) => a " ( l )  = (2 ,0 ,2 )

a '(l)jta "(l) =
i j  k
2 8 2
2 0 2

= (16,0,-16) => ||a*(l>a"(l)||=16V2

fl(l) = .  —  (1,0 - 1)
l |a '( l)x a " ( l) || 2

AT(l) = 5 ( l) ,r ( l )  =

—> —> —>
i j k

V2 0 -72
2

\J
2

V2 4V 2
6 6 6

2 1 2 
= (3 ’- 3 ’ 3 }

-  V2
PN: r ( l) .( (^ ,y ,z )- (2 ,8 ,-2 ))  = 0 entonces PN: — (l ,4 ,l ) . (x -2 ,y -8 ,z  + 2) = 0 

6 

x + 4 y  + z = 32

PR: W (l).((;t,y ,z)-(2 ,8 ,-2 )) = 0 entonces PR: - ( 2 ,- l ,2 ) .( jc -2 ,y -8 ,z  + 2) = 0

PN: 2 x - y + 2 z  + 8 = 0

V2
P#: 5(l).((x ,>’,z )-(2 ,8 ,-2 )) = 0 entonces P0: — (1,0-1).( jc -2 ,y -8 ,z + 2 )



/. P0: x - z  = 4
2 232) Dada la curva parametrizada por a  (/) = (3/ - 5 , 5 - / ,  5 + 3/ ), hallar la ecuación de la recta

paralela al vector curvatura y que pasa por el punto a  (1) en donde el radio de curvatura es 
mínima.

Solución

Como a ( / )  = (3/2 -5 , 5 - / ,  5 + 3/2) => a ' ( t )  = (6/ ,- 1 ,6 /)
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I 2 « '( /)  1|| a-(/) || = V72/2 +1 => T(t) = ~ ^ L~= i % (6/ , - 1,6/)
|| a'(OH V7/72 í2 +1

-» 6 72/ 6
T { t )  = ( (72/2 + l)3/2’ (72/2 + 1) 3/2 * (72/2 + 1) 3/2 }

-> T'(ñ  1 -v¡72
k(t)  = — ------- = — —----- r (6,72/,6) entonces k(t) =|| k(t)  ||=

|  a ' (01 (?2/2+1)2 ’ ’ (72/2 +1)3/2

1 (72/2 + 1) 3/2 )
como R(t) = —— = -------- j = -----, Luego el radio de curvatura mínima estará dado por la

k \ 0  V72

curvatura máxima esto se dará para t = 0 , aplicando el criterio de la derivada.

Luego Kmax = >/72 , para t = 0 se tiene a (0) = (0,5,5)el vector curvatura k  (/) = (6 ,0 ,6)

Un vector en al dirección de k ( 0) es a = (1,0,1) por lo tanto la ecuación de la recta paralela 

a k (0) es: L = {(0,5,5) + 1 (1,0,1) / t e  R}

/ 4-^/3 5 / 4
33) Determinar la longitud de la curva C dado por: C: x  = —  , y = ------ 1 , z = 3t, desde

2 5

cuando el vector binormal a C es paralelo al plano 2x - 3z = 0, hasta cuando es paralelo al

plano 18x - z = 0 .

Solución
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Solución

Calculando el vector binormal B(t) = / '( / ) * / "  ( 0  

ii 7  w "  (ou

como 7 (0  = (— t5l2J t )  => 7 '( 0  = (2t3,2^/3 í3/2,3)
2 5

7"(0 = (6Z2 ,3V3/1/2 ,0)

/ • ( 0 ' / " ( 0  = 2 /

J

2->/3 í 3/2
6r2 3V3/ 1/2 0

= (-9 V 3 /1/2,1 8 r ,ó V 3 /7/2)

Sea Pj: 2x -  3z = 0 de donde TV1 = (2,0,-3)

B(t ) / / como 5 //P j => f ' ( t ) x f ' ( t ) / / P 1 entonces 

f ' ( t ) x f " ( t ) ± N i  => N l . f ' ( t ) x f ' \ t )  = 0 

(2,0,-3). (-9  V3 r1/2,18/2, 6>/3 r '7/2) = 0, efectuando 

-18V 3/1/2+18V3z7/2 = 0  => / 1/2 ( l - í 3) = 0 => Zj = 1 

Sea P2:1 8 x -z  = 0 de donde jV2 = (18,0,-1) 

como f ' ( t ) x f " ( t ) / / P 2 entonces

N 2. h t ) x f " ( í )  = 0 => (1 8 ,0 -l).(-9 V 3 f1/2,18/2,6V3z7/2) = 0

-16V 3í1/2+6>/3/7/2 = 0  => z1/2 (—27 -h /3/2) = 0 => t = 3
Oíifilq b i t i insQ '¿2 ‘J  6 t& inoa id  íc

Luego S = | 2| |/ '( 0 \\dt donde / '(0  = (2/3,2^3/3/23) entonces



Funciones Vectoriales de Variable Real 217

|| / ' (t) ||= V4?6 +12í3 +9 = 2t3 + 3

f3 i t A / 35 = |  (2t3 + 3)dí = (—  + 3/) j ^  =46

-> 4t 2
34) Sea C una curva definida por la función vectorial C: / ( / )  = ( 1----- ,1 - 2 /  , í)-H allar la

ecuación del plano osculador de la curva, paralelo al plano x = -2 .

Solución

—>
Se conoce que P0: B(t0) . ( ( x , y , z ) - f ( t 0)) = 0, es la ecuación del plano osculador.

—> —>
Sea P: x = -2 de donde N  = i -  (1,0,0), normal del plano

—> —>
como P0 / /P  entonces B(t0) / / i  y como B(t0) / / f " ( t 0) entonces

f ' U 0) x f " ( t 0) / / i , luego calculamos f ' ( t 0) * f " { t 0)

/ ' ( O  = M r , -4 M )

7 ” (O = ( - 8/ , - 4 ,0 )

f ' O o) -(-4 ?o  ,-4^0’!) 

l7 " ( ío )  = (-8 ío,-4 ,0 )

- 4 10 - 4 t 0

—%tn —4

= (4 ,-8 í0 ,-1 6 í0)

f ' U 0) x f " ( t 0) = X i  , dedonde (4 ,- 8 /0,-16/0) = A(1,0,0) => / 0 = 0  , / ’(0) = (1,1,0)

/ '( 0 > / " ( 0 )  = (4,0,0) II / '( 0 > / " ( 0 )  ||=4

por lo tanto B(0)=  {  (° )j{  (0)-  = (1,0 ,0)
Il7’(0)-7"(0)||

P0: (l,0 ,0).((x ,_y ,z)-(l,l,0)) = 0 P0: x  = l
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3 235) Sea C una curva descrita por / : / ------>R , tal que / ”{/) = (0,sec f ,sec /.tg í) ,

/ '(O ) = (1,0,1), /(O ) = (0,0,0). Hallar la ecuación del plano osculador y el plano 

rectificante en el instante en que C corta al plano x = 2n.

Solución

2/ " ( O  = (0 ,sec-/,secf.tg f), integrando f ' ( t )  = (cx,\gt + c2,sect + c^)

/ ' ( 0) = (Cj ,c2 ,1+ c3) = (1,0 ,1) => c j = l , c 2 = c 3 = 0

/ ' ( / )  = (l,tg /,sec /), integrando f ( t )  = (t + c],ln|sec/| + c2 ,ln|sec/ + tg/| + c3)

7 (0) = (c, ,c2 ,c3) = (0 ,0 ,0) => Cj = c2 = c3 = 0

/ ( / )  = (í,lnsecí,ln(sec/ + tg/)), derivando:

/ ' ( 0  = (l,tg/,sec/) => || /'(O  ||=V1 + t8 2 / + sec2 1 = V2sec /

como la curva corta al plano x = 2 rr => t = 2 jr

/ '( O  = (l,lg í,sec/) / ' ( 2* )  = (1,0 ,1)

/ " ( O  = (0 ,sec2 í,secí.tg /) f  (2 t t ) - ( 0 ,1,0)

f ' ( 2 n ) x f " ( 2 n )  =
i j  k 
1 0 1 
0 1 0

= (-1,0,1) => ||/ '(2 7 t),/"(2 7 t) ||= V 2

fl(2 jr) -  — -------- ---------   ( - =  ,0, - = )
| | / ,(2jt> /"(27r)||
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P0: B (2 7 i ) . ( ( x , y , z ) - (2 n ,0,0)) = 0 entonces P0 : (------- ,0,— - ) . (x-2n,y ,z )  =

P0 : x - z  = 2n

PR: N ( 2 n ) . { ( x , y , : ) - ( 2 n , 0 , 0 ) )  =  0

N{2n) = B(2n)xT(2n) =

i i k

- A  o A
2 2

Ä  o —
2 2

= (0,1,0)

PR: ( 0 , 1 , 0 ) . ( j e - 2 7 T , } ' , z )  =  0  PR: j  = 0 ,  que es el plano XZ.

36) Formar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva C: x  -

2 71 y = b sent.cos t, z = c.cos t , en el punto t = — .
4

Solución

n a b c a b e
Para t ~ — , x^ — , ^o~ ’ = ( ’ * )

4  0 2  2  2  2  2  2

x(í) = flsen t 

y(t)  = b sent cost
2

z(t) = c eos í

jc' ( 0  = 2asenícosí

y' (t)  = -bs en2 t + b u  

z'{t) = - 2ccosf.sení

K ft ft ft
para í = — , x' (— ) = a ,  y ' (— ) = 0 , z '(—) = - c

4  4  4  4

0

La ecuación de la recta tangente es:
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La ecuación del plano normal es:

2 2 a - c
PN; *’(—)•(*--) + / ( —M.V-7 ) + z’(—).(Z"7 ) = ° PN: a x - c z  =

4 2 4 2 4 2 2

37) Sea C la curva definida por la función vectorial C: f ( t )  = (e c o s t , e ' s e n t , t e  ),  

determinar los vectores T, N ,  B y la ecuación del plano osculador cuando t = 0.

Solución

-» /'(O )
T (0 ) = vector tangente unitario = ----------

II .T (0)1

t  t  t t t t f ( t )  = (e cost, e sen/, t e ) ,  derivando / ' ( / )  = (e '(co s /-se n /) , e* (sen /+ eos/), e' (t + 1))

7'(0) = (1,1,1) => ||7'(0)||=V 3 7(0) = (^ = ,-j= ,-j= )

-  T ’( 0)
N ( 0)= vector normal principal unitario = ----------

IIT  (0) ||

N(0)  = 5(0) X r ( 0 ) , donde 5(0) = / ' ( 0)* /" (  0) 

ii 7 '(o>7"(o) ii

f ’(t) = (er(cos t-sent ) ,  e^senz + cos/), e' ( t  +1)) => /'(O ) = (1,1,1)

/" ( / )  = (2sen/.e , 2cos/.e', 2e  + /e ')  => / ”(0) = (0,2^2)

/ ( 0 )x /" (0) = = (0 , - 2,2 ) => || r  (O)xf' ' (0) ||= 2 ^ 2  , por lo tanto:
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n(m f \ 0 ) , f " ( 0 )  1 1

II / ’( 0 ) x / " (0)11

N(0)= B(0)xT(0)--

—> —>
i j k
A 1 1
ü

1 1 1

£ I z

2 1 1

plano osculador P0: B ( 0 ) . ( p - f ( 0 ) )  = 0 donde 5(0) = -7= (0,-1,1), /(O ) = (1,0,0)
V 2

••• P0: x - y - z =  1

38) Determinar el plano osculador en / ( 0 )  para la curva C descrita por la función 

/ ( / )  = ( / - s e n / ,  1-c o s /, /)

Solución

—> —> —►
La ecuación del plano osculador es: P0 :B (0 ).(P -f(0 )) = 0 donde / ( 0 )  = (0,0,0) y

-» f ' ( 0 ) x f " ( 0 )  -*
B(0) = — --------------------------------------------------------------------------------—-------  de donde / ( / )  = ( / - s e n / ,  1 -co s/, /), derivando

||/ '(0 )* 7 " (0 ) ||

/ '( O  = (1-c o s /,  sen/, 1) => 7 ’(0) = (0 ,0 ,1)

/ " ( / )  = (sen/, eos/,0) => / " ( 0) = (0 ,1,0)

/•(0 )x /" (0 ) =
i J  k 
0 0 1 
o 1 o

= (-1,0,0) => II f ' ( 0 ) x f ' ( 0 )  ||= 1
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5(o) = 4 ^ m _ = H ,o,o) 
I I / '« W "  (0)11

P0 :5(0).((x, y , z) -(0,0,0)) = 0 entonces P0 : ( - l ,0 ,0 ) . ( x -0 , j . - 0 ,z - 0 )  = 0 

. \P 0 :x = 0

39) Hallar las ecuaciones de los planos osculadores, normal y rectificante para la curva 

determinado por x 2 + y 2 + z 2 = 6, x 2 - y 2 + z2 = 4  en el punto (1,1,2)

Solución

j x 2 + y 2 + z 2 = 6
Sea C: i ,  „ _ la curva de intersección de las superficies

[x2 - y 2 +z2 = 4

ahora parametrizando la curva C.

í x 2 + y 2 + z 2 = 6  [>' = ±1

\ x 2 - y 2 + z 2 = 4 [z = ± V 5 -j
, por lo tanto si x = t, se tiene

a: R ------ >R3 tal que a ( t )  = ( t , \ , - j s~ t2)

ahora calcularemos t = í0 para que a ( / 0) = (1,1,2), luego (t0, 1 , ^ 5 - t l  ) = (1,1,2) => /„ = 1

x(t) = t 
>-(0 = 1

z(0  = V 5 ^ 2

JC’(0  = 1
y  (0 = o 

z’( 0 = -

x " (0  = 0

y ( o = o

z " (0  = ------ T U T
( 5 - t )

jc’(i) = 1 , y ( i )  = o , z-(i)= - —

*"(i) = o , y ( i )  = o , z " ( i )= - —
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c = x ,( i)y (i)- /( i)J c " (i)= o

de acuerdo a 3.39, se tiene: P0: j4(x-jc(l)) + ¿?(j>-y(l)) + c (z -z ( l) )  = 0

P0: 0 (x - l )  + - ( .y - l )  + 0 (z -2 )  = 0 /. P0: y  = 1
O

PN: x '( l ) ( x - x ( l ) ) + / ( l ) ( y - y ( l ) )  + z '(l)(z+ z(l)) = 0

PN: l ( x - l ) + 0 (^ - 1 )—  ( z - 2 )  = 0
2

PN: 2 x - z  = 0

y ( i )  z-(i) z'(l) *'(1) x'(i) y ( i )

B C
(x -x ( l) )  + ( y - y (  i))+ A BC A

1
0 ------- 1 1 0

P R :
2

5
( X - 1 ) +

—  1 
2 ( y - D  +

5
0  -

-  0 0  0 8
8

(z  +  z ( l ) )  = 0

( z -2 )  = O /. PR: x + z = 3

40) Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y binormal a la línea y  = x,

x = z  en el punto (1,1,1).

Solución

I y 1 = x
Sea C: i 2 La línea de intersección de las superficies dadas.

x — z

ahora parame trizando la curva C, se tiene:

—̂ “5 A
para y = t, x  = t 2, z  = t*.  luego C: f { t )  = (t ,t, t )

calculando r = r0 talque f ( t 0) = (1,1,1) se tiene (íq^o^o) = (144) => fo = 1 > además
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x(/) = / 2 x’(0  = 2r * " ( / )  =  2

y (0  = 1 => ■/ ( O - l  => y ’’(0  = o
z(/) = í 4 z ' ( / ) = 4 / 3 z " ( í )  =  1 2 / 2

para f0 = l ,  * '0 )  = 2 , y '(l) = 1 , z'( 1) = 4

jc” (1) = 2 , / '( 1 )  = 0 , z"(l) = 12

A = /  (l)z' ' (1) -  y ' ' (l)z’ (1) = 12 ,4 = 12
B = z ' ( 1 ) x " ( 1 ) - jc, ( 1 ) z " ( 1 )  = - 1 6  => B = - 1 6  

C = ( 1 ) /  ’ (1) -  x” (1 )/1 ( 1) = -2  C = -2

P0: A ( x - \ ) + B ( y - \ )  + c ( z - \ )  = 0 entonces P0: 1 2 (x - l ) - 1 6 ( _ y - l ) - 2 ( z - 1) = 0 

P# : 6x -  %y -  z =  3

Lfj\
x - l y - 1 z —1

de donde /  ■ X_1 Z_1
y (1) z'(l) z '(l) x’(l) x '(l) / ( l )

de donde 31 -  26 - _ 22

fi c C A

x - \  y - 1 z —1 
A ~ B ~ C

T * -1  J - l  z -1  , , , , * -1  y - 1  Jf-1L d: —— = — — = — , de donde ------= ——  = ------o 1 ̂  I a ’ D O 112 1 6

41) Sea C la curva de intersección del cono z = -Jí. - -Jx2 + y 2 con el cilindro x 2 -  ( y - 1 ) 2 =1 

en el primer octante. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto de intersección de la
—> —>

curva C con el plano y = 1 que contiene a los vectores T y B en dicho punto.

Sea C:J z = V 2 - V 7 7 7
U 2 - cf- d 2 = i

Solución

La curva de intersección de las superficies dadas.

como C debe de estar en el primer octante entonces x,y,z > 0 ahora parametrizando la curva 

C se tiene:

x  = cosh/ le rn a s  z = V ? -  V2 cosh2 / + 2 senh27  
y  = 1 + senhí z = V 2-V 2cosh2 í + 2senh2 f
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Luego la función vectorial es dada por:

f ( t )  = (coshí, l + senhí,V 2-V 2cosh2 í + 2senh2 O

ahora interceptando con el plano y = 1 se tiene: y = 1 + senh t = 1 => senh t = 0 => t = 0

—> . —>

Luego f  (0) = (1,1,0) es el punto de intersección calculando la derivada de / (t)

, -2senht  c o s h t - 2 cosh t s 
f  (t) = (senht,cosh/,— - -  )

^ 2 cosh2 t + 2senhl l

r m - ( c o s h f  senht (2cosh21 + 2senht)(2 + 4senh2t + senht)- ( 2senhtcos 1 + cosh t)2 
"  l 'SeH *' (2 cosh21 + 2senh1t)i ‘2

3V2
/"(O ) = (1,0,-------)

4

Sabemos que T(t )= f  (l) y B(t) = - I

/ '(O ) = (0,1,~ y - )

II/'W ll 

=> II7 ’(0)||

II / ’(O - /"  (011

/ '( 0 )  jt/ " ( 0 )  =

¡ J 

0 1 -

k

1 0

2
3V2

3-^2 -J2 -* -> J 42
= (------,----- ,1) entonces || f ' ( 0 )* f " (0 )  || = ——

4 2 4

T( 0)
-<■ 3 2 2V2

como 7(0) y ¿?(0) están contenidos en el plano pedido, entonces la normal de 

dicho plano es:
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jV(0)= 7X0) *5(0) =

i j  k

n ^  1
V I ‘ V3

3 2 2-s/I

V21 V21 V2Í

3V7
(2,-3,3^2)

42)

-» -* 1 <—
P; A ^(0 )X (í,7 ,z )-/(0 )) = 0 dedonde P : —-j=(2-3,3^2 ) . ( x - 1, y - l,z) = 0

3V7

P: 2 x - 3 y + 3 ^ 2  z + 1 = 0

- * 2  2 •Dada la curva C : / ( / )  = (sen t - 2 , t +2 ,/ +2  sen / -1 ) .Hallar la torsión en cualquier punto y

n n
determinar la ecuación de los planos osculadores en t = 0, / = — , y t = — .

Solución

La Torsión se determina mediante la expresión: x(/) = ( /X 'K /"X 0 )- /"X 0

l l / W 'X O l l 2

2 2 • • como / ( / )  = (sen t — 2 , t  + 2 ,  t  + 2 sen/ -1 ) ,  derivando se tiene

/ ' ( 0  = (eos/, 2/, 2 /+ 2 eos/) => / " ( O  = ( -se n /, 2, 2 - 2 sen/)

/ ' M(<) = (-c o s /, 0, -2 c o s /)  
* ■><

/'(O */"(') =
* j  k

eos / 2/ 2/ + 2cos/
- sen / 2 2 - 2  sen /

= ( -4 /sen /- 4 eos/, 2 /sen / + sen2z, 2 co s/+ 2 /sen /)

f ' ( t ) x f " ( t ) . f " ' ( t )  = ( - 4 t s e n t - 4 c o s t ,  2 /sen / + sen2/, 2 eo s/+ 2 / sen /).(eos/,0 ,2 eos/)

2 2 = 4 /sen /eo s/ + 4eos / - 4 / s e n /e o s / - 4 c o s  / = 0 /. t  (t) = 0
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43)

ahora calculamos el plano osculador, que tiene como normal al vector B donde:

j ( ( ) -  / < » / ” <» 

i 7 w ” wii

—> —>
como f ' { t ) x f " ( t )  = ( -At sQnt-4cost ,  I t s e n t  + sen2z, 2cosí + 2Zsení)

J" (O)xf ' ' (0) = (-4,0,2) => || / '  (0)*7' ’ (0) 11= 2^5

2 1
Luego 5(0) = ( - - y j  ,0 ,-^ )  además / (0 )  = (-2,2,1)

—> —>
la ecuación del plano osculador es dado por: P0: f  (0)) = 0, de donde

2 1
P0: (~j= ,0,—j=).(x + 2, y - 2 , z + l )  = 0 P0: 2 x - z + 3 = 0

V 5 V5

i-----y  \ + t
Consideremos la curva descrita por la ecuación C: / (í) = ( \ l  + t ,1, í - l n ( —= = = ) )  y los

Vl + í 2

planos P: x + z = 1 y Q: x - z = 1, hallar la curvatura y Torsión en el punto de

intersección de la curva C y los planos P y Q.

Solución
—y

Interceptando P n Q  => a( t )  = (1,í ,0)

—>
ahora hallaremos el punto de intersección con la curva C: f  (t) es decir:

p 0 e a ( t ) n f ( t )  => a ( t 1) = f ( t 2) esdecir (1,^,0) = (J \  + t2 , 1, t2 - ln (  ,— ? - ))
V1 + í2

i + í22 = i
11 , = i

l = r.

1 + ̂ 2

1

[t2 = o

í2 - i n ( - ¡ = = )  = o7i + t\
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como m J ^ r m  y

I I / ' (0)11 n / ’( o > /” (o)ir

7 ,(0 '= (7 ^ ’ ° ’ ^ T )

7 ” (0  = . * - . . , 0 , — i i _ )  ^  /"(O ) = (-1,0,0)

-í 3/ 6f2 + 2
/ " ’( 0 - ( (1- í 2)V 2 '° ’ (í 2 _ 1)3)

/'(O ) = (0,0,0) 

7 " (0) = ( - 1,0,0 

7 " ' ( 0) = (0,0 - 2)

además || / '  (0) ||= 0 y || / ’ (0 )* /'' (0) || = 0 por lo tanto k(0) -  — y lo mismo para i  (0) = 0
a

#
por lo tanto para hallar la curvatura y la torsión cuando t = 0 se hace de la siguiente manera.

A(0) = lim k( t ) y r  (0) = lim r (í)
í ->  0 r -> 0

/ ' ( 0 * / " ( 0 =

(1 _ ,2)*2

A:
,2

í 2 -  1
2t

( /2 - l ) 2

= ( 0 , -
( l - í 2)5/2’ 0)

II / W "  (011 = ------2~57T
(1 -r  )

l i l i
, l l / , (0H=-U T

1 - í 2

t ( l ) j A o . r ( « ) i . _ g ^ ) L - . i Z  « E5 « o , . , , , , * « ) -
|í ¡  /-»o

ii / ' ( o  « J
i r í a - / 2)572

Calculando f ' ( t )  x f "  ( / ) • / ” ' ( 0 - 0  por lo tanto x (t) = 0 entonces r  (0) = lim t ( / )  = 0 es
Í-.0

decir que es una curva plana.
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44) Sea C la curva definida por f ( t )  = ( i j p t ,  t, 1), siendo p una constante positiva. En qué 

punto de C el radio de curvatura alcanza su valor mínimo, cuál es este valor.

Solución

1
Como el radio de curvatura es p  = —, entonces calcularemos la curvatura:

k

k = II/ ’« )* /" (/) II 

II / ' ( O  II3

= => II.H O I K  7  + 1 además f " ( t ) = ( ,0,0)

J p t ~ l 
Jpt~

A/p f 3/2 -» J o  , , ,
■^—2-----(0,0,1) ; || / ' ( í > /" (<) 11=^-*

3 -  / P  , i ,  3 / 2  ______  1 _  II/'(O II _  2 , 3 / 2 , - P ^ n 3 / 2ll/ 'ÍO ll = (r  + l)J/i como p = f  = 
t k

para hallar el mínimo derivamos respecto a t.

- ^  = - w 1/2( ^  + 1)1/2[-^ + 1 - 4 ] = 0  => t = 0 , t = -p
dt J p  t t t 2

descartamos t = -p, entonces para t = 0 , p = 0 . .’. / ( 0 ) = (0 ,0 ,1)

-> í
45) Sea C la curva descrita mediante la función vectorial C: f ( t )  = ( í - s e n í ,  1 -co sí, 4sen—),

calcular la curvatura y torsión en un punto de C donde el plano normal es paralelo al plano 

z = 1 .

Solución
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La ecuación del plano normal es: PN : T(í0 )((x, y , z ) ~  f ( t 0 )) = 0

donde el vector tangente unitario T(í0) es la normal del plano PN

Si PN //Plano z = 1 => / ' (t0)//  k =(0,0,1) entonces 3 1 e R  tal que f ' ( t 0) =X(0,0,1)

de donde / '  (/) = (1 -  eos/,sen /,2 eos —) entonces:

(1 -cos/, sent, 2 eos—) = (0,0,A) => / = 0 y A =2

por lo tanto el punto donde el plano PN es // al plano z = 1 es / ( 0 )  = (0,0,0) 

ahora calcularemos la curvatura k y la torsión t que está dado por las expresiones

k  = II / '(0 )* /"  (0)11

ii 7 '(0 ) y3

T =
/ ' ( 0 ) * / ” (0) - /" ’(0)

Il7'(0)-r7"(0)||2

/ ' ( / )  = (1 - eos/,sen/ , 2  eos—)

-* t 
f " ( t )  =  (sen /, eos / , -  sen —)

/ eos/,/ " ’(/) = (eo s/,-sen / ,— — )

/ ' ( 0) = (0 ,0 ,2 )

7 " (0) = (0,1,0) 
7 "'(0) = (1 ,0 , - | )

/ ’(0 ) , / " ( 0) =
i j  k 
0 0 2 
0 1 0

= (-2,0,0) => || /'(O )*/"(0)||=  2

( / '  (0)*/'' (0))./" ' (0) = (-2,0,0).(1,0,-—) = -2

, || / '(0 )* /"  (0) II _  2 _  1 l

ii 7*(0) ii3 8 4 4
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T =
T 2

46) Si la curva descrita por Cj: / ( « ) ,  corta a la curva C2: g(K) = ("-----,

7(0) =  (l.e,l) , / '( 0 )  =  (l.e.O), f"(0)  = (0,e,2), f"' (u)  = (0,eu+1,0) 

C¡ en el punto de intersección de C¡ y C2.

Solución

f " ' ( u )  = (0,eu+1,0) => f " ( u )  -  (c,eu+1 +k,r)

/ " ( 0 )  = (c,e + * ,r)  = (0,e,2) c = 0, k = 0, r  = 2. Luego / " ( « )  =

/ '( « )  = (c,e“+1 + k 2 u  + r)

/ ” (0) = (c,e + Jfc,r) =  ( l ,e ,0 )  => c = l , k  = 0 , r  = 0

f ' ( u)  =  (l,e“+1 ,2 w) => / ( « )  = (w + c,e “ +1 + + r)U+l

f ' ( 0 )  = (c,e + k,r) = (l,e,l) = > c  = l,/fc =  0 , r  =  l

Q : /(M) = (w + l,e“+1,M2 + l)

Sea P0 e C,: / ( a ) n C 2: g(«) => / ( « , )  = g(«2)

( a ,  +  l ) , e “1+1, u 12 +  1) =  ( — ■— , é?’ “2 , l  +  2 w 2 )
4«,

u2 + 1

M¡ + 1 =
u2 + 1

, u,+1 4«,\ e  ' =e

u¡ +1 = 1 + 2 u2
pero 1+ 2m2 = «j +1 => w2 = —

e4“, 1 + 2 «), además 

i . Hallar la torsión t  de

(0,e“+1,2)
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Luego 2Mj = w¡ +1 => u¡ = 1, «j = -

para Uj > 0 «j = 1. Luego / ( l) = (2,e ,2)

1 2

0  e2 2

0  e2 0

:2 e¿

i i k
J e 2 2

0  e2 2

= (0,2,-e2) entonces ||/ '(1 ) ,/" (1 )  || = 4 + e 4

x = -

II / ' ( ! > / "  (1)11
2 4 + e"

-> s -  sen s 1 — eos s s
47) Sea C la curva definida por la función vectorial C: f ( s )  = (---------- , -----------, 2 sen—), s

2 2 2

> 0. Hallar la torsión en un punto en donde la longitud de arco sea 2n.

Solución

El punto donde se va ha calcular la torsión es en donde el valor del parámetro es 2n.

Es decir f ( 2 n )  y como x
/■(2n)x/"(2B)./"'(2iQ

II} ' ( I n o r a n )  II2
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~f'(2n)x f " ( 2 n  ). f " ' { 2 n )

~ f ' { 2 n ) . \ f " ( 2 j t ) =

-  -» -  I
f ' ( 2n)xf "(2n) . f ' " ( 2n) = 4 ^ ^ = (

II / ' ( 2 k ) x / " ( 2 n )  ||2  ~

(948) Sea C la curva en coordenadas polares descrita por la ecuación r = e  , dibujar el círculo 

osculador indicando centro, radio y una porción de C en un punto donde el vector normal 

principal es paralelo al vector (-1 , 1 ).

Solución

• «■ 0 La relación de las coordenadas cartesianas y polares es x = r eos 0 , y = r sen 0 pero r = e

entonces la curva C es expresado por:

í 0 a x = e eos 0
C: | , La curva en forma parametrizada

I y  = e sen#

C:  / ( 0 ) = (efl cos0 ,e° sen 0 ) , derivando se tiene f ' ( 0 ) = e° (cosO - s e n 0 , sen0 +cos0 )

La curvatura en coordenadas polares es:

J k
0 0 - 1  

1
0 - 0

2

= (—,0 ,0 ) entonces || f ( 2n) x  f"(2n)  ¡|= —
2

0 0 - 1
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pero como p(0 ) =
k ( 8 )

p ( 0 ) = V2  e° radio de la circunferencia osculatriz de

acuerdo a las condiciones del problema debemos de calcular el vector normal principal
—>

7 V (0 )= 7 '(0 ) donde 7 (0 )=  _ / i ® L  =* | | / '( 0 )  || = V2 e 0

II/' (0)11

7(0) =
/ '  (0 ) e (eos 0  -  sen 0 , eos 0 + sen 0 ) 1

11/ ( 6)11
V2 ee

(eos 0  -  sen 0 ,cos0  + sen 0 )

-* 1 1
7 (0 ) = —p r(-s e n 0  - c o s 0 , cos0 - s e n 0 )  = =r(sen0 + co s0 , sen9 -  eos9)  ahora

v2 V2
—> ->

determinaremos el valor de 0 con la condición que N ( 6 ) / / a = ( —1,1) => 3 A e R  tal que

-> 1
N(9)  = A(—1,1) entonces se tiene — p-(sen0 +cos0, sen0 -c o s 0 )  = (-A,A) entonces:

V 2

A = — pr(sen0 +cos0) 
V2

1
A = —pr (cos0 -s e n 0 )  

v 2

2 sen0  = 0  => 0 = 0

Luego el punto /(O ) = (1,0), como 0 = 0 => p(0) = V2  radio del círculo osculador

1 1
C = / ( 0 ) +  p(0) JV(0) = (1,0) + V 2(— ■=,—=)  => C = (0,1) centro del círculo osculador

V2 V2
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—> /•/ —> —>
49) Sea C una curva definida por la ecuación: W{t) = b\  (t ) d t , b constante diferente de

Ja
—»

cero, en donde f ( t )  es una función vectorial que cumple con la condición de qu

II 7(011 = 1 y [7 (0 -7 ’(0  -7 ' :( 0 ] * 0 .  Hallar la torsión.

Solución

.  J w ' í o - r x o ]  7 '(o * 7 " (o 7 ’"(o 4 ,como x = --------------------------- = ---------------------------, donde

1 7'(0x7" ( o í2 n 7 ' (o*7" (o n 2

C:W( t )  = b \ ‘ f ( t ) x f ' ( t ) d t , con  b * 0  y | | 7 ’(0 || = 1 ; [7 (0 -7 '(0 -7 " (0 1  * 0Ja

W(t) = b \ ~f ( t ) x f ' ( t ) d t  => W'(t) = b. f ( t )xf ' ( t )
Ja

W " ( t ) = b f ( t ) x f ' ' ( t )  + b f ' ( t ) x f ' ( t )  = b f ( t ) x f ' ' ( t )

W"(t )  = b f ( t ) x f " ( t )  => W'"( t )  =  b f ' ( t ) x f " ( t )  + b f ( t ) x f ' " ( t )

como | | / ( í )  ||=1 => / (O -L /’ÍO y además (A x B).(C x D) = (A.C)(B.D) -  (A.D).(B.C) 

(A x B) x (C X D) = [ABD]C - [ABC]D

W'(t).  W  (0 = b 2 (7 (0  * 7' (O)- (7(0  * 7 ’ (0)

= b 2 [ (7 (0 .7 (0 x 7 ’ (o -7 ’ (0 ) -  ( 7 ( 0 .7 ’ (0 x 7 ' (o-7(o>]
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= b 2[(f ( t )  f ' { t ) /" ( /) )  / ( O - ( / ( O  / ' ( i )  /(»))/"(»)] = ¿>2 [ /( f )  / ' ( / } /" (O ]/(O

= (¿2 [/(i) / '  (O / ' '  (/)] /  (0)(6 /(')*/" \ t )  + b f ' ( t ) x f "  (/))

= 6 3 [ / ( 0 / ' ( 0 / " ( 0 ] 2

T = [W'(r)W"(?)tV'"(Q3 = fc3[ / ( r ) / ’( 0 / ” (?)]2 . T = I

(V?'(OxÍvM(f)).0V’( íW ’'(O) b * [ f ( t ) f ' ( t ) f " ( t ) ] 2 b

50) Sea C la curva definida por la función vectorial C: / ( / )  = ( 1 - y[t ,4 t  )\t~ - 1|). Hallar la 

torsión en el punto de intersección de la curva con el plano x + y + z = 4.

Solución

Calcularemos el valor de t = t0 en donde se obtiene el punto de intersección de la curva

—>

C: f ( t )  y el plano P: x + y + z = 4.

—> —>
Sea p e C : f ( t )  a  p  =$ p e C \ f ( t )  a  p e  P 

Si p e  C : f(t)=> p ( \ - J t  ,4t ,\t2 - l \ )  para algún t e  R pero como 

p e  P => 1 --Jt  +4~t+\t2 — 11= 4 entonces \ t 2 -1 |= 3  => t 2 = 4 v / 2 = - 2  pero 3 t e  R 

 ̂ —>
tal que ?“ = -2  => / “ = 4  => /=  ±2, como el dominio de la función f ( t )  es para t > 0 

entonces t = 2, además 112 - 11= t 2 - 1 ,  V t e  D , entonces: C: / ( / )  = (1 - J t , J t , t ~  -1 )
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7 " ( 0  =  ( 4 ; 3/2 ’ ~ 4 f 3/2 ’ ° )

-» 3 3
/ '" ( / )  = ( - —57T, -1 7 7 .0 )

8r 8 r

7 ’(2) = (- á ’^ 4) 

7 "(2) = (¿ ’ - ¿ ’ 2)

/ '" (  2 ) = ( -
32V2 ’ 32>/2

, 0 )

f \ 2) x f " ( 2) =
1

2 V2  2 V2
1 1

8V2  8V2

2 a/ 2

/ ' ( W " ( 2 ) = ^ ( U , 0) ^  ||7 '(2 > 7 ,'(2)|| = |

7'(2)x7"(2).7"'(2) = ̂ (1,1,0).^=(-1,1,0) = 0

La torsión está dado por la expresión

t ( 2 )  / ’ ( 2 > / ” ( 2 ) - / " ' ( 2 )  0  Q

Il / '(2 )* /" (2 ) II2 ( | ) 2
r ( 2 ) = 0

51) Sea C una curva definida por la función vectorial /: I  <z R ---->R y sean a y  b dos

vectores unitarios constantes que forman un ángulo 0 , 0  <, 0  á k, si /'(O = a * f ( t )  y

/(O ) = b . Hallar la curvatura k(0) en función de 0 ¿para qué valor de 0 la curvatura k(0) es 

mínima y cual es este valor?.

Solución

—» —* —► —» —» ->  —» —»

como /'(/) = a x f ( t )  entonces f ' ( 0 ) = a x f ( 0 ) = a x b

f ' ( t ) =  a x f ( t )  => f ”(t)= a x f ' ( t )  =5. /"(O) = a x f ' ( 0)
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/" (O )  = a x(a x /(O )) , además se tiene:

7"( 0) = fl*/'(0) => 7'(0),7"(0) = 7'(0).v(«J'(0))
—> —> —>

como el vector a * / '( 0 )  es ortogonal al vector / '(O )  entonces

II 7 '( 0 k 7 " ( 0 )  11=11 f ' m a x f ' m  ll =1 ? '( 0 )  ll ll a * 7 '(0 )  || s e n |  =|l / '(O )  || ,|| a x f ' (  0) ||

como f ' ( 0 )  = a x f ( 0 )  = a xb  entonces: ||/'(0K/'(0)||=||/'(0)|||| <7'*(a.<r¿>) || ...(1)
->  —> —» 

como a .r b es ortogonal al vector a entonces:

|| ax(axb)  ||= || a || || || sen y  = || a \\\\axb || = || a || || a |||| b || sen 0 ... (2)

ahora a reemplazando (2) en (1) se tiene

II7 ’ (O)xf ' ' (0) ||= || 7 '  (0) || || a | |121| b || sen G ... (3)

también || 7 ’(0) ||= || axb  ||= || a ||||¿  ||se n 0  ...(4 )

m  = ||7’(0>7"(0) II = II 7(0) IIII a II2II b\\ sen 9 = 1 =
II7 '( 0 ) II3 II7 ’(0 ) lili a ||2|| ¿  ||2 sen2 9 || * ||sen 0

= ------- => F ( 9 )  = - C° Se; e -C tge  = 0

II b || sen 9 fl 7(0 ) II
COS0 It=> ---- = 0 => cosd =0 :=> 0 = —
sen 6 2

cosecO.ctg2 9 + cosec39 7t . n , • 0 n
F  (9) =----------—-----------=> F  (—) = 1>0 entonces 3 mínimo para 0 =  —

II 7(0) II 2 2
por lo tanto: k(0) = —-—

11/(0)11
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52) Sea C la curva descrita por la función vectorial

-> s s s s
C: f ( s )  = (-sen(—), l - c o s ( —), 4sen(—)), s > 0 siendo s la longitud de arco de C. Halle

2 2 2 4

la ecuación de la recta que pasa por el punto en donde la longitud de la curva C es ti y en la

dirección del vector curvatura en dicho punto.

Solución

El punto por donde pasa la recta es cuando el valor del parámetro s es n es decir s = n.

Osea / ( t t  ) = (— -1,1, 2-^2) además k(s )  = f ” (s) donde 
2

-> 1 1 .v 1 s s 1 s 1 s 1 s
f' (s)  = (-------eos—, —sen—, eos—) y f " ( s )  = (— sen—, — eos—, — sen—)

2 2 2 2 2  4 ' 4 2 4 2 4 4

-  1 V2  1 r
k { a )  = / " ( * )  = ( - ,  0 , ------ ) = - ( 2 .< W 2 )

4 8 8

Luego L = { f  ( n )  + 1 k ( 0 ) 11 b R }

L = {(—  — 1, 1, 2V2) + í(2 ,0 ,-> /2 )/í e R}
2

53) Encontrar la curvatura k,  radio de curvatura p y el centro del círculo de curvatura C de la 

curva definida por la función vectorial.

C; 7 ( 0  = (

Solución

)'t 71 U  fr 71 U
cos------ du, sen-------du, 1)

, II f ' ( t )xf"( t ) II 
Se conoce que k(t) =---—------ , entonces

II7 '(OH3

2 2 2 , 2  “> 7t t 71 t -» 71 í 71 t
f ' ( t )  = (eos--- , sen----, 0) => f ' ' ( t )  = ( - t n s e n--- , Tríeos----, 0)
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re t
j  k

i
71 t

sen- 0

71 t 71 t
- t  n  sen------  t n  eos------  0

=  (0 ,0 ,7r  í )

I / '( 0 I I = 1  Y II / ' ( O * / "  (011= • Luego k(t )  = 7i t como p ( t )  =
1 1

k(t ) 7T t

5 ( 0  =  —  =  (0 ,0 ,1 )

II 7 '( 0 * 7 "  (011

i

0
71 t 7

J

0
Ttt2

eos- sen-

A A7t t K l
= ( -  sen------ , eos-------, 0)

2 2

0)

el centro del círculo de curvatura es: C = / ( 0 +  P (0 ^ ( 0  de donde

f_2 

2

.2

2 ’ -o

r  A  f  A  i . 2  , 2¡/ 7T ? f/ 71 t 1 K t  71 t
C = ( J  eos------du, I sen-------du, I) + -----( - s e n -------,cos-------,

0 2 0 2 K t 2 2

f /  71 U  1 71 t "  f í  71 U  1 71 t~
C = (  I eos------------- sen------ , I sen------ du-\------eos------ , 1)

Jn ~ ~ " 2tt t 71 t

3 1
54) Sea C una curva en R  descrita por la función x = a ( t ) ,  t > 0, si |¡ ex' (í) |¡= —— - y

t + l

- > 1 1  — í -*
B ' ( í )  = -------- =-(—1,—1,—==■) para t > 0 y la torsión t  (t) en cada punto a  (/) e  C  es positiva,

(1 + 0  y¡21

determina t (t), a medida que t crece ¿La curva C se tuerce más o menos? justifique.

Solución
de acuerdo a la fórmula de Frenett-Serrett
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S '(O = -'S" ( í ) t ( í )  N  = II a'(O ||x(r) iV(r) de donde:

55)

B'U)

II a ’(O II

II JV(OII=i

= - r  ( t )N(t )

„ B'(t)

B’(t)
ll=|x(0| II AT(r)|| pero

la ’(O II

H t(o|
a ’(O II

como II a ’(í)||= —  y 2 ? ' ( 0  = ------- r ( - 1-- 1>‘T = )
í + 1 (1 + 0  J 2 t

(f + 1 ) 2

1 + t f i t  ]¡2l(t + l) 2
r(0 =

1

V2 ?
II a'(O

cuando t crece, x(t) decrece menos.

Determina la ecuación del plano osculador y la curvatura para la curva C descrita por la

I 2 1función vectorial C: f ( t )  = (ln(/ + V l+ f , ----- , ln(l + 0 ) en un punto donde el vector
1 + t

tangente tiene la dirección de la recta x - l = y - 2  = z - 5 ,  también hallar la torsión.

Solución

7 (0  = (ln(f+ ' r  1
1

Vl + í 2 , --------------------------- , ln(l + 0 ), derivando / ' ( 0  = ( /--------» 2 .
i +i  V i+ í2 ( i + o  i+ í

)

el valor de t = t0 se calcula con la condición que f ' { t ) / / a  donde a = ( 1, 1,1) que es la

x - \  y - 1 z - 1
dirección de la recta L\

1 1 1
-, como / ' ( / ) / /  a => f ' ( t ) x  a = 0 , entonces

VlTT7  (1 + 0 2 1 + í
= (0 ,0 ,0 ) =>(-

(1 + 0 2 ’ 1 + < J Ü J ' y í í T S  (1+ 0
-) = (0 ,0 ,0 )

de donde por igualdad se tiene t = 0, como P#: ¿ ? (0 ).(p -/(0 )) = 0, donde
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B (0 ) - . . { ' (0)r{ " (0). y 7 (0 )  = (0,0,0) 
ll/'(0)*/"(0) II

/ ' ( 0  = (
1 1

■)

/ ” (/)= (

V h ^ ’o + o 2 ’ 1 + í

-2  -1- z

(l + Z2 ) 3 ' 2 ’ (1 + z) 3 ’ (l + z) 2

/'(O) = (1,U) 

7"(0) = (0 ,-2 ,-l)

/ ' (0 ) jt/" (0 )  =
i J k
1 1 1
0 - 2  -1

= (1,1-2) => || 7 ’(0)*7"(0)II=V6

-* r ( o ) x f " ( 0 )  i
3(0) = = -j= (1,1,-2)

II /'(0 )jf/" (0) || V6

P0: ^=(1,1 , -2)«x ,y ,z ) - (0 ,0 ,0) )  = 0 Po = x + y - 2 z  = O

ahora calculamos la curvatura fr(0) = ^   ̂ donde || / '(O )  ||= -J5
II/'(O) II3

* ( 0) =
Vó V2 V3 V2

(V3) 3 3V3 3

V I
¿ (0 )= —  

3

encontrando la torsión x(0) =
/ '(0 ) ,/" (0 ) ./" '(0 )

ii7 '(0>7"(0)ii2

-> -z  - 2  - 1

/" (* ) = <-------T T 7 '--------T>------- r ) ,  derivando
(l + z2 ) 3'2 (1 + Z) 3 (1 + Z) 2
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-» —l + 2í 6 2 -*•
/" '( ' )  = (------ 5 - 575- , ------- T , ------- r ) => /"'(O) = ( - 1,6 ,2 )

(l + r2)3/2 (1 + r) (1+r 3

/ ' (0 )* /" (0 ) . / '" (0 )  = (1,1, -2).(-l,6,2) = -1 + 6 - 4  = 1

, (0 ), /- (0 V /" (0 > ./" '(0 ) , l  . t ( 0 ) , i

|| II2 6 6

2 256) La curva C es la intersección del cilindro x + y  + 2(j> -  x) = 2 con el plano x - 

y - 2z - 2 = 0, determinar la curvatura y torsión, así como el plano osculador en el punto

(3,-1,1).

Solución

Sea C: \ x  + 'V ^  2 - 0  ^  curva de intersticio de las superficies dadas
[x -  y  - 2 z - 2  = 0 *

x - y - 2
parametrizando la curva se tiene: x - ^ - 2 z - 2  = 0 => z = ---- ------- ... (1)

2

2 2 2 2 además x + y  + 2 (_ y -x )-2 = 0, expresamos en la forma (x -1 ) +(_y + l) = 4

X - 1  =  2 C O S 0  „  r _  ,  f x = l  +  2 C O S 0  „  r „  ! 

y+  1 = 2 sen0  ’ e [°>2 ;r] => ( v = _ i  + 2 sen0 0 ^ [0,2^] ...(2 )

l + 2cos0 + l-2 s e n 0  - 2
reemplazando (2) en (1) se tiene: z = ------------------------- = eos 0 -  sen 0

2

—>
Luego / ( 0 )  = (1 + 2 cos0, - l+ 2 s e n 0 ,  c o s0 -se n 0 )  además / ( 0 )  = (3,-1,1) => 0 = 0

/ ' ( 0 )  = (-2 sen 0 , 2 c o s 0 ,- s e n 0 -c o s 0 )  => / ' (0 )  = (0,2,-1)

/" ( 0 )  = ( -2 c o s 0 ,-2 s e n 0 , sen 0 -c o s0 ) => /"(O ) = (-2,0,-1) 

r
/ ' " ( 0 )  = (2 s e n 0 , -2 c o s 0 ,  c o s 0 - se n 0 )  => / " ' ( 0 )  = (0-2,1)
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i J k
0 2 - 1  

- 2  0 - 1
= (-2,2,4) => ||/'(0 )x /" (0 )||= V 24

/'(O) = (0,2,-1) => || / '(0 )  ||= V5 calculando la curvatura /r(0) = II /'(<>>/" (0)|| V24

II /’(O) ||3 5a/5

/ ’(0 )x /" (0 )./’"(0) (-2,2,4). (0-2,1) 0 - 4  + 4 „
calculando la torsion x(0) = -------------------------- = ------------------------------------ ;—  n---- = ---------= 0

II /'(0)jr/"(0) || (V24)2 2 4

para determinar el plano osculador se tiene: P0: B ( 0 ) . ( p - f  (0)) =  0, donde / ( 0 )  = (3,—1,1)

B(0) = { ’(0)* {" (0) = (-2,2,4) = 4 -  (-U ,2 )
I /'(0 )* /" (0 ) ||

P0: - j =  ( - l,l ,2 ) [ (x ,* z )  -  (3-1,1)] = 0 Pn: x - y - 2 z  = 2

57) El salto de un sapo es descrita por la función vectorial f ( t )  = ( /2,|f|), calcular la longitud

1 1
recorrida en el intervalo -1 < t < 1, la curvatura y torsión en (—,—= )

2 V2

Solución

Se debe calcular L =  J || / ' ( O  II dt  =  2 j "  || f '(t) || dt

-> J(t , t )  para r> 0  -» J(2r,l) para t > 0
como f  (t) — 1 , , derivando se tiene: / ' ( í )  = i ,_  „

[( í2 ,- í)  para t < 0 1(2/,-1) para / < 0



£ = £  II /  '(OIIdt = £ II /  '(OIIdr + J‘II/■ (f)IIdt = £ - W  + ií* + J" 4̂r +ií*

= ^ |W 4 f~2 + 1 + ln 12í + -\/4f2
+ 1|]/ - i  + 2

[r- J 4 t * + l  +  ln | 2 / +  aA ? 2  + 1 1 ] J

¡— 1 V 5+2 r  r
= V5 + -  ln(—7=---- ) = V5 + ln( V5 + 2)

2  V 5 -2

í (2,0) , t > 0  1 1  1 
/ , , ( 0  = U . r < 0  =* l l / , '(0ll = 2 COm° / ( '° ) = ( 2 \ / f  => ÍQ = V2

7 '(-7 =) -  (V2 .1) , ~f"(-~=) = (2 ,0)
V2  V2

-* 1
1 -  1

como * (-= •) =|| — — — 1| donde || |J = V2 2 + 1 = ^ 5
V2 | | / ' ( - L )  || V2

/ ' ( í )  = (2í,l)  para t > 0  => || / ’(f) || = 4 ^  + 1

r ( 0  = (-T~2 " , 7  1 ) .  derivando r ( í )  = ( /  3/2 , 2 3/2 )
V4í +1 V4r +1 (4í + 1) (4í + 1)

1 27 ' ( - = )  ±
r v  1  w  2  4   ̂ 1   ̂ II V 2  M 3 27 (—=r) = (——,-—) entonces A:(—̂=) = || 11 -  “
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V2 3V 3’ 3^6 - h  | | / ' ( — )|| ^
V2

2.50 Ejercicios Propuestos.

I .
—> —> —> -

1) Calcular a . 6  , sí a = (2-4,1) y b = J (í e "  ,ícosh 2 r, 2 ?e "  )dt
0

Rpta. 0
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2) Calcular las siguientes integrales.

r —> —> r 2 —> —>
a) J (4 sen í /' + 3 co sí j ) d t  b) J (te~' i + t j ) d t

f1 1/2 t [n/2c) I (t , t  ,e )dt  d) I (sení, cosí, tgt )dt
Jo o

e) + O J ( e , t e ) d t
o o

—>
3) Hallar la función vectorial / ,  continua en el intervalo < 0,+°° > tal que

—» —> 1 |*.V —> —>
f ( x )  = xex A+ — f ( t )d t  V x > 0, siendo A un vector fijo no nulo.

jc Ji
—> —> —>

Rpta. f ( x )  = e*(x + l ) A - e A  

—> —>
4) Una función vectorial / ,  que nunca es cero y tiene derivada continua / ' ( í ) ,  V t,

—»
siempre es paralela a su derivada, demostrar que existe un vector constante A y una

—> —»

función real positiva \|/ tal que / ( / )  = y/(Z) A, V t.

—> —> —> —>
5) Una función vectorial /  satisface la ecuación t f ' ( t )  = f ( t )  + t A V t >0, donde A es

—̂ —> —> —> —̂
un vector fijo. Calcular /" ( l )  y / ( 3 )  en función de A sí f ( l ) - 2 A .

Rpta. /" (1 ) = A, /(3 )- (6 + 3 1 n 3 )A  

—> —» ^  ->
6) Dado un vector V *  0 y una función vectorial / ,  tal que: f ( t ) . V  = í ,  V t e  R y tal

—y —> —>
que el ángulo formado por f ' ( t )  y V es constante. Demostrar que /" ( / )  es ortogonal a

?'(/)-

3
7) Sea una curva C descrita por una partícula móvil en R . Dar una demostración o poner 

un contra ejemplo.
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a) Si el vector velocidad es constante, la curva es plana.

b) Si el vector aceleración es constante, la curva es plana.

c) Si el vector velocidad es peipendicular al vector aceleración la curva es plana.

28) Determine una función f :  I  <zR-------> R que parametrice la curva indicada.

a) La recta y = 2x, recorrida del tercero al primer cuadrante.

b) La cuarta parte del circulo x 2 + y 2 =3 que se encuentra en el segundo cuadrante, 

corrido en sentido antihorario.

c) El cuadrado |jc| + |y| = 1 recorrido en sentido antihorario.

d) El segmento de la curva y  = |l -  |x|| comprendido entre x = -2 y x = 2 recorrido de

izquierda a derecha.

I 2 Ie) El segmento de la curva y  = \x - 1  comprendido entre x = -2 y x = 2 recorrido de 

derecha a izquierda.

3
9) Determine una función / :  I c z R -------> R que parametrice la curva indicada.

a) La parte de la recta y = 2x = 3z que se encuentra en el primer octante, comenzando 

en el origen.

b) La parte de la recta que resulta de la intersección de los dos planos

x + 2y -z = 0, 3x - y + 5z = 0, correspondiente a z £ 0, comenzando en el origen.

c) Él circulo que resulta de la intersección del paraboloide z  — x 2 + y 2 con el

plano z = 4 comenzando en el punto (0,2,4) con el sentido de recorrido

(0,2,4) —>(-2,0,4)—»(0,-2,4)—>(2,0,4)—>(0,2,4).
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10) Encuentre una representación paramétrica de las siguientes curvas dadas.

j z 2 =.2ax -  í 2 4 , 3/2
a) C: 2 Rpta. C: a ( t )  = — = ? , t )

[9y  =16xz 2a 3V2a

b) C: x 2 + y 2 = 9 , z  = 0 Rpta. C: a ( 0  = (3cos/, 3sen/,0)

c) C: y  = 3x2 , z  = 0 Rpta. C: a ( t )  = (t, 3 /2,0)

2 3 -> í 2 / 3
d) C x  = 4 v , x  =24z Rpta. C: «(*) = (', — ,— )

4 24

e) C: (jc — l) 2 + 4 ( y - 2 ) 2 = 4 , z = 0

Rpta. a ( 0  = (l + 2cos/, 2 + sení,0)

2 2 . 2
f) o  \ x + y  + z  = a x̂ + y')

‘ l x + y  = a

Rpta. C: a  (6)  = (— ( l-c o s 0 ) , — (l + cosé>),—sen#) 
2 2 2

11) Dadas las siguientes curvas, encontrar su representación paramétrica.

a) [GCMl]x2 + y 2 - 6 x —4_y+12 = 0 , z = 0

Rpta. / ( / )  = (3 + cosí, 2 + sen/,0)

2 2 2b) x + y  + z  = 4  , x + y - z  = 0

Rpta. f ( Q ) =  ■ — ..............  (V 2cos0, V2 sen 0 ,V 2(sen 0+ cos0)
Vl + sen0 eos#

c) j/2 + z 2 =25 , x 2 + /  =10 Rpta. / ( í )  = (± V lO -í2 , f, ± < j 2 5 - t 2 )

12) Sea a  la trayectoria a  (t) = (2/, t , lní) definida para t > 0. Encontrar la longitud de 
—y

arco de a  entre los puntos (2,1,0) y (4,4,ln2). Rpta. 3 + ln2
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13) Hallar la longitud de arco de las líneas que se indican.

a) /  ( 0  =  ( t  cosí, t sen /,/) , / e  [0,2]

—̂
b) / ( / )  = ((l + co s/)co s/,(l + cos/)sen/) , / e  [0,2]

x a a + x  a an a
c) y  = arcsen— , z = — ln(------ ) desde (0,0,0) hasta (—, — , — ln3).

a 4 a - x  2 6 4

a 1
Rpta. L = —(1 + —ln3)

2 2

a-J2 a-J2 a
d) /  ( 0  = (aco s /, a se n /,a ln c o s /)  desde (0,0,0) hasta (------ , ------- , — ln2)

2 2 2

14) Hallar la longitud de arco de las siguientes curvas

a) / ( / )  = (2sen2 /,sen 2/,21n(cosz), / e [ — , — ]
6 3

b) 7 ( / )  = ( /2,|/|) , / e [ - l , l ]

215) Hallar la longitud de arco de la curva descrita por /  (/) = (2sen /, sen2/, 21ncos/)

1 V3 V3 3 V3 1
desde el punto (—, ---- , 21n(-----)) hasta el punto (—, -----, 21n—).

2 2 2 2 2 2

Rpta. 21n(3 + 2V3)

16) Hallar la longitud del arco de la hélice cónica C: a  (/) = ( a e ‘ eos/, ae sent , ae  ) 

desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a).

Rpta. L = a-J?>

—►
17) Calcular para la función vectorial definida por: a  (/) = (acost ,  a s en t , c t )  en

a
n

0 < , t < — .
2
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. [> cosO fr sen 6 r
18) Encontrar la longitud de la curva definida por f  (t) = ( I —■=~d6,  I —= - d 9 , 4 j t )

« 4 o  » V e  
—> —>

entre t = 1 y í = t¡, sabiendo que / ( / j )  es el punto donde f ' ( í x) es paralelo al 

plano YZ (1 < r, < 2).

Rpta. 2 > / 5 ( ^ - 1)

19) Una partícula se mueve en el plano XY según la ecuación x - e  2/cos31 , y 

y  = e 2t sen3í, encuentre la longitud de la trayectoria desde t = 0 a t = n.

t  t
20) Considere la curva descrita por /  (f) = (í, acosh(—), a senh(—)) demuestre que la

a a
distancia a lo largo de la curva desde (0,a,0) hasta P0 en la curva es proporcional a la 

distancia de PQ al plano XY.

21) Sea la función r = g(0) con derivada continua en < a,b >. Demuestre que la longitud de 

la curva es L = J J g 2 + ( g ' ) 2 d6 .
a

22) Sea la elipse descrita por x = a eos t, y = b eos t, t e [0,2rc], 0 < b < a. Demostrar que la
fjr/2 I 2 2

longitud de la elipse es: L = 4 a y l - e  eos i d t , donde e es la excentricidad de la 

elipse.

23) Hallar la longitud de arco de la línea C: x 2 = 3y ,  2xy = 9z desde el punto (0,0,0) hasta 

el punto (3,3,2).

Rpta. L = 5

24) Hallar la longitud de arco de la línea C: z 2 = 2ax, 9y 2 = 16xz desde el punto (0,0,0)

8a
hasta el punto (2a, — , 2 a ).

Rpta. L = 4a
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25) Encontrar la longitud de arco de las siguientes curvas:

a) a  (/) = ( a ( t - sen/), 1 -c o s í) , a > 0  longitud total

b) a  (t) = (a ( t - s e n t ) ,  1-cosr, 4sen—) , í e  [0,2tt1
2

3 3
c) a ( t ) - ( a c o s  í,  asen t),  a > 0  longitud total.

—* t t
d) a  (l) = ( t - a  tgh—, asecSi(-))  desde t = -a hasta t = 2a

a a

26) Encontrar la longitud de arco de las curvas

a) a ( /)  =(í,lnsecí,ln(secí + tg /)), / e [ 0, —] Rpta. ->/2 ln(l + V2 )
4

b) a  (/) = (e cosí, e sení) , f e [0,2] Rpta. 4 l ( e 2 - \ )

-> n r -

c) a  (/) = (/, lnsecí,3) desde t = 0 a t = — Rpta. ln(l + V2)
4

—̂
d) a  (/) = (a(cos¿+ /sen í) ,a (sen í- íc o s í)) , a > 0 en [0 ,2 /r]

Rpta. 2a^ 2

-*  c’2 c 2
e) a ( í )  = (— eos3/ , — sen3 í) en [0,2;r] donde c 2 = a 2 - b 2 , 0 < b < a

a b

Rpta.
4 (a 3 -¿>3)

ab

f) a  (í) = (a (sen h /-í), a (co sh í-l)) , 0 < t< T , a > 0

j, V^cosh — + V cosh T
Rpta. 2a(cosh—V c o sh r - l)-V 2 a ln (-------------------------- 2 . ----------- ^

2 1 + V2
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—* t
27) Sea C la curva descrita por la función vectorial f  (t) = a ( t -  sene, 1 -  cosí, 4 sen—)con

2
n - 2

a > 0. Hallar la longitud de arco de C desde el punto «(------- , 1, 2V2) hasta el punto
2

a(n,2,4)

28) La porción de una partícula en el instante t es: x(t) = 1 - eos t , y(t) = t - sent. Hallar el

recorrido de la partícula entre t = 0 y t = 1.

29) Halle la longitud de arco de la epicicloide como función de (p a lo largo de la curva

- >  r0 +  r  r0 + r
a (<p) = ((r0 + r)cos(p~rcos(------- ), (r0 + r ) s e n (p - r sen(--------<p))

r  r

4r(rn - r )  rn
Rpta. L = ------2--------(1 -c o s— 0 )

/b 2  r

I 2 2a30) Hallar la longitud de arco de la línea C: y  = V 2ax -  x , z  = a ln(-------- ) desde el
2 a - x

origen de coordenadas hasta el punto (x,y,z).

V2 ~a +-Jx
Rpta. L = a ln

y¡2a — i fx

31) Hallar la longitud de arco de la línea C: 4ax = (y + z)2 , 4z2 + 3_y2 = 3 z2 desde el

origen de coordenadas hasta el punto (x,y,z).

Rpta. ¿  = V2z

-> ftgí dx f/senx freosx n
32) Dado / ( í )  = (J --------- ----------- d x , )  --- dx) y g  (t) = ( l - 2 t ,  t 2, 2 e 20

ctgVí 1 + JC 1 X  1 X

71 -> 1
0 < f  <—. Hallar la longitud de la curva a lo largo de /  desde r = /„ hasta t =  —

2 2
—̂ ^

donde í0 es el punto en el que g '(i) es paralelo a g  (/).
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33) Calcular la longitud del arco y parametrice la curva en el parámetro S donde la curva es
2 2 2dada por las ecuaciones x  +  y  +  z  =  a ( x  +  y )  ,  x  +  y  =  a .

34) Hallar la distancia que recorre una partícula que se desplaza sobre la curva

2 2 2  1 V2 1
C: x  + y  + z  =  1 a  x +  z  = 1 desde el punto A (  1,0,0) hasta el punto 3 ( — , -----, — )

2 2 2

Rpta. L = ---- n
4

35) a) Hallar la representación paramétrica de la curva descrita por un punto P de una

circunferencia de radio a (a > 0) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta.

b) Hallar la longitud de arco de la curva encontrada en a)

36) Sea C una curva descrita por la función a:  [0,l]-» si a '(0 ) = (1,2,2) y

a  "(t) = 21 T(t)  + A(t) N( t )  calcular la longitud de la curva.

10
Rpta. L = —

3

3 t r i37) Si C es una curva en R descrita por a ( í )  = ( í- s e n í , l - c o s f ,-4 c o s —),í g  [0,2^1.
2

Hallar la longitud de arco C entre el punto de curvatura máxima y el punto de curvatura 

mínima. Rpta. L = 4-^2

38) Sea C una curva de ecuación vectorial f ( t )  = ( / - s e n í , l- c o s í ,-4 s e n —) , / e \0,2n\ .2
Hallar la longitud del arco C entre el punto de curvatura máxima y el punto de curvatura 

mínima. Rpta. L = 4V2

39) Sea C una curva de R'  cuyas ecuaciones paramétricas en coordenadas cilindricas son:

C: r = /j(r ) , 9 = f 2(t) , z = / 3(í). Demostrar que la longitud de arco de C, desde el

fA I 2 2 2 2punto t=  ahastael punto t = bes: L = J ^( Dtr) + r  (Dt9 ) + ( D tz) dt
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40) En la ecuación de la curva y 2 = jc \  hallar la longitud de arco que une los puntos 

A(l,-1) a B (l,l).

41) Sea g una función real derivable en [a,b] y  sea C la gráfica polar r = g(0). Entonces C
—> —> —► 

esta descrita por f  = g.  u sobre [a,b], donde u = (eos0 , sen©) pruebe que: 

f ' ( 0 )  =  g '  u + g  u ’

42) Un movimiento circular de una barra OA alrededor del punto fijo O, está definida por 

la relación 6 -  0.15/2 donde 0 se expresa en radianes y t en segundos. Un bloque B se 

desliza a lo largo de la barra de acuerdo a al relación, r =  3 -0 .4 0 /2 donde r es la 

distancia al punto fijo O, expresada en pies y t en segundos. Determinar la velocidad 

total y la aceleración total del bloque B, después que la barra OA ha rotado 30a.

—> —»
Rpta. || v  || =  1 J A p i e s  /  s e g  , || a  || =  1 .8 0 p i e s  /  s e g 2

—► ->
43) Sea a = a ( u )  la función vectorial del escalar u donde u a su vez es una función escalar

—I*
del escalar básico t, suponiendo que a(u)  y u = u(t) son diférenciables tantas veces 

como sea necesario. Hallar la expresión para las derivadas de la función compuesta:

3 a 8 a
~éT' di

44) Hallar la trayectoria del movimiento para el cual el radio vector del punto móvil
—P

d  r  -» -» -*
satisface a la condición----- =  a x r , donde a  es un vector constante.

dt

—*
Rpta. La trayectoria es una circunferencia cuyo plano es perpendicular al vector a
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2 2 245) Demostrar que la curva C: x = l + 3t + 2t  , y  = 2 - 2 t  + 5t , z = l + í , es plana.

Hallar el plano en que se encuentra.

Rpta. P: 2x + 3y+19z = 27

x = 3 /4 + t 2 - 3
3 246) Averiguar si es plana la curva. C: i y  = 3t + t  +1 Si es plana determinar el plano

z = r4 + 2 í3 + í 2

a que pertenece. Rpta. x + 2y - 3z + 1 = 0

47) Una partícula se mueve sobre C a R 3 de tal manera que su aceleración en cualquier
—> —> —> —> 

instante t es a sen / + b , siendo a y b vectores constantes, si se parte del punto

2
(— ,2,2) con velocidad inicial (2,-1,2).

a) Por diferenciación calcular aproximadamente la distancia de la partícula al origen 

en t = 0.2 seg.

-* 2
b) Si a = (-2,1,-2) y  b = (—,-2 ,-2 ) bosqueje a la trayectoria de la partícula.

Rpta. ||/(0 .2 ) ||= 3

—> ~> h h h
48) La curva y  esta determinado por y  (t) = (be 1, be ' eos í, be ' sen í ) .

a) Determinar el rango de la curva e identificarlo (graficar).

b) Halle la longitud de arco desde el punto A(0,0,0) hasta B(b,b,0).

c) Parametrice la curva respecto a la longitud de arco.

—>
49) Consideremos la elipse descrita por la transformación f(<p) = (a sen (p, (3 eos (p) con 0

<  (p <  2n, demuestre que la longitud de arco de tal elipse es 4a ^ 1  - e 2 sen2 (p d(p
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II.-

1) Sea f ( t )  = (e' cosí ,  e sen /,e ') , P0 = / ( 0)

a) Hallar 7(0) , ¿V(0) , 5(0) b) Los planos fundamentales en 1 = 0.

2) Determinar T , N , B , k , r  para la curva C descrita por la función vectorial

2 2 2 f { t )  = {c eos/, c sen t , d  / ) en cualquier punto c y d son constantes.
—> —* —>

3) Determinar T , N  y  B para cada una de las siguientes curva.

a) / (O  = (eos/,sen/) , /e [0 ,2 ;r] b) / ( / )  = ( / eos/, / sen /,/)

c) / ( / ) - ( 3 / 2 ,2 + 8 /2 , - 5 / 2) en t = 0 d) / ( / )  = (9cos/, 9sen/, 3)

—>
4) Dado la función vectorial /  (/) = (a cosco/, a sen col); donde a > 0, b > O.Determinar 

T , N , B , k , z , V t.

5) Determinar T , N  y  B  y los planos osculador, normal y rectificante en / ( 0 )  para las 

siguientes curvas:

—> —>

a) / ( / )  = (/-se n , 1 -co s /,/)  b) f ( t )  = ( t c o s t , t s e n t , i )

c) / ( / )  = ( /2,cos/, sen/) en t = 1 d) / ( / )  = (/, 1 - / , /  + / 2)en (1,0,2)

2 26) Dada la curva / ( / )  = (/ +1, 8/, t - 3 ) .  Hallar el vector tangente unitario en t = 1, 

escriba la ecuación del plano normal, plano osculador y el plano rectificante en el
—>

punto / ( 1 ) .

7) Hallar la ecuación de los planos osculador, normal y rectificante a la curva 

a  (/) = (e + l ,e~‘ -1 , /) en t = 0.

Rpta. PN: x - y + z  = 2 , PR: x + y  = 2 , P0: x - y - 2 z  = 2
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8) Sea C una curva de ecuación vectorial a  (/) = (/, lnsecí, ln(secí + tg/)). Hallar los

—> —t —>
vectores T , N  y  5  y la ecuación del plano osculador en el punto en que la curva corta 

al plano YZ.

Rpta. f(0 ) = 4^(1,0,1) , N(0)  = (0,1,0) , 5(0) = -^ (-1 ,0 ,1 ) , P0: x - z  = 0
V 2 V 2

9) Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y la binormal de la línea

x 2 = 2az,  y 2 = 2bz  en un punto cualquiera.

10) Hallar la ecuación del plano osculador a la curva x 2 = 4 y ,  jc3 = 24z en el punto (6,9,9).

-» x
11) SeaC la curva descrita por la función vectorial f ( t )  = a ( x - senx, 1 -co sx , 4sen—), a

2
constante. Hallar la ecuación de la recta tangente y el plano normal a la curva en el 
plano (2n,0,0).

12) Hallar la ecuación del plano osculador a la curva C descrita por

-  / 2 r3
/ ( í )  = ( í ,— , — ),para t=  2. Rpta. P0: 1 2 x -6 y  + z - 8  = 0

2 3

2 213) Dada la función vectorial / ( / )  = (sen í-2 , / + 2 , t  + 2 sent - 1). Hallar la torsión en

n k
cualquier punto y determinar la ecuación del plano osculador en t = 0, í = — , t -  — ,

4 2 '

explique su respuesta. Rpta. t  = 0 , P0: 2x + y  -  z + l  = 0

1
14) Hallar el vector normal y una ecuación del plano osculador para tQ ~ ~  cuand° 

/ ( í )  = (arcsení, t , - ( 1 - / ) 1/2).
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15) Hallar la intersección del plano XY con el plano normal a la curva
-* - » - * - »  n
f  ( 0  = eos/ i +sen/ j + t  k en el punto t = —

2

16) Sea la curva C: f ( t )  = (cosh/, senh/,/). Hallar la ecuación del plano osculador en el 

punto donde el radio de curvatura es mínima.

17) Sean C y P la curva y el plano definido por: C: / ( / )  = (cos4/, sen4/,/) yP: 

x + 4z - 3 = 0. Determine en que punto de la curva, el plano osculador es paralelo a P. 

Hallar también la ecuación del plano osculador.

Rpta. p{Q,\,—) ; P0: x + 4 z  = — 
8 2

-» 1 +  / 1 - í
18) Si C es una curva con representación parametrica a ( t )  = ( t , ------, -------- ) .

t t

a) Calcular su torsión.

b) Determinar la ecuación del plano osculador en el punto t = 1.

Rpta. a) t  = 0 b) P0: x - y  + z + 1 = 0

19) Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal para la línea dadas en 

los puntos indicados:

-> k6 aV 2 a-J2 k
*) f ( 9 )  = (acos G, as end , -----) en p( -------,--------,—)

2 n 2 2 8

-* t 4 r3 / 2
b) / (í) = (— , — , — ), en un punto cualquiera además demostrar que la tangente en

4 3 2

todos los puntos de la curva C forma un mismo ángulo con el eje OZ.
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a j í  a^¡2 k
x -------- y ------------ z ------------  , , 2

1 1 8 kz k
Rpta. a) Lt : -------- = -  = -------j=— = —¡—  , PN: - x  + y  +

- a j 2 «V2 A  ’ N‘ n a j l  i m f i
n

í 4 í 3 í 2 * y  z f6 ?4 f2
b) — =—  = -------- = --------- , PN: t x + rv + z = — + —  + —

t 2 t ü_ 4 3 2
a

20) Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal y el plano osculador de la curva

2 3a ( t )  = (t , t  ,t ) en el punto (2,4,8).

x - 2  y - 4 z - 8
Rpta. L —j— = -L—̂— = — , PN: x + 4^+12z= 144 , P0: \ 2 x - 6 y  + z - $  = 0

2 221) Dada la curva a ( / )  = ((í +1) i ,8/ j  ,(l -3 )  k ) . Hallar el vector tangente unitario en t 

= 1, escriba la ecuación del plano normal, plano osculador y plano rectificante en el
—>

punto a  (1).

22) Hallar los vectores T , N , B ,  la curvatura k, las ecuaciones de la tangente y la ecuación 

del plano osculador a las curvas dadas en el punto indicado.

a) a ( t )  =  (e‘ cost,  er sent,  er) , t = 0

-> t t
b) a ( t )  = (2cosh—, 2senh—, 2t) , t  = 0

2 2

b) k = —  , P0: 2_y -  z = 0
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e1 sen /
23) Formar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva x  = — ==— ,

V2

1 ^ _  e eos / ^  punto t = 0.
V2

V2
T — -

X  “
Rpta. L — = ------—  a  v = l ,  PN: 2x + 2 z - ^ 2  = 0

1 1  w

24) Dada la ecuación de la hélice C: a  (/) = (acosí, asen/, R 2 - a 2t).  Hallar las 

ecuaciones de los planos osculador, rectificante y normal en cualquier punto.

Rpta. P0 :-Jr 2 - a 2 sen / jc - -<¡R2 - a 2 eos/.y  + az = a ^ R 2 - a 2t 

PR : cos/.jt+sen/.y  = a

PN: a sent . x -  a cost  . y  R 2 - a 2 z + ( R 2 - a 2)t =  0

25) Dada la curva C: x = 6t , y  =  3 /2 , z = / 3, en el punto t = 1, hallar la curvatura k,

la torsión t , plano osculador, plano rectificante y el plano normal.

2 2
Rpta.£(l) = — ,r(l)  = — ,P 0 : x - 2 y  + 2z  = 2 ,PR: 2 x -_ y -2 z  = 7 ,P N :2x + 2 y  + z - 1 9  = 0

26) Sea la curva alabeada C: x = e' sen2t  , y - e  eos2/ , z - 2 e  , para el punto

P(0,l,2). Hallar la curvatura k, los planos normal rectificante y osculador y las rectas 

tangentes, normal y binormal.

2V5
Rpta. £ = ——  , PN: 2x + y + 2 z - 5  , PR: x - 2 y  + 2 = 0 , P#: 4x + 2>--5z+8 = 0

w _ x y - 1 z - 2  r x y - 1 a x x 7 - 1  z - 2
Lif. - - y - A Z - V , Ld. - —

2 1 2 1 - 2  * 4 2 -5
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27) Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y binormal a las líneas 

dadas en los puntos indicados.

a) C: y 2 = x  , x 2 = z  en el punto (1 ,1 , 1)

b) C: x 2 = 2 a z  , y 2 = 2 b z  en un punto cualquiera-

c) C: a ( t )  = (e ,e~' ,-Jlt)  enelpun to  (e ,e_1,V 2)

Rpta.

x  — 1 y - 1 z -1  x — 1 y - 1  z -1
a) P„: 6 x - 8 y - z + 3  = 0, LM: ------= ------ --------  , L„: ------= ------= -------

' 6 -8  -1 31 26 -22

b) P0: - J b ( x - x 0) - J a ( y - y 0) = 0,  l n ■ A 2 = zo >

x - x 0 ^ y  —y  o _ z - z 0 

B y¡2 az0 y¡2 bz0 - ( a + b )

1 r- x - e  y -  1 / e  Z- -J2
c) P0: —x -e y -V 2 z + 2  = 0 , LN: --------- = ---------= — ■=-  ,

e - 1 / e  e s¡2

x - e  y - l / e  z - V 2
L d'.

1 1 -V 2senhl

28) Demostrar que la tangente en todos los puntos de la línea forma un mismo ángulo con el 

eje OZ y hallar la tangente y el plano normal.
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1 1

x +2 y - 1  z - 6
---------- = ---------=  ----------

> p i
2 7 2 8  4

x - x 0 y - y 0 z-- z o

c) C: 2 x 2 + 3 y 2 + z 2 =47 , x 2 + 2 y 2 = z ,  en el punto (-2,1,6)

d) C: x 3 + z i = a 3 , y 3 + z 3 = b i , en un punto cualquiera.

y -8 a  z - 1 2 a
Rpta. a) L,\ x - 6 a  = --------= ----------  , PN: x + 6y+ 36z = 2706a

6 36

1
b) -------y ^ l . í Z ^ Í  , r „ : ,  + ,  + , & , £  + 4

c) I,:
¿ / Z8 ^

.. , .  i z í i - Z Z Z i - i Z f i  p . £ I Í 2 .  Z lZ e . £ z £ 2 ._ o
d )  L r  2 2 ~  2 2 2 2 ’  N • 2 +  2 +  2 ~ U

■ > V o  * o z o W o  * o  J ' o  zo

29) Mostrar que las tangentes, las normales principales y binormal de la línea
—>

a  (/) = (e cosí ,  e sen/, e )  forman ángulos constantes con el eje Z.

230) Mostrar que la línea a  (t) = (2/ + 3, 3 /-1 , t ) tiene entre los puntos un mismo plano

osculador. Interpretar este hecho desde un punto de vista geométrico.

—>

Rpta. P0: 3 x - 2 .y - l l = 0  en todo punto de a (/)

31) Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal principal y de la binormal en un punto

-  r4 /3 i 2
arbitrario de la curva C: x  = —  , y  = — , z  = — , Hallar los puntos en que la

4 3 2
tangente a ésta curva es paralela al plano x + 3y + 2z -10  = 0.
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32) Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano osculador, de la normal principal y de la

í 2
binormal de la curva x = t, y = -t, z = —  en el punto t = 2. Calcular los cosenos de la

2
binormal en este punto.

n * r x ~ 2 -V + 2 z~2 n n r x~2  ̂+ 2 2-2Rpta. L, : ------ = ------- = ------- , P0 : x + y  = 0 , LN : ------- = ------- = ------- ,
r 1 1 2 1 - 1 - 1

x - 2  y  + 2 z - 2
Lb :

1 1 0

sen í
33) Calcular el plano rectificante y el plano normal de la curva C: x = sen t ,  y  = --------- ,

2
1

z = —( í - s e n íc o s í )  en el punto t = t i. Rpta. PR: y  = 0 , PN: x  = 0

V 2  234) Una curva C en el espacio está definida por: C: x = arctg (s), y  = -----ln (í +1), z
2

= s - arctg s donde s es la longitud de arco. Hallar

a) Los vectores T, N,  B

b) El radio de la curvatura y el radio de torsión.

Rpta.

-» i + - j 2 s j  + s 2 k -* —J2s  i + ( 1 - í 2) j  + - j 2sk  -* s i - - j 2 s j + k
a) T = -------- r ----------, N  = ---------------- ;----- ------------,B = --------- 2" ^ -----

í  + 1  5  +  1 5 + 1

V 2  ,  V 2  2
b) R = ---- (ass + 1) , p  = — +1)

2 2

35) Hallar los planos osculador, normal y rectificante para la curva determinada por: 

x 2 + y 2 + z 2 = 6 , x 2 - y 2+ z 2 = 4 en el punto ( 1 , 1 , 2 ) .

Rpta. 2 x - z  = 0 , P0: y - l  = 0 , PR: x + 2 z - 5  = 0
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36) Si C esta descrita por / ( / )  = (cosí,sen í,[ | — |] ) , r e  [0,4tt] . Halle todos los puntos de
71

C donde tiene un vector tangente paralelo a los planos coordenados.

-> 4 3
37) Sea C una curva descrita por la íunción vectorial f ( s )  = (—cosí, 1 -sens, - —cosí).

s  s

Hallar || W ( |)+ T( ~)  + B(^)  || +k(s)  + x(^)

38) Hallar las ecuaciones de la tangente, ecuación del plano osculador de la curva

x 2 +3y2 = 1, x 2 +3y 2 + z 2 = 5 en el punto (—,—,2).
2 2

1 1
x —  y  —

Rpta. L,: — p -  = — p  a  z = 2 , P0: z - 2  = 0

3

39) Dadalacurva C: x 2 - 2 y z  = 0  a  y  + z - - J 2 x - l  = 0 .

1 1 1
a) Hallar la ecuación del plano osculador en el punto ( - — = , —,—).

2V2 4 4

b) Hallar la curvatura y la torsión en dicho punto.

40) Un punto se mueve en el espacio según la ecuación vectorial

a  (í) = (4cosí, 4 sen í,4 co sí).

a) Probar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuación del plano que contiene a . 

dicho elipse.

b) Probar que el radio de curvatura es 2>/2T(l + sen2 í ) 3/2
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3
t 2

41) Hallar el ángulo formado por el plano tangente a la curva x = 21----- , y  = t ,

f3
z = 2 / h---- en el punto t = 1, con el plano rectificante, de la misma curva en el punto t

= 2.
71

Rpta. G = arccos(— ) = 3 8a 7'
91 r

42) Formar las ecuaciones de la recta tangente, el plano normal, la binormal, el plano 

osculador, la normal principal y el plano rectificante a las líneas dadas en los puntos 

indicados.

a) C\ x = t 2 , y  = 1 -f  , z = / 3 en el punto (1,0,1)

b) x 2 + y 2 + z 2 = 3 , x 2 + y 2 = 2 en el punto (1,1,1)

-♦ 4 Í  yf2
c) C: a ( t )  = (sen/, cosí, tg/) enelpunto(---- ,----- ,1 )

2 2

d) C: a  (/) = ( /3 - / 2 -5 ,  3/2 +1, 2 /3 -16) en el punto correspondiente al valor del

parámetro t = 2. .

Rpta. a) L, : = ^n: 2jc->' + 3 z -5  = 0

Jt-1 y z -1
Ld: ------= —= ------  , P0; 3x + 3 v - z - 2  = 0

B 3 3 -1 ° '

x — 1 v z -1
L k \ ------= — = ------  , PR: 8 x - l l v  + 9 z+ l = 0

8 - 1 1 - 9

x - 1 v— 1
b) L. : ------= ------- a z = 1  , PN: x -  y = 0

1 - 1

x = 1 , ^ = 1  , P0: z = l  

x - 1  y - 1
------= :------  a  z = l , PR: x + y - 2 = 0

1 1
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V I V I
x - ----  y -------_ j

c) Lr: — =Z- = ------ 7=”  = -----  , PN: V Ix -V Iy  + 4z = 0
V I -V I  4

x _ v i  v _ v i

— ¡=J- = -----¡J -  = —  , P0: VIx + 3 V Iy + z -5  = 0
5 V I 3VI 1

V I V I
x -------y ---------- _ j

L „ : ------ —  = ------—  = - ^ = ,  PR: -13x  + 3y+4->/Iz+VI = 0
N 13 -3  - 4 j 2

x+1 y - 13 z
d) L , \ ------= -------- = -  , PN: 2 x+ 3y+ 6z = 27

2 3 6

x + l  y -1 3  z
Lb : -------= --------= —  , P0: 6x+2_y-3z = 20

6 2 —3

x + l  v -1 3  z
Ln: -------- = ------------=  — , P„: 3 x -6 y + 2 z  = -81

3 -6  2

43) Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las siguientes curvas.

2 2a) C: z = x + y  , y  = x en el punto (1,1,2)

b) C: x 2 + y 2 + z 2 = 2 5 ,  x + z = 5 en el punto (2,2 V3,3)

2 244) Hallar la ecuación del plano normal a la curva z = x - y  , y  = x en el origen de

coordenadas. Rpta. PN : x + y  = 0

45) Hallar las ecuaciones de los planos osculador a las curvas dadas en el punto indicado.

a) C: x 2 + y 2 + z 2 = 9 ,  x 2 - y 2 = 3 en el punto (2,1,2)

b) C: x 2 = 4 y  , x 3 =24z en el punto (6,9,9)

2 2 2 2 2 2c) C: x + z  =a  , y  + z  =b en cualquier punto a la curva (x0,y 0,z0)
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Rpta. a) 4x - y - z = 9 b) 9x — 6y + 2z = 18

. , 2 3 3 3 , 2  , 2 .  3 2 , 2 ,  2 , 2 .c) b x 0x - a  y 0y + ( a  - b  )z0z = a b (a - b  )

45) Hallar las ecuaciones del plano osculador a la curva C: x Z- y 2 + z 2 = 1, 

y 2 - 2 x  + z = 0  en el punto (1,1,1)

46) En qué punto del plano XY hará impacto una partícula de la cual se sabe que para el 

tiempo t = 0 estaba situada en el punto (0,0,1600) y que su velocidad está dada por
—►
V (t) = (500,1000, - 3 2 1), donde t representa al tiempo. Determinar también el radio de 

curvatura o de la trayectoria de la partícula cuando t = 5.

47) Un hombre observa que un insecto se posa en el extremo del minutero de un reloj, de 

radio r, al medio día y empieza a caminar hacia el centro del reloj con una rapidez V 

constante. Si el reloj funciona normalmente, hallar la curvatura de la trayectoria del 

insecto, observada por el hombre, después de t segundos.

48) Determinar las constantes reales a y b de manera que las curvas 

Cx :4x2 +4xy  + y 2 - I 0 x - l 0 y  + l l  = 0 , C2 : (y + b x - \ - b ) 2 - a ( b y - x  + l - b )  = 0 se 

corta ortogonalmente en (1,1) y tengan la misma curvatura en ese punto.

50) Demuestre que si R(t)  = ( / j ( t), / 3(0 ) es Ia ecuación vectorial de la curva C y

Rpta. Punto de impacto P(5000, 1000, 0) ^266740,000 
(1'275,600)3/2

curva. Hallar la torsión de la curva en el punto

t = 0.

k(t) es la curvatura de C, entonces. k(t) =
11D, R( t )*D?R(t )  || 

II D,  Ä (»)|3
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51) Sea C la curva descrita por / ( / )  = (2 12,1 - / ,  3 + 212) y P0 el centro de curvatura de C 

en el punto donde la curvatura es máxima. Hallar la ecuación de la recta que pasa por

1 25
P() paralela al vector curvatura. Rpta. L =  { ( — ,1,— )  +/(-4,0,4) / 1 g  R \

52) Sea C, la curva descrita por la función f ( x )  = (x + l , e 3 x , ln(x2 + 2x + l ) - ln 4 )  y C2

la curva descrita por g ( x )  =  (—, 4^/íxf-l, - ln x ) . Hallar la torsión de la curva Cx en
x

el punto de intersección de estas curvas.

53) Hallar la curvatura k(jr) y la torsión t (ti) para la curva C descrita por:

- » 4  3
f ( s )  = (—cos.v, 1 -sen s, — cosí) siendo s la longitud de arco de curva C sobre que

s s

superficie se encuentra la curva C. Rpta. k(ir) = 1, r (rc) = 0 , 3x + 4z = 0

54) Hallar la curvatura k y la torsión x de la curva descrita por la función
—>
/ ( / )  = (a c os t , asen/, bt)

55) ‘Sean las curvas dadas por: Cx\ / ( / )  = (3/ —/ 3, 3 /2, 3/ + / 3) teR,

-> s s bs r~i j  -»
C2: g-(5) = (acos—,a sen —, — ), c = y a  +b  , C3: h(t )  = (acos/, ¿ sen /). Hallar

c c c

la suma de los valores de la curvatura total de las curvas.

-* 4 3
56) Sea la curva C definida por: / ( / )  = (—eos/, 1 -sen /, - —eos/) , t > 0. Demuestre que

C es una circunferencia y encontrar su centro y radio.

2
57) Una partícula se desplaza en el plano R a lo largo de la curva C de ecuación

I J----  V3
y  = ln(x + y x  - 1 ) ,  x > 1 con rapidez constante —  mis / seg y parte del punto (1,0) en

3

el instante t = 0. Hallar la ecuación de la circunferencia de curvatura de C en el punto 

en que se encuentra la partícula después de haber transcurrido 2 seg. desde su partida.
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58) Hallar la curvatura k y la torsión x de la curva descrita por 

f ( 6 )  = (a2 eos0, a2 sen0 , b 29)  en cualquier punto, con a,b constantes.

59) Hallar el círculo de curvatura de la curva descrita por
—>

C: f ( t )  = (cosí + í sen t, sen t - t  eos t ) , t > 0 e n u n  punto de donde el vector tangente es

paralelo al eje X.

t 2 r 3
60) Sea C una curva de ecuación vectorial a ( /)  = (2r, —■=,— ).

V2 3 

—>
a) Hallar el centro de la circunferencia de curvatura en a  (0)

b) ¿Cuál de los puntos />j(0 ,V2 ,V2 ), p 2 (2-J2,2-Jl ,0) y p 3 (>/2,0,0) pertenece a la 

circunferencia de curvatura?

Rpta. a) C(0,2-j2,0) b) solamente p 2

~* l — 2 t C t  3enjr
61) Dada la curva parametrizada por a ( t )  = (—-— , J^e dx, t). Hallar la circunferencia

1
de curvatura de C en el punto donde la curva intercepta al plano x + y  + z  =

2

3 3
Rpta. C(2,3,— ), radio i? = — -Jó

2 2

3 2 362) Hallar el radio de curvatura de la curva a ( t )  = ( 3 t - t  ,3 1 ,3 t + t ) en el 

punto (-2,12,14).

-» s s s
63) Sea la curva C: y (s) = ( - p +  l)(cos(ln(—p + 1), sen(ln(—p + 1)), 1) donde s es el

V3 V3 V 3

parámetro de longitud de arco. Determinar, para el punto (1,0,1) € C, las coordenadas

3 1
del centro del circulo de curvatura ¿están los puntos p x (1,-,—) , p 2 (0,2,-1) sobre

2 4
1 3

él circulo de curvatura? Rpta. C(---- ,- ,1 )  , p x está
2 2
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64) Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva C, descrita por

~> 3 2
g ( t )  = (t +6, 3/+  4, t ) en un punto de intersección con la curva C, descrita por 

7(?) = ( t2 - 3 ,  3 í-5 , ln(e4' + / -1 ) ) .  .

65) Hallar el centro de la circunferencia de curvatura y el plano osculador de la curva 

C : a ( t ) e R 3, teR en a(0) = (0,0,1), si se sabe que a '(0 ) = (0,0,2)

-> 2 -* t 2 -» -* -* 
r ( l )  = - ( 9 ,1 - 2 ) ,  7”(/) es paralela a ( - / ,— -1 ,/)  y a " ( t )  = 2t T(t )  + 2 N ( t ) .

Rpta. C(0,2,l) , P0: x = 0

66) Si una curva plana tiene por ecuación cartesiana, y = f(x), demuestre que el centro de 

curvatura C(m,n) en un punto p(x,y) de la curva es:

/ ( i + y 2) i + y 2
n = x - -------------- , m = y + --------

y  y

67) Probar que, la curvatura y la torsión de la curva alabeada r  (t) = e' i +e~’ j  + J 2 t  k

y[2 2
son k = - r = ---- sec h' t

4

1 -> -> ->
68) Demostrar que la torsión dada por la fórmula r = — (T( t ) . (T' ( t )xT"( t ) )  donde k es

k
—>

la curvatura y T es la tangente unitaria.

—>
69) Dada la curva parametrizada por a  (6 ) = (0 -  sen 6 ,1 -  eos 6)  0 < 0 < 2n y sea L la

TC
recta que pasa por el centro de a circunferencia de curvatura de la curva en 6  = — , en

3
la dirección del vector curvatura. Hallar la intersección de L con el eje X.
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70) Si un punto se mueve dé manera que los vectores aceleración y velocidad, siempre tiene 

módulo constante, probar que la curvatura es constante en todos los puntos del camino y

expresarla en íiinción || V || y || a | | . Rpta. k =
v . v

71) Demostrar que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones parametricas son

2 2 2 1
x = x(s) , y = y (s) , z = z (s) es dado por: p  = + — j- + —y )  2

ds ds ds

—>
7 2 )  Hallar el radio de torsión de la línea a  ( / )  =  (eos/, sen /, cosh/)

cosh2 1 
R p ta .---------

senhr

73) Hallar el radio de curvatura de la línea a( t )  = (lncos/, ln sen /, /) , 0 < / < — , •
2

mostrar que la torsión en cualquier punto suyo es igual a la curvatura en este punto.

Rpta. p = V2csc2/ ’

7 4 )  Demostrar, que si a curvatura de torsión es igual a cero en todo los puntos de una curva, 

está es una curva plana.

7 5 )  Hallar los puntos donde la espiral r =  0 ,  tiene curvatura máxima, justifique su respuesta.

Rpta. ( 0 , 0 , 0 )

/
7 6 )  Si C es una curva descrita por la ecuación vectorial/ ( / )  = ( / - s e n / ,  1-cosí, - 4 eos—),

2

/ e  [ 0 , 2 7 t ]  . Hallar el centro de curvatura en el punto donde el radio de curvatura es 

máxima.

Rpta. C(rc,-6,0)
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77) Una partícula se desplaza en el plano R 1 a lo largo de la curva C de ecuación

n —  J sy  = ln(x + Vx - 1 ) ,  x > 1, con rapidez constante — mts/seg. y parte el punto (1,0) en
2

el instante t = 0. Hallar la ecuación del circulo de curvatura de C en el punto en que se 

encuentra la partícula de haber transcurrido 2 seg. después de su partida.

2 /J
Rpta. x 2 + (y  + — ---- ln(3 + 2-\/2))2 =81

78) Demostrar que la curvatura de la curva y = ln x, en cualquier punto (x,y) es
x 2

— :-TTr .  Demostrar también que la curvatura máxima absoluta es — — lo cual
(x2 + l ) 3/2 3V3

V2 ln2
ocurre en el punto (---- ,------- ).

2 2

79) Sean f  > 0 y g > 0 fondones diferenciables arbitrarios de valores reales, definidas 

en I c R ,  considérese la curva:

C: F (í) = (J f ( t ) s e n t d t , J f ( t ) cos t d t ,  j g ( t ) f ( t ) d t ) . Hallar la curvatura y la torsión 

deC.

80, Sea C la curva descrita por f . demostrar: t

« / ’(Olí1

81) Sea r = f(0) es la ecuación polar, demostrar que su curvatura es dado por la fórmula.

k  = *
l / 2( 0 ) - / ( e ) / " ( 0 ) + 2 / ,2| 

( / 2( 0 ) + / ,2( 0 » 3/2

3
82) Si C es una curva en R , descrita por / .  Demostrar que:
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a) k  = i / ' ( ' ) ' / "  (OH
b) T =

c) 5(0 =

i i / ’(o  ir

7 ’(t> 7 ” (<)

llT’í ' k r í O I
d) JV =

n . t ) * r \ t ) . r \ t )

ii 7 , (o*7"(oii2 

ll(7 , ( 0 - ? ,(0 ) -? " (0 ll

83) Si la trayectoria de una partícula está definida por x = í 2 - 1  , y  = 2 t 2 — 1 ,
z = r2 +5r, t > 0 donde t = tiempo, encuentre los componentes tangencial y normal de 

la aceleración.

84) Una partícula se mueve en el espacio sobre una curva C de manera que su vector de

posición / (t) en cualquier instante satisface la ecuación / (t). c  = e donde c es un
—> ( —¥

vector constante y su vector velocidad V(t)  forma un ángulo constante 6  con c ,

0 < 0 < — . Hallar la componente tangencial de la ecuación en el instante t.

85) Encontrar las componentes tangencial y normal de la aceleración en el instante t = 2 

para el movimiento de una partícula descrita por la curva

12
a (0  = (ln(/2 +1), 2 arctgt, 2V /2 +1). Rpta. a T = 0 , a N =

5V3Ö

86) Una partícula se mueve a lo largo de lacurva a ( t ) - { t ^  - 4 t ,  t 2 +4í, 8/ 2 - 3 / 3) para 

t = 2, hallar la componente tangencial y la componente normal de la aceleración.

Rpta. a r = 16 , a N =2-Jl3

87) Una partícula parte del reposo del punto P(2,2,3) con una aceleración

a( t )  = 2t  i +4t  j  + 3t k calcular después de un segundo de la partida.

a) La trayectoria de la partida.
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b) Las componentes tangencial y normal de la aceleración.

b) = V29 , aN = 0

2 388) Una partícula se mueve sobre la curva x = 3t , y  = 2t , z = 3t, encontrar para t=l.

a) La curvatura y torsión

b) Los componentes tangencial y normal de la aceleración-

2
Rpta. a) k = —

27 27

2
b) Qj  — 1 2  , — 6

89) Una partícula P desliza sin rozamiento a lo largo de un alambre arrollado en forma de 

hélice circular recta. Si tomamos el semieje positivo Z hacia abajo, las coordenadas 

cilindricas de P en el instante t son r = a, z = b0 en donde a y b son constantes positivas. 

Si la partícula parte de r = 0, 0 = 0 con velocidad inicial nula y cae por acción de la 

gravedad, la ley de la conservación de la energía nos dice que su velocidad después de 

haber descendido una distancia vertical Z está dado por y¡2gz

d6
a) Calcúlese la velocidad angular---- para 0 = 2rt.

dt

b) exprésese 0 y Z en función del tiempo t.

c) Dígase si hay componente de la aceleración en la dirección de la binormal.

Rpta. a) W

c) Como la aceleración esta contenida en el plano osculador, nunca existe 

componente de la aceleración en la dirección de la binormal.
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2 1 d r  d 2 r d r  r
90) Demostrar que ----- .— zr-x— t~ = —r

ds ds2 ds p 2
—>

91) Demostrar que la aceleración a de una partícula que se mueve a lo largo de una curva

-> -> dv -> v 2 -* -*
en el espacio con velocidad V viene dada por: a = — .T-\ -N ,  donde T es el

dt p
—>

vector tangente unitario a la curva, N  la normal principal y p es el radio de curvatura.

92) Sea f ( t )  = (eos wt, sen wt , e Awl); A, w constantes reales:

a) Calcular la curvatura y torsión en el punto t = 0.

b) Calcular el vector normal y binormal en el punto t = 0.

r  2f'
93) Encontrar la curvatura de la curva C definida por: x(t )  = eos—- —du,

.  2
ft 71 U

y ( t ) =  I sen------ du .
■ "o 2

2 •94) Sea S el sólido encerrado por el cilindro parabólico z  = 4 - y  y por el paraboloide 

elíptico z  = x 2 + 3y 2 y C la curva de intersección de ambas superficies. Hallar la 

longitud y la curvatura de C.

95) s e a /( r )  = ( í - y , í 2,í + y )

a) Calcular T ( t ) , N{t)

b) Evaluar ? (0 ) , N(0) ,  fl(0)

c) Hallar los planos fundamentales en t = 0.
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96) Calcular la torsión en cualquier punto de la curva, que se obtiene al interceptar las

superficies.
j x 2 + y 2 + z 2 = 6  

\ x 2 + y 2 = 2

-> 1 -> . 1
97) Sea Cj : = ,—,lní) y C2 : g(t )  = (e'~ , ----- ,ln ( í- l ) ) ,  hallar las ecuaciones

3 t + 1

del plano osculador, normal y rectificante de Cl en el punto de intersección de Cx y

C2 .

98) Sea la curva descrita por / (r) = (eos r, sen t, cosh r) . Hallar la curvatura y torsión para 

cualquier t.

99) Una partícula se mueve en la trayectoria x = e \  y  -  e ~', z  = -Jlt  para t = 0, hallar:

a) La curvatura y torsión de la trayectoria.

b) Los componentes tangencial y normal de la aceleración.

Rpta. a) * =  — , T = ~ —
4 4

b) a T = 0 ,  aN =V2

—> —>
100) Demostrar que si la ecuación vectorial g(s)  esta dado por C : g(s)  = (x(s), y(s),  z ( s )), 

donde s es la longitud de arco, entonces la torsión en el punto donde a longitud de arco

7 -* -* 
es s, esta dado por: 3(s)  = (P  ( í))(g '(j)x g " (í)) .g ,"(j) , así:

3(5) = (*"(*)2 + / ' ( * ) 2 +Z1'(5)2r 1
x'(s) y ' ( i )  Z ' ( j )

x"(s)  y"(s)  z''(s)

x"'{s) y ” '(s) z"’(í)
donde P(s) es el radio de

curvatura.
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3. FUNCIONES REALES PE  V ARIABLE V E C T Q R lA L j

Pre-Requisitos.- Para la comprensión adecuada de este capítulo de funciones reales de 

variable vectorial se requiere de los conocimientos previos de:

- Rectas y planos en /í3.

- Superficies.

- Cálculo diferencial de funciones reales de variable real.

Objetivos.

- Definir las derivadas parciales de una función de dos ó más variables.

- Proporcionar una interpretación geométrica de las derivadas parciales.

- Discutir el criterio de las derivadas parciales de segundo orden para extremos relativos.

- Utilizar la diferencial total como aproximación de Az.

- Mostrar la relación del gradiente con la derivada direccional.

- Mostrar el uso del gradiente para hallar el plano tangente a un superficie.
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j3.1 Introducción]

Sea f : / c z R -------* R,  una función real de variable real donde el rango y dominio son

números reales. Ahora veremos funciones cuyo rango son números reales, pero el dominio

será un sub-conjunto de R" , es decir, funciones del tipo f: U c R " ------ > R , llamada

función real de n variables reales ó bien funciones reales de variable vectorial (a los 

elementos de R" lo veremos como vectores), ó bien campos escalares.

Tenemos pues que una función / :  U c i R " ------->R es una regla que asocia a cada n-ada

ordenada de números reales (x ,, x 2 ,...,x „ ) e U , donde el conjunto U es el dominio de f  y su

—>
rango de fe s  el conjunto de z e  R, para los cuales existe x e U  tal que z = f ( x )  es decir:

rango de /  = {z e  R / z -  f ( x ) ,  x  e ( / } ,  se observa que cada una de estas funciones está 

constituida por:

1. Su dominio U c  R ”

—> —> —>

2. Una regla que asocia a cada x  e U el número f ( x ) e R ,  imagen de x bajo f. 

Esquemátic ámente

Usaremos indistintamente las notaciones f ( x l , x 2,—,x„)  o f ( x )  para denotar la imagen
—y

bajo f  del vector x  =  ( x ! , x 2 , . . . , x n ) e  R " .

se tiene:
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Una función real de variable vectorial f  ó de n variables es una correspondencia de un 

conjunto A de vectores de Rn, a un conjunto B de números reales y denotaremos por
—►

/ :  A c R " ------ > B c  R,  tal que, para cada vector x  = (jcj , x 2 ) e  A , existe uno y sólo
—>

un elemento f ( x )  e B .

El valor real de la función f  se denota por z  = f ( x l , x 2,... ,xn) donde las variables 

Xj ,x 2 ,...,x„ ,se denominan variables independientes de la función f  y z variable 

dependiente.

3.3 Dominio y Rango de una Función Real de Variable Vectorial.)

Consideremos la función f :  R n ------ >R , el dominio de existencia de la función f,

denotaremos por D f , y es el conjunto definido por:

Df  =  {x  = (x 1,x 2,...,x „ ) e R" 13 z  e R a  2  = / ( x i , x 2 , . . . ,x n)} 

al rango de la función f  denotaremos por R f y es el conjunto definido por:

Ejemplo.- Determinar el dominio y rango de la función / (x, y)  = V25- x 2 - y 2

Solución

Como z  = f ( x , y )  => z = J l S - x ^ - y 2 , luego z es real si, 25 - x 2 - y 2 > 0 ,  

x 2 + y 2 < 25, que representa a una circunferencia y el interior de la misma.

Luego Df  = {(x,_y) e  R1 / x 2 + y 2 < 25}, cuya representación gráfica es:

entonces
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Ahora determinaremos el rango, como z = ^ 2 5 - x 2 - y 2 entonces z > 0a z 2 = 2 5 - x~ —y",  

de donde x 2 + y 2 = 2 5 -z 2 > 0, V(x,y) e R 2.

2 5 - z2 > 0  => z2 <25 o  - 5 < z < 5  , pero como z > 0  .\ R f = {z e R /0 <  z<  5}

Observación.- Sea f :  Acz R" —> R,  una función con dominio A, definamos la gráfica de f  como el 

sub-conjunto de R n+1 denotado por: 

gráfica de /  = G f = { ( x v x 2, . . . , x „ , f ( x l , x 2, . . . , x„ ) ) / ( x i , x2 , . . . , xn) e  D } c  Rn+1, para el caso de

la (unción f : R  2 —* R tal que / ( x ,v )  = •y/25--x^-V2" su gráfica es en el espacio R 3.

z  = f ( x , y )  = ^ 2 5 - x 2 - y 1 , z > 0  => z 2 = 2 5 - x 2 - y 2, es decir, para z >0 , x 2 + y 2 + z 2 = 25.

para y = 0, x 2 + z 2 = 25 es semicircunferencia en el plano XZ.

x = 0, v2 + z 2 =25 es semicircunferencia en el plano YZ.

2 2z = 0, x + y  =25 es semicircunferencia en el plano XY.
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Observación.- Una manera muy práctica de visualizar la gráfica de una función de n variables es a 

través de las curvas de nivel, para esto consideremos la función f : R 2 - > R  tal

que z = f(x,y), cuya gráfica de esta función es una superficie en R . Supongamos que la superficie z 

= f'(x,y) se corta mediante una familia de planos paralelos al plano coordenado XY, que son de la

forma z = f(x,y) = k (k = 0, ±1, ±2.... ±n) cuyas intersecciones son curvas, que al proyectarlo sobre

el plano XY, tiene por ecuación f(x,y) = k, a estas curvas se le llaman curvas de nivel de la función f 

en k y al conjunto de curvas de nivel se llama mapeo de contorno.

En forma similar para el caso f:  R } R,  se obtienen f(x,y,z) = k llamadas superficies de nivel.

Ejemplo.- Sea f  :R2- > R  tal que z  = f ( x , y )  = x 2 + y 2 , hallar las curvas de nivel y hacer la 

gráfica de esta superficie.

Solución

Determinaremos las curvas de nivel, haciendo z = k, es decir x 2 + y 2 = k que son familias de 

circunferencias.

3 4 Operaciones con Funciones de Varias Variables]

Definición.- Consideremos dos funciones de n variables f , g :  R" —> R,  con dominios 

D f y Dg , respectivamente, entonces definimos las operaciones siguientes:

i) ( /  ± g \ x )  = f ( x ) ± g ( x ) y  x e D r±f; = D f  n  Ds

ii) ( f . g  \ x )  = / ( .().g(.t),V .V € D f f, = D f  n  £>p

—>

iii) , \ / x e D f l l !  — D f  n  D g - { jr /g (x )  = 0}
g  íí( -v)
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Definición.- Consideremos f : R " ------ >R y g: R ------->R dos funciones con dominios

Df  y Dg , respectivamente, entonces definimos la función compuesta por:

( g o  f ) ( x )  = g( f ( x ) )  = g ( f ( x ,„v2..... x„)) , donde Dgof = { x  e D f / f ( x ) e  Rf  n í)^ }

Ejemplo.- Dado g(x) = are.eos x, y J(x,y) = yjx2 + y2 - 16, encontrar la función g o f  y su 

dominio.

Solución

Calculando el dominio de las funciones g y f  donde D  = [ —l j ]  

y D f  = {(x , y)  e  R 1 1 x 1 + y 2 -1 6  > o}, calculando la función g o  f  es decir:

(g o f ) ( x , y )  = g ( f ( x , y )) = a rcco s -^ jf2 + y 2 -1 6  , calculando el dominio de g o f  es decir: 

Dgof ={(x,y)  & R 2 / f ( x , y )  & } = \ (x,y)  e  fl2 / J x 2 + y 2 -1 6  e [—l,l]j

= ¡(x,.y) e R2 / - I  < yjx2 + y 2-\6 < 1 j = {(*,y) e R2 /O < .y2 + y 2 -  16 < 1 j 

= { ( j r ,  V ) e R2 / 16 < x 2 + y 2 ^ 1 7 }
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3.5 Ejercicios Desarrollados]

Hallar y representar gráficamente el dominio de las ocho funciones siguientes:

1)

2)

3)

z = / ( x ,y )  = ln(x +y)

2 = / ( x ,  y) =

Solución

La función z = f(x,y) está bien definida, si se cumple, 

x 2 + y > 0, que nos representa la parte del plano por 

encima de la parábola y  = - x 2.

Luego Dj  = {(x,_y) e R 2 / x 2 + y  > oj

Solución

La función z = f(x,y) está bien definida, sí 

,v -V 7  >  0 a  x >  0, de donde y  >  Vx a  x >  0, 

que nos representa la parte del plano sobre la rama de la 

parábola y  = V 7 ,y  a la derecha del eje Y sin incluirlo.

Luego: D f  = {(x,y) g  R~ / y  > -Jx |

Solución

Sea z  = f ( x , y )  =  h(x,y)  + g ( x , y ) = \ *Jx2 - y 2 \ + \ J x y \ ,  donde h ( x , y ) = \ ^ x 2 - y 2 | y 

g ( x , y )  = \Jxy\ luego su dominio son:

Dh = {(x, y) g R 2 / x 2 - y 2 > oj = |(x ,y ) g R 2 / x >  y  v  x < - y ]

Dx =  { ( x ,  y )  e  R 2 /  xy >  o }  =  { ( x , y )  g  R 2 / ( x >  0  a  v >  0 )  v  ( x < 0  a , v < 0 ) }
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y el dominio de z = f(x,y) es Df  = D h n  D g

D f = { x , y ) e R 2 I x > y v x < - y ) n \ x , y ) z R 2 / ( x > 0 a j / > 0 ) v ( x < 0 a > ' < 0 ) }

D f  = ^ x , y ) e R 2 > 0 ) v ( x < O a j < 0 ) ) }

D f  = |x ,  y) e R 2 /(x > y v x  < - y )  n  (x > 0Ay  > 0)v(x £ y v x  < - y ) n ( x  < 0A y  < 0)} 

: . D f  = |(x ,y )e f l2 /(x>y v x < -y ) n ( x < 0 A y < 0 )}

4) z  = f ( x , y )  = -j(x2 + y 2 - a 2)(2a2 - x 2 - y 2) , a > 0

Solución

La f  mción z =  f(x,y) está bien definida si se cumple que (jc2 + y  

de donde se tiene:

( r 2 + y 2 - a 2 > 0 a 2 a 2 - x 2 - y 2 > o } / (r 2 + y 2 - a 2 < 0 a 2 a 2 - x 2 - y 2 <o)  

(jc2 + y 2 > a 2 a x 2 + y 2 <  2 a 2 ) v / ( t 2 + y 2 < a 2 a x 2 + y 2 > 2 c r 2 )

( a 2 < x 2 + y 2 a x 2 + y 2 < 2 a 2 )v<t> = ( a 2 < x 2 +  y 2 < 2 a 2 )

: . Df = \ x , y ) z R 2 l a 2 < x 2 + y 2 < 2 a 2)
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z  = f ( x , y )  = .
\x2 + y 2 - 16

Solución

x 2 — v
L a fu n ció n  z  =  f(x ,y )  e stá  b ien  defin ida  si se  cum ple  —=------  —  >  0 ,  lu e g o  la

x ¿ + y - 16
so lu c ió n  d e  e sta  in ecu a ció n  se  ob tiene  d e  la  m anera sigu iente:

2
— --------- ---------- > 0  o  ( x 2 - y > 0 A X 2 + y 2 - 1 6 > 0 )  v ( x2 - y  á  O a x 2 +  j>2 - 1 6  <  0 )
x +>> -1 6

<=> ( j < x 2  a x 2  + y 2 > 1 6 )  v  ( x 2  < ^ a x 2  +  y 2 < 1 6 )

D r = \.x,y)  e R 2 / ( y < x 2 a x 2 + y 2 > 16) v  ( x2 < y  a x 2 + y 2 <16)}

Solución
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y yComo z = f ( x ,  y)  = arcsen(—) o  sen z  =  — , pero como la variación de sen z, está
jc x

y
e n tre -1 y 1, se tiene: - l < s e n z < l  <=> - 1 <  — <1 ,  desarrollando la inecuación

x

-1  < —<1 »  - 1 < ^ < 1  =* £ ± Z > 0  A  ^ < 0  

X  X X  X  X

Luego D f  = { ( x , y ) & R l ! X + y  > 0 a  y  X  < 0}

Sí X + y  > 0  <=> (y + x > 0  a i  >  0 )  v  ( y +x  < 0  a j c  <  0 ) •••(A)

S í  —— — ¿  0  <=> ( > » - i < 0 a x > 0 )  v ( j - í > O a x < 0 ) ... (B)

Graficando la región se tiene:

7) z = / ( * . y)  =¡ -Jy2 - 1 1 + 1 ̂

Solución

Sea z = f(x,y) = h(x,y) + g(x,y), donde h ( x , y ) = \ ^ y 2 - 1 1 , g(x , y)  = \ J l - x 2 \ , 

luego sus dominios son: Dh -  \ x , y ) e R 2t y 2 — 1 > o}= \ x , y ) e R 21y > \ \ / y < - l \  

D g = j(x, y)  e R 2 /1 -  x 2 (= Jx, y)  e R 2 / - 1 < x < l}, 

y el dominio de la función z = f(x,y) es:

D f  = D h r \ D %-  j(x,_y) e  7?2 /_y > l v j  < - l } n  \ x , y )  &R2 ! - \ < x < \ ]
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8) z= f  (x, y) = V.vse nx
Solución

La función z = f(x,y) está bien definida si se cumple:

y sen x > 0 <=> (y > 0 a sen x > 0) v (y < 0 a  sen x < 0)

O  ( y > 0  a  2it n < x < (2n + \)i t )  v  ( y < 0  a  ( 2 n + 1)^ < x < {2n + 2 ) n )

D f = {(-y,y) e R'  / (y > 0  a  2n n < x < (2n + l ) n )  v  (y < 0 a  (2« + \ ) n  < x <  (2n + 2) i t )}

Y

—i n
-2  n

2 n
?>n

4 n

Determinar el rango de la función f(x,y) definida por:

1

f ( x , v )  =

2 2 
X  +  V

\x2 + v 2

yjx2 + y 2 -  1 si 5 < x 2 + y 2

si 0 < x 2 + v2 < 1

si 1 < x 2 + v2 < 3
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Solución

Calcularemos el rango en cada región donde f(x,y) está definida.

2 2 1 1Sí 0 <x~ + v <1 => 1 < —----- — < oo ==> - » < ---- ------ j -<-1
x + v x + y

1 2 2 - o o < 2 - —----- - < i  => - o o < 2 < 1 , luego para la región 0 < x  + y  á l  el rango es
x + v 

R f  =<-to.1],

") ") 1 1  
Si 1 <x~ + y  <3 => f ( x , y ) - [ \ x ~  + y  |], entonces redefiniendo la función f(x,y)

considerando el máximo [| |] entero en la región 1 < x 2 + y 2 <3

¡ i si 1 < x 2 + _i’2 < 2

2 si 2 < x 2 + y2 <3

Luego para la región 1 < x 2 + y 2 < 3 el rango es R f = {l,2}

S i 5 á x 2 + v2 se tiene f ( x , y )  = J x 2 + y 2 -1

Luego 5 < x 2 + y 2 = > 4 < x 2 + ^ 2 - 1  => 2 < ^ x 1 + y 2 - 1  = f ( x , y )

Luc¿o para 5 < x 2 + y 2 se tiene z ¿ 2 ,  por lo tanto para la región 5 < x 2 + y 2 el rango es 

R f =[  2,oo> R f  = < -oo,l]u{l,2}u[2,oo > = < -oo,l]u[2,oo>

10) Sea / :  R 2------*R  una función definida por z  = f ( x , y )  =-y/l- x 1 - y 2 . Hallar su dominio,

rango y graficar.

Solución

La función z = f(x,y) está definida sí 1 -  x 2 -  y 2 > 0 => x 2 + y 2 < \

Luego D f  = [(jc,y )  e R 2 / x 2 + y 2 < l} Calculando el rango de z = f ( x . y )  = J l - x 2 - y 2 :
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Como x 2 + y 2 < 1 y V x,yeR , x 2 + y 2 > 0  0 ^  x 2 + y 2 á  1 => -1  < - x 2 - y 2 < 0

0 < \ - x 2 - y 1 < \ => 0 < ^ \ - x 2 - y 2 <1 => 0 < z < 1 => z e  [0,1], de

* ,= [0 .1 ]-

Para graficar: Como z = ^ \ - x 2 - y 2 , z > 0 de donde x 2 + y 2 + z z = 1, se tiene:

7 = 0, x 2 + v 2 = 1 circunferencia en el plano XY. 

y = 0, x 2 +z 2 = 1 semi-circunferencia en el plano XZ. 

x = 0, y 2 + z 2 = 1 semi-circunferencia en el plano YZ.

11) Sea z = x f ( —), determinar las funciones f  y z, sí z = J l  + y 2 . Para x = 1 
x

Solución

Como z = J l  + y 2 para x = 1, entonces z = / (y) = ij\ + y 2

v I J
Luego sí z = x f ( —) y f  (y) = -y 1 + 7  , entonces

donde
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V*
i 2 , 2 y  v* + y12) Determinar F(x), sí F(—) = -------------  , x, y > 0 .

* y

Solución

y -Jx' + y 2 I x* I 1 y
Como F ( - )  = -------------= 1 + —— = 1+--------, haciendo « = —

x > II y 2 J  f t 2 *

se tiene F(u)
I 1~ -Jü2 + 1

!r + 7 " ” t r
••• F U ):

V*2 +i

, , ,  ^  , f ( x ) g ( y ) - f ( y ) g ( x )  i
13) Dada la función F ( x , y ) = ---------------------------- . Hallar F (a , —); en particular, poner

g ( x y ) f i x y )  a

f ( u )  = u \  g(u)  = u2
Solución

f ( x ) g ( y ) - f ( y ) g ( x )  . 1 / (  ) « ( « )

F(X’y ) =  - g ¿ y ) M  -  *  F(a ’ ?  = ---------7 ^ ---------

a 3( - ) 2 - ( ^ r ) a  a ——
1

c/- 1 \ a aF(a,—) = ---------------
a (DO) 1

.-. F (a ,—) = -
a a

14) Expresar el volumen z del cono en función de su generatriz x y la altura y.

Solución

B

Por Pitágoras en el A ABC se tiene x 2 = r 2 + y 2 ... (1)

de donde r 2 = x 2 -  y 2, además h = y = altura, el volumen del

cono es: V = -

v = T ( x 2 - - y 2) y = T ( x * y - S )

n r 2h
entonces:

2 . .

z  = V ( x , y ) = — (x2y - y 3).
3
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15) Expresar el área S del triángulo en función de sus tres lados x, y, z.

Solución

g El perímetro del triángulo ABC es: 2p  = x  + y  + z

x + v  + z  
p = — i — ••• (1)

Luego el área S en función del semiperimetro p es:

C S  = < J p ( p - x ) (p -  y ) ( p - z )  ... (2)

ahora reemplazando (l)  en (2) se tiene:

l x + v  + z x + v + z  x + '
' = J ---- :----- (----- 1----- -- x)(------

V 2 2 :
v + z x + v + z

—y  )(--- 1---- - 2)

W = S(x ,y ,z )  = — J ( x  + y  + z)(y + z - x)(x + z - y) (x + y  -  z)

16) La función z =f(x,y), que satisface idénticamente la relación f ( m x , my) = m kf ( x , y )  para 

cualquier m, es llamada función homogénea de k-ésimo orden, mostrar que la función de

* vk-ésimo orden z = f(x, y) siempre puede ser representada en forma z = x  F (—)
x

Solución

Sea m = —. Reemplazando en la función f (mx, im>) = m f ( x , y ) ,  se tiene 
x

v i  ¿ V  V  V
/ ( l , —)=  —  / ( * ,  v), de donde f ( x , y )  = x  / (1 , —). Como / ( l ,  —)depende de—,

x x  x x x

entonces F ( - )  = f ( l ,  —). Luego, f ( x , v )  = x kf ( \ , —) = x kF(—).
x x ' x  x

17) Construir las curvas de nivel de la función f ( x , y )  = 8 -  x - 2  y .

Solución
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f(x,y) = k, es una curva de nivel para cada k e Z. Luego 8 - . r 2 - 2 y  = k,  entonces

2 2 k - 8
x = - ( 2 y+  k -  8) =>x = - 2 ( y  + ------), representa parábolas que son las curvas de nivel.

18) Hallar el dominio, rango y construir las curvas. De nivel, para k = 0 y k = 1, de la función 

f(x, y) = sen (y - x).

Solución

Sea z = f(x, y) = sen(y - x) en donde las variables x, y no tienen ninguna restricción, por lo 

tanto D f  = R2. Además -1 < sen (y - x) < 1 => -1 < z < 1, por lo tanto RT = [— 1,1 ], para

las curvas de nivel se tiene: sen (y - x) = k , de donde para k = 0 se tiene sen(y - x) 

= 0 => y - x = nn por lo tanto las curvas de nivel para k = 0 es un conjunto de rectas y para k

K
= 1 se tiene sen(y - x) = 1 => y - x  = — y 2nn , las curvas de nivel es un conjunto de 

rectas.

Líneas de nivel k = 0 Líneas de nivel k = 1
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19) Dado / ( je ,y . : )  = y x 2 + y 2 - 4 : - 2 x  , hallar el dominio de f, rango y construir la superficie 

de nivel para k = 0 y k = !.

Solución

Sea (o -  f  (,í, v ' , z ) =  J x 2 + y~ - 4 z - 2 x , ia función es bien definida sí x 2 + y 2 - 4 z - 2 x >  0, 

luego: D f  = {(.x, v,z) e  R* / x 2 + y 2 > 4 z + 2 j e |  como x 2 + y 2 - 4 z - 2 x > 0  =>

■Jx" + y 2 - 4 z - 2 x  > 0 => rij>0. Luego 7?^-= [ 0 . t o >

La superficie de nivel son co = f(x, y, z) = k , k e z. para el caso en que k = 0 se tiene

V 2 2 2 2
je +  - 4 z - 2 j e  =  0, de donde x  +  y  - 4 z - 2 x  =  0  completando cuadrado se tiene

2 2 1 •(x -1 ) + y  = 4(z + —) es un paraboloide elíptico.
4

Ahora la superficie de nivel para k = 1 es -Jx2 + y 2 - 4 z  — 2x  = 1 entonces

2 2 2 2  ̂ • •* - 4 z - 2 jc = 1 de donde (* -1 ) + v = 4(z+ —) es un paraboloide elíptico.
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1 + J x 2 + y 2 +z2
20) Hallar las superficies de nivel de la función u -  ln(-'— : 1--------- )

' i - V * 2+ / + * 2

Solución

\ + J x 2 +f +r2
Sea u = c entonces ln(----- ,  ̂  ̂ — ) = c levantando el logaritmo se tiene:

\ - - J x  + y~+z

u J 7 7 ¿ 7 ¿ _

1 - y l x 2 +y 2 +z 2
- e c = k  => 1 + J x 2 + y 2 + z2 = k -k -J . 2 , 2 . 2 x +y  +z

(1 + k ) ^ x 2 + y 2 +z2 = k - 1 => yjx2 + j 2 + z2 = ------=>x2+ y 2 +z2 =(------- )2
£ + 1 fc + 1

Las superficies de nivel son esferas de centro en el origen. 

fo.6 Ejereick

I.- Hallar y representar gráficamente el dominio de las siguientes funciones:

1) f ( x , y )  = - ¡ x - J y  Rpta. Df  ={(x,y)  e R 2 / x >  0, y > 0 ,  x 2 > y |

y - 1
2) f ( x , y )  = arcsen(------ ) Rpta. l - x < y < l + x ,  x > 0

x

1 + x < y < 1 - x ,  x < 0

3) f(x, y) = ln(xy) Rpta. l s y 32 cuadrante sin la frontera

2 2

4) f ( x , y )  = ln (3 6 -4 x 2 - 9 y 2) Rpta. —-+ —  <1
9 4

5) f ( x , y )  = J ^ x y l n ( y - 4 x 2) Rpta. Df  = {(x,y)  e R 2 1 xy  < 0 a  y >  4 x 2}

6) f ( x , y )  = Jsenn(x2 + y 2) Rpta. 2n < x 2 + y 2 < 2n + l
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2 2
X +  V 2 2 2 27) f ( x,  v) = arcsen(---------- ) + arcsec(x + y  ) Rpta. l < x  + v  ¿ 4

‘ ' 2

8) f ( x , y )  = arctg(------ - f j )  Rpta. D f  = R2
l + x y

9) f ( x, y , z )  = J x + J y + J z  Rpta. Df  = j(x, y, z)  e /?3 / x > O, y  > O, z >  o}

10) f ( x ,  v) = 4 x  + J x y  Rpta. Df  -  {(*,y)  e R2 l x  > O, y  > o}

x
11) f ( x , y )  = arcsen(-----------)

x  + y

Rpta. Df  = j(x, v) e R 2 / y >  O a  y  > -2x}u{(x, v) ¡ y  < O a  y < - 2 x ]

^ 2 5 - 2 2 x -y
12) f ( x , y )  = --------  -----:—  Rpta. Df  = {(*, y) e  R 2 l x  * O, x 2 + y 2 < 25|

13) f ( x , y , z )  = (x + y ) - J z - 2 Rpta. Df  = {(*,y ,z )  e R* t z>  2 }

14) f(x,y,z) = arcsen x + arcsen y + arcsen z

Rpta. D f  = |(jc,.v,z) e  R 3 / - I  <, x  á l, - l < y ¿ l ,  - l < z < l }

15) f ( x , y ) =  . Rpta. D , = {(x,.y) g R 2 / x 2 + y 2 < 25}
^ 2 5 - x 2 - y 2

16) f(x, y, z) = ln(xyz) Rpta. I, III, VI, VIII ociantes (excluyendo fronteras)

17) f(x, y, z) = arcsen x + arcsen y + arctg z

Rpta. Df  = {(*,y , z )  e Ä3 /|x| < 1 , |.v| < l}

18) f(x, y) = ln(x In (y - x)) Rpta. y > x + 1 ; x > 0

x < y < x + 1  ; x < 0



296 Eduardo Espinoza Ramos

19) f ( x , v )  = ln(jrv —jr'"* -  y 5 + * 2y 2)

Rpta. D¡  = {(.r,_v)/0< x  <1 a  x 2 < y  < > /7 |u{(jr, y ) l x  > 1 a  4 x < y  < x 2 J

u{(x ,y )/jr < O a  y  < x 2 J

20) f ( x , y )  =  -)¡x2 - 4  + ̂ 4 - y 2 Rpta. Df  =  {(x,y) e  R 2 / \ x \  >  2 a  |y¡ Z  l )

21) f(x, y) = ln x - ln (sen y)

Rpta. Df  = \ ( x , y ) / x  > O a  2n n < y  < 2(n+ 1)tt }, n e z

„ ln (.r-2 y ) , ,
22) f ( x , y )  = —----------  Rpta. D f  = \ ( x , y ) / x - 2 y  > O a  v — 2jc > 0}

V .v-2*

23) / ( x ,y )  = arcsen|2y(l + jr2) - l j

1
Rpta. Parte del plano comprendido entre la línea y  = ------— y su asíntota, incluyendo

1 + .r

la frontera.

24) /(* ,> ')  = arctg(V*2 -> '2 ) Rpta. Df  = {(x, y ) / x> y  v  x < -y}

25) f ( x , y ) = [ \ x \ ] + y ¡ \ - y 2 Rpta. Df  = {(*, y) e R 2 ! - \  <,yú  1¡

26) f ( x , y , z )  = -Jx2 + y~ + z2 - 4  + ln (9 -x 2 - y 2 - z 2)

Rpta. Df  = {(x,y , z ) / 4  < x 2 + y 2 +z2 < 9j

27) f ( x , y )  = —? Rpta. Df  = [ ( x , y ) I x 2 + y 2 < l}
y l - jc  - v

28) fi[x, y) = are sen (x + y )

Rpta. La banda comprendida entre las rectas paralelas x + y =  l y x + y = -l
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29) f ( x . y , z )  - x 2 - y 2 - z 2 Rpta. Df = \ ( x , y , z ) l x 2 + y 2 + z 2

30) f ( x , y , z )  = aresen(
i

2  2 
X + V

■) Rpta. La región del espacio exterior al cono

* 2 + / - ; 2 = 0  ■ , - J x r 7 f < Z < J ~ X 2 + .V'2

31) f ( x , y , z )  =
ln( 1 — jr2 -  y 2 - z 2)

Rpta. El interior de la esfera x 2 +y~ + z 2 < 1, excepto el origen de coordenadas.

32) f ( x , y )  = ■Jx2 -  y + II-JW

33) f { x , y )  = [W] + - y 2

II.- Determinar las curvas de nivel y graficar las funciones siguientes:

Rpta. Familia de parábolas ky r x
r x

i) / ( * ,y )  = —

2) f ( x

3) z = -Jx2 - ;

4) Z = y[xy

5) z = l - W - |y |

6) z = ln(x2 +y)

7) z = are sen xy

Rpta. Familia de rectas que pasan por el origen en el 1£

2ky 32 cuadrante y  = e x

Rpta. Hipérbolas equiláteras x 2 - y 2 = k

Rpta. Hipérbolas equiláteras xy = k

Rpta. Contorno de rombos |x| + |_y| = 1 -  k

Rpta. Parábolas y  = k - x 2

Rpta. Hipérbolas xy = k, I k | < 1
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IV.-

2x  7 2
8) z  = — ----- -  Rpta. Familia de circunferencias x  + y  = 2kx

x~ +y

9) z  = e* +v Rpta. Familia de circunferencias x 2 + y 2 = ln k  , k > 1

10) z  = ^ /l0 0 -2 5 x 2 -4 > '2 Rpta. Familia de Elipses.

III.- Hallar las superficies de nivel de las siguientes funciones:

a) u = x + y + 3z Rpta. Familia de planos x + y + 3z = k

b) u = ( x 2 + y 2 + z 2)2 Rpta. Familia de esferas x 2 + y 2 + z 2 = k ,  k >  0.

2 , 2
X + y  2  2

c) u = ----------- Rpta. Familia de Paraboloides de revolución x +y  = k:
Z

i + J T T / 7 7
d) u = ln(— V-— :.............. ~ ). I 2 2 2 7l--y/x + y  +Z

2 2 2 ^  2 Rpta. Familia de esferas x  + y  +z  = (------)
c + 1

2 2 2e) w = 5/'g(sen(x + y  +z  )) Rpta. Familia de esferas

2 2 2f) u — x  + y  - z  Rpta. Familia de hiperboloides

1) Expresar el volumen V de una pirámide cuadrangular regular en función de su altura 

“x” y de su arista lateral “y”.

Rpta. V = — ( y 2 - x 2)
3

2) Expresar el área S de la superficie lateral de un tronco de la pirámide hexagonal 

regular en función de los lados x e y de las bases y de la altura z.

2 (x + y)  I 2 T
Rpta. 5 = ------- — y j 4 z - + 3 ( x - y f
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3) Probar que la función z = F(x, y) = xy satisface a la ecuación:

F(ax + bu, cy + dv) = ac F(x, y) + be F(u,y) + ad F(x,v) + bd F(u,v).

4) Probar que la función z = F(x, y) = lnx.lny, satisface a la ecuación:

F(xy,uv) = F(x,u) + F(x,v) + F(y,u) + F(y,v), x,y,u,v > 0.

5) Hallar los valores que toma la función f(x, y) = 1 + x - y, en los puntos de la parábola 

y  = x 2 y construir la gráfica de la función F(x) = f ( x , x 2)

6) Construir las curvas de nivel de la función z = arctg(

Rpta. Familia de circunferencias.

2 av
2 2 2 x  + v - a

■),a> 0

3.7

a) Distancia entre Dos puntos.- A la distancia entre los puntos A(xx , x2 x n ) y

B(y¡ , v2 v„ ) de R n, definiremos por:

d ( A , B ) - ^ ( y l - x {) 2 +(y2 - x 2) 2+...+(yn ~ x „ ) 2

b) Bola Abierta en R n Una bola abierta de centro en el punto a e í ' y  radio r > 0,

denotado por B(a,r) es definido por el conjunto:

B(a,r)  = | x g R n / d(x ,a)  < r}

c) Bola Reducida en R n Una bola reducida de centro en el punto a e R n y radio r

> 0, denotado por B'(a ,r) es definido por el conjunto:

B'(a,r) = {* e R n / O< d (x ,a ) < r} = B (a , r ) - { a \

d) Bola Cerrada en R " B( a, r ) = {x e R ” / d(x,a) < r}



300 Eduardo Espinoza Ramos

Observación.- Entenderemos por una vecindad de un punto a e  R , a una bola abierta con centro 

en el punto a.

Ejemplo.- En el espacio n-dimensional se tiene:

1.- Para n = 1, se tiene la recta real R.

, B(a,r) = (ía - r , a  + r )
<— r r - -r -a - r a + r

-[-------- E------4------ --------- j -  , B(a,r) = [ a - r , a  + r]
- r a a + r .

2.-

4 - - ra - r

Para n = 2, se tiene el plano R 

Y

- f -  , B'(a,r) = ( a - r , a  + r ) - { a ]
+ r
2

( ! fl(a ,r) = {(x,.y)e R 2 / ( x - a ^ ) 2 + ( v - a 2 )2 < r 2}
vv /

'v  ..

Yt

fl(a ,r)  = {(*,>») g R 2 / ( x - a ^ 2 + ( y - a 2) 2 < r 2}

—►
X

B'(a,r) = {(x,y)  e R 2 /O < ( x - a x)2 + ( y - a 2 )2 < r 2} 

= fl(a ,r)-{ a }
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3.- Para n = 3, se tiene el espacio R*.

B(a,r)  = {(x,y,z)  e Ä3 / ( x - a , ) 2 + ( y - a 2)2 + ( z - a i )2 < r 2}

P.« Conjunto Abierto en

Un conjunto A c  R ”es abierto en R" ,si y solo si ,V x e  A,3 8 > 0, tal que B(x,8)c A.

Ejemplos.-

1) A = <a,b>, intervalo abierto es un conjunto abierto en R.

2) A = {(jc,_v) g R 2 / x < oj es un conjunto abierto en R 2.

3) A = |(jc,y) g R 2 / y  > oj no es un conjunto abierto.

4) R n y (|> son conjuntos abiertos en R n.

Í3.9 Conjunto Cerrado eo R"J

Un conjunto A c  R n es cerrado en R",  si y solo si, C A es abierto en R " .

Ejemplos.-

1) A = [a,b] c  R, es cerrado. 2) A = [a,b> c  R , no es cerrado.

3) A = {(x, v) g * 2 / xy ú l | , es cerrado puesto que , CA = R 2 -  A es abierto.

4) A = {(x,y)  g R 2 la  < x < b a  c < v < d j ,  es un conjunto cerrado.
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3.10 Punto de Acumulación de un Conjunto En R°1

Llamaremos punto de acumulación de un conjunto A a  R", a un punto p {) e R" , si toda 

bola reducida B' (p0,r)  contiene algún punto de A; es decir: B‘ (p 0,r)r¡A * <¡>, V r> 0 .

Ejemplo.- Sea A = j(x ,y)  e R~ / x < 0, y  < o} c  R 2, el punto (0,0) es un punto de acumulación de 

A, y además cualquier punto de éste conjunto es un punto de acumulación.

3.11 Limite de una Función de Varias VariabiesJ

Definición.- Sea /.: D c / í " ->R, una función de n variables definida en un conjunto

abierto D c  R" y A un punto de acumulación de D, entonces el límite de la
—> —> —>

Función / ( x )  cuando x  se aproxima al punto A ( lim f ( x ) =  L),  es el número real L, si y
x  - > A

—> —►
solo si, p ara to d o £ > 0 , existe 8 > 0, tal que, si 0 <|| x -y f ||< 6  entonces \ f ( x ) -  L\< e , 

esdecir: lim f ( x )  = L <=> V e> 0 , 38 > O/siO <|| x - A  ||< 8 => | / ( x ) - Z , |< e
x —> A

Esta definición en términos de vecindad es :

lim f ( x ) = L  o  V e > 0, 3 5  > 0 / V x  e B'(A,ó)<z D r => f ( x )  e  B(L,e)
x-tA J
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3.12 Interpretación Geométrica dei Limite de una Función de Dos Variables.]

1 ■} 
Consideremos f ' . A c z R ' ------>R , una función definida en el conjunto A cz R~ y  sea

(a,b) e R~ un punto de acumulación de A, por definición de límite se tiene:

lim f ( x , y )  = L o  V £ > 0, 3¿> > 0 /0  < ||(jc, v ) - (a,A)|| < <S => \ f ( x , y ) - Z.I < e
( x , y ) - > ( a , b )

Además 0 < |( x .y ) - ( a ,¿ ) |< 8 o |j:-< 2 |< (5  a  |y-¿>|<¿>

Ejemplo.- Demostrar que: lim 3x + 2y  = \2
(jr,v)-»(2,3)

Solución

Se debe demostrar que: V £ > 0 , 35 > 0 /  0 <¡|(;c,_y)-(2,3)|| <8  => |3x + 2 y -1 2 | < c 

para esto se tiene que: 0 <|| (x, .y) -  (2,3) ||< § =¿> |x - 2 |< 5  A |y - 3 |< 5  •••(!)

Luego operando en la forma: |3jc + 2}>-12| = |3 (x -2 ) + 2(_y-3)| < 3\x -  2| + 2\y -  3) ... (2)
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por lo tanto de (1) y (2) se tiene: |3x + 2_y-12| < 3|jc-2| + 2|j>-3| < 35 + 28 = 58 = e

c
es decir, que es suficiente tomar 8 = — de donde:

V e> 0 , 3 8  = j /  0 < ||(jc,jk) — (2,3)||<5 => |3x + 2 y -1 2 |< e  

lo cual demuestra que: lim 3x + 2 y  = 12
( x , y ) - > ( 2,3)

Ejemplo.- Demostrar que: lim x 2 +2xy = 3
( x , y ) - > (  3,-1)

Solución

Se debe demostrar que: V e > 0 ,3 5  > 0 /0  < ¡|(,r,jv) — (3.—1)|| < 8 => |jc2 + 2xy-3^ < e

como 0 < ||( x , / ) - ( 3 ,- l ) | |< 5  =>|jc-3 |< (5  a  [ y  +  l|<(5

ahora a la expresión |x 2 + 2xy -  3| expresamos en términos de |x -3 | y \ y + 1|, esto es:

\x2 -t-2jqv — 3| =|(jc2 - 9 )  + 2 y (x -3 )  + 6(j'+ l) |

= |(x + 3 )(x -3 ) + 2y(jc-3) + 6(y + l)| < \x + 3||jc -  3| + 2|y||jc -  3| + + 1| ... (1)

Sea |x -  3| < t5¡ = 1 => — 1<jc — 3<1 => 5 < x  + 3 < 7 => | jc + 3| < 7

\ y + 1| < = 1 => -1  < y+  1<1 => - 2 <  y < 0 < 2  => |>'|<2

I 2 I £ahora reemplazamos en (1), setiene:|x + 2xy-3|<7<52 + 4 S2 +682 =11S2 =e=> S 2 = —

por lo tanto si escogemos 8 = min{l ,— }, se tiene que |jc2 + 2 x y -3 | < £ siempre que

0 < |(x,>>) -  (3,-l)|| < 8 por lo tanto lim x 2 + 2xy = 3
( jr ,^ ) -» (3 ,- l)
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xv
Ejemplo.- Si f ( x ,  y) = ——j-r, V (x,y) *■ (0,0), probar que: lint f  (jc, y) = 0

|x |+ |v | (x,v )->((!.())

Solución

Se debe demostrar que: Ve > 0, 3 8 > 0 / 0 <|| (x, y )-(0 ,0) ||< 8 => | . - - ~ 0 | < e
M+M

como 0 < f(x ,> )-(0 ,0)¡ <5  <=>|x|<5 a  |.y|<<5

ahora a la expresión | , ^ . -  0 1 expresamos en términos de |x |, lyl, es decir:
H + H

i— —— o | , | — ? —
M + b ' l  U l+ I.v l IjcI + I^I

por otro lado se tiene |x| < -J*2+y 2 . + y 2

■Jx2+y2 +>/vr =W+M « í t t T ^ T í — 7  "t2 )
M+M Vx + y

ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:

, 2 . . 2xy

Ixl + I^ l |* |  + |.y | ^Jx2 + V2

E XV
por lo tanto, si elegimos 8  = —, se tiene que: | :— —- - 0 | < e ,  siempre que

2 H + M

0 < |(jc,y ) -(0,0)1 < 8 , lo cual demuestra que: lim  - . = 0
(í,>)-*(o,n) |x| +  |y|

2 2Ejemplo.- Demostrar que lim x + y  =5
Or,y)-»(l,2)

Solución

Se debe demostrar que: V e > 0, 3 8 > 0 /0  < J(x ,^ )-(1 ,2 )| <<5 entonces |x2 +>’2 - 5 j< e
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como 0 <|(,t,> ') - (1,2)|<<5 o |j r - l |< < 5  a |v-2|<<5

ahora a la expresión |jc2 + y2 — 5j expresaremos en términos de |jc — l|, |y -  2¡, es decir:

|jf2 + y i _ |̂ = |(jr2 -  l) + (y 2 -  4)| = |(x + l)( .r-  l) + (y+  2 )(y -  2)|

< \x + l|j-V - 1| + [y + 2¡y -  2\ ... (1)

Sea |x - l |< S , = l  => - 1 < x - 1 < 1=>1 < x + 1 < 3 => |jr+ l|< 3 

|y -2 | < 52 = 1 => — l< .y -2 < l= > 3 < _ y  + 2 < 5  => |_y + 2| < 5 

ahora reemplazando en (1) se tiene:

x 2 + y 2 - í j  < 3<52 + 5<52 = 8<52 = e => 52 = —

por lo tanto, si se escoge 8 =min{l,  —} se tiene que |.t2 + _y2 -  í>| < £ siempre que
8

0 < ¡(.x.y)-(1,2)| < 5 , lo cual demuestra que: lim x 2+ y 2 = 5

{313...Propiedades de Limites.]

-»  —>
Si / ,  g: Rn------ >R, son funciones tal que: Jim f ( x )  y lim g ( x )  existen y sí A es

x  —> A  x  —> A

punto de acumulación de D f  n  Dg entonces:

1) lim ( f ( x ) ± g ( x ) ) =  lim f ( x ) ±  Jim g( x )
x  A  x  —> A  x  —* A

2) Jim f ( x ) . g ( x )  = lim f ( x ) . J i m  g ( x )
x  —> A  x - >  A  x  - *  A

—>
-» lim f ( x )

/ ( * >  -*■3) lim — —— = -——, si lim g ( x ) *  0
X~*A g (* )  g (x )  *-*A

x - + A
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Nota.- La demostración de estas propiedades es lo mismo que las propiedades correspondientes para 
las funciones reales de variable real. (Ver Análisis Matemático I para Estudiantes de Ciencia 
e Ingeniería).

3.14 Teorema]

Suponiendo que la función / :  Dcz  R~------ >R , está definida en todos los puntos de

una bola abierta de centro (a,b) excepto posiblemente en (a,b), entonces
—>

lim f ( x , y )  = L o  V curva = y( t) )  que pasa por (a,b), (es decir

a ( /n) = (x(f0), y ( t 0)) = (a,b))  se tiene: lim f ( x , y ) = l i m f ( x ( t ) , y ( t ) )  = L

Nota.- Este teorema es muy útil en el sentido: Si encontramos dos curvas a  (t) = (x( t ), y( t ) )  y
—> . —y
P ( t )  = (x(t),  y( t ) )  que pasan por (a,b), (es decir a ( t 0) = (x(t0), y ( t 0)) = (a,b) l

P ( t l ) = (x(t l ), y ( t l )) = {a,b) )  tales que: lim f ( a ( t ) )  = y lim / ( / }  (/)) = L2 donde
/-»/„ í-»í,

entonces lim f ( x , y )  no existe.
(x,y)->(aj>)



t

308 Eduardo Espinoza Ramos

Si la función f :  R 2------ > R,  tiene límites diferentes cuando (x,y) se aproxima a (x0, v0) a

través de dos conjuntos diferentes que tienen a (jc0, v0)como punto de acumulación, entonces

lim f ( x , y )  no existe
(*,>■)->( Wo)

Demostración

y sean: lim f ( x , y )  = Ll y lim f ( x , y ) = L 2.
(*,>’)->( Wn) (*.*')->( Wo)

Supongamos que lim f(x,_v)  existe, entonces por el teorema 4.14 se tiene = L2,
l x . y ) - * ( x 0 . y „ )

pero por hipótesis tenernos * L2 por lo tanto se tiene una contradicción, por lo tanto. 

lim f ( x , y ) no existe
(jr,.V)—»(wo)

Sean T y S, dos conjuntos diferentes de R 2 que tiene a (x0, yn) como punto de acumulación

Ejemplo.- Calcular el límite lim —y——j  , V (x,y) * (0,0)
(jr,>-)-»(0,0) x  + .y

Solución

Sea a ( t )  = (t, t)  = > a ( /n) = (/0, í 0) = (0,0) => /0 = 0

Sea p  (í) = (í,2í) => /3(/0) = (0,0) => r0 = 0

* lim —r~— -  entonces
(*,> .)-*(0,0) X  +  V

s

XV
3 lim —j - —j

(j:,y)-»(0.0) x + y

xy
como lim —j - — j

(^>-♦(0.0) x  +y  
T
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2 2 
X  V

Ejemplo.- Determinar si lim f ( x , y ) existe, donde f ( x , y )  = — -----—
(r,>-)-»(0,0)' '  x  + y

Solución

Tomamos dos caminos diferentes que tenga (0,0) como punto de acumulación.

S = |(x,_y) e R !) ’ = x} y T -  {(x,y) e R2 / j '  = 4x}

4 2x x
lim f ( x ,  v) = lim — — = lim —  = 0

(a,,■) >(().())' ' x-*o2x A- —>o 2
s

16x 16x
lim f  (x ,y )  = l im-----— = l im------ = 0

(.v.v)—>(0,0) .v-*0l7x x —*Q 17
’ T

de acuerdo al teorema 4.14, no se puede afirmar que lim f ( x ,  y) = 0 ,
(.v,.y)->(0.0)

es decir , tenemos que demostrar este límite.

lim f ( x , v )  = 0 <=> V g > 0 , 3 Ó > 0 /0  < ||(.r, y)-(0,0)|| < Ó => | / ( x ,y ) - 0 |< £
(v ,v ),(0 .0 ) "

además 0 < ||(x,_y)-(0,0)|| < S «■ |x |< 5  a  |.y|<5

| / ( x ,y ) - 0 j  =
2 2 x y

2 , 2 x +y

2 , 2 2, x (x + y )
2 , 2 x +y

= |x|2 < S 1

luego tomando se tiene:

|/ ( x ,y ) - o |  =
2 2 x y

- 0 : e siempre que 0 <||(x,.y)-(0,0)|| < 8

por lo tanto queda demostrado que lim f ( x , y) = 0
(x,.v)->(0.0)
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3.16 Continuidad de una Función de Varias Variables]

A) Definición de Continuidad para una Función de dos Variables.

Una función f  de dos variables es continua en un punto (x0 ,>’0) de una región abierta 

R si f ( x 0, y fí) está definido y es igual al límite de f(x,y) cuando (x,y) tiende 

a(x0,>'0),esdecir, sí lim f ( x , y )  = f ( x 0, y 0) .
(*,.>’)—>(W o)

La función f  es continua en la región abierta R si es continua en todos los puntos de R.

B) Propiedades de las Funciones Continuas de dos Variables.-

Sea k constante, f  y g funciones continuas en (x 0,y0), entonces las siguientes

funciones son continuas en (x0,>>0):

1) k.f

3) f.g

2) f ± g  

/
4) ^  con g(xo, y o) * 0

Ejemplo.- Determinar si f  es continua en (0,0) donde:

xy

f ( x , y )  =
, si (x, y)  *(0,0)

w +W
0 , si (x ,y)  = (0,0)

Solución

Primeramente f(0,0) = 0, ahora veremos si se cumple lim f  (x ,y) = /(0 ,0 ) = 0, para
(jt,v)->(0,0)

esto calculamos el límite por caminos.

T: y = x , a ( t )  = (t , t )

a (lo) ~ (to’^o) = (0,0) => tg = 0

lim f ( x , y )  = lim--r7 = lim ~  = 0
( x , y ) — jr-> (0 ,0 )  » -> 0  2 |/ |  / - * 0  2

S: y = 3x, /3(/) = (í3 /)
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ß  (lo ) — Uo'3/f))— (0,0) =>/()—0

3/2 3|f¡
lim f'(x, v) = lim—rj=  lim —  = 0

(jr.v)—;j-*(0.0)' '  / —»O 4|f| r->O 4

como lim = lim f (jc. v) = 0, entonces demostraremos que efectivamente
(jr.v)— ¡-><0.0) (.t,y )— »(0.0) '

lim f ( x ,  v) = 0, para esto V 6> 0, 3 Í  > 0  tal que sí 0 < ||(x,v) — (0,0)1 < 8  entonces(jr.,v)-»(0.0) '

| f ( x , y )  - 0 |  <€ , de donde 0 <  |(,r,_y)-(0,0)| < 5  o |  x  | <  <5 a |  y  | < 8 .

< \x\\y\ = 8 2 =e , por lo tanto es suficiente tomar/ ( x , v ) - 0  =
XV

W +H
- 0

xv

W+L

, de donde lim f ( x , y )  = 0= /(0 ,0 ), se concluye que es continua en (0,0).

Ejemplo.- Determinar sí la función f  definida por:

f ( x , y )  =

xv
2 ' 2 • (*,.>')* (0,0) .

x + y  es continua en (0,0)
0 , (x,y)  = (0,0)

Solución

Como f(0,0) = 0, f  está definida en (0,0), ahora veremos si se cumple que 

lim f  (jc, v) = f ( 0,0) = 0, para esto calculamos el límite por caminos.

T:a (/) = (/,/) => a (/„) = (/n./0) = (0,0) =>t„ = 0

1
lim f ( x ,  v) = lim— j -

(*,>>)—-=-»(0.0) t -»o 2 i z 2

S :ß(t) = (tAt)^> ß ( t ()) = (t0At n) = (0,0)=>tQ = 0  

4r2 4
lim f ( x , v )  = lim---- r = - ,c o m o

(jt.v)—5—»(o.o) ' í->o I7í 7
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lim f { x , y ) *  lim f (x ,  v) => 3 lim f ( x , y )  por lo tanto f(x,y) es
jr-HO.O) (-*\y) —J.—>(0,0) '  (AT,.v)->(0,0)'

discontinua en (0,0).

C) Definición de continuidad para una función de Varias Variables.

—>
Una función f  de varias variables es continua en un punto a = ( a , ,a 2,- ,a„)  de una

—>
región abierta D de R " sí f ( a )  = f ( a x, a 2,...,an ) está definida y es igual al límite de 

/ ( * , , . t 2 ,...,*„) cuando (x ,,x 2 ,...,*„) tiende a (a1, a 2,...,a„),es decir, sí

J im • f ( x )  = f ( a ) ,  donde x = (xx, x 2,...,x n),a =(al ,a 2,...,an ) .
x  - > a

La función f es continua en la región D si es continua en todos los puntos de D.

D) Continuidad de una Función Compuesta.-

Si g es continua en (x0,y 0) y f  es continua en g(xn, vn), entonces la función 

compuesta dada por ( f  o g)(x ,y)  = f ( g ( x , y ) ) e s continua en (x(l, v0) es decir

lim f ( g ( x , y )) = f ( g ( x a , v„)).

Ejemplo.- Consideremos la función f  definida por :

1 — cos(x—y)
, para x *  y

f ( x , y )  = x - . y  
0

. Probar que f  es continua en todo R 2
, para x = y

Solución

1-cosz
Sea /(x ,.y ) = goF(x,.v) = g(F(x ,y)), donde F(x,y)  = x - y  y  g(z) = z

[o , z = 0

F es continua en todo R 2 y g es continua en todo R entonces g o F es continua en todo R 2.
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3.17 Ej ercicios Desarrollados]

I. Mediante la definición de límite demostrar que:

1) Lint (x+ y )sen —= 0
(*,>■)->«), 0) x

Solución

1
Consideremos f ( x , y) = (x+ y) sen—, entonces

' x

lint f ( x, v)  = 0<=> V e>0,3<í > 0 / 0 < ||(at, v ) - (0,0)11 < 8  => |/ '(x ,y )~o |<e .
(.r,.y)->(0,0)' ■ " 11 I- I

Además 0 < ||(x, y) -  (0,0)|| < 8 <=> |jc| < 8 a  |>] < 8 entonces

\ f(x,  y) -  0 1=| (.r + y) sen —1< | x 11 sen — | + 1 y |¡ sen — ¡ i \ x | + 1 y  | es decir:
x x x

e  ̂ e
| f (x,  y) -  0 1 < | x | + 1 y | < 8 + 8 = 28 =e => 8 = — . Luego si tomamos S =— tenemos

\ f (x ,  y) — o) < |.v| + |y| < 28 = 2 (y )  = e , siempre que 0 <||(x, y )-(0 ,0 ) |<  8  , lo cual

1
demuestra que lim (x+ y) sen— = 0

(.v,.v)-»(0,0) ' x

2) lint - J x z - J y + J x  = 2
(.v..y.z)—>(1,4,9) y

Solución

Consideremos f ( x ,  y,  z) = t¡xz -  J y  + J x , entonces

lim y f x z - J y  + 4 x =  2 o  V e> 0,35 > 0 /0 <  ||(x ,y ,z )-(l,4 ,9 )¡ < 8  donde
(.f.y,z)->( 1,4,9)

j~Jxz - J y + J x -  2| < e . Como 0<||(x,_y,2)-(l,4,9)|| < 8 o | x - l |  < 5 [y -4 | < <5|r-9| < 5
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se tiene: \J~xz- J y + J x - 2 \  = \y fx ( J z -3 )  + 4 ( J x -2) |

■Jx 4 v — 4
—=------ (z -  9) + —= —  (x -1 ) — = ----1 y por la desigualdad triangular se tiene:
V z+3 V * + i  -sjy+2

\.f(x,y, z)-2|<| V* || ~r~—— 11z ~ 9 1 + 1 — —  11 or — 11 + 1 - jJ-  — 11 y -  4 1 
y  z + 3 x  + 1 y  + 2

•(1)

como:

|.r —1| < 5j = 1 => — 1 < -r -1  < 1

0 < x < 2  => |V*]<V2 < 2

0<  V* < V2

1 < -jx +1 < V2 +1

1 1 << -p=-- < 1
' „ VV 2  +  I - J x  + 1

|y -4 |  < 8 2 =1 => -1 < y - 4  < 1 entonces 3 < y < 5

-J3 < -Jy < V5

V3 + 2 < + 2 < V5 4- 2

l-T — - |<  1V5 + 2 -Jy + 2  ^3+2 J y  +  2

|z -9 |  < 8 3  = 1 => - 1 <  z - 9  < 1 

8 < z < 1 0  => |V*]<V2 < 2

2V2 < -Jz < Vi o 

2 V2  + 3 < Vz + 3 < Vi 0  + 3

Vio + 3 V í + 3  2V2 + 3 V?+3

(2)

(3)

(4)
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reemplazando (2),(3) y (4) en (1)

|/ ( x ,y ) - 2 j< 2 8 2 + 4 8 2 + 8 2 =e => 8 1 ~ ~ -  Luego 38 = m in { l ,^ \ .

3) lim x 2 + v2 - 4 x  + 2v  = ~4
(a,.v)-*(.V i)

Solución

Consideremos f ( x , y )  = x 2 + y 2 - 4 x  + 2y , entonces

lim f ( x ,  y) = -4  <=> V e> 0,35 > 0 /0  < |(jr, v) — (3,—1)11 < 5  => l/’(.r, v) + 4| <e
(jr,.y)-*<3-l> ' " " - I

además 0 < |(jr,_v) -  (3 ,-l)| < 5  o  \x -  3| < 5 a  |y  + 1| < 5 

|f ( x , y )  + 4j = |.r2 + y 2 -  4x + 2y  + 4j = |(x -  3)(,r +1) + (>• + 1 )(>• +1 )|

<|.r + l||,v-3 |+ |y  + l||y + l| ...(1)

ahora acotando las funciones |jt + 1| y  | y+1| se tiene como 

Ia' — 3| < <5t = 1 => — 1 < jr — 3 < 1

3 < x  + l< 5 = > |x + l |< 5  ...(2)

\y + l| < 5; = > \y  + 1| < 1 —(3)

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

|/(jc, v) + 4| < 5S2 + 52 =€=> Ój -- — por lo tanto 35 = min{ 1, e }
6 6

4) lim yfx -  J~v - -Jz + J x v  + -Jxz + J v z  = 7

Solución

Consideremos f ( x , y , z ) = ~Jx -  J y  -  -Jz + J x y  + -Jxz + J y z , entonces
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lim f ( x , y , z )  = 7 <=> V e>  0,35 > 0 /0 <  ||(x, v, z ) -  (1,4,9)11 < 8
1,4,9) ' ' '

= > [ f ( x , y , z ) - T \ < e  

a d e m á s  O <  ||(.v, v , r )  — (1 ,4 ,9 )jj < 8  <=> |.v - 1| <  <5 a  | y  -  4| <  5  a  |z  — 9| < S  

\ f ( x ,  y ,z )  - 1\ =  |V x  - - J y  -  * [z  +  y f x y  +  - J x z  +  < Jy z  -

= \yfxUÍx - l )  + J z ( ^ -  l) + J z ( J y - 2 )  + 2(Vz -3 )  + (V * - l

J+J J  J y  ~ + 2|V?— J - 1|

— \ \ 4 x - \ \ + \ 4 z  \\~J—--\\x-  
V* +1 V-v + 1

n + iV í n
-Jy + 2 

2

II > '- 4 1+

z - 9 M
x - l

*\[z +  3 *J~x + 1

2
a h o ra  a c o ta n d o  a la s  fu n c io n e s  - J v " , c o m o :

Ly - 1! < 5t =1 —1 < jc-1 < 1

0 < x < 2  = >  j % / x j < - \ / 2 < 2

0 < V* < V2

1 < -v/jc + 1 < V2 + 1
1 1 , , 1 , ,

< — — < 1  = >  | - p = — 1 < 1

1+ -J2  V T - i ~\[x+\

| v - 4 j < 8 ¡ = l  - 1 < j - 4 < 1

3 <  y  <  5

a/3 < -Jv < V5 => |-/v| <y¡5 <3 

^¡3 + 2 < + 2 < + 2

1 1 1 , , 1 , ,•< -r= ---- < - 7=--------- <1 => I—?=----- | <1
¡̂5 + 2 *Jy + 2 V3" + 2 *Jy +2

(O

(2)

(3)
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|z-9j < 5, =1 => -1  < z - 9  < 1 

8 < z  < 10

2^2 < -Jz < VlO < 4 => |V zj<4

2 V 2 + 3 < V z+ 3 <  VÍO+3

' <-¡=i----< - i  <1 => | - p í ---- 1<1

l im  = 6 <=> V e> 0,35 > 0 /0  < ||(*, v )-( l,4 ) | < 5 => |/( jr ,  v ) - é ) <e

(4)

VlO+3 V z+3 2V2+3 Vz + 3

además jjc —1| < 5 2 , |>’- 4 |< 8 2 , |z - 9 |< 8 2 —(5)

reeemplazando (2),(3),(4) y (5) en (1) se tiene:

\ f ( x , y , z ) - l \  < 2S2 + 482 + 4S2 +282 + 82 =e

e í G 1de donde 135, =e entonces 52 = —  por lo tanto 35 = mini  1, —  r
- 13 1 1 3 ’

5) lim x 2Jy + \> y fx = 6
(v..v)-»(1.4) v ‘ '

Solución

Consideremos f  (x, v) = x 2 J y  + y j x , entonces

(v .> )-H 1 .4)

Además 0 < (|(jc. v) — (l,4)|j < 5  <=>|.v —1|< 5  a |j> -4 |< 5

\ f ( x , y ) - ( \  = \x2J y + y J x - ^ = \ x 2( J y - 2 ) \  + 2(x2 - l )  + y ( J x - l )  + ( y - 4 )

= \ x2 - = l — ( y - 4 ) + 2 ( x + m x - l ) + y - 7i - ( x - l ) + ( y - 4 ) \
4 y  +  2  s l x  +  i

< |* |2| — L _  | | v - 4 |+ 2 |* + l | |* - l |+ |y | | - = ! —  | | x - l | + | y - 4 | . „ ( l )
V . V + 2  y¡X  +1
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Como | , t - l  |< S| =1 -1  < -1  < 1

0 < x < 2  => |jc) < 2, |x + l|< 3

0 < -ix < -J2 

l< V x + l< V 2 + l
11 1 i< — —  < 1

-J2. +1 -\[x +1 -\fx + 1

| _v — 4 1 < 5 1 = 1 => - I < v - 4 < 1  

3 < y < 5  => |y| < 5

^3 < < -Js .i

“Jíi + 2 < -Jy + 2 < a/5 + 2
1 1 , 1 ,

■ < - t= —  < ! - 7=— 1< 1 =>

I<1

I<1

(2)

(3)

6)

V5 + 2  4 y +1 J 3 +2 ' "  ' ^ y + 2

¥  :

como |x -l|< < 5 2 . |y ~ 4 ) < 5 2 

reemplazando (2), (3), (4) en (1) tenemos:

\ . f ( x . y ) - ó| < 4á2 +682 +5S2 +S2 =e de donde 16¿>2 =e=> S 2 = —

por lo tanto 3 S = min {l,— }
16

lim - J - x  - S v z  = 0

Solución

Consideremos f ( x , v , z )  = J - x - J y z ,  entonces

lim f ( x , v , z )  = 0 o  V e> 0,38 > 0 /0  < ||(jc ,y ,z)-(-l,l,l)||<  8
(x,y.z)-»(-l,U) ’

(4)

| f ( x . y , z ) - q < e
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Además 0< ||(x ,.y ,z )-)-l,l,l) |< 8  «• |x + l| < 8  a |y —1| < 8  a |z - l |  < 8

- - ' ( - x - l ) - J y - ¡ 2 — (z -1 )— ~ — ( v - l ) |
■ f x - l  Vz + 1 J v  + \

z \ - r L — \ \ x + i \ + \ f i \ \ - 2 —  i i z - n + i * — i i v - i i  . ..( i)
' J - x  +1 Vz + 1

1 /— 1 1
A hora acotando las fu n cio n es .— —  , J v  , —;=—  , - 7= —

V ^ + l  Vz + 1 J y  + l
i

co m o  |x  +  lj < S ¡  =  1 => - 1  <  x + 1  <  1

-2  < x < 0
0  < - x  < 2

0 < -7^7 < V2 ... (2)

1 < 's/-  x +1 < ~J2 +1
1 1 ■< - 7= —  < 1 I-

"V~2 + 1  - J -  x  + 1  a /~  x  + 1

| y - l |  <  8 , = 1  => - ! < > • - ! < !

I<1

0 < y < 2  => | A/y |< V 2 < 2

0 < -Jy < V2
0 < -J\> +1 < -J2  +1

1 1 , , 1
~ r — K ~ r — <[ =* l'T=—V 2 +1 +1 y  +1

| z - l |  < 8 , = 1  => - 1 < z - 1 < 1

I 1
■ < - 7=----< 1 :

I<1

a/ 2 +  1 V z +  1 Vz + 1
< 1

(3)

(4)
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como |x + 1|< S2 , \ y - \ \ < S 2 , |z - l |< 5 2 —(5)

reemplazando (2), (3), (4) y (5) 4 en (1)

\ f ( x ,_y,z)-o| < S2 +2S2+S2 =e=> S2 = — por lo tanto 35 = min{  1,—} 

lim J x  -  J y  + J z  + Ja i  = 6
4,9.16)

Solución

Consideremos f(x,y,z,a>)  = -Jx - J v  + J z  + Jai ,  entonces

lim f ( x , v , z , a )  = 6 <¿> V e> 0,35 > 0 /0  < |(x, v ,z ,ú> )-(1,4,9,16)1 < ¿>
(í,y.z,ra)-»(1.4.9.16) '  .

= > |/(x , V,z.w)-6| <e 

como 0 < |(x ,> ',r,w )- (1,4,9,16)| < 5  o | x - 1| < 5 a | v - 4 |  < 5 a |z - 9 |  < 5 a | í o -  16) < 5 

| / ( x ,  y,z,(o)-^ = \ J x - ^ y + J z + J a - ^  = \ ( J x - \ ) - ( ^ y - 2 )  + (J z -3 )  + ( J a - 4 ) |

‘ 1 (jr — 1)— r~ ( v - 4 ) +  r * ( z -9 )  + -p J —-(« -1 6 )1
-Jx + 1  J y  + 2  J z  + 3

1

Vw + 4 

1
J x  + l

Ahora acotando las funciones

4 1 + 1 -W —  11r - 9 1 + \—= ------ ||w-16) „ .(I)
J z  + 3 Vw+4-Jv + 2

1 1 1 1  

J~x + 1 J y  + 2  J z  + 3 Vw+ 4
como:

¿ |x - l |  < 5¡ =1 => |
1

I<1

i< i

(O- 1 6 )  < 5 ,  = 1  => | - = i — 1< 1
V® + 4

(2)
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como |x - l |< 5 2, [ y - 4 |< 5 2, i2~9| < S 2, |© - lé | < S 2 —(3)

reemplazando (2), (3) en (1) se tiene.

\ f ( x , y , z , ( ú ) -  él < 5, + 52 +S2 + S 2 =e=> S 2 = — por lo tanto 35 = min{  1,—}
4 4

xv
8) lim - y T  = 0 , V(x, v) * (0,0)

(*.v) ->«),i» |.r| + j v¡

Solución

x v  XV
lim r r -4 T  = ° <=> V e> 0 , 35 > 0 / 0 <|| (x, v )-(0 ,0 ) ||< 5 => |, \  . - 0 |<e

|x|+|_v| |X¡ +| v|

Además 0 < ||(x, y) -  (0,0)|| < 5  o  |x| < 5 a  |y¡ < 5

1— 2 ____
\x\  + \ y | l* l + l.v| l-v| + |.v | |x |  + | y \

,  . XVLuego tomando 5 = e se tiene | ----- ;----- |<e
l-v 1+ l.v I

Siempre que 0 < f(x,.y)-(0,0)| < 5 , con loque se demuestra quc:^ l i m ^ ^ f ( x , y )  = 0

II. Cálculo de Límites

xv .
1) Calcular el límite lim - y 1—r-, si existe

( x . y ) ^ m ) x + y

Solución

XV . . . . . .
Para ver si existe lim —----- j ,  tomaremos dos camino, si estos limites son iguales,

(x..v) —>(o,o) x + y

intentamos demostrar y en el caso de ser diferentes diremos que no existe el límite.
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XV XV XV
lim —r- 1— 7  * lim —5—— j  => 3 Jim

(*.>•)-»(0,0) x~ + v~ (*..v)-»(0,0) x 2 + y2 (jt.>’)-»(o,o) x 2 + y2T ■ s - ■

4 . 2 3  5x y  + 4x  y —y
2) Hallar lim f ( x , y )  si existe, donde f ( x , y )  = — :—  ----- - y j ---

(*,>-)-»( 0,0)

Solución

A la función f([x,y) expresaremos en la forma

1 r t  n  1 -v ( * 4 + 4 x 2 v 2  -  v 4 ) ,, x 4 + 4 x 2 y 2  +  y 4
\ . f (x , y ) \=\---------— — I^IjII------v- ' 2' 2 ''(x + y  ) (x + y )

Además x 4 = (x2) 2 < (x 2 +.y2);y4 = (y 2) 2 ¿  (x2 + y2) 2

4 . ? 4 1 1 1  1 1 1 1  1 1  1 1 1
x  + 4 x “v + y  < (x + y ) +4(x + y )(x + y )+ (x  +_y ) = 6(x +_y ) — (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene

1 r, > 1 ^ 1  1 (*4 + 4 x 2 v2 + v4) (x 2 + y 2 ) 2| / ( x , y ) |< |  y | ----------- - - -  j — < 6 |.v |y • /  = 6 | y |
(x + v ) (* +.v2 ) 2

por lo tanto 0 < \ f{x,  y)| < ólyl, de donde lim 0 < lim |/ '(x ,y ) |<  lim ólyl
1 * (*,>■)-> (0,0) u , y ) M o.oy 1 (.*,.>•) .(0.0) 1 1
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0 < lim I f ( x ,  y) < O entonces lim \ f(x,  y) = 0 , de donde
(jt.jO-KO.O)1 '  1 (.v.v)—>(0,0) ' 1

4 . 2 Sx v + 4x v+ y  
lim f ( x , v ) -  lim —1—í----— = 0

(í.v )-í(O .O ) '  (jc,i>)->(0,0) ( x  + y  )

y a -  x
3) Demuestre que lim f (x ,  y) no existe, para la función f ( x , v )  = ln(-----) donde x

(.r,v)->(o,a) • a - y

< a, y < a.
Solución

Para demostrar que no existe lim f  (x,y),  es suficiente tomar dos líneas que pasan
(.v.y)->(a.a)'

por el punto (a,a) y que los límites sean diferentes.

= {(x,y) e R 2 / y  = 2 x - a } y  L2 -  {(jc,y) e R 2 / y  = 4 x - 3 a )

a -  x  1
lim f  (x,y) lim ln(- ----------) = lim ln— = - l n 2

( x , y )  — x  —ya d —  L X  + CL x  —ya  2U

a - x  1
lim f  (x ,y)  = lim ln(------- ) = lim ln — = -  ln 4

( x , y ) - * ( a , a )  x - * a  a — 4x+3a x - * a  4

lim f ( x , y ) ±  lim f ( x , y ) = $  3 lim f ( x , y )
( x , y ) ^ > ( a , a )  i . x , y ) - * ( a , a )  ( x  , y ) - > ( a , a )

U h

4) Sea f ( x , v )  =
1

xv sen— , x  * 0 
x

0 , x  = 0

Determinar lim f  (x,y)  y verificar dicho límite, mediante la definición.
(jr.y)-H>(0.0)

Solución

Observamos que la función está definida en todo R 1. Luego tomaremos dos camino».

S = {(*,>>) g  /?2 / x  = 0} y  r = { ( x . y )  £  R 2 / y  =  x ¡
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2 1
lim f ( x , y )  = lim f ( 0 , y )  = lim 0 = 0 y Jim f ( x , y ) = l i m x  sen—= 0

(* j/ )-> (0 ,0 )  y->  O y -> 0  ( jr ,y )-> (0 ,0 ) ' jt->0 X
(*,y)eS ( i j íe r

por lo tanto intentamos demostrar que el límite existe y vale cero.

lim f ( x , y )  = 0 V e> 0,35 > 0 / 0 <¡(x,y)-(0,0)1 < <5 => | / (* ,> ') - 0 |< £
(x,y)-»(0,0) " 11

|/ ( x ,y ) - 0 |= |x y s e n - |= | j c | |y | | s e n - |< | j r | |y |< 5 2 = e  
x  x

Luego tomamos <5 = y así se tiene que ¡ xy  sen — | < e siempre que
x

0 <||(x, y)  — (0 ,0)|| < S ,  lo cual demuestra que lim f ( x , y )  = 0

4xy2 -  3x3
5) Comprobar que no existe lim r — 5------1—

(*,^-♦(0,0) x  - y  

Solución

Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0)

S = {(x ,y)e  R 2 / y  = 0} y T= {(x ,y)e R 2 / x  = y 2 - y }  

lim
(x,y)-(0,0) x 2 - y 2 >»->0 ( y 2 - y ) 2 - y 2

( y - l ) ( l  + 6 y - 3 y 2) 1
l i m --------------  --------- = —
y-*o y —2 2

4xy2- 3 x 3 0 -3 x 3
lim — -5----- í— lim — 5---------= lim -  3x = 0

(x,y)->(0,0) X - y  *-»0 x  - 0  *->o
s

, 4jty2 -3 jc3 4*y2 - 3 * 3 4xy2 - 3 x 3
como lim — -̂--;— * «m — 5----------s— , entonces 2 t e  — 5 5 —

(*o0->(0,0) x - y  (jto»)-»(o,o) jr - y  (*,r)-»(o,0) x - y
T S
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x l y -  6x v - x 2 + 6 x - 9 v - 96 ) Calcular si existe lim f ( x , y )  donde f ( x , y )  = -----------  — j-----------T------
(*,,)->(W "  ■ J ' (x -3 )  + (y -1 )

Solución

A la función f(x,y) expresaremos en forma factorizada.

f(x*y) =
x 2y  -  6xy -  x 2 + 6x + 9 y - 9  x 2 (y -1 ) -  6x(y -1  ) + 9( y  - 1)

(jc-3 ) 4 + 0  - 1>2

f ( x , y )  =
(x2 - 6x + 9 ) (y - l)  (jc- 3)2(y -1 )
( x - 3 )4 + ( v - l )2 (x -3 )4 + ( y - l )2

Tomemos dos caminos que pasen por el punto (3,1)

T  = { ( x , v ) e  R2 ! y  = l + ( x - 3 ) 2}

lim f  (x, y) = lim f ( x , —) = lim ■
(jr,.y)->(3,l) - -

s
Jf->3 3 Jf->3 (x-3)4 +(-~ l )2

lim
3 ( x - 3 f

■ = lim
3(x-3)

« 3  9 ( r - 3 ) 4 + ( i - 3 ) 2 » 3  9 ( j - 3 ) ! + 1
= 0

, 2 (x -3 ) 2
lim f ( x , y )  = lim / ( x , l+ 2 (x -3 )  ) = l i m --------- j-------------r  = —

(x,y)-*(3,l) 1 ’ ’ *->3 ( x -  3) + 4 (x -3 ) 5

Luego como lim f ( x , y ) *  lim f (x ,y )= >  3 lim / (x ,v )
(,t,.y)-K3,l) (V,>)-^(3,1)^

T  S

7) Comprobar que no existe lim
4xy2 - 3 x 3 

(jr,>>)->(0,0) x 2 -  v2

Solución

Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0)

S = {(x, v)£ R2 1y  = 0} y T = {(x,y)e R1 !x = y 2 y)
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4xy2 - 3 x 3 ( y 2 - y ) ( 4 y 2 - 3 ) ( y 2 - y ) 23 ( x - 3 )  n
l im  ñ---- ,— = l i m ---------------- —,-------------------------------- ;--------- ,-----------=  O

(.ro0->(0.0) x 2 —y 2 y->0
T (y2- y ) 2- y 2

( y - l ) ( l  + 6 y - 3 y 2) 1
l i m --------------- ----------- = -
y~> o y - 2 2

,¡m n m „ }x= 0  
(* ,y )—>(o,o) x - y  * -»o  x - O  * —>0

4xv2 — 3jc 3 4xv2 — 3x3 4xv2 — 3x3
como lim — +5-5— * lim ——z--------- 5— , entonces 3 lim ——----  —

(jr,^(Ü.O) X - y  (AT,y)->(0,0) X - y  (*,y)->(O.Ü) x ~ - v
T  S ■

III. Ejercicios Sobre Continuidad

1) Analizar la continuidad de la función

/(*,>>) = i

¡ 2 , 2 \ ~(x + y  )

2 2x  +y
si (x ,.y )* (0 ,0) 

si (x ,y)  *  (0 ,0)

Solución

e-(V+V>
a) Si (xo,y o)* (0 ,0 ) => f ( x 0, y 0) = — ------- j- = / ( * 0 ,>’o) de donde

* 0  + y o

lim f  (x, y) = f  (x0 , y 0) entonces ffx ,y) es continua en R 2 -  {(0 ,0)}
(x.y)~>(x0,y<¡)

b) Veamos si f  es continua en (0,0). Sí (x ,y)-»(0,0) => x 2 + y 2 = 0+.

Sea u - x 2 + y 2
- ( x 2+ / ) - U. e 1 1

lim —;-------------------t~= l i m -— l i m --= —-  = +00L L + A+ « A T
(jr,>0-*(0,0) x  +y~ u—>o* u «->o+ ue 0

Luego lim f ( x , y ) ±  f  (0,0) = 0 f  no es continua en (0,0)
(*O>)->(0,0)
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2) Analizar la continuidad de la función

x j y

f(x,y) =
. si (x , y ) *  (0 ,0 )

w + w

0 , si (x, y )  = (0,0)

Solución

Para que la función esté bien definida, y > 0

a) f  no es continua en S = {(x, y) e R2 / Y < 0 J

puesto que sí, y < 0 ^  y por lo tanto 3 f(x, y)

b) f  es continua en T={(x,y) s  R 2 ! y  > 0} puesto que si (x0,yo) e  T entonces

*o -JTo
J (x o>yo) = 1— p ¡ — í y por lo tanto ¡ imf(x,y)  = / ( * „ , y 0)

c) Ahora veremos si f  es continua en (0, 0).

Sea C= {(x,y) e R 2 / y  = x , y  > 0} entonces

x J y  X yfx yfx
lim ----- .—r = lint------ = lim----- = 0 , ahora demostraremos que

(jr.v)~*(0.0) |x| + | v| .v-»0 2\x\ x-><! 2

<elim f ( x , y )  = 0 o  V e> 0,3¿ > 0/0< f(jc ,y )-(0 ,0 )|< < 5  => j/( .v ,y )-0 |
(ArO’)-»(0.0)

o < ¡(x.y) -  (0,0)1 < 8  => |x| < 8 A  | y |  < 8

* d o » d e
l^ l + l^ l l* l + M  1*1

\ y \ < c 2 => 38 = e 2

f  es continua en (0 , 0 ) puesto que lim f  (x ,y)  = 0 , por lo tanto f  es
(x ,y )-» (0 ,0 )

continua en {(x , y ) e R 2 l y  ä  0}
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3) Analizar la continuidad de la función

f { x , v )  =

I 2 jsy x  + y, , 2 2 xcosVx + v sen x
/ 7---y 2 2

■yx' + y  x  +3'
, si (x ,y) * (0 ,0 )

si (x ,y)  = (0 ,0)

Solución

a) Para (x0 ,.y0)*  (0,0) => f ( x 0, y 0) =
r0 c o s ^ 2 , ,, 2 2 + y n sen x0

VV+3v,,2 V + V

r  2 2 2xcos-Jx + y  sen x 
lim f ( x , y ) =  l i m -----— - —y-----------------

(•^-»(•Wo) \ x 2 + y 2 x + y ¿

Í0 cos^/xó2 - J o 2 sen2 x0
= / ( * 0 ’.V0)

Luego, como /í'w f ( x , y )  = / ( x 0 ,v0), entonces f  es continua en todo 

i?2 -  {(0 ,0)}, ahora analizaremos si es continua en (0 , 0).

Sea S = {(x, y) e R / y = 0 }

/ 2 , T 2 i I 2x c o s y x  + y  sen x xcos|x| sen x
Jim -----■•••••— '— — j------------r*= l im---------- 5—

(jr,j-)-»(0,0) ^ x 2 + y 2 * +>’ Jr->0 W *

0  si x > 0
[ - 2  si x < 0 

discontinua en (0 , 0 )

por lo tanto 3 lim f ( x , y ) ,  luego la función f(x,y) es
( í ,.>.)->(o.o) '

4) Sí f ( x , y )  =

xy

í
2 2 x  +y

si (x , y ) *  (0 ,0 )

. Determinar si f  es continua en (0,0)

0 , si (x,y)  = (0,0)
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Solución

La ftinción f(x, y) es continua en (0, 0) si y solo si lint f ( x , y )  = / ’(0.0) = 0, por lo
(í.>')-»(0.0)'

tanto, calcularemos el limite de la función f(x, y)

xv
lint — = f ( 0 ,0 ) = 0 , para que sea continua, para esto tomaremos dos

(*.>■) .(0,0) J x 2 + v2

caminos diferentes.

Luego tomamos <5=6, tal que ---------:-----------0 => f ( x , y ) es continua en (0,0).

Sea S = {(x, y) e R2 / y = 2x} y T = {(x, y) e R' / y =5xJ

xy  x(%x) 2x" 0

ahora para decir que lim f  (x, y) = 0 ; debemos demostrarlo, es decir:
(jr.v)-»(0.0)'

V e> 0,3<5 > 0 / 0 < |(x ,v ) — (0,0)|j <5 = > |/(.v ,> )-0 | <e 

Además 0 < |(x ..v)-(0 ,0)| <8 o |,v | < 8 a  | vj < 8

Ì 4xv 4

si (x,y) * (0 ,0 )
5) Dada la función f  definida por: f ( x , y )  = ' (x  + -v )

0 , si (x ,.v ) =  (0 ,0 )

Determinar el conjunto de puntos donde f  es continua.
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Solución

4 * o v oSí (xo,vo) * ( 0 ,0 ) => f ( x 0,y0) = — 5------— , entonces
(*» +y'o)

4 vy4 4x v 4
//w ./(x , y) = lim — t = ---- 7-°- - — 7  = / ( xo.n,)

( v,y)-»(.v„,v„) (a ,>•)->(-v„.v„) (x~ +  V" )" (X„ +  V0~ )

Luego como //m / ( x ,  y) = ./  (x0 y0), la función f(x,y) es continua V (x,y)*(0,0).

Ahora veremos si es continua en (0,0), es decir que veremos que si 

lim f  (x, v) = / ( 0 ,0) = 0 para esto tomaremos dos caminos que pasen por (0 ,0 ).

Sea S = j(x,y) e R 2 / y  = x}y 7’= {(x,y) e R 2 / y  = o}

4x5 4x(0)
lim = lim —— = lim 4x = 0 y lim / ( x ,  y) = lim — j---- —  = lim 0 = 0

jt->0 X Jr->0 (x,y)-*(x„,yo) jr-»0 (x +0) -f-»0

Luego demostraremos que lim f  (x, y) = 0
(,v.v)->(0.0)

V e> 0,35 > 0 / 0 < | (x ,y ) - (0,0)|j < 5  => | / ( x , y ) - 0¡| < £

Además 0 < ||(x ,.y )-(0 ,0 )¡< 5  o |x |< 5  a |>j < 5 .

(x * + y  ) (x + y  (x +.v )

• , £ £ 4xy4
por lo tanto |x |< —, luego tomamos 5 = — de tal manera que | — -—;—~~~—0 1 < £ ,

4 4 (x + y )

siempre que 0<¡¡(x,_y)-(0,0)||<5 lo cual demuestra que

lim f { x , y ) = /(0 ,0 ) = 0 y por lo tanto f(x,y) es continua en todo R 7.
(í,y)->(0,0)
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6 ) Dada la función f  definida por:

si  ( x ,y ) * ( 0 ,0 )
f ( x , y )  =

-VI'
2 f. 

X  + y . Determinar si f  es continua en (0,0).

0 , si  ( x ,  v) = (0 ,0 )

Solución

Para que f(x,y) sea continua en (0,0) debe cumplir:

i) (0,0) e Df , o que esté definida en (0,0) es decir f(0,0) = 0, existe.

ii) Que 3 lint f ( x , y )  y para esto primeros tomaremos dos caminos
(*.v)-»(0.0)

S = {(*, y) g R 2 ¡ x  = 0} y T = { ( x , y )  e R 2 / x  =  y 3}

0 v
lim f ( x , y )  = lim —  = lim 0  = 0 y lim f ( x , y )  = lim

( x . y ) - * ( 0.0) V »o y  y - * 0 (v.v) >(0.0)
s  T

„ 6  6 _ í’ ->0 y +  y  2

por lo tanto como l im f ( x , y ) *  lim f ( x , y )
(jr,vh-*(0,0) ' <j:.>>)-»(0.0)

S T

entonces 3 lim f ( x , y )  , luego f(x,y) no es continua en (0,0).
(.v.y)-»(0.0)'

7) Dada la función f  definida por:

2x  y
2 4 , s i  ( x , y )  *  (0,0)

f ( x , y )  =  \ y  + . Y  . Determinar si f es continua en (0,0).

0 , s i  (x , y) = (0 ,0 )

Solución

Para que f  sea continua en (0,0) ae cumplir:

i) Quef(0,0) = ü existe, e sc . r (0,0) s  D r
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ii) 3 lim f ( x , y ) \  para esto tomamos dos caminos que pasan por (0,0) tales
( jr .^ ) - » ( 0 ,0 )

como:

5 = {(jc,v) e R 2 /.v = o} y  T  = { ( x , y )  & R 2 1y  = x 2 )

lim f  (x, v) = lim ' - ^  ̂ = lim - = 0
<*.>■)— ' ' -»«0  + x •<-»<» x

x 4 1
lim /  (.x, y ) = lim — ------t  = -

(v.i) — ->(0.(1) a -*0 x  +  .v 2

por lo tanto como lim f ( x , v ) *  lim f ( x , v )
( j r . y ) — - - .( 0 .0 )  ' ( x  . y )  ^—> (0 .0 )"

entonces 3 lint f  ( v, y) , luego f(x,y) no es continua en (0,0).
( A . r )  ->(?!,0)

i , y -f- *

8 ) Dada la función f  definida por: f ( x , y) = i x - y  . Analizar la continuidad

x + y  , si y  = x
en todo su dominio.

Solución

2
La función dada f(x,y) tiene su dominio en todo R analizaremos la continuidad en la 

'orma siguiente:

2 2 
x - yi) Si y * x  => f ( x , y )  = ----------- = x + y  analizando la continuidad en la región
x ~y

y * x se tiene si (x0 ,y0) es un punto de la región y *  x, entonces

lim f ( x , y )  = + y 0 = / ( x 0 ,y0) entonces f(x,y) es continua en la
( a , v ) - > ( a 0 ..)•„)

región y * x.

ii) Ahora analizaremos la continuidad en todo los puntos sobre la recta y = x, sea 

(x„,y0) puntos sobre la recta y = x.
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lim f  (x ,y)  = lim x + y = lint x + x = 2x0.
(x ,y )-* (.x0 ,y0 ) ( x ,y ) —*(x0,y0 ) x-+ x0

Luego para x0 * 0 ,  3 lim f ( x , y ) ,  por lo tanto f(x,y) no es continua en
(x ,y )-> (x 0,y tt)

y = x, x * 0  para x = 0 , lim f ( x , y )  = / ( 0 ,0) = 0 , lo cual demostraremos,
(jr,.V)—>(0.0)

es decir, V e > 0, 3 8>0, tal que, 0< |(x ,_v )-(0 ,0 ) |< 5  => | /(x,_y)-0j < £

además 0< ||(x ,y)-(0,0)¡¡<(5 => |x|<<5 a  |y |<<5

|y(je,_y) — o| = |x + < |x| + |y |< 5  +5 = £ = > 5 = —. Luego tomamos <5= —

tal que, | / ( x ,y ) - o |  < £ , siempre que 0 <|(jc,y) — (0,0)|<<5, lo cual 

demuestra que lim f ( x , y )  = 0,  entonces la función f  es continua en (0 ,0),
(*,.y)-»(0,0)

por lo tanto diremos que la función es continua en todos los puntos en que y = x y 

en el origen.

/. f(x,y) es continua en todo R 2

9) Dada la función f  definida por:

2 xy2 2 2
— — — , si 0  < x  + y  <1

f ( x , y )  =

X  +  _v

, . 2 2 .1 , si x + y  = 1

x ' + y 2 , si x~ + y~ > l ó (jc,.y) = (0 ,0)

estudiar la continuidad de la función f  sobre su dominio.

Solución

De acuerdo a la definición de la función su dominio es todo (x,y) de R~.
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) 2 . 2-)fv'2 Analizando paia la región 0 < x + y  <1 => /(x ,y )  = —----- - es función racional,
x" + y

entonces es continua en la región 0 < + y 2 < 1. Ahora analizaremos en la región

x~ + y 2 > 1, es decir la parte exterior a la circunferencia x~ + y ‘ = 1 y como ia función

f  (x ,y)  = x 2 + y 2 es polinómica, es continua en todo su dominio, en particular en la

• - 2 2 , región x + y  > 1.

T 2
Ahora analizaremos ¡c. continuidad en la circunferencia x ‘ + y = 1, es decir, veremos 

si existe el límite en cualquier punto (x„,y()) sobre la circunferencia, o sea x (2 + y (2 = 1, 

para esto consideremos dos caminos S = j(x ,y)  e R2 / x 2 + y 2 > lj, si nos acercamos al 

punto (x0, y0 j a través del conjunto 5 =  í(x ,y) e R 2 / x 2 + y 2 > lj y sea 

T  = {(x,y) e  R 2 / ó $ % 2 + y 2 < l |  y si nos acercamos al punto (x0 ,y0) a través de este 

conjunto T = {(x,y)  e R l 0 < x 2 +y~ < lj

2 2 2 7lim f ( x , y ) =  lim x~ + y  = x0 +y¿ = l » .( l)

2xv2 2x 2y 2 2x0( 1- x 2) _
lim J ( x , y ) =  hm — -----J  = ~ -----J  = — ---------- ----  -  (2)

(x,y)—jr+ixa,y„) ->(.v„.>'„)X +)> X() + y0 X0 + (I -X 0 )

y por lo tanto de (1) y (2) se concluye que 3 lim f ( x , y ) ,  luego la función f(x,y) 

no es continua sobre la circunferencia. Analizando la continuidad en (0,0), se tiene:

i) f(0 ,0 ) = 0 , la función está bien definida.

Ii) Ahora veremos si 3 lim f ( x , y ) ,  para esto tomaremos dos caminos diferentes
(*■}’)—H0.0)

que pasan por (0,0) sea, S = j(x ,y) e R~ / x = y 2} entonces:
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V í 2 )
lim f ( x , \ ) =  lim — -----4"= 1 y sea T = \ ( x , v )  e R / V = Oí, entonces

( x .y ) — ^ -> (0 ,0 ) ' '  >•—»0 V +  V

2x(0) 0
lim f ( x , y ) = lim — -----= lim —  = 0. Por lo tanto como

( J t .v ) — jr - * ( 0 ,0 ) '  ’  x - + i ) X  + 0  x - * 0 X

lim f ( x , v ) *  Um f ( x ,  v)
(v .v )— ^ - . ( 0 .0 ) ' '  (v .v )— p-»(0,0)

entonces 3 lim f ( x , y ) ,  luego la función f(x,y) no es continua en (0,0), por

lo tanto la función es discontinua en la circunferencia x 2 + y 2 = 1 y en el origen 

(0,0).

10) Dada la función f  definida por:

j * 2+~ T — 2 > si (x ,y)  *  (0,0)
/( .r , v) = 1 x + y  . Determinar si f  es continua en (0,0)

0 , si (jr,y)  = (0 ,0 )

Solución

La función f(x,y) es continua en (0,0) si lim f ( x ,  y) = f (0,0),  para esto
(jt. v )—»(0,0)’

consideremos S  = |(jc, v) e R2 / y  = mx j una familia de rectas que pasan por el punto 

(0 ,0 ), entonces:

2 yx 2 mx
lim f ( x , y ) =  lim (x +—■-----5-)=  lim(x + - 5 ------— )

(.<•■>’)—j-» (0,0) (r.v )—^-*(0.0) x + y  x  —>0 x +  m~x

2
7 mx

= lim (x H— 2---- “ ) = 0
x  >o x +m

para decir que 3 lim f ( x , y )  = 0, debemos demostrar dicho limite, es decir:

Ve >0 , 3 5  > 0 /0 < |( ^ ,y ) - ( 0 ,0 ) |< 5  => |/ ( x , .y ) - 0 |< c
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además 0 <||(.ï , v) - ( 0,0)||<5 => ¡jc| < «5 a  |>j<<5

x + y  x  + y x  +y

además se tiene (a " - |yj)2 > O => x 4 +>’2 > 2[>|.x|2

es decir —j----------------------------------------------------------- — < -7 —7 ». (2 )
2\y\\x\2 ~ x * +y 2 ‘ x 4 + y 2 ~ l\x\

reemplazando (2) en ( 1) se tiene:

|/ ( „ H s W ; + W W s W ; + k L V < s
x +y 2 2

1 1 l ^ E ¡2sentonces |x| < I—  = Ó . Luego tomamos ó = J —  tal que:
V 3 V 3

1 « 3. ,2 3 2
/ ( x , . y ) - d <  — |.t < —.—e = e  
' 2 2 3

siempre que 0 < |j(x, y) -  (0,0)| < 8 , lo cual demuestra que lim f  (x ,y)  = 0
(jr,y)-»(0,0)

La íunción f(x,y) es continua en (0,0)

11) Analizar la continuidad de la función f ( x , y ) = [ \ x 2 - x  + y \]

Solución

/ (x ,y )  = [x2 - x + > j ] = [ | ( x - ^ ) 2 + ( y - ^ ) | ] ,  cuando se tiene ( x - ^ ) 1 + y - ^  = k ,

k e z, la función no es continua, para esto tomamos un punto en la parábola

1 2 1 , .
(x — ) + y  —  = k y  consideremos una curva C,en el interior de la parábola, es decir:

2 ’ 4
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(x —— )2 + v — <k => [ I (x— ) + ( v — ) I] = A- — 1 porlotanto
2 4 2 ' 4

lim f ( x , y )  = k — 1
(.t ,>>)—»(Jr0.>0)

. . .  (I)

en forma similar tomaremos la curva C2 en el exterior de la parábola, es decir en

por lo tanto lim f ( x ,  y) = k (2)

de (1) y (2) se tiene que: lim f ( x , y ) *  lim f ( x , y )  entonces
( x , y ) — — > ( W o )  ( . r , y )  >( t „  , y „ )

3 lim f  (x,y) por lo tanto la función f(x,y) es continua en la región
(*,>>)->(*„ ,J'o)

R2 - [ ( x , y ) z R 2 / x 2 -  x + y  = k | , gráficamente sería:

Y'

/  */ //  //  //  / > / / /! // * /1 / // / /

„ ____ ^ f o , y o ) ^ \
s\  \X \\  Y \  '  \ \  '  \

\  \  \
0 X

3.18 Ejercidos Propuestos j

I. Mediante la definición de límite demostrar que:

1) lim x 2 + 2 x - v  = 4 2) l im 3x2 -
(Jt.v)-*(2.4)

3) lim x 2 + v 2 = 2 4) l im x 2 -  y 1
(jr,^)-»(l.l) (x,y)-+0,l)
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5) lim x 2 + y2 - 4 x  + y = 4
( x . y ) - > (  3 . - 1 )

6) lim 2 x 2 - y 2 = - l
( x , y ) - > (  2 ,3 )

7) lim x  + 2 x - v  = 4 
U.><)->(2,4)

8) lim x 2 + y 2 -  2x+ 2y  = 2 
(.r,y)-»(i.i)

9) lim e tt* - e ny + 4 x -8 y  = 3
(a,>0->(2,1)

10) lim -\jv2 - x 2 =y¡5
( x , y ) M  2,3)

11) lim y f x + J y + J z = 3
( x . y j ) - t ( ¡ .  1 ,1 )

12) lim -J-x - S y z  = 0
(.v.y,z)->(-U.l)

13) lim y f x z - J y  + yfx = 2
(jr,>V)->(1.4,9)

14) lim
~  3 32x -  y

(■v,.v)—> (0 ,0 ) X 2 +  V 2

V  = 0

15) /f'm x 2J y  + v-Jx = 6
( jr ,y )—»(1,4) ‘ ‘

16) lim J - x J - y  =1
( r. v) ->(-1,-1)

J x v  + 5v2 
17) //m — ----- —  = 2

(,r,>-)->(i,i) ,t + 2y
18) lim

(x,y)->(0,0) y 2 (x 2 + y 2 )
= 0

19) lim x 2 v2 -  v 2z2 -  5t¡z =-17  20)
(.t,vj)->(-3.1.4) '

lim
2 xz - v  4

( . v , y . z ) - > ( 3 - 2 , l )  yz + X  11

21) lim y  xyz -  6
(x ,.v,z)->(1.4.9) ■

U.yjr)-»(0,1,4) x z - y

23) lim ~ J x - J y - 4 z  + J xy  + J y z  = 4
(*,y,.r)->(l,4,9) v v v

24) lim x 2 +2 Jxy  + z 2 +2x  = 13
(*,y,z)->(-4,-l,l)

25) lim 2x2y + z2 + - J z + \ + J y - 2  =25
(jr,>v)->(l,6,3) ’

26) //'/n (xyzf)1/3 ~ 0 « f )1/3+ f1/3 = 1
(«r.VJ,»)—>(1,1,1.1) '
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x 2y 2z 2 -9 v 2 3 - J v  + \
27) lim — ---------- ' ¿ ^ ------= O

»(3.1.1) yz + x

v2 Vx +zx2 - y -J z
28) lim ------------------ :----- = 3

( .v , v _ r ) - » ( l . - 2 , 4 ) 3z + 4y

29) lim xyz - 2 x z  — J l x v  -  J 3 y z +i j l x  -  Jf iy + 2-Jlz = - i J Z
2 .V2 )

30) lim xv 1
( .r , i ’ ) -» ( 0 .0 )

II. Calcular los siguientes límites si existen:

2 , 2
X  +  V

1) lim -r ~ -  • , ■—  Rpta. 2
<*,>■)-»((!, o) J x 2 + y 2 + i _  1

J x 2y 2 + 1 - 1
2) lim ----- 5----- 5—  Rpta. O

(^-»(O.O) x + y

sen xy
3) lim ----- — Rpta. 2

( j t , .y ) - * ( 0 ,2 )  X

sen(x3 + v3)
4) lim ----- j----- 1—  Rpta. 0

(x.^)—»(O.O) x  +y

eos x v -  cos(sen2xy) 3
5) lim ------------ 5—=-------—  Rpta. —

M -»(o.o) x y  2

6) lim (1 + x 2y 2)e * +y Rpta. 1
(.r,y)->(0,0)

J x v - 2  +  x 3 y 3 - 8  1
7) lim — ' . =-----  Rpta. —

(JT..V)—» ( 2 .1 )  J x 2 \ l 2 —  4  2

3 n XV
x'_v + sen(— —) 2

8) lim 1----------- Rpta. —
(.v.r)-»(1.2) J y 2x - c o s 2 j t X  V 3
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2 2 19) lim ( x  + y  )sen(— )
( x .y  )->(().()) ' xy

2 2 
X  V

10) lim — --- j
U,^)-»(0,0) x + y  

x +  y
11) lim ——

(x,̂ )-»(oo,co) x + y

12) lim (1 + — )■*
( x , y ) - * ( a j , k ) X

2 2
X  -  V

13) lim — 2-----t
(*0 0 ->(0 .0) x + v

<? * ^
14) lim — -----—

(■*%>’)->( o,o) x + y

l-cos(x"  + y 2)
15) lim 2 2 2

(x.^í-^fo .O ) ( X  + y  ) x  y

1 -  cosí sen 4xv)
16) lim ------2----------;—

(jt,.v)->(0,0) sen (sen3xy)

1 -cos(senh(x + v))
17) lim ----- j---------------

(.v,v)—>(o.o) sen" (senh(2oc + 2 y))

cos(sen(jr+_y))-cos(x + v)
18) lim --------------- 1-----1----------1—

U ,y )-» (o ,o )  ( x + y )

x + ln(l + xv)
19) lim ------------- —

(jt,y )-> (2 ,0) l + x + y

arcsen(xy -  2)
20) lim ---------- :-------

C*,>0->(2,1) arctg(3xy -  6)

Rpta. 0 

Rpta. 3 

Rpta. 0 

Rpta. e k 

Rpta. 3

Rpta. 0

Rpta. 3

8
Rpta. —

9

1
Rpta. —

8

Rpta. 0

2
Rpta. —

3

1
Rpta. —

3
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21) lim x 4 + 3x2 y 2 + 2xv3
(*,>’)->( o,o) (x2 + y 2)2

x v - 2 x -  v + 2 
22) lim ——— -  ------- ----------

(r,v)-»(i,2)x  + y  - 2 x - 4 v + 5

1 1
23) lim (x + v )sen —sen—

(.v..v)->(0.0) ’ x y
24) lim

(i.v)-»(o.o) XV+ y

25) lim
X  + V +  Z

(v.v)-»(0.0) x + Z
1 I 

26) lim — (-
1

2 2(*•>■)—>(0.0) xy 1 -  xy l + x y + x  y

27) lim
x 2z 2 + 2

(*,.vj)-»(o.o.o) x 2 + y 2 + z 2
28) lim

4 4scn(x + y  )

(jr,v)->(0.0) x 2 + y 2

29) lim
x + v - z

(jr..vj)-*d.2j )  5.r: + v2 - z 2
2 v30) lim x  sen—

(,r.v)-»(4.ir) X

71 2, .13xyz sen(— t-z ) + x y  z
31) lim -----------2------------------

(.t.y.z)—>(0.0.0) ln(l + XVZ)

/ 2 , r  . 2 2V x + v — 1 x + xy x y
32) lim (— 5— -j----- h— j— - y )  33) lim (x + y  )sen—s-.cos-y

(x,.v)->(0,0) x + y  -1  x + y  (jr,>-)->(0,0) ' y  x

34) lim —-—-— --------   Rpta.
(.t.v)->(0,0) x y  + (x - y )  2

sen3( x y - z 2) 135) hm — —V — ~  Rpta. -
( at, v .z  ) - > ( ( ) , 0 . 0 )  ( x  y  -  Z 4 )  8

36, lim 3x2,2
(.v.v) ->(0.0) x 1 + v3

37) lim XV
(.r..v)->(0.0) X2 + V6
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III. Problemas sobre continuidad

1) Determinar si fes continua en (0,0), donde:

/ ( * ,  V) =

X +  V

— — ~T  - v' 0.0)x + y

0 , si (-r, v) = (0,0)

Rpta. Discontinuidad en (0,0)

2) Determinar si la función f es continua ó no, donde:

f ( x , y )  =

sen ( x - y )

m +M
, para |x| + y * 0

Rpta. Continua en todo R

0 , para (x ,y)  = (0,0)

3) Averiguar si es continua la función: / ( x ,v )  =
[. 2 T  . 2 2 . .■^l -x  - y  , s i  x  +y  <1

n . 2 2 .0 , .vi .r + v > 1

Rpta. Es continua en todo R~

4) Determinar si f  es continua en (0,0), donde

f ( x , y )  =
, si (,r, v) * (0,0)

0 , si (x .y)  = (0,0)

í x 2
si ( x , y ) * ( 0,0)

5) Determinar si fes continua en (0,0), donde f (x ,y) = ; |jc| + |.v|

0 , si (x, v) = (0,0)

6) Determinar si fes  continua en (0,0), donde / ( x ,y )  = ‘

2 2

— , ■« (x,.v)^(0,0) 
x +y

0 , si (x,y)  = (0,0)
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7) Determinar si la función f  es continua en todo R donde:

f ( * , y )  =

sen(xv)

xy
, para (x, y  ) * (0,0)

1 , para x = 0 v  y  = 0

8) Analizar la continuidad de la función

—----- -j------ ’ si ( x , y , z ) *  (0,0,0)
f ( x , v , z )  = '\x + y +z

0 , si (x ,y , z )  = (0,0,0)

3-3sen(-
2 2 2 

X  + V  + Z  + 7 T

9) Sea: f ( x , y , z ) - \  (x 2 + y 2 + z 2 )2
, (x ,y , z )  *  (0,0,0) 

, (x ,v ,z )  = (0,0,0)

Analizar la continuidad de f  en el punto (0,0).

10) Estudiar la continuidad de la función en todo R

f ( x<y) =

xy

i
, (x ,y)  *(0,0)

0 , (x ,y) = (0,0)

11) Analizar la continuidad de la función f  en (0,0) donde:

/ (* > y )=

. 2 , 2 2 xcos-x/x +V sen x

■Jx2 + y 2
2 , 2X  +  v

, si (x ,y )* (0 ,0 )

, si (x, y) = (0,0)
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12) Analizar la continuidad de la función f  en (0,0) donde:

i
x  v

-r + v + -/•/ . ■ 4 2f ( x , v ) = )  x + v
si (x, v) *  (0,0)

O , si (jr, v) = (0,0)

2 2 
X  V

14) Estudiar la continuidad de la función f ( x , y )  =

2 2x + y

1 ,

1
2 2x + y

2 211
*

2 2 ,\ x  + y  -1  ,

15) Dada la fiinción f  definida por:

f ( x , y )  =

2xV~ 1 2
— ----- j-, si 0<jc*+_v <1
x" + y

. - 2 2 .I , si x  + y =1

x 2 +_v2 , si x 2 + v ~ > l  ó (x, v) = (0,0)

16) Determinar la región de continuidad de la función f  definida por:

| - ¡ -----2 . « I*.I-I *10.01
/  (x, y) = 1 x  + y

0 , si (x ,y)  = (0,0)

w (x ,v)  * (0,0) 

i (x ,y)  = (0,0)

si 0 < x 2 + y 2 <1

si 1 _ x 2 + y 2 < 3 

si 5 < x 2 + y z
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17) Determinar la región de continuidad de la función f  definida por:

sen (y -x  ) ,
----------2—  , si y  * x

f ( x , y )  = y - x

1 , si y  = x

18) Determinar los puntos donde la función dada es discontinuidad y la región donde la 
función es continua.

sen(ln3 1)

ln3'
, si \x+ y * 0

■ 1 , si |x + y| = 0

19) Si: f ( x , y )  =
, (x,y) * (0,0)

13x | + 13y | '  1 '
-1  , (x, y) = (0,0)

Analizar si la función f  es continua ó no en el punto (0,0).

20) Analizar la continuidad de la función fl¡x,y) en el punto (0,0) donde:

f _ 2 2 . 2  ..2x v (x -x y  + 1)
—-:—^-^sentf---------------------------------- :---- , si x* - y

f  (x, y) = i x  + v 2

0 , si x = - y

2 1) Analizar la continuidad de la función f(x,y) si:

f ( x , y ) ~

3 3 3 3senx cosy +cosx .sen y
, si ( x , v ) * ( 0,0) 

, si (x ,y)  = (0,0)

22) Estudiar la continuidad de la función en todo R

f ( x , y )  =
x V

| x 3 | + | y | 3
, si (x, y) * (0,0) 

, si (x,y) = (0,0)
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23) Sea ia fiinción: / ( x ,y ) =

sen(xv)

í
2 2 x -y y

, (x ,y )* (0 ,0 )

O , (x ,y ) = (0,0)

Analizar la continuidad de f en el punto (0,0)

24) Sea: / ( x ,y )  =

2(.v + 1)
3/1 3 Yx (1—V )

si x * 0  , y  , v + x  < 0

( y+l ) x  2
—---------  , si 0 < y  + x , ó x = 0
V +V + 1

¿En qué puntos sobre el eje Y, es f  continua?

¿En qué puntos sobre la parábola y + x = 0, f  continua?

xv
, 2  2 2 2 ’ St 25) Es la función: f ( x , y , z , u )  = \ x  + y  +z +u

0 , si

Continua en el origen?. Justifique su respuesta.

26) Determinar los puntos en los que la función es continua

/(*»y) =

sen (x —y)
, si |x| + |y| *  o

W+|y|
0 , si x  = y  = 0

27) Analizar la continuidad de la función

/(* .y ) =

xv(x -
2 2 X  +  V

) 1 1
-sen — .sen—  , (x ,y )* (0 ,0 ) 

x v

0 , si (x,y) = (0,0)

( x , v , z , m )  *  ( 0 ,0 ,0 ,0 )  

(x, y,z,w) = (0,0,0,0)
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28) Analizar la continuidad de la función g(x,y) en (0,0) donde:

(-Jlxy)2
g (x ,y )  = x 3 + y3

si (x, v) * (0,0)

tg(—ít) si (x, y) = (0,0)

29) Estudiar la continuidad de la función f ( x , y )  -■

30) Analizar sí la función / (x ,  y) =
tg(x2 + y 2 )

2 2 x +y

2 7tX 2
C O S ------h COS-  ——

? ?

si (x, y) *  (0,0) 

si (x,y) = (0,0)

Es continua en (0,0) ¿es continua en todo R ?

31) Demostrar que la función / (x, y) =
x 2 + y 2 si (x,y)  * (0,0)
l* l + l.v|

0 si (x ,y)  = (0,0)

Es continua en el punto (0,0). 

32) Sea / ( x ,y )  =
1 -  cos(sen 4xy) . 2
----- --------------  si sen (sen3xy) * (0,0)
sen (sen 3xy)

0 si (x, v) = (0,0)

¿f(x,y) es continua en (0,0)? Justifique su respuesta.

3 20....Derivadas Parciales^

Para las funciones de una variable / :  /  c: R ------ > R, definidas en el intervalo abierto I de R,

se ha definido la derivada de f  en xn e l ,  denotado por / '  (x0) como el valor del límite

/ ( x 0 + A x ) - / ( x 0 )
/ ' ( x 0)=  lim

A.r-*0 Ax

cuando este límite existe.
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Si / ' ( x 0) existe, au valor nos da la pendiente de la recta tangente de la gráfica de la 

función y = f(x) en el punto (x0, / ( x 0)) por lo tanto las funciones importantes a estudiar 

son las funciones diferenciables por darnos información a partir de su derivada, el simple 

hecho que / ' ( x 0) existe nos habla del comportamiento suave de la gráfica de la función 

alrededor del punto (x0, / ( x 0)), el signo de / '( x „ )  nos habla del crecimiento y/o 

decrecimiento de las funciones alrededor de un punto etc. por lo tanto el concepto de 

diferenciabilidad también es importante para funciones de varias variables.

Luego a continuación trataremos de las derivadas parciales.

3.21 Definición.)

2
Consideremos la función f : D c z R  ------ > R, de dos variables definida en un conjunto

abierto D c  R 2, entonces las primeras derivadas parciales de f  se define:

i) La derivada parcial de f  con respecto a x, es la función denotada por Dxf , tal que su 

valor en el punto (x ,y)  e  D está dado por:

• " i-, 0 . &x  . ...

siempre y cuando exista el límite.

ii) La derivada parcial de f  con respecto a y, es la función denotada por D2f , tal que su 

valor en el punto (x , y ) e D  está dado por:

i i m  -

siempre y cuando exista el límite 

Ejemplo.- Calcular Dxf ( x , y )  y D2f ( x , y )  si f ( x , y )  = 2 x 2y + x y 2 + x - 5 y

Solución



~ f ( x  + A x , y ) - f ( x , y )
Dxf ( x , y ) =  lim ----------------------------

’ Ax->o Ax
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(2(x + Ax) y + (x+ Ax)y + (* + Ax ) - 5 y ) - ( 2 x  y + xy + x - 5 y )  
lim --------------- ;-------------- :-------------------- :----------- ;-----1------------ :—

Ax—>o Ax

2 24 xy .kx + 2(&x) + y  Ax + Ax 2 2
■ lim —--------------------- ------------- = lim 4xy + 2Ax + y  + 1 = 4 x y + y  +1
Ax—>0 Ax Ax—»0

••• D J ( x , y ) = 4 x y + y 2 +l  

En forma similar que D2f ( x , y )  = 2x2 + 2xy -  5

Observación.- La definición de derivada parcial dada indica que si z = f(x,y), entonces para calcular 

Dx f  (x ,y)  consideramos que y es constante y derivamos con respecto a x, en forma 

similar para calcular D2f ( x , y )  consideramos que x es constante y derivamos con respecto a y.

2 2  3Ejemplo.- Calcular D ,/(x , v) y D2f ( x , y )  para f ( x , y ) = 5 x - 3 x  y  +3x ' y

Solución

Para calcular D1f ( x , y )  consideramos a y como constante es decir: 

Dl f ( x , y ) = 5 - 6  xy2 +9 x~ y  

para calcular D2f  (x ,y)  consideramos a x como constante es decir: 

D2f ( x , y )  = - 6 x 2y  + 3 x \

Observación.- Al proceso de encontrar una derivada parcial se llama diferenciación parcial.
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3.22 Notación para ¡as Primeras Derivadas Parciales^

Si z = f(x,y) es una función de dos variables, entonces las derivadas parciales Dxf  (x ,y)  y 

D-, / (x , y ) , se denotan.

d f(x ,y )  dz
Dx f ( x , y )  = ---------- = f x (x ,y)  = —  - z x , derivada parcial de f  con respecto a x.

dx dx '

d f (x , y )  dz
D2f  (x,y) = ---------- = /  (x ,y)  -  —  = z  , derivada parcial de f  con respecto a y.

dy dy

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto p(a,b) se denotan por:

a  ... •■•-"4 ----“ * = /,(« .A. 1 A-

■

%

m  J
------------ -- f j a . b )

df (x ,y)  d f (x ,y)
Ejemplo.- Jallar---- ------, ----------  y evaluar en el punto p(l ,  ln 2) para la función

ck dy

J \ x , y ) = x e
2

x  y

Solución

& (x , y )  x*y 2 Sf(x , y)
- e  + 2 x  ye

ck dx
=> ■

&(x ,y)  3 & (x , y )

. Sy dy

= eltt2+21n2eln2 = 2  + 41n2
P(14n2 )

ln2
- e  = 2

/>(l,ln2)
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3.23 Derivadas Parciales de una Función de Tres e más Variablesj

El concepto de derivada parcial para funciones de dos variables puede extenderse para 

funciones de tres o más variables en una forma natural.

Si w = f(x,y,z) es una función de tres variables, entonces se tiene tres derivadas parciales, los 

cuales se obtienen considerando cada vez dos de las variables constantes, es decir:

Para definir la derivada parcial de w con respecto a x, consideramos que y, z son constantes,

dw f ( x  + A x ,v , z ) - f ( x ,v , z )
osea. — = f r (x ,y ,z ) = lim  -------------L———---1------

dx a j ->o At

Para definir la derivada parcial de w con respecto a y, consideramos que x, z son constantes,

Sw „ ,  ̂ „ f ( x , y + A y , z ) - f ( x , y , z )
osea. —  = f y(x ,y,z )  = h m ---------------------------------

dy Av-> o Ay

Para definir la derivada parcial de w con respecto a z, consideramos que x e y son constantes,

dw f ( x , v , z + A z ) - f ( x ,y , z )
o sea. —  = f z (x ,y ,z )  - lim ---------------------------------

dz az-» o A z

En general si / :  D c í " ------> R es una función definida en el conjunto abierto D c zR ”,
df df df

entonces hay n derivadas parciales ---- , ----- , . . . , ----- , con respecto a la primera, segunda,
ckx dx2 rkn

tercera,..., n-ésima variable y denotaremos por:

d f(x x, x 2 , . . . , x n )

dx¡
lim

A-v, -.()

f ( x l ,x 2 , . . . ,x ¡ + A í¡, . . . , x n ) - f ( x l ,x 1 ......x n )

Ar,.

donde i = 1,2,3,...,n

Para hallar las derivadas parciales con respecto a una de las variables consideramos las otras 

como constante y derivamos con respecto a la variable indicada.
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dw dw 2 2 2
Ejemplo.- Hallar — , — , —  donde w = xz + vx + zy

dx dy dz

Solución

dw dw dw
w = xz +yx +zy => — -  z + 2 xy , —  = x  + 2 yz ,

dx dv dz

df(x,v)  df(x,v)  2 2
Ejemplo.- Hallar ---------- , -----^ — donde /(.r,v) = ln(jr + y  + x y )

dx dv

f ( x , y )  = \n(x2 + v 2 +xy) =>

Solución

d f(x ,v )  2 x  + y

dx 2 2 x + y +xy

d f ( x , v )

dy

Ejemplo.- Hallar Dlf(Q ,0) y D2f ( 0,0) si existen, donde:

2

, si (x ,y )  * (0,0)
f ( x ,y ) = - \ x  + y

0 , si (.t,y) = (0,0)

Solución

aplicando la definición de derivada.

-  . /  (0 + A x ,0 )-/(0 ,0 ) / (A r ,0 ) - /( 0 .0 )
D J  (0,0)= hm ---------------------------= hm -----------------------

a.v-»o Ax Ax—*o Ax

Ax.(0)
- 0

f. (Ar)* + 0 0
= lim ----------------- = hm -----

Ajr-»0 Ax A.r »0 A.V

o /•/«« /(0 ,0 +  A v )- /(0 ,0 )  / (0 ,A y ) - / (0 ,0 )
D2j (  0,0) = hm -------------------------- = lim ------------------------

Av—»0 Av Ay->0 Av

= lim

O.Av
------^ T - 00+ Av

Av—>o Ay
-  =  hm —  =

Av—>o Ay

2 xz + y 2

2  v + x
~ 2  2 x + y +x}>

= 0
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Ejemplo.- Hallar D ¡/(0 ,y) y D2f ( x ,0 )  si existen, donde:

í.

f ( x , y )  = \

xy(x' - y  )
---- 5------j— , si (x ,.y )* (0 ,0 )

x '  +y

0 , si (x, y) = (0 ,0 )

Solución

a) Si y * 0 entonces, por definición se tiene.

, /  (0 + Ay, v) -  / ( 0 ,  v) / ( A y, y ) - / ( 0 ,y )
D j/(0 , v)=  hm ----------------------------= h m ------------------------

Ar-»0 Ay Av-»0 Ax

Ayv.(Ay2 - y 2) n
n  2 ® ,K 2 2 v 2 vAy + y  v(Ax - v  ) v (0 -v  )

= l im -------------------------= l im -------5-----j— = ---------2— ~ ~ y
a.í-»o Ay a*-»o Ax + y 0 + y

/■(Ax,0)-/(0,0)
Si y = 0 , Z ),/ (0,0) = lim ---------------------- = 0 com oD 1/ ( 0 , j ' )  = - y  si y *  0 y

Ar-*o Ay

Z)[/(0,0) = 0 entonces se tiene D ,/(0 ,y ) = - y  para todo y. 

b) Si x *■ 0, entonces por definición se tiene:

Ay.x.(x~ -  Ay2) 0x(x2 - 0 )

/ ( x ,A y ) - / ( x ,0 )  x 2 + Ay2 x 2 +0

Ay—*0 Av Ay-»0 Ay

Ay.x(x2 -  A_y2) , x (x2 -A y 2) x(x2 -0 )
= hm -------- 2-------2 = ----2-------2— = -----------------2---= x

Ay-»o Ay(x + Ay ) Ay-»o x -t-Ay x +0

/" (O ,A y )- f (0 ,0 )  „
Sí x = 0 , Z>,/(0,0) = lim ---------------------- = 0 comoD2/(x ,0 )  = x  para x ^  0 y

Ay—>0 Ay

D2f  (0,0) = 0 entonces: D2f(x,0)  = x para todo x.
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}3.24 Interpretación Géométrka de las Derivadas parciales de una Función del

Si (,r0,y0) e D, entonces la derivada parcial de f  con respecto a x en el punto (jr„,y0) por 

definición es:

en donde y  = y0 se mantiene como una constante, pero y  = y n es un plano paralelo al plano 
coordenada XZ que pasa por el punto Q(x0,y0,0) e D y que al interceptar a la

—♦

superficie z = f(x,y) se obtiene una curva a  que pasa por el punto (x0,y0, f ( x 0,y0)) e Gf 

ahora calculando la pendiente de la recta secante Ls que pasa por P0 y P en el plano y  - y 0, 
es decir:

Dos Variables!

Sea f :  D czR ~ ------>R, una función definida en un conjunto abierto D e  R~, cuya gráfica

es la superficie G f = {(*, y , f ( x , y ) )  e R* / z = f ( x ,  y) , V(x, y) e d} c  R*.

= lint
\r->0

./ (x(> + A-v, y „) -  /  (,v(,, y(, ) 

A.r

f ( x 0 + Ay,y0) - / ( j r 0,y0)

de donde la pendiente de la recta tangente Lr es:

mLt -  lim
Ar—>o

/(*n +Ar,y0) - / ( x 0,yn) df {x0, y 0}

dx

Pn(xo> yoJ(xo’y n))-

Entonces la ecuación de la recta tangente L, será:
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Expresado en forma simétrica se tiene: Lt : --------= -=¡r(-------- - a  y = y 0

dx

de donde el vector dirección de Lt es:

-> d f{xn,v H)
a L, -  (1,0,-------------- ), En la misma forma, para la derivada parcial de f(x,y) con respecto

dx.

a y en el punto (x0,.v0) -

< y (W n )  = U m  -v o + Av)~ /  (-r p . ,vo) = ,
dy Ay-»o A,y

d f(xQ,y 0) -*
Luego ------------- es la pendiente de la recta tangente Lt ' a la curva p  en el punto

dy

d f (jr0 ,_y0)
P0 (x0, v0, f ( x 0, v0)), en la definición —------- :—  a x  = x0 se mantiene como una constante,

dy

pero x = x () es un plano paralelo al plano coordenado YZ, Lugo la ecuación de la recta

d f(xü,y a)
tangente L, 'será: Lt ’= z - z 0 = ------------- (y - .v 0) a  x  =  x 0

dx

v - v 0 z - z 0
Expresado en forma simétrica se tiene: L ' \  -— 1— = ~ y ,-------- r  a  x  = x n

F '  1 < y (W o )  0
dy

-* d f(x  0,v 0)
de donde su vector dirección de L. ' es: a L, '=  (0,1,-------------- )

dv

f ( x , y )  =
tg(3" - 3v) . ( * , , ) *  (0,0)
13ar | + 13y |

-1  , (x,y) = (0,0)
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|3.25 Plano Tangente.)

Consideremos la ecuación de una superficie z = f(x,y), el plano tangente a la superficie en el 

punto P0 (x0 ,y Q,z0) es determinado por las rectas tangentes L, y Lt ' ,  cuyo vector normal es:

I I

i j  k
^ U o ’.vo)0 1

1 0

dy
o)

dx

V _ ♦ _ »

dx dx

Luego la ecuación del plano tangente a la superficie z = flXy) en el punto / >0(x0,y0,z()) es 
—>

dado por: PT: N  .( ( x ,y , z ) - ( x Q,yQ,ZQ)) = °

„ ,«3T(*0..v0> ^ o . V o )  1W . „Pj-: (------ ------- , -------------- , - l ) . ( * - x 0, y - y 0, z —Zq) = 0
dx

„ # ' ( W o )  , , < r(^n.V n), _  . „
p r : — :------- ( * - * 0)+ — ;-------O; -.v o ) - (2 -2 o )  = 0A a

Ejemplo.- Encontrar la ecuación del plano tangente a la superficie z = 3.r + y~ +2 en el punto 

(-1,2,9).

Solución

-* dz
Calculando el vector normal N  = (—

dx

dz 

p  d y

- 1)

z = 3x2 + y 2 +2 =>

dz dz
—  = 6 x  —
dx dx
dz 
—  = 2ydy

—
dy

= -6

= 4

PT: N .{ (x .y ,z ) - ( - \2 ,9 ) )  = 0, ecuación del plano.

PT: (-6 ,4 ,-!).(*+1, v - 2 ,  z - 9 )  = 0, de donde .■. PT: 6 x - 4 y  + z + 5 = 0
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Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie :  = ^ \ - x 2 - y 2 en el punto

P{)(a ,h ,c) donde c = 4 \ - a l — h2 .

Solución

ft 2 ~  Z = -y / l - x  - y
y j \ -X 2 - y

dz -V

y j l - x 2 - y 1

dz

dx

dz
r>, y ¡ l - a 2 - I

-b

y ¡ l - a 2 - h 2

a

c

b

a

oz
La ecuación del plano es: PT\ —

dx

dz
(x - a )  + —

r„ ^
( y - h ) - ( z - c )  = 0, de donde

a b
PT: — ( x - a ) - —( y - b ) - ( z - c )  = 0 PT: a ( x -a )  + b (y -b )  + c ( z - c )  = 0

c c

Ejemplo.- Encontrar los puntos de la superficie z = xy(l - x - y) donde el punto tangente es 

paralelo al plano coordenado XY.

Solución

Como el plano tangente debe ser paralelo al plano coordenado XY entonces la normal del 

plano tangente es un múltiplo de (0,0,1) por lo tanto:

dz
—  = y ( \ - 2 x - y )  = 0
dx
dz
—  = x ( l - x - 2 v) = 0
dy

resolviendo el sistema se tiene.

1 1
los puntos (0,0),(—, —), (1,0) y (0,1), por lo tanto se tiene cuatro planos tangentes

1 1 1
horizontales a la superficie en los puntos. (0,0,0), (—, —, — ), (1,0,0), (0,1,0)

3 3 27
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3.26 Ecuación de la Recta Tangente a la intersección de Pos Superficies En) 
un Punto Pado.|

Consideremos las ecuaciones de dos superficies z = f(x,y) y z = g(x,y) de tal manera que se 

cortan en una curva C.

La recta tangente a la intersección de las dos superficies en el punto P0 de la curva C, es por 

definición la recta de intersección de los planos tangentes a z = f(x,y) y z = g(x,y) en el 

punto P().

Para hallar la ecuación de la recta tangente a la intersección de dos superficies en el punto 

Pfí(x0 ,y 0 ,zn), se determina el vector normal al plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el 

punto P0.

dx dv

y el vector normal al plano tangente a la superficie z = g(x,y) en el punto P{),

dx dy

La recta de intersección de estos planos tangentes es perpendicular a sus normales n  y v y
->  —> - *  —y —>

como los vectores ¿i y v no son paralelos, entonces el vector ^  x ves perpendicular a ¡j
—y —y —> —y

y v de donde w = n x v = (a,b.c) luego la recta de intersección de los planos tangentes es:

x ~ x °  _ y ~ y 0  _  z ~ z °  

_____a______ b______ c _

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la recta tangente a la intersección de las dos superficies 

z = x '+ 2 y 2, z = 2 x 2 - 3 y ‘ + 1 en el punto (2,1,6).

Solución

calculando las normales a cada una de las superficies
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dz dz dz dz
(— , — , - l )  = (4 ,4-1) y v = (— , — , -1 ) = (8,-6,-1)
dx p dy p Ä1 p fy p

ahora calculamos el vector dirección de la recta tangente:

a = n  x v =

i j  k

4 4 - 1

8 -6  -1

= -2(5,2,28)

Luego la ecuación de la recta es: Lt \
x - 2  y - 1 z - 6

5 ~ 2 ~ 28

3,27

En forma similar que las derivadas ordinarias, es posible hallar derivadas parciales de una 

función de Varías Variables de segundo, tercer ordenes y superiores, siempre y cuando tales 

derivadas existen.

A las derivadas parciales de orden superior denotamos por el orden de su derivada.

Por ejemplo hay cuatro derivadas parciales de segundo orden de z = f(x,y):

l 2 Derivar dos veces con respecto a x.
d_ d \ f  

dx dx dx~ l'

2a Derivar dos veces con respecto a y.

32 Derivar primero con respecto a x y a continuación con respecto a y.

d  d f  d ¿ f
—  (— ) = —  = / ,  
dy dx dydx xy

4a Derivar primero con respecto a y y a continuación con respecto a x.
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El 32 y 42 caso se conoce como derivadas parciales cruzadas.

Se debe observar que hay dos tipos de notación para las derivadas parciales cruzadas.

d cj  d l f
— (— ) = — —, orden es de derecha a izquierda indica que primero se deriva con respecto a
dy (k dydx

x.

( f y)x ~ fyx> orden es de izquierda a derecha indica que primero se deriva con respecto a y.

Si / :  D a  R n------>R es una función definida en un conjunto abierto D c  R n, entonces la

derivada parcial de f  con respecto a la i-ésima componente (i = l,2,3...n) es:

D ,f(x  l ,x 2 ,.. .,xn)=  lim
A.v, —> 0

f ( x l ,x 2 ,...,x i + &xi ,...,xn) - f ( x l ,x 2 ,.. .,xn) 

Ax,

Si D ¡f: D a  R " ------->R, es una función definida en un conjunto abierto Dcz R " , entonces

la derivada parcial de D ¡f  con respecto a laj-esima variable se le llama derivada parcial de

segundo orden y denotaremos por:

d  2 f  (x V x )
D¡(Dif ( x l ,x 2 ......x„))=Djif ( x , , x2.*„) = — — ^  = f x¡yy i ,* 2 .......x n)

d x f c

donde i = l,2,....,n y j = 1,2,....,n.

Si D j¡ f: D a  Rn------ >R , es una función definida en un conjunto abierto D e. R" , entonces

la derivada parcial de D ¡¡f con respecto a la k-ésima componente se le llama derivada 

parcial de tercer orden de f  y denotaremos por:

Dk(Djif ( x x,x  2 ,...,x„)) = Dkjif ( x l ,x 1 ,...,x„) = 3  ^ f a ' f a ' f a Xn) = fx.y, (x i,x 2 ,...,x„)
k j  i

donde i = 1,2,....,n , j = 1,2,....,n. y k = l,2,3....,n
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En esta misma forma se puede hallar las derivadas parciales de orden superior si es que

existe.

d z d~z d  z d  z
Ejemplo.- Hallar — z-, — z-, ------ ,  ------

dx dy dydx dxdy
sí z = x 4 - 3 x 2 y 2 + y 4

Solución

z = x 4 — 3x2 y 2 + y 4 => —  = 4x3 - 6 xy 2 ; — — = 1 2 x 2 - 6 y 2 ; ------ = - 1 2 xy
dx dx2 dydx

dz 2 3 d 2z 2 2 d 2z
= —6x y + 4y ; — — = —6x +12y ; ------ = - 1 2xy

dy dy dxdy

3.29 Definición.

La función / :  R

decir, sí:

-> R , se llama función armónica, si verifica la ecuación de Laplace, es

• 3 3Ejemplo.- Probar que la función / ( x ,y )  = x y - x y  es armónica

Solución

f ( x ,  y) = x y - x y

d f(x ,y ) 2 3- 3 x  y - y
dx

d f(x ,y )  3 2
= x  -3 x y

dy

d f ( x ,  y)
dx2 

d 2 f i x ,  y )

= 6xy

= -6x_v

d 2f ( x , y ) | d f (x ,  y) _ q

dx' dy'

por lo tanto la función f(x,y) es armónica.
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3.30 Teorema.- (Igualdad de las Derivadas Parciales Cruzadas) \

2 d f d f d 2f  d 2f
Si f : D Q R  ------ > R , es una función continua para lo cual — , — , ------ , -------  son

dx dy dydx dxdy

. 2 continuas en la región abierta Dcz R~ , entonces para cada (x,y) 6 D se cumple.

d 2f ( x , y )

dydx dxdy

Demostración

Sea h (x ,y) = f y (x ,y ) ,  V (x,y) e  D, entonces si y 0 es una constante cualquiera tal que 

(x,3’0) e  D

Tenemos f ( x , y )  = f ( x , y 0 ) + f ( x , y ) - f ( x , y 0) = f ( x , y 0) + J  h (x ,t)d t.

Í y hx (x ,íLuego derivando con respecto a x se tiene: /  (jc, j )  = /  (x. y 0) + J hx (x ,t)d t

derivando ahora con respecto a y, para lo cual usamos el teorema fundamental del cálculo, se

.  .....  , „ ¿ 2f ( . x , y )  d~ f ( x , y )
tiene f v (x ,y ) = hx (x ,y )  = f yx(x ,y )  ~  ~  ^  ~

Observación.- Una consecuencia de este teorema es que se puede intercambiar el orden de la 

derivación de una función de varias variables.

Sí por ejemplo: / :  R 2 ------ >R, es una función que tiene derivadas parciales de orden superior
- . . • 2 

continuas en algún conjunto abierto de R , entonces:

/211 = f i 2i = -A 12’ 2̂211 = /2121 = /1221 y as* sucesivamente.

d ~ f  (x ,y )  d ~ f ( x ,y )
Observación.- La igualdad —— ---------------------------------------------------------------------------------- = ----- puede ser falsa si las derivadas mixtas no son

dydx dxdy
continuas.
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Ejemplo.- Sea z = ln(x2 + y 2), Hallar las segundas derivadas parciales.

Solución

, , 2 2 , fa 2x dz 2 yz = ln(x + y )=>— = • -
A  x 2 + y 2 dy x 2 + y 2

d 2z  2 ( y 2 —x 2) . d 2z  2 (x l  - y 2) 
dx2 (x 2 + y 2 ) 2 c\ - 2 (x 2 + y 2 ) 2

d 2z 4xv d  z 4 xy
dydx (x 2 + y 2 ) 2 ' dxdy (x 2 + y 2 ) 2

■

Los incrementos de la función y = f(x) y de la variable x se ha definido por:

Ax = dx Ay = fix + Ax) - f(x)

también se ha definido el diferencial de la función y = f(x) por dy = f '( x )d x ,  en forma 

similar daremos los conceptos de incremento y diferencial para las funciones de dos o más 

variables.

Definición.- Consideremos la función / :  R ------> R tal que z = f(x,y), entonces el

incremento de la función f  en el punto (x0,.V0 ) e D f que denotaremos por 

A f(x 0 , y 0) está expresado por:

AAxp, y  o ) = f ( x 0 + A». . V o + A y ) - / ( . r 0 , y 0 )

para el caso de las funciones / :  R ------► R tal que w = f(x,y,z), el incremento de la función f

en el punto (x 0 , y 0 ,z 0 ) e  Df  es:

¥ ( x 0 , y 0 , z 0) = f ( x 0 + Ax, y 0 + Ay, z0 + A z ) - f ( x 0 , y 0, z0)

donde Ax = dx , Ay = dy , Az = dz
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|3.32 Funciones Pifere»i<

Definición.- La función f:  D c R ~ ------ >R es diferenciable en el punto (x0,v0) si

. < f (W o >  d f(x 0 ,y 0)
existen ------------- , ------------- de manera que todo vector (Ax, Ay) tal

A  dy

„  . <r(x0,v0) d t(x{vy a)
Que (.T0, j 0)+(Av,Ay) e D se tiene: Ai ( x 0 ,y0) = --------------Ar +------------- Av+^Ac + íjAv

ck dy

donde ambos £¡ y e 2 -> 0 cuando (Ax,Ay) -> (0,0) y diremos que f  es diferenciable en la 

región D si es diferenciable en todo punto de D e  R2.

Í3.33 Teorema.- (Condición Sttffctentepara laPiferenciabHidid)]

Si f  es una función de x e y, con / ,  f x , /  continuas en una región abieruD c  R 2, entonces 

f  es diferenciable en D.

Demostración

Sea S: z= í(x,y) la ecuación de una superficie donde f , f x , f y son continuas en (x,y).
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Sean A, B y C puntos de la superficie como se muestra en la figura; del gráfico veremos la 

variación de la función f  desde el punto A hasta el punto C que es dado por.

Az = /(x + A x , y + A y ) - / ( x ,y )

= [ / ( x  + Ax ,y ) -  / (x ,y ) ]  + [ / ( x  + Ax, y  + Ay) -  / ( x  + Ax,y)] = Azx + Az2

Entre A y B, y es constante mientras que x varia, por lo tanto por el teorema del valor medio, 

hay un valor x¡ entre x y x + A x  tal que Az, = / ( x  + A x ,y ) - / (x ,y )  = f x (xx ,y)Ax ... (1)

En forma similar, entre B y C se fija x, mientras que y varía, luego un valor y , , entre y, y, y + 

Aytalque Az2 = / ( x  + Ax,y + A y )- /(x + A x ,y )  = / V(x+A t,y¡)A y — (2)

Luego de (1) y (2) se tiene: Az = Azx + Az2 = f r(xi ,y)A x + f v(x+ A x,vx)Ay

Si definimos £! y e2 por £¡ = f x (xx, y ) - f x(x ,y )  y e2 = f y (x+ A x,yx) - f y (x ,y )  se

deduce qué: Az = Azj+Az2 = [e, + / r ( x , j ' ) ] A v - i - + / tJ(x, v)jAy

= f x (x ,y)A x + f  (x ,y )Ay + exAx + e2Ay

Entonces por la continuidad de f x y de /  y, además, x < x¡ < x+  Ax e y < y, < y  + Ay, se 

sigue que e, —> 0 y e2 —> 0, cuando Ax ->0 , Ay —> 0 en consecuencia por definición se 

tiene que f  es diferenciable.

3.34 Teorema (Piferenciabilidad implica ce»dnuidad)l

2
Si / :  Dcz R ------>R es una función diferenciable en un punto P0 (x0 ,y 0) entonces f  es

continua en /},(x0,y0).

Demostración

Como f  es diferenciable en ^)(x0,y 0) entonces
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donde ambos el y e2 —> 0, cuando (Ax, Ay) —> (0,0) sin embargo, por definición, sabemos 

que Af ( x 0 ,y0) viene dado por:

A/'(*0,y0) = /(* ,, + Ax, y n + Av)- / ( * „ , y0)

Luego haciendo x -  xfí + Ax, y  = y0 + Av, obtenemos

,  <?(*<>,y 0) . < T ( W o ) ./  yx ,y)~  J ( x 0, v0) = ------------- A* + --------------Av + e,Ax + e2Av
(5t

^ ( * 0*^0) ,  . ^ ( W o ) .........................................................
= --------- ----------- ( * - * 0 ) + ---------- ----------- C k - ^ o ) + * i ( * - * o ) + « 2 Ü ' - > ’o )ax dy

ahora tomando limite cuando (x ,y ) —> (x0 ,y 0)

se tiene: lim ( f ( x , y ) - f ( x 0 ,y 0)) = 0 , dé donde lim f ( x , y )  = f ( x 0 ,y 0) lo
(x,y)->(x0 .y0 ) (*,>’)-»(*o->'o)

cual significa que f  es continua en (x0 ,y 0).

• 2Observación.- Si una función / :  R —— >R es continua en un punto, esto no implica que f  sea 

diferenciable en este punto.

Ejemplo.- Demostrar que la función / ( x ,y ) = ]Jx* + >’3 es continua en (0,0) pero no es 

diferenciable en (0,0).

Solución

I) f(0,0) = 0 , 11) 3 lim f ( x , y )  = lim »/x3 + y 3 = 0
(jr ,y )-* (0 .0 ) (x.y)->( 0,0)

III) lim f ( x ,y )  = /(0 ,0 )  = 0
(jr,jr)-»(0,0)

por lo tanto f  es continua en (0,0), por otro lado

c f(x ,y )  x 2 c?(x,y) y 2

A  y¡(x2+ y 2)2 ' - - -  % ' ^/(x3 + / ) 2

no existe en (0,0), luego f  no es diferenciable en (0,0).
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3.35 Diferencial Tòta! y Aproxhwaciónjj

Definición.- Si / :  R 2 ------>R es una función diferenciable en (x ,y) e R 2 entonces la

diferencial total de f  es la función dflXy) que es expresado por:

,,, . &(x.y)  , &(x,y) ,
d f (x , y )  = ------------dx  -f------------- dy

dx flv

donde Ax = dx , Ay = dy.

En forma similar para la función f :  / f3------> R , donde f  es diferenciable en (x,y,z)  e  R*

entonces la diferencial total es la función df(x,y,z) que es expresado por:

J/P/ ,  df{x,y,z)  df (x ,y ,z)  df(x,y,z)  
df(x ,y ,z )  = ------------------- dx+ -------------------- d y+ --------------------dz

dx dy dz

ahora haremos una comparación entre Af(x,y) y df(x,y) para esto se tiene:

Si / :  D czR 2 ------>R es una función diferenciable en el punto ^oí^o'^o) e D ,entonces

. <f(x0 ,y 0)  ̂ dT(x0 ,y 0) . .
A; (x0,y0) = ------------- Ar + --------------Ay + s lAx + e2Ay ... (1)

dx dy

donde e l y e2 —> 0, cuando (Ax,Ay) —> (0,0)

. d f(x 0 ,y 0) . & (x 0 ,y 0) . _
dJ ( x 0 ,y 0) = ------------- Ax+ --------------Ay ...(2)

dx dy

Luego de (1) y (2) se tiene: A f(x 0 ,y 0 ) z d f ( x 0 ,y a) (= aproximadamente igual)

pero como ó f  U 0,y0) = f ( x 0 + Ar, yn + A y ) - f ( x 0 ,y 0)

, <?(x0 ,y 0) & (x 0 ,y 0)
a f(x 0 ,y0) = ------------- Ax +--------------Ay, entonces

dx dv
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. . . . „  , . ¿ H W o )  . ^ ( W o )/ (  jt0 + Ax, y o + Ay) -  /  (x0,y0) = -------------Ax + ------ -------
f2c cv

Ay

. . . . .  . « ^ ( W o )  . f r i t ó l o )  .f ( x 0 + Ax, y 0 + Ay) = / ( x 0,y 0) + ------ :------ A* + -------------- Ay
A

En forma similar para el caso de la función f ' .D c z R 3------ > R se tiene

f { x ,  + Ar,y0 + Ay, z0 + Az) = / (* 0,y0, z0) + ^  + ¿b) Ay + £ ( W p .  ¿o) ^
<3r

A/- d f  Af  d f
Además, también se tiene; error relativo = —  = — , error porcentual = 100—  = 100—

/  /  /  /

Ejemplo.- Hallar el valor aproximado de y(5J32)2 +(11.97)2

Solución

Sea z = J~x2 + y 2 , x = 5 , y =12 , Ax =0.02 , Ay = -0.03

. . .  . . . .  . < f ( W o )  . < f ( W o )  .f ( x n + Ax, y0 + Ay) = / ( * „ ,y0) + ------ :------ Ax + ------ :------ Ay
dx dv

= ^]x2 + y

dz _ x

¿k _ y

^ (5 ,1 2 )  5

13
^ (5 ,1 2 )  12

13

<f(5,12) ^  (5,12)
/(5+ 0 .02 , 12-0.03) = / ( 5 , 12) + — ---- -(0.02) + — :— ^(-0.03)

dx dy

V (5 + 0 .0 2 )2 + ( 1 2 - 0 .0 3 ) 2 =  V 2 5 + 1 4 4  + — (0 .02) - — (0.03)

I--------,------------ r  l.ü-0.36 0.64 /--------;------------ r
V (5.02) +(11.97) =13 + ----------- = 13+------ = 13.05 V(502) + (1 1-97)2 = 13.05
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3.36 Derivación de la Fundón Compuesta]

Teorema (Regla de La Cadena).-

Sea / :  R 2 ------> R una función dada por z = f(x,y), donde f  es una función diferenciable de

x e y. Si x = g(t) e y = h(t) siendo g y h funciones derivables de t, entonces z es una

función derivable de t y
dz dz dx dz dy

dt dx dt dy di

Demostración

Hacemos un diagrama para la regla de la cadena de una variable independiente.

como g y h son funciones derivables de t, sabemos que Ax y Ay tiende a cero, 

cuando At -»  0, y como f  es una función diferenciable de x e y.

dz dz
Az = A f(x ,y )  = —  Ax-\---- Ay+E,Ax+E-,Ay

dx dy '

donde £, y e 2 -»  0, cuando (Ax, Ay) —> (0,0)
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Az dz Ax dz Ay Ax Ay
Luego para At *  0, tenemos —  = — .— + — .— + £ ,.— + £ ,.—

Ai dx Al dy Al At At

dz Az dz dx dz dy dx dy dz dx dz dy
de donde se deduce que: — = l i m —  = — .— + — .----- 1-0 (— )+0(— )=  — .— + —

dt A/-»o At dx dt dy dt dt dt dx dt dy dt

dz dz dx dz dy

dt dx dt dy dt

2 2 t -t  Ejemplo.-.- Hallar —  s í z  = x + y  , x = e , y  = e
dt

Solución

dz dz dx dz dy , .
—  = —  = 2 x e  + 2 y ( -e  ')  = 2 e2' - 2 e '
dt dx dt dy dt

dz 2,
/. —  = 2 e '  - 2 e 

dt
21

La regla de la cadena del teorema puede extenderse a un número cualquiera de 

variables, si cada x¡  es función derivable de una sola variable t entonces para 

w =  f ( x v x 2, » ; X n)  tenemos:

dw Av dxx dw dx2 dw d X n

dt <3c, dt dx2 dt dxn dt

Observación.- Si / :  D e. R 2 ------>R es una función tal que z = f(x,y) es diferenciable en x e y .

donde y = cp(x), entonces la derivada total de z respecto a x es calculado 

mediante la expresión siguiente:

dz dz dz dy

dx dx dy dx

Observación.-
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3.37 Teorema (Regla De La Cadena: Dos Variables Independientes).!

Sea / :  R 2 ----- > R una función dada por z = f(x,y), donde f  es una función diferenciable de

dx dx dv dv dz dz
x e y si x = g(s,t) e y =  h(s,t) donde — , — , — , —  existen todas, entonces —  y —

ds di ds dt ds di

dz dz dx dz dv dz dz dx dz dy
existen y están dadas por: —  = — .------ h — ...(1) —  = — .----- 1----------------- .—  —(2)

ds dx ds d\> ds dt dx di dy dt

Demostración

Demostraremos la parte (1), la demostración de la parte (2) es semejante:

si se mantiene a t fijo y s cambia en cantidad As, entonces Ax = g(s + As,t) - g(s,t),

Ay = h(s + As,t) - h(s,t) como f  es diferenciable, entonces:

dz dz
Az = —  Ax + —  Ay + eíAx + e1Ay . ..(a )  donde £, —> 0 , e2 —> 0 cuando (Ax,Ay) —>(0,0)

dx dy '

además, pedimos que e x = 0 , e 2 = 0 cuando Ax = Ay = 0 ponemos como requisito para

que £j y e 2 que son funciones de Ax y Ay sean continuas en (Ax,Ay) = (0,0), ahora a (a)

Az dz Ax dz Av Ax Ay
dividimos entre As * 0, tenemos —  — .----- 1---- + — + e-, ——

As dx Av dy As As ~ A<¡

tomando límites en ambos lados cuando As se aproxima a cero, obtenemos

Az dz Ax dz Av Ax Ay
lim —  = —  l in t-----1-—  lim ——h lim e l l im -----(- lim e 2 lim —L-

Aí-»o Av dx As-»o As dy Aí->o As As-»o As-*o As Aj-*o Aj-»o As

Az f ( x  + A s ,y ) - f ( x ,y )  d f(x ,y )  dz
tenemos lim — = lim ----------------------------= ----------- = —

As~>o Ai Aj—>o A? ds ds

Ax g(.v + A í ,f ) -g ( i , / )  d g (s j) dx
lim — = lim -------------------------------------  —

Aí->o As Aí-»o As ds db

Ay h(s+ A s ,t) -h (s ,t)  dh(s,t) dv
lim —  = l im ------------------------ = ---------- = —

Av->o Av Aí-»o Av ¿k ds
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dx dy .
como — , —  existen y g, h son continuas con respecto a la variable S, por tanto, tenemos.

ds ds

lim Ax = lint g{s+ A s ,t) -g (s ,t)  = g (s ,l)~  g{s,l) = 0
Aj—>0 As—»0

lim Ay = lim h (s+ A s ,t)-h (s ,t)  = h (s ,t) -h (s ,t)  = 0
Aí—»0 As—>0

por lo tanto cuando As se aproxima a cero Ax, Ay se aproxima a cero, entonces lim ex = 0,
As-+0

dz dz dx dz dv
lim e2 = 0. Luego —  = — .—  + ---- v—

As—»o ds dx ds dy ds

haremos un diagrama para la regla de la cadena de dos variables independientes

Ejemplo.-

dz dz dx dz dy 1 í + 1 2(í+1) 2 (t + i y
—  = — .— + — + —  = 2 x . - + 2 y (--- 5“ ) = ------2------------3—
ds dx ds dy ds t s t s

dz dz dx dz dy j+ 1  1 2 (j+ 1 ) ' 2(r + l)
—  = — .— + ----1- —  = 2 x .(----- r—)+2_y.— ------- j j
di dx di dy di l 2 s í 3 s2
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3 3S Teorema (Regia De La Cadena GeiieraI)J

Supongamos que / :  D c zR " ------>R es una función diferenciable en (x i>x 2 .....xn ) tal que

u = f ( x l ,x 2 ,...,x ll) y que cada x¡ es una función de m variables y, , y 2 , es decir 

xi = x (y l ,y 2 ,...,ym), V i = l,2,3,...,n

¿bc¡
Supongamos que cada derivada parcial-----, i = l,2,3,...,n , j  = 1,2,...m existen, entonces u

dxj

y ^ y i ’'">ym ; y

di du dx j du du fon
dyx dxx dy j dx 2 dyx dxn dyx

(h du dxx du dx2 du fon
dy2 dxx dy 2 dx 2 $ 2  A » dy2

cii du dxx du dx2 du

dx j fym

La demostración de este teorema es una extensión del teorema anterior. 

Ejemplo.- Si z = f(x,y) donde x = rco s9  , y = rsen0 ; probar que:

dz  ̂ dz , dz i 1 dz ,
(T >dx dv dr r d6

mediante la regla de la cadena se tiene:
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dz dz 3c dz dy 3c dy
—  = — .— + — .— , como —  = cos0 , —  = sen 9 , entonces se tiene:
dr 3c dr dy dr dr dr

dz dz dz
—  = eos 9 — + sen0 — , elevando al cuadrado se tiene:
dr 3c dy

(—  ) 2 = cos2 0 (—  ) 2 + 2 cos0 sen0 —  —  + sen2 0 (—  ) 2
dr dx Bxdy dy (1)

dz dz 3c dz dv dx dv
—  = — .------- 1-, como —  = -r s e n 6 , - L-=  reos9 , entonces se tiene:
de 3c de dv de de de

dz dz dz
—  = - r  sen 0  —  + r  eos 9 —  , dividiendo entre r.
de dx dv

1 dz ‘ dz dz
------ = -  sen 0  —  + cos0  — , elevando al cuadrado se tiene
r de dx dv

1 dz dz dz dz 2 „ , ^ * 2
—j-(— ) = sen 0 {— ) - 2 s e n 0 c o s 0 — .-----i-cos 0 (— )
r de 3c

sumando (1) y (2) se tiene:

dx dy dv
(2)

dz 7 1 dz o j o dz 5 7 7 dz 7
(— ) H—r ( — ) = (sen 0 + cos 9)(— ) +(sen 9 + eos 9 )(— ) 
dr r d9 dx dy

dz ,  dz , dz 7 I & 7
(T ) + ( T ) = ( T ) + “ (1 7 )dx dy dr r de

Una de las aplicaciones de la regla de la cadena es en la determinación de la derivada de una 

función definida implícitamente.

Supongamos que x e y están relacionados mediante la ecuación F(x,y) = 0, donde se supone 

que y = fi(x) es una función derivable en x.
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Para hallar —  usaremos la regla de la cadena: z = F(x,y) = F(x,f(x))
dx

---------------- ► X

Z
* y --------- ► x

dz dF dx dF dv dz ¿JF dF dv
—  = — . —  + —  . - - c o m o —  = 0 entonces —  -i- — =0 .
dx dx dx dy dx dx dx dv dx

dF_
dF dv a.

Sí —  * 0 de donde —  = —
dy dx

dy

Un procedimiento análogo puede usarse para hallar las derivadas parciales de funciones de 

varias variables definidas implícitamente.

Definición.- Sea F: D a  R ------>R, una función definida en el conjunto abierto

D c zR 2. Se dice que la ecuación F(x,y,z) = 0, define z implícitamente como 

una función de x e y, cuando existe una función F: U <z R 2 ------> R, definida en un conjunto

abierto U c  R 2, tal que F(x,y,z) = 0 o  z = f(x,y), V(x,y) e U.

Ejemplo.-.- La ecuación x 2 +4y 2 + z2 =25, representa implícitamente a las funciones.

= = f { x , y )  = i j2 5 - x 2 - 4 y 2 , z  -  g (x ,y ) = —̂ 25—x 2 - 4 y 2

Si la ecuación F(x,y,z) = 0, define a z = f(x,y) implícitamente como función diferenciable 

de x e y, entonces:

dF dF

dz d)C dZ ( \ dF

¿ic ~ dF
y  •

—  * 0
dz

dz dz
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Demostración

Sea w = F(x,y,z) = 0, y Z = f(x,y) entonces su diagrama es:

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dw dw dx dw dz dw
—  = — .—  + — .— , como —  = 0 
dx dx dx dz dy dx

a F
d F d F d z  dz ¿v
—  h----- .—  = 0 de donde — = —~ r
dx dz dy dy dF_

dz

dw dw dy dw dz dw
—  = — .— + — .— , como —  = 0 , entonces
dv dy dv dz dv dy

dF_

dF dF dz dz dy
----+ ---- .—  = 0 de donde —  = — ±r
dy dz dy dy _

dz

dF_
dz fa dz dy dF

dx dy dz
dz dz

Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implícitamente con un 

número cualquiera de variables.
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|3.41 Teorema P e La Función Implícita]

Sea F: U c R " +l------> R, una función con derivadas parciales continuas hasta el orden

k > 1, definida en el conjunto abierto U, si un punto x = (x \  , x ' 2 ...... ,x 'n , x ' n+1 ) e U es tal

dF(x)
—> --------------

-* r)F(x) í5rn+1 ñc¡
q u e F (x )  = 0 y -------- * 0, entonces se tiene: —-—   ------------ V i = 1,2,3,...,n

1

—>

donde la función x n+[ = f ( x )  = f ( x ¡ , x 2 . . . . , x n) está definida implícitamente por la

—►
ecuación: F(x¡ ,x 2 ,..-,x„  ,x,l+1) = 0 <=> x„+l = f ( x )  

dz dz
Ejemplo.-.- H allar— , —  donde: x eos y + y eos z + z eos x = 1

dx dy

Solución

Sea F(x,y,z) = x eos y + y eos z + z eos x -1 , calculando las derivadas parciales
%

dF dF dF
—  = eo s* -zsen  y, —  = -x sen v  + cosz, ----= - y  sen z+eos*
dx dy dz

co sy -zsen x  zsen x -co sy  

ysenz+cosx  co sx -y sen z

xseny + eosz x sen y -co sz  

y senz+cosjt co sx -y se n z

dF_

dz dy

dz

dF_

dx

dz
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j3.42' Ejercicios Desarrollados]

I. Hallar las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones.

/ 2 2 ■Jx + y  - x
1) z  =  ln( i—-—===------ )

■Jx + y +x

Solución

r i  i
■Jx + y  - X  ;----- Y  r ~2------r

z = ln(—= = = = = ----- ) = ln(y.v + y  -x ) - ln (y .v  +y  + „t)
■yx +v~ +x

x x
■ — 1 ,..... ..... +1

dz J x 2 + y 2 i f x 2 + V2 1 1 dz 2

J x 2 + y 2 - x  -Jx2 + y 2 + x -Jx2 + y 2 J x 2 + y 2 dx J x 2 + y 2

y y
dz ■\jx~ + y 1 -)jx~ + y 2 y  1 1

* = Jx2+y2-x~/x2+y2+x = ylx2+y2 ̂ x2 + y 2 - j r ~  Jx2 + y2 +x'

dz 2 x

dy y ¿ 2 2 x + y

2) z  = f ( x , y )  = \ e ™ ' dt
X

Solución

sen* _ sen̂{? sen / , [* sen r ■ ^   z = J e  ar = - | e  ar => —  = —e , —  = e
* y dx dy

3) (o = (x2 +_y2 +z2)\njx2 +y2 + z 2

Solución

2 . 2  2
, 2 2 2 x, H  2 2 x +y  +z , , 2 2 2 ,0) = (x +y +z )ln-yx + y  +z  = ---------------- ln(x +y +z )
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J ) 2 2 2 n  ,fí(ú 2 2 i X + V + Z 2x rtU 2 2 2
—  = xln(x + y  + z") + ------ 1---------5 --------------= x + xln(x + y + z  )
dx ’ 2 x~ + y  + z <3r

_ ■) 2 ■> -  -
C O )  2 2 2 X  + V + Z 2v «U 2 2 2
—  = vln(x + v  +z ) + ------ ;---------í-------- t ---- y  — = v+vln(x  + v  + z  )
d\> 2  x  + y + z~ dy

2 2 2 .  ,o(ú i 7 i x + v  +z 2 z dco 7 2 i
—  = zln(x + y  + r ‘ )-t------- 1 ----- 5-----7  —  = z+zln(x*+ .v  +z~)
dz ' 2 x  + y + z~ dz

4) z = f ( x , y )  = e " } co s(x -v )
Solución

z = ex* ’ co s(x -y ) => —  = ex+y c o s (x -y )-e *  ' sen (x -y ) 
dx

dz , ,
—  = e >+v co s(x -v ) + eJ+> sen (x -v )
dy

« i 3XV
5) (o = f ( x , y , z )  = e + arctg(——)

z

Solución

3 xv dm __ 3vz2 <5ta „  3xz2
«  = e +arctg(— ) => —  = yze* + 4 ' 2 2 , ~  = xze + - 4— T T

z ßc z +9x y  0 / z +9x  y

dm m  6xyz— = x)>e + 1 — T T
dz ' z +9x y

6 ) z = arctg(ln(xv))
Solución

1 J_
dz x 1 dz y 1

z = arctg(ln(xv)) => —  = -------------= ---------- t-----, —  = ------ =5------= ---------- 2-----
dx l + ln"(xv) x(l + ln xv) d\> 1 + ln (xy) y (l + ln xv)

7) Sí z = J  sent d i . Hallar z r - z
. r  ' •

Solución



380 Eduardo Espinoza Ramos

z = J  sen/dí = - J  sen td t => —  = z x = -s e n x  , —  = zv = seny
dz
dx

dz

dv

2 2 2  éfo du du 2
8) Si u = xz +yx  +zy  ,p robarque-----1- — + —  = (x + y  + z)

dx dy dz

Solución

2 2 2 u = xz +yx +zy

du 2
—  = z ¿ +2xy  
dx
du 2
—  =  x  +  2yz  sumando se tiene:
dy

du j
—  =  2  xz + y
dz

du du ¿hí 2 2 2 2
—  + — + —  = x + y  + z  +2(xy + xz + yz)  =  (x + y  + z) 
dx dv dz

du du du •.
—  + — + —  =  (x + y  + z)
dx dy dz

9) Calcular
W V

X  X » 1 2 sí u = J cosí dt , v =
“>• V V

X

sen? dt

Solución

fv 2 f< 2
u= I cosí dt = -1  eost

Jx  V

f, 2 fr 2u = J sen t dt = - )  sen t dt

2 2 dt => u = -  eos* , m = eos y

2 2 => v r = - s e n x  , v = seny

U  V
X  X

2 2 -co sx  -se n *
U  Vy y

2 2 cosy sen y
2 2 2 2 , 2  2 . = cosx sen y + senx cosy =sen(x - y  )
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II.

dz dz 2 2
1) Demostrar que x---- 1- y —  = 2, sí z  = ln(x + y  + xy)

dx ' dy ' '

Solución

2 2  &  2 x + y  dz 2 v  +  x
z = \n(x + y  + xv) => — = — --------- f ------  , — =  2 2 ' ---------

dx x + y  +xy ty x +  y  +  xy

dz dz 2 x 2 +xy 2 y 2 +xy 2 (x2 + y 2 +xv) dz
x — + y —  =  — ------- — + - T — 2--------------- =  — 2— 1 ---------'— = 2 x — + y

dx dy x + y + x y x + y + x y  x + y  +xy  dx

dz dz \¡ x
2) Demostrarque x — + y —  = xv + z  sí z = xy + xe

dx ’ dy

Solución

\¡x ,  dz ¡ V ¡ dz |,/jrz = xy + xe => —  = y + e y -----ey , —  = x + e
dx x dy

dz dz y¡x y]x y¡ X „/f
x — + y —  = xy + xe - y e  +xy + ye  - x y  + xy + xe = xy + z

dx dy '

dz dz 
x — + y —  = xy + z 

dx dy

dz dz
3) Demostrar que, z = f(x+ay), donde f  es una función diferenciable, entonces —  = a — .

dy dx

Solución

Sea z = f(u) donde u = x + ay

z = f(u)------

dz dz du dz dz dz du dz
—  = ------- = —  = / '( « )  , —  = -------- = a —  = a f'(u )
dx du dx du dv du dv du
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dz dz dz dz
a —  = a f'(u )  y —  = a f'(u )  entonces —  = a —

dx dv dv ex

4) Si i  = f(u) F(v), dondeu = x + y , v = y/x y ambas son funciones arbitrarias, 'lemuestre 

dz dz
que: x — + y —  = u f'(u )F (v )

dx dy

Solución

dz dz
aplicando la regla de la cadena para x  t'ene:

d z d z d u d z d v ^ ^ ^ d u ^ d v  y
a .  a .  a .  a .  *  ^ 2dx du dx dv dx'

dz dz y  dz
dx du x 2 dv

dz dz y  dz
dx du x  dv (1)

dz d z d u d z d v  du dv 1
l f y = l h l h * lh ~ d y '  C °"  6 ! j y = l’

dz dz 1 dz dz dz y dz
(2)

sumando (1) y (2) se tiene:

d z d z d z v d z d z y d z  dz
x — + y —  = x --------------------------------------------------------------------------------------- -------+ y -------1---------- = f '(u )F (v )  = (x + y )— , de donde se tiene:

dx dy du x  dv du x  dv du

dz

du
= f ’(u)F(v)

dz dz dz
por lo tanto x — + y —  = (x + y ) —  = u f '(u )F (v )

dx ' dy du

dz dz 
x — + y —  = u f(u )F ( v )

dx dy
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5) La sustitución x = e \  y  = e transforma f(x,y) en g(s,t); siendo g (s ,t) = f ( e ' \ e '  ), si se 

sabe que f  satisface la ecuación en derivadas parciales.

2 ¿ V  2 d 1/  S f d f d 2g d 7g
x  — 7 + V — ~  + x — + v —  = 0, demostrar que — ;-+ — t* = 0

dx ■ fly- dx (y  ds a 2

Solución

g(s,t) = f(x.y)

dg d i dx d f s dx s
—   -  x —  ¿onde x = e => —  = e = x
ds dx ds dx <3s

d f   ___rX------- *>S
dx k y-------- ► t

d 2g dx d f d  , c f   ̂ dx d f d 2f  dx d f 2 d 2f
— — = — .—  + x — (— ) = — .—  + x(— :------) = x — +x  — y
ds" ds dx ds dx ds dx dx ds dx dx

d 2g  d f 2 d 1 f
— f  = x —  + x — V ••O )
ds dx dx2

dg d f dy $  , dy ,
—  = ------- = y —  donde y  = e => —  = e = y
di dy dt dy dt

i . _ (L  —  ÊL
dt2 dt d\’ ~ dt dy dy dt dy

d f ___-rX --------- *S

dy ------ - t

d ( d f  d  d f dg d 2f  d 2g d f 2 d 2f  
— (— ) = — (— )—  = y — y  por lo tanto — r- = y — + y  — j -  ...(2)
dt dd dy dy à  dy2 à 2 dy dy2
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sumando (1) y (2) se tiene:

d 2g d 2g  2 d 2f  2 d 2.r d f d i n d 2g d 2g  n
— —+— — = x  — y + y  — t-+ x — + y —  = 0 — r + ~ “T = 0
ds2 a 2 dx2 ' dv dx ' dv ds d i2

2 7 2 dz dz6) Dado F (x + v  + z ,x  + y~+ z  ) = 0, probar que: ( y - x )  + ( y - z ) -----h ( z - x )—  = 0
dx dy

Solución

2 2 2 ¿ 2 2  F (x + y  + z, x  + y +z ) = F(u,v) donde u = x+y + z ,  v = x  + y +z

dz dz
se debe calcular las derivadas parciales — , —  por derivación implícita, es decir:

dx dy

dF_ dF̂
dz fa  dz dy

d x ~ ~ &  : d y ~ ~ & _
dz dz

dF_ dF_fa_ dF_dv_ dF_ dF dF dF du dF dv dF dF

dx du dx dv dx du dv dy du dy dv dy du ’ dv

dF dF du dF dv dF dF

dz du dz dv dz du dv

dF dF dF dP_ dF dF
A- 1 “  ~Z~+ 2X ~  A- A. -+ 2 -V-^ __ d x ____ _du____dv_ dz dy du___ dy_

d F ~  dF dF ' d v~  dF ~ dF dFdx —  — + 2 z—  dy —  — + 2 z—
dz du dv dz du dv
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( y - x ) + ( y -

= (y 

= (y 

= ( y -  

(x-
= (y -* )  + —

(y - x )  + (y 

7) Si a  = x 3/ ( -

3 z  3z
o x  dy

¥ L  + 2 x —  —  + 2 y  —
- D H y - , * < £ *  * > )¡+(r-» )[-(S — ^ ) ]ör „ o/- oF „ dF

—  +  2 z —  —  +  2 z  —
du dv du dv

É íí+ 2x —  — + 2 y —

—  + 2 z—  —  + 2z —
Sw dv du dv

dF dF
( z - y  +  x - z )  —  +  ( 2 x ( z - j ' )  +  2 v ( x - z ) )  —

._____________du_____________ ________ dy_
dF dF
—  +  2 z  —  
du dv

dF dF dF .  dF-y )—  + 2 z ( x - y ) — T —  + 2 z -
( y - x )  + ( x - y ) - ^ ------- § ^ = y - x  + y - y  = 0dF - dF '• '  '  ■' dF „ dF

—  +  2 z —  —  +  2 z  —
du dv du dv

dz / dz n
- z ) -------h ( z - X ) -----=  0

dx dy

V z . _ d(0 öo) 5(0 ,  3 f t y  z s
Demostrar que: x ------ \-y —  + z —  = 3x / ( —,—)

k x  dx dy dz x x

Solución
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„  3 . 2 2 & ( U ' V )  _
x —  = 3x f ( u , v ) - x  y ---------- - x  z----------- •••(*)

dx du dv

dco 3 d f ( u , v )  du i d f ( u , v )  d a  2 d f ( u ’v ) ...---- = x  • —  = x • • — entonces v—  = x  y ----------  ...(2)
dy du d\> du dy du

dco 3 df(u,v) dv 2 df(u,v) da  2 df(u ,v)
—  — x —------------= x —--------  entonces z—  = x z -----------------------------------  — (3)
& rV dz dv dz dv

sumando (1), (2) y (3) se tiene:

da  da  d a  ■, 3
x----+ y — + z------ = 3x f (u ,v )= 3 x  f ( u ,  v)

é?r &

«+6v ^ 2“ d 1 z  dz dz
8) Dado z  = u (x ,y)e  ; ------ = 0. Hallar a y b. tal que------- --— ------+ z = 0

Solución

/ . ajr+fcy ^  ajr+6y ^  t  ax+byz = u (x ,y)e  => —  = e —  + au(x,y)e ■
dx dx

dz a x + b y ,du  - . .  a x + b y  a j r + iy  ̂  a * + 4 y ,  ,  l  /  \\—  = e (----1-a u (x ,y ) ) , —  = e — +bu(x,y)e  , —  = e ' ( —  + bu(x,y))
dx dx dy dy dy dy

d 2Z ax+by, ̂  , , .. ax+by , d 2U , du
■ = ae (— +bu(x,y)) + e (------- vb— )

dxdy dy dxdy dx

d 2z  du d 2u du
■ = e (a —  + abu(x,y) + -vb— )

dxty di' dxdy dx

d 2u d 2z ar+bv du du
pero como ------ = 0, entonces se tiene: ------ = e (a ------1-abu(x,y)+ b— )

dxty dxdy dy dx

d 2z dz dz 
com o------------------- + z = 0, entonces reemplazamos

dxdy dx dy '
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e ax+by(a  ^  + a b u (x , y )  + b + a u (x , y )  -  
dy dx dx

- e ax+hy(—  + b u ( x ,y ) )  + u ( x ,y ) e ax+by = O 
dy

e ax+by[(a  - 1) —  + (A _ 1) —  ( a b -  a - b  ~[)u(x,y)] = O de donde
dy dx

du du
( a - 1 )— + (ä -1 ) —  (ab -  a - b  -  \)u(x,y) = 0 por igualdad

dv dx

a - 1 = 0
a = 1

6 - 1  =  0
\ a b - a - b - 1 0

b = 1

9) Demostrar que la función z = e y <¡>(ye2y ) satisface a la ecuación.

2 dz dz 
(x - y ~) —  + x y —  = xvz 

dx ' dy
Solución

v i ’1 2 2Sea z = e ' <j> (y e  1 ) = e ' <¡> (u ) donde u = y e  *

0 ( u ) ------------* 1 1 ____

.. d<j>(u) d<f>(u) du du x  TTJ
aplicando la regla de la cadena se tiene: --------= -------------- , donde —  = — e  y

dx du dx dx y

di¡>(u) d<f>(u) du x  2y

dx du dx y
e  y <t>'(u)

d<t>(u) d<t>(u) du du 2y2 x  2V:
-------- -----------------, donde —  = e  ' ----- 5-e '

dy du dy  dy

2 1
2 :
2
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X 2 X 1

dt¡>(u) d</>{u) du 7 7  X2 7 7- ^ - L  = - I — L —  = ( e 2> e 2v  ) f ( u )
dy du dy y

2

V &  V < t y ( u )  x  y 2v 2como 2 = e 0(w), entonces: —  = e --------= —.e .e y <¡>\u)
dx dx y

dz „ v d<b(u) ,, , i x 2 , 2  ,
—  = e<t>(u) + e- -------- = e <¡>(u) + e ( e ~ ----- r e '  )<¡>'(u)
dv dy y

2 2 
x  2 x

—  = e><ft(u)+eye ly <t>'(u)— j e ye 2> 0 '(u)
^  y

2 2 

,  3 V JL_ JL_2 2 ^  X  e '  2 2 2 2
( x + y ) —  = ------ e <l>'(u)-xye>e2y *•(«) ... (1)

2
3

xy—  = xyeyij)(u) + xyeye ly <¡>'(u) ------eye 2y <p'(u) —(2)
dy y

sumando (1) y (2) se tiene:

2
X

2 2 ^  ̂  y y 7 7(x + y )---- 1-xy—  = x y e 4>(u) = xye <p(y.e y ) = xyz
dx dy

2 2 dz dz
(x - y  )----t-xy—  = xyz

dx ’ dy

dz dz
10) Calcular el valor de la expresión E = a —  + b —  si <j>(cx- za, cy — bz) = 0.

dx dy

Solución

Sea a  = <¡>(cx-az, c y -b z )  = <¡>(u,v), donde u = ex - az , v = cy -bz , además

du du dv dv

dx dz dy dz
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0) =  0  ( U ,  V )

como la función <j> es implícita entonces

dco dco
dz dy

’ ~ty =  H »

dz.

dx
dx
dto

dz dz

dco dco
Luego calculando----  , ----

dx dv

dco
---- , se tiene mediante regla de la cadena.
dz

dco dco du dco

dx du dx du

dco dco dv dco

dy dv dy dv

dco dco du dco dv dco dco

dz du dz dv dz du dv

dco

dx
dco

dz

dco

dy
dco

dz

dz dz 
a — +b—  = -

dx dy

oco dco
dz

dx

dz

c----
du

c —  
du

d(ú dco d(ú dco
- a ---- - b — a —  + />----

du dv du dv

do) dco
c

dv
c

dv
dco dco dco dco

- a ------ b a —  + b
d i dv du dv

dco dco dco dco
ac— b e — c(a —  + b — )

du dv du dv
dco dco + dco dco dco dco
—  + b — a —  + b---- a —  + b —
du dv du dv du dv

= c
dz dz 

a — +b—  = c 
dx dy

11) Si z = f(x + y, x - y) y f  es una función que tiene derivadas parciales continuas,

dz dz d f 2 d f  2
Demostrar que: — .—  = (— ) - ( — )

dx dv du dv
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Solución

Si z = f(x + y, x - y) = f(u,v) donde u = x + y , v = x -y .

Z = f ( u ,v )

aplicando la regla de la cadena

dz c f  du df

*dx du dx dv dx du dv dx du dv
(1)

dz d f du d f dv d f d f dz d f d f
—  = — .—  + — .—  = — - —  entonces —  = — -  —
dy du dy dv dy du dv dy du dv

(2)

dz dz d f d f d f d f d f , d f  ,
multiplicando (1) y (2) se tiene: — .—  - (-----y— ).(-) = (— ) -  (— )

dx dy du dv du dv du dv

12) Si co = f ( x , y , z )  = x 2 + y 2 - z  , x = er cost, y  = e r senf, z  = e .  calcular:

d(o

a
Solución

dco

dr

ío = f( i,y ,z )
rX =

►y=
‘ Z-

aplicando la regla de la cadena se tiene

den don dx don dy dx r dy r
---- = ----- .— +-.—  donde —  = e cosí , —  = e sen t
dr dx dr dy dr dr dr

do) _ 2»- ? 2 r 2 d(0 t#-
---- = 2 xe senf + 2ye senr = 2e eos r + 2e sen t ; -----= l e
dr dr
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da> da> dx raí dv da) dz dr r dv r dzz ,
—  = ---.— + -----.— ■+--------------- .—  , donde —  = - e  sent , —  = e cosí , ------ = e
dt dx dt dy dt dz di di di di

da)  ̂ y j 2 c 2( 2/
----= 2 x ( -e  senf) + 2ye co s í-2 ze  = - 2 e senícosí + 2e sen íco sf-2 e  = - 2 e
dt

13) Demostrar que la fiinción z, determinada por la ecuación F(x - az, y - bz) = 0, donde F

dz dz
es una función diferenciable cualquiera de dos argumentos, satisface: a — + b —  = 1.

dx dy

Solución

Como F(x - az, y - bz) = F(u,v) = 0 donde u = x -a z , v = y — bz

du dv du dv
de donde —  =1 , —  =1 , —  = -a  , —  = -b

dx dy dz dz

F (u ,v )

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dF dF du dF dF dF dv dF

dx du dx du dy dv dy dv

dF dF du dF dv dF dF

dz du dz dv dz du dv

dF dF dF dF

dz dx du du d z ______du
¿l. ~ ~ dF ~ d F ~  dF dF entonces - ”  dF dF (1)
** —  —  - a -------b—  a — + b—

dz dz du dv du dv

dF_ dF_

^  dy dv „ dz dv , , ,
d y ~  dF_~ b &_ en nces g y ~  ^ +b^ _  "

dz d t dv du dv
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multiplicando (1) y (2) por a y b respectivamente

dF L dF

a  —  =  d a  b  -  -  ^ v
dx dF .d F  ' dv J F ^ . d Fa -----y n —  - a ------- vb —

du dv du dv

dF , dF dF . dF»i (l b Q "4" t) 1  ̂ a
a —  + b —  = _____^ ___  = _ a « ____ dv_ = 1 ...f l * + é * =1

&  dy dF d F + dF dF dF dF 1 cbr dy^ a ----- n o —  a ----- hft—  a —  + o —  •
du dv du dv du dv

14) Si z = f ( x ,  v), x  = <p(r,s), y  = iy(r ,s)  hallar fórmulas para — %
dr2 ds2

z = f(x ,y)

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dz dz dx dz dy .. . ..—  =— .---- 1---- , a esta expresión derivamos con respecto a r, se tiene.
dr dx dr dy dr

d .dz d .dz dx d z d y
—  (— ) = —  (— .—  + — ), efectuando 
dr dr dr dx dr dv dr
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aplicando la regla de la cadena para calcular

d dz 8  dz 8  8z 8  8z fíx 8  8z 8y
— — ) setiene: ~ z) ~Z'¥T {rz )"Zdr ax dr ay dr dx dx dx ay ex dr

8  dz d 2 z 8xx 8 2z  8y
— (— ) = — ■-----+ -------•—  - ( 2 )
8r dx dx~ dr 8y 8x drr

8  8z 8  8z  dx 8  8z  dy

8r 8y  8x 8y  8r dy dy drr

8  8z 8 2z 8x 8 2y  8y
—  (— ) =------- . . . (3 )
8r dx dxdy 8r 8ry 8r

reemplazando (2), (3) en (1) se tiene:

d 2z 8 2x 8z dx 8 2z 8x 8 2z dy d 2y  8z 8y  , 8 2z dx d 2z .
 -  = ----—  + .—  . —  + --------.— ) + -- \r •—  + — (--------■—  + -----T ’— )
8r 2 8r 2 dx 8r 8x 2 dr dydx 8r 8r 2 dy 8r dxdy dr dry 8r

8 2z  _  8 2z  ^dx, 2 + d 2z + 2 _ ^ £  d 2* 3z | 8 2y  8z
8r 1 dr2 dr ' 8y 2 dr d y d x 'd r 'd r*  dr1 d x*  dr1  dy

d 2z
en forma similar para el caso de — — se tiene.

d 2z _  d 2z ^dx s 2 | d 2z  ^dy 2 |  ̂ d 2z dx dy _^d2x ck ^ d 2y  dz. 
8s 2 dx2 8s J dy1 & dydx 8s 8s 8s2 8x 8 s2 dy

15) Si f  es una íunción diferenciable de x e y, además u = f ( x , y ) ,  x - r c o s O ,

cU 8u sen© 8u ¿h 8u eos6  8u
y  = r sen 6 , muestre que. —  = cos0--------------.—  , —  = senfí — + -------- .—

dx 8r r 80 8y  8r r 8 6

Solución
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aplicando la regla de la cadena se tiene:

du du dx du dy dx dy
—  = — .-----1-.— , donde —  = eos9 = sen0
dr dx dr dy dr dr dr

du du du
—  = cos0— +sen0 —
dr dx dy

(1)

du du dx du dy
—  = — .—  + — .— , donde tenemos que:
d6  dx dO dy d6

dx dy du du du
—  = -r se n 0  ,—  = rcosé? —  = - r s e n 9 . —  +rcos0 —
de de de dx dy

(2)

de (1) y (2) se tiene el siguiente sistema:

du du du
eos 9 ---- i-rsen0 —  = —

dx dy dr

du du du
- r  sen 9 -----y- r eos 9 —  = —

dx dy d9

du du
despejando —  y —  se tiene

dx dy

du

dx

du
— sen 9
dr
du

reos 9
d9
eos 9 sen 9

-rsen 9 reos 9

du du
rcos9  — -rse n S  —  

dr d9 entonces
du du sen 9 du
— - eos 9 —  -
dx dr r d9

du

dv

du
eos 9 —

dr
du cii du

- r  sen 9 — cos0— + rsen #  —
dG d9 dr

eos9 sen 9 r
—r sen 0 reos 9

entonces
du eos 9 du du
—  = ------------+sen0 —
dy r d9 dr
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16) Si f  y g son diferenciables de x e y, u = fix,y), v= g(x,y) tales que

du dv du 1 dv dv
—  = -— , entonces sí x = rcos0 , y rsen 0 ,  muestra que: —  = ------ y —  =
dy dx dr r d6  dr

Solución

u = f(x,y)

mediante la regla de la cadena se tiene:

du du dx du fy  dx dy
—  = ------- + -—, donde —  = cos0 ,—  = senö
dr dx dt dy dr dr dr

du du du
—  = co sö .—  + sen 8  —
dr dx dy

du ck dx du dy dx dy
—  = — .------1--------- , donde —  = - r  sen 0 ,----- = rcosO
d6  dx 36 dy d6  d6  d6 r

du du du
—  = - r s e n 0  — +r cos0 —
d6  dx dy

Luego de (1) y (2) se tiene:

du du du
—  = cos 0 ---- 1- sen 0 —
dr dx dy

du du du
—  = - r  sen 0 —  r cos 0 —
d6  dx dv

du dv 

dx dy ^  

1 du 

r dO

(»)

... (2)

... (a)
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mediante la regla de la cadena se tiene:

dv dv dx dv dv dv dv dv dv
—  = — .— + — .— , donde—  = cos0, — =scn0; —  = c o s0 —  + sen0 —  
dr dx dr dy dr dr dr dr dx dy

... (3)

dv dv dx dv dy
----= — .------------------------------------------- h- 1- ,  donde tenemos que:
de dx de dy de

—  = - r s e n # ,—  = rcos0; —  = -rsenG —  + rcos9 —
de de de dx d\>

••• (4)

Luego de (3) y (4) se tiene el sistema

dv dv dv
—  = cos0---- h sen0 —
dr dx dy

dv dv dv
—  = -rse n G — h-----
d6  dx dy

(P)

dv du dv du
Como —  = - — ,—  = — , entonces se tiene: 

dx dy dy dx

dv du du du du
—  = - s e n 0 ( - — ) + rcos0 —  = r(cos0----- i-sen0— )
de dy dx dx dy

dv du du 1 dv
—  = r — , por lo tanto se tiene: —  = —.—  
de dr dr r dO

du du ..du n dv n .d v ^ d u—- = - r  sen 0 ----------------------vr  cos0 —  = - r  sen e --------- h r coswí-)—  =
de dx dv dv dx dO

/ n ^ v  n dv dv= -r ic o s» -----t-senw— ) = - r —
dx dy dr

dv 1 du
por lo tanto: —  ----------

dr r dO

y  z17) La ecuación / ( —,—) = 0, define a z implícitamente como función de x e y, sea esa
x x

dg dg
función z = g(x ,y). Demuestre que: x — + —  = g(x ,y).

dx dy
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Demostración

y  z y  z
Sea a  = f  (—,—) = f ( u , v) donde u = —, v  = — 

x x  x x

«o = f ( u ,v )

d a  dm du d a  dv
aplicando la regla de la cadena se tiene: —  = ----- .— h----- , donde

dx du dx dv dx

du

dx

y  dv 

x dx

z
~

dco 1 da  da
— = — 2~(y— + z — )dx x  du dv

da  da  du du 1 da  1 da
—  = — .— , donde —  = —  entonces —  = --------
d>> du dy dy x dy x du

da  d a  dv dv 1 da  1 da
—  = ---- .— , donde —  = — entonces -----= --------
dz dv dz dz x dz x dv

dz
dx

da
dx
da
dz

_ 1 da da
X 2 y  d u +Z dv 1 /  d a . da. 1 dz da d a x 1 ...

i a »  - ^ i u +z^ '
x dv ch

dz
dy

da
dy_
da
dz

1 da  
x du 
1 da  
x dv

da
du dz

da
du

dv dv

-  (2)

sumando (1) y (2) se tiene

da

dudz dz da  da  1

x T : + y ^ = ^ T + z~ ^ ~ - y ^ = z = ^ y )dx dy du dv'
dv

da

dv

dz dz
x — + y —  = g (x ,y )  

dx dy
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1 d 2 z  a 2 d  2 dz
18) Sí z = —(d(ax + y )  + y /(cct-y)), mostrar que— j  = —r------(y  — )

y  dx y  dy dy

Solución

z = —(5(oor + v ) + y /(a x -y ))= —(<5(u)+y/(y)) donde u = ctx + y ,  v = a x - y .
y  ' y

1
z = — (¿>(k)+i//(v)), u = ca + y , v = a x - y

y

dz dz du dz dv du dv
—  = — .-------1-— .— , donde —  = a , —  = a
dx du dx dv dx dx dx

1 dz 1 dz 1
como z = — (<5(«)+ i/'(v)) => —  = —S'(u),—  = — y/'(v).

y du y  dv y

dz a
--- = — (¿>'(M)-fV(v)).
dx y

aplicando la regla de la cadena se tiene:
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d 2 a 2
— f =  —  ( 5 '( M) +V/'(v ) . . . ( 1)
dx y

aplicando la regla de la cadena en el diagrama (*)

I 7  = — y  + V(v)) + -1- [■-- (5(w) + v (v ))-^  + («(“) + V(v))|~]
dy y ¿ y  du oy dv oy

—  = -  -^-(5(u)+ i//(v)) + — (8 '(u )-\i/'(v)) y 2 —  = - 8 (u)~  y/(v) + y(8 '(u)~  \i/'(v))
dy y  y  dy

du dv
+y(5"(w)--------v"{v)— ) = -8' (u)+y/ ' (v)  + 8 ' ( u ) -  </(v)+ v(¿ *(«)+ yf’(v)

dy dy

3  Dz
— (y 2 — ) = y ($ "(«)+v 'V ))
dy dy

a 2 d  2 dz a 2
— — ( / — ) = — (8 "(u)+y,"(v)) . . .(2)
y  dy dy y

d 2z d  2 d  z 
de (1) y (2 ) se tiene: — j  = — 5-----(y ----- )

dx y  dy dy

2 dz dz
19) Si z = f ( x  ,x seny ,x  + y), Hallar— ,—

dx dy

Solución

Sí z = f ( x 2, xseny, x + y) = f (u ,v , t )  donde u = x 2, v = xseny , t = x + y

------*x
z = f(u,v,t)

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dz dz du dz dv dz di du dv di
—  = — .—  +— .— + — .— , donde —  = 2x. —  = sen y , — = 1 •
dx du dx dv dx dt dx dx dx dx
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dz dz dz dz
—  - 2 x  —  + sen_y —  h----
dx du dv dt

dz dz dv dz dt dv di
—  = — .— h---- .— , donde —  = xcosy , — =1
dy dv dy dt dy dy dy

dz dz dz
—  = xcosy .---- y—
dy dv di

20) Una función es definida por una ecuación de la forma co = x v / ( -—) probar que
xv

2 dco 2 d(0
satisface a la ecuación, x ------ y  -----= G(x,y)co y encontrar G(x,y).

dx ' dy

Solución

x + y  v
Sea (o = xy f  (-) = u f  (—), donde u = x y , v = x + y.

xy u

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dea dco du dea dv du dv da> d a  dco
—  = -----.— + ------------------------.—  donde—  = y , — =1 entonces ----------= y -----+ ---------
dx du dx dv dx dx dx dx du dv

2 dco 7 dco 2 dco
x  — = x~ y ---- + x  —

dx______ du_____ dv (1)

dco dco du dco dv du dv dco dco dco
—  = -----.—  H-.— , donde—  = x ,—  entonces -—  = x ------------ y----
dy du dy dv dy dy dy dy du dv

dco dco dco
y  ----= xy -----+ y  —

dy du dv
(2)

restando (1) y (2) se tiene:
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2 dm 2 <¿(0 2 2 ¿ha 2 2 d a  dm dm
x ------ y  —  = (x y - x y  )— +(x - y  )— = x y ( x - y )— + (x -y ) ( x  + y )—

dx dv du dv du dv

dco , .dco 
= ( x - y ) [ x y  —  + ( x + y ) — -]  

ou dv

dco v v v dw v
p ero—  = / ( - ) —  / ' ( - ) ,  -  = / ' ( - )  

OU u u u cv u

... (3) 

... (4)

reemplazando (4) en (3) se tiene:

2 dm 2 don . xr , . , v .  v , v v> . . /. . v . ,
x - — y  —  = ( x ~ y ) [ u ( f ( - )  —  f  { - ) )+ v f  (-)]  = ( x - y )u f  ( - )  = G(x,y>m 

dx dy u u u u u

de donde g(x,y) =x -  y.

d 2z d 2z
21) Dada la función z  = f { x , y ) ,  x = e  cosv, y  = e  sen v. C alcular— —+

dx dy

Solución

Mediante el resultado del ejercicio (14) se tiene.

d 2z  d 2z  dx 2 d 2z dv 2 d 2z  dx dy dz d 2x dz d 2y
2 = 2*( ) + 2~( ) +2 . . + . 2*+ . Y

du dx du dv du dydx du du dx à i  dy à i

dxx  =  e  eos v

y  =  e  sen v

=  e  eos v 
ài
¿y u —  = e sen v
ài

d 2x■ = e  eos v
du

d 2y  u- e  sen v
du2

... (1)

(2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

d 2Z 2« 2 d 2Z 2 d 2z  2 u d 2Z „ dz dz
— T  = e (eos v— r-+sen v— r ) + e  sen2v------ +e (cosv—  + senv— ) ... (ij
à i  dx dy2 dydx dx dy

d 2z
en la misma forma para — —, es decir:

dv



402 Eduardo Espinoza Ramos

d 2 z  d 2z dx 2 d ''z  dy 2 ^ d 1 z dx dy dz d 2 x dz d 1 y

dv2 dx2 dv dy2 dv dydx dv dv dx dv2 dy dv2
... (4)

u dx „x = e eos v —  = - e  sen v
3v=> ■
dv u

y  = e" sen v —  = e eos v 
dv

d 2x
dv2

s 2j
dv2

= - e  eos v

= -e  sen v

... (5)

reemplazando (5) en (4) se tiene:

d 2zd  Z 2 u  2 d Z  2 3  Z 2 u  d  Z  u dz
— T = e (sen v — r+ co s  v— 7~)+e sen2v ------ - e  (cosv -i-senv— ) ...(6)

’  3 3x a -dv“ 3x

sumando (3) y (6) se tiene:

% dydx

dz

V

S32 3 2 J32 X 26  z  3  z 2u d  z d  z
— t-h-x- = e (— t~+— , de donde
du2 dv2 dx2 dy2

n 2 a 2 s 2 a 2d z d  z  -2U o z d  z
2" + ' ,  2

A  du x - y
22) Aplicando la regla de la cadena, hallar —  y —  si u = ------- , x = tg s , y = tg t,

3s di l + xy
n n

cuando s = — , t = —
4 4

Solución

Mediante el diagrama se tiene:

u
- X -

y

•s
t

y mediante la regla de la cadena.

du du dx du - ( l  + _y) dx 2 k
—  = — .— , donde —  = -5- , —  = see s , cuando s = t= — , se tiene: x= l, y=l
ds dx ds dx ( l  + x y )  ds 4

du dx du du dx 1 du
Luego — =1 , —  = 2, entonces —  = — .—  = —(2) = 1 — =1

dx ds ds dx ds 2  éfc
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du du dv ¿h —(1 jc) Ai 2 K
—  = — .— , de donde—  = -r-,—  = sec í cuando s= t = — , se tiene: x=l, y=l
di dy di dy (1 + xy) di 4

du 1 di’ ¿h du dy 1 (\i
Luego —  = —  , —  = 2 entonces —  = — .— = (— )(2) = -1 ; —  = -1

dy 2 di á  dy di 2  dt

dea d a  2 2  -T + * y + l23) Aplicando la regla de la cadena, hallar----  y —  si a> = u + v , u --------, v --------
dx dy y  x

cuando x = 1; y = 2.

Solución

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dea d a d u d a d v ^ ^ d c a  A  1 á¡) i  dv y + l

dx du dx dv du du dx y  dv dx x 2

da  2 u 2v (y+ l)
---- -------------- -------, cuando x = 1, y = 2, se tiene u = 1, v = 3 entonces
dx y  x

da
—  = 1 — 18 = -17 
dx

da d a d u  d a  d v ^ ^ d u  x+1 dv l da  ^ da  ^

¿h> Ai dy dv dy ty  y 2 dy x  du dv

da  1
cuando x = 1, y = 2, u = l ,v = 3 ,  entonces ---- = 2(— ) + 6(l) = - l + 6  = 5

dy 2

24) Sea f ( x , y )  = x 2ne > 4 r . Hallar un valor de la constante n tal que f  satisfaga a la

d f{x ,y ) d  dfi,x,y)
siguiente ecuación: -----------= 4 — (y ------------ )

dx dy dy
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Solución

y  / \ 2 H 2/1-1
/ Y  \  _  2 n  ~ y ^ x  * 7  v Y ’ . y )  _  * ___ - y ! 4 x  _  _____  - y l 4 xJ \X>y) X € —? — £ — £

dy 4x 4

'V' / v 2b 1 <» / \ 2n—1 2«—2
<f(x,y) yx  _ v/4jr í? X  - y / 4 x  y *  - y / 4 ,y --------------  --------------- e • => — (y ----------------------------) = ---------e r + -e ■

dy 4 dy dy 4 16

d d f(x ,y )  /4 x 2”“2 2 .
4 — (y -LL- ^ )  = e */4jr(y ----------- * 2" 1) ...(1)

dy dy 4

f ( x , y )  = x 2”e yl** => = 2 nxln- 'e -y,4x+— ----- e~y,Ax
dx 4

& (x ,y )  h  X/yx 2n~2 2n_u
---------- = e (----------+2 nx ) ...(2)

dx 4

igualando (1) y (2) se tiene:

2 n - 2  2 n - 2
- y / 4 x ,  X  2 n - l  v - y / 4 x ,  X  2 n - l  ,e (y ----------x ) = e y (y -------- + 2nx )

2 n - 2  - y / 4 x  , y  2 n - 2  - y / 4 x  , y  _  . . ,( e (—- x )  = x  e (—+ 2«x), simplificando
4 4

y  y  1
---- x  = — + 2 nx => (2n + l)x = 0 => 2/i + l = 0 n = —
4 4 2

n2 32 -2(7 z o z o z
25) Dada la ecuación A — r +  2B ------- + — r  = 0, siendo A,B y C constantes, determinar

dx dxdy dy

M y N también constantes para que al efectuar el cambio de variables t = x + My,

d z
u = x + Ny, resulta una expresión de la forma------ = 0

dudv

Solución
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► x
-y
►X

*y

a  ■

'X

>y * -

►X
►y
►X

►y

dz du dt du
aplicando la regla de la cadena, se tiene: —   ------+ — .— , donde —  = 1 , —  = 1.

dx dtdx du ¿k dx dx

dz dz dz d ' z  d  dz dz d dz d  dz
—  = — + — , entonces — =- = — (— -----) = — (— ) + —  (— )
dx dt du dx dx dl du dx dl dx du

(1)

d dz d  dz di d  dz du

dx dt dl dl dx du dl dx

d 2z dt d "z  du d 2z d 2z

dl2 dx dudt dx dt dudl
(2)

d dz d dz dt d  dz du d 2z d 2z
( ) = — (— )---- 1--- (— ) —   ---------------- 1---------- y

dx du dl du dx du du dx dtdu du
(3)

reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: — y  = — — +
d 2 z d 2z d 2z  d l z  d 2z

dx dl dudl dldu du

s 2 s 2 s 2 s 2d z d  z d  z d  z
■+ 2 -

dx dt~ dtdu du

dz dz dt dz du dt du dz dz dz
—  = — .---- 1----- .— , donde — = M  , — = N , entonces — = M — + N —
dy dt dy du dy dy dy dy dt (Ki

(4)

d  z  d  dz dz d  dz d  dz
—— = —  ( M — + N — ) = M — (— ) + N — (— ) 
dy dy dt du dy dt dy du

(5)

d dz d  dz dt d  dz du
T (T ) = T (i : )T + T (T )T :dy dl dt dt dy du dt dy

x 2d zd 2z
—  +N- 
dt duä

d  dz d  dz dt d  dz du
T (T ) = T (T )T +T (T )Tdv ai dt ai dy du ax dv

-,2 c  zr______

dtdu

d 2z

d dz d 2z , 2 d  z
=> — (— ):= M — rr + N ------. ..(6)

dy ä dl2 dudt

d dz d 2z d 2z
=> — (— )■= M ------ + N — 5-. ..(7)

dy ä dtdu du2

reemplazando (6), (7) en (5)
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d 2z 2 d 2z d 2z d 2z  2 d 2z
— T  = M  M N -+ N M ---+ N  — T-
dy dt dudt dudt du

d 2z 2 (?2z d 2z 2 d 2z
— - =  M  — —+ 2M N ------- + N  — 5- . ..(8)
dy dt~ dudt du

d 2z d  dz dz d  dz d  dz
■ = —  (M  —  + N — ) = M — (— )+ N  —  (— ) ...(9)

dxdy dx di du dx dt dx du

d dz d  dz dt d  dz du d 2z  d 2z
( )=  ( ) + ( ) = —4-------

dx dt dt dt dx du dt dx dt dudt

d dz d 2z d 2z
— (— ) = — + —  ...(10)
dx dt dt dudt

d  dz d  dz dt d  dz du d 2z d 2z

dx du dt du dx du du dx dtdu du

d dz d 2z d 2z
— (— ) = - T + —  - ( H )dx du du dtdu

reemplazando (10), (11) en (9) se tiene:

d 2z d 2z d 2z d 2z d 2z
= M  ( y  + ) + N(  y  + )

dxdy dt dudt du dtdu

«3 2 ^2 <3 2 32 320 2 0 2 0 2 0 2 0 2
------ = M ^ - + M —— + N ------ + N — 5- ...(12)
dxdy dt dudt dtdu du

por lo tanto de (4), (8) y (12) se tiene:

~,2 a2 -> 2 n 20  2 0  2 0  2 0  2
A T- = A + 2 A 4- A 

dx, dt dtdu du
2 2 ^2 n 2 ^2

0  2 0  2 0  2 0  2 0  2
2B ------ = 2BM — y+ 2 B M ------- + 2B N -t- 2B N — y  , sumando se tiene:

dxdy dt dudz dtdu du

d 2z 2 d 2z d 2z 2 d 2z
C— rr = CM — X-+2MNC------- + CN — r

dy2 dt2 dudt du
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8 2z  8 1-> d 2z
(A + 2BM + CM 2 ) 1—y + (2 A + 2BM + 2 MNC+ 2 B N ) ~ — + (A + 2BN+ CN2)— ^  = 0 

di 8 u 8 t 8u

,2
8 z 2 2como ------= 0, entonces se tiene: CM +2BM + A = 0 y CN +2BN + A = 0
dua

M  =■

N  =

- 2 B ± ^ 4 B 2 -4 A C  - B ± J b 2 - A C

2 C ~ C

-2 B ± < 4 B 2 -4 A C  -B ± tJ b 2 - A C

2 C ~ C

2 2 2 2 / 2 226) Si co es una función de u y v donde u - x  + y + z , z tgv = y x  + y  , Demostrar

8u 8u 8u 8(0
que: x ----- y y — + z— = u—

8x dy dz 8u

Solución

r - j --------y  J x 2 + y 2
Como z tg v  = ^Jx + y  => tg v = —-----------, de donde:

v = arctgíJES > ^- ---------- ) , u = x  + 2 2 y  +z

«•x
*y
kZ 

► X
-y
kZ

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dm 8(0 8u dw 8 v 8u x  8 v xz
---- = -----.—  + -.— , de donde —  = — , —  = -
8x 8u 8x 8 v 8x 8x u ' 8x u2 J x 2 + y 2

8(0 x  8 (o xz 8(0
2 2 

8(0  x  8(0  x  z  8(0

8x u 8u u2J x 2+ y 2 dv 8x u 8u u2J 7 7 7  dv
—  (1)
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da  d a d u d a d v ^ ^ ^ c k i  y  dv yz

dy du dy dv dy dy u dy u2 J x 2 + y 2

da y  da yz da da  y  da

dy u du u 2 J x 2 + y 2 dv dy u du U2J x 2 + y 2 dv

da
—  -  (2)

da da  du d a  dv du z  dv \ x  + y
—  = — .—  + --.— , de donde —  = — , —   ----------- y -—
dz du dz dv dz dz u dz u

I ’ 2"da z da yx~  + y  da

dz u du u 2 dv

sumando (1), (2) y (3) se tiene:

=> z
da z 2 da  z j x 2 + y 2 da

dz u du
-  O)

dv

da da  d a  x  + y  + z  d a  x  z+ v z  z J x  + y da
x — + y  + z —  = ------  ----------.— + (----- -------------_ ------—— )  

dx dy dz u du u 2 J x 2 + y u dv

u 2 da  z J x 2 + y 2 z J x 2 + y 2 da  
= - • —  + ( - '  2 ' ■- y 2 ' )—  

u du u u dv

d a  da  da da
x ---- y y ------+ z — = u ----

dx dy dz du

27) Hallar Z ),/(0 ,0) y Z)2/(0 ,0 ) ,s i  existen, de la función:

3 _  3

X— '- y ,  si (x ,y )  * (0,0) 
f ( x , y )  = \ x  + y

0 , si (x ,y ) = (0,0)

Solución

D , / ( 0.0) = Lim J J ° ~ )  = Um A LlQ----- = Lim —  = Lim 1 = 1.
A—> O h A—► 0 h h ->0 h  /* —>0

A /(0 ,0 )  = 1.
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..............  / ( 0 .* ) - / ( 0 ,0 )
D 1 f  ( 0 ,0 ) = L i m  ----------------------------------- = L i m

*-*o h *-»o

0 - k -  
0+ k 1

--0
■= Lim---- 7 = Lim -  1 = -  1.

*-» o k  *-»o

.-.d 2 / (  0 ,0 )— i

28) Hallar £>,/(0,0) y D2/(0 ,0 ), si existen, de laíunción:

— J- , 5/ (x,y) * (0,0)
X* + y

O , si (x ,y)=(0 ,0)

Solución

0
....................... / ( / . ,0 ) - / ( 0 ,0 )  . .  v
Z)j/(0,0) = L im -------------------- = l ím --------------= o

*-»o h *->o A

0
- - 0/ ( 0 ,* ) - / ( 0 ,0 )  0 + i-2

D2/  (0,0) = ¿/m ...-  — - = Lim ------ = 0.
*-> o  *  * -» o  A

29) Hallar Z ) ,/( l ,- l)y  Z)2/ ( l , - l ) ,  de la función definida por:

, si x  + y *  0 
x + y

1 , si x + y = 0

Solución

/ ( ! + * , -1 ) - / (1 ,- 1 )
Dx /*(1,-1) = L im ----------------------------, es por definición de derivada

a-»o h

= Lim 
h-> 0

(l + * r - ( !  + *)!
l + h - \ ■= Lim

*-> o

1 + 2A + Ä' - \ - h - h
= ¿«m —r- = 1 

A-»o h
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f ( \ , - \  + k ) - f ( l , - l )
D2f (  1,-1) = L im --------------------------- , es por definición de derivada

*-»o k

1 —(—l  +  * ) 2 - l  - \  + 2 k - k 2 1
= L im --------------------= Lim---------------- = Lim (------v 2 - k )  = »

*-»o l +  /f c - l  *->o k *->o k

Luego D j/(1 ,-1) = 1 y 3Z)2/(1 ,-1 ) 

30) Dada la función f(x,y) definida por:

xy
f(x,y)=

e x + ey + 

2

s i(x ,y )  * ( 0 ,0 ) d 2f ( 0,0) d 1  f  (0 ,0 )
x  + y  .hallar ---- — ----  y

si (-T, y ) = (0,0) 

Solución

dx dxdy

En estas derivadas parciales se tienen dos casos: cuando (x,y)#(0,0) y cuando 

(x,y)=(0,0).

Si (x ,y)*(0,0) = > f(x ,y ) = e* + ev +
xy

2 2 x  + y

, , , d f(x ,y )  x y ( y 2 - x 2)
, de donde---------- - e  + — -̂----- s-r-

dx (x + y  )

df( 0,0) r f  (x,0 )~  f  (0 ,0 ) r ey + \ - 2  w ex - l  r x ,
■= L im -------------------- = Lim------------ = Lim--------= Lime =1

dx .v-»o jr -> 0  X  , r - » 0  X  x - > 0

por lo tanto:
d f(x ,y )

dx

y ( y 2 - X 2 )

eX+— i-----   si (*.>0 * (0,0)
(x + y )

1 si (x ,y )  = (0,0)

d f(x , 0) df (0,0)

T ¿  /(0 .0 )  dxLuego------ x-----= L im --------
jr-»0

dx e - l  d f (  0,0)
------------- = Lim-------- = 1, por lo tanto .-------~2-----=1
x  x—>o x  x

En forma similar para calcular
¿ 7 ( 0 , 0 )

dxdy
■ Si(x,^) * (0,0) =i>

d f(x ,y ) y x  (x 2 - y 2)

dy
-=ey - 2 . 2x + y

d í(0 ,0) r . f ( 0 , y ) - f ( 0 ,0 ) r . ey -1  ,
y ----------= L im ---------------------- = Lim--------=1

dy y-*0 y  y->0 y
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por lo tanto:
d f(x ,y )

dy

, 2  2 x y x^x - y  )
e + — -— —— si ( x , v ) * ( 0 ,0 ) 

(x + y )

1 si (x ,y ) = (0,0)

8f  (x,0 ) d f (0,0)

d 2. f ( 0 fi) dy dy
• = Lim — --------------  —

dxdv

3x
1+— -1  ,

XLim ------------= Lim —  = oo
jr - * ( !  X  x - t O  X

d f ( 0,0) 

dxdv
■ + 00

31) Dada la función f(x,y) definida por:

f ( x ,y ) = '

2 _  2

x y ( ..2....- —) , Si ( x ,y ) * (0 ,0 )
x +y

0 , si ( x ,y ) = ( 0,0)

d f{ 0 ,y )
muestre que: a) ----------- = - y  , para toda y

dx

d í(x f i)
b)  = ~ x ,  para toda x.

dy

Solución
, 2  2.
(* - y  ) 0

. „ & w * y)  r. f ( X ' y ) - m y )  xy x2 + y 2a) i) si y * o =s>----------= Lim -----------------------  Lim ---------------------
dx x  —>0 X x - t 0  X

. 2  V 3 y(x —y  ) y
Lim 2 2
x —>0 X +  V

= -  V

... . Ä ^ (0 ,0 )  r . / ( x ,0 ) - / ( 0 ,0 )  r . 0 - 0  A
ii) si y = 0 =>----------= Lim ---------------------= Lim -------= 0

dx x - * 0  X  x - * 0  X

df( 0,v) . <^(0,0) .
por lo tanto---------- = - y  si y * 0  y  — ----- = 0 s iy  = 0

dx dx
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, df(0 ,y )
se concluye que---------- = -  y, para toda y

dx

x 2 - y 2

b) i) s i ^ O  a .  .U r n * * * '  °
dy -̂»O y  y-* 0 y

, 2  2.  3x ( x  - y  ) X
-  L i m ---5----- 5— = — = x

y-*o x  + y  x

H) 5 íx , q  => £ m = ¿lw m ^ - / ^ )  = ¿fOT0z 0 =0
^ - * 0  y —>0 y

por lo tanto----------= x si x * 0 ,  y  ---------- = 0 si x = 0
dy dy

. df(xfi)se concluye q u e--------- =x  , para toda x.
d y

32) Dada la función f(x,y) definida por:

f ( x , y ) =

2 2 x  - y
xy  (—----- j )  , S i ( x , y )  *(0 ,0 )

x  + y

0 , s i  ( x , y )  = (0 ,0 )

. . d f  (-V, y) d f  ( x ,  y)
Determinar si  ---------  y  -------1— son continuas en (0,0). Es diferenciable en (0,0)?.

d x dy

Solución

Haciendo las mismas operaciones del ejercicio (30) se tiene las derivadas parciales 
siguientes:

& { x , y )

dx

t 4  ̂ 2 2 4.y ( x  + 4 x y  - y  )
 ------- r - -y -/  ) , si ( x , y )  * ( 0 ,0 )

(x + y  )

, si (x ,y ) = (0 ,0 )
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f f (* .y )
dy

x(x4 - 4 x l y 7 - y 4)
--------- 5----- 2~2------ ) , «  (x ,y )  * C 0,0)

(x + y  )

0 , si (x ,y )  = (0 ,0 )

df(x,y)  df(X'V)
La función-----------es continua en (0,0),si Lim ----------- = /"(0,0)= 0.Ahora

dx ( * .y ) -* (0,0) dx

df(x,v)
calculando el Lim ----------  , A través de un camino que pase por (0,0),

(x ,.y )-» (0,0) dx

( 2 í  df (x , \ )
S = |(x ,y )  e R l y - x ) ,  Lim  ------;— = Lim x = 0, por lo tanto para S este

(jr,_y)-»(0.0) dx jr—»0

limite existe, debe valer cero.

Luego lo demostraremos:

df(x v )
Dado e>0, 38= ? / si 0< ||(x , v) — (0,0) || < 8 => | - ---- —---- 0 |< e ,  además

dx

0< |(J f.y )-(0 ,0 )||< 5  o  |x| < 5  a |y |< ¿

l ^ - o | . | ^ ,4 f ^ Z- /  n y f ' + f S + r ' t 
dx (x + y  ) (x2 + y 2) 2

[x4= (x2)2<(x2 + y 2)2 fx2< x 2 + y 2 2  2 , 2  2.2además i => i , de donde x y  < (x  + y  )
l  / - 0 ' 2) 2s ( x 2 + j 2) 2 [y 2< x 2+ y 2

i  4  .  2 2 4 .  ,  2  2 . 2  . .  2 2 .  ,  2  . 2  . 2  , ,  2  , 2  . 2Luego x + 4 x y  + y  á (x + y  ) +4(x  + y  ) + (x + y  ) =6(x + y  ) ...(2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

| - 0 1< 1 y  116(4 ^ 1 -1  = 6 )y  |<e => |y |< ¿ = 8  
dx (x + y  ) <>

£ df(x,  v )  .
por lo tanto es suficiente tomar S = — para que se tenga | — —------ 0 1 <e , siempre que

6  dx

0<||(x,y) -  (0,0)11 < S , con lo que se demuestra que Lim = 0, luego
11 " ¡¡* (x ,y )-» (0,0) dx

df(x , y )
concluimos que - —^ —es continua en (0,0).
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d f (x , y )
en forma similar se demuestra que ----------- es continua en (0,0), y por lo tanto la

dx
función f  es diferenciable en (0,0).

33) Dada la función f  (x,y) definida por: f ( x , y ) ~

3x2 y
— 2----- Y  , si ( x , y ) *  (0,0)
x + y

0 , si (x , y ) =  (0,0)

Determinar si —  y  son continuas en (0,0).¿Es f  diferenciable en (0,0)?.
dx dv

Solución

df (x ,y )  d f (x , y )
Para calcular las derivadas parciales------- — , ---------- se considera dos caso :

dx dy

Si (x,y) *  (0,0), y si (x,y) = (0,0)

i) si (x ,y )  * (0,0),
df  (x, v) 6xy d f( x , y )  3x 2(x2 - y 2)

A. “ / 2 2 2 ’dx (x + y  ) dy , 2 2 , 2  (x + y  )

ii) si (x,y) = (0,0), calcularemos ---- ----- y
dx dv

df(  0,0) f ( x , o ) - f {  0,0) 0 - 0
•= Ltm---------------------= Lim-------= 0

dx jt->o x - * 0  X

<T( 0,0) r / ( 0 ,  v ) - / ( 0 ,0 )  r 0 - 0
----------= Lim--------------------- = Lim------- = 0

dy y-fo y v-»o y

por lo tanto se tiene las derivadas parciales.

d f ( x , y )

dx

6x y 3)
—— — ), si ( x , y) * (0,0)

= H x  + y  )

, si (x ,y ) = (0,0)

t f ( x , y )

dv

3x (x - y  )
— 2— r r ~ ’si ( x ’y )* ( ° < ° )(x + y  )

0 ,si ( x , j )= (0 ,0 )
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. df{x ,y)  d f (x,y )  .
Las íunciones ----------  y -... ....... son continuas en (0,0), si

dx dy
d f (x ,y )  & ( x , y )

Lim —---------=0, y L'.m ----------- =0.
( x ,y ) - >(0,0) dx ' u,>-)-»(0.0) dy

consideremos dos caminos que pasen por (0,0): i) S = {(x,y) e R2 / y  = xj

df(x .v )  6x4 3 d f(x ,v )
Lim ---------- - L i n t ------t~t  = —^ 0,Luego ---------- no es continua en (0,0).

<t,>)-Ko.o) dx jt->o (2x ) 2 dx

t i i df(x,  V) 3x2(x2 - 4 x 2) 9
iii) T\( x ,y )eR~  I y  = 2x!, Lim -----------= Lim ------ ;-------■TT" ------- * 0

’ (r,.v>-»(0.0) dy *-*<) (x +4x ) 25

d f ( x , v)
Luego ---------- no es continua en (0,0).

dx

por lo tanto si las derivadas parciales no son continuas no se puede concluir nada sobre 

la diferenciabilidad.

Lo cual puede ser ó no diferenciable en (0,0).

3(Ax)2 Ay <T(0,0) df(  0,0)
Como Af(0,0) = f (Ax,Ay)  = ------=---------5-, además ----------=0 y -----------=0

(Ax) +(Ay) dx dY
df(  0,0) d i  (0,0)

entonces se puede escribir: A/(0,0) = ---------- Ax+ ----------- Ay+£¡Ax+e2Ay , aquí se
dx dy

3AxAy „ 3(Ax)
tiene dos posibilidades que£¡ =-----5------  — j  y e 2 = 0 o £¡ = 0 y e 2 = -------2----------2

(Ax) +(Ay) ‘ (Ax) + (Ay)

ahora es suficiente considerar una de las dos posibilidades:

3At.Ay
Lim £, = Lim ------2----  — -  para esto consideramos el camino siguiente:

(Ar.Ay)-»(0,0) At_>0 (Ax) + (Ay)

S =  í(Ax,Ay)c R 2 /Ay = Ar)l; L im e , =Lim — T— =— * 0
(Aa.av) ->(0.0) te->n2Ax 2

por lo tanto f  no es diferenciable en (0,0).
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34) La altura de un cono circular es de 30 pulg. en un cierto instante y crece a razón de 2 

pulg./seg, el radio de la base en ese mismo instante es de 20 pulg./seg. y crece a razón 

de 1 pulg./seg. Aqué velocidad crece el volumen en aquel instante?

Solución

Datos del problema: 

altura = y = 30 pulg. 

radio = x = 20 pulg.

dx dv
—  = 1 pulg./seg. , ~  = 2 pulg./seg. 
di dt

Volumen del cono: V =
2 . 2 

t i  r  h  t i  x  y

. dv
además nos pide calcular —  velocidad con que crece el volumen 

dt

dv dv dx dv dy
reemplazando los datos. 

di dx di dy dt F

dv 2 n x v  dx n x dy 2A0n 400n 800/r
—   ------ — + ------------- = ------- (1)+--------(2)=400;r + --------
dt 3 dt 3 dt 3 3 3

dv 200 ,
~ j r ~ r n pulg■ lseg•

35) El radio de una esfera disminuye a razón de 2cm/seg. y el radio de un cono recto inscrito 
en dicha esfera aumenta a razón de 1 cm/seg. Calcular la rapidez con que varia el 
volumen del cono cuando el radio de la esfera es 10 cm. y el radio de la base del cono
6 cm.

Solución
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Datos del problema:

radio de la esfera = R = 10 cm.

radio de la base del cono = r = 6 cm.

dR dr
——= - 2 c m  i  seg., — =1 cm/seg.  
di dt

volumen de la esfera = V = —z R  , volumen del cono = V = — n h
3 3

Del gráfico se tiene: h = altura del cono = R+5

además S 2 = R2 - r 2 de donde S = ̂ R 2 —r 2 

reemplazando (2) en (1) se tiene: h = R + ^ R 2 - r 2

n  r 2 h k  r 2

...  (1)

. ..  (2) 

... (3)

n r n k  r  r—z---- j
reemplazando en el volumen del cono, V = — -— = —— ( R + ^ R  - r  )

dv dv dv dr dv dR
como nos piden —  se tiene: , de donde al calcular se tiene.

' dt dt c r  dt oR dt

dv 2n r  n -----7 K r  dr Jt r  R dR
_ . (_ (S + V F T 7 , - 1 7 F - 7 ) _ . — („ 7 F _ T , -

reemplazando los datos del problema se tiene:

— =2j(— ]+l 2tí1+ —](-2)=63n -  54tc=9ti 
dt 2 4
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36) Una pared hace un ángulo de 120a con el suelo, una escalera de 20 cm. de longitud está 

recargada contra la pared y su parte superior está resbalando a la rapidez de 3 

cm/seg. Qué rápido está cambiando el área del triángulo formado por la escalera, la 

pared y el suelo cuando la escalera hace un ángulo de 30s con el suelo.?

Solución

Haremos el gráfico de acuerdo a los datos del problema.

. . .  y  x j í  yf í  dA
Area del triangulo = A = —— —  = ---- xy , nos piden calcular —  = ?, entonces:

2 2 4 di

dA dA dx dA dy dA -Jl dA -J3x

di dx di dy dt dx 4 ' dy 4

dA V"? dx V3 dy

dt 4 ' dt 4 dt
... (1)

dx dy
se conoce que cuando 0 = 30°, — = -3  cm /s eg  y x = y, luego debemos calcular —  y

di dt
para esto se tiene mediante la ley de cosenos, z 2 =x^ + y - 2 x y  eos30a

2 220 = x + y  - x y  derivando implícitamente respecto a t, se tiene:

dx dv dy dx dx dy
0= 2x —  + 2 y—  - x  —  - y — de donde ( 2 x - v ) — <-(2y — jc)—  = 0 como x = y

dt ' dt dt ' dt ' dt ' dt

dv dx
entonces —  =-----

di di

dA V3 dx dA
por lo tanto — = (---- v -------x) —  , pero x = y => —  = 0.

dt 4 4 dt dt
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37) La longitud de una caja rectangular crece a razón de 3 cm/seg., su ancho decrece a razón
de 2 cm/seg. y su altura crece a razón de 1 cm/seg. ¿Cuál es la rapidez de variación del

dv
volumen (— )en el instante en que la longitud es 15 cm. ancho, 10 cm. y altura 8 cm.7 

di
Solución

Datos del problema:

x = longitud = 15 cm.

y = ancho = 10 cm.

z = altura = 8 cm.

/ .. ... .... /
/✓✓/ X /

dx dy dz
además — = 3 c m / s e g . , —  = - 2 c m / se g . , — =1 cm/seg.

dt dt dt

el volumen de la caja es: V=xyz, donde su derivada total con respecto a t es:

dv d v  dx d v  dy d v  dz

dt d x  dt d y  dt d z  dt

d v  d v  d v
— = y z ,  —  = x z ,  — = x y
dx di’ dz

reemplazando (2) en (1) se tiene:
dv dx dv dz 
— = yz  — + x z — + x y —
dt dt dt dt

-  (1) 

... (2) 

... (3)

reemplazando los datos en (3 ) se tiene: 

dv

dt
= 80(3) +120 (-2 ) +150 (1) = 240-240+150, por lo tanto tenemos:

dv 3
— =150 cvn /seg.  
dt

1 2 .
38) La energía cinética de una partícula de masa m y velocidad v es k=—mv . Si el erroi

2

máximo al medir m es del 1% y al medir v es de 3%, calcular cuál sería 

aproximadamente, el error máximo al calcular k.
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Solución

m .
El error máximo de m al medirlo es 1% de m = -----, el error máximo de v al medirlo es

100
3v

de 3% de V = -----, el error máximo de k se obtendrá cuando los errores en las
100

mediciones sean máximas. Por lo tanto como k = —mv~ de donde = — y — =mv
2 dm 2 dv

2v m v
además dk = —  dm + mvdv como dm = ----- y dv = -----

2 100 '  100

v2 m (3v) v 2m 1 6
d k = — .-----+ mv ------ = ------ (------+----- )

2 100 100 2 100 100

7
dk = k . -----=> dk = 7% de k.

100

entonces el error máximo que se cometería, sería de 7% del valor de k.

M 3'.' Ejercicios Propuestos^

dz dz
1) Hallar— , —  si:

dx dv

¡x2 - y 2 dz xy2J 2 x 2 - 2 y 1
a) z = arcsenj—-----7  Rpta. —  = - ¡ - ¡ —;------ 5—

]¡x + y  . dx |y|(x - y  )

dz x 2y V2 x 2 - 2 y 2

dy W x *~y.  )

7 2 I j J T  dz 2xv + y
b) z - l n ( x y "  + yx +-y/l + (xy +>x ) ) Rpta. — = ■ .'=¿=------

dx + ( x y 2 + y x 2 )

2

2

dz 2xy + x 2

dy -Jl + (xy2 + y x 2 )2
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c) z = xye sen( n  ry) dz
Rpta. —  = ve8"“'"* O+ n * ycos;r *.v) 

dx

—  = x<?sen<'r':v)(l + ;rxvcos;rxv)
dy

d) z = (x2 + y 2) i - V T + 7
l +  ̂ Jx 2 + y 2

dz l - x 2 -  v2 —\¡x2 + y 2
Rpta. —  ----------- i — -- -- 2

&  (i + 4 X + y  )

dz l - x 2 - y 2 - J .

dv /i / 2  2.2 
( l  +  y ¡X  + .V  )

-2 V

x + y , x + y
e) z = J l - ( ------ ) +arcsen(-----—)

XV XV
Rpta.

dz__ _1_ i 

dx x 2 }¡

x y - x - y  

xy + x + y

dz 1 l x y - x - y

dy y 2 }¡ xy + x + y  *

xv dz dz
2) Si: 2  = —1— , verifique, que x — + y — - z

i x + y  dx dy

x - v  dz dz
3) Si: z = arcsen(-—), verifique, que x — + y —  = 0

x + v  dx dv

3 7 3 dz dz
4) Si: z  = x —3x y  —2y , verifique, que x — + y — = 3z

dx ' dy

x + v  du du du
5) Si: u = sen(---- —), verifique, que x — + y — + z —  = 0

z dx dy dz

6) Si: u = x í y + y 2z + z 2x ,  verifique, que — + — + —  = ( x + y + z Y
dx dy dz

du du du

1 dz dz
7) Si: z = — 2--------------------------------2----------  Demostrar que: x — + y —  = -2z(l + z)

x  + y  -1  dx ' dy
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x + v  + z du du du
8) Si: u = — 2---- i-----2 1/2 • Demostrar que: x — + y —  + z —  = 0

(x + y  + z  ) dx dy dz

dz dz 2 2
9) Demostrar que: x — + y —  = 2 si z = L n ( x  + y  + x y )

dx dy

dz dz v/x
10) Demostrar que: x — + y —  = xy + z  si z = xy + xe

dx dy

z  du du du
11) Si: u = ---------------, probar que: x — + y — + z — +u = 0.

x y + y z + x z  dx ' dy dz

y  z  x du du du
12) Si: u = — + — + — , probar que: x — + y —  + z —  = 0.

x x y  dx ' dy dz

•) \¡ x 2 du du 2
13) Si: u = y~ + tg(ye ), probar que: x  — + y — - 2 \  .

dx dv '

e du ch du
r ---- :---- probar que: —  + —  + —

e* + e} + ez dx dy dz

V (/M l /H (/I*

14) Si: u = —----- ----- r,probarque: — + — + —  = u(xy + x z + y z - 1).

x -  v + z  n du du du
15) Si: u = (----- :----- ) .probarque: x ----t- y — + z —  = 0.

x + y - z  ■'* dx dy dz

du du du
16) Si: u = (x - y)(y - z)(x - z), probar que: — + —  i------ = 0.

dx dy dz

z du du du
17) Si: u = .—— , probar que: 3(x— + y ----- v z — ) = «.

y¡x2 + y 2 dx dy dz

x - y  du du du
18) Si: u — x-\--------, probar q u e : ----- 1- —  + —  = 1.

y - z  dx dy dz

X 2 X  1 1  2  dz 2  dz x*
19) Demostrar que la función z  = — satisface la ecuación x — + y  —  = — .

2 y  2 x y  dx dy y

y / x  y  2  ^20) Demostrar que la función z  = y  sen—, satisface la ecuación x  — + xy
x dx ❖ 

ja
»
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3 2 S2t d  z  d  z
21) Si: z = e (x co sy -y sen  y ) . Demostrar que: -— j + — — = 0

dx dy

z 2 -¡2 a  z  o  z
22) Demostrar que la ecuación — 7 + — r  = 0, se satisface por

dx dv
i 2 2”  ̂ ^z = Uiyjx + y  + —arctg(—)

2  x

2x
23) Si: V = arctg(—------ 7 ), Demostrar que:

x -  y

dv dv d  v d  v
x — + y—  = 0 ii) — 7  + — r- = 0

dx dy dx dy

d~v d í v d~v 1
24) Demostrar que la ecuación — — + — -  + — y  = 0 se satisface por V ------  ̂ -1------- ,  * r ----- r  -  u  a c  a d u s i a t c  u u i  r — —» ■

dx dy1 dz2 2 2 y +z

-*,/2 d  <j> 1 d  <¡> (ty
25) Demostrar que <f> = Ae sen pt .cosqx,  satisface a la ecuación — — = ” (— ~ + ^— )

dx c di dt

k 2. 2 2 2 Ksiempre que p  = c  q ------
4

s 2 s 2 s 2d  u d  u d  u
26) Si: u = (1 + x) sen h (5x - 2y), comprobar que 4 — 7 + 20------- + 25— y  = 0

dx dxdy dy

d 2z  dz dz
27) Demostrar que la función z =f (x).g(y), satisface la ecuación z ------ = — .—

dxdy dx dy

. dz dz d 2z
28) Demostrar que la función z = g(x) + vg' (x ) , satisface la ecuación —  ------ (- y ------

dx d)> dxdy

, 3  .,3y d  z  d  z
29) Si: z = arctg—, mostrar que — 5—  = ------ y

x dy~dx dxdy
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¡~ 2  2 i d 2r d 1 r d 2 r 2
30) Si: r = L n y x  + y  + z  , mostrar que: — —+ — ¿-+— Y = ~ >

dx dy dz r

<?2 ln r  <?2 lni- d 2 lnr 1
i - 2 a. 2 a.2 ~  2ex dy dz r

a2 a 2
O  U  2 O  U

31) Si: u = A eos (m(x + at)) + B sen (n(x - at)), probar que: — T ~ a — T  ^  A,B,n,a
di dx1

constantes.

a2 a 2 a2
C  Z  O  Z  O  Z

32) Si: z = (x - y) Ln (x + y) verifique que:— 5— 2 --------+ — 5- = 0
dx dxdy dy

x c  z d  z o z
33) Si: z = y e '  + x e  probar que ------ = — ;— + — ;—

dxdy dx dy dy dx

1 1 1 d 2u d 2u d 2u d 2u d 2u d 2u
34) Si: u - -------+ -------+ -------,mostrarque: — 5- + — 5- + — r + 2 ( -------+ ------ + -------) = 0

x - v  y - z  z - y  dx dy dz dxdy dxdz dzdx

t y dz dz d 2z  d 2z  d 2z  2
35) Si: z = L n ( e ' + e  ), mostrar que:— + —  = ly q u e — =-.— =— (-------) = 0

dx dy dx2 dy1 dxdy

- dz dz
36) Demostrar que si z = 2xy + x f (y/x) entonces: x — + y —  = z - 2 x y

dx ’ dy

x  2 d 2z  d 2z  2 d 2z
37) Si: z  = f  (—); demostrar que: x — r + 2  x y --------+ y  — r  = 0

y  dx2 dxdy ' dy2

v dz dz
38) Si: z  = (x + y ) f  (—), donde fes una función arbitraria, demostrar que: x ----- v y —  = z

x dx dy

y y y39) Si: V(x,y)  = x f  (—)+ # (—), donde f  y g son funciones arbitrarias de —, demuestre que:
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40) Si f(x,y) es una función de x e y donde x -  eos h (u + v ) , y = sen h (u - v) demuestre que:
, 2 , ,  . - . ,  , 2  , ,  ,  ---------------------------------  , 2 .

• = 4V(x2 -1
d  f ( x , y )  d  f ( x , y )  f ~ T ~ Z 7 T ~ 7  d  f i x , y )
------- 2------------ 71---- = ^ ( x  -1  )(.v + 1 )--------------

du dv dxdy

1 r - d 2z  a 1 d  2 dz
41) Si: z  = — [ f { i t x + y )  + g ( a x - y ) \  mostrar que:— ~  = — •— (y  — )

v dx~ v* dv dv

d 2v / ,: /« .  -  2 f xf  f  + / ; /
42) Si: f(x,y) = 0. Demostrar que: — r- = —------------------------------------  ---—r-------- 

dx~ i fy  )

43) Probar que si f(x - ao>, y - bco, z - cío) = 0 entonces acox +bo)y + co)z = 1

44) Demostrar que la función z = f  (jty )+-Jxyg(~)  satisface a la ecuación:

2 d  Z  2 O *
x — 2— y  — ~ = 0

dx dy“

u u d 2 z d 2z
45) Dada la función z = f(x,y) donde x = e cosv, y  = e sen v. Calcular — —4----- -

dx dy

^2 -.2
2 3  5 7 11 O  Z  O  Z

46) Sea la función F (x , y , z )  -  xy z  + ( x - 3 ) ~ ( y + 2 )  ( z - 1) .hallar — j- y — 5- en los puntos

de la superficie de nivel de F que pasa por el punto (3,-2,1).

,2
<9 y  2 <7 .V

47) Si: y = f(x at) + g(x + at), mostrar que: — ~ = a  — =- cualesquiera que sean las
a  d x

funciones f  y g derivables dos veces.

• x
48) Mostrar que la función z = arctg—, donde x = u + v ,  y = u - v ,  satisface la relación

y
dz dz u - v  

du dv v 2 + u 2
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du du
49) Si: u = senx + f(seny - senx), mostrar que — cos.v + —  cosy = cos*cosy cualquiera que

dy dx

sea la función derivable F.

. , 1 1  .
50) Mostrar que la función z  = f ( x  + v~) ,  donde f(u) es una función derivable, satisface la

dz dz
relación y — - x —  = 0 .

dx dy

y  1 dz 1 dz z
51) z  = ------2----- 2 ’ mostrar ------ H--------= —  cualquiera que sea la función derivable f.

f ( x  - y  ) ' x dx y  dy y

dx dy dy dz dx
52) Si: F(x,y,z) = 0. Demostrar que: — .—  =1 , — .— .—  = - 1 .

dy dx dz dx dy

d 2u du
53) Si: u = f ( x )  + g ( y )  + ( x - y ) g ' ( y ) ,  comprobar que ( x - y ) -----------= — , (f,g son funciones

dxdy dy
derivables dos veces).

2 2  1 dz 1 dz z
54) Si: z  = y  f ( x  - y  ) , comprobar q u e:------H---------- ---- (f es la función derivable)

x dx y  dy y

2 32 32a  z  o  z  a  z
55) Si: z = x f(x + y) + y g(x + y), mostrar que: — 5— 2-------+ — 7 = 0

dx dxdy dy

56) Dado z  = / ( y 2 - x 2, y - x ) ,  una función con derivadas parciales de segundo orden

continuas. Halle:
d 2z  d 2z

dx2 dxdy

57) Dada la función f ( x , y ) = eax+hyg (x , y ) ,  donde gx(x ,y)  = g y (x,y)  = 1. Hallar los valores de 

las constantes ay b tales que f x(x,y)  = f y(x,y ) ,  1 + f xx(x,y)  = a + f xy(x ,y ) .

58) La ecuación sen (x+y+ z) + sen xz = 1, define z como una función implícita de x e y

dz dz 
Determinar —  , —

dx dy
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du d  u d '  u 2 2
59) Si: z, u y v dependen de x e y, hallar —  , — —, ------ , siendo u + v = x , v + co = y ,

dx dx dzdy
2co + u = z.

I 2 2 2 2  3/260) Sea la superficie S: z = y x  + y  +(x  + y " ) y N  = N ( x ,y , z )  un vector normal a la

—>

superficie S en cualquier punto (x,y,z) * (0,0,0), si 0 es el ángulo formado por el vector N  y

el eje Z. Hallar lim eos(9
(*.^>-♦(0.0,0)

1
61) Si: f ( x i ,x2,. . . ,xn) = ---------------------- • calcular f x¡x¡ +

(xf + x 22+...+.x2n ) 2

u u d 2 z d 2 z
62) Dada la función z = f(x, y) donde x = e cosv, y  -  e sen v, calcular— y-i------------------------r-

dx dy

63) Si: u = F(x,y), x = r eos h s, y = r sen h s, calcular: ~ u iy

64) Sea f ( x , v )  = xyex Hallar el valor de la constante “n” tal que satisfaga:

¿ 7  d 2f . x/v, x x 2
■ r r + T (J,_ r r )  = e ( » - ------- r>ex dy ox y y

2
65) Sea / : i? ----- > R,  una función diferenciable. Hallar la expresión en la que se transforma la

df  df  „ v -u v
ecuación x -----h y —  = 0, mediante el cambio de valores x - e  + e  , y  ~ e  — e .

dx dy

a 2 a 2x x 2 d  (ú d  0}
66) Sean u - e  cosy, v = e senv y co = &Xu,v), una función de c .S i — —+ — — = 0, pmebe

du dv

a 2 a 2d  co d  co 
que — r  + — r  = 0

dx dy

67) Si z = f(x,y) es solución de la ecuación F(x + y + z, Ax + By) = 0, A y b son constantes.

dz dz
Demuestre que B —  - A —  = c ,c  constante. Hallar el valor de c.

dx dv
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6 8)

69)

70)

C x + v  sen((x+ y ) / )  dC{x ,y )
Sea G(x,y)  = J ---  — di Halle--------------------

~ ' dxI

2 2 2 v'Ü du du
Dado u = x y z f ( x  y  + z, y  z + x , z  x + y ). Hallar — , — , —

8x 8y dz

Si x + y  = (w + v)'1, x - y  = (u - v ) n pruebe que:

71)

2 2 ¿ V  9 2f  2 2 2 ¿ V  d 2f  .
(u - v  )(— —-—) = n (x - y  (— —- — —) donde f  es cualquier función de x e y.

du dv dx dy

2 2 2Sea la función z dada por la ecuación x + y  + z  = f ( a x  + by + cz) donde fe s  una función

cualquiera diferenciable y

dz dz
( c y - b z ) — + ( a z - e x )  —  - b x -  a y . 

dx dv

a,b,c constantes. Demostrar que.

72) Demostrar que la función z, determinada por la ecuación F(x - az, y - bz) = 0, donde F es una

dz dz
función diferenciable cualquiera satisface a la ecuación: a ---- v b —  =1

dx dy

73) Demostrar que la función z, determinada por la ecuación y = x f(z) + g(z) satisface a al

ecuación:
d 2z  dz 2 dz dz d^z d 2z dz 2

2-
dx" dy dx dy dxdy dy2 dx

(— ) = 0

74) Si f ( x , y )  = '

xy(x2 - y 2) . 2 2 „
-----5------x—  , si x + v ^ 0

x + y  ' probar que / 12(0,0) = -1 , / 21(0,0) = 1

0 , si (x, y) = 0

75) Dada la función: / (x ,y )  = ‘
e* + ey + 2 V 2 , si (x, y)7t(0,0) 

x + y  " .

2 , si (x , y ) = (0,0)

„  „  á 2m o )  <?7(o,o)
Hallar ------- -----  y

dx dxdy

„  d 2f (  0,0) . d 2f {  0,0)
Rpta. -----— —  = 1, —  ---------= +oo

dx dxdy
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76) Sea f ( x , y )  = 

/ 21( 0,0) = 1

2 y  i  xx arctg(—) - y  arctg(—) , si (x,.y)*(0,0) 
x

0

y  probar que / 12(0,0) = -1 ,

, si (x , y ) = (0,0)

77) Hallar f x (-1,1) y / ( —1,1) de la función f ( x , y )  =

1 , 2 x + y  2
—;------ , si y  + x  * 0
y '  + x

0 , s i y " + x  = 0

2Rpta. f x(x0, y 0) = -1 , f y (x0,y0) = 6yn para (x0, y 0 ) puntos de x = y

\ 2 _ x 2

\x^~2-----T  ' Si (*.>')* (0,0)
78) Dada la función f  definida por / ( x ,  y) = i x + y

0 , si (x, y) = (0,0)

Calcular Z>12/ ( 0,0) y D2lf ( 0,0).

79) Sea la función F(x + z, 2x + 2y) = 0, donde z = f(x,y). Si F es una función con derivadas 

parciales de segundo orden continuas, halle la expresión en términos de las derivadas

parciales de F para calcular
■¡2 

O  Z

dydx

80) Dada la función f  definida por: f ( x , y , z )  = '

x 2 +xz
y z + — ------  , si x * 0  , y * 0

x 2 + y 2

, si x  = 0 , y  -  0

d  d  &
Hallar —  (— (— ))(0,0,0).

d x  d y  d z

Z)2 -.2o  ca a  (o
81) Si co= F(xy, J x 2 + z ¿ ), halle ------ +

dxdy dydz
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82) Dada la función f  definida por: f ( x , y )  =

84)

85)

86)

2 2 x - y
xy(— ----- j )  , si (x ,y )  *■ (0,0)

x + y

0 , si (x ,y )  = (0,0)

Determinar Z)12/(0 ,0 )  y Z)21/(0 ,0 ) si existen. 

Rpta. Z)12/ ( 0,0) = -1 , D21/(0 ,0 ) = 1

83) Si la función f  es definida por: f ( x , y )  = '

2 2

• 4 ^ 4  , si (j:,y)  *  (0 ,0 ) 
x + y

0 , si (x , y ) = (0,0)

Determinar Z>12/ (  0,0) y D2i/ ( 0 ,0 )  si existen.

Rpta. Dn f ( 0,0) = 0 , D21/(0 ,0 ) = 0

Demostrar que si la ecuación implícita F(x,y) = 0 define y = y(x) se verifica que: 

d 1 y 1

dx1 (Fy f

0 Fx Fy

Fx F„ F*

Fy Fyy

Considerando la función f(x,y) definida por:

f ( x , y )  = '

2 _ 2
3jcv(—5——f )  , si ( x , y ) * ( 0 ,0 )

x + y  . Hallar: / J;y(x ,iy) y /^ (0 ,0 )

0 , si ( x ,y )  = (0,0)

<1 d f  d f  .
Hallar — , — , — , donde f  es la función dada por:

dx dv dz

y  x
a) /  (x, y )  = arcsen — i- arccos—

* y

b) f ( x , y )  = x \ n y - y \ n x

c) f  ( x ,y , z )  = x y s e n z + x z c o s y  + y z l g x
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87) Si z = (¡> (x,y) es una función real de variable real, diferenciable en R. Demuestre que la 

función dada satisface la expresión indicada.

2 2  <f Va) f ( x , y )  = x <¡>(x y) , x ------2 y —  = 2z
dx dy

b) f ( x , y )  = y<t>(x+y) , .y ( ~ - - —-) = z
dy dx

df  di'
c) f ( x , y )  = x' <p(3x + y 2) , 2xv------ 3x—  = 4yz

' dx dy

3 df  Vd) f( x , v )  = x<f>(xv ) , 3x— - y —  = 3z
dx dy

e) f ( x , y )  = ex*v<!>(xey ) , x —  = z ( x - 1)
dx dy

88) Constate que la función z = sen(;t~ + y") satisface la ecuación v ^ ~ r ~ x  = 0
‘ d x  d y d x  d v

z 2 s 2
2 2 d  u 2 d  u

89) Constate que la función u = ( x - a t )  + (x  + at) satisface la ecuación — t = a — T
dt dx

(ecuación del calor).

2 2 . .90) Sea z = g(x  + y  ) , donde g es una función real de variable real, dos veces derivable.

d 2z d 2z dz
Demuestre que: y— r - x ------  —  = 0

dx dydx dy

91) Sea z = x <j) (x + y) + y v|/ (x - y) donde <j>, y  son funciones reales de variable real, dos veces

d 2z  d 2z  dz
derivable, demuestre que: y— t ~ x ------------   0

dx dydx dy

2 . 2 • •»92) Sea / :  R ------>R una función de clase C  , considere la función

F(u,v)  = f ( u v , - ( u 2 - v 2)). Demuestre que (u2 + v 2)[( |^ )2 + ( ^ ) 2] = ( - ^ ) 2 + (^ ~ )2 
2 dx dy cu dv
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93) Sea f ( x x,x 2,. . . ,xn) = ln(jrj,x2,jr,..... xn). Calcular ¿_,-----( U , - , l )
,-=i

94) Sea f ( x x,x2,. . . ,xn) = —  H— -+ ...+  " 1 . Demuestre que y „ t , — = O
* 2  *3 i=i

n«, c * x eos y -  v eosx dZ dz95) Si z  = --------------------- , hallar —  y —  para x = y -  0.
l + senx + seny dx dy

 ̂ 2 , i. du du du ,96) S ii/ = ln(l + x + y  + z~), hallar— , — , —  para x = y = z = I
dx dv dz

97) Hallar ^ (3’4) , d̂ (3'4) si f ( x , y )  = x + y - J x 2 + y  
dx dy

98) Dada / (x ,y )  = 7 7 7  "  tX'y > , i 0 '0>. Determinar ^ ° '° >
0 si (x, y )  -  (0,0)

dx ’ dv

Rpta | M  = W ) =1
dx dy

99) Sea f ( x , y )  = 7 7 7  "  ‘'•" ’ ‘ "’’‘’’ .Calcula, ^ ° - ° >  ^ ° ’0>
0 si (x,y)  = (0,0)

dx ' dv

100) Sea w = (x + z )ey+z donde z = f(x,y).

_  dw dw ,,, dz d z , v+zDemostrar q u e ----- 1-----= (1 + x+ z)(l n----- h----- )<?
dx dv dx dy

101) Calcular —  y —  si:
dx dy
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a) 3x2 + y 2 + z 2 -3jcv + 4.t-15 = 0

b) z = (x2 + .y2)sen.tz

c) y e xyz cos3at = 5

d) zeyz + 2xea  - A e ^  = 3

r i dw dw
102) Dado w= sen(—) + ln(—) compruebe que t ---- 1- r —  = 0 .

t r dt dr

103) Si w = x 2 + y 2 + z 2, x = r sen cp eos 0, y = r sen <p sen 0, z = rcoscp.

_ , , dw dw dw
Calcular — , —  , — .

dr dq> dG

104) Si z = x 2y - y 2x , donde x = u eos v, y = usenv.

u  n 8z dz Hallar — , —
du dv

105) Dada la función u(x,y ,/) = e “(m +n )k' sen mx.coany . Verificar que satisface a la ecuación 

u, = k{u xx +Uyy) para cualquier elección de las constantes m y n.

106)' Si G(x,y), se transforma en H(u,v) mediante la transformación x = u + v, y  = uv~. Hallar:

d 2H( u , v )  d 2H (  1,1)
dudv dudv

S i  G x  =  G y y  =  G x y  =  G x x  = G y x = l

107) Una función / :  R ” ------ > R es homogénea de grado r e R, si para cualquier t e R,

. . , 
f ( t ,  x)  = t r f ( x ) , si z = f(x,y) es una función homogénea de.grado r > 1 y de clase C l ,
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3.44 Derivada Dircccional y Gradiente de pna Función de Varias Variables]

Para z = l^x.y) se ha definido las derivadas parciales — , —  de la siguiente 1‘orma.
dx dy

f f ( x 0’ .v0 ) , /(•»’0 +  A x ,y0 ) - / ( x 0 , y 0 )--------------= lint ------------------------------------
dx. Ar—>0 Ax

dT(x0, y fì) , f ( x 0 , y n + A y ) - f ( x n, y 0 ) 
--------------= lim ------------------------------------

dy Av-*o Ay

que representa la pendiente de las rectas tangentes en dos direcciones diferentes, en la 

dirección del eje X y en la dirección del eje Y respectivamente. Luego para determinar la 

pendiente de la recta tangente en una dirección arbitraria, definiremos un nuevo tipo de 

derivada llamada “Derivada Direccional” para esto tomemos z = í(x,y) la ecuación de una 

superficie y F  (x0 , y 0) e D^, la pendiente de la recta tangente en la dirección del vector 

—y
unitario /j -  (a,b) arbitrario, la cual mostraremos en el gráfico.

El punto P(x (), v0,z0) se encuentra en la superficie S: z = f(x,y), la recta tangente Lt a la
—>

curva C es la razón de cambio de z en la dirección de n .
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Si Q(x,y,z) es otro punto de C y P',Q'  son las proyecciones de P y Q en el plano XY,

entonces el vector P  Q' es pai alele al vector ¡á , entonces P'Q' = h n = ( h a , h b ) para algún 

h real por lo tanto (x -  x0 , y  -  y 0 ) = (ha,hb),  de donde

X = ,r0 + haí x - x 0 = ha
entonces , entonces

l y  -  vn -  l>b y  = y„+hb

Az z - z (t f ( x u+ h a , y ()+ h b ) - f ( x n, y 0) 

h ~ h ~ h

si se toma limite cuando h —> 0, se obtiene la razón de cambio de z (con respecto a la
—̂

distancia) en la dirección de ¿¿, la cual se llama derivada direccional de f  en la dirección 
—> 

de fj .

Definición.- La derivada direccional de f  en el punto P(x0, y 0) en la dirección de un

—̂
vector unitario fx = (a,b) es:

„  f ( x 0 + h a , y 0 + h b ) - f ( x 0, y 0)
D ^ f ( x 0, y n) =  l i m -----------------------------------------

u h—»0 ti si este límite existe.

Definición.- La derivada parcial de f  en el punto P(.x0 , y l), z ()) en la dirección de un

vector unitario f j = ( a , b , c ) e s

„ , ,  . f ( x 0 + h a , y n +hb,  z0 + h c ) - f ( x 0 , y 0, z 0 )
D - , f ( x 0 , y 0, z {)) =  h m ---------------------------------------------------------

h-> o h
si este límite existe.

Generalizando y usando la notación vectorial.

Definición.- La derivada direccional de f  en el punto x0 , en la dirección del vector

unitario /i es:
r, f ( x 0+h n ) ~ f ( x 0)
D - f ( x  o)= hm----------------

fi h —*0 h
, si este límite existe.
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Ejemplo.- Hallar la derivada de la función f ( x , y )  =  x i - x y - l y 1 en el punto P( 1,2) y en la 

dirección que va desde este punto al punto N(4,6).

Solución

—> ---- > —>
Sea a = PN = N -  P  = (4,6) -  (1,2) = (3,4) => || a ||=5

—> a 3 4
el vector unitario es jí = = (— ),  por definición de derivada direccional se tiene:

II * II 5 5

n / ( (W )  + * í ) - / ( l , 2 )  / ( 1 + y . 2 + — ) - / ( l , 2 )
D_,J{  1,2)= l im----------------------------- = k m -----------------------------------

ft h-> 0 h A->0 h

[(1 + ~ ) 3 ~ (1 + ~~)(2 + - j - )  -  2(2 + ^ - ) 2 ] -  (1 -  2 -  8)= ¡im----5 É----- 5--------5-----------
*-» o h

27 3 12 2 37 1 27 2 12 37 37
= lim{-----h + — h - — h)—= H m ( -----h h-----h - — ) = - —

*-> o 125 25 5 h h—>o 125 25 5 5

Observación.-

1) La derivada direccional da la razón de cambio de los valores de la función f(x,y) con respecto a
—̂

la distancia en el plano XY, medida en la dirección del vector unitario n = (a,b ).

2) La derivada direccional D̂ , f ( P 0) representa geométricamente la pendiente de la recta tangente

a la curva a  en el punto P0.

—̂ —>
3) Si el vector unitario se toma n  = i =(1,0) se tiene

D - . f ( x 0, y 0) = lim
u h-+  0

f ( x 0 + h , y 0) - f ( x 0, y 0) df(x0, y 0 )
dx

es decir que se obtiene la derivada parcial de f  con respecto a x.
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—> —>
4) Si el vector unitario se toma n  = j  = (0,1) se tiene

r> r ,  v ,• f ( xo > y o + h ) - f ( x 0, y 0) df (x0 , y 0)
J->^J(x0, y „ ) =  h m --------------- ---------------- = ------ -------

u h-> o h oy

es decir, se obtiene la derivada parcial de f  con respecto a y.

2 2 • • Ejemplo.- Hallar la derivada direccional de f ( x , y )  = x - y  en el punto P(4,3) en la dirección

" = V ? , í  + ' )

Solución

—> l —> —> l l l
Como = - = (  i + j  ) = —=(1,1) = (*7=, =) ,  por definición de derivada direccional.

v2  v2  V2 V 2

/((4 ,3 ) + A ( - p , - = ) ) -  /(4 ,3 ) f ( 4 + - j = ,  3 + - ^ ) - / ( 4 ,3 )
0 , / ( 4 . 3 ) .  / ,» ---------------------------------------- -- l im-------- £ ------ £ ------------

y Á—»0 /| A—»0 /i

= lim 
h-> o

= lim 
A-»0 A

= /im------= V¡2
*->o h

-»
Sea f  una función de dos variables x e y y sea ¿i = eos#. / + sen 0 . j  un vector unitario,

—̂
entonces la derivada direccional de f  en la dirección del vector n  se denota por Z)_»/  y

/U
es expresado por:

^  r,  . f ( x + h c o s 9 , y + h s e n 6 ) - f ( x , y )
D ^ f  (x,y)  =  hm --------------------- ----------- ---------------------------------

^7 /*-*o h

.
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3,46 Teorema]}

Si f  es una función diferenciable de x e y, entonces la derivada direccional
—► —► —̂

de f  en la dirección del vector unitario /i = cos0 . i  +send . j  es:
df(x,y )

D ^ f ( x . y )  = - —— —cos0 + — — —sen0 donde 0 es el ángulo formado por el vector
dx

H con el eje OX.

dy

Demostración

—> i----------- —>
|| ¡i || = ^ a 2 + b 2 = 1  por ser unitario n

a
eos 0 = —

1
b

sen 6 = —
1

j a = cos0 

¿? = sen0

si se define una función g de una variable h mediante g ( h )  =  f ( x 0 + h a , y 0 + h b )  entonces 

por definición de derivada se tiene.

£ (°  + A )-g ( 0) # ) - # )g  (0) = l im---------------------= h m -----------------
o h h-*o h

f ( x 0 + h a , y 0 + h b ) - f ( x 0, y 0) „  , ,  ,
= /» » -------------------- V---------------------= D->J (X0 , y 0)*-» o n fx

... (1)

por otra parte podemos escribir g(h) = f(x,y) en donde x  = x 0 + h a ,  y  = y 0 + hb,  

luego por la regla de la cadena se tiene.

, , , ,  Sf (x ,y )  dx df {x ,y )  dy
g  (h) - -----------.— +----------- .—

dx dh dy dh

d f (x , y )  d f (x , y )  d f (x , y )

dx
- , a  + -

dy
-.b = -

dx

n & ( x , y )  n 
.eos 6 + ---------- . sen 6

dy

si se sustituye h = 0 se tiene x  = x 0 , y  =  y 0
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df (x 0 , y 0) & ( x 0 , y 0) n
g  ( 0 ) - -------------- .COS0 + ---------------.sen#

dx

comparando (1) y (2) se tiene:

dy
... (2)

„  , ,  . # X W o )  „ „
¿ V /(x 0>-vo) = ------------- cos0 + --------------sen0dx dy

d f (x , v )  d f (x , v )
D - f ( x , y )  = ---------- cosÖH------------ sen#

dx dv

2 2Ejemplo.- Hallar la derivada de la función z = f ( x , y )  = x - x y - 2 y  en el punto P( 1,2) y en la 

dirección que forma con el eje X un ángulo de 60a.

Solución

#■(1,2) df  (1,2)
D .  f  (1,2) = I cos60g+ V  sen 60a 

dx

f ( x ,  y ) = x 2 -  xy -  2 y 2 =>

dy 

df (x, y )
dx 

df (x, y )
dy

= 2 x - y  

= - x - 4 y

<T(1.2)
dx 

df(  i.2)

= 2 - 2 =0  

= -1 -  8 = -9

„ 1 V3 9^3
D ^ f  (1,2) = 0(—) -  9—  = - —

Si f  es una función diferenciable de x, y, z, entonces la derivada direccional
—> —̂ ^

de f  en la dirección del vector unitario /.i =cosa .  i + eos f i . j  + c o s /. k , es:

^ , df(x0, y ü,zQ) df  (x0, y 0,zn) n c f (x 0, y 0, z0)
D ^ f ( x 0, y 0, z 0) = ------- —-------cosa + ------- —-------cos/3 + --------—-------cosy

donde a, p y y son los ángulos directores de ¡u

Demostración

La demostración, es similar al teorema anterior, se deja como ejercicio.
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Ejemplo.- Hallar la derivada de la función f ( x , y , z )  = xy~ + z3- x y z  en el punto p( 1,1,2) en la 

dirección que forma ángulos de 60®, 45a y 60e respectivamente, con los ejes coordenadas.

Solución

„ <^(1,1,2) #(1,1,2) #(1,1,2) 
Z)_v/(1,1,2) = - - -cos60g+ cos45a+ —■ ■■■■ cos60a

dx & dz

f  (x, y ,  z)  = xv2 + z 3 -  xyz

y i Z). = y l - VZ
dx '

df(x, y,  z)
dy

= 2xv -  xy

4T<x.y.z)m 3 l 2_ v
dz

dí(  1,1,2)
dx 

#•(1,1.2)
dv

# (1,1,2)

= -1

= 0

dz
= 11

ahora reemplazando se tiene:

1 -Jl l 1 11
D ^ f  (1,1,2) = (-1)(—) + 0.----- + 1 1(-) = — + —  = 5

n 2 2 2 2 2

Ejemplo.- ¿Cuál es el valor del ángulo 0 para el cual la derivada direccional de 

f ( x , y )  = J 25 - x 2 - y 2 en el punto p( 1,2) es mínimo, y cuál es éste valor mínimo.

Solución

Sea n -  (cos0, sen 0  ) el vector unitario, entonces:

„  „ #XU) „/(1 ,2) = — -— eos6 h----- -— sent?
dx dy

f ( x , y )  = ^ 2 5 - x 2 - y 2
dx -,¡25- x 2 - y 2

df (x ,y )  = _______y

dy - j 2 5 - x 2 - y 2

#■(1,2)
dx:

#•(1.2)______
dy -J5

1
2^5

1

(í)

ahora reemplazando estos datos en (1)
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cos0 senÖ cosö sen0
D_> /(  1,2) = —— =----------------------------------------------------- ^ -  = F (0) => F (0) = — ----- /7 ~ = 0  para obtener los

números críticos-

2V5 V5

sen0 cos0 

2>/5 V5

2^5 V5 

= 0 => tg(0) = 2 => 0=arctg2

cos0 sen0
F ” (0 ) = — p- H---- 7=—, evaluando en 0 = are tg 2.

2V5 V5

2 1
como sen0 = —=• , cos0 = —=

J5 J s

1 2  5 1
F"(arctg2 ) = - + -  = —  = - >  0

10 5 10 2

por lo tanto 0 = arctg 2 corresponde a un valor mínimo. Luego el valor mínimo de la derivada

cos0 sen0 1 2 1
direccional es:

Si f , g :  D a  Rn------>R , son funciones diferenciables en el conjunto abierto D < z R n,

entonces se tiene:

1) D - > ( f ± g ) ( x )  = D ^ f ( 0 x ) ± D ^ g ( x )

2) D ^ ( f . g ) ( x )  = f ( x ) . D - + g ( x )  + g ( x ) D - > f ( x )

g ( x ) D ~ > f ( x ) - f ( x ) . D - > g { x )

3) = --------------5—
H 8

, si g (x )&  0, V x g D
g ( * r
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3.49 Gradiente dé paa FundoaJ

Si la función / :  Dcz R n------ » R es definida en un conjunto abierto D c z R " en donde

D1f ( x ), D2f ( x ) , . . . D nf ( x )  existen, entonces el vector gradiente de f  es denotado por

V /(x )  = gra f ( x )  y es definido por: graf ( x )  = V f ( x )  = ( D J ( x ) ,  D2f ( x )  D „ f { x ) )

para el caso de la función / :  D c z R 3------» R definida en un conjunto abierto D e  R *, en

df  Sf df  
donde — , — , —  existen, se tiene:

dx dv dz
V f ( x , y , z )  = (

d f (x ,v , z )  d f ( x ,y , z )  d f ( x , y , z )

dx dy dz

Si las funciones / ,g: D c  R n------ >R, son diferenciables en D, entonces se tiene:

1) V ( /± g ) (x )  = V f ( x ) ± V g ( x )

2) V (a ./( jc ))  = a V f ( x )

3) V ( f - g ) ( x )  = f ( x ) . V g ( x )  + g ( x ) . V f ( x )

«  í ( x ) - V / ( * ) - / ( * ) .V g ( x )  . A
4) V(—)(* ) = ---------------- —---------------- , si g ( x ) *  0

8 ( g ( x ) ) 2

Í3,5i FormaAltern ativa de íaPerivada Direccional j

I) Si f  es una función diferenciable de x e y, la derivada direccional de f  en la dirección del 

vector unitario n  es.

D-+f(x,y)  = V/(x,.y)./i
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ii) Si f  es una función diferenciable de x,y,z, la derivada direccional de f  en la dirección del
—>

vector unitario ¡j es.

y ,  z) = V / (x, y ,  z). /i

Ejemplo.- Hallar la derivada direccional de la función f ( x , y )  = ( x — l ) y 2e*y en (0,1) en la 

dirección hacia (-1,3).

Solución

—y
Como £>_,/(0,1) = Y f  (0,1). n , entonces calculamos

d f  d f  ,  ,  ,
V f ( x , y )  = (— , — ) = (y  e + ( x - l ) y  , H x - ^ y e ^  + x ( x - l ) y  ev ) dedonde

dx dy

V /(0,1) = ( 1 - 1 , - 2  + 0) = (0,-2) => V /(0,l) = (0,-2)

Sea a = AB = B - A  = (-1 ,3)-(0,1) = (-1,2) donde A(0,1) y B(-l,3) 

como a = (1,2) => || a || = -J\ + 4 = -J5 => || a || = ^5

Si ¿  = - 4 -  = (“ i , - Í ) , ahora calculando Z)_>/(0,1) = V/(0,1). J  = (0,-2).(— , 4 o  
| | a || " V5 V5

4 4 4
£>_>/(0,1) = 0 — =• = — p  dedonde £>_/(0,l) = — p

V V5 V5 íí V5

Ejemplo.- Hallar la derivada direccional de la función f(x,y,z) = xy + yz + xz en el punto p( 1,1, 1)
—>

•. y en la dirección del vector a = (2,1,-1).

Solución
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Como a =(2,1,-1) => || a \\ = *J6 , entonces un vector unitario en la dirección de a es

a 2 1 1  df  Sf dfH = —— = —7=) => V f ( x , y , z )  = (— ,— , — ) = ( y + z , x + z , x + y )
II a y a/6 V6 Vó dx dy dz

ademásV/(l,1,1) = (2,2,2) como D _+/(l,l,l) = V /( 1,1,1).

2 1 1 4 2 2 4 2V6 2V6
= (2 ,2 ,2 ).(— = — = ------ D_>/(1,1,1)=— -

V 6 V 6 V 6 V 6 V 6 V 6 V 6 3  n 3

Observación.- Si a  es el ángulo entre V /(x )  y ^ entonces.

D ^ f C x )  = VfCx).  í  HI V/("x) || || í  || cos a  =|| V /(x ) || cos a

es decir: £>-»/(*) =|| V /(x ) || cosa  además sabemos: -1 < eos a  < 1 

- 1! V f ( x )  l!<|| V f ( x )  || cosa <|| V /(x ) ||

—► —►
por lo tanto en cada punto x  el valor máximo de la derivada direccional es ||V /(x ) || y el valor

—y
mínimo de la derivada direccional es - 1¡ V /(x ) | | .

Entre todas las direcciones a lo largo de las cuales la función f  crece, la dirección del gradiente es la 

del crecimiento mas rápido, mientras que el gradiante cambiado de signo señala la dirección de 

máxima disminución.

x
Ejemplo.- Para la función f ( x , y )  = ------ , en el punto (3,2), hallar la mínima derivada

x + y

direccional y el vector unitario en esa dirección.
Solución
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Calculando el gradiente de f, es decir:

df  c f  y  - x  2 3
V /(x ,y )  = ( - , — ) = (-  — y , ---------r ) ^  VA3,2) = (— )

í2r ^  (x + j T  (x + y) 25 25

La derivada direccional mínima se produce cuando el vector unitario fi y el vector gradiente

V /( 3,2)
V/'(3,2) tienen sentidos opuestos, es decir: n = -

|/(3 .2 )i

como VA3,2) = (— , - — ) => ¡V/(3,2)|| = —
25 25 " " 25

" m 3,2) 2 3 2 3

" |r (3 .2 ) |“ _<V l3 ’ _ 7 Í 3 , _ t _ V l3 'V T 3 JI

y la derivada direccional mínima es: D_>/(3 ,2 ) = -¡V/(3,2)|¡ =
H 25

Ejemplo.- La distribución de temperatura de una placa metálica está dada por la función

T(x,y )  = xe2y + y* ex .

i) ¿En qué dirección aumenta la temperatura más rápidamente en el punto (2,0)? ¿Cuál es el

coeficiente de variación?.

II) ¿En qué dirección decrece la temperatura más rápidamente?

Solución

I) En el punto (2,0) la temperatura aumenta más rápidamente en la dirección del gradiente

Vr(2,0).

VT(x ,y )  = (— , — ) = (e2v + y 3ex, 2xe2v + 3 y 2ex) 
dx dy

Vr(2,0) = (1 + 0, 4 + 0) = (1,4). El coeficiente de variación es ¡V7’(2,0)| = - J l í

II) La temperatura disminuye más rápidamente en la dirección de -VF(2,0) = (-1 ,-4)
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Ejemplo.- Hallar la derivada de la función z = arc.tg(xy) en el punto (1,1) en la dirección de la 

bisectriz del primer ángulo coordenado.

Solución

Como la dirección del vector unitario es la bisectriz del primer ángulo coordenado, entonces

-  V I V I
el v e c to r  u n ita r io  es u =  (COS452 , s e n 4 5 2 ) =  (---- , -----)

2 2

sea z = f(x,y) = arc.tg (xy), calculando el gradiente

d f d f  y  x 1 1
W ( x , y )  = (— , — ) = (— ------— ) => V /(i,l) = ( - , - )

dx dy \ + x y  l + x y  2 2

-* i i V I V I V I V I V I
Luego Z )_ /(l,l) = V /( 1,1)./i = ( - ,- ) * .( ---- , -----) = -----+ — = -----

n 2 2 2 2 4 4 2

Ejemplo.- La ecuación de la superficie de un cerro es z = 9 0 0 -2 * 2 - 2 y 2, donde la distancia se 

mide en metros, el eje X apunta al Este, y el eje Y apunta al Norte.

Un hombre está en el punto correspondiente a (6, -  VÍ4, 800).

I) ¿Cuál es la dirección de la ladera más pronunciada?.

II) Si el hombre r,c mueve en la dirección NOR-ESTE ¿está ascendiendo o descendiendo? ¿Cuál

es la rapidez?

III) Si el hombre se mueve en la dirección SUR-OESTE ¿está ascendiendo o descendiendo? 

¿Cuál es su rapidez?

Solución

1) La dirección de la ladera más pronunciada es la dirección del gradiente de donde el vector

r— -» V /( 6 ,—VÍ4)
unitario en la dirección del gradiente V /(6 , -V 14) es u = t,---------- ,__: „ de donde

| / ( 6 , - V Í 4 ) |

V/(x,.y) = (— , — ) = (~4x, -4y)  y V /(6, -  V l4) = (-24, 4 V Ñ ) de donde
dx dy

- » 3 VI  V I
u = (------, -----) es la dirección de la ladera más pronunciada.

5 5
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ii) Graficando de acuerdo a los datos se tiene.

Para la dirección Noreste tenemos 0 = 45a, entonces

-  V I V?
/i = (cos45fi, sen452) = (---- , -----)como

2 2

Vf(6,  -  VÍ4) = (-24, 4VÍ4) 

f { 6, -  VÍ4) = V f  (6, -  V ¡4). í

J l  J í
D _>/(6, -  V Í4) = (-24, 4 7 1 4 ) .^ - , ^ - )  = - 12^ 2+  2V28 = - 12-Jí + 4^ 1  s  -6.39

2 2

por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 6.39 m/seg.

-> V2  V2
iii) Para este caso se tiene 0 = 225®, entonces n = (cos225fi, sen 225®) = (-------, ------- )

2 2

por lo tanto Z)_>./ (6, -VT4) = (-24, 4V Í4).(- :̂ - ,  - ^ ) =  \ 2 - J l - 4 j i  = 9.44 
// 2 2

por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 9.44 m/seg.

Ejemplo.- La derivada direccional de una función z = f(x,y) en el punto p0(l,2 ), en la dirección 

haciapj (2,3)es 2y¡2 ,y en la dirección hacia p2(l,0)es -3. Calcular la derivada 

direccional en p0(l,2 ), en la dirección hacia p3(4,6).

Solución

D  f ( l , 2 )  = 2 V 2
Vi

D  _» f(  1 , 2 )  = - 3
»i

D  _» f ( l  , 2 )  = ?

D _* f(x,y) = ?
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calculando p0p, =(1,1) => HPoPill = V2 entonces n, = PnPi

I P o P i  II
(V 2 ’V2''

P o P 2 = ( 0 , - 2 )  => II P0P2 II = 2 entonces | i 2 = = (o ,-l)

IIP0P2

PnP ,=(3,4) => || P0 P3 11= 5 entonces n 3 = - P ^ — = ( | , 1 )

IIP0P3 II

como D-* f ( x yy )  = V f ( x , y ) .  , entonces tomemos V f ( l y2) = (asb),  de donde 
n

D ^ f  ( 1,2 ) = V /0 2 ) .  ¿  = (a ,b )(-T ~ ,-7 r> = “7= + " 7=  = 2^2 => a + b = 4 ... (1)

D_> /(1 ,2) = V/(l,2). = ( a .i ) (0,- l)  = 0 -¿> = - 3  => b = 3  de donde a = 1
»2

por lo tanto £>_>/(l,2) = V /( 1,2 ) ./ í j  =  (l,3) ( - ^ ) = - + —  = 3  
/Í3 3 -> 5 5

Z )_> /(1,2) = 3
3̂

Definición.- Si la ecuación de una superficie S es dado por S: F(x,y,z) = 0, donde Fx , F v, Fz 

son continuas y no todos ceros en el punto />0(;t0,_y0,z0)de S, 

entonces un vector normal a la superficie S en el punto p fí(:c0,y 0,zn) es

N  = VF(x0) y0,z0) •

Definición.- Si la ecuación de una superficie es dado por S: F(x,y,z) = 0, donde F es 

diferenciable en el punto p 0 (x0, y0, z„) con VF(x0, _v0, zn) * 0 . Entonces

el plano que pasa por p 0(xa , y 0, z n) y que tiene como normal N = VF(x0, y n, z n) se

conoce como el plano tangente a la superficie S en Pn cuya ecuación es:
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P : N  .[(-V, y, z) -  (x„, y n, z0 )] = O ^

—»
como N  = VF(x0,y0,z0) = (F ,(x0,y0,2 n), Fv(x0,y0,z0), Fr(x0,y0,z0))

(F ,(x0,y0,z0), F,.(x0,y0,zfl), Fz(x0,y0,z0) ) .(x -x 0, y - y 0, z - z 0) = 0

^  ^(*0» Vq ■ Z0 M * -  *0 ) + F, ( *0. y  O. ¿O )(.V -  Vp ) + ( *0. Vp, Zn )( Z ~ Z„ ) = O

Definición.- La recta normal a la superficie S: F(x,y,z)= O en el punto />0(x0,y0,z0) e  S 

es la recta que pasa a través del punto p 0 y sigue la dirección del 

vector normal el plano tangente a la superficie S en el punto p {) y su ecuación simétrica de

la recta normal a S en p 0(x0, y 0, z0) es:

( x - x 0) _ ( y - y 0) _ (Z-Zp)
Fr(x0,yn.z0) F,.(x0,y0,z0) Fz(x0,y 0,zQ)

Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie

x 3/2 + y 3/2 + z 3/ 2 -1 7  en el punto (4,4,1).

Solución

Sea F(x, y ,z) = x 3 2 + y 3 2 + z 3 2 -1 7  donde la normal del plano tangente a la superficie es

-* dF dF dF 3 — $ — 3 — -» 3
jV = (— , — , — ) = (—Vx, — J y ,  — Vz) en el punto (4,4,1) se tiene /V = — (2,2,1) 

dx dy dz 2 2 ^  2 2

P: jV .((x ,y .z)-(4.4,1)) = 0 entonces P: (2 ,2 ,l).(x -4 , y - 4 ,  z - 1) = 0 

P: 2 x + 2 y + z =  17 , LN = }(4 ,4 ,1)+ /(2 ,2 ,1)//e /?}

Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie

4 x 2 + y 2 - 1 6z = 0 en el punto (2,4,2).

Solución



450 Eduardo Espinoza Ramos

2 2Sea F ( x , y , z )  = 4x + y  -1 6 z , donde la normal del plano tangente a la superficie es

-* dF 8F dF -»
N  = (— , — , — ) = (8x, 2y,  -16) en el punto (2,4,2) es N  = (16, 8, -16 ) = 8(2,1,-2)

dx dy dz

P :t f .( (x ,y ,z ) - (2.4,2)) = 0 => P: (2 ,l,-2 ) .(x -2 , y - 4 ,  z - 2 )  = 0 

P:2x + .y -2 z  = 4 , Ln = {(2,4,2)+ í (2 ,1 ,-2 )// e  Æ}

[3,53 Ejercicios DesarroUadosJ

i) Sean los puntos A( 1,1), B(4,5), C(5,4). Hallar la derivada direccional de la íunción

f ( x , y )  = iJ2x2 + 2>/2y + 5 en la dirección de la bisectriz del ángulo BAC en A.

Solución

AB = B -  A = (3,4)

—►
AC = C -  A = (4,3)

—> —► —► —► .— 
AD = AB +AC  = (7J)  => H AD  ||= 7V2

Y

!v V

/ /^ V C (5 ,4 )

1 " 11 »

0 1 X

^  _ /  1 1 V
^ “♦ I j '  Í2

» AD H

mx,y) = (%-,̂ -) = (2V2x,2V2)=>V/(U) = (272,2-72) 

/(1,1) = V /(1,1). í  = (2V2, 2V2). = 2 + 2 = 4 £>_>/(l,l) = 4

2) Sea / ( x , j \ z )  = 100(ev  + ln z), Hallar la derivada direccional de f  en la dirección 

a =(2,0,1).

Solución
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Calculando el vector unitario en la dirección de a = (2,0,1); es decir:

—>

II «II ^  ^

V V V
V f ( x , v , z )  = (—  , — , — )=  100(ye^.jce^ ,-), como D _>/(x ,y ,z)

dx dy dz z  M

-> 1 2 1 200ve'0 100 100 „  1
V /(x ,y ,z). ju = 100( ve , xe , - ) . ( - j = , 0 , - j = )  = — - =̂—  + 0+-^=- = —̂ ( 2 y e  + - )

3) Sea f ( x , y )  =

2xv
y  ; s i (x, y) *(0,0) 

x + y
1 ; s i (x ,y )  = (0,0)

Hallar los vectores en los cuales existe la derivada direccional £>-»/(0,0).

Solución

Consideremos el vector unitario ¡jl = (cos0, sen 0) , entonces:

„ /((° -° )  + * t i ) ~ f  (0,0) f ( h c o s 9 ,  hsen9 )  — / (0 ,0 )
D - > f  (0,0) = h m --------------  ---------------= l im------------------ ------------------

H h-> 0 h h-* o h

2h2 sen0 cosfí

= Um h2 eos2 9 + h 2 sen2 9 = ¡¡m .sf.n.20__..l
h-> 0 h h-> 0 h

sen 2 0 -1  _
Luego /(0 ,0 ) = l im-------------  existe si sen 20 - 1 = 0 y en este caso Z)_»/(0,0) = 0,

fX h->0 h n
Jl

es decir, la derivada direccional existe, si sen 20 - 1 = 0, de donde sen 20 = 1 20 = — ó
2

Sn k  5n .
20 = —  o sea 0 = — ó 0 = — , como el vector unitario es u -  (eos0 , sen0) entonces

2 4 4

-» n n V? V2 -* 5?r 5n -Jl -Jl
u = (eos— , sen—) = (---- , -----) ó u = (eos— , sen— ) = (----------------, ------)

4 4 2 2  4 4  2 2
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4) Si / :  R ------*R es una función tai que / ( x +  y )  = / ( x ) f ( y )  y £>_*/( 0) = 1 y
' ' V

/ (  O) = 1, Demostrar que D_>/( x ) = / ( x )

Solución

~ f ( x + h  n ) - f { x )  f ( x ) . f ( h ^ ) - f ( x )
f ( x ) =  l im----------- ------------ = hm --------------------- -------

/  K h^o h *-► o h

= lim / ( x ) ( ^ - f ---- ) = / ( * ) .  lim  ---------- —  ------= f ( x )/>_*/(0 ) = / ( x ) . l  = / ( x )
A -»0 h  A—»0 A Al

D . + f ( x )  = f ( x )
** ;í

5) Sea la íunción f ( x , y , z )  = e* " y C la curva de intersección délas superficies 

2x + y + z = 2 ;  2 x 2 + y - z  = 0.

Hallar la derivada direccional de f  en el punto (0,0,0) y en la dirección del vector curvatura de 

C ,en el punto (0,1,1).

Solución

Í2 x + y + z =  2
Sea C: i ; la curva de intersección de las dos superficies.

[2x1 + y - z  = 0

Ahora parametrizaremos la curva C. 

Í 2 x + v + z  = 2 

¡ 2 x 2 +  v - z  =  0

, _  y = l - x - x  , z  = l - x  + x

Luego para x = t, y  = 1 - t  - t 2, z  = 1 - t  + t 2

2 2 -por lo tanto la curva C en forma vectorial es: C: a  (í) = (/, l - t - t  + t ), derivando se 

tiene: a ’(/) = ( l , - 1 - 2 / , - 1  + 2 /) , a " ( /)  = (0 -2 ,2 ) como a ( í0) = (0,1,1) => /0 = ® ^e 

donde: a*(0) = (l, -1 , - í )  , a " (í)  = (0 -2 ,2 ).
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El vector curvatura k (0) tiene la dirección de la normal N(0), de donde

^ ^ 0 ) ^ ( 0) ^ ^  entonces a -(0),a "(0) =

II a'(0)x a"(0).ta'(0) ||

* j  k

1 -1 -1

0 - 2  2
= ( - 4 - 2 - 2 )

a '(0 )ja " (0 )ja  '(0) =

i ./' k

-4  -2  -2

1 -1 -1

= (0-6 ,6) => || a ’(0)*a"(0).ra'(0)||=6V2

6)

por lo tanto el vector unitario en la dirección del vector curvatura es

1 1  x + v + z  df  df  c f
H = jV(0) = (0 ,-— ,— ), ademas / ( * , y,z) = e ‘ entonces V /(x ,y , z) = (— , — , — ) 

V2 V2 dx dy dz

V f ( x , y , z )  = ( í ^ . í ^ ,  ex+̂ )  => V f  (0,0,0) = (1,1,1)

calculando D ^ f (0,0,0) = V/(0,0,0)."^ = (1,1,1).(0,— p ,-J = )  = 0 — p  + 4 =  = 0 
 ̂ V2 V2 V2 V2

D_*/(0,0.0) = 0

Hallar los valores de las constantes a,b y c tales que la derivada direccional de 

f ( x , y , z )  = axy2 + b y z + c x i z 1 en el punto (1,2,-1) tenga el valor máximo 64 en la dirección 

paralela al eje Z.

Solución

La derivada direccional máxima se produce cuando el vector unitario p y el vector 

V f ( x , y , z )  tienen la misma dirección, y como el valor de la derivada direccional tiene el 

valor máximo 64, en la dirección paralela al eje Z, entonces V f (  1,2—1)// eje Z.
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d f  d f  d f  2 2 2 3 
V f ( x , y , z )  = (— , — , — ) = (av +3cx z  , 2axy+bz,  hv + 2cx z)

dx dy dz

V /(l,2 ,- l)  = (4a + 3c, 4a - b ,  2 b - 2 c )

como V /(U ,-1 )//(0 ,0 ,1 ) => 3 A .e R  tal que V /'(l,2,-l) = A(0,0,1) 

(4a + 3c, 4a -  b. 2 b -  2c) = (0,0, A)

4a + 3c = O 

4 a - b  = 0 

2 b - 2 c =  A

b = 4a 
4 a

C~ 3

además ¡V /(l,2 ,-l)|| = V(4a + 3c)2 + (4a-¿>)2 + (2A -2c)2 = 64 

• i
= í |0 + 0  + (8a + — ) =64 entonces 32a = 196 => a = 6, b = 24, c =-8

7) La ecuación de una colina es f ( x , y )  = 7 4 - x 2 - 7 x y - 4 y 2, el eje Y, señala hacia el norte y 

el eje x hacia el este; un hombre está en el punto (-1,5,8) sobre la colina y se mueve hacia el 

Nor-Oeste ¿Está subiendo ó bajando? ¿En qué dirección descenderá más rápidamente?.

Solución

Calculando el gradiente de f(x,y) en el punto (-1,5)

df  df
V /(x , v) = (—- ,  — ) = (-2a:- 7  y, - 7 x - 8 y ) ,  de donde 

dx

V /( - 1,5) = ( -3 3 ,-3 3 )

Si el hombre se mueve hacia el Nor-Oeste, entonces el

3 n
ángulo que da su dirección es —  y por lo tanto el vector

4

-  3tt 3n -J2 V2
unitario en esta dirección es n = (eos— , sen— ) = (------ , -----) y la derivada direccional

4 4 2 2

de f en el punto (-1,5) es:
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-  -Jl yfl  33^2 33V2
D - ^ f  (-1,5) = V/'(—1,5). /u = (-33,-33).(— — , — ) = — --------- —  = 0 es decir

fj ¿ ¿ ¿ ¿

D-> f  (-1,5) = 0, como la derivada direccional es cero, esto quiere decir que no hay variación 
n

en la función, por lo tanto el hombre al caminar hacia el Nor-oeste no sube ni baja, es decir 

que se desplaza siguiendo la trayectoria de una curva de nivel.

El hombre descenderá más rápidamente si se mueve en la dirección contraria al vector 

gradiente, es decir en la dirección del vector (33, 33).

8) Consideremos la función f  definida por:

f ( x , y )  =

2

■—X,,- 2' si (x ,y )  * (0,0) 
x + y

0 si (x ,y )  = (0,0)

Demostrar que f  tiene derivada direccional en cualquier dirección en (0,0) pero no es 

diferenciable en ese punto.

Solución

Consideremos el vector unitario n = (cos0, sen 0) , entonces:

„ ____  /( (0 ,0 )+ A ji) - /(0 ,0 )  /(A c o se , /jsen0)-/(O ,Ó j
£>_>/(0,0) = l im-------------- ---------------= l im------------------------------------

/j " n o h

h2 eos2 0 ./¡sen 0 - 0  h* eos2 0. sen 0 cos2 0.sen0
=  l i m -------- 4-------- T Z -------- 2---------T T  =  l i m  3— 2----------------------------------------------- T Z -------- T 7 ~  =  l i m '- i i t n 4 4  1 1  l i m  i ? 4 1 l i t n  1 4  1

h - > o h ( h  eos Q + h  sen"0) a—»0 ( h  eos 0+sen  0 ) a->o/¡ eos 0+ sen  0

-, si sen 0 * 0
eos2 0

sen 0

f (h  cos0,0) -  /  (0,0) 0 - 0
Si sen 0 = 0 entonces D_> f(0,0)  = lim --------------------------- = l im -------= 0

■■ o h o h

por lo tanto a la derivada direccional expresaremos así:
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D- , f ( 0 ,0 )  = i
e o s 2 0

si sen 0 * 0
sen0

0 si sen 0 = 0

Luego la función f  tiene derivada direccional en toda dirección.

Ahora veremos si f  es continua en (0,0), para esto se debe tener lim f (x,  v) = /'(0.0)
(t.>’)“>(0.0) '

Luego tomaremos un camino que contenga a (0,0) como punto de acumulación.

5 = {(Ar,y) 6 R 2 / y  = x 2]

xA 1
lim f ( x , y )  = lim —-----j  = -  *  0 = /(0 ,0 )

( x ,/ ) - » ( 0 ,0 )  x - , 0  x  +  x 2

por lo tanto f  no es continua en (0,0), Luego concluimos que f  no es diferenciable en ese 

punto.

9) Calcular la derivada direccional de f ( x , y , z )  = x ¿ + 2 y 2 - z 2 a lo largo de la curva de 

intersección de las superficies 2 x 2 + 2y 2 -  z2 =25 a  x 2 + y 2 = i 1 en el punto (3,4,5).

Solución
—>

- +  (X
Por calcular 0 ^ /(3 ,4 ,5 )  = V/(3,4,5). / i ,  donde n = -----  siendo
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dF dF dF
VF(x, y,  z)  = (4x ,4y~2z)  = (— ,— -, — )

dx ay dz
-y -. “y i

_  _ ,  ,  ^ 1 /  Í A 7  Í A J  . .  .  _
V G(x, y, z) = (— -,— ,—-)  = (2x, 2 y , - 2 z )  

dx dy dz

ÍVF(3,4,5) = (12,16,-12) 
|VG(3,4,5) = (6,8-10)

a = VF(3,4,5)íVG(3,4,5) =

—> -»
i j  k

12 16 -1 0
6 8 - 1 0

= 20(-4,3,0) a 11=100

-* 4 3
,  = ( - i T o>

VAx,.v,z) = ( ^ , | ^ , ^ )  = (2x,4y,-22) => V/(3,<4,5) = (6,16,-10)
dx dy dz

-» 4 3 24 48 24
D_>/(3 ,4 ,5) = V /(3,4,5). /i = (6,16,-10). (— , - ,  0) = — + —  + 0 = —  

íi 5 5 5 5 5

24
£>_>/( 3,4,5)= —

 ̂ 5

10) Si la ecuación F(x,y,z) = 0 define implícitamente a una superficie S, entonces el vector

VF(x,y,z) es un vector normal a la superficie S en el punto (x,y,z). Halle, la derivada
• 2  2 direccional de la función f ( x , y , z )  = x +xy  + y  + y  en el punto (1,2,1) y en la dirección de

un vector ortogonal a la superficie z = 2x2 -  3y2 +1 en (2,1,6).

Solución

El vector ortogonal a la superficie S{: F{ x ,y , z )  = 2x2 - 3y2 - z + 1 es:

dF(2,1,6) <5F(2,1,6) dF(2,1,6) 
VF(2,1,6) = (------------ , ----------------------------)

dx dv dz

2 2  dF dF dF
VF( x,y , z )  = 2x - 3 y  - z + 1 => V F (x, y , z )  = (— , — , — ) = (4 x ,-6 y ,-l)

dx dy dz
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VF(2,1,6) = (8,-6,-D  => ||VF(2,1,6)|| = VIÓT

-» VF(2,1,6) 8 -6  -1
como H = t-------------¡r = (-

¡|v f (2,i,6)¡ VToT ’ VTóT ’ VToT

v  v 1 -y-

Vf(x,  y,z) = .x2 + x v + v  + z 2 => Vf(x,  v,z) = = (2.x+y,.r + l,2z) de donde
r í x  c y  ( k

V f(l,2,l) = (4,2,2).

D^F(1,2,1) = VF(1,2,1)./Í =(4,2,2).(-7L = , - ^ L ,  - ^ L )
/i Vioi  v i o l  v i o i

32 12 2 18

VToT VióT VíoT VToT

D_»/(l,2,l) = - j = =
v io i

11) Sea la función f  (x ,y , z )  = x 2 + cos(x + y) -  z2. Halle la derivada direccional de f  en el punto 

/>0(1,—1,1) y en la dirección de un vector ortogonal a la superficie de nivel de f  que contiene a

Po-

Solución

Primeramente hallaremos la superficie de nivel de f  que contiene a p {) es decir: 

c = x 2 + c o s (x + y )-z 2 la superficie de nivel, como contiene al punto p ()(1,—1,1), entonces 

c = 1+ 1 -  1 => C = 1. Por lo tanto la superficie de nivel de f  que contiene al punto p () es: 

F ( x , y , z ) = -x2 +cos(x + y ) - z 2 -1

dF dF dF
ahora calculamos el vector ortogonal a la superficie de nivel VF(x,  v,z)  = (— , — , — )

ex ¿\’ dz

V F( x , y , z )  = (2 x -sen (jt+ y ),-sen (,v + y ),-2 z ) de donde VF(1,-1,1) = (2,0,-2) tomando

-» VF(1,-1,1) 1 1
el vector unitario u = i¡------------- ü = (~7= ~¡=)

* ||VF(1-1,1)|| V2 V2
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f ( x , y , z )  = x 2 + c o s (x + v )-z 2 => V f ( x , y , z )  = ( 2 x - s c n ( x + y ) , - s c n ( x  + y ) , - 2 z )  de

donde V /( l ,- l ,l)  = (2 -  0, 0, -  2) = (2,0,-2)

D _ » /( l,- l ,l)  = V /U -1 ,1 ) .í  = (2 ,0 -2  ) . ( j = ,  0, -~J=)  = J L  + J L  = 2>/2 

D_>/(1 -1,1) = 2V2

2 2 2  •X v z
12) Mostrar que la ecuación del plano tangente al elipsoide ~ + ^ Y  + ~ 2  = 1 en cualquier punto

a b e

x0x v()y  z0z
suyo M( x0, y 0,z0) tiene la siguiente forma: —j- + — 1

a b e

Solución

2 2 2  x y  z
Sea F (x, y , z )  = —  + —  + —— 1. La normal al plano tangente en el punto A/(x0,_y0,z0)es: 

a b e

-* ¡ \ dF ÔF dF 2x 2v  2z
JV = VF(x(), y fí, z 0), de donde, V F (x ,y , z )  = (— , — , — ) = (- T .~ T > T )

cix dy dz a b e

N  = VF(x0, V o , z 0 ) = (—y-, —r-), la ecuación del plano tangente esta dado por:
a b c

P: ÍV ((x ,y ,z)-(x0,>'0 .z0)) = 0

2x0 2v0 2 z0 
P: (— < - r r > — U x - x 0 , y - y a , z - z 0 ) = o 

a b e

p. W L Í 2 Í  _ £ 0* V V .  . . X0.v y«.v ^  _ .
r  2 +  , 2 +  2 ~  2 +  , 2 +  2 ~ 1 ■• 2 . 2  2a b c a b z  a b e

13) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie z = ey sen(x + z) en el punto en que el 

plano tangente es paralelo al plano ti: 2x + z - 5 = 0 .

Solución
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Consideremos la función F (x , y , z )  = z - e y sen(x + z).

—»

La normal del plano tangente a la superficie es: N  = VF(jr0,>'o,2o) doöde

dF âF âF v v v
VF(x, y , z )  = (— , — , — ) = ( -e  cos(x + z ) , - e  sen(x + z), 1 -e  cos(x + z)) 

dx dy dz

N = VF(xn, j 0,:0) = (~ey" cos(.r0 + z0) , - e y" sen(x„ +z0), \ - e y" cos(x,, + z,,))
t M •

—>
como rt: 2x + z - 5 = 0 su normal es N x = (2,0,1) además el plano pedido P es paralelo al

—>

plano jr entonces VF(x0, y Q.z0) I / N x => 3A e R,  talque:

VF(x0,y n,z 0) = A(2,0,1)- e y" cos(xn + z „ ) ,- e lv’ sen(x0 + z 0) , l - e r" cos(xn + z„)) = (2A,0, A)

- e y" cos(.r0 + zn ) = 2 A

- e Va sen(jrn + z0) = 0 =>x0 + z„= 0

1 -  ey<> cos( x0 + z0 ) = A

como x0 + zn = 0 =>
r n = 2 A

l - e v" = A
e = 2 => yn = ln 2

además z = ey (x + z) => z0 = 2 sen 0 = 0 => z0 = - x 0 = 0 por lo tanto el punto de tangencia 

es />0(0,ln2,0)

P: A f.((x,.y,z)-(0,ln2,0)) = 0 entonces P: (2,0,l).(x,_y-ln2,z) = 0 P: 2x + z = 0

14) Encontrar la ecuación del plano tangente a la superficie definida por x = ucosv,

K
y = usenv, z = 2u, en el punto en que u = 1, v = —

4

Solución
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La ecuación de la superficie dada por S: x = u eos v, y = u sen v, z = 2u, expresaremos en 

forma cartesiana.

2 2 2
X  — WCOSV X  = «  eos V 2 2 2

2 2 2 * + J  = M'y = u sen v => y = w sen v =>
' 2 2 ~ 4“z = 2 u z  = 4u

Luego 5: z  = 4 (x2 + y 2), definido en forma implícita es S: F(x , y , z )  = 4 x 2 + 4 y 2' - z 2

a yÍ2 yÍ2
además para u = 1, v = — , x = ---- , y = -----, z = 2

4 2 ' 2

N = VF(-^~, 2) donde VF( x,y , z )  = (8x, Sy, -  2z)

VF (— , — , 2) = (4^2, 4V2, - 4 )
2 2

-  4 2  4 2
La ecuación del plano tangente es: P: N \ ( x , y , z ) - ( ---- , ----- ,2 )) = 0

2 2

P: (4 V2 , 4 V2 , - 4 ) . ( x - - — , _y-— z - 2 )  = 0 P: 4 2 x  + 4 2 y - z  = 0
2 2

15) Hallar el valor de k para que se verifique que en todo punto de intersección de las dos esferas 

( x - k ) 2 + y 2 + z 2 = 4; x 2 + ( y - l ) 2 + z 2 = 1, los correspondientes planos tangentes sean 

perpendiculares uno al otro.

Solución

A las ecuaciones de la esfera expresaremos por:

F ( x , y , z ) = ( x - k ) 2 + y 2 + z 2 - 4 ;  G (x,y , z )  = x 2 + 0 > - l )2 + z 2 -1  y sea / >(xn,y0,zn) el 

punto de intersección de ambas superficies .

Sean tt, y tt2 1°s planos tangentes a las superficies donde

Ni = VF(x0,y0,z0) = (2(x0 - k ) , 2 y 0,2z0)  y JV2 = VG(x0,y0,z0) = (2x0,2(y0 - l ) ,2z„)
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como n {l n 2 son ortogonales entonces VF(xn, y 0,z0)±VG(xa, y (),zn) donde

VF(x0, y 0,z0) .VG(x0, y 0,z0) = 0

(2(x0 -  k) ,2y0,2z0).(2x0,2(y0 -  l),2z0) = 0 de donde : +z% = k x 0 + y 0 ...(1) ,

además P(xfí, y n,z0) está en las dos superficies esféricas :

(jr0 - k ) ¿ + y l + z l  =4 ... (2) xo +Cvo _ l) 2 + zn = 1 ... (3)

por lo tanto de (1) y (2) se tiene 2 k x n + 4 -  k 2 = k x 0 + y 0, de donde y 0 = k x 0 - k 2 + 4 ... (4) 

de (1) y (3) se tiene 2y0 = k x0 + y 0 de donde y n = k x fí ... (5)

de (4) y (5) se tiene k 2 = 4 => k = ±2

por lo tanto los planos tangentes son ortogonales cuando k toma los valores k = ±2.

16) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie
( x - 2 ) 2 (y + 3 )2 2

+ z  = 1 que es
5 9

paralelo al plano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y es perpendicular al plano 2x

+ y - z = 0.

Solución

—»
Sea P: N . ( p - p o) = 0, el plano pedido.

—►

P,: el plano que pasa por (2,-2,3) y (3,3,-2) de donde a -  (3,3,-2) -  (2,-2,3) = (1,5,-5)

—» P //P j a / /P
P2: 2 x + y - z  = 0, con normal N 2 = (2,1,—1) como => => a,  N2 / /P

PJ.P, N2 IIP

por lo tanto la normal de P es N  = a * N 2

N =
J k
5 -5
1 -1

= -9(0,1,1)

/
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( x - 2 ) 2 (y + 3) 2 ,
Si F(x,y , z )  = --- ----- h----------- + z  -1  si P(x0, y 0,z0') es el punto de tangencia

2  2 - >  

entonces VF(x0, y 0,z0) = (—(x0 - 2 ) , - ( y 0 + 3),2z0) como VF(x0, y 0,z0) / / N  =>3 A e í

-  2 2
tal que VF(x0,.y0,r0) = AN (— (x0 -1 ) ,—(y0 + 3),2z0) = A(0,1,1) de donde 

» 5 9

7 ( * o - i )  = 0
5 x0 = l
2 9

'¡■^0'o + 3) = A = > y 0 = -  3 ± - j 2

2 z0 = A V2
z° = ± —

P: (0 ,l ,l ) .(x -1, y  + 3±-jV 2, z ± - ~ )  = 0 y + z + 3 - 2 y ¡ 2  = 0 y P2: y  + z + 3 + 2 ^ 2  = 0

17) Demostrar que los planos tangentes a la superficie xyz = m (m es una constante) forma con 

los planos coordenados tetraedros de volumen constante.

Solución

A la superficie definiremos por F(x,y,z) = xyz - m. y sea /?0(x0,y0,z0-) un punto de la

-> ¿F 8F dF
superficie => x0, y 0,z0 = m, además la normal del plano es N  = , —-) de donde el

ctx oy oz

—►
punto p 0(x0, y 0,z0 ) es N  = (y0z0 , XqZq, x0y 0) .

—»
Luego la ecuación del plano tangente es: P: N . (x -  x0, y  -  y 0 , z  -  z0) = 0

P: (yo20 ’ ¥ o -  % Vo)-(*-*0 ’ y - y o <  z ~ zo) = o => P: y 0z0x + x nz0y  + x0y 0z - 3 x 0y 0z0 = 0
r»toai0lToq,*=* {£ + « * )* +  ( l+ * '0 + o* -» * 0 9 8 abiúftqifs I» a s b Po  ( 0x ,0j , 0x)a4 oraos

1 Z)3
como V = - \ - ^ r = \ ,  donde A = y 0z0, B = x0z0, C = x 0y 0, D  = -3x0y0Z0

o A d  C

K = l | Í j W 'j 3 . | = | = | |  W 0 I = | "  ••• K = f  m es una constante.
6 J-oZo^o^o-Vo 6 (x0y0z0)2 2 2 2
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18) Determinar la ecuación del plano tangente al elipsoide x 2 + ( y - l ) 2 +4(z  + 2)2 = 4  que sea 

paralelo al plano tangente de la esfera x 2 + ( y - l ) 2 + ( z + 2 ) 2 = 9  en el punto

(-1, 1 ,-2 + V 8 ).

Solución

A la superficie definiremos por la funciónF(jt,j',z) = x 2 + ( y - 1)2 + (z + 2)2 - 9 ,  de donde la

-> r  -+ dF dF dF
normal al plano tangente es N.  = VF(—1, 1, —2 + V8) de donde N. — (— , — , — )

dx dy dz

N x = (2 x ,  2 (y - l ) ,  2(z+2)) en el punto (-1, 1, - 2 + ^ 8 )  se tiene: TV, = (-2 , 0, 2^8) que 

es la normal del plano tangente a la esfera en el punto (-1, 1, -  2 + ̂ 8).

Sea G(x,y,z)  = x 2 + (y -1 )2 + 4 (z+ 2 )2 -  4 , de donde

—f
N  = VG(x0, y 0,z0) = (2x0,2(y0 -1), 8(z0 + 2)) es la normal del plano tangente al elipsoide, 

como los planos tangentes son paralelos es decir:

N J I N  => 3A e  R talque N  =  A N x, de donde (2x0 , 2(y0 - 1), 8(z0 + 2)) = A (-2,0,2^8 ) 

por lo tanto:

x 2 + (y0 + 1)2 +4(z0 + 2)2 = 4 , por lo tanto

2x0 = -2A

2(_y0 - l )  = °  => i y 0 = 1

8(z0 + 2) = 2 V8 A

A= -Jfn

z„ = - 2 + ---- A

como p (x 0, y 0, z0) está en el elipsoide se tiene:

A2 + 2A = 4 => A = — => A =

Luego » yo = 1 » z0 = -2 +  3

S  

VI
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-* dG dG dG 2 -> 4 /_
como N  = (---- , -----, -----) en el punto (— = , 1 , - 2 + ----- ) es N  = - = ( - ! ,  0, 2V2) de

dx dy dz V3 3 v3

donde se tiene: P: 7V.(jc-;c0, y - y 0 , z - z 0) = 0 dedonde P: x - 2 - j 2 z + 2 - j 3 - 4 - J l  = 0

19) Demostrar que los planos tangentes a la superficie -Jx + J y  + -Jz = interceptan en los

ejes coordenados segmentos cuya suma es constante.

Solución

Calculando el plano tangente a la superficie en el punto P0(xa, y a, zü)
.a ít \\ *1 T>m<Xí (d. \ í  i ~ V. ‘jünoi; r

Sea F ( x , y , z )  = -Jx + J y  +-Jz --J~Á donde la normal al plano tangente a la superficie en el

punto P0{x0, y 0, zQ) es: N  = (
2 j y 0 2 J zq

) , la ecuación del plano es:

-* 1 1 1  r
P: M((j: + v  + z ) - ( x o,>-o,zo)) = 0 entonces P: —¡ = x  + —= = y  + —= z  = J A

Vxo V-̂ o Vzo

Ahora encontraremos los puntos de intersección del plano con los ejes coordenados.

S e a p e P n e je X  => y = z = 0 

x = j A x 0 => P ( j A x 0 , 0, 0)

Sea Q e P n e j e Y  => x = z = 0 

y = j A y 0 de donde Q(0, ^  Ay0 , 0)

Sea R e P n e j e Z  => x = y = 0 

dedonde z = (y¡Az0 ,R(0fi,^jAz0 ) de la condición del problema se tiene:

|| OP  || + 1| OQ || + 1| OR ||= es una constante, es decir:
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II OP  || + 1| OQ || + 1| OR || = J A x0 + j A y 0 + j A z 0 = 4 a ( J x 0 + J y ^  + ̂ )  = J a J a  = A 

—► —► —̂
|| OP || + ¡I OQ j| + 1| OR ||= A es una constante

2 2 220) Dada la función x + 2y  +3z =21, trazar a ella planos tangentes que sean paralelos al 

plano x+ 4y + 6z = 0

Solución

—> -y
Sea N  = VF(x0 , y 0 ,z0) la normal al plano tangente P donde N  = (2x0, 4y Q, 6z0) y sea 

—> -» —► 
rc:x+4y+6z=0 donde N x =(1,4,6) como P U n  => 3 X e  R tal que N  = X N { entonces

A
(2x0, 4y 0, 6z0) = A(l,4,6) => x0 = — , y 0 = A , z0 = A

como + 2 ^ +3zq = 21 = » -----h2A2 +3A2 => A = ±2
4

Luego el punto de tangencia es p0 (±1, ± 2, ± 2).

—>
La ecuación del plano tangente es: P: N.( (x , y , z )  -(± 1 , ± 2, ± 2)) = 0 

P: ( l,4 ,6 ).(x ± l,y ± 2 , z ± 2 )  = 0 P: x + 4y + 6z = ±21

I) Gradiente y derivada direccional.

1) Hallar el gradiente de f, en el punto indicado:

/ ( , . y . z ) = V 7 v 7 7 .  m m

b) f ( x , y )  = \n^¡x2 + y 2 , P ( l , 2 )  Rpta. ( ^ , ^ )

-c) f ( x , y , z )  = xeyz, P(l,4,2) Rpta. (e8,2e8,4e8)
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d) f {x,  y,  z) = sen3x. eos2 xjtgx, P(0,—, —) Rpta. (0,0,0)
2 4

e) /U ,.y ,z )  = Jtz + zJr+ / + z >', P(2,l,l) Rpta. (1 ,1 ,2  + 2 ln 2)

f) Hallar ^ (4 ,2 )  si f ( x + y ,  x - y ) -  x y + y 2 Rpta. (3,-2)

g) Si f ( x - y - z , y - x - z , z - x - y )  = x y + y 2 + y z .  Calcular V f(2,2,2)

h) Si f(x + y, x — 2y + 3z, 3x -  2z, w — 1) = xyz + z. Hallar el gradiente de f  en

, n , D ,  ,569 829 388(1,2,1,-2). Rpta. (------ , ---,------------ ,0)
450 450 450

i) Calcular V F(4,2) si F(x + y , x - y )  = x 2y  + y 2

—>
2) En cada ejercicio calcular Z)_>/ en el punto P para el cual /u es un vector unitario en

tí

la dirección de PQ :

a) f(x,y,z) = ln(x + y + z) , P(1,0,0), Q(4,3,l)

b) f i x , y , z ) = 4 x 2 + y 2 + z 2 , P (l,l,l) , Q(7,8,0)

c) f ( x , y )  = e* c o s y + e y senx, P(1,0), Q(-3,2)

d) f ( x , y )  = x 2 + x y  + y i , P(l,2), Q(l,3)

e) f ( x , y )  = e* arctgj, P(0,2), Q(-2,5)

y  1 V3
3) Hallar la derivada de la función z = arctg(—) en el punto (—, — ) perteneciente a la

x 2 2
2 2 1 circunferencia x + y  - 2 x  = 0 en la dirección de la tangente a ésta. Rpta. —

2

z
4) Calcular la derivada de la función w=arcsen(—■=----- - )  en el punto M (l,l ,l)  en la

x + y
“ > 1

dirección del vector MN  siendo N(3,2,3). Rpta. -
6
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5) Hallar la derivada de la función z  =  ln(e* + e y ) en el punto (1,2) perteneciente a la

2 ~J2parábola y  = 4 x ,  en la dirección de ésta. Rpta. —

2 26) Calcular la derivada de la función z  = x  - y  en el punto M( 1,1) en la dirección del 

vector que forma un ángulo de 60a con el sentido positivo del eje X.

Rpta. l-> /3  

4 37) Hallar la derivada direccional de z = 3 x  - x y  + y  en el punto (1,2) siguiendo la 

dirección que forma con el eje X un ángulo de 602, la tangente a esta.

Rpta. 5+1

8) Sea f ( x , y , z )  = ln(x2 +  y 2 + z 2 ) .  Hallar la derivada direccional de f  en el punto (1,3,2)

a lo largo de la curva de intersección de las superficies 5,: 3 6 x 2 + 4 y 2 + 9 z ~  = 108 y

.SV x 2 + y2 -5 r 2 = 0 , si al mirar éste, desde el origen de coordenadas, el sentido es

36
horario. Rpta. Z>_»/(1,3,2) = — 1=

n 7yl94

2 2 3 3 .9) Sea f ( x , y , z )  = xy + y  z  + z  x.  Hallar la derivada direccional de f  en el punto (2,- 

1,1) en la dirección de la recta tangente a la curva de intersección de las superficies 

íSj: 36x2 + 4 y 2 + 9 z2 = 108 y S2: x 2 + y 2 - 5 z 2 = 0, en el punto (1,3,2) y en la 

dirección en que disminuya.

10) La temperatura en el punto (x,y,z) en un trozo de metal viene dada por la fórmula

f ( x , y , z )  = e 2x+y+iz grados, ¿En qué dirección, en el punto (0,0,0), crece más 

rápidamente la temperatura? Rpta. En la dirección (2,1,3)
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2 211) Si C es la curva de intersección de las superficies 5¡: z  = x + 2y  y

S2 '■ z  = 2 x 2 - 4 y 2 + 2 .  Hallar la derivada direccional de
2 2 2f { x , y , z )  = x + y  + z  + eos n x y , en el punto (2,1,6) a los largo de la curva C.

206
Rpta. /)_>/(2,1,6) = - - =  

n V266
%

2 2 212) Si C es la curva de intersección de dos superficies 5,: x + y  = z  y

S2■ 2 5 + z 2 = 2 x 2 + 2 y 2. Hallar la derivada direccional de la fiinción
2 2 2f ( x , y , z )  = x + y  - z  , en el punto (3,4,5) a los largo de la curva C.

Rpta. D_>/(3 ,4 ,5) = 0

2 2 2 213) Sea C la curva de intersección de los cilindros x + y  = l y  x + z  = 1, en el primer

octante. Hallar la derivada direccional de la función f ( x , y , z )  = x 2 + y 2 + z 2, a los

VI VI VI
largo de la curva en el punto (---- , -----, -----)

2 2 2
V I V I V I V6

Rpta. D ^ f {— , — , — ) = —  
n 2 2 2 3

14) Hallar la derivada direccional de ' f ( x , y , z )  = x 2y z i en el punto (1,1,-1) y en la 

dirección de la tangente a la curva de intersección de la superficie z  = 3x2 + y 2 +1 con

7
el plano x = 2 en el punto (2,-1,14). Rpta. £)_>/(2 ,- l ,1 4 )  = ± ~ p

n V5

15) Hallar la mínima derivada direccional y el vector unitario en esa dirección para
x VÍ3

f ( x , y ) = ------ en (3,2). Rpta. D _ + f ( 3,2) = -----
x + y  n 25

16) Dada la función f ( x , y , z )  = ( x - l ) 2 + 2 ( y  + l )2 + 3 (z -2 )2 - 6 ,  encontrar la derivada
-> -> —>

direccional de la función en el punto (2,0,1) en la dirección del vector i + j  + 2 k .

14
Rpta. O_>/(2 ,0 ,l)  = — j=

n V6
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1 2 2 2 217) Hallar la derivada de la función n  = —, donde r = x + y  + z  , en la dirección del
r

1
gradiente. Rpta. — .

r

4 x 2 2
18) Dada la distribución de temperatura T(x,y )  = 4 8 - ——  - 3 y  . Hallar la razón de 

cambio de temperatura.

I) En (1,-1) en la dirección del enfriamiento máximo.
—»

ii) En (1,2) en la dirección de i .

iii) En (2,2) en la dirección que se aleja del origen.

19) Si u = xy + yz + xz encontrar la razón de cambio de u en el punto (-1,1,7).

i) En la dirección del punto (-1,1,7) al punto (7,7,7). Rpta. 10

U) En la dirección del punto (-1,1,7) al punto (1,3,8).

Ui) En la dirección perpendicular al plano 3x + 4y - 12z = 12.

20) La temperatura es T grados en cualquier punto (x,y,z) en el espacio R 3 y
60

T -■ — -----r-----5-----, la distancia se mide en pulgadas.
x + y + z  +3

I) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto (3,-2,2) en la
36

dirección del vector -2  i +3 j —6 k Rpta. —
35

U) Encontrar la dirección y la magnitud de la máxima rapidez de cambio de T en

9 6 c  153
(3,-2,2). Rpta. (------ , ----------- ) , -------

10 10 10 100

21) El cambio de temperaturas correspondiente a los diversos puntos (x,y) de una placa está
x

dado por T(x ,v)  = —---- —. Hallar la dirección de máximo aumento de temperatura en
x + y
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22) La temperatura distribuida en el espacio está dada por la función

n n
f(x,y) = 1 0  + 6 cosx cosy + 3 eos 2x + 4 eos 3y, en el punto (— ,—). Encontrar la

dirección de mayor crecimiento de la temperatura y en la dirección de mayor 

decrecimiento en la temperatura.

9V3 3^3
Rpta. Mayor crecimiento en la dirección (-------- --------- )

2 2

9^3 3V3
Mayor decrecimiento en la dirección (------------- )

2 2

23) Hallar la derivada direccional de / (x ,y ,  z) = 3x2 + y z + z 3 en el punto (1,1,1) según la 

dirección de la recta de pendiente más pronunciada (mayor pendiente) que caracteriza la

2 3 2 / rsuperficie z = 2 + 3y cosx + x en el punto (ji, ,z0)

Rpta. £>_/(!,1,1) =
14+ IOOt 2

W l + 25^2

24) Hallar la mayor razón de cambio de la función
2  ̂ ^

f ( x , y , z )  = e^x 3' cos(^(x + 2>')) + 3Jr+v z, en el punto x0 , donde x0 es el punto en el

2 2 2primer octante de la superficie z = x - 2 y  + 3_v -  6 en el que el plano tangente es 

paralelo al plano 3 x - —y - z + 8 = 0. Rpta. |v /(3 ,2 ,l)|| = 151.97

25) Calcular el valor de la derivada direccional de la función z = ln(x + y) según la dirección

de la pendiente, mas pronunciada que caracteriza la superficie 2z = \n(e* + e y ) cuando

z = l .  Rpta. D af ( x , y )  =
Ve4 - 2 e e

26) Sea f ( x , y ) = x 2y  ¿Qué ángulo forma el vector dirección con el eje X positivo, si la 

derivada direccional en (-1,-1) es 2?.
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27) El potencial eléctrico es V voltios en cualquier punto (x,y) en el plano XY y

V = e lx cos2 y , la distancia se mide en pies.

n
I) Encontrar la rapidez de cambio de potencial en el punto (0,—) en la dirección del

4
-» n -* n -* 

vector unitario ¿u -- eos— i + sen— j  Rpta. -1
6 6

II) Encontrar la dirección y la magnitud de la máxima rapidez de cambio de V en

( 0 , - ) .  Rpta. (0,-1) , |VK| = 2
4

2 228) Si f ( x , y )  = 4 x  + 9y  , encuentre la dirección en el punto (2,1) para la cual la derivada

1
direccional de f  tiene el valor cero. Rpta. ± ,,__(9,-8)

Vl45

29) Si f ( x , y )  = 169 — jc2 - y 2 , encuentre la dirección en el punto (3,4) para la cual la
1

derivada direccional de f  tiene el valor cero. Rpta. ±—(4,-3)

30) En qué dirección es que la función f ( x , y , z )  = (x + y ) 2 + ( y  + z )2 + ( x  + z ) 2 crece más 

rápidamente en el punto P(2,-l,2) ¿Cuál es la razón instantánea de cambio f  por unidad 

de distancia en esta dirección.

Rpta. dirección (-10,4,10), máx = |jv/j = V216

31) El potencial eléctrico V en el punto P(x,y,z) en un sistema coordenado rectangular, está 

dado por V = x 2 + 9 y 2 + 4 z 2, calcular la razón de cambio de V en P(2,-l,3) en la 

dirección de P al origen.
¿Encuentre la dirección en la que la razón de crecimiento de V es máxima en P? ¿Cuál 

es la razón de crecimiento mínimo?.

32) Un objeto está situado en un sistema de coordenadas rectangulares de tal manera que la
2 2 2temperatura T en el punto P(x,y,z) está dado por T = 4x - y  +16z , calcular la razón

—> —> —>
de cambio de T en el punto P(4,-2,l) en al dirección del vector 2 /' + 6 j - 3  k . En qué 

dirección a partir de P aumenta más rápidamente T?. ¿Cuál es la razón de cambio 

máximo en P?.
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2 233) La ecuación de la superficie de un cerro es z = 1200- 3x - 2 y  , donde la distancia se 

mide en metros, el eje X apunta al este y el eje Y apunta al norte, un hombre está en el 

punto correspondiente a (-10, 5, 850).

t) ¿Cuál es la dirección de la ladera más pronunciada?

R p , a -

ii) Si el hombre se mueve en dirección del este, ¿Está ascendiendo o descendiendo?

¿Cuál es su rapidez? Rpta. Subiendo a 60 m/seg.

iii) Si el hombre se mueve la dirección del Sureste ¿Está ascendiendo o 

descendiendo? ¿Cuál es su rapidez?. Rpta. Bajando a 20->¡2 m/seg.

34) Una función / :  R 2 ------ >R definida en el punto (3,4) tiene las siguientes derivadas

direccionales o 3 en la dirección al punto (4,4); 1 en la dirección al punto (3,2). 

Determinar V f(3,4). Rpta. V f(3,4) = (3,-1)

2
35) Una función / :  R ------ > R tal que z = f(x,y), tiene en el punto (1,2) derivadas

direccionales 2 en la dirección al punto (2,2) y -2 en la dirección al punto (1,1). 

Calcule la derivada direccional de f  en (1,2) en dirección al punto (4,6).

1
36) La función f(x,y,z) tiene en el punto P(2,-3,5) las derivadas direccionales — en la

3

3 1
dirección al punto A(0,l,9), —  en la dirección al punto B(5,-3,l) y — en la dirección

5 4

al punto C(4,-2,7). Calcular la derivada direccional de f  en la dirección al punto

D(l,3,6). Rpta. D ->/(2,-3,5) =
n 52-738
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37) La superficie exterior de una montaña se describe mediante la ecuación
2 2h(x,y)  = 4 0 0 -0 .0 lx -  0.04y . Supóngase que un alpinista está en el punto (500, 

300, 3390). ¿En qué dirección debe moverse el alpinista para ascender al mayor ritmo 

posible?

2 238) Hallar la derivada direccional de la función f ( x , y , z )  = x  + y - z  en el punto (1,1,1), 

en la dirección del producto vectorial de la normal a la superficie S: 2x +y - z -  2 en
—►

el punto (1,1,1) y el vector a = (1,0,1).

2  339) Hallar la derivada direccional de F(x,y , z )  = x yz  en el punto (1,1,-1) y en la dirección

de la tangente a la curva de intersección de la superficie z = 3x2 + y 2 + 1 con el plano x

7
= 2 en el punto (2,-1,14). Rpta. D _»./(2 ,l,-l) = ± - p

n V5

40) Sea f ( x , y , z )  = 2 x 2 + 2 x y - y 2 - 5 x  + 3 y - 2

i) ¿En qué dirección crece mas rápidamente en el punto (1,1)?

ii) ¿Cuál es la derivada direccional de f  en esta dirección y en ese punto?.

41) Demuestre que la función f  definida por:

M .
f ( x , y )  = í

X\
"  , si (x , y ) * (0,0)

x  +y
0 , si (x ,y)  = 0

tiene la derivada direccional en toda dirección en el punto (0,0) pero no es diferenciable 

en (0,0).

42) Sea f ( x , y )  = \
r-  2x v

V* sen.y+—----- j  , para (x ,y )* (0 ,0 )
x + y

[ 0 , para (x ,y) = (0,0)

E n qué d irecc ión  ex iste  la  d e rivada  d ireccional en  el pun to  (0 ,0).
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43) Un avión se mueve según su plano de equilibrio con la función / (x ,y)  = x 2 + y 2, si hay

V2 V2
un viento cuya dirección es (---- ,-----).

2 2

i) ¿Cuál es la velocidad del avión con dirección al viento?

ii) Si el viento cambia de dirección en 45fi en sentido horario ¿Cuál es ahora su nueva 

velocidad con respecto al viento?.

2 2 2 x  y  z
44) Demostrar que la derivada de la función u = —  h— j-+ —  en cualquier punto M(x,y,z)

a b e
2 u

en la dirección que va desde el origen de coordenadas es igual a ------, donde
r

V2 2 2x +y +z

45) Será F una función diferenciable con dominio en R 3 tal que F (y ,—,ln |/(x z 2)|) = 0, 

F,(3,V2,0) = 1, F2(3,V2,0) = 2, F3(3,V2,0) = 1; f  una función diferenciable con

dominio en R tal que / ( 2 )  = / '  (2) = 1.

46) Halle la derivada direccional de f(x,y,z) = xsennyz + 2ytgjix en el punto (1,2,3) y en la
. . ,  * 2 2 2  dirección de la recta tangente a la curva dada por las ecuaciones x +y +z  =14,

x + 2y - z = 0.

47) ¿Qué ángulo forma la tangente de la línea z = -y/l + x 2 + y 1 , x = 1 en el punto (1,1,-y/3) 

con la dirección positiva del eje de coordenadas?

x 2 + y 2 '
48) ¿Qué ángulo forma la tangente a la línea z = ---------- , y = 4 en el punto (2,4,5) con la

4

dirección positiva del eje de abscisas?.
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49) Hallar la minima derivada direccional y la dirección del vector unitario en la que se

x
obtiene para f ( x , y )  = -------- en (3,2). Hallar también dos vectores unitarios para los

x  + y

cuales la derivada direccional es cero.

-> 1 -» i -* i 
(3,2), p. = (-3,-2)

VÍ3

50) Determinar los puntos (x,y) y las direcciones para los cuales tiene su valor máximo la
•  2 2 derivada direccional de f ( x , y )  = 3x + y  , si (x,y) es un punto de la derivada

x 2 +y 2 = l .

51) Hallar la derivada direccional de la función f ( x , y , z ) = x e yz +yexz +zexy en el punto 

P0 (1,0,2) en la dirección que va de P0 al punto Px (5,3,3).

., ^  oixurrrob nto sldsnndiaiib nóiaoi/l Bnu H
52) Demostrar que la derivada de la función u = f(x,y,z) en la dirección de su gradiente es

igual al modulo de este.

jr2 — y2
53) ¿En que dirección la derivada direccional de f ( x , y )  = —— en (1,1) es igual a

x + y
cero?.

54) La distribución de temperatura de una placa metálica viene dada por la función 

T(x,y) = xe ly + y 3ex .

a) ¿En que dirección aumenta la temperatura de una placa metálica en el punto (2,0)?

b) ¿En que dirección decrece la temperatura mas rápidamente?

Rpta. a) V T (2 ,0 ) =  (1 ,4 ) b ) -V T (2 ,0 )  =  ( - 1 ,4 )
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55) Hallar la derivada de la función u = x y 2 + z 3 - x y z  en el punto M (l,l,2 ) en la dirección 

que forma ángulos de 60°, 45°, 60° respectivamente con los ejes coordenados.

Rpta. 5 

II. Planos Tangentes a una Superficie.

1) Escriba las ecuaciones de los plano tangentes y las normales en los puntos indicados, 

para las superficies dadas.

a) z  = - \x2 + y 2 - x y  en el punto (3,4,-7)

x - 3  y - A  z+1
Rpta. P: 17x + 12y + 5z = 64 , L.

17 11

y  nb) z  = arctg — en el punto (1,1,, —) 
x A

_  n
71  Y  —  1 y  —  1 Z

Rpta. P: x - y  + 2z = — , L : —  = ¿-—  = -----±
2 1 - 1 2

x y z  a-J3 b-Jl c-Jl
c) — + ̂ y  + — = 1 en el punto (------ ,------ ,------ )

a b e  2 2 2

x y z  n  a-JÍ b - f í  c-y/3
Rpta. P: — i— h—  = v3  , L: a ( x ------------------------------------ ) = b ( y ------ ) = c( z--)

a b e  3 3 3

d) X3 + y 3 + z 3 + xyz = 6 en el punto (1,2,-1)

x  -1  y - 2  z+1
Rpta. P: x + l l y  + 5z-18 = 0 , L\ ------= -̂----- = ------

1 11 5

e) 3x4 - 4 y 3z+4xyz2 -4 x z 3 + 1 = 0 en el punto (1,1,1)

x - 1  y - 1 z — 1
Rpta. P: 3x - 2y - 2z + 1 = 0 , L: ------= --------= ------

3 -2  -2
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f) (z - x ~ ) x y z - y '  = 5 en el punto (1,1,2)

Rpta. P: 2x + y + l l z  = 25 , L : ------=  ------= -----
2 1 11

x -  1 y - 1 z - 2

11

g) 4 + J x 2 + y 2 +z2 = x  + y  + z en el punto (2,3,6)

Rpta. P: 5x + 4y + z = 28 , L.
x - 2  y - 3 z - 6

5 4 1

. .  1/2 1/2 1/2 . , , , ,, h) x  + y  +z  = 4 en el punto (4,1,1)

Rpta. x + 2y + 2z = 8 ,
X -4  y -1  z+1

1 2 2

i) x 2n + y 2n + z 2n = 14 en el punto (-8,27,1)

* + 8 v - 27 z — 1
Rpta. P: 3x - 2y - 6z +84 = 0 , L: ------ -----------= ------

3 - 2 - 6

j) x 2 + y 2 -3 z  = 2 en el punto (-2,-4,9)

intersección con S respectivamente. Hallar la ecuación del plano que pasa por las 

tangentes a dichas curvas en el punto dado.

Rpta. P: 4x + 8y + 3z + 22 = 0 , L:

2) Hallar la ecuación del plano tangente al elipsoide x~ +2y  + z  = 1 de tal modo que sea 

paralelo al plano x - y + 2z = 0.

Rpta. x - y  + 2z= ; x - y  + 2z= -

3) Sea S una superficie de ecuación x  + y  + z  -  4 y -  2z + 2 = 0, por el punto (1,1,2) de S

pasa el plano x + y -  z = 0 y la  superficie 3x2 + 2 y 2 -  2z = 1 que originan las curvas de

Rpta. x - y + z = 2
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4) Encuentre una ecuación del plano tangente en cualquier punto (a,b,c) de las superficie 

S: x 1 2 + _ y 1/2+ Z 1 2 = k v l , y  luego muestre que la suma de las intersecciones de este 

plano tangente con los ejes coordenados es una constante.

3 2
X  X

5) Sea la superficie S: z = - y + — . Demostrar que todos los planos tangentes, en
y  y

cualquier punto de S, tiene un punto en común.

. ,  , , , , , x  +  2  y + 2 z -1
6) Escribir la ecuación del plano tangente perpendicular a la recta —-— = —j— = —

para la superficie z = xy.

Rpta. P: 2x + y - z = 2

7) Trazar un plano tangente a la superficie x 2 - y 2 = 3z, de tal modo que pasa por el punto

x y  z
A(0,0,-1) y que sea paralelo a la recta — = — = — .

2 1 2

Rpta. 4x - 2y - 3z + 3 = 0

2 2 28) En la superficie x + y +z - 6 y  + 4z=  12. Hallar los puntos en los cuales los planos 

tangentes sean paralelos a los planos coordenados.

Rpta. En el plano XY , (0,3,3), (0,3,-7)

En el plano YZ , (5,3,-2), (-5,3,-2)

En el plano XZ , (0,-2,-2), (0,8,-2)

9) Mostrar que el plano tangente a la superficie xyz = a 3, en cualquier punto cuya forma

es un tetraedro de volumen constante con los planos coordenados.

10) Mostrar que las superficies x + 2y - ln z + 4 = 0 y x ‘ - x v - 8 x  + z + 5 = 0, son

tangentes, esto es, tiene un plano común tangente en el punto (2,-3,1).
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2 2 2 2 2 211) Demostrar que las superficies x + y  + z  = ax y x  + y  +z  = by son ortogonales

entre si.

2 2 2 . . x  y  z
.12) Trazar el plano tangente al elipsoide —T + ~ T + ~~2 = de tal modo que corte

a b e
segmentos de igual longitud en los semi ejes positivos.

V 2 2 2a +b +c

13) Determinar la ecuación de los planos que pasan por la recta

L = {(1,—,0) + í ( l , - l ,0 ) / í  e  /?} tangentes a la superficie 2x2 +4y 2 - z  = 0.

Rpta. P: z = 0

x 2
14) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie —  + y 2 + 7z2 = 126, que es

ortogonal a la recta tangente en (2,1,6) a la curva de intersección de las superficies

Í63 

' 83
z = x 2+ 2 y 2, z  = l x 2 - 3 y 2 + \ Rpta. 5x + 2y + 28z± 166J— = 0

( x - 2 ) 2 (y + 3)2 2
15) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie------------1-------------vz  = 1 , que es

5 9

paralela al plano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y perpendicular al plano 

2x + y - z = 0.

• 2 / 2 216) Sea S la superficie definida por la ecuación F ( y  —x,  z - y ,  -\¡x + y  ) = 0, por

P(l,2 ,l) de S se trazan planos perpendiculares a los ejes X e Y determinando sobre S 

dos curvas, hallar el plano que pasa por las rectas tangentes a dichas curvas si 

DtF (3,—1,V2) = —1, D2(3 ,-l,V 2) = 3, D3(3,-1,V2) = J í

♦ 2 2 2 •17) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie x + y  - z  = 1, que contiene a la

recta de intersección de los planos P¡: x + y +  z = 1, P2\ x + 3 y - 3 z  = 3.
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2 2 218) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 6x - y  - 3 z + 4  = 0, que pasan 

por la recta 4x - 3z = 0, y = 4.

1 1  2 y 2
19), Hallar la ecuación del plano que pasa por (1,—,— ) que es tangente z  = 3x + —  en el

2 2 4

punto (2,a,b) y es ortogonal al plano y + z = 0.

Rpta. 12x + y - z  = 13

20) Dada la ecuación de la esfera x 2 + y 2+ z 2 = 4 y la ecuación de la recta 

L = {(4,0,0) + í ( - l , l , l ) / í  e R}. Determinar un plano que pasa por L y sea tangente a la 

esfera.

Rpta. 2x + ( l - j 5 ) y  + (l + j 5 ~ 8 .

2 2 221) Trazar a la superficie x  +2y  +3z =11,  los planos tangentes paralelos al plano

11
x+y + z = l .  Rpta. x  + y  + z ± —¡= = 0

V6

2 2 222) ¿En qué punto del gráfico de la ecuación x + 4y  +16z - 2xy - 12, son los planos 

tangentes paralelos al plano XZ?.

Rpta. (2,2,0) y (-2,-2,0)

. 2 2 223) Formar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie x  +2y  +3z = 21 y

paralelo x + 4y + 6z = 0.

Rpta. x + 4y + 6 z ± 2 1 = 0

24) Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie

3/2  , 3 / 2  , 3/2  0 / l .  t  , a ax + y  +z  = 24 en el punto (4,4,4).

Rpta. P: x + y + z = 1 2  , L: x - 4  = y - 4  = z - 4
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25) Determinar el plano tangente a la superficie x 2 + ( y - 1)2 + 4 (z+ 2 )2 = 4  que es paralela 

al plano tangente a la esfera x 2 + (y +1)2 + (z + 2)2 = 9 en el punto (1,-1,2 + V8) .

Rpta. x  + 2V Iz+  2V I = 0 , x  + 2V Iz + 6*VI= 0

26) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie x 2 -  Ay2 - 4 z  = 0, que intercepta al

3
plano XY según la recta x + Ay-i—  = 0.

2

( x - l ) 2 ( y + 2 )2 2
27) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie----------- h---------- + z = 1, que es

4 9
paralelo al plano que pasa por los puntos (1,-1,2), (2,2,-1) y perpendicular al plano 
x + y - z = 0.

2 2 
X  V

28) Demostrar que una ecuación del plano tangente a la superficie z = — T + ~ J  en Punt0
s, a  p

, . 2*o 2 y  o
(xo>y<)’zo) es z + z 0 = — x + — j y .

a  p

29) Determinar la ecuación del plano tangente que pasando por la recta
x 2

L = {(4,2,1)+ í(4,-3,0)/r e Jí}, es tangente al elipsoide — +>»2 + z 2 = 1.

30) Sean las superficies Sx: x 2y '  +2x + z i =16 , S2: 3 x2 + y 2 - 2 z  = 9, S, y S 2, se

2 2 2interceptan con la superficie S: x  +3y  +2z  =15. Determinando dos curvas C¡ y 

C2, respectivamente, las que pasan por el punto (2,1,2). Hallar la ecuación del plano que 

contiene a las rectas tangentes a estas curvas en dicho punto.

31) Determinar el valor de m para que el plano x - 2 y - 2 z  + m = 0 sea tangente a la 

superficie de ecuación x 2 + 4 y 2 +16z2 -144  = 0.
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2 2 232) Sea S una superficie de ecuación x + y  +z  -4 _ y -2 z  + 2 = 0. Por el punto (1,1,2) de

2 2S pasa el plano x + y -  z = 0 y la  superficie 3x +2 y  -  2z  = 1 que origina las curvas de 

intersección con S respectivamente. Hallar la ecuación del plano que pasa por las 

tangentes de dichas curvas en el punto dado.

Rpta. x - y + z = 2

33) Sea C la curva en el plano YZ definida por la función z = ln y, y > 1, se rota la curva C 

alrededor del eje Y generando una superficie S.

Halle la ecuación del plano tangente a S en el punto (V 2,e2,- J l )

Rpta. ->Í2x-— y+s¡2z  = 2
e

34) Sea P un plano tangente a la superficie x 2 + 3 y2 +4z2 = 8 en el punto (a,b,l) y sea x 

+ 3y = 8, la ecuación de la intersección del plano P con el plano XY, se pide hallar el 

punto (a,b,l) y la ecuación del plano P.

Rpta. x + 3y + 4z = 8

35) Sea x0(2,l,7) un punto que pertenece a la superficie S descrita por z = x 2 +xy + y i , y 

L la recta tangente a S en x0, de mayor pendiente. Halle la ecuación del plano que 

contiene a L y es paralelo al vector normal de S en x0.

2 2
x  y  236) ¿En qué punto del elipsoide — + -------v z  =  1, la normal forma ángulos iguales con los
4 4

4 4 1
ejes de coordenados?. Rpta. x  = ± — , y  = ± — , z  = ± —

3 3 3

37) Encontrar el ángulo entre la recta L= {(-2,5,12) + t (4,1,-3)/1 e  R} y la normal a la
2 2 2esfera x + y  +z  =121, en el punto de intersección de la recta y la esfera.

Rpta. cos0
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38) Las tres ecuaciones F(u,v) = O , u = xy , v = -Jx2 + y 2 definen una superficie en el

espacio XYZ. Hallar un vector normal a esa superficie en el punto x = y = 1, z = V ? , si 

se sabe que: D,F(1,2) = 1 y D2F(  1,2) = 2.

2 2 2  239) La superficie z = 2x  + 7  es cortada por la curva x  = — , y = t - 1, z - t  - 1, en el
t

punto (-1,1,3) cuál es el ángulo formado entre la normal a la superficie y la tangente a la 

curva?

40) Hallar el plano tangente y normal al hiperboloide x 2 + y 2 - z 1 =18 en (3,5,-4).

41) Encontrar la ecuación del plano tangente a la superficie 

S : e VI sen x  + e xz sen+ e** sen z = 0 en el punto P0 (0, n ,2 n ) .

42) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 

F(x ,y ,z )  = yzesenx+xze3eny+xyesenz en el punto P0 (?r,0,0).

43) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie z = e *  cos( y + z ) , en el punto 

donde el plano tangente es paralelo al plano P: y + 2z — 3 = 0.

44) Determinar la ecuación de la recta tangente a la curva de intersección de la superficie

x 2 v2 z 2
----- (------ 1-----= 1 con el plano y = l  en el punto (1,1, 1).
4 2 4

45) Escribir la ecuación del plano tangente al elipsoide x 2 +2y 2 + r 2 = 1 de tal modo que 

sea paralelo al plano x — y + 2z = 0 .

46) Hallar el plano tangente a la superficie z = e y  sen(.v + z) en el punto en el que este

p lano  es para le lo  al p lano  n: 2x + z —5 = 0. Rpta. 2x + z  =  0
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3.55. Aplicaciones ^  Parciales, Máximos y Mínimos
Canciones de Varias Variabíesj

a) Definición.- La función f . D c z R 2 ----- >R, definida en un conjunto abierto

2 • 2 • D c zR  , tiene un valor máximo absoluto sobre el conjunto f l c í  , si

existe un punto P(x0, y 0) e  D tal que f ( x , y )  < f ( x 0, y 0), V (x,y) e D , en este 

caso f ( x 0, y Q) es el valor máximo absoluto de f  en D.

b) Definición.- La función / :  D c z R 2 ——> R, definida en un conjunto abierto Dcz R 2,

tiene un valor mínimo absoluto sobre el conjunto D c z R 2, si existe un 

punto e  D tal que f ( x 0, y fí) < f ( x , y ) ,  V (i,} » )e D , en este caso

f  (x0 , vn) es el valor mínimo absoluto de f  en D.

2 2 Observación.- Si la función / :  D c zR  — >/?, es continua en un conjunto cerrado D c zR  ,

entonces existe al menos un punto P e D donde f  tiene un valor máximo absoluto

y al menos un punto Q e D, donde f  tiene un valor mínimo absoluto.

c) Definición.- La función / :  D<zRn ---- >R, definida en un conjunto abierto D c z R ",
—>

tiene un valor mínimo relativo en el punto x0 e  D , si existe una bola 
—► —> —> 

abierta B(x0, e ) c z D  tal que f ( x 0) < f ( x ) , Vjc e B (x 0,e)cz D.

d) Definición.- La función / :  DczR "  — >R, definida en un conjunto abierto D c z R ",
—►

tiene un valor máximo relativo en el punto x 0 & D,  si existe una bola 
—► —y —►

abierta B(x0, c ) c z D ,  tal que : f ( x ) < f ( x 0) , V x  e B (x 0,e)  cz D .

Observación.- A los valores máximo y mínimos relativos de la función / :  D c z R " ---- *R le

llamaremos extremos de la función f.
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3.S6 Teorema]

Si la función f :  D<zR” ---- >R, definida en un conjunto abierto D c z R ", tiene un valor

—> —> —»

extremo en i 0 c D  y Dkf ( x 0 ) existe, entonces Dk f ( x 0) = 0, V k = 1,2,3,...,n

Demostración

—> —>

Si la función f  tiene un valor máximo relativo en x fí e D entonces 3 B(x„ , £ ) c f l  tal que:

—> — ► -»

f ( x n + h  /j . ) ~  f ( x 0 )
f ( x ) £  f ( x 0) , V x e i?(;c0 ,£ ), luego /<m ------------------------------< 0  donde

*->o* h

—► —> —̂ —>
Hk = (0,0,...,1,0,...) esto es debido a que, para cada x0 + h fik e B(xq,e ) se tiene

—* —> —>
-* f ( x 0+ h n k ) - f ( x 0)

f ( x 0 + h n k )< f  (x0), esto nos implica que si h > 0 se tiene--------------------------- < 0

f ( x 0+h/Jk ) - f ( x 0) -»
ahora si h < 0, entonces ftm --------------------------- > 0, como Dkf ( x 0) existe se tiene que:

h-> o' h

„ f ( x 0+h p k ) - f ( x 0) f ( x 0+ h p k ) - f ( x 0) „ , , „  A
Dkf ( x o) = h m --------------------------- - /zm --------------------------- -- 0 donde Dk f ( x a) = 0.

* - > o + /i />->o  A

por lo tanto, los valores extremos de una función, / :  Dcz R " ---- > R, definida en el conjunto

abierto D puede ocurrir en puntos donde las primeras derivadas parciales de f  son ceros.

1 o t i n u  ltí s b ; - ; notan:'1 sJ

Sea la función f : D c z R n ---- > R, definida en un conjunto de abierto DczR".  Los

puntos x () e D donde todas las derivadas parciales de primer orden de f  son ceros o 

no existen, se llaman puntos estacionarios o puntos críticos de f.
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Ejemplo.- Hallar los puntos críticos o estacionarios de la función:

f ( x , y )  = x 2y 2 - S x 2 - 8 x y - 5 y 2

Solución

df(x ,y)  Q

•  ̂ , para calcular los puntos críticos o estacionarios

&  °

= I x v 1 -  10* -  8 v = 0 ....(1)
dx

d̂ X' y)  = 2x 2y  - 8 x - 1 0 y  = 0 ....(2) 
dv

8 y  4 y
de la ecuación (1) despejamos x  = — :-----= —:------- ahora reemplazamos en (2)

2>> -1 0  y  - 5

2y(—y — )2 - 8 (—y — )-1 0 y  = 0, simplificando y ( y 4 -1 0 y 2 +9) = 0 entonces:
y  - 5  y  - 5

y ( y 2 -  9 ) (y2 -1 )  = 0 , de donde y = 0 , y = ± 1 , y = ± 3

para y = 0, x = 0, (0,0); para y = 1, x = -1, (-1,1) 

y =  -1, x =  1, (1 ,-1 ),y = -3 , x = -3 , (-3,-3) 

y = 3 ,  x = 3 , (3,3)

Luego los puntos críticos son (0,0), (-1,1), (1,-1), (-3,-3), (3,3)

Observación.- La condición necesaria para que una función tenga extremo relativo en un punto, 

donde sus derivadas parciales existen, es que este punto sea un punto estacionario o
2 2crítico, sin embargo esta condición no es suficiente, por ejemplo, la función f ( x , y )  = y  - x  cuyas 

derivadas parciales son:
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df(x ,y)
dx

df(x ,y)
dy

= -2x  = O

=  2v = 0

de donde x = y = 0,

a pesar de esto la función no tiene máximo ni mínimo relativo, en este caso, a este tipo de puntos se 

denominan puntos de silla.

Observación.- Un punto crítico que no es de un máximo ó mínimo relativo es llamado punto silla

(ó de monitor ).

|3.58 Criterio de la Segunda Derivada j

Sea f : Dcz R —y R una función definida en el conjunto abierto D de tal manera que las

derivadas parciales primeras, y segundas de f  sean continuas en la región abierta D que

• , > i df(a,b)  „ df(a,b)contiene un punto (a, b) tal que ---------- = 0 y — 7------ = 0.
dx 8y

Para determinar si en dicho punto hay un extremo relativo de f, definimos la cantidad

A= d2 f (a ,b)  d2f(a ,b)  d2 f (a ,b)  2
dx1 dy2 dydx
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i) Si A > O y ——í—y-—̂->0 , entonces f  (a,b) es un valor mínimo relativo.
dx

U) Si A > 0 y d
dx

< 0, entonces f  (a,b) es un valor máximo relativo.

iii) Si A < 0 , entonces (a,b, f  (a,b) ) es un punto silla.

Sv) Si A = 0, este criterio no da información.

Nota.- En forma práctica se puede recordar la fórmula A en el criterio de la segunda 

derivada y que viene dado por el determinante.

A=

d2 f  (a,b) d 2 f  (a, b)
dx2 dydx d2f (a ,b )  

siendo ------------ =
d2 f (a ,b )

d 2f (a ,b ) d 2 f (a ,b ) dydx dxdy
dxdy dy2

2 2Ejemplo.- Determinar los extremos relativos de la función f  (x, y)  = x + x y+ y  - 6 x  + 2

Solución

Calculando los puntos críticos ó estacionarios

df(x ,y)
i -  y  — o =  \) r

I x = 4
p(  4,-2)

dx 
df(x, y)

dy

=2x + y - 6  = 0 

=x + 2 y= 0

x  = 4

y~~ 2 :

Luego el punto crítico es p (4,-2)

8¿f ( x , y )  
dx2 

d 2f ( x , y )  
dy2

d 2f ( x , y )
dydx

=2

= 2:

=1

a y (  4,-2)
d x 2

d 2 f  (4,-2) 
dy2 

d 2f (  4,-2) 
dydX

=2

=2

=1
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Ahora aplicando el criterio de la segunda derivada

A d 2f ( 4,-2) d 2/(4 ,-2 )  ( d 2/ ( 4 , - 2 ) ̂  2
dx2 dy2 dydx

A = (2) (2) -  ( I ) ' = 4 - 1 - 3  => A =3

como A = 3 > 0 y < r / (  4,-2) 
dx2

= 2 > 0, entonces en el punto P (4,-2 ) hay un mínimo relativo,

cuyo valor mínimo es f  (4,-2) = 1 0 .

3.59 Matriz Hessiana de una Función de Varias Variables]

a) Definición.- Una forma cuadrática F : R" -» R, es una función cuyo valor en

a  = ( a x, a 2, . . . . ,an )es dado por:

i~j j =i
F ( a )  = a . a  . donde //= [/i..l es una matriz simétrica de orden n x n ,

• J i  J  \ nxn

esto es:

H  = [hXj] =
J J nxn

hxx hx2 

h2X h22
l n

2 n

L*„l K l  -

y H ‘ = H

En forma simétrica la forma cuadrática está definida por:

F ( a )  = a  H a '  = ( a x, . . . , a n)

hxx h12 \n

h2X h22 ... h2n

L̂ 'nl hn2 ... hm J

/  \  a

« i

a*n /

f=l J=1
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Observación.- Se observa que el desarrollo de una forma cuadrática en términos de las variables 
a ,  , a 2, ......, a n, corresponde a un polinomio homogéneo de grado 2, en

donde los coeficientes de los términos cuadráticos í c ( )son los elementos de la diagonal de la matriz 

simétrica H, y cada coeficiente de un término rectangular ai a je s el doble del elemento h¡- de la 

misma matriz (i* j ) .

Ejemplo.- Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadrática F :R 2 -> R definida por

F ( x ],x2)=xl1 - x xx 2 + 3jc22

Solución

Observar que hn  es la mitad del coeficiente (-1) es decir hX2= - x/ 2 , como la matriz es 

simétrica hl2 = h2l

Luego H  =

1
1 —

2
1

—  3
L 2 .

Ejemplo.- Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadrática F : R 

F ( x x > x 2 , x  3) = x ,2 + x2 + x 2 , x xx2 +2xl i +6x2x3.

R definida por:

Solución

H  =

1
1 —  1

2
1

—  1 3
2

1 3 1

b) Definición.- Sea f  : D e R n -> R, una función definida en el conjunto abierto D.

Entonces la diferencial de segundo orden con respecto a las variables

independientes x , , x 2,...,x es cero, es decir: dz = d f  = —  dxx H------dx2
dx¡ 8 x 2
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d 2z  = d 2f  = - ^ ( ~ d x x + - ^  d x 2) d xx + ~ ( ^ - d x x + ~ d x 2) d x 2
C X  i C X  j  C X  2 C X  j  ü í ]  0 X 2

d f  j  j  d f  j  w 5V  j   ̂ s 2f  . .:— -  ¿/x¡c/jc! +  dx 2d x x + -r - — - d x l d x 2 + — J— d x 2d x 2
dxx dxxdx2 dx2dxx dx2

La matriz correspondiente a esta forma cuadrática es: / /  =

Esta matriz H será simétrica si d 2f  _ j 2f
dx2dxx dxxdx2

d2f  d2f
dxx dxxdx2
d2f  d2f

dx2dxx dx2

c) Definición.- Consideremos la función / :  D c R "  -»  R definida en el conjunto abierto

3f 3̂  f
Dtal que existen —  y --------  V p  = (xx, x 2, . . . ,x„)  e D.

OX\ d x ¡d x j

La forma hessiana de la función f  en el punto p  e O, denotado por H (f (p)) está 

definida por: .

m  M  t o & j

Luego a la matriz hessiana de la función en el punto p será:

d 2f d 2f d2/
d x 2 dxxdx2 dxx dxn

<?2/ S l f dx d 2f
dx2dxx dx22 ' dx2dxn

H ( f ( P )) =

d2f d 2f d 2f
dx„dxx 8xn8x2 fon'
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2 2 2Ejemplos.- Hallar la matriz hessiana de la función: f ( x , y , z )  = x  + y  +z  - 7 x y + 5 x - 3 z

Solución

K
dx

= 2 x - 7 y  + 5

—  = 2 y - I x
dy y

—  = 2z -  3
8z

dxL dxdv dxdz
¡i

dy dvdx dzdv

e 2f  = 2 , | ^ = 0 ) ^ / =0
dzl dzdx dydz

H ( f ( x , y ,  z)) =

d 2f d 2f d 2f
dx2 dxdy dxdz
d 2/ d l f d 2f
dydx dy2 dydz

d 2f s2f d 2f
czdx dzoy dz2

2 - 7 0
- 7 2 0
0 0 2

3.60...Criterio paralosM áxünosy Mmimosj

Consideremos la función f  : De .  R n -» R,  en donde sus derivadas parciales de segundo 

orden son continuas en un conjunto abierto D a R n y sea x0 e D un punto para el cuál 

D \ f  (xQ) = 0, D2f  (x0) = 0,...,Dnf  (x0) = 0, supongamos que el determinante de la matriz, 

Hessiana H  ( / (x0))se denota por:

A_ =

Dn /(* o )

£>2i /(* o )

D\iJ (x  o) • 

^22 / ( xo) •

• Dx„ f ( x  0)

• D2nf ( x  o)

Dnl. f ( x0). Dn2f (Xo) • ^ 2l f ( x  o)

Entonces:
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I) x0 corresponde a un mínimo relativo si A, >0, A2 > 0,..., A„ > 0 cuyo calor mínimo es

/ ( *  o ) -

ii) xn corresponde a un máximo relativo si A, <0, A2 > 0, A3 < 0,...,cuyo valor máximo

es f ( x Q).

2 2 2Ejemplo.- Determinar los extremos relativos de la función f  (x ,y , z )  = 4x  + x y - x  - y  - z  - y z

Solución
i zZs'ñ ———

Hallaremos los puntos críticos de la función f.

—  = 4 + y - 2 x  = 0 
dx

^ -  = x - 2 y - z  = 0=> 
dy

—  = - y  -  2z = 0  
dz

x = 3
y  = 2=> p ( \ 2 , - \ )  
z = -1

d 2f  , * ’ ' - 1
dxdy

V . f
dx2 ' ' dxdz

ii

•fe
, d 2 r

dvdy dydz

5 2 / = o  ,
dzdx §*

ii

d 2.í
' dz2

= 0

= -1

= -2

A =

d 2f d 2f d 2f
dx2 dxdv dvdz
d 2f d 2f V
dydx dy2 dydz

s 2f d f d 2f
dzdx dzdy dz2

- 2  1 0
1 - 2  -1
0 -1  - 2
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A, = -2  < O , A2 = 3 > 0 , A 3 = - 4 < 0  entonces f  tiene un máximo relativo en el punto 

p(3,2,-l) y su valores f  (3,2,-1 )=6.

Ejemplo.- Hallar las dimensiones de una caja rectangular (cerrada) de máximo volumen cuya 

superficie total es A m2

Solución

Sean x,y,z las dimensiones de la caja rectangular, por lo tanto el 

volumen de la caja es V=xyz

El área total de la caja rectangular es:

A - 2 x y
A = 2xv+2xz  + 2yz => z = -

2x + 2v

xy (A ~  2xv)
como V = xyz = ----------------, x > 0 ,  v > 0 , x y < A .

2x+2  y

el cual se desea que sea máximo.

dv _ y 2 ( 2 A - 8 x y - 4 x 2) 
8x (2x + 2 y ) 2

dv x 2( 2 A - S x y - 4 y 2) 
dy (2x+2 y)

= 0

= 0

resolviendo el sistema de ecuaciones

A A
x = J — , y  = J — es un punto crítico de V que corresponde a un máximo relativo cuyo

valor máximo es:
A A j 

V = J  u6 V 6

Luego las dimensiones de la caja son:

I ir
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3.61 Extremos Condicionadosj

Muchos problemas de optimización tiene restricciones o ligaduras en los valores que pueden 

usarse para lograr la solución óptima, tales ligaduras tienden a complicar los problemas de 

optimización ya que la solución óptima puede ocurrir fácilmente en un punto frontera del 

dominio., para superar estas dificultades usaremos una técnica que se conoce con el nombre 

de “método de los multiplicadores de Lagrange” y para esto daremos las definiciones 

siguientes:

a) Definición.- Consideremos una función f : D c z R " —>R definida en el conjunto 

abierto D y sea p (xx,x2,.. .,xn) e  D, se dice que las variables 

x, ,x2 ,...,xn satisface condiciones de enlace si, existen funciones <px,<p2,...,<pn\R" —> R 

tal que:

<p1(x1,x2,...,xn)= 0  

<p2 (x ,,x 2...,xn) = 0

(*)

ipn (xi ,x2,.. .,xn) = 0 , m< n

b) Definición.- Consideremos una función f : D c z R " ^ > R  definida en el conjunto 

abierto D. Diremos que el punto P0 e D corresponde a un 

máximo condicionado de f  (mínimo condicionado de f) si

f ( p )  < f ( p n) ( f ( p 0)< f ( p ) )  V p y p 0 que cumplan las condiciones de enlace (*).

3.62.....Método de ios Multiplicadores de Lagrange]

Supongamos que se maximiza o minimiza, una función de dos variables z = f(x,y) en donde 

las variables están sujetas a la restricción g (x,y)=0.

Luego se construye una función introduciendo una incógnita A llamada el multiplicador de 

Lagrange. F (x,y,A.) = f(x,y) + X g(x,y) ... (1)
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Ahora determinaremos los puntos críticos o estacionarios de F, es decir:

dF(x, y, k) _ df  (x, y) + ̂  dg(x,y) = Q
8x dx dx

dF(x, y,  k) _  d f  (x, y )  + ̂  dgfx, y) = Q

dy
dF(x, y, X)

dk

dy

= g(x,.v) = 0

ÖV
... (2)

al resolver el sistema (2) se obtienen los puntos críticos o estacionarios, luego se evalúa la 

función f  en cada uno de los puntos críticos, el mayor valor de f  es el máximo de f  sujeto a la 

restricción y el menor valor de f  es el mínimo de f  sujeto a la restricción.

Ejemplo.- Maximizar la función f  (x ,y)  = e'xy sometida a la restricción * 2 + y 2 - 8  = 0

Solución

Calculando los puntos críticos, para esto definimos la función F introduciendo la incógnita k.

F(x ,y ,X)  = f ( x yy)+ A(x2 + y 2 -8 )  de donde F(x ,y ,  A) = e*y + A(x¿ + y ¿ — 8)

—  = yexy+2kx = 0 \  = -  ^
dx 2x

xe *y
—  = xexy + 2ky = 0 =>k = - 
dy 2 y

^ x 2 + y 2 - 8 = 0 * 2 + ' 2 = í
dk •

=> x 2 = y 2, de donde 2x2 = 8 => x 2 =4  => x = ±2 , y  = ±2
2x 2 y

Luego los puntos críticos son P¡ (±2,±2), P(+2+2) y como f ( x , y )  = e xy => /(±2,±2) = e 4

/(+2,±2) = e -A

Luego el v a lo r m áxim o es / ( ± 2 ,± 2 )  =  e
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Observación.- En algunos casos las ecuaciones de las restricciones pueden reemplazarse en la 

función que se va maximizar o minimizar así el problema se reduce a los máximos 

y mínimo sin restricciones. Sin embargo este procedimiento no siempre es factible, especialmente si la 

función que se va a maximizar o minimizar tiene mas de dos variables y varias restricciones.

Entonces para estos casos se aplica el método de los multiplicadores de Lagrange del modo siguiente:

Sea f :  D c R " ------ >R una función definida en el conjunto abierto D tal que existen derivadas

parciales de f  hasta el segundo orden inclusive, para obtener los extremos condicionados de 

z = f ( x l ,x2 .•••,*„) sujeta a las condiciones de enlace:

<Pl(*l>*2..... * J  = °

<p2(xl ,x2,.. .,xn) = 0

< p„(x i ,x2 .......x n ) =  0  , m < n

se procede del siguiente modo:

i) Construimos la función de Lagrange.

f ( X i , x 2 .......x n , \ ........l hl) =  f ( x x, x 2 , . . . , x n ) + \ < p i ( X i , x 2 , . . . , x n ) + . . . + \ n<pm( x l , x 2 ........x n )

donde \ , ^ , • • •, An se llaman multiplicadores de Lagrange.

il) Los extremos incondicionados de F (condicionados de f) se obtiene ha partir de las

ecuaciones siguientes:
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c)F_ 
dxx 
dF 
dxi

= 0

= 0

É L
dxn
dF
d \
dF
dXr

= 0

= 0

= 0

dF
dX„

= 0

Sea P0 uno de estos puntos

iü) Se construye la forma cuadrática: B(dx,,dx1.... dx__ )=  7 . ?  .bL,dxidx, lo cual se
*=i i=i

2 d 2Fobtiene a partir de: A(dxl ,dx2,...,dxn) = d  F  = /  . /  -dx.dx, y de las diferenciales
,=i J=í dxidxj

de las condiciones de enlace.

d<pl (xl ,x2,. . . ,x„) = 0 

d<p2(xlyx2,.. .,x„) = 0

d<Pn ( x 1,X 2 , . . . , X n )  =  0

iv) Asociar a B su matriz correspondiente y estudiar el comportamiento en cada punto crítico.
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Ejemplo.- Hallar los extremos condicionados de f(x,y,z) = xyz, estando ligados las variables x,y,z

por las relaciones <p¡(x,y,z) = x + y - z - 3, <p2(x ,y,z)  = x - y - z - 8

F(x,y,z,A,  p  ) = f ( x , v , z )  + \<pl(x ,y,z)+ Pq)2(x,y,z)  

Calculando los puntos críticos 

F(x,y,z,A.,p) = xyz + A.(x + y - z - 3) + P(x - y -z - 8) 

dF
—  = y z  + X + P = 0 ...(1) 
dx

—  =xz + X -p  = 0 ...(2)

de la ecuación (1) y (3) eliminamos X y p.

yz + x y = 0 => y(x + z) = 0 => y = 0 v x  + z = 0

si y = 0, no existe solución, luego suponemos para y *  9 se tiene z = -x reemplazando en la 

ecuación (4) y (5) se tiene.

Solución

Definiendo la función de Lagrange

dz

~zr = x + y - z - 3  = 0 ...(4)
OK
8F
- ~ = x - y - z - 8 = 0 ...(5)

dy
dF
Z L  = x y - k - p  = 0 ...(3)

por lo tanto /*(—  »~y>—~^) es un punto crítico.

>=i j=\ uxiux¡
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d y  =  0 , d x  =  d z

dip¡ (x , y , z) = dx + d y - d z  0 

d(p2(x , y , z ) - d x - d y - d z  = 0 

ahora reemplazando (1) en A(dx, dy, dz) se tiene

8 2F
A (d x ,  d y ,  d z )  =  — — d x d x  +

dx

d 2F
dxdz

d x d z -
d 2F
dzdx

d 2F  
d z d x  +  — — d z d z

d z 2

8 2F d 2F„ . „ . „ . d 2F  d 2F  d 2F
d x d x  + (------- 1---------)d x d x  -i-— d x d x  = (— — + 2 --------------------------- 1--—)dxdx

dx2 dxdz dz2dx¿ dxdz dzdx dz

= (0 + 2y + 0) dx dx = 2y dx dx = B(dx) 

por lo tanto B(dx) = 2y dx dx, entonces

11 5 11
B(dx)fp) = -5 dx dx => Án = - 5 < 0 .  Luego ,——) corresponde un máximo

condicionado de f.

1) Hallar los extremos relativos de la función f ( x , y )  = x i + y i + 9 x 2 - 3 y 2 + \ 5 x - 9 y .

Solución

Calculando los puntos críticos de f(x,y)

df(x ,y)
dx

df(x ,y)
dy

= 3x2 +18x+15 = 0

= 3y 2 - 6 y - 9  = 0
. . .  (1)

resolviendo el sistema se tiene:

|3(x + l)(x+5) = 0 

i 3( v + l)(.v -  3) = 0

!x = - l  , x = -5

y —  1. y  = 3

Los puntos críticos son: Px (-1 ,-1) , P2 (-1,3) , P¿ (-5 ,-1 ) , P4 (—5,3).
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Calculando las segundas derivadas d f ( x>y) = 6^ + 18, ^ -A*»)*) _ 5 y _ g d f ( x , y )  _  ^
c!r2 8y '

2 2 2
aplicando el criterio de la segunda derivada: A = ■— '^ * - V ■■. ^ 2

cbr dy Syck

para (-1 ,-1), A = (12).(-12) - 0 = - 144 < 0

Luego se tiene en P ,( - l , - l )  un punto silla para P2( - 1,3), A= (12).(12) - 0 = 144 > 0

^  2 r/_13)
y como -1—■— = 12>0  entonces se tiene un mínimo P2 (-1,3) cuyo valor mínimo

cbr2

es f(-l,3) = -34

para P¡ (-5,-1) , A = (-12).(-12) - 0 = 144 > 0 y como ^ ^  = -12 < 0 , entonces se
dx

tiene un máximo en P3 (-5,-1) cuyo valor máximo es f(-5,-l) = 30, para P4 (-5,3), 

A = (-12).(12) - 0 = -144 < 0 entonces se tiene en el punto P4 (-5,3) un punto silla.

2) Hallar los extremos relativos de la función z = f ( x , y )  = x 3 + y 3 -1 5 x y .

Solución

Calculando los puntos críticos de la función f.

5 , - 0  ....(1)
dx

d f ( x < y )  _  _  1 5 j c  _  o  . . . . , 2 ,

8y

2x
de la ecuación ( 1) se tiene y  = — , reemplazando en (2 )

4

3(— )-1 5 x  = 0 => jc(jt3 —125) = 0 => x = 0, x  = 5 
25

para x = 0, y = 0, Px (0,0) punto crítico , x = 5, y = 5, P2 (5,5) punto crítico
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. . . .  , , . . d 2f ( x , y )  d 2f ( x , v )  , d 2f ( x , y )calculando las segundas denvadas ------- :rJ— = 6x , — -—r-1— = 6y , -------------= -15
dx2 Sy2 dydx

aplicando el criterio de la segunda derivada

A d 2f ( x ,  y) d 2f ( x , y )  .d 2f ( x , y )  2 
dx2 dy2 dydx

para Pl (0,0), A |^(00) = (0 )(0 )-(-1 5 )2 = -225  < 0, entonces P{ (0,0) un punto silla

para / 2(5,5), A|P(55) =(30)(30)-225 = 650> 0 y como _ 3 0 > o, entonces 3
2 dx1

mínimo relativo en el punto 7  ̂(5,5) cuyo valor mínimo es f(5,5) = -125.

3) Hallar los extremos relativos de la función f ( x , y , z )  = 4x + x y - y z - x 2 —y 2 - z ‘

Solución

Para encontrar los puntos críticos: 

df(x ,y , z )
dx

df(x ,y ,z )
dy

df(x ,y ,z )
dx

= 4 + v - 2 j t  = 0 ....(1) 

= x -  y  -  2y  = 0 ....(2 ) 

= - y - 2 z  = 0 ....(3)

)liX

jy  = 2 x - 4
de las ecuaciones (1) y (3) se tiene : "i => z =  2 - x

[y = - 2z

en la ecuación (2) reemplazamos y = 2 x - 4 , z  = 2 -  x

x - ( 2 - x ) - 2 ( 2 x - 4 )  = 0 => x = 3 para x = 3 , y = 2 , z = - l  => P(3,2,-l) punto critico.

d 2f ( x , y , z )  2 d 2f ( x , y , z )   ̂ d 2f ( x , y , z )   ̂
dx2 ’ dydx ’ dzdx
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Szdv

d 2/(x ,y ,z )  =1 d2/(s ,.y ,z )  _ 2 d 2f ( x , y , z )  }
cfctdv ¿ T &5y

d 2 f ( x ,  y, z) = 0 d 2f ( x , y ,  z) = d 2 f ( x ,  y, z) = _2
dxdz dydz dz

A =

d 2 f ( x ,  y,  z) d 2 f ( x ,  y, z) d 2f ( x , y , z )
dx2 dvdx dzdx

d 2f ( x , v ,  z) d 2 f ( x ,  y, z) d 2f ( x , v , z )
dxdy dy2 dzdy

d 2f ( x ,  y,  z) d 2 f ( x , y ,  z) d 2 f ( x , y ,  z)
dxdz dydz dz2

-2  < 0 , A2 = 3 > 0 , A3 = -4  < 0

- 2 1 -1
1 - 2  -1
0 -1  - 2

Luego f  tiene un máximo relativo en (3,2,—1) y su valor máximo es f(3,2,-l) = 6.

4) Hallar los extremos relativos de la función (máximo y mínimo) de la función.

n  s i 2 . 2\ -(**+/) / 2 . 2>z = f ( x , y )  = (x + y  )e 1 '  ' - ( *  )

Solución

Para encontrar los puntos críticos, cada una de las derivadas parciales igualaremos a cero. 

d f ( x , y , z )
dx

= x[e~(x +r \ 2 - 2 x 2 -2_y2) - 2 ]  =0

— = y[e~(jr2+>,2)(2 -2 jc2 — 2>>2) — 2] = 0 
dy

=> x = y  = 0

Luego P(0,0) es punto crítico, ahora aplicamos el criterio de la segunda derivada

8 / ( ^ > = e - (x2V )  ^ 4  + 4 x 2 y2 _ , 0 j r 2 _ 2y 2 + 2] - 2
¿br
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d..Z(5.’Z). = g-^2V)j4>,4 +4j2y 2 _]0 v 2 _2JC2 -H 2 ] - 2

dv

dvdx

d - f ( x , y ) \  
dx1 I

= 0 , d f ( x , y )
= 0 , d 2f ( x , y )

dydx
= 0

A = a 2/ (x ,y )
dx

d f ( x , y )
dy

- ( d f ( x , y ) . 2
dydx

= 0 - 0= 0

como A = 0 puede ocurrir que exista extremos o no, entonces para esto se tiene:

V(x,y) e R 2 , x 1 + y ‘ > 0 => - ( ;c2+_y2) < 0

-( 2+de donde 0 < e * y <; 1, multiplicando por

2 2 n , , 2 2, -(jrJ+v2) - 2 2jc + v = > 0 ¿ ( x  +y )e ú x  + y  , restamos

~ ( x 2 + y 2 ) => - ( * "  + y * ) e  ^  ' - ( * " + / )  ¿ 0
2 2\ s i  2 . 2. -(*+*) / 2 2,

como f ( x , y )  = ( x 2 + y 2)e~^x +v }-(jc* + y 2) < 0  entonces f(x,y) < 0 V(;r,y) e / T

entonces en (0,0) existe máximo y cuyo valor máximo es f{0,0) = 0.

2 _  2 ^ j

5) Hallar los valores máximos y mínimos de la función x  = e x y (2x +3y  ) en el circulo

x 2 + y 2 < 4 .

Solución

-2 \ 2 / X
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encontraremos los puntos críticos en el interior de la región. 

Es decir haciendo cero a cada una de las derivadas parciales.

—  = 2xe {xl+y2)k - 2x2 - 3 y 21= 0 
dx

~  = 2ye-(xl+y2)\ ¿ - 2 x 2 - 3 y 2]=0 
ay

... (1)

el sistema (1) es equivalente al sistema siguiente.

x ( 2 - 2 x 2 - 3 y 2) = 0 

x ( 3 - 2 x 2 - 3 y 2) = 0
de donde se tiene:

x = 0 v  2 - 2 x 2 - 3 y 2 = 0 

y  = 0 v  3 - 2 x 2 - 3 y 2 = 0

x  =  0  a  >■ =  0

x = O a 3 - 3 x 2 - 3 y 2 = 0

2 - 2 x 2 - 3 y 2 =  0  A _ y  =  0

2 - 2 x 2 - 3 _ v 2 = 0 a 3 - 2 x 2 - 3 y 2 = 0

/ í (  0,0) 
P2 (0,±1)

^3 (±1,0)

puntos críticos en la región interior del circulo ahora hallaremos los puntos críticos en la 

frontera de la región x 2 + y 2 = 4.

z =e -(x2+yl)(2x2 + 3 y2) = e~(xl+y2)(2x2 + 2 y 2 + y 2)

z = e 4(8- y 2) => —  = 2 ve 4 = 0 => y = 0, x = ±2 
dy

Luego PA (±2,0) es punto crítico

z = e~(x2+y2)(2x2 + 3 y 2) = e HxZ+y2)(3x2 + 3 y2 - x 2)

z = e ~ 4( 1 2 - x 2) => —  = -2xe 4 = 0  => x = 0, y = ±2 
dx

Luego Ps (0,±2) también es punto crítico por lo tanto
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r ,  > -(*2+V2)/o 2 - 2.z  = f ( x , y )  = e ■ (2x + 3y )

f(0,0) = 0 , /(0 ,±1) = — , /(±1 ,0 ) = — , f ( ± 2,0) = 4 -  > /(O ,±2) = —j 
e e e e

El valor mínimo es fi[0,0) = 0 y se encuentra en el punto (0,0) el valor máximo es
3

/  (0,±1) = — y se encuentra en el punto (0,±1). 
e

6)
3 3 2  2Hallar los extremos relativos de la función f ( x , y )  = x + y  +9x  - 3 y  + 1 5 * -9 y

Solución

Encontrando los puntos críticos de f(x,y).

S / ( x , y )  =3x 2 +18jc+15 = 0
dx

- e y - 9 .  o
8y

. . .  (1)

resolviendo el sistema se tiene:

Í3(x+l)(x + 5) = 0 x = -1 , x  = -5  

l3 (y + l) (y -3 )  = 0 ^  y  = - l  , y = 3

los puntos críticos se obtienen combinando las soluciones:

7», (-1,-1) , 7*2 (-1,3) , P3(-S, - í )  , PA (-5,3)

8 f ( x ,  y)  
dx2 

d2f ( x , y )  
dy2 

d2f ( x , y )
dydx

= 6x +18 8 / ( - 1- 1) _
fír2

3 2/ ( - 1,-1)

= 12

= 6 y - 6

= 0

=  -1 2

g y ( - i - i )
dydx

= 0
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d 2/ ( - l , - l )  g 2/ ( - l , - l )  d 2/ ( - l , - l )  2 = _ 144<0
dx2 5y2 Syñr

Luego se tiene (-1 ,-1) es punto silla. 

d 2f ( - 1,3) 5 2/ ( - l ,3 )  3 2/ ( - l ,3 )  2
A = -

dx2 ' dy2
- ( -

dvSx
)z = (12)(12) — 0 = 144 > 0

q¿ rs_|
como A > 0  y — — —-— = 12 > 0 entonces en el punto (—1,3)

dx

relativo, cuyo valor mínimo es: f(-l,3) = -34

dx¿ dy' dvdx

como A > 0 y
d / ( - 5 , - l )

dx2
= -12  < 0 entonces en el punto (-5,-1)

relativo, cuyo valor mínimo es: f(-5,-1) = 30.

A . j V g g M V = (_ 12)(12) = _ 144 < o
dx2 dy2 Sydx

como A < 0, se tiene que PA (-5,3) es punto silla.

3 27) Hallar los puntos estacionarios de la función z  = x  y  (12- x - y )  

condición x > 0, y > 0, y analizar su carácter.

Solución

r ,  3 2 / n  \ n  3 2 4 2  3 3z = f ( x , y )  = x y  ( 1 2 - x - y )  = 12x y  - x  y  - x  y

df (x,y)  _ 36x 2y2 - 4 x 3y2 - 3 x 2y 3 = 0
dx

3f(x,y)
dy

= 2 4 x \v -2 x 4y - 3 x y  = 0

se tiene un mínimo

se tiene un máximo

que satisfagan la

...(1)
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el sistema (1) es equivalente escribir en la forma. 

)
, como x > 0, y > 0

I x 2y 2(36 -  4x -  3 y) = 0

x y ( 2 4 - 2 x - 3 y )  = 0 

se puede simplificar el sistema 

Í3 6 -4 x -3 y  = 0 

[ 2 4 - 2 x - 3 y  = 0 '

— = l l x y 2 -1 2 x 2y 2 - 6xy3 
dx

d 2f ( x , y )  2 o  3 O  2  2= 12x y - 8x y - 9 x  y

x = 6 , y = 4 por lo tanto P(6,4) es punto estacionario

dydx

í ^ % Ü  = 2 4 ,1 - 2 4 , ‘ - « , V
dy¿

S 7(6,4) 

g 7(6,4)
dy2

¿7(6,4)
ay2

= -2,304

= -1728

= -2590

A = ¿7(6,4) 07(6,4) ¿7(6,4)
a*

A = 2985984 > 0 y como

dydx

¿7(6,4)
dx2

= (—2304)(—2590) — (—1728)

= -2304 < 0

Entonces en el punto P(6,4) existe un máximo.

8) En el plano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden 

entre las tres rectas x = 0, y = 0, x + 2y -1 6  = 0 y e l  punto buscado sea el menor posible.

Solución

■
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\Ax+ flv + cj
Sabemos que la distancia de un punto a la recta esta dado por: d (P L) = — ■ -

' <Ja 2 + b 2

Luego calculando las distancias se tiene:

= M => d~(p.l, ) = a¿  , d ( P L ) =]f>\ => d 2(p,L2) = h 1‘(p.l, )

2|a + 2ft-16| 2 (a + 26-16)

' w - j z r  *  á " , v ' — 5

por condiciones del problema se tiene:

2 2 2 2 2 (í2 + 2/>—16)
S = d  (p.L¡)+d'(p¡L2) + d  => S = a +b +-------- ---------

ahora calculando los puntos críticos.

2
D,5 = 2 a + - ( a  + 2A-16) = 0 ... (1)

4
D2S  = 2 é+ —(a + 2 6 -16) = 0 ...(2)

de la ecuación (1) se tiene: b = 8 — 3a ... (3)

de la ecuación (2) se tiene: 2a + 9 b - 3 2 * 0  --(4 )

8 16
reen^>lazando (3) e n (4) se tiene: 2a + 9 ( 8 - 3 a ) - 3 2  = 0 => a =— , b = —

8 16
por lo tanto el punto crítico es P0(~ ,— )

ahora veremos si este punto corresponde a un máximo o a un mínimo.
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I 12 8 16
entonces existe extremo, pero como p = —  > 0  entonces el punto p n (—,— )

0 5 5 5
8 16

corresponde a un mínimo, por lo tanto el punto buscado es p 0( ~ , — ).

9) Trazar un plano que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro recortado por 

dicho plano del triedro coordenado sea el menor posible.

Solución

Consideremos la ecuación simétrica del plano.

x  y  z
P: — i----- I—  =1 como p(a,b,c) e P entonces:

r  s t

a b e  rsc
—H---- t- — =1 de donde t = --------------
r s t rs -  as—br

... (a)

sabemos que el volumen del tetraedro es: V = — rst (de la figura).
6

sustituyendo el valor de t se tiene: V(r,s) =
2 2 2 r s c

6 ( r s - a s - b r )

ahora calcularemos el punto crítico.
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dV 1^2rs c ( r s -  as -  br) -  (s -  b)r s c^ _ q ^
dr 6 (r s - a s - b r )2

dV _ 1 2r2s c ( r s - a s - b r ) - ( r - a ) r 2s 2c
~ Z  ~  ~7  V 9 )  ~  V  v - w
os 6 (rs -  as -  br)

de la ecuación (1) se tiene: r > 0 ,  s > 0 ,  c > 0  y

2
( r s - a s - b r )  > O => 2 ( r s - a s - b r ) - ( s - b ) r  = O de donde r s - 2 a s - b r  = 0 —(3)

de la ecuación (2) se tiene:

r > 0, s > 0, c > 0 ,(rs -  as -  br)~ > 0 => 2(rs -  as -  br) — s(r -  a) = 0 => r s - a s - 2 b r  = 0... (4)

i rs -  las  - b r  = 0
Luego (3) y (4) se tiene: \ => b r - a s  = 0 => br = as

[ r s - a s - 2 b r  = 0

as
de donde r = —  reemplazando en (3). 

b

2as
-------2 a s - a s = 0  => s = 3 b , r = 3 a

b

entonces p 0(r,s) = p 0(3a,3b) es un punto critico reemplazando p 0 (3a,3b) en (a) se

81a26 2c 9
tiene t = 3c además Vm¡n = -----------= —abc y la ecuación del plano pedido es:

18a¿ 2

x y  z x  y z
P: —  + —  + —  =1 P: -  + - + -  = 3

3a 3b 3c a b e

10) Sean dados n puntos A ^ x ^ y ^ z ^ ,  A2(x2, y 2,z2), A ^ x ^ y ^ z ^ ) ,  ..., An(xn,yn,zn). En el 

plano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden entre 

todos los puntos dados buscado sea la menor posible.

Solución

Consideremos un punto en el plano OXY, P(x,y,0) por condición del problema se tiene:
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n n

F(x ,y)  = ^ Jd 2(P,Ai ) = + (.V->'1)2+ - + ( 0 - z ).)2]
1=1 1=1

ahora encontramos los puntos críticos o estacionarios.

dF(x, y)
dx .

1=1

dF(x,y)  =

i=l

= £ 2 ( x - x , )  = 0 ...(1)

Oy = Z 2 ( y - y l ) = 0 ...(2)

n n
de la ecuación (1) se tiene: ^ 2 ( jc  -  x ;) = 2^~l(x-  x¡) = 0

í=i i=i

n

T x .
n n n n * 1

^ j ( x - x¡ ) = Z ] x - 2 _ j x i = n x - ¿ ^ xi =0  de donde x  = — —
1=1 1=1 1=1 1=1

de la ecuación (2) se tiene 7 , 2 ( y -  y.) = 2 ^ , ( y -  y.)
í = l  i= l

n n n n

X (-v ~ y¡) = X - v -  X . ví = ”v -  X ví = 0
i=l i=l i= 1 1=1

n n

I , ,  Z » ,  I , , .
de donde y = —  . Luego el punto P(------ ,J-------- ,0) es punto crítico

d 2F(x ,y)  2¡J 8 F ( x , y )  , n a 2F (x,y) Q

cfcc2 ’ c¡y2 ’

.  d 2F(x ,y)  d 2F{x,y)  d 2F(x ,y )  2
dx2 dy2 Sydx
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como A|p > 0 => 3 extremo en P pero como - ■ = 2« > 0 , Luego la función F(x,y)
dx¿

I*  Z y.
tiene un mínimo en el punto. P(— — — ,0)

n n

11) Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie de la ecuación siguiente 

x  + y + z + x y - x 2 - y 1 = 0, en el punto de la función representada por dicha superficie tenga 

un valor extremo ¿Qué clase de extremo es?

Solución

Sea z  = f  (x ,y)  = x 2 + y 2 - x - y - x y , ecuación de la superficie encontraremos los puntos 

críticos de f.

3f(x,y)
dx 

df(x, y)
dy

= 2 x - l - y  = 0 

= 2 y - l - x  = 0

x  = 1 
y  = l

de donde P( 1,1) punto critico

dx2 dy¿ dydx

d 2f ( x , y )  d 2f ( x , y )  , d 2f ( x , y )  2
dx2 Sy: dydx

) = 4 - l  = 3 > 0  entonces existe extremo relativo y

como d f ( x , y )
dx¿

> 0 , entonces en el punto P(l , l)  existe un mínimo.

para x = y =  1 => z = -1 => Qf 1,1 ,-1 )

N  = VF(x ,y ,z )  = ( 2 x - y - \ ,  2 y - x  — l , -1 ) entonces N  = VF(1,1,-1) = (0,0,-1)

PT: iV .(jE -l,.y -l,z  + l) = 0 entonces PT: (0 ,0 ,- l) .( jc - l ,_ y -l,z + l)  = 0 PT: z + l  = 0



Funciones Reales de Variable Vectorial 515

12) Una caja rectangular sin tapa deberá tener un volumen fijo. ¿Cómo deberá hacerse la caja 

para emplear en su manufactura la cantidad mínima de material?

Solución

Sean x,y,z las dimensiones de la caja de volumen fijo V. V = xyz

de la condición del problema, el área lateral de la caja está dado por: A= xy+2xz+2yz ...(1)

como V = xyz => z = —
xy

2V 2V
reemplazando (2) en (1) se tiene: A = x \h -------- h------

y  x

—  = - - -  = 0 
dx y  x1

—  = * = —  = 0
dv y 2

al resolver el sistema (a) se tiene: x  = y  = \ ¡2V .

... (2)

... (a)

Luego el punto P(\¡2V ̂ 2 V  )es punto crítico y mediante el criterio de la segunda derivada 

corresponde a un mínimo, además z  = —  de donde para x  = y  = \ ¡2V , z  = 1¡2V por lo

tanto las dimensiones de la caja deben ser x = \[ lV , y  = \l2V , z  = l¡2V
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13) Determinar entre los triángulos de perímetro dado el de área máxima.

Solución

Sean x,y,z los lados del triángulo, cuyo perímetro es: 2S = x + y + z

además el área de un triángulo en fiinción de su perímetro y lado es:

A = i ¡ S ( S - x ) ( S - y ) { S - z )  

como 2S = x + y + z => z = 2 5 —x —y

reemplazando (2) en (1) se tiene: A~ = S ( S - x ) ( S - y)(x + y - S )  = f ( x , y )

Luego f(x,y) = S(S - x)(S - y)(x + y - s)

= 2 5 3 -  2S 2.t -  35 2 v + 2Sxv + Sy2 = 0 ...(1)
dx

y > = - 3 5 2x + Sx2 + 2 5 3 -  2 yS y + 2Sxy = 0 ...(2)
&

2 2restando (1) y (2) se tiene: S x - S y - x  + y  =0  de donde

2 2 *^2 S iy - S y  = x í - S x  ( y ---- f  = ( x -)2 => x  = y
2 2

Luego y = x reemplazando en (1)

2S3 - 2 S 2x - 3 S 2x + 2Sx2 + Sx2 = 0  simplificando 3x2 -5 S x  + 2 S 2 = 0

5S±>/2552 - 2 4 5 2 2 2
x = -------------------------  => x = S 3 , x  = — S  , z = 2S-x-y para x = v  = — S  ,

6 3 ' 3

que mediante el criterio de la segunda derivada se tiene un área máxima, para x  = y  

es decir el triángulo de perímetro dado de área máxima es un triángulo equilátero.

... (1) 

... (2)

25 

~ 3

2S
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14) Hallar el máximo y mínimo de z = f { x , y )  = eos x  + eos2 y ,  estando ligados las variables x e

y por la relación y  -  x  = —
4

Solución

Sea g(x ,y )  = y  -  x -----la restricción de x e y definimos la función F(x,y,A) por:
4

F(x,y,X) = f(x,y) + Xg(x,y) = eos2 x+ eos2 y  + A ( y - x ~  —)
4

ahora encontramos los puntos críticos.

dF(x,y,  k)
dx

dF(x ,y ,k)
dy

dF(x ,y ,k)
dk

-  -2  eos x sen x -  A. = 0 ...(1)

= - 2 c o s y se n y +  k  = 0 ...(2)

= y - x - -  = 0 ...(3)
4

de (1) y (2) se tiene:
I A = —2 sen x cosx = -  sen 2x 

[ A = 2 sen y eos v = sen 2 v

restando estas ecuaciones se tiene: sen 2x + sen 2y = 0 (4)

n n
de la ecuación (3) y  = x + — , que reemplazando en 4 se tiene sen2x + sen(2x+—) = 0, de

4 2

sen2x
donde sen 2x + eos 2x = 0 => sen 2x = - eos 2x, por lo tanto. -------- = -1 => tg2x = - l ,

cos2x

despejando tenemos que:
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n n n  n +
Luego Pt (-+ k  — , — b k —), k  e  Z son puntos críticos, ahora aplicaremos el criterio

8 2 8 2

2 X"’ d 2 Fpara los extremos condicionados: d F —/  /  -------- = dx¡dx ¡(xl = x , x 2 = y)
d x f a  j

dg(x,y) = dy - dx = 0 => dy = dx

d F  d F  d F
además B (d x )  = (— r- + 2 -------+ — —)d x d x  = (-2 eos 2x - 2 eos 2y) dx dx

dx2 dxdy dy2

B ( d x )  | = - 2
V 2  * 4 2  k
---- ( -1 )* +-----(-1)*

2 2
d x d x  =  ( - 1 )* 2 V 2  d x d x

por lo tanto: si k es impar A u > 0  => al punto Pk le corresponde un minimo condicionado.

si k es par Au < 0 => al punto Pk le corresponde a un máximo condicionado.

1) Determinar los valores extremos relativos de f  si existen.

®) / ( x , y ) =  18x2 - 3 2 y 2 -3 6 x -1 2 8 y -1 1 0

b) f ( x , y )  = 4xy2 - 2 x 2y - x
1 64

c) f ( * , y )  = ---------+ xy
x y

d) / ( x , y )  = x 3 + y 3 -18xy
2x + 2 y + l

e) f ( x , y )  = — ----- —
x + y  +1

f) / ( x ,y )  = x 3+ y 3+ 3 y 2 - 3 x - 9 y  + 2

xy x y
g) z = — ( 4 7 - X - y  )(—+ —)

2 3 4
h) z — xy (1 — x — y)

I) z = x 2 +xy+y2 - 3 x - 6 y J) / (x ,y )  = x 3 + y 3 -15xy
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k) f ( x ,  v) = y [ ( a - x ) ( a - y ) ( x  + y - a )

I) f ( x , y )  = x \ y i - 3 x - l 2 y + 2 0

H) f ( x , y )  = x 2 + x y + y 2 - 2 x - y

m) f ( x , y )  = x4 + y4 - 2 x 2 + 4xy-2 ,v2

n) f ( x , y )  = x y J  1— 7 —^ 7  °) f ( x , y )  = \ - { x 2 + y 2)Vi
I a b

1 1 X y ^ x
P) f ( x , y )  = - T = = = = r  q) f ( x , y ) - —*— + y ,  x > O, y > O

, w . . :

r )  / ( x , 7 )  =  4 - ( x 2 + / ) 2/3 s )  f ( x , y )  = x 3- 3 x y l + 2 y 3

9  f ( x , y )  = e 2+x +cos y_cosy 

«) f ( x , y ) = x i +>'3 + 3xy2 -18(x + .y)

2) Calcular los valores extremos de la función / ( x ,  y) = 3axy -  x 3 - y ’ .

3) Determinar ios extremos relativos de la función f(x,y) = (x - y)(xy -1 ) si existen.

4) Hallar los extremos de la función si existen f ( x , y )  = x 2 + y3 - 6xy + 3 x + 6 y - 2 .

5) Hallar los valores extremos relativos o puntos de ensilladura de ias siguientes funciones:

a) f ( x , y )  = x + 6 x 2 - y 2 +9x + 8 b) f (x , y . )  = x 2 - 3 x y 2 + 2 y A

6) Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) f ( x , y )  = Ln(x" + y 2 + 1) b) /(x,_y) = (5x+7.v-25)e i r+ n  + v 1

c) f ( x , y )  = x - 2 y  + LnJx2̂ y 2 +3arc.tg~  , x > 0.
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7) Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes:

a) f ( x , y , z ) = 4 x + x y - y z - x  - y 1 - z

x 3 2 ^ 2b) f ( x , y , z ) = ------3 x y - 3 x z - 3 y  +—z - 5 x - 2
3 2

c) f ( x , y , z )  = x 2 + y 2 + z2 - x y + x - 2 z

2 2 «  y  z 2
d) f ( x , y , z )  = x  + — + —  + — , x > 0  , y > 0  , z > 0

4 x  y  z

e) f  (x ,y ,z )  = x 2 + 2 y2 + z 2 + x y - 2 z - l x  + \2

f) f ( x , y , z )  = x 2 + x z - y + y 2 +yz+3z2

g) f ( x , y , z )  = 31njr+21n.v + 51nz + l n ( 2 2 - x - y - z )

8) Hallar los valores máximos y mínimos de la función z = x 2 + 2 x y - 4 x  + Sy en el rectángulo

limitado por las rectas x = 0, y = 0, x — 1, y = 2.

9) Determinar el máximo y mínimo absoluto de las funciones.

a) f ( * , y )  = *2y  b) f ( x , y )  = x 2 - y 2 en la región x 2+ y 2 Z l.

10) Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función / (x,y)  = x 3 + y 3 -  3xy en la región 

0 ^ x < 2 , - l á y ¿ 2 .

2 .
11) Hallar los valores máximos de la función z = x y ( 4 - x - y ) en el triángulo limitado por las

rectas x = 0, y = 0, x + y= 6.

12) Hallar los valores máximos y mínimos de la función z = sen x + sen y + sen (x + y) en el

JT JZ
rectángulo, 0 < x < — , 0 < y < — .

2 '  2
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2 213) Determinar el menor y mayor valor de la función z = x  +3y  + x - y  en el triángulo cuyo

borde son las rectas x = 1, y = 1, x + y =  l.

14) Determinar el mayor y menor valor de la función z = xy + x + y en el rectángulo cuyo borde

son las rectas x = l , x  = 2 , y  = 2,  y = 3.

15) Determinar el menor y mayor valor de la función z = x 2 - x y + y 2 - A x  en el dominio cerrado 

cuyo borde son las rectas x = 0 , y = 0 , 2x + 3y -12 = 0.

16) Determinar el menor y el mayor valor de la función z = l - x 2 — y 2 en él circulo

(jc- 1 ) 2+0 > - 1 )2 <1.

17) Determinar el menor y mayor valor de la función z = sen x + sen y + eos (x + y) en el

3 k  3 n
dominio 0 < x < ----  , 0 < y < — .

2 2

18) Determinar el menor o mayor valor de la función z = eos y + eos (x + y) en el dominio

0 < x < 7 i  , 0 < y < n.

. . . . . . 2 2  •19) Un disco circular tiene la forma de la región acotada por la circunferencia x  + y  = 1 si T

grados es la temperatura de cualquier punto (x,y) del disco y T= 2 x 2 + y 2 - y ,  encontrar los 

puntos más calientes y mas fríos en el disco.

20) Hallar los valores mínimos de la función z = x 2 + y 2 en el círculo (x — ->¡2)2 + ( y - - j 2 ) 2 < 9

21) Si la temperatura en cualquier punto de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4, está dado por

T = 3x1/3 y2/3^1/3. Hallar los puntos más fríos y mas calientes de la esfera.

22) La temperatura en grados centígrados en cualquier punto de la región limitada por las rectas 

x = 0, y = 0, x + y = 3, está dada por f(x,y)=8x2 ,4xy+5yl -4x-8y. Determinar la máxima y 

mínima temperatura en la región incluida las líneas fronteras.
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23) Hallar los valores máximos y mínimos de la función z = x2— y2 en él circulo x2 + y2 < 4.

24) Sealafiinción f ( x ,  y) = x 2 -  2xy + 2 y2 -3 x  + 5_y. Determinar los extremos de f  en la región 

encerrada por las curvas I y| = x+2 ; x=0.

25) Hallar los extremos de la función f(x,y) = sen x + cosy + cos(x -  y) en la región definida por

n n
0 < x < — , 0 < y < —

2 2

26) Determinar entre los triángulos inscritos en una circunferencia el de mayor área.

27) En el plano XOY, hay que hallar un punto M(x,y) tal que la suma de los cuadrados de sus 

distancias hasta las tres rectas x = 0, y = 0, x — y + 1 = 0, sea la menor posible.

28) Determinar entre los rectángulos de área S dada, el de menor perímetro.

29) Desarrollar el número “a” en tres sumandos positivos de modo que el producto de estos tenga 

el valor máximo.

30) Representar al número “a” en la forma de producto de cuatro factores positivos cuya suma sea 

la menor posible.

31) Trazar un plano de modo que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro 

recortado por dicho plano del triedro coordenado sea el menor posible.

32) Dados tres puntos A(0,0,12), B(0,0,4) y C(8,0,8) en el plano OXY. Hallar un punto D tal que 

la esfera que pase por estos tres puntos tenga el menor radio posible.

33) Inscribir en la esfera dada de diámetro 2R un paralelopídedo rectangular que tenga el mayor 

volumen posible.

34) En el plano x + y -  2z = 0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias 

que miden entre dichos puntos y los planos x + 3z = 6; y + 3z = 2, sea la menor posible.
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35) Hallar la ecuación del plano que contiene el punto (1,2,1) y que corta en un tetraedro de 

volumen mínimo en el primer octante.

36) ¿Cuál es el volumen del mayor paralelepípedo que puede ser inscrito en un elipsoide

37) Se quiere construir una cisterna metálica abierta para agua, con un triángulo rectángulo como 

base y lados verticales. Si el volumen de la cisterna debe ser de 2m . ¿Qué diseño redundará 

en el área del metal.?

38) Encontrar la distancia mínima entre el punto (0,-2,4) y los puntos del plano x + y - 4z = 5.

39) Un paralelepídedo rectangular tiene tres de sus caras en los planos coordenados y el vértice 

opuesto al origen en el primer octante y en el plano 2x + y + 3z = 6. Encontrar el volumen 

máximo que puede tener este paralelepípedo.

40) Encontrar las constantes a  y [i de tal manera que:

Í- 2 2 (sen x  -  (ax + f k )) dx , sea mínimo.

2 2 x y
41) ¿En qué punto de la elipse ~  + ~ =  1» la tangente a ésta, forma con los ejes coordenados el

a b

triángulo de menor área.?

42) Hallar el paralelopípedo rectangular de volumen máximo que tiene tres caras en los planos

x y  z
coordenados y un vértice en el plano —+ —+ —= 1.

a b e

43) Demostrar que en el interior del triángulo ABC, hay un punto P tal que: 

(d ( P , A ))2 +(d(P,  B))2 + (d(P,C))2, es mínimo, identificar el punto.



524 Eduardo Espinoza Ramos

44) Encontrar las distancias máximas y mínimo desde el origen hasta la superficie

X 4 V 4 Z  4
(—) + (—) + (—) = 1, donde a > b > c > 0. 
a b e

45) Encontrar el volumen maximado por los planos x = 0, y = 0, z = 0 y un plano tangente a la
2 2 2 x y  z

elipsoide —  h— —+ —  = 1, en el primer octante. 
a b e

46) Encontrar los extremos relativos de la función dada en cada uno de los casos, sujeta a las

restricciones dadas.

2 2 2a) z = xy  para x  + y  =2 a

b) z = x m+ y m(rn> 1) para x + y  = 2, ( x > 0 ,  y > 0 )

2 2  x yc) x = x  +y  para —H— =1

j)  z = xy para x 2+ y 2 = 4

K
d) z = eos x + cos y  para y - x  = —

4

1 1  1 1 1  
e) 2 = 7 + 7  para ~ +~  = ~x y  x y  a

f) z = a eos x  + b eos y  para y - x  = —

g) z = 2 5 - x 2 -_y2 para x 2 + y 2 - 4 y  = 0

h) z  = 4x2 +2_v2 +5 para x 2 + j > 2 -2 .y=  0

I\ 2 2 2 ni) z = x + y  para x +y = 9

47) Encontrar los extremos relativos de la función dada en cada uno de los casos sujeta a las 

restricciones dadas.
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a) f(x, y, z) = x 3 + y 3 +zJ para x + y + z = l

2  2 2 * 2 y 2  Z2b) fljx, y, z) = x  + y  +z  para - y = 1 ( a > b > c)
a b e

c) f)¡x, y, z) = xy2z 3 para x + y + z =  12 (jc > O, .y > O, z>  0)

1 1 1
d) f(x, y, z) = xyz para — i— + —= 1

‘ x y  z

e) í'(x, y, z) = a{a - x ) ( a - y ) ( a  - z )  para x  + y  + z = 2a (a > 0)

f) f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z2 para 3 x - 2 y  + z - 4  = 0

g) f(x, y, z) = xyz  para x 2 + 2_y2 +4z 2 = 4

h) f(\, y, z) = y 3 + xz2 para x 2 + y 2 + z2 = 1

i) f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 para xyz = 1

j) f(x, y, z) = xyz para x 2 + y 2 + z2 - l

k) f(x, y, z) = x  + y + z  para x 2 + y 2 + z2 = 9

48) Sea C la curva de ecuaciones x 2 +z=  8, x 2+ 8 y 2 - z  = 0 x > 0. Hallar el punto de C más

alejado del plano z=10.

2 249) Hallar las distancias máximas y minimas de un punto de la elipse jc +4y  = 4 a  la recta

x + y = 4.

50) Sea C la curva de intersección de las superficies x 2 + z 2 = 2_y, x - y  + z + 3 = 0, encontrar el

punto , en la curva C, que esté más alejado del plano xz.

i
51) Sea C la curva de intersección de las superficies >> = l + ( z - l ) 2 ; x = 1, hallar el punto de la

curva más próximo al plano XY.
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52) Calcular las dimensiones exteriores que deberá tener un cajón rectangular abierto, del que se 

dan el espesor de las paredes 5 y la capacidad (interior)V; para que al hacerlo se gaste la 

menor cantidad posible de material.

f l  ,
53) Determinar las constantes a y b para que la integral )^(ax + b -  f ( x ) )  dx, tome el menor

valor posible si: a) f ( x )  = x 1; b) / (x) = ( x1 + 1)-1.

54) Encontrar los puntos en la curva de intersección del elipsoide x 1 + 4 y 2 + 4 z 2 = 4 y el plano 

x  + 4y  -  z  = 0 que estén más cercanos al origen y encontrar la distancia mínima.

55) La sección transversal de una batea es un trapecio isósceles.

f ( x , y )  = x 2 - 2 x y  + 2 y 2 -3 x  + 5y

Si la batea se construye doblando los lados de una franja de metal de 18 pulg. de ancho, 

¿Cuáles serían las dimensiones, para que el área de la sección transversal sea máxima.? 

siendo h, L las variables independientes.

, 4
56) Los hiperplanos x  + y - z - 2 c o  = 1, x - y  + z+co = 2, se cortan en el conjunto j en R

Encontrar el punto de j que diste menos al origen.

57) Supongamos que tenemos una curva definida por la ecuación 

G(x,v)  = A x2 +2Bxy + Cy2 -1  = 0. Encontrar la distancia máxima y mínima de la curva al 

origen.

58) Encontrar la distancia mínima entre la parábola y  = - x 2 y el plano 2x + y  + z  = 4.

59) En el plano 3 x - 2 z  = 0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias que

median entre dichos puntos y los puntos A (1,1,1) y B (2,3,4) sea la mayor posible.
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60) Encuentre las distancias más corta del origen a la curva dada por la intersección de las 

superficies xyz = a , y  = bx, a>  0, b> 0.

2 2 261) En la superficie x  +96 y  +96 z =96,  hallar los puntos cuyas distancias a, 

3x+ 4y  + 12z = 288, sea la menor posible y la mayor posible.

62) Hallar la distancia más corta entre el elipsoide de 36x2 +9y~ +4z~ = 36 y el plano

2x + y  + z+4  = 0.

63) Encuéntrese los punios más cercanos al origen de la intersección del hiperboloide de una hoja
2 2 2x + y  - z  =1 y elplano 2 x + y + z  = 0.

2 264) En la parábola 2x - 4 x y  + 2y - x - y -  0, hallar el punto más próximo a la recta 

9 x - 7 v + 1 6  = 0.

65) Dados los puntos A(4,0,4), B(4,4,4), C(4,4,0). Hallar un punto M en la superficie de la esfera 

x 2 + v2 + z 2 = 4 de modo que el volumen de la pirámide MABC sea el mayor posible.

Rpta. M(-2,0,0)

66) Una fabrica produce taladros y sierras cuyos precios por unidad son S/. 500.00 y S/. 70.00

respectivamente. El costo de producir “x” sierras, “y” taladros es

2 2 xy x y
C(x, y) = 45x+ 32 v ----- + —  h------. Halle los valores x e y para que la utilidad sea máxima.

• ' 30 40 80

Rpta. x = 9102, y = 12288

67) Hallar los puntos sobre la superficie z = x 2 + y 2 que están más próximo al punto (3,-6,4).

68) En que punto de la curva x = a sen t, y = b eos t, t e [0,2rc] la recta tangente a esta curva 

forma con los ejes coordenados un triángulo de área máxima.
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|3.65 Funciones Homogéneas y Diferencial ExactaJ

a) Definición.- La función f : D c z R n -> R ,  definida por z = f ( x x, x 2 , . . . tx n), se llama

homogénea de grado k, si para cualquier número real X, si se cumple:

/ ( A x 1,Ax2, . . . ,Ax„) = A* f ( x 1, x 2, . . .xn )

Ejemplo.- Las funciones siguientes son homogéneas:

1) f ( x , y )  = x 2 + y 2 +xy , homogénea de grado 2

V y
2) f ( x ,  v) = x  sen — k-y eos— , homogénea de grado 1

x x

3 ~ 3 y3) / ( * , y ) ~ x e x +y  sen—, homogénea de grado 3
x

V V
4) f ( x , y , z )  = arc. tg—+arco.sen— , homogénea de grado cero

x x

b) Propiedades de las Funciones Homogéneas

lero. Sea z  = f (x , y . )  una función homogénea de grado X, entonces

x y  x xz  = x  <t>(~) = y  y/(—), donde ()> y y  son funciones de una sola variable.
* y

Demostración

Como z = / (x ,y)  es de grado X, podemos escribir:

y
z = x .—) y por homogeneidad (A.. x).

x

, v v y  í  y
z = x  / ( 1 ,—), llamemos </>(—) = / ( l , —) tenemos z=x <j> (—); en forma similar

x x x  x

puede hacerse con la variable y.
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2do. Si z = f(x,y) es una función homogénea de grado X, entonces cualquiera de las 

derivadas parciales de primer orden es una función homogénea de grado X - 1.

Demostración

k y  .Por la propiedad lera, tenemos que z = x <p (—), derivando como producto y aplicando
x t

la regla de la cadena: — =XxK <)>(—) + x x ~^~) = Xxx 1 <j>(—■) -  x*-2 ) ahora si
8x x  x  x  x

reemplazamos (x,y) por (r x, r y ), <¡) y  ^ ' no se verán alterados de modo que en los

factores x X 1 y x l  2 será posible factorizar r'~ *, lo cual prueba que — es homogénea
dx

de grado A.-1. „ * _

3ero. Teorema de Euler.- Si z = f (x, y) es una función homogénea de grado X,

dz dz .. entonces x — w — =Az
dx ' dy

Demostración

k yComo z =x <)>(—) ,  derivando se tiene: 
x

dx x x dy x

multiplicando por x a —  se tiene: x —  = \ x x <(>(--) -  x*-1 ) ... (1)
dx dx x x

multiplicando por y a —  se tiene: y  —  =xx_1 v§'(--) ... (2)
dx dx ' x

sumando (1) y (2) se tiene: x— + y — =Xx; é(—)=kz : . x — =+ — =Xz
dx ' dy x dx dy
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4to. Teorema de Euler.- Una condición necesaria y suficiente para que una función

/ ( x , , x2,.. .,xn), definida y diferenciable enunaregión

abierta D c R n, sea homogénea de grado X es que la función f  debe satisfacer la

. •  ̂ c  , df df df i rr ,relación de Euler: x ,——t-x2——  + . . .x„^— = X f ( x l , x 2,..jcn)
8x{ dx2 dx„

5to. Si z = f ( x , y )  es una función homogénea de grado X , entonces.

x 2-—y  + 2xv d Z + y2 1)2
dx2 d x d y ' d y 2

Demostración

Como el teorema de Euler establece una igualdad de funciones, tenemos:

dz dz . x —  + v— =Xz . 
dx dy

Calculando las derivadas parciales, se tiene:

d dz dz d—  (x —  + y  — )=—  (Xz) 
dx dx dy dx
d dz dz d ... .

efectuando estas derivadas parciales se tiene:

d2z dz d 2z  , dz
x— r-+ — + y -------= X—

dx dx dydy dx

d 2z d 2z dz , dz
. ¥y— =-+— =X-
dydx dy dy dy

multiplicando por x a la primera ecuación y por y a la segunda ecuación.
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2 d2z dz d2z , 8z
X --- =- + X ---- h X V ------=  Ajt —

d x  d x  '  d x  d z  d x

d 2Z  2 8 2Z d z .  d zx v ------- t-v + ■■■■■, + v — A.V—  sumanuo las dos ecuaciones.
'  d v d x  ' d v  ' d y  ' d v

j d 2z d2z  2 d2z  dz dz , .xdz dzs 2 d2z
r  —=- + 2xv -+ y + —¡r+ x — + y —  = M—  + v— )x —T -

dx ’ clxdy dy dx dy dx ' dy dx

dxdy ' dv2

x 2 ^ -^ - + 2xv — + y 2 — ~ = X ( k - l ) z  
dx2 • dxdy y  dv2

|3,66 Diferencial Exacta]

1) Una expresión de la forma M(x,y)dx+ N(x,  v)dy se denomina diferencial exacta si 

existe una función f . D a R 2 —> R tal que d f (x , y )  = M(x,  v)dx+ N (x , y )d y .

2) Una expresión de la forma p(x ,y ,z )dx  + Q(x,y,z)dv + R(x,  v,z)dz se denomina 

diferencial exacta si existe una función f : D c z R * - + R  tal que 

d f (x , v , z )  = p(x,  y, z)dx+ Q(x, v,z)dy+ R(x,v,z)dz.

3) Teorema.- Supongamos que M y N, son funciones continuas con derivadas 

parciales de primer orden continuas en D. Entonces la expresión

M(x,y )dx+ N(x ,y)dv  es una diferencial exacta si y solo sí = - -  ,V(x,y)  e D
dy dx

Ejemplo.- Examinar si (e* seny - 2 y s e n x ) d x  + (e* eos y + 2 eos x)</v es una diferencial exacta.

Solución
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x .  8M rM = e  s e n y - 2 y s e n x  -----= e coy- 2 sen.t
dv

XT r -1 dN ,N  = e  cosy + 2cosx -----= e  c o s v - 2 s e n x
dx

dM dN ...
como -----= —  ,es una diferencial exacta.

dv dx

4) Teorema.- Supongamos que P, Q, y R, son funciones continuas en D entonces, 

P(x,v ,z)dx  + Q(x,y,z)dv + R(x ,v,z)dz,  es una diferencial exacta en

dP = dQ dP _ dR dQ dR
dv dx ' dz d x '  dz dv

Ejemplo.- Determinar si la diferencial dada es exacta (2xv + z2 )dx+(2vz+x2 )dy + ( 2 x z + y2 )dz

Solución

dP
\ p  = 2xy + z 2 dy X dp__dQ_

[Q = 2yz + x 2 ^ -  = 2x dy dx
dx

( 2 dP - I ,
\P = 2 x v  + z 2 ~ d z ~  =  ^

\R = 2xz + y 2 ^  —  = 2z ^  dz ^  
dx

dQ
¡Q = 2vz + x 2 d z ~  d Q dR

j/í = 2xz+ v2 *  —  = 2y  *
' dv

por lo tanto la expresión dada es una diferencial exacta.
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Observación.- Suponiendo que M(x,v)dx  + N(x ,y)dy  sea una diferencial exacta entonces,

. df(x ,y)  , ,  df (x ,y)  , . . .3 / (x ,y)  tal que —— r- = M , —---------= N  ; se puede tomar cualquiera de
dx dv

estas dos ecuaciones, Z l = M(x,  v ) , integrando respecto a x.
dx

/(*« y)  = Ja/(oc, v)dx + g( y ), derivando respecto a y.

df(x,y)  _ d 
dy dy

-  —  f  M  (x, y)dx + g  ' ( . v )  = N(x, y)  
dv J

g \ y )  = N ( x , y ) - - É - f M ( x , y ) d x , integrando g(y)  = J [ i V ( a r , y)dx]dy
dy-

•'•/(*. y) = J  M  (x, y)dx+ J  [N(x, y ) - ~ j M ( x ,  y)dx]dy

Ejemplos.- Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la función f  de la cual es diferencial 

total.

2 2y  3 3 v
1) (3* tg>>— — )dx+(x xc~ y + 4 y  H-----~)d y

X X

Solución

M  = 3x2 tg y - ^ ~ - + z 2 
x

N  = j e 3 s e c 2 .V +  4 . V 3

dM
dy

= 3jc2 see2 v -
6 y*

dN 2 2 6y
---- = 3x see y ------—
dx 7 * 3

dM dN . . d f ( x , y )  d f ( x , y )  ..
com o-----= -—-, es exacta, entonces 3 f  ( x ,y )  tal que —--- —  = M  y  -----— = N

dy dx dx '  dy
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d^*’ ~V) = M  = 3x2 tg y  -  integrado / ( x ,  y) = [ (3x2 tg y -  ̂ T )dx + g(y)  
dx x J x J

3 V
/ ( x ,  v) = x  tg v+ —  + g (y ) , derivando 

x

X’ 'V̂  = X3 sec2 y  + - ^ r  + g '(y ) = N  = x 3 sec2 y + 4y3 + - ^ ~  
x x

g'OO = 4 y 3 => g(.v) = y 4 entonces f ( x , y )  = x 3 tg.v + -^ y + y 4
x

2) (2 xyz -  3 y 2 z+ 8xy2 + 2 )dx + (x 2z -  6 xyz + 8 x 1 y  +1 )dy + (x 2y -  3 xy2 + 3 )dz

Solución

\P  = 2 x y z - 3 y 2z + Sxy2 + 2  

| 0  = x 2z - 6 xyz + 8x 2y + l

dP
ay
a g
dx

= 2xz -  6 yz + 16xy dy dx

\ p  = 2 x y z - 3 y 2 z + %x\>2 + 2 
[/? = x 2y z-3 x y 2 +3

ap
az
a/?

= 2 x y - 3 /

= 2xy-3_y

dP = dR
dz dx

|@ = x 2z - 6xyz + 8x 2y + l 

\ r  = x 2 v - 3 x v 2 +1

8Q -  2 A
a z  *  ^  ^  d Q  d R

™ = x 2 - 6 x v  ^

ai '

por lo tanto la deferencial dada es exacta, ahora calcularemos la función f  (x,y) 

df(x,y,  z)
dx

= P  = 2xyz -  3_y2z + 8xy2 + 2 ,  integrado

/(x , y, z) = J (2xyz -  3y2 z + 8xy2 + 2)<fr + g(y, z)
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f ( x , y , z )  = x 2y z - 3 x y 2z + 4 x 2y 2 + 2x + g ( y , z ) , derivando

=  x 2z  -  6  xyz + 9x2y  + g Y( y , z )  = Q  = x2z - 6 x v z  +  Sx2 y + 1

dy >

gy (y , z )  = 1 => g ( v , z )  = y  + h(z)

f ( x , y , z )  = x 2y z - 3 x y 2z  + 4 x 2y 2 + 2 x + y + h ( z ) ,  derivando

d-f(x'.y'zl . = x 2y -  3xv2 +h(z )  = R = x 2y - 3 x y 2 + 1 
dz

h ( z ) = \  => h(z) = r f ( x , y , z )  = x 2y z - 3 x y 2z + 4 x 2y 2 + 2x + v + z

1) Probar que las siguientes funciones son homogéneas y hallar su grado:

. ... . 3 , 3  1/5 3/5 1/5
a ) j ( x , y )  =  a x  + b y  b) J ( x , y )  =  4 x  y  + z

2 , 2  3 3
a x v  + b x  y x  -  v

c) f ( x , y )  = — -------------- d) f ( x , y )  = ln(— — )
x + v  x  + y

e) f ( x , y )  = A x1 + 2 B y + c y 2 f) f ( x , y )  =  * +V
3 /  2 2y x  +y

2) Mostrar que la función homogénea de orden cero z = f ( y t x )  satisface la relación

dz dz 
x —  + y —  = 0 . 

dx dy

3) Si / ( , . , ) - * l n ¿ )  , probar que: +
x  dxL dydx dy¿

k z y  ■4) Mostrar que la función homogénea de k-ésima orden u = x F (—,—) , donde F es una función
x z

derivable satisface la relación x—  + y —  + z ~  = ku.
dx ‘ dv dz
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5) Demostrar que z = (ax + by)a (cx + dy)1 “ y z = axay' a + bx^ y 1 ^ son funciones 

homogéneas y comprobar en cada caso , ei teorema de Euler.

6) Demostrar que si <)> (x,y) es una función homogénea de grado n y < p ( x , y )  es una función 

homogénea de grado 1-n, entonces la función f ( x , v )  = <j i ( x , y )  +  < p ( x , y )  (que en general no 

es homogénea), satisface la relación.

fíX¿ oxdy dy

7) Para la función homogénea z = axa , demuestre que x—  + v—  = (a  + P)z
dx ' dv

2 d 2z  d 2z 2 d2z  , „ ..x  — - + 2 x v -------+ v — — = ( a  + p  -  l ) z .

dx dydx dy

8) Si y  = / ( . t ,  , x2,.. .,xn) es una función homogénea de grado r, demuestre que:

X2 X3 Xn
y  = xxr<t> (— — ), siendo (|> una determinada función de (n-1) variables. Deducir que

*i *i x \

dy dv dv
la derivadas parciales son homogéneas de grado (r-1) y que xx —----h x2 — '— I-...+ xn = rv .

dx j dx2 dxn '

9) Determinar cuales de las diferenciales son exactas, en caso que sea una diferencial exacta,

hallar la función para la cual es diferencial total.

a) (x 3 + 3 x 2y ) d x+ (x 3 + y 3)dy b) ( 2 y - —)dx + (2x+—)dy
x y

c) (y e *  + 2xy)dx + (xexy + x 2)dy d) ( x 2 +2xy)dx + ( y 3 - x 2)dy

e) (x + cosx tg y)dx + ( y 3 -  x 2 )dy

I ■ .s,.% , ’

f) (3 x 2 l n y - x 3)í¿c + (jf + tgx.cos.v)rfv
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1 .t2 lnx
g) (2* ln  y  +— )dx + (--------- - ) d y

xv y  y

h) (ey + eos x eos y)dx  -  (sen x. sen y - x e y )^

i) ( 2 x - y  + 3z)dx + (3y + 2 z - x ) d y  + (2x + 3 y - z ) d z

j ) (2 xv + z 2) dx + (2 yz  + x 2) dv + (2 x z +y 2) dz

1 v z 1 x z  1 x  vk) (— — i “ - —— )dx+(— — j ) d y + — - — j - — -)dz
vz x  z  x ' y  xz y  z xy xy yz  xz '

10) Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la función f  de la cual es diferencial total.

a) (sen>’ + _ysenjr + — )dx+(xcos_y-cos;c + — )dy
x ' y

1 x y  y  1 y  x x lb) ( — sen-----^ c o s —+l)<£c+(—eos-------- - s e n —+— )dy
y  y  x x x x  y  y y

2 2 V 3 2  3 3 y
c) (3x tg v — — )dx + (x see y  + 4y  + ^ - ) d y

X  X

d) [a cos( a x+ b y ) -b  sen (dx + ay)\dx + \b cos(ax +  b y ) - a  sen(fcx + ay)\dy

2V + sen x  eos x)' x
e)  --------- j ---------- — d x  + ( ------------------------- j-------- i-senv)ú[v

cos xy cos x)>

2
X

f) (xlnj> + v\nx+ y)dx  + (— +x\nx)dv
2 y

g) (e* sen_y-2 vsen ;t)í£ t+ (eJrcos_v+2 cos;t)<(v = 0

h) (2 xy3 + ycosx)dx+(3x2y 2 +senx)rfv

V x
i) (— j + arc■ y  )dx+ (— y +arc• x Wy

l + x .1 +y
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11) Demostrar que la diferencial dada es exacta, y hallar la función f  de la cual es diferencial 

total.

1 z  1 x  1 y
a) (-------2-)dx + ( -----------------------f)¿ v  + (-------------)dz

y  x  z  y  x  z

b) (2 x y z  -  3 y 2 z  +  8 x y 2 + 2 ) d x + ( x 2z - 6 x y z  + 8 x 2y  +  l ) d y  + ( x 2y - 3 x y 2 +3 ) d z

c) ( x 2 -  y ) d x - ( x - 3 z ) d y  + ( z  + 3 y ) d z

d) y z d x  + x z d y  + x y d z

e) fzc' + e y  ) d x  + ( x e v - e z ) d y  + ( ~ v e z + e '  ) d z

2f) (2xcosy - 3 ) d x - ( x ~  sen v + z  ) d v - { 2 y z - z ) d z

g) (2 y3 - 8 x z 2 ) d x  + ( b x y 2 + \ ) d y -  ( % x 2z +  3 z 2 ) d z

12) Determinar la constante a para que la diferencial sea exacta.

a) ( x +  v e 2x} ) d x  + a x e 2x>d y

1 1 a x + 1b) ( — ■+— ) d x  + — — d y
x  y  y

c) ( e ax+y+  3 x 2y 2 ) d x  +  ( 2 y x i + e ax+> ) d y
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4. FUNCIONES V E C TO R IA L E S DE VA R IA S VARIABLES.

P re -re q u ÍS ÍtO S .-  Para la comprensión adecuada de este capitulo de las funciones 

vectoriales de varias variables se requiere del conocimiento previo de:

- Calculo diferenciales e integral.

- Funciones vectoriales de variable real.

- Funciones de varias variables.

- Superficies.

O b je t iv o s .-  Establecer los fundamentos necesarios para la interpretación del gradiente de 

una función de varias variables, la divergencia, el rotacional, de tal manera 

que al concluir el estudio del presente capitulo el estudiante debe ser capaz de:

- Utilizar estos conceptos en las integrales Curvilíneas.

- En el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de Stokes.

- Las aplicaciones en física, química e ingeniería.

- Las aplicaciones de la integral de superficie para la determinación de la masa de una 

superficie y la densidad de flujo de un campo de velocidad a través de una superficie.

Se ha estudiado las funciones reales de variable real o funciones reales de una variable

f :  R ------->R,  así mismo se ha estudiado las funciones vectoriales de variable real
—►
f : R ------> R " , también se ha estudiado las funciones reales de varias variables

/ :  R n - .......>R , ahora estudiaremos las funciones vectoriales de varias variables que
—>

denotaremos por / :  R " ------> Rm .
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4.1 Definición j

Una función vectorial de variable vectorial es una correspondencia de un conjunto A de 

vectores a un conjunto B de vectores de tal manera que para cada vector x  e  A existe un 

vector f ( x )  e  B , es decir, es una transformación del conjunto A en el conjunto B.

—>
Si A es un conjunto de R n y B es un conjunto de R m entonces diremos que /  es una 

función de R " en R m cuya notación es / :  R n ------ >Rm .

—> —>
Ejem plo.- Las funciones / :  R -------> R n y / :  R n ------ >R son funciones de este tipo de

funciones.

—> —>
Ejemplo.- La función F  definida por F(x, y)  = (x + 4, y  + 5) es una función vectorial de dos

variables.

Ejemplo.- El gradiente de una función de R n en R es una función de R ” en R " . Sí,

f ( x , y , z )  = x 2y  + yz  => V f (x , y , z )  = ( ^ - , ^ ,  | ^ ) ,  de donde
ox ay oz

V f ( x , y , z )  = ( 2 x y , x 2 +z, y) .

Luego F : R l ---- >R3 tal que F(x, y,  z) = Vf(x,  y, z) = (2xy, x 2 + z, y)

Observación.- Las funciones vectoriales de una parte del plano R 2 o del espacio con rango un

conjunto de vectores de R 2 es definido por:

F : D a  R 2 -------> R 2 tal que F(x,y)  = P(x,y)  i +Q(x,y ) j
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F  : D a  R ------ » R '  tal que F(x,  y, z) = P(x, y, z) / + Q(x, y, z) j

Si el rango de la función vectorial es un conjunto de vectores de R } , estas funciones son 

definidas por:

F  : D a  R 2 ------ > R 3 tal que F(x, y)  = P(x, y) i + Q(x, y) j +  R(x, y) k

F : D c  R y ------ > R y tal que F ( x ,y , z )  = P ( x , y , z )  i + Q(x,y , z )  j+  R( x ,v , z )  k

donde P, Q y R se denominan funciones componentes o íiinciones coordenadas.

—>
En los problemas físicos, a las funciones vectoriales F de R" en Rw le llaman campos 

vectoriales.

Ejemplo.- La función V : R ' -------> R 3 es el campo de velocidades de una corriente estacionaria

de un fluido (es decir, con velocidad independiente del tiempo).

A cada punto (x,y,z) del fluido corresponde un vector V(x, y, z) velocidad de una partícula 

en el punto x . V(x, y, z) = V¡ (x, y,  z) i + V2 (x, y, z) j +  V3 (x, y, z) k

Ejemplo.- Consideremos la curva.

—>
F(x, y, z) = P(x, y,  z) i + Q(x, y,  z) j +  R(x, y, z) k 

campo de vectores tangentes a la curva.



542 Eduardo Espinoza Ramos

Ejemplo.- Sea S: F(x,y,z) = 0 una superficie.

Campo de vectores normales a una superficie. 

Ejemplo.-

Campo de velocidad de un cuerpo en rotacióa

Ejemplo.- Suponga que un objeto esférico de masa M (por ejemplo la tierra) tiene su centro en el 

origen.

—>
Deduzca la formula del campo gravitacional de la fuerza F(x, y, z) ejercida por esta masa 

sobre un objeto ubicado en el punto (x,y,z) del espacio.

Solución

Supongamos que se puede manejar el objeto de masa M como un punto de masa situado en el 

origen.
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-> g n m
Sea r = x i  + v j + z k  entonces, la magnitud de F  sea l i ^ | |  = --------- > F  esta dirigida

i i '-Y  
—>

hacia el origen, es decir, F tiene la dirección del vector u n i t a r io ----- — concluimos que

II r ||

4.2. Limite de una Función Vectorial de Varías VariablesJ

Estas definiciones son extensiones de las definiciones de las funciones estudiadas.

—> -> -»
Definición.- Se dice que el vector b es él limite de la función F  en a y escribiremos

—> —» —>
lim F (x )  = b si para cada numero e > 0 , existe un numero 8 > 0 ,
x —*a

—> —> —> —> —> —>
ta lq u e x e Z ) _  y 0 < | | j r - a | |< á  entonces || F ( x ) - b  ||< e .

F
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4.3. Teorema.)

Sea b = ( b ] ,h2 e R m, F  = (Fl ,F 2,—,Fm) lina función de F : R " ------->Rm y a

—y — >  —y

es un punto de acumulación de D entonces lim F ( x )  = b sí y solo sí
F  -  

x —y a

-y

lim Fk ( x ) = bk , V k = 1,2,3,.. .,m; la demostración de este teorema es similar al caso de las
x  - * a

funciones vectoriales de variable real.

4.4. Propieda

Sean F, G: R ” ------->Rm funciones vectoriales tal que lim F ( x ) = h  y lim G ( x ) = c ,

entonces:

—y —y

i) lim X F (x )  = A. lim X F ( x )  = \ b  , A es un escalar

ii) lim (F ( x )± G (x ) )  = lim F ( x ) ±  lim G(x)  = h± c-♦ -» -» -* -» -*
x —y a  x - y a  x —y a

iii) lim F(x ) .G (x )  = lim F(x).  lim G(x) = b .c
x - y a  x - y a  x - y a

lv) lim II F{ x)  ||= || lim F (x )  || = || ¿> ||

v) Sí cp: R " -------* R una función real y a  un punto de acumulación de D ,
F

— ► — >  — >  —y —y

entonces: lim (<pF)(JC) = lim <p(x). lim F(x)
x - y a  x - y a  jc —>0
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4.5 Continuidad de una Función Vectorial de Varias variables.!

Definición.- La función F  es continua en el punto a de D , si para cada e > 0, existe un
F

5 >0, tal que: || F ( x ) -  F'{ a ) || < e , siempre que x  € £>_ y || x — a ||<  8
F

4.6 Teoremaj

La función F  es continua en a si y solo si cada una de sus funciones componentes es

—►
continua en a . La demostración es similar al de las íünciones vectoriales de variable real, 

por lo tanto se deja como ejercicio.

4.7 Derivadas Parciales de Funciones Vectoriales de más de ana Variabkj

Sea F : R 3 ------ > R 3 una función vectorial definida por:

F(x , y, z) = Fl (x, y , z )  i + F 2 (x, y,  z) j + F 3 (x, y , z) k 

—>
La derivada parcial de F  con respecto a x se define por:

?,<;r , v . z ) - ^ -  i m  n * + l u . y , : ) - h * . y . z ) 
d x  a * -» o  A x

siempre que él limite exista.

—>
De modo similar definimos las derivadas parciales de F  con respecto a y,z así: 

i m  h * . y + t o . t ) - h * . y . z )
dy Ay-»o Ay

rX d F  F (x , y , z  + A z ) - F ( x , y , z )
F z ( x , y , z ) = — -  = h m ---------------- -------------------oz Aí-> 0  Az

siempre que estos limites existan.
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Las derivadas parciales de orden superior se pueden definir de esta manera.

-1 d2F d d F
Fxx(x, v,z) = -y- = —(— ), 

dx dx dx
■1 . , d ¿F  d .dF.F x y ( X , V , Z )  = ---------=  f~   )

dydx d v d x

-1 , d2F d , d F  ̂
F y y ( x , V , Z )  =  — j -  =  —  ( — ) 

dy dy dy

4,8 Regla de las Derivadas Parciales de Funciones Vectorb

Sean F  y G funciones vectoriales diferenciables de x, y, z, y <p es una función escalar 

diferenciable de x,y,z entonces.

i) —  (F+G) = F X+GX, 
dx

II) — ((pF) = <p.Fx+<px F
dx

ili) — (F.G) = F.Gx+Fx.G
dx

Q -> -> -* -»
iv) —  (FxG) = F x G x + F x xG

dx

(mantener el orden de los factores)

Sí F(x,y ,z)  = F\(x,y,z) i + F2(x,y,z) j + F 3(x ,y ,z )k  . Entonces su derivada parcial esta 

dado por: .

Demostración

Por definición de derivada parcial se tiene:

£  ,  x d F  F(x + t±x ,y,z )-F{x ,y ,z)
Fx(x, y , z ) = — = l i m ------------- i

OX Ar—»0 Ax
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Fx( x + A x , y , z ) - F x( x , y , z ) ?  F2 ( x + A x , -»: / / // I [---------------- ------------------------------------ ; -I--------------------------------------------------------- J  +

Air—>0 Ax Ax

Fi (x + A x , y , z ) - F i ( x , y , z ) ^
A JAx

ÔFX óF2 dFj 7 ~1 d F dFx -* dF2 dF3 -*
— - i  + — L i+-— L k ,  F  = -= — - / + — - /  + — - k
dx dx dx dx dx dx dx

Ejem plo.- Si F (x ,y )  = e xy i + ( x - y )  j + x s e n y  k , calcular F X, F  y , F  x x F  y

Solución

F(x, y )  = e y i + ( x -  y )  j + x  sen y  k de donde se tiene:

ß ô Ô ~>
F x =  —  e ** i-i-----( x - y )  j + —  x s e n y k  = y e ^  i + j + s e n y k

dx dx dx

-> d d d
F y = — i + —  ( x - y )  j +  —  xsen_y£ = x e xy i - j + x c o s y k

dy dy dy

Fx x F y =
i j  k

y e ** 1 sen y
xe** - 1  x c o sy

= (xcos^ + sen y)  i + x(sen y -  y  eos y )  j - ( x  + y ) e xy k

Si F : R n ------ >Rm es una función vectorial diferenciable en x  entonces cada una de las

—*
funciones componentes F¡, es diferenciable en x  , luego a la función matricial definiremos 

por:
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D F (x )  =

¿ W * )  Z>2F j(x )  ... Z W * )  

D\F2( x ) D2F2( x ) ... D „F2|(jc)

F m(-X) D 2F  (x)  ... D Fm(x)< > 

se llama matriz jacobiana de la función F  de R" en R m .

Ejem plo.- Hallar el valor de la matriz jacobiana en el punto (x,y,z) de la función

F(x ,y , z )  = (xy, y 2, x 2z ) .

Solución

DF(x,y,z)  =

T - t o )  l 'O } ')ox oy oz

J-C v2) ¿ C v 2)ex qy dz

¿ ( A )  |-(A ) ¿ ( A )
O X  ¿ V  £7Z

y X 0
0 2 y 0

2 xz 0 x2

Sea F  una función de i?" en 7?m , si la matriz jacobiana de F  es continua sobre un 

conjunto abierto D a  R" entonces F  es diferenciable sobre D.

2Ejem plo.- Sí F(x ,y ,  z) ~ (x + yz, z  sen x y ) . Demuestre que F  es diferenciable en cualquier

( x , y , z ) e R  .

Solución

El valor de la matriz jacobiana de F en cualquier punto (x,y,z) es dado por:
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D F(x, y,  z) =

8 , 2  v 8 . 2 . a .  2
—  (X +3'Z) —  (x +yz) —  (x +yz)
CTT óy oz

—  (zsenxv) —  (zsenxy) —  (zsenxy)
Sx ôy dz

2 x z y
yz  cos xy xz cos xy sen xy

la matriz Jacobiana es continua en todo (x,y,z) de R entonces F  es diferenciable en (x,y,z).

|4.12 Gradiente fe  «na Fimctón E^ailarj

Sea <j>(x,y,z) una ñinción escalar; al gradiente de la función escalar <j> (x,y,z) denotaremos por 

grad (<}>), y es el vector definido por:

dip -> 8<t> 
gra d(0 ) = —  i + —  j  + -— k

8x ay 8z

Ejemplo.- Si <(i (x,y,z) = xy + yz + xz Hallar el grad <j»(l ,1,3)

Solución

Si <j)(x,y,z) = xy + yz +xz sus derivadas parciales son:

8<l>8<t>. ,
—~(x ,y ,z )  = y  + z 
8x

(x ,y ,z )  = x + z
dip
8y

d<t>, ^—  (x ,y ,z )  = x  + y
8z

8x
(1,1,3) = 4

^ < U , 3 ) - 4
8y
8<j)
8z

(1,1,3) = 2

^(1,1,3)-? 0^(1,1,3) "Î 00(1,1,3)1* „ “Tgrarf(0(l,l,3)) = ' i +  ̂ y+ y \ ”  ' k , gra </(¿(U,3)) = 4 i + 4 j + 2 k
8x 8y 8z

El operador vectorial diferencial es dada por:

„  8  -? 8 1  8 1V = —  j + — / + — Â: 
¿k 8y 8z
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El operador vectorial diferencial no es un vector, sino un operador, sin embargo puede 
considerarse como un vector simbólico. Si <j)(x,y,z) es un campo escalar, entonces (j) V es un 
operador, mientras que V <f> da la importante función vectorial llamada gradiente, en forma

—► ■ —> —> 
similar si /  es una función vectorial diferenciable, entonces /  .V y /  xV son operadores, 

—> —>
mientras V . /  y Vx /  da importantes funciones escalares y vectoriales respectivamente. 

Nota.- El operador diferencial V se lee NABLA.

114 Introducción del Operador Diferencial V al Gradiente.}

d d * d 7* dó dó dó 7*
Como V = —  i + —  j + —  k , entonces: gra d(0) = V<¡> = —  i + —  j  + —  k

dx dy dz dx dy dz

4.15 Propiedades del Gradientej

Sean <j> y y  funciones escalares diferenciables y c una constante.

1) V(c,<)>) = cV<)> 2) V(<)> + y )  = V<)> + Vvy

3) V((J>vj/) = <j>Vv(/ + 4) V/(u,v,w) = — Vm + — Vv + -^-Vw
du d v  d w

Ejem plo.- Para un vector arbitrario constante a , mostrar que: V (a , r) = a ,  donde r  es el

vector de posición.

Solución

-> —► —► —►
Sean a =(ax,a 2,a 3) y r = (x ,y ,z )  => a . r = a1x + a2y  + a3z

d(a ,r) -> d(a,r)->. d(a ,r)~*  ?  . -*
V(fl, r ) =  -  i + — - — j + —  -k =a¡ i + a2 j + a 3 k =(alya2,a 3) = a

dx dy dz

—> —> —>
V ( a ,  r )  =  a



Funciones Vectoriales de Varias Variable 551

Ejemplo.- Sí <)> = 4>(x,y,z,) Mostrar que V<t>.d r = d§

Solución

Sea r = x i + y  j + z  k  , su diferencial d r  = dx i + dy j + d z  k , calculando el gradiente de (j)

d<t> ■? d<t> “? d<t> ?V<¿ = —  ( + —  / + — k
dx dy dz

r  = (—  i + —  y + —  k).(dx i + dy j  + d z k )  = —  dx + —  dy + —  dz = d<¡> 
dx dy dz dx dy dz

V<j>.d r = d(f>

4.16 Divergencia de una Función VectorlaM

Si una función vectorial es f  = ( f \ ,  f i ,  f z ) , donde f x, f 2 , f i  son funciones escalares,
—>

entonces el producto escalar de la función vectorial /  y el vector simbólico V es decir:
—> —> —► 

V /  se denomina la divergencia de la función vectorial y se denota por d i v ( f  ) = V . /  es 
decir:

W > = v . 7 = f + M
dx dy dz

a) Teorem a.- Si /  y g  son dos funciones vectoriales, mostrar que 

V .( /+ g )  = V ./+ V .g

Dem ostración

Sí
—> —► —> —*
/  =  ( / l . / 2 . / 3 >  Y g  =  ( g l , g 2 - g 3 ) > e n t o n c e s  f +  8  =( . f l+ g l ’f 2 + 8 2 ’f 3 + g l )
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b) Teorem a.- Si (|> es una función escalar, entonces la divergencia del gradiente de <j) es

,  , d 2<t> d 2<t> d 2<t>¿;v(gra dj>) = — —+— -  + — -
dx2 dy2 dz2

Dem ostración

Como grad(</>) = ^ 4 = ^ -  i + ^ r j + ^ T ^  => g ra ¿ (0 ) = | ^  i + ̂ - j + ^ - l c  
dx dy dz dx ay dz

d dé d dó d d<t> d2i  d 2ó d 2ódiv(gTa d(<l>)) = V.(V^) = —  ) + —  ( ^ )  = +
&  &  ay ay &  &  a *2 ay2 dz2

La divergencia del gradiente V.V se escribe como V 2. Entonces V.(V(j)) se escribe

como V.V0 = V 2<¡>. Al operador V 2 le llamamos el Laplaciano, es decir:

i i ■ t-,2 u v v .Laplaciano = V = — — h---- — + — — entonces se tiene:
dx dy2 dz2

v 2 , ( S 2 + d 2 d 2 s V a 2f a 2í
V  iP =  {— 7  +  —  y)<P =  r  +  r - - t -------T 

Sc ay az------- dx dv dz

Una función escalar <|> se dice armónica si es continua, tiene segundas derivadas continuas y 

satisface a la ecuación de Laplace.

V 20 = 0

Ejem plo.- Mostrar que la función —, donde r =|| r ||= (x2 + y 2 + z2)1,2 es una función
r

armónica siempre que r * 0

Solución

Claramente — es continua, puesto que jc2 ,_y2, z 2 y r son continuas entonces el Laplaciano es: 
r
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r  d x '  d v  d z

1 2 {x2 + v 2 + z 2yV2  + i L (* 2  < ^ - 1/2 + ̂ ( x 2 +  y 2 + z 2
dx2 ' dv2 ' dz2

de donde la primera y segunda derivada parciales de — con respecto a x son:
r

W  + y 2 + z 2 r u 2 = - x ( x 2 + y 2 +  z 2 r 3/2 
d x

d~ ( x 2 +  y 2 + Z 2 r V 2  = - ( x 2 + y 2 + z 2 r 3/2  + 3 x 2 (x 2 + y 2 + z 2 r 5 ' 2
d x

en forma similar, las derivadas parciales de — con respecto a las variables x,y,z.
r

Í l ( x 2 + y 2 +  Z 2 ) 1 /  2 = - ( X 2 + y 2 + z 2 y V 2  + 3 y 2 ( j ( 2 +  y 2 + z 2 j - 5 U
d y

¿ L ( X 2 +  y 2 + z 2 y V 2  _ _ ( x 2 +  y 2 + z 2 y V 2  ^ 2 ^ 2  + y 2 + ¡ 2 )^SI2 

d z 2

Luego al momento de reemplazar en (1) se tiene:

V 2 (—) = -(X 2 + V2 + z 2 ) " 3 / 2  + 3* V  + y 2 + z 2 ) _ 5 / 2  -(X 2 + /  + z 2 ) - 3 / 2  + 
r

+ 3 y 2(.t2 + y 2 + z 2)"5/2 - ( x 2 + y 2 + z 2) -3/2 + 3 z 2(x 2 + y 2 + z 2 ) 

=  - 3 ( x 2 + y 2 + z 2) ' 3/2 + 3(x2 + y 2 + z 2 ) ( x 2 + y 2 + z 2)"5/2

=  _ 3 ( ^ 2  +  ̂ 2  + 2 2 }-3/2 + 3 ( x 2 +  /  + r 2 }-5/2  _  q

Como satisface la ecuación de Laplace, la función — es armónica.
r

) 1/2 . . . ( 1)

5/2

*
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4.18 Rotacional de una Función Vectorial.}

Si una función vectorial /  = ( / ¡ , / 2, f a ) donde f x, f 2, son funciones escalares con 

primeras derivadas continuas entonces su producto vectorial o cruz con el vector simbólico V

es:

—►
i

->
j

d d
dx dy &
A f i / j

—*

-> d d d
V x f  = ( r -  ' + j + - T - k ) x ( f  i + f 2 j + k )  =

ex ay fíz

M i  <5/2 ,df\ -  df2 df, , 
dy dz dz dx dx dv

Llamamos a esta función el rotacional (roí f )  de la función vectorial /  es decir: 

Rotacional f  =Vx f

—>
Nota.- Vx f  no necesariamente es perpendicular a /  .

1) Sean /  y g  funciones vectoriales entonces:

V jc(/+ g ) = V x f + V x g

2) Sea (j) una función escalar con segundas derivadas continuas entonces:

V*(V(¿)) = 0

3) Sea /  una función vectorial con segundas derivadas continuas entonces:

V.(Vx7) = 0
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4) Sean /  y g funciones vectoriales, entonces:

( f x V ) g  = f . ( V x g )

{4.20 Ejercidos Desarrollados,!

1) Sí <j> = <)>(u) donde u = u(x,y) entonces mostrar que V<j> = V<J>(t/) = <|>'(u)Vw

Solución

dd>-* 86 8 6 ^
Como el gradiente de es: Vtj> = V$(u)  = —  i h------ j  + —  k
. ‘ 8x 8y oz

, ¿ M " ?  ,du~* . fíu 7  8u v n
=  f (M )— /+<)>(«)—- J + «►’(11)— * =4>(m)(—  I+-T-J  + -T- k )  = ^>(u)Vu

dx dy 8z ox qy 6z

2) Si r = | |  r ||= (.v2 + y 2 + z 2) 1/2. Hallar Vr"  y V(—), donde n es cualquier numero real.
, r

Solución

Sea <j> = <(>(r) = r ”, por el ejercicio anterior se tiene:

Vr" = — (r")Vr = ¡------ - ------- 7 + -,------i ------- J + - l-----  ----- - * )
dr -yjx2 + y 2 +~*2 -Jx2 + y 2 + z 2 -Jx2 + y 2 + z 2

1 *♦ -»
= nr"-] ■■■ ( x i  + y  j +  z k )  =  nrn~2. r

-y¡ X  + y  + z

• r r A  * ^  para n se tiene: v (—) = — —r
r  r 3

2 2 33) Hallar la divergencia de / ( * , y , z) = xyz i + x  y  z j + y z  k

Solución
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4) Hallar el rotacional de f ( x , y , z )  = xyz i + x 2y 2 j + y z 3 k

Solución

Como el rotacional es dado por:

V x /  =

i
>

j
-»
A:

d d d
dx dy dz

2 2 3xyz x y z vz

= ( vz3) -  - f  (x 2y 2)] 7+  [ ~  (xyz) - (yz3 )] 7 + [ | -  (x 2 .y2 z) - (xyz)] k
dy oz 02 dx ex dy

(z 3 - x 2y 2) i + xy j + ( 2 x y 2z - x z )  k

5) Hallar (/.V)<j> y ( / V ) g  en (1,1,1) sí / ( x ,  >\ z) = ( - y, x, z ) ,

j  , “* j 
g(jr,j,z) = 3Ayzi / + 2 x.y j - x ^ y z k  y <(>(x,y,z) = xyz.

Solución

dt¡)(x,y,z)-? <90(;c,_y,z)“* d<t>(x,y,z)2 ?  “í ?Como =  - ---- -— -  i  +  - -  ■■■■— -jt =  y z  í  + x z  j  + x y k
dx dy dz

tenemos (/.V)<() = /.V(J> = -_y(j>z) + x(xz) + z(xy) = -_y2z + x 2z + xyz

—► —> —>
Por tanto, en (1,1,1), (/.V )(l,l,l) = - 1 + 1 + 1 = 1 ;  ahora calculando (/.V ). g
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= -3  y z 2 i - 2 y 4 j + 2 x y 2z  k + 3 x 2z 2 i + 6 x 2y 2 j ~ x * z k  + 6xyz i - x  y z k  

= (-3y 2z 2 +3x 2z 2 + 6 xyz2) i + ( - 2 y 4 + 6 x 2y 2 ) j  + (2xy2z - x 3z - x 2yz) k 

—> —> —> —► —► 
por lo tanto en (1,1,1) se tiene: (/.V ). g (1,1,1) = 6  /'+ 4 j + O k  =(6,4,0)

—y —> —y
6 ) Mostrar que: (d r .V) /  = d f

Solución

-> -* -* <3 ¿5 ”■* 5 ö 5 5
d r  .V = (é/x i +dy  j + d z  k ).(—  /' + —  j + —  k = d x ----1- d y ------ 1-dz —

dx dy dz dx dy dz

j  3 /  j  d f  , d f  d f ,  d f  , d f  ,(d r .V) /  = dx —— + dy — - + dz —— = —— dx -\------- dy H------dz = d f
dx dy dz dx dy dz

7) Demostrar que: V.(<ji./) = ()>V/+/.V(t>

Solución

dx dy dz dx dx dy dy dz oz

= <í>(| L + ̂ -  + | 1 ) + (/ ,  ^  + /3  Y } =<t,V- / + / - V<t>cbr q r dz ox oy efe

8 ) Hállese el gradiente de la función <p = w2 v — Sí u = 3 x e x + y ,  v 2 = x 2 + l - y ,
-Jw

W = 3x2 +1 + 2  .
Solución

Por propiedad de gradiente se tiene:
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reemplazando (2 ) en (1) se tiene:

V<p = 2(3xex + y ) ( x 2 + l - y ) [ ( 3 x e x + 3 e x) i + j ]  +3(3xex + y ) 2(2x i -  j )

H---- ---------------- _ (6x i +  k)
2-s¡3x2 +1 + z( 3x2 +1 + z)

_ d r _  du du . ,
9) Demostrar que: (----- \ ) u = ----------- , si u = u(x,y,z,t)

dt dt dt

Solución

Si u = u(x,y,z,t) la diferencia total es:

, du , du . du . du . du du dx du dv du dz dudu = —  dx-i-----d\> + —  « z h ------dt => —  = ------ — i------- —h----------- h —
dx dy ' dz dt dt dx dt dy dt dz dt dt

dx 8 dy d d zdu  du du du
= (--------+ — — + -------- )u + —  = ( d r . V ) u + —  (d r .V)w = —

dt dx dt dy dt dz dt dt dt

10) Determínese la divergencia y el rotacional de la función

f ( x , y,  z) = x  eos z i + y  ln x j - z l ex k

Solución

Calculando la divergencia de /  se tiene:

_  ̂  ̂ o ^
div( f)  = V /  = — (x  eos z)h----- (y ln x ) + —  (~ z2ex ) = cosz + ln x - 2 z e x

dx dy ' dz

Calculando el rotacional de función vectorial /

du
~~dt

vectorial
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d ( - z 2e x ) d ~? d 8 2 r d , , , d(xcosz)  7
= [----- ------- —  (vln * ) ] /+ [ — (x eos z ) -  —  ( - z  e )]y + t ~ - l n j c ) -------- ----- ]k

8y 8z 8z 8x 8x 8y

“ * T r  V  i ’ ’ “ * 7 r  V= (0 - 0 ) i + (-x sen z  + z e ) j + ( — - 0 ) £  = 0  i + ( z  e  + x sen z ) j +  — k
x x

11) Siendo f ( x , y , z )  = x y  i - 2 x z  j + 2 v z  k . Hallar rot(rot f )

Solución

rot(rot f )  = V.r(V,x / )  =

—> —> —>
i j k
d 8 d
dx dy dz

x 2y  - 2 xz 2 vz

—>
i j
8 8
8x 8y

2 x + 2  z 0 - ( -

= Vx[(2x + 2z) i - ( x + 2 z ) k ]

k
8_
8z

- ( x 2 + 2 z)

= (2 x + 2 ) i

12) Sí f ( x , y , z )  = 2yz i - x 2y  j + x z 2 k y  ty(x,y,:)  = 2 x 2y z i

Hallar a) (/.rV)<¡> b) /x(V(t»)

Solución

a) (/xV)<|> = [(2xyz i - x 2y  j + x z 2 k ) x (^ -  i + ~  j + ^ k ) ^
8x dy dz

—» 
1

—>

j k

2xy - x 2y xz 2
d 8 8
dx 8y 8z

8z dy 8x dz
< b= [ i ( -x2y 4 — xz2 4 - ) +  j ( x z 2 É - - 2y z - L ) + k ( 2y z - L + x 2yJL.)ft  

- dy
d_
8x'
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, 2 5<j> 2  ̂ 2 5<J> _ (3d> 2 5d>vT■~(x y  —  + xz — ) i  + (xz —: - 2 y z —  ) j + ( 2 y z ^  + x  y —  )k  
8z dy ex dz dy dx

= - ( 6 x 4y 2z 2 + 2 x 3z 5 ) i + ( 4 x 2y z } - 1 2 x 2y 2z 3 ) j + ( 4 x 2y z 4 + 4 x 3y 2z 3 ) k

-> - * ' ■ > - *  ? dé 3d> dd>
b) f x ( V t f )  = (2yz i - x ' y j  + xz k ) x C ~  i + ~ j + - ~ k )

dx oy oz

i j  k
2yz  - x 2y  x z 2
áj> 3<j>
dx dv dz

/ 2 2 , i dfy - dfy cfo 2 5d»> 7*= (—x y— - x z  — ) /+ (x z  — - 2 yz— ) /+ ( 2 vz— + x  y— )£
&  dy dx ' dz dv dx

= - ( 6 x 4y 2z 2 +2x 3z 5) ¿ + (4x2vz5 - 1 2 x 2v 2z 3 )y '+ (4 x 2y z 4 + 4 x 3.v2z 3)/t

|4.21 Ejercicios Propuestos.}

I.- Escriba la matriz Jacobiana de la función en el punto indicado.

1) / :  / ? 2 ------- >R2 /  f ( x , y )  = (a1x + b ly, a 2x  + b2y)  en P(x0, y 0)

% 12) / : «  -------► #  / f ( x , y , z )  =  (x ,  x  +  y ,  x  +  y  +  z )  en P ( x 0 , y 0 , z 0 )

2 713) f : P  ------ > /? / / ( x ,  y) = (sen x, sen x eos y, eos y) en P(0, —)

4) / :  R 3 ------ >R2 ! f ( x , y )  = < ^ - , { z  + x 2)(z + y 2)) e n P ( l , l , l )
1 +  Z 1

5) f : R ------ >R4 / f ( t )  = ( t , t2, t \ t 4) en P (l)

6) / :  R2 ------->R* / f ( x , y )  = (xy , y * , e xy,xey , yex ) enP(l,2)
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II.- Demuéstrese que f  es diferenciable en todos los puntos (x,y,z) de /?_, y determínese
/

£>/(*, y, z)

1 )  f ( x , y , z )  = (xz, y  + z)  2 )  f ( x , y , z )  =  (xy, y 2, x 2z)

3) f ( x , y , z )  = (—, 2y + l, xz2) 4) f ( x , y , z )  = (x2y, z e \  x + z)
y

III.- Gradiente, divergente y rotacional.

1) Sí 4»(x,y,z) = xy + yz + zx. Hallar V<J> en (1,1,3). Rpta. (4,4,2)

2) Hallar la divergencia y el rotacional de la función 

—> —> —> —> 
f ( x , y ,  z) = ( x - y )  i + ( y - z )  j +  ( z - x )  k , y  

g(x, y , z )  = (x + y z ) i  + {y +xz) j + ( z ¿ +xy)  k

Rpta. V . /  = 3 , V x /  = (1,1,1), V .g = 2 ( x + y + z ) ,  Vx g  = 0

3) Si $(x,y, z)  = 3x2 - y z  y f ( x , y , z )  = 3xyz2 i + 2xy3 j - x 2y z k  . Hallar en (1,-1,1)

a) V«(. b) V . /  c) V x f  d) /.V<|>

e) V.(4. / )  f) Vx(<j>7) g) V 2<|>

Rpta. a) (6 ,-1,1) b) 4 c) (-1,-8,-5) d) -15 e) 1

f) (-3,-41,-35) g) 6

4) Siendo <t>(x,y,z) = 2xz4 - x 2y  . Hallar V<)> y ||V<j>|| en el punto (2,-2,-1)

Rpta. 1 0 ? - 4 7 -1 6 ? ,  2^93
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5) Siendo f ( x , y , z )  =2x i - 3 y z  j + x z  k y (j>(jt,j\z) = 2 z - x 3y  

Hallar /.V<J> y f  xVfy en el punto (1,-1,1)

Rpta. 5, 7 7 - 7 - 1 1 *

6 ) Hallar V y siendo v)/ = ( x 2 + y 2 + z 2)e^x +y +z . Rpta. (2 + r)er r

7) Siendo V$ = 2xyz3 i + x 2z 3 j + 3 x 2y z 2 k , hallar <j»(x,y,z) sabiendo que <{i( 1 ,-2,2) = 4

Rpta. <Kx, y ,  z) = x 2 y z 3 + 20

8 ) Siendo V<|> = ( y 2 - 2 x y z 3) i +  (3 + 2 x y - x 2z 3) j + ( 6 z 3 - 3 x 2y z 2) k , hallar ij».

Rpta. <|> = x y 2 - x 2y z 3 + 3 y  + — z A + c

9) Hallar div(2x2z  i - x y 2z  j + 3 y z 2 k)  Rpta. 4xz-2 x y z  + 6 yz

10) Hallar $ = 3 x 2y z - y 2z 3 + 4 x 3y  + 2 x - 3 y - 5 , hallar V 2<¡>

Rpta. V 20 = 6 y z + 2 4 x y - 2 z 3 - 6 y 2z

11) Siendo f ( x , y , z )  = 3xyz i + 2xy j - x  y z k  y <¡> = 3x - y z . Hallar

a) V . /  b) /.V<j> c) V.(«t» / )  d) V.(V^) en el punto (1,-1,1)

Rpta. a) 4 b) -15 c) 1 d) 6

-* -* . ,
12) Siendo f ( x , y , z )  = Ixz  i - y z j + 3 x z  k y 4> = x yz

Hallar a) V x f  b) rot(§ f )  c) Vx(Vx / )  d) V [/.ro í(/)]

e) rof(grarf(((t/)) en el punto ( 1 , 1 , 1)

Rpta. a) i + j  b) 5 i - 3 j - 4 k  c) 5 i +3 k d) - 2  i + j  e) 0
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13) Siendo F = x 2y z ,  G = x y - 3 z 2 . Hallar:

a) [VF.VG] b) V.[VFxVG] c) Vx[VFxVG]

Rpta. a) ( 2 y 2z  + 3x2z - \ 2 x y z )  i + ( 4 x y z - 6 x 22) j + ( 2 x y 2 + x * - 6 x 2y)  k

b) 0

c) (x2z - 2 4 x y z )  i - (12x2z  + 2xyz) j + ( 2 x y 2 +12yz2 + x 3) k

14) Calcular: a) V r2 b) V(r4 + r 7) c) V [/(r ) + g ( - ) ] ,
r

7 2 7 7 1donde r = x  + y  + z  y f(r), g(r)  = — son funciones arbitrarios de r y —
r r

Respectivamente.

Rpta. a) 2 r  b) r 2(4 + 7r2) r  c) r ~3 [r2 / ' ( r ) - / ' ( - ) ]  r
r

15) Siendo f ( x , y , z )  = y z  i -  3xi j + 2 x y z k  y  g(x,  y , z )  = (3x, 4z, - x y )  y <j> = xyz

Hallar a) /* (V * ) b) ( / x V #  c) ( V x f ) x g

Rpta. a) -5 x  y z  i + xy z j + 4 x y z  k

b) - 5 x 2y 22 i + x y 3z 2 j + 4 x y z 3 k

c) - 1 6 z 3 i + ($x2y z - \ 2 x 2 2) j + 3 2 x z 2 k

16) Calcular: a) V ( a . r )  b) V /(r )(a .r )  c) V [(a . r ) ( b . r)]

—> —> —> —> —y —y —>
donde r = x i + y  j + z k  , siendo a y b vectores constantes y f ( r )  una función

arbitraria de r.

—y
Rpta. a) a b) f ( r ) a + f ' ( r ) ( a . r ) — c) ( a . r )  b+(b  . r )  a

r
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17) Sí f ( x , y , z )  = 2z í + x 2 j + x k  y <j> = 2 x 1y 1z l . Hallar (_/* jcV)4> en el punto (1,-1,1).

Rpta. (-8 ,-4,4)

18) Calcular:

a) div(x3y  i + y 3z  j +  z 2 k)  b) div[(x2 + y 2 + z 2)(x i + y  j + z  k)]

Rpta. a) 3x 2y  + 3 y 2z  + l z  b) 2(2x + 2 y  + z  - z )

19) Dado f ( x , y , z )  = x 2y  i +(4xz  + y 2) j + ( 5 z 2 + x y 2) k ,  calcular ro t ( f )  y hallar su

valor en los puntos (1,1,1) y (1,2,3).

Rpta. 2 x ( y - 2 )  i - y 2 j + ( 4 z - x 2) k  ; - 2 i - j + 3 k - ,  - 4 j + l \ k

20) Si A = x 2 i + y 2 j + z 2 k , B = x i + y j + z k  calcular:

a) (A x V )x B  b) (B xV)x A

Rpta. a) - 2  A b) - 2 x ( y  + z) i - 2 y ( z  + x) j - 2 z ( x  + y )

21) Dado V = xz3 i - 4 x 2y z  j + 3 x z 3 k . Hallar rot(rotV)

Rpta. z(l 9z -  14x) /' + 8_yz j +  (3z 2 -  4x 2 ) k

22) Si ^ - x 2y 2 + y 2z 2 + z 2x 2, V = xy i + yz  j + x z k  , calcular:

—>
a) rot(grad <|)) b) div(rot V)

Rpta. a) 0 b) 0

T-*
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23) Hallar la divergencia de cada una de los siguientes campos vectoriales.

a) f ( r ) 7  b) ( a . 7 ) 7  c) r nf ( - ) 7
r

—> —> —> y —y —> —> —> —>
d) (x i + y j ) x r  e) a x r  f) (x i + y  j ) x ( z  j +  x k)

1 1
donde / ( —) es una función arbitraria de —, a es un vector constante, w e z + 

r r

Rpta. a) 3 f ( r )  + r f ' ( r )  b) 4 ( a . r )

c) (3 + «) r"/ ( — ) d) 0 e) 0
r r

f) y + x

24) Usar la identidad: div(tf> V) = V.(^ V) = <¡>div(V) + V .(V 0 ), para hallar:

a) V.(r" 7)  b) V.[(a.7)7] c) V[r(Vr2)]

—>
donde a es un vector constante.

Rpta. a) (n + 3)r" b) 4 ( a . r )  c) 8 r

—►
25) Se definen las funciones escalares <}> y y  mediante las ecuaciones <f> = a .Vr 

y/ = b .V r-3 , donde a y b son vectores constantes, calcular:

a) b j-ot(tf) r ) - r  a .roí(y r )

b) b rot[div(r r ) (a  x r )] + 5r a ,rot[div(r r ) (b  x r)]

c) rot(<¡> y  r )

3
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26) Por medio de la identidad V'<f> = V .V 0 . Hallar: a) V 2( r 4) b) V 2( ln r)

Rpta. a) 12r2 b) 3r 2

27) Demuestre que V 2 (^i/) = ^V2 i/ + 2V$.VV+v/V2$ ,  donde |  y y  son funciones

escalares.

28) Demuestre que el campo vectorial V = (xyz) (x i + y  j + z  k)  es Solenoidal 

solamente sí m + n = 0 .

29) Demuestre que (yz  i + zx j + x y  k)  es a la vez irrotacional y Solenoidal.

30) Si las segundas derivadas parciales de las funciones <j> y y  existen, entonces, demostrar

que:

y/ v 2

—> —> —► —► —► —>
31) Sí V x / =  0 , donde f ( x ,  y,  z)  = (xyz)m(xn i + y n j + z n k ) ,  mostrar que m = 0 o bien

n = -1 .

f ’ ( r )
32) Demostrar que V/(r) = ------ r

r
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F ' í w n r r o  a. t  ' n n » r  i? « 11

Pre-RequÍSÍtOS.- Para la comprensión adecuada de éste capítulo de las integrales 

múltiples se requiere del conocimiento previo de:

- Métodos de integración.

- Geometría analítica.

- Superficies.

- Coordenadas polares.

O bjetivos- Establecer los fundamentos necesarios para la interpretación y aplicación de 

la integral doble, al finalizar éste capítulo el alumno debe estar en capacidad 

de utilizar la integral doble en el cálculo de áreas, volumen, centro de masa, etc., así como 

también el cálculo en coordenadas polares y emplear los jacobianos.

CbEn el estudio de las integrales ordinarias f ( x ) d x , la función f(x) es definida en un
Ja

intervalo cerrado [a,b], ahora estudiaremos las integrales dobles de la función f(x,y) definida

sobre una región R, al cual denotaremos por JJ / (* ,  y)dxdy
R
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Consideremos una función f  definida en el rectángulo:

| R = {(x,y) e  R x  R /a < x < b a  c $  y < d }
¡3 I
”  1 Consideremos una partición p del rectángulo R y para esto

sea p x = {jc0 ,JCj } una partición de [a,b] y
-

-----------------i— *  P2 ={yo>yi ........y n } una participación de [c,d],
D X

llamaremos partición de R a un conjunto de la forma:

P = Pi*P2 = \ x f , y J )<zRxRlxi e  p 2 }

Y

11 J a
¡- 'r- —

rl nl----1—
l1l

—l i l l
T  !

___------ f  'i i i

c = y,

1 
l 

1 
1 

1 
1  

1 
1  

1 
111i

i
------ 4-----------
------ +----------

11•

i
l
lli

0 *1

La partición P del rectángulo R, descompone al rectángulo R en m x n rectángulos, es decir:

Rij = {(*,>0 e R 2 /x¡_i < x < x ¡  a  y j _ i  < y < y ¡ ¡
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En cada rectángulo R¡j, la función f  toma un valor máximo My  y un valor minimo m(j ; 

Luego se tiene:

My(áreade RiJ) = M ij(x¡ - x i_1)(j',- - y j _l ) = M iJ Ax¡.Ayj

m¡j (área de R¡j) = m¡j (x¡ -  i w  )( v'y -  y ) = m¡j Ax¡. Ayj  ahora formando las suma se tiene:

m n
MijAx¡.Ayj  ; Y ? L mr  .

»=1 y=i 1=1 y=i

que reciben los nombres de suma superior p de f, y se denota por:

m n
[ } f ( p ) = Y L M ¡ r ^ Ay j  

i=1 7=1

y suma inferior p de f, y se denota por:

L / ( p ) -11
¿=i y=i

my.Axt-Ayj

En forma similar del caso de las funciones de una variable se tiene:

Si f  es una función continua, existe un número I que satisface la desigualdad. 

< U j- (p) ,  para toda partición p de R.

El único número I que satisface la desigualdad Lf (p) < I < U f  (p)  para toda partición p de 

R, se denomina la integral doble de f  sobre R y que simbolizaremos por:

¡ j f ( x , y ) d x d y
R
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jS.4 Funciones integrables.]

Definición 1.- Una función f : D c z R ~ ------ >R, es acotada en D, si existen r, s e  R, tal

que: r < f(x,y) < s, V (x,y) e D.

Sea f :  D a R 2------ >R, una función acotada en

la región cerrada D del plano y f(x,y) > 0, V 

(x,y) e  D. Trazaremos rectas paralelas a los 

ejes y denotaremos por i\,r2,...,rn los

2
rectángulos contenidos en D a R  .

Luego el conjunto p  = {rl ,r2 ,. . . ,rn } constituye 

una partición de la región D.

La norma de la partición p representada por | P I se define como la longitud de la diagonal 

mayor de los rectángulos contenidos en D.

Consideremos el i-ésimo rectángulo r¡, i = l,2 ,...,n  contenido en D, el área es 

A(r¡) = Axr Ay¡, y sea (xi ,y¡) un punto del rectángulo r¡.

Luego la suma de Riemann de la función / :  D a R 1------ > R , asociada a la partición p será:

n n

i=\ 1=1

Geométricamente la suma de Riemann representa el volumen aproximado del sólido bajo la 

superficie z = f(x,y) y que tiene como base la región cerrada D.

Y
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Definición 2.- Consideremos una función acotada en la región cerrada D,
n

f :  D a  R 2------ »R,  el límite de la suma de Riemann es
1=1

n

un número L, sí V e > 0, 3 8 > 0, tal que: | ^  f ( x ¡ , y¡ )A(r¡) -L  | < e , para toda partición
í=i

con I p I < 5 y (x¡, y¡ ) e  r¡, que lo representaremos por:

siempre y cuando el limite existe.

Definición 3.- Una función acotada f : D a R  ------ >R, es integrable sobre la región

n
cerrada D, si existe el número real, L = lim / (xt , y t )A(r¡ ) . A éste

i=i

número L se le llama integral doble de f  en D y se representa por:
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5 5 ...... la te r p r ^ a ^ ó fl Ckom étriéa de la  Integral Doble,}

2
Si f :  D a  R  ------ >R, es una función integrable en la región cerrada D y f(x,y) > 0,

V(x,y)e D, entonces V(S) = f f / ( x , y ) d A  es el volumen del sólido S bajo la superficie
D

z = f(x,y) y que tiene como base la región cerrada D.

I a Si la función / :  D c z R 2------ »R es continua en la región cerrada D, entonces f  es

integrable en D.

2a Si la función f \ D a R 2------- > R es integrable en la región cerrada D y k e  R, entonces

kf es integrable en D y j j k  f ( x ,  y)dA = k ^ f { x , y ) d A
D D

3a Si las funciones f , g : D c : R 2 -------» R , son integrables en la región cerrada D, entonces

f  ±  g es integrables en D, y

Jj Lf  (*. y)  ± y ) ^  = JJ /(*> y)dA ± JJ g(x, y )dA
D D D

2
4a Las funciones f , g : D c z R  ------ >R, son integrable en la región cerrada D y

fíx.y) > g(x,y), V(x,y) gD, entonces: JJ f ( x ,  y)dA > JJg(x, y)dA
D D

5a Si la función / :  D c R 2 — —*R,  es integrable en la región cerrada D y m y M, son

respectivamente los valores mínimo y máximo absoluto de f  en D, es decir:

m < f(x,y) <, M, V(x,y) e  D, entonces mA(D)<,^  f ( x , y ) d A < M A ( D ) , donde
D

A(D) = área de la región cerrada D.
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6 2 Si la función / :  D e R  ------->R, es continua en la región cerrada D y D  = Dl v D 2,

donde D, y D2 regiones cerradas disjuntas, entonces.

JJ f ( x ,  v)dA = J j  f ( x ,  y)dA + JJ f ( x ,  y)dA
D D¡ D2

7S Sí f(x,y) > 0, V(x,y) e Q  y D c í i  entonces Jj"f ( x , y ) d A < j j f ( x , y ) d A
d  n

8 * Si la función / :  Dcz R 2------> R , es continua en la región cerrada entonces:

1 \ f ( * , y ) d A  <
D D

Ejemplo.* Hallar m y M de la propiedad (5) en la integral doble a « 1 + 4 y 2 + 9 )dxdy , donde D

2 2es el círculo x + y  < 4.
Solución

Calculamos los puntos críticos en el interior de la región

f ( x , y )  = x 2 + 4 y 2 + 9.

df {x ,y )

dx
df (x .y )

dy

=  2x =  0

= Sy = 0

x - y  = 0

Luego el punto critico es P¡ (0,0) ahora calculamos los puntos críticos en el borde como

x 2 + y 2 = 4 => y 2 = 4 - x 2 => F(x)  = f ( x , y )  = x 2 + 4 ( 4 - x 2) + 9 

F(x) = - 3 x 2 +25 => F'(x)  = - 6x = 0 => x = 0, y  = ±2 => P2(0¿2)  

para x 2 = 4 - y 2 => F(y)  = f ( x , y )  = 4 - y 2 + 4 y 2 +9
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F(y)  = 3 y + 13 => F'(y)  = 6y = 0 => y  = 0 , x  = ±2 => />3 (±2,0) 

fí0,0) = 9 , fC± 2,0) =13 , f(0, ± 2) = 25

Luego el valor mínimo es f(0,0) = 9 y el valor máximo es f(0, ±2)= 25 de acuerdo a la 

propiedad 5 se tiene.

mA(D)<  JJ(*2 + 4 y 2 + 9)dxdy < M  A(D)
D

9(4it)< JJ(jc2 + 4 y 2 + 9)dxdy < 25(4ti)

36n < I < lOOn

Ejemplo.- Hallar m y M de la propiedad (5) en la integral doble JJ(*2 + y 2)dxdy , donde D está
D

limitada por las rectas x = -2, y = 3, y = x + 2, y = -2

Solución

Graficando la región D.

D = {(x,y)/  -2 < x < 3 a  -2 < y < x+21

f - . D c z R 2 -------> R ! f { x , y )  = x 2 + y 2

calculando los puntos críticos en el interior de la región.

df(x,y )
= ^ =y> i r  =  0

(0,0)
dx

df(x ,y )
dy

= 2x = 0 

= 2y  = 0

x = 0 

y  = 0

ahora calculamos los puntos críticos en el borde de D. 

para x = - 2 , F( y )  = / ( - 2 ,y )  = 4 + y 2 entonces 

F'(y)  = 2 y  = 0 y  = 0 entonces P2 (-2 ,0 ) .
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parax = 3 , F( y )  = f ( 3 , y )  = 9 + y 2 => F'(v)  = 2 y  = O =i> y  = O entonces p 3(3,0). 

para y = -2 , F(x)  = f  (x,-2) = x 2 +4 => F'(x)  = 2x => x  = 0 entonces ^4(0 ,-2 ). 

paray = x + 2, F(x)  = / ( x ,x  + 2) = x 2 + (x  + 2)2 = 2x2 +4x + 4 => / r'(x) = 4x + 4 = 0

entoncesx=-1, y = 1, entonces ^(-1,1); parax = 3 ,y  = 5 => p6(3,5)

2 2ahora evaluamos la función f ( x , y )  = x + y  en los puntos críticos f(0,0) = 0, f(-2,0) = 4, 

f(3,0) = 9, f(0,-2) = 4, f(-1,1) = 2, f(3,5) = 34.

Luego el valor mínimo es f(0,0) = 0 = m y el valor máximo es f(3,5) = 34 = M, de tal manera 

que: m < f(x,y) < M , como el área de D es A(D)  = 22.5u

Luego por la propiedad (5) se tiene: mA(D)  < j*J / (x ,  y)dxdy < M  A(D)
D

0(22.5) < J*J*(jt2 + y  2)dxdy < 34(22.5) entonces 0 < JJ(x2 + y 2)dxdy < 765
D D

5.7 Cálculo de Integrales Dobles por Medio de Integrales Iteradas]

Consideremos tres casos para el cálculo de las integrales dobles.

I2 Caso.- Si f :  D a R 2------ >R, es una función continua sobre D, donde

D = { ( x , y ) z R 2 / a < x < b  a c < v < ¿ J  es un rectángulo.

Y

d
■ m n b m h i

c

Ó a b x
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\ \  f ( x , y ) d x d y  = \  \ f { x , y ) d y d x  = ,y)dy)dx  ... (1)
a c a c

D

\ \  f ( x , y ) d x d y  = \ d \ bf { x , y ) d x d y  = \ J ( \ bf { x  ,y)dx = dy . . . (2)
c a c  a

D

a las integrales de (1) y (2) se llaman integrales iteradas de f.

, 22- Caso.- Si f ' . D c z R -> R,  es una función continua sobre D, donde

D = |(x,_y) e  R~ la  < x < b a  (p(x) < y  < y/(;c)j es una región cerrada en 

R 2y <p,\//: [a,b\------ >R son funciones continuas en [a,b], tal que <p(x)<v|/(x), Vxe[a,b].

La integral iterada de f  sobre D es:

JJ /(*>  y)dxdy = £  f ( x ,  y)dy)dx
D

32 Caso.- Si f : D < z R 2------ >R, es una función continua sobre D, donde

D = {( x ,y )  g  R2 l c < y < d  a  (p(y) <  x <  y  (y)] es una región cerrada en R 2 

donde (p, y/: \c,d\  ->  R son funciones continuas en [c,d], tal que, <p(y)<y(y), Vye[c,d],
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La integral iterada de f  sobre D es:

JJ f ( x ,  y)dydx = J (Ĵ * f ( x ,  y)dx)dy
D ° <P('**

Ejemplo. nx  dxdy
------——, donde D: 0 < x < 1 , 0 < y < 1

1 + v 2

' x Ldxdy

d y

Solución

Y‘

1
0 :

0 1 X

JJ 1 + y 2 Jo Jo 1 + y 2

-  f1 - -V í  dy = f - ^ V  =~arctgj' /  = ±
V  Jo 3(1 + y 2) ' o '  Jo 3(1+ _y) 3 ' /  o 12

Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ x 1 y  eos xy2dxdy donde D : 0 <  x < (K y< 2

Solución

7t

2

j j x 2y  eos xy 2 dxdy = r<r xy eos x y 2 dy)dx

_ f 'r /2 x s e n j^ ‘ 
' J o  2 / o

2 /2

J

V /2xsen4x 7r
» — — ¡ ?

Ejemplo.- Calcular JJ Ixdxdy  donde D es la región limitada por 4y  = x 2 , x-2y +4= 0.
D

Solución
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Calculando los puntos de intersección

2

x = - 2  , x = 4(4y - x  

x -  2 y + 4 = 0

í í J
».r+4

2x dx dy = J ( |  2 2 xdy)dx

4

3
f 4 *= J (x(x + 4 )-----)dr = 18
-2  2

Ejemplo.- Calcular JJ xd/4 , donde £>= j(x ,>0 6 Í 2 / 0 < j > < 2 a  0  < x < ^ A - y 2 |.
Solución

/ /  a: £¿4 = J 2 ( x dx)dy 
D

[ l x 2 //TV 1 f2
= J — /  ¿y = - J  ( 4 -

0 2 7 0 2 0

1 y3 #2 8
=  — ( 4 y  -  ) = -9 T '  0 -?

y 2 )dy

Ejem plo.- Calcular la integral doble JJ— dxt/y donde D es un dominio acotado por las rectas
D-V

x = 2, y = x y la hipérbola xy = 1.

Solución

Graficando la región D que es limitado por las 

lineas x = 2, y = x, xy = 1
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Ejemplo.- Evaluar la integral doble J J í* ' 2 - y 2)dxdy , donde R está limitada por y  = x 2, x = y 4

Solución

Grafícando la región R y calculando los puntos de

intersección

, 2\x =  v

l x = y

2 8 n  ,= >  x = x  => x = 0 , x = 1

f f ( x U2- y 2)dxdy (xv 2 - y 2')dx)dy = í ( ^ x V2 - y 2x) dy 
JO 3 ' y4

Ejemplo.- Calcular la integral doble J"j*(|xj +|y|)í¿ta[y

y=x+l \
V
s. y=1 -x

1 D* *
f  V - /  y=x-1y=-x-1 >

1

Solución

Sea D = {(x,y) /  Ixl +1 yl < 1}. Grafícando la región D se

Se observa que: D = D2kj D3kj D4

J / «  +M  )dxdy = +\y\)dxdy+^<\¿\+\)\)dxdy+^](\+\)\)dxdy+ JJ(|xj+|jj)<frrf>-...(l)
D D, D2 D¡ D,

ahora calculando cada una de las integrales.

ÍJ (M+ \y\)dx dy = JJ ( x + y)dx dy = Jo (Jo(x+ y)dy)dx

fi y 2 n-x fi 1 x 2 1
= I (x j + — ) /  d x = \  (----------)dx = -

Jo j  ' o » 2 2  3
... (2)
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JJ (M+\>\)dxdy  = J} (~x +y)dxdy  = J ' (JJ-*+y)dy)dx

fo y 2 /jr+l fo 1 X3 1= J (-;*y + :—) /  dx = J (------ )dx = -
1 2 ' 0 - 1 2  2 3

íf  (k | + |y¡)¿r dy = JJ ( - x - y ) d x  dy = \  (Jx -  y)dx dy = J (J ( - x  -  y)dy)dx1 -jr-1

(3)

fO y 2 /O 1 fO ,  1
= J ( - x y - — )/ dx = - J (1- x  )dx = -

-! 2 2 -1 3

JJ (W+\y\)dx dy = JJ O -  y)dx dy = J0 (Jxl (x -  y)dy)dx = -j

(4)

(5)

ahora reemplazamos (2), (3) y (4) en (1): \ \ \ A +\)\dxdy = —+—+—+— = —

j5.8 Cálculo de Áreas y Volúmeaes por Integrales Dobles.]

l 2 Consideremos la función f : D c z R  -------*R, continua sobre la región cerrada D. El

volumen del sólido S bajo la superficie z = f(x,y), que tiene como base la región D es 

dado por la expresión:

V(S) = j j f ( x , y ) d A

2a Consideremos la función f  :DczR  ------ >R, continua en la región cerrada D, tal que:

f(x,y) = 1, V(x,y) e  D, entonces el área de la región plana D es dado por:

A(D) = j j f ( x , y ) d A  = JJ dA



Integrales Dobles 581

Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido limitado superiormente por el paraboloide
2 2 • . z  = 4 -  x  -  2y  e inferiormente por el plano XY.

Solución

z = 4 -  x 2 -  2y2 Proyectando al plano XY, se tiene z = 0 de donde:

x +1 ‘ 2y 2 = 4 , y = 0, y  = ±-j2 , x = 0, x = ± 2

4 - x 2 = 4j* ( I zrfy)d* = 4J  ( |  ' ( A - x i - 2 y i )dy)dx

4 - x ‘

2 m  2 .2

= 4 Í2[(4- x 2) y - l y 3] r  2 dx = a\ \ a ~ x 2 - \ y 2) y  H  2 dx 
Jo 3 / 0  Jo 3 / 0

«  x sen0 = —
2

X x = 2sen0 
dx = 2cos0d0
r*=o í b = o

4V2 rnl2 ■>------  4 eos 0.2 eos0.2 eo sOdQ
3 Jo

« W 2 r / 2  4 « .«  64- j 2 r * ,2A  + eos 20
3 Jo

l " r / ‘£ 4 / j . n  6 4 ^ 2  f 1" 2 1 +  C O SZO  2 .fle o s  OdQ —---------  ( ----------------) d o
Jo 3 Jo ”

2cos0 = V 4 -  x2
4cos20 = 4 -  x2

x=2 . 0  =
2 1W 2 r /2

J  (1 + 2 co s2 0 + cos2 29)dd

Ì&J2 fít/2 1 + COS40 16^2 fir/2 3
= -------I (l + 2 cos20  + -------------)d0 = ------- I (—+ 2 cos20 +

3 » 2 3 Jo 2

I&J2 3x

cos4 0
-)d6

3 2

3x sen40 / * / 2  ,
(— +sen2 0 + --------- ) /  - A - j 2 n u

"> 8 7 0

Ejemplo.- Hallar el área por integración doble de la región limitada por las parábolas y  = -Jx, 

y  = 2 j x ,  y la recta x = 4.
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Ejemplo.- Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados y el planos

x v
- - = 1  

a b e

Solución

Z = c ( l -* -£ )  
a b

Solución

A(R) = \ \ é c d y  - [ ( p y ) d x
R

= J" dx= I  (24 x - J x )•'o '  V* •'o

= = - x V1 / 4 = -  A(R) = - u 2Jo -? / o 7 3

Ejemplo.- Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados, los planos x = 4 

e y = 4 y el paraboloide de revolución z = x 2 + y 2 + 1

Solución

V = j j  zdxdy = JJ (x2 + y 2 +1  )dxdy

(x 2 + y 2 + l)dy)dx = 1862/3 w3
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= \ \ z d x d y  = \ \ c ( l - ~ - - ) d x d y  = í  ( J  c ( \ - - - ^ - ) d y ) d x
D D °  b  ° Q b

f a xy y 2 /¿(l-f) f a X  f X  1 X  ]  be [a  X  2= J c( y —----- )/ í& = cj ¿>(1 )) 1------(1 ) |¿*  =— J (1 ) dx
Jo a 2b 1 o Jo a L  a 2 a J  2 o a

2 3 a ' o 6 6

5.9 Cambio de) Orden de In te:

En muchos casos una integral iterada puede evaluarse más fácilmente si se invierte el orden 

de las variables en la integración. Esto se obtiene conociendo perfectamente la región.

Ejemplo Calcular J"2 J  cos2y V l-  P 2 sen2 x  dxdy  , 0 < P 2 <1
'o 'o

Solución
| 0 < x < y

Sea i  ti = >  D =  Ux , y )  & R 2 ! 0 < x < y  a  0 < y < — }
jo < _y < — 2

Grafícando la región de integración D se tiene.

j"J"eos 2 vVl - P 2 sen2 dxdy =

= P ( í  eo s2 y - \ / l - P 2 sen2 xdy)dx  
Jo Jo

0 2  ' x

3 P ‘
- ( l - P 2 sen2 x)3/2 / ’

3 P ‘

= -  —J 2 sen2xV l -  P2 o

 ̂i o 

\ ( \ - P 2)m - \ ]

2 2sen x dx



584 Eduardo Espinoza Ramos

Ejemplo.-

Ejemplo.-

Ejempk».-

f1 (y y e
Calcular la integral doble I I 2------ dx  d y

0 y x

Solución

Í0 í í y < l
Sea D: \ . Graficando la región D.

[y ¿ x í y

f1 [y y e *  f1 [y y e *J J 2 --------d x d y  =  J (J 2 -------- d x ) d y
0 y x  0  y X

— J ( e r - x e x )dx = — ( 2 e * - x e * ) ¡  -
2 o 2 0

e - 2

f4 f2 , Evaluar la integral J J y co sx  d x d y
o

Solución

ÍO á y  < 4
Sea D: } _  Graficando la región D.

i  J y < x < 2

f4 f2 5 f4 f4 5I l ^ y c o s x  d x d y =  I (J y c o sx ' d x ) d y
0 -fy 0 Jy

f2 f* 2 s f1 y 1 s i*1= J (I y co sx  d y ) d x =  J — cosx d x
Jo Jo ■'09 / o

senx5 /2 sen 321 f2 , , senx /2
—J x cosx dx = --------- =
2 o 10 '  0 10

I4 f4 - v 2Calcular la integral J J e  í/y<ic
0 "x

Solución



Integrales Dobles 585

1)

y '

4
^  y= 4

y

'Z '̂ r 'x
4  X *

JO < * < 4
Sea D: ] Graficando la región D.

[ x ú  v < 4

(*4 f4 2 CA fv 2
J e v = J (J e v dr)¿y

V  ' 0 "'o

. j\e-'‘ l’dy-  j ‘ í - - V “ - D
•'o /  o •'o ‘ 2 o 2

. j: ív ^d y d x  =  — ( 1 - e  *6 ) 
'o  ' *  2

Calcular la integral doble JJcos(x+^)útcd> ', donde D es un dominio acotado por las rectas
D

x = 0, y = n, y = x.

Solución

Jj" cos(jr + y)dx dy = cosíx + ̂ d y ) ^

f" /* f”= I sen(x + v) dx = J (sen(x + tt ) -  sen 2x)dx
o Jr o

________^ cos2 x /* 1 1
7T y- ^ =( -cos(x+;r)  + ---------) /  = ( - l + - ) - ( l  + - )  = - 2

A 2 0 2 2

JJ cos(x + y)dxdy = - 2
D

2) Calcular la integral doble JJ x 2ydA , donde D esta limitado por y = 2x + l ,  y = x 2 + 1.
D

Solución
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3)

y = x +1

V = *  + 1  2
=> x +\ = 2x + \

[ v = 2x + 1
x =2x  => x  = 0, x = 2

son los puntos de intersección

W
2 (2 t2x+l , f  2 x 2y 2 !2x+\

x y d A - > A ‘. t x  y i y ) é ‘ - > — h , ¡dx
D

j f x 2ydA = j  — f(2x + l ) 2 - ( x 2 + l)2la!x =J (2x 3+ x 4 ------ )dx = -----
D o 2 l o 2 35

Calcular la integral doble JJxydxdy en la que el recinto de integración S está limitado por los

K
ejes de coordenadas y por el Astroide x = R eos t,  v = R sen í , 0 < t < —

2

Solución

JX = ^COS t 2/3 2/3 „2/3 , „2 / 3  2/3.3/21 , => x +y = R => y = (R - x  )
=  (R 2/3 - x 2/3)3/2 [y = Rsea t

ff f* C { R v i - x vi )V1

) ) x y d x d y  = J  (J xydy)dx
'o  'o

( R x y 1 / ( í 2'3- j 2'3)3'2 1 f*
= J - £ - /  dx = - 1 x(R - x  ) dx

•'o 2  /  o 2 o

= - f \ ( * 2 - 3 R 4lix 2li +3 /?2/3x 4/3 - x 2)dx = ^ -
2 o 80

4) Calcular la integral doble j j  xydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse

x 2 v2
—— + ~ - = 1 y  situado en el primer cuadrante 
a h 2



Integrales Dobles 587

Solución

2 2 2

- r -  + ~~~z~ =  1 , de donde 0 < x < a  a  0  < y  < —J a 2 - x 2 

a b 2 a

\\x y d x d y  = J ( I xydy )dx 0 *0
D

' Jj

,  Í U - ^ -

ffl X y  / 7 Vfl f«x b  2 2, , "  1“, 2 3 v j

= J0— ~ / r * =J „ 7 ~ ( a “ * )dx = —  ) A a X-X )dx
° 2

b 2 a 2x 2
f -  / o

„4 „ 4  „ 4 . 2  2 . 2b ra a , a o a o
- h r — r l  =2 a 2 2 4 /  o 2 a 2 2 4 8 a 2 8  ^

5) Calcular la integral doble J"J" (x̂ ' + 2 * 2 )<¿4, siendo R: A' =  V x, y = -x, x = 0, x = 4.
R

Solución

Graficando la región R se tiene:

JJ(xy + 2x2)«¿4 = JM

Y
y = V x

/ " T
0 ^ x r

y = - x

 ̂+ 2x 2) í ¿ 4 = Í  ( f  ( jiy + 2jc2)</>’)<£c
rfo —jr

f4 x y 2 2 /J* f4 3 3 X2 5 ,3
= 1 (—  + 2 x 2 v ) /  dx = J ( x + —  + 2 x ) d x =  179.81

'O ? i - x  0 ?  9

6 ) Calcular ■dxdy, donde D está limitado por las rectas x = 0, y = 0, 2x - y=4.
D * + 1

Solución

Graficando la región D se tiene:

 ¡----- 75 -------------► t [ 2 y - l  f2 fo 2 y - l  f2 y  - y  /o

- f  ’•n
f2 4x -18x + 20 

x + 1
-dx = 36-421n3
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7) Calcular J K  + y 2 )dxdy , donde D es la región acotada por la recta y = x y la parábola

y  = x

Grafie ando la región D se tiene:

Solución

j y  = x

lv  = * 2

x = 0 0 < x <  1
=> x -  x => , D\ \

x ~ l [x <, y  ú x

\ ¡ ( x 2 + y 2 )dxdy (x 2 + y 2)dy)dx
- w

D

= ¡ \ x 2y + — ) / X2dx = f  ( - x 3 - * 4 - —  )dx
J0 7 • x "'O -S T.

j j ( x 2 + y 2)dxdy = —
3

35

8) Calcular la integral J"j" (x+2y)dxdy , donde D es la región limitada por las rectas y  = - ■,

y = 3, y = 1, x = 7.

Y‘
i

3
x = 2y - l

____ ! ..... x =
1 / !  I 

/  1 1 1 1 i l
'  0 1 5 7 X

Solución

Graficando la región D se tiene:

| | ( x  + 2y)dx dy = |   ̂(x + 2y)dx)dy

 ̂ =J1 (— + 2^ F ) / 2> (2 4 + 1 8 .y -6 y 2)rfy

= (24y+9y -v )/;= (72 + 81 -  54) -  (24 + 9 -  2) = 68

■ (* + 2y)dxdy = 68
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9) Hallar la integral doble t í l  x - y \ d x d y

Solución

í 0 ^ 1 í 2 )
1 => D = \ ( x , y ) e R  / 0 < i < 1  a  0 < v < 1
| 0 < j ><1 ' ' ’

Y' k

1 /

Dy / /
0 /

/ X

Graficando la región D se tiene:

\ x - y  si x > y  
x - y \  = 1 Luego D = D ,u  D2

( .y -x  si x < y

T JJ|* -  y\dxdy = JJ|x -  )\dxdy + JJ|x-y\dxdy

= JJ(x-y)dxdy + JJ (y  -  x)dxdy 
A

= 1 (J}* -  +1  (I (y ~ xW ) dx0 0 0 x

í I  I* -  y\dx d y - [ i x y ^ )  / *  dx + \ \ ^ - - x y ) / ^ d x

fl X fl 1 x 2 1 1 1 1 1
= 1 — dx+ \  ( x + — )dx = — = —

• 2  « 2 2 6 2 2 6 3
¡ \ \ x - y \ d x d y ^

10) Calcular el valor de la integral í í h  x 2\dxdy

Solución

Í0 < x <  1
 ̂ => £) = j(X ,y) € /? / 0 < X < 1  A 0 < y < l j
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11)

Graficando la región D se tiene:

\ y - x  = '

I 2 - ^ 2| y - x  si y > x

2 ■ 2 x - y  si y < x

por lo tanto: D= DxkjD2

- x 2\dxdy = ^ y  -  x 2\dxdy + ^ \ y  -  x l \dxdy 
D D¡ D¡

- Jn ( í 0 ( * 2 - y ) d y ) d x  + J o ( j 2( y - * 2 ) d y ) d x

fl 2 y 2 ,*2 fl y* 2 ,1 fix4 fl 1 2 X4= J (x y - —)/ dx + J (— - x  y ) /  2dx= I — dx + J (— - x  + — )dxV  2 '  0 0 2 1 x1 Jo 2 Jo 2 2

fi . ,  1 x 5 x 3 x  n  1 1 1 11 f f i  , |  11
=  J  ( x  - X  + — ) d x  = ( — -  —  +  — ) = - — + — = —  J J I y - x  \ d x d y  =  —

0 2 5 3 2 7 o 5 3 2 30 D 1 1 30

Calcular la integral í:í¡*  - 2|sen ydxdy

Solución

Ubiquemos la región D de integración.

í l < x < 4
i => D = { { x , y ) / \ < x < 4  a  0 < y < n  .
[ 0 ú y ú n

Y
Graficando la región D se tiene:

í x - 2  si x > 2
| x - 2| =

[ 2 - x  si x < 2
X

0 1 2 4 '
por lo tanto D = Dl u D 2 entonces

[*J|x — 2| sen ydxdy = JJ|x -  2| sen ydxdy + JJ|x -  2| sen ydxdy
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j"j*jc -  2| sen ydxdy = h ;  (2 -  x) sen ydy)dx + J  ( J  ( x - 2 )  sen ydy)dx 
D

= J ( x - 2 ) c o s v /  d x + \ ( 2 - x ) /  dx= \ ( 4 - 2 x ) d x + \  ( 2 x - 4 ) d x•'i ' / O *2 / O ■'i J2

=  ( 4 j c - j r 2 ) / j + ( j c 2 - 4 j t ) / *  = 4 - 3  +  0 - ( 4 - 8 ) =  1 + 4  = 5 

J \ \ x -2 \ s e n  y  dxdy = 5
'o 'i

12) Calcular la integral J J í x  —y  + V)dxdyy donde D es la región limitada por las curvas
D

y  = ( x - l ) \ l , y  = l + y i ^ \
Solución

Grafícando la región D, y para esto calcularemos los puntos de intersección.

|> , = ( ^ - 1)3 + 1 ( x - 1)3 = >¡x- 1 => x  = 1 de donde y = l

[y = tJx -  1 +1 ( x - l ) 9 = x - l  => (x - 1 ) 8 = 1

x - 1 = ± 1 => x = 2 , x = 0. Luego la región D es:

D= Dx<j D2

JJ(x  -  y +1 )dxdy - j ^ ( x - y  +1)dxdy+ j j ( x - y + 1 )dxdy ...(1)

f f  f l  f ( J t- l)3+l f i  1 ,  / l + ( . r - l ) 5JJ(x-y+l)<*crfv = Jo(Ji+if—  ( x- y+l )dy )dx  = )o- - ( x - y + l )  / u ^ d x
D,

= “ Y -[[(~x3 +3*2 ~ 2x+1^  - ( x - l / x ^ Í ) 2]dx = = - (2>
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f f  f2 p+V7T fi i /i+V^T

A

= -  y  { 2 [(* - V*3 ! ) 12 -  (.x -  (*■-1)3) :2 ]dx = 

ahora reemplazamos (2), (3) en (1):

14
... (3)

¡ } ( x - y + l ) d x d y  = ̂ + j j = l
D

13) Calcular la integral doble -  y  )dxdy , sobre la región D por arriba de y  = |x - 1| y
u

debajo de y  = 4 -|jc |
Solución

Graficando la región D, de donde se observa que:

LJ — L/j VJ L/2 vj L/j

Luego a la integral doble expresaremos en la forma

JJ<2* -y)í¿tí(v = JJ (2x - y)í¿t rfv + JJ (2x-y)¿í + JJ (2x-y)í¿crfy ... (1)
D D¡ D2 D,

f f  fO C4+x fO y 2 /4 + x  fOJJ (2x - y ) d x d y  = J (J ^(2x-y )rfy )¿x  = J m ^ x y - — ) /  ̂  dx = J  ̂
o,

8x + 2 x - 15
3/2 2

- í¿c

1 8x , /o 45
= - ( --------x  — 15x) /  -------

2  3 ’ ¡  -3/2 8

J J ( 2x -  y)<¿* ¿y = JQ (J  (2x -  v)4v)áx = JQ (2xy -  ̂ - )  /  ̂ dx = Jq
i 1 8jc -1 5

-dx

- í ! 9*2- ' 5* ] / ! - 3
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f f  f5/2 C4-x C5/2 V2 / 4 - x
] ] { l x - y ) d x d y  = ) (J ( 2x- y ) dy ) dx = J (2 xy - — ) dx1 x —1 1 L  '  x - \
D,

1 f /̂2 1 /■ 
= —J (-%x2 + 26x-15)dx = —(— —  +I3x2 - 1 5x) j

5/2

i

25 ^  25 2 _ 2 Z
2 4 ~ ( _ 3 ) = 24 + 3 = 8

14) Evaluar j* j y x y 2(x3 + y 3) l/2dxdy + ̂  j y x y 2(x} + y }) l/2dxdy 
o -  i -

Solución

Ubicando la región sobre el cual se realiza la integral

M r2x
"0 *

xy2(xi + y i r v2dy)dx

= f  (x3 + / ) 1/3 /]X = f  ( V 2 - ^ 2)^  =

J  J ^ y 2 ( x 3 + / r 1/2í¿ c f l'v + {  J , ,x y 2 ( x 3 + > '3) “1/2í¿c¿/y =  -4 ^
1 I 21

15) Calcular la integral f f [ | — | ] —e ' *  dxdv , donde D es la región plana limitada por las rectas
J J x y y

x = 1, x = 2, y = x, y = 3x.
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Solución

Graficando la región D.

Ahora definimos el máximo entero de [| — |] en la región Dx
x

^  = 1 
X

— = 2

=  2 

= 3
2 < — < 3 => [ j — | ] = 2

J J [ | j u J ^ e ^ * ^  = J J [ l ^ | ]  dxdy + ̂ [ \ ^ W  dxdy
D x \ y  D¡ x 'i y  d2 x ” y

í í j ^ e^ dxdy  + 2í í j ^ e^ d xdy  = í j ( J  J ^ e ^ d y ) d x  + 2¡¡ ( ^  J ^ e ^ d y f d x

= 2x e ' x j  dx+ 2^  2x e ^ x j ^  dx=\^ ( 2 x e ^ - 2 x e ) d x  + 4^

: (e ^ - e ) x 2 / 2 + l ( e ^ - e I i )xl P  = 6 e ^  - 3 e ^ - 3 e  
' 1 ' i

| J [ | - | ] J ^ - e ^ í £ r í / > '  = 3(2eV J- e , / I - e )

)í¿C

. 2 2 • •16) Calcular el área de la región comprendida por: D: y = x  , y  = x,  por integración doble.

Solución
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17) Hallar el área de la región R limitada por las curvas y  = x 2 - x ,  y  = s e n n x

Dibujando la región R.

Solución

Luego la región R es dado por.

R = {(jc,_y) /0  < x < 1 a  x 2 - x  < y  < sen n 

Luego el área es dado por:

A(R) = JJ dxdy
Ry = x2 -  x

y = senrcx

J'l /»senjut r\ .
( dy)dx = I (sen(;rx)-x +x)dx

0 Jx2-x JO

costar x 3 x 2 /i 1 1 1 1 2 1
= ( - ---------- - — + — ) / = ( — 7 + t ) - ( ------ 0) = - + -  =

tc 3 2 o 71 3 2 n n  6
2 2

18) Hallar el área de la región R encerrada por la elipse— +-^y = 1, a ,b > 0 .
a b

Solución

Luego la región R descrita por R= {(x ,y) / -a<,x<,a  a  — 4 a 2 - x 2 ^ y ^  — yla2 - x 2 }
a a
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= A(R) = \ \ d x d y  = \ a ( \ f r V

- a  a
abn

19) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z  = x 2+ y 2, los planos 

coordenados y el plano x + y = 1.

Solución

V = j j zdx dy  = j j ( x 2 + y 2 )dx dy = _[(_[ (x2+y2)dy)dx 
D D

= j \ x 2y + ^ r ) / lX dx = \ '
Jo 3 /  o Jo

3 <-i_4 ,t 3 +6 j c 2 _ 3;c+1 j
dx = — 6

,  r . f l
1 ,

zdxdy = — u 6

20) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados y los planos x = a, y = b y

2 2  ' x y
el paraboloide elíptico z = - — t- — .

Solución
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21)

É § h M § Í 1

D

T, 1 fa f* x 2 >>2 1 fa 6  2 ¿>3 1 a lb ab3
f  = — + — )^ )d x  = - J  (—X + —  •)<&=-(— ■+— )2 o o p  q ~ n " 0  ” ’ ■»

V = \ \  zdxdy = í í ( j ^ + ^ ) d x 4 y

a r . *1^.3K = 11 zdxdy  = —-(—  + — )«
6 P <1

Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x 2 +_y2 — a 2, x 2 + z2 = a 2

Solución

Calculando el volumen de octava parte del cuerpo dado en la figura.

YT V f f
— = JJ zdxdy,  de donde

b

s i f i
a X

K 8 J J z d x d y  = 8J J -J a 2 - x 2 d x d y  

D D

= 8J° (J l/a * Ja2 - x 2 dy)dx = 8 -Ja2 - x 2 y  / ^ “ * dx
•'o yo y0 / o

o (a - * 2)<fr = 8(a x - — ) / o = 8 (« 3 - y )  =
a \  16 a 3

••• ^  = sJJ
16a ,

zdxdy  =—-— u

22) Hallar el volumen limitado por las superficies y 2 =x,  z + x =  1, z = 0

Solución 

Proyectando al plano XY, se tiene.

V = JJ zdxdy = JJ (1 -  x ) ¿ r ^  = Jq (J^ _  (1 -  x)dy)dx
D  D

V = P(1 -  x)y —dx = 2 P(1 -  dx = 2 P(x172 -  x3/2)dx
•"o / -Ví o o
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=  2 [ — x 3 / 2  ~  —  x 5 / 2 ] / '  =  2 [ — — — ]  -  O =  2 ( — )  =
3 5 / o  3 5 15 15

r - í í
8 , 

zdxdy = —  u

23) Calcular la integral J J Igx2dxdy

S o l u c i ó n

Ubicando la región D sobre el cual se calcula la integral

Í0 < y ¿ l  , .
D: 1 , => D=  (x ,v ) /0 <  v< 1 a  y < x <  1

[y < x  < 1 1 ’

Graficando la región D.

Jjtgx 2dxdy = \ (J tgx 2dx)dy
„  0 y

f i  ,
como la integral J tgx dx se puede calcular por ningún

y

método de integración, en este caso se cambia el orden de 

integración.

j j  tg x 2dxdy = (J tg x 2dx)dy = Jq (Jq tg x 2dy)dx 
d  y

= j^ x tg x 2¿ r  = -jlnsecjr2 ^  = —ln)secl| j j t g x 2dxdy = y ln(secl)
D

f" (“ x24) Evaluar la integral J J — - dydx
0 Xj x 2 + y 2

Solución

ÍO úx< ,a
Ubicando la región D sobre el cual se realiza la integral D: i „ ^

[ x £ y < a
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Graficando la región D.

í í X  ( a  Ca X
:dxdy = ) (J -

D - J x ^ + y 2 "° ' Xj x 2 + y 2
dy)dx

: f  (V2y -y )dy  = ^ y 2 / '  = ^ - a 2

25) Calcular la integral J  J  ey/xdxdy
o Jy

Ubicando la región se tiene:

Solución

f 0 - ^ - 1 í r  i
i i—  = >  Z )  =  { ( jc, v ) / O < > > <  1 a  J y < x < l \
[yy  < x  < 1 ' '

Graficando la región.

I '  f r  e>lXdx dy  = í !  J r  eylxdx)dy0 Jy 0 Jy

= f  (f  ) dx = f 1 x e y/x / '  dx
•'o •'o *0 ' o

= Jo' ( xex - x ) d x  = ((x - l ) e x -  - y )  / ‘

= ( o - l ) - ( - i - o )  = {
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jS l í  Ejercicios Propuestos.!

1) Calcular la integral sobre ^ e x+Kñy eos y  dxdy, si la región D es el rectángulo
D

0 < x < n , 0 < y < — . Rpta. ( e - l ) ( e ’1 -1 )

2) Calcular la integral doble Jj*ex+y dxdy , donde D es la región 0 < x á  1 , 0 < y < 1.

Rpta. (e -1 ) 2

n  y  dxdy
———j— ' 2 3̂/2 , donde D es la región 0 < x ¿  1 , 0 á  y <1.

2 + ̂ 2  Rp„ .  w  ,

4) Calcular la integral j j x 2y e xydxdy, donde D es la región 0 < x < l ,  0 ¿  y á  2.
D

Rpta. 2

5) Calcular las siguientes integrales.

a) J \ ] x -2 \ sen yd xd y  Rpta. 2 ( 1 -eos 2 )

b) I  í  (x 2 +y)dydx, ,  v„ Rpta.
o 6

c) (8 x 2 +2y)dydx  Rpta.
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S) l  J0 |cosjrv|dxdy

b) J 'J '*0 o
sen2 x.sen2 y  dxdy

Rpta. 2 ti

Rpta.

6) Calcular la integral doble JJk + donde D: [- l,l]x [-l,l].
D

8
Rpta. -

7) Calcular la integral doble dxdy,  donde D: I xl < 1 , 0 < y < 2.
D

20+3 n
Rpta.

12

8) Calcular J " J /(X»y)dxdy , donde D: [-it,6]x[-2 ,2]

[y-senx |  si - n < x < n  a  - 2 ^ _ y < 2  

x + y  si x < 5 + y 2

si x > 5 + y
73

Rpta. 61 + y j + 87r - ; r 2

9) Calcular a *  ,y )d xdy , donde D: [-1,2].
n n

T ’T  J siendo

n*,y) =

n 2
|* -tg .y | si W < 1  a \y\ < —

1 n x 3n
si y  > -------—

* 2 4
3;r /r x

Rpta. 2 + — n

10) Calcular la integral doble / / * > ♦  _y2 )<±cJy, si la región D está limitada por las líneas

y = x, x = 0, y = 1, y = 2. Rpta. 5
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1 1 )  Calcular j"J" (3jc 2 - 2 x y  + y)dxdy, si la región D está limitada por las líneas x = 0 , x  = y 2, 
D

244
y = 2. Rpta. 21

n2 v - l  ,—2------dxdy,  donde D está limitada por y  = 4 - x  , y = 0 .
D x  + 1

80
Rpta. 4arctg2- —

n senx.dxdy f ti ̂
----------=— , donde D = \ ( x , y ) l 0 < x < — , 0 < y < x }
4 — sen y  2

Rpta. i ln 3
4

14) Calcular JJ c o s ( jc  + y)dxdy , donde D es un trapezoide limitado mediante segmentos de rectas
D

n  n  ti n
de los puntos ( y , 0 ), (n,  — ), ( - n , — ) , ( -  — ,0 ).

n
Rpla.

15) Calcular JJ* J x y—y"' dxdy , donde D es un triángulo de vértices en los puntos 0 (0 ,0 ),
D

A(10,l) y B (l,l). Rpta. 6

16) Calcular J j e x+}ldxdy , donde D es el interior del triángulo de vértice (-7,-6), (5,3), (0,0).
n

_ 3e8 3e~13 41R p ta .------ b------- + —
56 91 24

17) Calcular JJ y  ln xdxdy , si la región D esta limitado por las líneas xy = 1, y  = -Jx , x = 2 .
r»

5(2 ln 2 -1 )
Rpta.---------------

18) C alcu lar J J (2xy - 3 x 2 )dxdy, donde D  es lim itado  p o r  y  = ln |x |, y  =  0, y  =  -2.
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19) Calcular J J (x + y)dA , donde D es la región limitada por xy = a 2, 2(x + y) = 5a. 
D

Rpta.
9 a 3

8

20) Calcular JJ* + y)dxdy , si la región D se define por las desigualdades x 2 + y ' < 9 .
D

2x 432
y  > —  + 3 R p ta .---------
' 3 • 169

21) Calcular JJ||x| -  |_y| — ljúbtrfy, donde D = DX̂J D2 siendo Dx = [0,3]*[-2,2] y D2 el
D

142
triángulo formado por las rectas x = 0, y = 2, y = 8 - 2x. Rpta. -----

3

22) Calcular la integral doble JJsig (x 2 - y 2 +2)dxdy , donde D es la región limitada por
D

,  ,  An 1+V3
x +y  < 4 .  R p ta .------- i-81n(— = —)

3 v2

23) Calcular JJ ̂ |^-x2|J dx d y , donde D: x 2 < y  <4
D

Rpta. - (4 -3 V 2 + 4 V 3 )
3

24) Demuéstrese que sí f(x,y) = g(x) h(y) entonces 

J  \  f ( * , y ) d y d x  = { \  g(x)dx)( \h(y)dy )
a c  a c

25) Hallar el valor de \ j x 2y ^ l - x 3 - y 3 dxdy,  donde D es la región limitada por las

3 3b'neasx>0, y > 0 ,  x +y  <1.  Rpta.
K

27>/3

26) Calcular JJx 2y 2(a3 - x 3 -  y 3)112dxdy, donde D es la región limitada por x > 0 , y > 0 ,
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27) Calcular JJ ydxdy , donde D es el recinto dado por: x 2 + y 2 -  2y  < 0 .
D

Rpta. 7i

28) Calcular j j x y 2 dxdy , donde D es el recinto dado por x 2 + y 2 - 2 x <  0.
D

n
Rpta. —

8
29) Calcular las siguientes integrales dobles.

a> f í
'2 jr 3
dy dx Rpta. —

i '  2 

f t -

*) J ' J f c + y W y d x  

8> f

Ín fl+ cosx  2
J y  senxdydx

2 ,K - 4
b) J^J^vsenk  xdydx  Rpta. ---- j

c) J J ex+ydxdy Rpta.
e4 -  3e2 + 2e

i o 2

sen x.dxdy Rpta. 0
-y

e) í li/yd1* Rpta. 1
M  •'o '

Rpta.

Rpta.

e 2 - 2

- 3 i 2 i i e - 1  e - 1  1
2M 3 2 e

f 2 f 3 /  3 4 25h) I I,— rxdydx  Rpta. —e ------
"'O v 4 - .r  '  2 6

I) j * j X -  see h2( - ) d y d x  Rpta. ln(----- — ) - 2 tg h l
csch4

r-------- j
' 2 'jt X  X  '  ‘ "csch2

4
Rpta. —

'o 'o ' '  3
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Ctt/2 fi 4 1 5 ^ -1 6
k) I I y  dvdx  Rpta. -----------

J0 Jcosx - 150

C n / 2  f3cos>> , , 12
I) J I x  sen ydxdy  Rpta. —

-ar/2*'o 5

30) Calcular la integral doble j j x j y d x d y , donde D es la región encerrada por y = x 2,

y = - x 2 + 1 Rpta. — ^
15^/2

31) Calcular ^ j ( 2 x  + 2y)dxdy , donde D es la región acotada por las curvas y  = x 3, x = y 2
D

53
Rpta. —

70

32) Calcular las siguientes integrales dobles.

Ca Na2-x2 2 3
a) J )\^x + y )  dydx Rpta. —a

ln ydydx Rpta.
4e3 +9e2 - 7

i * 36

33) Calcular J j"( l + x) sen ydxdy , donde D es el trapezoide de vértice (0 ,0), ( 1,0), (1,2), (0 ,1).
D

3
Rpta. — i-co sl+ sen l-co s2 -2 sen 2  

2

34) Calcular JJex+ydxdy , donde Z) = {(x,_y)/|x| + |^| < l|

1
Rpta. e —

e

35) Calcular las siguientes integrales dobles.

- n
2 2 1J (x y+ xy )dydx Rpta. —
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fifi-V  31
b) J I ( x+ y )d vd x  Rpta. —

o 'o ' 60

f2 2 1 6 ^ 2 -2
c) yx dxdy Rpta. ------------

2 32
xy dydx Rpta. —

o 'o 3o  f fJo o 

f  [xe) J J^y sen(x x)dy dx
K2 - 4  

RPta* T T2 K

ex+ydx dy Rpta.
e4 - 3 e 2 + 2e

8 ) J0 J03 y  dydx Rpta. a
Ca Cija1 -
O C

f* / 2  f: h > J J•a 'r

3

sen-r 1 J t 2  + 8
(1+ i— - f )dydx Rpta.

° ° V i V

36) Calcular ^ x c o s ( x  + y)dxdy , donde D es el triángulo cuyos vértices son (0,0), (rc,0), (n,n).

3 n
R p ta .------

2

37) Calcular JJcos(j: + y)dx dy , sobre el trapezoide definido al conectar mediante rectas los

n n
puntos (±7t ,—) y  (±— ,0). Rpta. 0

2 2

38) Calcular J K  + y)dxdy,  donde D es un dominio acotado por las parábolas y  = x 2 e
D

33
y 2 = x . Rpta. -----

140

39) Calcular la integral doble j j \ x+ y \dxdy ,  donde D: [-1,l]x[-1,1].
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40) Calcular la integral doble JJ yj\ y - x 2 \dx dy , donde D: |x| < 1, 0 < y < 2 .
D

41) Calcular la integral J J y ^ e ^ d x  d y , donde R esta limitada por x  = y 2 , x  = 4y 2 , x = 4.
R

42) Evaluar j j \ x 2 + y 2 |dxdy donde D: 0 < x ,  0 < y ,  x + y = l .
D

43) Calcular las siguientes integrales:

a) J J ( * 2 + v2 )dx d y , donde la región D esta limitada por las rectas y = x,
D

4 a 4x + y = 2a, x = 0. Rpta. -----

b) JJ (x + 2y)dx d y , donde la región D esta limitada por las curvas y  = x 2 e y  = yfx
D

9
Rpta.

20

c) JJ (4 -  y)dx d y , donde la región D esta limitada por las curvas x 2 = 4 _ y , y = l , x  = 0 ,
D

(x > 0). Rpta. —

d) j j ^ a 2 + x 2dxdy,  donde la región D esta limitada por las curvas y 2 - x 2 = a 2,
D

4 a 3
x =a, x = 0, y = 0, (y > 0). Rpta. -----

44) Calcular la integral J j e x+yd x d y , donde la región D esta limitada por las curvas y  = e x ,
D

x = 0, y = 2. Rpta. e
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nx d x d y
— ---- , donde la región D esta limitada por las curvas y = x tg x,
x + yD

K 1
y = x. Rpta. -----7 32

46) Calcular la integral JJ"iJx)>-y2dxdy,  donde D es el trapecio con vértice A (l,l), B(5,l),
D

C(10,2), D(2,2). Rpta. ^

47) Calcular la integral J J  y  d x d y , donde D es un triángulo con vértices 0 (0 ,0 ), A( 1,1), B(0 , 1).
D

Rpta I
2 2 248) Calcular el área limitada por las líneas y  = 4 x - x  , y  = 2x (fuera de la parábola)

16 2
Rpta. (2n ----- )u

3

49) Calcular el área de la región limitada por las líneas x = y 2 - 2 y , x  + y = 0

D  t   ̂ 2Rpta. —u
6

. . 250) Encontrar el área de la región en el primer cuadrante acotada por las parábolas x  = 4 y ,

x 2 = 8 - 4 y .  Rpta.

2 2 251) Hallar el área de la región limitada por las líneas y  = 4 ( \ - x ) ,  x + y  = 4  (fuera de la

, 8 2parábola). Rpta. (2n ~ —)u

2 252) Hallar el área de la región encerrada por las gráficas de x  = 4 y ,  y  = 4 x , x  + y = 3,
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53) Hallar el área de la región acotada por las líneas

a) y  = x  + 2 , y  = x + 4 Rpta. u
2

*>) y  = x , y  = x + 2 Rpta.

c) * = v 2, x  = 2 y - y 2 Rpta. —u
3

d) y  = x ,  x - y  = 2 Rpta. —u
2

e) >* = W.  4y = 4 x 2 +1

f) x = y - y  , x  + y  = 0

g) x 2 = 4y,  2 y - x - 4  = 0

h) y  = x 3 -  2x ,  y  = 6 x - x 3

Rpta. — u
12

4 2 
Rpta. — u

Rpta. 9m2 

Rpta. 16w2

i) y 2 =2x,  x 2 + y 2 - 4 y  = 0

J) y  = x 2 - 9 ,  y  = 9 - x 2

k) y  = 4 x ~  x , y  = x

1) y 2 =9 + x, y 2 = 9 - 3 x

II) y+12 = x 2, y  = \x\

m) y  = ex , y  = l n x , x = l , x  = 2

Rpta. (ti---- )u‘
3

Rpta. 72 u 2

9 2Rpta. —u
2

Rpta. 36 u 2 

Rpta. 6 8  u 2

Rpta. (e2 -2 1 n 2  + l - e ) u ¿

n) y  = ex, y  = - x 2, \  = -2 ,  x = 2 Rpta. ( - y  + e2 - e ~2)u2
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2 254) Hallar el área de la región plana limitada por la parte de arriba por x + y  = 2, y en la parte

2 71 1 2 de abajo por y  = x . Rpta. (— + —)u

55) Calcular el área de la región del plano XY, acotado por las gráficas de las curvas x  = y 3,

x + y = 2, y = 0. Rpta. — u 2
4

56) Por medio de la integral doble, hallar el área de la región D comprendida entre las curvas

y 2 = 4 - x  y y 2 = 4 - 4 x .  Rpta. S u 2

57) Por integrales dobles, calcular el área de la región D acotado por las curvas y = x 4 ,

y  = 7 - 6 x 2 . Rpta. ^ r “ 2

2 2 258) Calcular el volumen del cuerpo Limitado por las superficies z = x  + y  , y  = x ,

88
y = 1, z = 0. Rpta. -----u1

105

59) Calcular el Volumen del sólido cuya base de la región en el plano XY acotada por las curvas

y  = 4 - x 2, y = 3x y cuyo techo es el plano z = x + 4.

625
Rpta. -----

12

60) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide hiperbólico z - x 1 - y 2 y los

planos z = 0, x = 3. Rpta. V = 27«3

61) Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies del paraboloide hiperbólico

z = xy, el cilindro y  = J x  y los planos x + y = 2 , y = 0 , z = 0 .

3 ,
Rpta. V = — u

O

62) Hallar el volumen del sólido en el primer octante limitado por las superficies x  + z 2 = 1,
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63) Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x  + 4y + z = 1, z = 0.

n -kRpta. — u

64) Hallar el volumen del sólido indicado.

a) El tetraedro acotado por los planos coordenados y el plano z = 6 - 2x - 3y.

Rpta. 6 u 3

b) El tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano 3x + 4y + z -  2 = 0

Rpta. 20 u 3

2  2c) El sólido del 1er octante limitado por la superficie 9x +4y  =30  y el plano

9x + 4 y - 6 z  = 0. Rpta. 10 m3

65) Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies.

a) z  = 4 - y 2, y + z = 2, x = 0, x = 2 Rpta. 9 u3

2  2 ^b) z = y, z  = x + y  . Rpta. —
32

2  2 266) Hallar el volumen encerrado entre las superficies x  +3y  - z  = 0 , 4 — y  = z

Rpta. 4 k u '

2 2
67) Calcular el volumen del sólido limitado por las superficies z  = x  , z = 4 -  x ,

27V2
z + 2y - 4 = 0, y = 0. Rpta. --------

10
268 ) Calcular el volumen del sólido limitado por las superficies y = 2x, y  = 2x  ,

1 3
x + y + z = 3 ,x  + y + z = 4. Rpta. — u

3

69) Calcular el volumen del sólido en el primer octante acotado por los planos coordenados y el

plano 2x + y + z = 6. Rpta. 18u3
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70) Hallar el volumen de la región limitado por el cilindro x 2+z=  1 y por los planos

4 3
x + y =  1, y = 0 y z = 0. Rpta. —u

71) Hallar el volumen del sòlido limitado por la gràfica de z = 1 - x 2 - 4 y 2 e inferiormente

2 2 3por la gràfica de x  + 4 y  - 4 z  = l. Rpta. — u
16

72) Hallar el volumen del sólido limitado arriba por y 2 = a 2 - a z  y abajo por z = 0 y dentro de

2 . 2 2x + y  = a . Rpta. — n a  u
4

73) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano x + y + z = 8, arriba de

2  3z = 0 y entre los planos x + 2y = 8 , x - 2 y  = 8 . Rpta. 170—u

74) Hallar el volumen del sólido en el primer ociante limitado por el paraboloide z  = x 2 + y 2, el

. . 2 2  3cilindro x + y  = 4 y los planos coordenados. Rpta. 2 n u

• • • • • 2 275) Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el paraboloide 2x  + 4 y  = 4  -  z e

2 , 2inferiormente por el paraboloide 2x +4y  = 4  + 4z. Rpta. —=
V2

76) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z = 4 - y 2 arriba de z = 0 y dentro de

2 2 512 3
las superficies cilindricas y  - 2 x  = 0 , y  = 8 - 2 * .  Rpta. -y j- u

77) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z = 2x + a, arriba de z = 0 y dentro de

x 2 + y 2 =2ax.  Rpta. 3 ^ a 3u3
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2 2 278) El plano XY y la superficie y  -  16 - 4z cortan al cilindro x  + y  = 4 x . Hallar el volumen

de la región limitada por estas superficies. Rpta. 15n w3

. 2 279) Calcular el volumen de la región sobre el plano XY dentro del cilindro x  + y  = 4 y debajo

de paraboloide 2 z + x 2 + y 2 = 16. Rpta. 28t t u3

2 280) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 4z=  1 6 -4 *  - y  a rribadez = 0

2 2 43 3ydent rodex  + y =2x.  Rpta. — n u
16

81) Hallar el volumen del sólido limitado por x + y 2 =az  y x 2 + y 2 = 2a x , en el primer octante.

Rpta. 3na2

82) Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el paraboloide 2x2 + 4 2 = 4 - z  e

inferiormente por el paraboloide 2x2 + 4 y 2 = 4  + 4z . Rpta. -̂ 2-
V 2

83) Calcular las siguientes integrales dobles.

»» IX. , r. e y‘xdxdy Rpta. —
o Jf y  ' * 2

[nl2 f b > J J• n  "r\
; - í ^ dydx  R pta. m i

o o 4 -  sen y  2

f1 l + x 4 e - 9
c) \X ~  y Rp,i‘-

o f f  -1 In y V
8

dx dy Rpta. —1ny y  3

fff/2 tn/2 sen y
c) I I --- —dydx Rpta. 1

o x y
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85)

n
i 3
y* dxdy

g)
' O " y

( I ' 4 tg x 2)dxdy

Rpta.

Rpta.

e - l

ln2

h) ( x e l ydydx Rpta.

i) f i f —  dxyfyJo J y  x

84) Cambiar el orden de integración:

a) í  ( f ^  f (x ,y)dx)dy  
JO Jv

c) J , ( J ^f (x ,y)dy)dx

e )  f  ( f  f (x ,y)dy)dx
J O J 2 x

g) |  (£ /(*«  y W f c

J

-r  W 2 « - .„<J>.y)dy)dx

(i c-~r^4-*2
k) l j E L r 7 A x ’y)4y>*

V2

- [ 2 V 5 - V 2 + l n ( ^ ^ ) - i ( 5 3/2 - 2 3/2)]
2 V2 + 1  6

Rpta. 1 -  cos 1

b) j i ( j 2 j f (x ,y)dx )dy

, 4  J l f . - x 2

d) y)dy)

h) C i i

»  r ,< i
.6 f - l + J u + A x - x 1

'-■¡-^12+ A x-x1
f (x , y)dy)dx

1) JQ ( \ Xf (x ,y)dy )dx

Representar en una sola integral iterada a la suma de las siguientes integrales.

£ i T ,^ + £ - ‘ f l , x * 4 y * k £ * x i x < y  Rpu' JuL***
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86) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales 

1*2/3 f - y / 3  f 2  f 2

J . L  f ( x , y ) d x d y  + 1 1 /  f ( x , y ) d x d y  +
- 6  y  . 2 /3  — +  y - l

— + y - l  4  r

+Vl6-(^-2)2f 6  f - 2 + y  1 6 - ( j r - 2 ) 2 (*2/3 f - 2

f 2  f 2 + V l ^ - ( > '+ 2 ) :

RP‘a- J_6J / +4y-4 f ( x , y ) d x d y

87) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales.

Ca

t ¡ ‘ n r 7 l*2 + y , ) l a * < y + t í0 fl-ya - >» 0 ú

2 2
2 2 1/2, (x + / ) 1/2<&¿y , a > 00 “a

RPta- J0 í0 (x* + y í Y ' í  dydx
' l a  ( J l a x - x 2 2  2  , /2

88) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales. 

Í 1 ”  J / ( * .  y ) d yd x  + J«V2 J ^ )  dy dx Rpta. J [ ~
ü  U --------  U 0 y

( 2  C x  71 X  f 4  f 2  7 1 X  4(7r+2)
89) Demostrar que: J I sen(----- ) dydx + J I sen(----- )dy dx = -------r—

i V> 2  y  2 -Jx 2  y  n

90) Calcular a siguiente integral doble. J /^(jc2 +_y2)<feú?v + J J ^(x2 +_y2)¿x</y0 '0 '1 *0

91) Calcular la siguiente integral doble

x 2e
Rpta. 4e + —
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92) Cambiar el orden de integración escribiendo la expresión dada en forma de una integral 

iterada de segundo orden.

/•! ¡ y  »3 f l

a) £  ( f ( x ,  y)dx)dy + 1 ( p  f ( x ,  y)dx)dy
T  T

b) | n (J0V (*, y)dy)dx + 1  ( £ / ( , .

1 x 2 3 .

c) Jo (£ /'(* , y)dy)dx + 1  ( j^ ~  / (x ,  y)dy)dx

2 x+2 10 jr+2
d) |   ̂(J^~ f ( x ,  y)dy)dx + £ 3 ( j ^ l — /(x ,

r7 f3 r9 f10_jre )  J 3 ( j 9 / ( * >  y)dy)dx + j7 ( j ,  / (x ,  y)dy)dx

i. _____
Í l <•*’ f 2 rl-V4jr-Jc2-3

i (V  y d̂y)dx+ J, ^ V 1[x’ y d̂y)dx

93) Hallar el valor de f (f ( x 2 + y 2)dx)dy+ f (f * (x 2 + y 2)dx)dy.
Jo Jo J1 Jo

f sen x
94) Sea | -------d x , calcular en íunción M, el valor de:

x

f f f (f S-^Ldx)dy.
Jo Jl+>> X J0 J2 i  Jl J/+1 X

95) Calcular f2 ( P  dx)dy + f * ( f] —  dx)dy .
Ji Ji x  J2 J ¿  x

f0 ,15 p/9797
96) Calcular [ ( [  ___y dy)dx + | ( í  y dy)dx

J-l J—j9+9x Jo Jjt-3

97) Calcular la integral j j y ^ e ^ d x d y ,  donde R esta limitada por x  = y 2, x  = 4 y 2.



Integrales Dobles 617

5.12 Integrales Dobles Mediante Coordenadas Polares.]

En ésta sección veremos cómo se realiza el cambio de variables de una función f(x,y) de las 
coordenadas (x,y) a las coordenadas polares (r,0). La transformación de las cartesianas a las 
polares se ha estudiado en el libro de Análisis Matemático II para estudiantes de Ciencia e 
Ingeniería, aquí veremos su efecto sobre las integrales dobles.
Consideremos una región D c z R 2 acotada por a  < 0 < ß y a < r < b; es decir:

Trazando rectas a través del polo y círculos con centro en el polo, se obtiene una partición P 
de la región D, que viene a ser una red de “n” regiones llamadas rectángulos curveados.

A la norma de la partición representaremos por I Pl y es la longitud de la diagonal más grande 
de los rectángulos curveados.

El área del i-ésimo rectángulo curveado ri es igual a la diferencia de las áreas de los sectores

circulares, es decir:

-2  2 j _
A r¡)  = -J (O f  y - (0 , - 0 |- i ) =  j ( r , +  r#_ iX r,-rí_I)(ef - e w )=ri.A rl .Afl,

donde r¡ =■n + n -1 , Ari =ri - r i_l , A 0,. =0,.-0,._
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Consideremos una función / :  De.  R 2------>R continua sobre D y sea (r¡,9¡) un punto en

la i-ésima sub-región con 0i X < 9¡ < 0¡ , luego formando la suma de Riemann se tiene:

'¿Llf ( r i ,9i )A(ri ) = ^ ] f(r i ,9i )ri .Ari .A9i 
¿=i í=i

tomando límite cuando I P| —» 0 se tiene:

n n

I A ) A ( r t )=  lint £ / ( » } , 0, )r¡.Ar¡.A9¡
M-*o f=1 M-*o f=1

a este b'mite denotaremos por j j f ( r ,& )d A  , es decir:
D

\ \ f ( r , 0 ) d A  = \ \ f { r , 9 ) r d r d 9  = lim ]f(ri ,9i )r¡.Art .A9i 
d  d  í= i

Observación.- Sobre la región D en el plano coordenado polar situaremos una superficie z = f(r,0), 

donde f : D c z R 2------>R es una función continua sobre D con f(r,0) > 0, en D.

Luego el sólido comprendido en la región D y la superficie z = f(r,0) tiene un volumen V _ 

dado por:

V (s) = j"J f ( r ,  Q)rdrdQ
D
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5.13 integrales Iteradas en Coordenadas Polares j

Consideremos dos casos para el cálculo de las integrales mediante coordenadas polares, 

le r Caso.- Consideremos la región polar D dado por: D=-¡ (r,0)/ a  <  a  cp(0)< r <  y(0)}

y sea /  :D a  R2 ------> R  , una función continua sobre D.

Luego la integral en coordenadas polares es:

2do Caso.- Consideremos la región polar D dado por: D={(r,0) /  a <  r¿b a  (p(r)< 0 á  y(r)} y 

sea f :  D e R 2------»R , una fiinción continua sobre D.

Luego la integral doble en coordenadas polares es:

JJ / ( r ,  6)dA = £  f ( r ,  0)rdd)dr
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Observación.- Para pasar de una integral doble en coordenadas cartesianas a una integral doble en 

coordenadas polares se tiene la relación: 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , por lo tanto:

J"J f ( x ,  y ) d x d y  -  JJ f ( r  eos 0, r  sen Q )rdrd6

Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ - J l - x 2 -  y 1 dxdy , donde D es la cuarta parte del círculo

x 2 + y 2 < 1, que se halla en el primer cuadrante.

y '
* x ! + y2= l

í 0 X

Solución

Sea x = r eos 0 , y = r sen 0

x 2 + V2 = 1 => r 2 = 1 => r  =  1

JJ y j l - x 2 -  y 2 d x d y  = JJ -\/l -  r 2 rdrdQ
D D

- T U - r 1 r d r ) d dJo o

j j j l - x 2 - y 2 d x d y  = j * /2- p i - r 2)3/2 / l = - ± j ¿ O - l ) d 0 = ± ¡ M = j

Ejemplo.- Calcular la integral doble j j y d x d y ,  donde D es la región encerrada por la cardiode
D

r = 1+ eos 0 , sobre el eje X.
Solución

Sea x = r eos 0 , y = r sen 0 

Í0 < 6 < n
D :

0 <  r  < 1 + eos 8

Ahora calculamos la integral doble, mediante coordenadas

polares.
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J |  ydxdy = | |  r sen Q.rdr.dQ = | | s e n  Ü.r2 drdtí
D D D

fn fl+cosí) . (n /- ’ /1+COS0
J (J r" sen0 dr)dO = J — sen0 /  dO Jn v Jn Jo 3 ' o'o 'o

Ejemplo.-

1 f* , (1 +  COS0 ) /* 1 10 4
— (l + cos0 ) sen0 í/0   --------------------------------------------------- —  -------- [0—16] = —  = —
3 o ' 12 ' O  12 n i

11Calcular | j e + v J dxdy , donde D es la región en el primer cuadrante acotado por la
D

2 2 2circunferencia x + y  = a~ y los ejes coordenados. -

Solución

Sea x = r eos 0 , y = r sen 0

2 2 2 2 2 x + v - a  => r  = a => r  = a

Z): i
0 <G <

0 < r  < a

Luego cambiando a coordenadas polares mediante la 

transformación x = r eos 0 , y = r sen 0 se tiene:

JJe +y * dx dy -  Jj e r rdrdQ = J (J e r rdr)dG

1 f*/2 _ a 2(V /2  e  ¡ a  1 [ k

: J --------d0= — J (e - 1  )dQ
Jn 2 o 2 o

a 1 - «  i e  - 1  m/2 e  - 1  tí k-------------- o  ----------------------
7 /O

E je m p lo .-  H alla r el vo lum en  de la  reg ión  en  e l espacio  lim itado  superio rm en te  p o r  e l cono

z =  V x 2 + y 1 , den tro  d e l c ilind ro  x 2 +  y 2 = 1 y  sobre el e je X.
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Solución

l

Sea x = r c o s 0 ,  y = r s e n 0  , f ( x , v )  = -Jx2 + y 2 => /(rcos0,A -sen0) = j 

ÍO < 6 < n
D: 0 < r < 1

V = \ Í f ( x , y )  dxdv = JJr.rdr.dG = f  (j ‘ r2dr)dG = f  —  = f  —  = - «3
' J2 J0 J0 i I 0 J0 ì  T.D DO J  J  J

Ejemplo.- Hallar el área de la región plana D ubicada en el interior del círculo r = 3cos 0 y en el 

exterior de la cardioide r = 1 + eos 0 .

Solución

Graficando la circunferencia, la cardioide.

Calculando las intersecciones para obtener los limites para 0

1 k n
| r  = l + cos0 cos0  = -  => Q =— , —

n Cn/3 Í*3cos0 »
dxdy = J (J rdr)dd =

nJ 3 1+COS0

r ^  /3cos0 1 (*7173 r
—  d 0 = - 1  s

— 7r/3 2 • l+cosfl 2 — 7T / 3
_ d9=— I |9cos2 9 - ( l  + cos0)2^

-7t/3 2 • 1+cosG 2 - ; r /3
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1 f * / 3  ,  1 f * / 3

= —I (8cos 9 -2cos0 -  \)d6 = — J (4 ( l+ c o s 2 0 )-2 c o s 0 - l ) d 6
2 -* r/3  2

1  f> r/3  1  i i t /  3 7

= —J (4 c o s2 0 -2 c o s0 +  3W0 = —( 2 s e n 2 0 - 2 s e n 0 +30)  /  = ttm
2  - ! t /3  2 •  - * ! 3

|5.14 Jacobiano de una fundón de n VariablesJ

a) Definición.- Sea F: S e  R 2-------> D c  /J2 una función (transformación) continuamente

diferenciable dado por F(u,v) = (x,y), donde x=x(u,v), y = y(u,v).

El Jacobiano de F es dado por:

J(u,  v) = d(x,y)
d ( u , v)

ÔX d x

du d v
dy_ & .
d u d v

Ejemplo.- La función F . R  ------ > R que transforma coordenadas polares en coordenadas

cartesianas está dado por F(r,0) = (x,y) donde x = r eos 0, y = r sen 0 entonces el 

Jacobiano de F es:

7 (r,0 ) = -

d x d x
d ( x ,  y) ~dr 30 cos 0 -  r  sen 0
5(r,0) d v d y senO rc o s 0

~dr æ

= r

ahora daremos la definición en forma más general.
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b) Definición.- Consideremos una función g definida en un conjunto cerrado D, es decir: 

g: D c z R m------>R.

Supongamos que F: U a  R m------ > R m es una función continuamente diferenciable y

uno a uno en un conjunto abierto U.

Si S es un conjunto cerrado contenido en U tal que g es la imagen de F en S; es decir:

F(s) = D = {(*i, x2...... xm) e Rm t (Xj,x 2.......x„)  = F (y l ,y2.......y„) =

= ( F\ (>’i m  *ym )-Fi (yi -y 2...... y m ) - - ’Fm(yi-y2.......>«))}

Como las funciones coordenadas son = F ¡ ( y y ........y m),...... ,xm= Fm(yl ,y2,....,ym)

entonces el Jacobiano de F es:

J (y \ >yi ,~ ,ym) =
d(*i, * 2 ....., x m)
d(.Vl , y 2.....>.Vm)

dx1 dxx 3x¡
dyx dy2 ' ’  dy m
dx2 dx2 dxx
dy¡ dy2 ‘

dxm dxm

Qy\ dy2
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Ejemplo.- Sea F: R 3------ >/?3una transformación definida por F (yx, y2, y3) = (xx, x2,x3) donde

X! = 2y¡ - 3 y 2, y2 = 3y2- = y 2 -  y3, entonces el Jacobiano de F es:

J (yl, y 2, y i ) =

d x x dx¡ d x x

fy\ dy2 dy3 2 - 3  0
dx 2 8x2 d x 2 _ 0 3 0
dyx fyz dy3 n i i
dx3 d x 3

u i — 1
dy, dy2

= - 6

5.15...Cambio de Variables en las Integrales DoblesJ

En las integrales ordinarias el método de sustitución nos permitía calcular integrales 

complicadas, transformándola en otras más sencillas, es decir:

£ f ( x ) d x  = j*f(g(t)).g'(t)dt

En forma similar existe un método para las integrales dobles, es decir, que se transforma una

integral doble de la forma j*j* / \x, y )dxdy , extendida a una región D del plano XY en otra
D

integral doble ¡ ¡ F (u  , v)dudv extendida a una región S del plano uv.

Para esto se verá la relación entre las regiones D y S y los integrandos f(x,y) y F(u,v).

El método de sustitución en las integrales dobles es más laborioso que en las integrales 

simples, puesto que en lugar de una función ahora se tiene dos funciones X e Y que 

relacionan a x,y con u,v en la forma siguiente X = x(u,v), Y = y (u,v).



626 Eduardo Espinoza Ramos

Geométricamente, puede considerarse que las dos ecuaciones definen una “aplicación” que 

hace corresponder a un punto (u,v) del plano uv, el punto imagen (x,y) del plano XY y que la 

aplicación puede expresarse mediante una función vectorial.
—>

En el plano trazamos el radio vector r que une el origen (0,0) con el punto (x,y) de la región

D, el vector r depende de u y v, y se puede considerar como una función vectorial de dos 

variables definida por la ecuación:

r (u,v) = x(u,v) i + y(u,v)  j  Sí (u,v) e S

esta ecuación se llama ecuación vectorial de la aplicación. Como (u,v) recorre puntos de S, el 

vector r(u,v)  describe puntos de D.

La fórmula para la transformación de integrales dobles puede escribirse así.

JJ f ( x ,  y)dxdy = JJ f (x(u,  v), y(u, v))¡7(u, v)|dudv

donde el factor J(u,v) es el Jacobiano de la aplicación.

Ejemplo.- Sea R la región triangular del plano XY limitado por: x = 0, y = 0, x + y =  1, encontrar

*-y
el valor de \ \ e x+y dydx 

R

Solución

Transformaremos la región R: x = 0, y = 0, x + y = 1

Sea
| u = x - y

[v = x + y

x = -
M+V

2 
v - u

y = '
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u+v v - u
para x = O = ------  => v = - u  ; y  — O = ------  =¿> v = u

x + y  = v = 1 => v = 1 

D = {(u,v) / v = -u , v = u, v = 1}

Calculando el Jacobiano J(u,  v) = /  ’ ̂  se tiene
d{u, v)

J(u, v) =
d(x,y)
d(u,v)

dx dx 1 1
du dv 2 2
dy_ dy_ 1 1
du dv 2 2

- i  I - I
~ 4 4 ~ 2

j j e x+ydxdy = f j e '  \ j (u,v)\dudv = —j j e v dudv  = —j ^ ( j  e vdu)dv = — J v e v j  dv 
r r  ~ 2  _v 2

- f .e - e  fi e - e  
vdv = -

D

-i

2 0

n y"  eosxy1---------—dA, donde D es la región limitada por las

parábolas y = x 2, x = y 1, x 2 = 4 y ,  y 2 =4x

Solución

2 2 2 2 Transformando la región D: y  = x , x  = y  , x  = 4 y ,  y  = 4 x  para esto hacemos el

cambio de variable siguiente:
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y
\x  = y  

[4  x = y 2

I y  = x 

[4  V = X2

= 1

—— = 4
X
2X

2X
—  = 4

u = ■
X
2

1 < M <4 

1< v < 4

por lo tanto la región D se transforma en la región F 

R = |(w,v) e R~ / I  < u < 4  a  1 < v < 4 |

Graficando las regiones se tiene:

x
2

\x  = u u \ 2n

I v - « 2/V /s
XV = uv

J(u,v) =

dx 1 , , - 2/3„ 2/3 2
du dv

— u  V
3

— U V
3

d(u,v) by dy I u 2/3v- 2''3
~dü dv 3 3

i  4
9 ~ 9

donde
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j"J*Z-------— dA = J"J"u eoswv|y(w, v)|¿/udv = — u eoswvdudv  = Jj ( j j u  cosuvdv)du

1 f4 / 4  1 f4  1
= — senuv /  du =— \ (sen4u-senu)du  = — 

3 Ji ' i  3 i 3
eos 4« 1 /«------- t-cosi

4 A' i

1 cosió cos4 1 5 eos 16
3

(eos 4 --------- ) -  (---------+ eos 1)
. 4 4 . "  3

— cos4 --------- -- eos 1
.4 4 J

= —  [5cos4 -  eos 16-4  eos l] 
12

5.1^ Aplicaciones de la Integra» Doble.]

lro. Centro de M asa de una Lámlna.-

Consideremos una lámina que tiene la forma de una región cerrada R en el plano XY, y sea p 
la medida de la densidad de área de la lámina en cualquier punto (x,y) de R, donde

2 ' p: R a  R ------» R es una función continua sobre R.

Entonces la masa total de la lámina R está dado por:

M  = JJp (x,y)dA

i) El momento de masa de una lámina R con respecto al eje X es:

M x = j j yp (x , y )d A

ii) El momento de masa de una lámina R con respecto al eje Y es:

M y = j j xp(x, y)dA
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Luego el centro de masa de la lámina es el punto P(x,y)  donde:

j j xp (x ,y )d A  

x  M  y R •

j j y p ( x , y ) d A

M JJ P (x,y)dA
y  RJJ P (x,y)dA

R R

2do. Momento de Inercia de una Lámina.-

Consideremos una partícula de masa m que se encuentra a una distancia d unidades de una 

recta L, entonces llamaremos momento de inercia de la partícula respecto a L al número.

/  = m d 2

El momento de masa de una partícula, usualmente se le llama el primer momento y el 

momento de inercia el segundo momento de la partícula respecto a L.

Consideremos un sistema de n partículas de masas m} ,m2,...,mn situados a distancias 

dl ,d2,...,dn respectivamente desde una recta L, tiene un momento de inercia I que se define 

como la suma de los momentos de las partículas individuales.

n

1 ~ 2 C m’di
1=1

El momento de inercia de una lámina que tiene la forma de una región plana S y una función 

densidad p : S  <z R " ------ > R continua, puede encontrarse respecto a cualquier recta L.

En particular, los momentos de inercia de la lámina respecto a los ejes X e Y están dados por:

/ ,  = J JV 2p(*,y )dA , I y  = J J x 2p(x,y)dA 
s____________________s___________

El momento polar de inercia alrededor del origen O está dado por:

/„ = I X+ I y = j j ( x 2 + y 2)p(x,y)dA
s
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Observación.- Consideremos en el plano XY una lámina S que tiene una densidad continua

p ' . S c z R 2------ >R, entonces los primeros momentos , M 2 de S respecto a las

rectas x = a, y = b, están dadas respectivamente por:

M “ = JJ(x-a)p(x,y)<¿4 ; M 2 = JJ (y - b)p(x,y)dA

Observación.- Los momentos de inercia de la lámina S respecto a las rectas Ll : x  = a, z = 0; 

L2- y  = b, z  = 0; L y  x = a, y  = b son respectivamente.

I\ = j j ( x - a ) 2p(x,y )dA ; I 2 = j j ( y - b ) 2p(x,y)dA 
s s

= JJ[(* -  a) 2 + ( y -  b)2 \ ( x , y)dA

Observación.- El radio de giro de un objeto respecto de un eje L es el número R definido por

R = J —  donde I es el momento de inercia respecto de L y M es la masa total del 
V M

objeto.

Ejemplo.- Encontrar la masa y el centro de masa de la lámina en la forma de una región rectangular 

acotada por las rectas x = 3, y = 2 y los ejes coordenados.

Si la densidad de área en cualquier punto es xy 2 Slups/p 2

Solución

v
Sea p(x , y )  = xy

M  = JJpO t ,y)dA = J J  xy2 dxdy

= J (J x y 2 dy)dx = \  /  d x = - \ x d x  = I2slupsJo Jo Jo -i ' o 3 0
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M x = \ \  y  p(x,y)dA  = \ \  xy* dx dy = \^ (j^ xy*dy)dx = ^dx = 4 dx = 18

M. = j j x p ( x , y ) d A  = j j x 2y 2dxdy = jo ( ~ J ~ ) / 0^ *  = “ í0 x~dx = 24

-  M y 24

~ M  ~ 12 ~

-  M x 18 3

■V_ M  ~ 12 ~ 2

x = 2 
-  3

Luego el centro de masa es (x , y ) -  (2,—)
2

Ejemplo.- Encontrar el momento de inercia de la lámina homogénea de la forma de la región 

acotada por 4y = 3x , x =4 y el eje X, correspondiente al eje Y, si la densidad de

Solución

I y = j j x 2p(x,y)dA donde p(x,y) = p 
R

I y = i S x l P dxdy  = S0 (SaA X1 pdy)dx

'o '  ' o 4 'o
x 3 dx

3 P x 4 f  = 48p  slugs/ /?2

Ejemplo.- Encontrar el momento de inercia de la lámina homogénea de la forma de la región
2 • r •acotada por la parábola x = 4  — 4y  y el eje X, sí la densidad

de área es p slugs/ p
Solución
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Ix = y'' p(x ,y)dA = ) \ y 2 pdxd y

-4 -JT

= p f 2(í0 4

P f2 2 4 6—  I (6 4 -4 8 x  + 12x - x  )dx = -----p
192 -2 280

S.17 Ejercicios Desarrollados!

1) Calcular la integral doble j"J<? ’<¿4 , donde R es la región en el primer cuadrante

acotado por el círculo x 2 + y 1 = 4  y los ejes coordenados.

y'
x2 +y2 =4 '

2 tW
^  »  _  *>

o 
^

i

\ 0

kX<M

Solución

Pasando a coordenadas polares

x = r eos 9 , y = r sen 0, donde el Jacobiano es J(r,0) = r. 

ahora sustituyendo en la integral dada, se tiene:

JJ Jo Jo Jo 2 '  0

- 4 í 2 (e-4 - l ) d 0  = - ( 1- ^ )
2 o 4

2)
2 2 2 2 2 2

Dada la región R en el primer cuadrante entre los círculos x + y  -  a , x  + y  = b ,

0 < a < b. Calcular el valor de la integral doble Jf dxdy 
T "  2
X  +  V

Solución
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Graficando la región R, pasando a coordenadas polares, 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , donde el Jacobiano es J(r,0) = r.

'o "a r -)d0
R x  + y  0 » r

f2-  /b b f f  n  b
= 1 ln r dd = ln —J dO = — ln(—)

o /  a a o 2 a

3) Calcular la integral doble graficando la región sobre el cual se calcula

P« p / ü 2- x 2 2 ( x 2 +  v 2 ) - 2 a
,----------------  .............í dv dx

Ĵa 2 _ x 2 _ y 2

Solución

Ubicando la región sobre el cual se realiza la integral

D:
j - a  < x < a 

' í f a 2 2 „ . ¡~2 2 -  < ya -

2 2 2 ¡ x  + y  =a

\x = ±a-x < y  < \ a  - x  

pasando a coordenadas polares

x = r eos 0, y = r sen 0 , donde el Jacobiano es J(r,0) = r. 

ahora pasando a coordenadas polares se tiene:

JJ 3(x2 + y2) - 2 a  fa f>/«2- * 2 3(x2 + y2) - 2 a
dxdy = J J

y -a -4a1-x1 ^ a2 _ x 2 _ y 2 dv dx

J- ¿ k  r a  l r <- ,-a

[ ■-------   dr -  r  - —-
... . 0 i o J a 2 - r 2 ^ J T ^ 2

C2x fa 3r — 2a 
- l  <1

'o L

■2n j-a 3 r ¿ _ (-a 2 ar

2 2 , - 2  „ s  2  2 . 3 / 2

dr]dQ

a - r  (3r  - 2 a ) - 2 ( a  - r  ) I a dG
'  o

=  ¡** (2a3 - 2 a 2)d8  =  8 ( a 3 - a 2 ) y  = 4 x ( a 3 - a 2)
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2 2i — x - y
— - dx dy , donde D es dado por las desigualdades

+ y
f l £

5)

Solución

Grafícando la región D, pasando a coordenadas polares

x = r eos 0 , y = r sen 0 , de donde el Jacobiano es

■ d(x ,y )
J ( r , 6 )  = ----—  = r

á ( r , 9 )

ahora reemplazando en la integral dada se tiene:

üjx■rdr)d9

= J ; ( ia rcsen r2 +\  / [ d d  = £  ( ™ )  « j ( *  -2 )

Calcular la integral doble pasando a coordenadas polares j \ y ¡ R 2 - x 2 - y 2 dxdy donde D es

2 2 el círculo x  + v ^  i?x
Solución

2 2Grafícando la región D: x + y  =Rx,  completando

R  2 2 ^cuadrado (x - —) + _y = ----
2 4

pasando a coordenadas polares: x = r eos 0 , y = r sen 0 ,

d(x,y)
donde el Jacobiano es J(r ,G ) = ----------= r

d(r,G)

4) Calcular la integral doble

x 2 + y 2 < 1, x > 0 , y > 0 .
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(w2 + l)(v2 - 1) = 0 => v = ±1

para v2 = - 4 ( x - í )  => 4u2v2 = -4 (i / 2 -  v2 -1 )

u2v 2 = - u 2 + v2 + 1 => u~(v2 + 1) = v2 + 1 de donde (u2 - l ) ( v 2 + 1) = 0 => u = ±\

Luego D = {(u,v)/-1  < u < 1 a -1 < v á  1}

2 2Como x = u - v  , y = 2 u v ,  calculando el Jacobiano

J(u,v) = -

-*■ J(u,v) =

dx dx
3(x ,y ) du dv
d(u,v) dy dy

du dv

- 2 u —2 v
= 4(u +v )

2 v 2u

= ^ ( u 2 - v 2) 2 + 4 u2 2 v =

ahora reemplazando en la integral doble

\ \ t J x 2 + y 2dA = ¡ j ( u 2 + v2 )\j(u,v)\dudv 
R D

= 4 j j ( u 2 + v 2) 2dudv = l ó j  (J  (u2 + v 2) 2dv)du -  lój* («4v + y  u 2v3 + ^ ~ )  j  ̂ du
D

4 2 2 1 448 ff /-
= Jo(" + 3 U + 5 ) "45" JJV^

/ x 2 + y 2dA =
448

11) Calcular JJ^ 4 x 2 + y 2 dx d y , utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y  = u2 - v
R

donde R es la imagen de la región D= {(u,v) / 1 < u < 2 a  -1 < v < 1}

Solución

d(x ,y )
Calculando el Jacobiano J(u,v) = ----------- , es decir:

d(u,v)
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J(u,v) =
d ( x , y )

d(u,v)

dx dx

du dv v u
dy dy 2 u -2V
du dv

2 2\ = - 2 (v +u )

■^4x2 + y2 = y¡4u2v 2 +(u2 - v 2 ) 2 = w2 + v2, ahora reemplazando en la integral doble

JJ-^4x2 + y 2dxdy = \ \ ( u + v 2)\j(u, v)\dudv 
r  o

= Jj*2(«2 + v2 )2 dudv =2^ (J (w2 +v2)í/v')rfu = -

Y '
1

D
0 1 2 X

-1
14.32

12) Calcular la integral doble
f f ( 2x - y )  dxdy 

„ l - 4 x  + y

45

, si D es la región en el plano XY, limitado por

las rectas y = 2x, y = 12 + 4x, y = 4x, y + 2 = 2x.

Solución

Transformando la región D: y = 2x, y = 2 x - 2 ,  y = 4x, y = 4x + 12 para esto hacemos el 

cambio de variable siguiente.

\2x - y  = u 0 < w < 2
\ => \ , de donde R = {(u,v) e RxR / 0 ^  u < 2 a  0 < v < 1 2 f
[_y-4x = v [ 0 < v < 1 2

Luego la región D del plano XY se transformando en la región R del plano uv, cuyo gráfico

es:
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Ahora calculamos el Jacobiano

2x - y  = u 

I v - 4 x - v

u + v
X  =  —

J ( u , v )  =

i Oil

y  = ~(2u + v)

S (x ,y )

d(u,v)

dx dx

du dv
dy dy_

du dv

1 1
2 2 
-2 -1

1 - 4 x  + y 2 o 0 1+v

1 f2 .  /12 ln 13 f2 , 4
= — I u ln(l + v ) /  d u = ------I u ~ d u  = — In 132 o / o  9 Jo

■••/íi
dxdv = - l n l 3

1 -  4x + y  3

13) Hallar la integral doble 

(2,4), (0,2).

h

( x - y ) d x d y

13 + Jc2 -  v2
, donde R es el cuadrilátero de vértices (2,0), (4,2),

Solución

Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del 

paralelogramo.

Transformando la región R en otra región mediante el 

cambio de variable.

u+v
Í2 < u < 6\u = x + y  

*. [v = x - y

x  = -
2 .

u -V -2 < v < 2

Luego la región R se transforma en la región D = j ( u,  v) e í " / 2 < « < 6  a  - 2 < v < 2 j  cuya

gráfica es:
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ahora calculamos el Jacobiano

\u = x - 2 y  

[v = 2 x + y

u + 2v 
x  —-------- dx dx

5
v - 2  u

„  ,  d(x ,y )  
=> J( u ,v )~  -  

d(u,v)
du dv

dy_

y =  5 du dv

j(u , v)  =

1 2
5 5
2 1

1 4  5 1

25 25 25 5
5 5

Luegft reemplazando en la integral doble

| | (x - 2 v  + 3)2 e 2x+y+] dxdv = | | (u + 3)2ev+l\J(u, v)\dudv = —1| (u + 3)2e " ldudv
R D D

= —|  ( í  (u + 3) 'e '  ^dv)du = - \  (u + 3)2\e4 - l]du = ------- (u+ 3) 3 /
S Jo J '-i 5  o 1 J 1 5  ' o

J ííx -e4 - 1
[216-27] = — (e -1) 2y+ 3)2 e2x+y+1dxdv = — (e4 —1)

• ' 5

10) La región R se encuentra en el semiplano superior del plano XY y está limitada por las 

parábolas y 2 = 4 ( l ± x )  y el eje X, calcular J J yjx2 +y~dA,  haciendo el cambio de

variables x = u 2 - v 2, y = 2 u v.

Solución

Graficando la región R 

y 2 = 4(x+l )  ; y 2 = 4 ( x - l )

y  = 4 ( l ± x )  de donde

Transformando la región R, a otra región. 

y2 =4( . r+l )  => 4u^v~ =4( l  + w‘ - v 2)

2 2 . 2  2U V = 1 + U  - V w2 ( v 2 -  1) =  1 -  V2
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(u2 + l)(v2 - 1) = 0 => v = ±l

11)

para _y2 = - 4 ( x - l )  => 4 u " v ~  = - 4 ( u ~  -  v “ -  1)

u2v2 = -u~ + v2 +1  =¿> ¡v2 (v2 + 1) = v2 +1 de donde (u2 -  l)(v2 + 1) = 0 => u = ±  1

Luego D = {(u,v)/ -1 < u < 1 a  -1 < v < 1 f

2 7 •Como x  =  u  - v  , y =  2 u v, calculando el Jacobiano

J(u,v) =
d(x ,y )  

d(u,v)

- 2u - 2 v 

2 v 2 u

dx dx

du dv 
dy dy

du dv

= 4(u2 + v 2)

/ 2 , 2 [ 7 1  2.2 , . 2 2 , 2 , 2 ,y x  +y  =-\¡(u - v  ) + 4 u v  =(u  +v )

ahora reemplazando en la integral doble

•fjV * 2 + y 2 = j"J* ( +  v2 ^J(u,v)\dudv 
R D

= 4 ff(w2 + v 2) 2 dudv = 16f ( f  (u1 + v 2)2dv)du = 16f ( m 4 v  + — m 2 v 3 + — ) /  du 
JJ Jo Jo Jo 3 5 ' o
D

r* 4 2 2 1 \ j  448 f f I 2 2~j > 448= 16 (u h—  m + - ) d u = ----- /. J J J x  + y  d A = -----
Jov 3 5 45 7 45

Calcular \ \ y j ^ x 2 + y2 ¿ r d y , utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y  = u2 - v 2
R

donde R es la imagen de la región D= {(u,v) / 1 < u < 2 a  -1 S v <  1}

Solución

d(x,  y)
Calculando el Jacobiano J(u,v)  = --------- , es decir:

d(u,v)
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J(u,v) =
d( x ,y )

d(u,v)

dx dx

du dv v u
dy dy 2 u —2V
du dv

=  - 2 ( v 2 +u 2)

¡ 2  2 I 2 2 2 2 2 2 2■̂ 4jc + >’ = y4w v + («  - v )  = u + v , ahora reemplazando en la integral doble

11V4^2 +y 2dxdy = 11 (u2 + v2 )\j{u,v)\dudv 
R D

= JJ2(i/2 + v2)2dudv =2^ (^ (w 2 +v2)dv)du = -
14.32

12) Calcular la integral doble
f f (2 jc->>) dxdy 

„ l - 4 x  + j

45

, si D es la región en el plano XY, limitado por

las rectas y = 2x, y = 12 + 4x, y = 4x, y + 2 = 2x.

Solución

Transformando la región D: y = 2x, y = 2x - 2, y = 4x, y = 4x + 12 para esto hacemos el 

cambio de variable siguiente.

[2x - y  = u ¡0<u<, 2
=> 1 , de donde R =  {(u,v) € R x R / 0 ^ u < 2  a  0 < v < 1 2 }

[ y - 4 x  = v [ 0 < v ^ l 2

Luego la región D del plano XY se transformando en la región R del plano uv, cuyo gráfico

es:
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Ahora calculamos el Jacobiano

\ 2 x - y  = u 

[y - 4 x  = v

u + v

2 => J(u,v) =
y  = - (2  u + v)

dx dx
d(x ,y ) du dv
d(u,v) dy dy_

du dv

1 1
2

-2
2

-1

1 -4 x + y

f f  { 2 x - y ) 2 f f  m2 - , 1 f2 f i 2 M2 rfv
JJ------------ dxdy = JJ------ \j(u,v)\dudv = — J (J -------

’ ------ i + v 2 « o 1 + v

1 f2 2 / i2 lnl3 f2 , 4
- — I u ln(l + v ) /  d u = ------1 u du = — Lnl3

2 0 ' o  ? o

•■■JJ!•( j W )  A » . * t o  13 
1 -  4x + y  ' 3

■
* y¡13 + x —y*

, donde R es el cuadrilátero de vértices (2,0), (4,2),

(2,4), (0,2).

Solución

Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del 

paralelogramo.

Transformando la región R en otra región mediante el 

cambio de variable.

u + v
Í2 < u < 6u = x + y  

l v = x - y

x  = ■

u - v -2 < v < 2
y  —'

Luego la región R se transforma en la región D = |(m, v) e R2 / 2 < u < 6  a -  2 < v < 2 j cuya

gráfica es:
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y '

CM

o
....

....
....

....
.

0 2 M m m ü 6 X

-2

Calculando el Jacobiano

J(u,v) =
d(x ,y )

d(u,v)

dx dx 1 1
du dv 2 2
dy_ dy_ 1 1
du dv 2 2

2

JJ ( x - y ) d x  dy -J J -
« i / l 3 + x 2 - y 2 JiD V l3+«v

por lo tanto reemplazando en la integral dada se tiene.

, , 1 f f  vdudv
\j(u,v)\dudv = — JJ-

’6 y du

2 D Vl3 + wv 

) é/ v  =  —  j "  ^(13 + wv) 1 2 j ^ d v

,  JJ

_ i í 2 í'
2 ~2 2 -J\3+uv

f2 r ---------- ---------- - 5 lV l7 -205
= J 2[ Vl 3+6v- Vl 3+2vJdv  = ------- --------

(jc — 51->/7-205

£> -J\3 + x 2 -_y2

14) Calcular j j 2 ^ ( x 2 - y 2 )s e n ^ (x -y )2 í¿4, donde Z)= {(x.y) e i?2 /Ixl + I^já lj
D

Solución

Transformando la región D, mediante el siguiente cambio de variable se tiene:

M = X + y

lv  = x - y
j - 1  < M < 1 
I - 1  <  V <  1

Luego la región D se transforma en la región R donde R = {(u,v) / - l ^ u á l  a  -1 S v <  1} 

ahora graficamos las regiones.
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Ahora calculamos el Jacobiano

como
u = x  + y

[v = x ~  y

u+v
X  =  ■

y = -

2 d(x,y)
=> J(u,v) = v 

u - v  d(u,v)

dx dx 1 1
du dv 2 2
dy_ ty; 1 1
du dv 2 2

Luego sustituiremos en la integral dada.

J j"2n(x2 -  y 1 )sen n(x -  y ) 2 dA = Jj"2nwvsen nv2dudv

fl fl 2 1 fl 2 /l 1 f1 
= J ( J ^ u v s e n ^ v  dv)du = — ] u eos jiv  j  d u = —  J ^u(cos7tu-cosn)du = 0

15) Calcular la integral doble j"j" cos[(2x -  y ) 2 + 2 (x + y ) 2 ]dA, siendo D la región en el primer
D

cuadrante acotada por 2x 2 + y 2 = 4 y los ejes coordenados.

Solución
Y

^ 2_

siS li... t
V2 \ 0 x

-2

Í x = -j2 rcosO 

y  = 2r  sen 6

A r ,  0 ) =

. . . 2  2 Dibujando la región D acotada por 2x + y  =4

y y x 2 y 2
x  + ~  = 2 => ( - = ) 2 + ( A 2 = 12 V2 2
cambiando de variable se tiene.

n
0 < 6> < —

2 , Ahora calculando el Jacobiano
0 < r  < 1

¿k cfct
d(x,y) dr 50 4 2  cos0 -  Versen 0
d(r, 0) dy 2 sen 0 2rcos 0

5r dQ

= 2-¡2r

además (2 x - y ) 2 + 2 (x + y ) 2 = 3(2x2 + y 2) =  4 r 2
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Luego reemplazando en la integral dada

JJ"cos[(2jf-y ) 2 + 2(x + y ) 2JlA = j*Jeos 3(2*2 + y 2 )dxdy

= j"j*cosí2r21J(r,  0)|drdQ = JJcosl2r22-j2rdrdQ

r - f f  fi ,  / - f f s e n  12 r 2 /i
= 2 v 2 j  (I cos\2 r  . r d r ) d d  = 2V2J ’ ------------  dO

■'o o Jo 2 4  ' o

V? f f  >/2 ^  sen 12
-I senl2¿/0 =-12 Jo

16) Calcular la integral doble j"Jcos(-----—) dx d y , donde D es la región limitada por las rectas
*  *+>> 

x + y = 1, x + y = 4, x = 0, y = 0.

Solución

Transformando la región D: x + y = 1, x + y = 4, x = 0, y = 0 para esto hacemos la 

sustitución siguiente:

¡u = x - y  

[v = x + y

u + v
X  =  ■

v — u
y =

u + v  v - u
para x  = 0 = ------- => v = - u  ; y = 0  = ------  => v = w

2 2

x + ̂  = v 1< v < 4

Luego la región D se ha transformado en la región R = |(u ,v) e R2 / v = -u ,v  = u,  1 < v < 4}

Graficando las regiones se tiene:
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A u ,  v) = ■

d x  d x 1 1
d ( x , y ) d u  d v 2 2
d ( u , v ) d y  d y 1 1

du  d v 2 2

Ahora sustituiremos en la integral dada

J J cos(-----—)dxdy = J J eos—\j(u, v)\dudv = — J J cos(—) = dudv
x + y 2 "  v

D

1 f4 fv u 1 f4  u ¡ v
= — I (I eos— du)dv = — I vsen—/  dv

2 i -v v 2 i v '  ~v

1 f4 f4 v2 /4
= — J v(senl-sen(-l)í/v  = J vsen \dv= sen 1.— j  = 8 s en l -

17) Calcular la integral j*J-Jxydxdy, donde D es un dominio limitado por la

seni 15senl

D
2 2 x  y  4 xy

(-----i--— ) = —=  situado en el primer cuadrante.
2 3 V6

Cambiando de variable se tiene: 

\ x  = -y¡2 U

b  = V3v

Solución

2 2
/T  x y  , xy

xy = J 6 u v  como (-----1----- ) = —pr
' y 2 3 V6

línea

entonces (u2 + v2)4 = uv,  además tenemos
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■Jxy = VéVwv = V ó ( m 2 + v 2 ) 2 => J x y  = %JZ(u2 +  v2) 2

<?(*,>>)
Ahora calculamos elJacobiano: J(u,v) =

d(u,v)

J(u,v) =

í2t <3r

A ¿V 0
0 V3

A (9̂

= -Jó => J(u ,v) = -Jó

Luego reemplazando en la integral dada

\ \  4*y  dxdy = JJV6(m2 + v 2 ) 2 | 7 ( i / , v ) | < í u í / v  = ^ 6^  J J ( w 2 + v2 ) 2 ¿ w r f v

D R R

ahora pasando a coordenadas polares se tiene: 

fu = rcosG

v = rse n 0
, 2  2 , 2  4(u +v ) - r

2 2 2 8 2 ■* como/?: (« + v )  = uv = > r = r  sen 0 costì , de donde r

la integral

JJ V 7̂d* dy ~ JJV?"r41 J(r, 0 )|</r dr = V?" JJ r5 dr dQ

sen 20

i  6/“®25

:«r í/ 0

1 f f s e n 2 0  cos2 0  / y  1 1
=  W J° ~ l ~ d 0 = ~ ~ W '  o = ' ^ / 6  J =  2 ?

, reemplazando
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18) Calcular la integral | | e
D

- , x + yarctg(
x - 2  y

)dA, donde:

D = {(*,>0 /1 < 2x2 -  2xy + 5y2 < 9, (1 - , Jí)x + (\ + 2-JÍ)yZ 0, -J í (x+y)Zx-2y}

Solución

Haciendo el cambio de variable se tiene:

\u = x  + y  

[v = x - 2 y

2 2 -  2 u = x  +2 xy + y
2 2 2 v = x  - 4 x y  + 4y

u + v 2 = 2 x 2 - 2 x y + 5 y 2

como 1 <, 2x2 - 2 x y  + 5y2 < 9  => 1 < u 2 + v 2 < 9  

(1- •j3)x + (l + 2‘j 3 ) y  <, 0 => 2 v 

■J3(x + y)  > x - 2 y  => -J3u>v  

Luego la región D se ha transformado en la región R donde:

R = | (m,v)/m < V2 v a V 3 ^ v a  l á u 2 + v 2 ^ 9 |

Grafícando la región: Suponiendo que:

1 1
u = - = v  => tg 0  = —

V3 V3

u = -Jlv => tg 0  = V3 => 0  = —
3

ahora reemplazando en la integral dada.

JJe (2jr 2-*>'+5>’ 'arctgí------—)í¿4 = J"Je (" +v ) arctg(—)\j(u,v)\dudv
n X~ 2y  p v

calculando el Jacobiano J(u, v) = d(x,y)
d(u,v)
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2u+v
I u = x  + y  x ~ I

o =* u — v v = x - 2 y  y _ u v
entonces J(u,v) =

dx dx 2 1
du dv 3 3
dy dy 1 1
du dv 3 3

j \ e  <2x 2xy+5y * arctg(----- —)dA = —j j e  (u +v 'arctg (—)dudv
„ x - 2 v  3 „ vn - d

Jw = rse n 0
pasando a coordenadas polares se tiene:  ̂ ^ => J ( r , 0 ) = r ,

v = rcosG

n n
—  <,Q< —  
6 3
1 < r  <1 3

ff -(2^-2v+5/) arctg(Z liL }̂  = A ffe-C'2+v2) arctg(“)(furfv
JJ x - 2 v  3 v- l y

71 3
= |  f f e~rl arctg(-r  - SCn ■) | J(r,  0) | dr dQ = ^  ff(  í  e~r2 arctg(tg 0)r ¿r)rf6

3 reos© 3 i -  JiR 6

1 r~~ 2 I r  e~r é?-9 —
' i M  e / , - - — « - ■ T  / I

12 9 36 144

19) Calcular la integral doble 

4 - 2 *
y  = --------  y los ejes coordenadas.

Haciendo la sustitución por:

i—  eV 2l+3> dxdy,  donde D es el triángulo limitado por
y

Solución

\u = x + y \x = 3 u - v

[v = 2x + 3jy [y = v — 2u 

x = 0 = 3 u - v
ahora transformando la región D se tiene: • y  = 0 = v - 2 u  -

2x + 13y = 4 = v

v = 3 u 
v — 2u 
v = 4

Luego la región D se transforma en la región R = {(u,v) / 2u < v <3u, v= 4}
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J(u,  v) =
d(x,y)

ñr ¿k
3v 3 -1

- 2  1
9m dv

d(u,v)

ahora reemplazando en la integral dada.

= 3 - 2 = 1

dxdy  = \ ¡ J ^ e ^ \ j ( u , v ) \ d u d v  = = Jq ( J * e ^ d u ) d v
D '  y  R R 7

= 2v e ^  j ^ d v  = 2 ( e ^  - e ^ ) j v d v =  I 6 ( e ^  - e ^ )

20 ) Calcular J*j\ jx ydxdy  donde F  = {{ x , y) / (—+~^)Z < —}, y > 0 .

Solución

¡x x  y  [x
com oy > 0  => —.1— < — i— ^ , x > 0

| 6  2 4 | 6

=> 2 x  +  y < 4 ^  = > y < - 2 x  +  4 ^  => - 2 x  +  4^ -^ >  0  => x < 2 ^ ~
2

0 < x < -
3
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2 2 1
sea x = 61 dx = \2tdt  para x = O, t = O ; x - ~ ,  t= —

3 3

/ J ^ ^  = j ( 3/2^ ( - 2 x + 4 ^ ) 3/2^ = ^ 1/3V ?í(-12í 2 + 4r)3/212/A
F6

= 8V ó f /3/ 2(-12 / 2 + 4 í ) 3/2 = 64^6 j 1/3( l - 3 í ) 3/V V í  dt ... (1)o o

2 2 Sea 3í = sen 0 => d t = — sen0cos0d0
3

J r 3V ^ (l-3 í)3/2¿í = f----------(1- s e n 2 0 ) 3/2 —sen0  cos0  dO = — ísen7 0 .cos4 0  ¿0
27 3 81J

= — J (-eo s10 0 -3 co s8 0 + 3cos6 0 +cos4 0 )sen0  í/0 
81

2 5 „ e o s 6 0 eos4 0  3eos2 0 1 ,
= —  eos 0f----------h---------------------------1

81 11 3 7 5

= A (1_30 - [£ z ^ + £ ^ ) l _ i ( i z 3 í > _ i ] . . . ( 2 )
81 11 3 7 5

reemplazando (2) en (1)

< L * > l _ 3 h * L  * , / i
F

128^6 1 1 1 3  1 128^6 236 32-^2
= - ^ - [ 0 (0 - - ) - ( — + i - - - - ) ]  = -------- (---------) = --------

81 5 ' V11 3 7 5 81 33x35 81
~ .  \  (1 - ? >= «W u -  « t) l  -- X r

•1 f l - X  —n l-x ----
e x+y dydx

)

Solución

Ubiquemos la región sobre el cual se realiza la integración.
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ÍO á  x <, 1
Sea D : j ̂  ^ ^  ̂ , graficando la región

= 1- 0 = 1

Aplicando Jacobiano se tiene:

x + y  = u I x = u - v

Calculando la región R en el plano uv, teniendo en cuenta la transformación x = u — v

Para
y  = 0 , v = 0
x  = 0 , v = u , luego se tiene:
x  + y  = u =1  => u = 1

/? = { (« ,v )e /í  / v = M, v = 0, K — 1} 

Graficando la región R se tiene:

J  f ~ Xe x+ydydx = f f e x+ydxdy
D

-  l u  —= JJe " I J(u,  v) I d u dv = J  (J e udv)du
R

r1 u 2 /*
= J (ue -  ü)du = (e - 1) —  j  - ■

u /* e - 1

n 2xy (2 -3 x )  ( 2 2 1 i
— 2------— dxdy,  donde /x ¿ .0 ,  y > 0 ,  y  < —- x )

F x +2y  2

, y = v

» Solución
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2xy(2 -  3x)
La función no es continua en (0,0), pero es acotada en D, puesto que 0 < ---- j \ ^  L es

x  + y
pues integrable.

i
Graficando la región F se tiene.

2xy(2x -  3x)
o 'o x ¿+2y2 . w . . í — 4y)dx

= j"^x(2 -  3x)[ln( 1 -  x) -  In x\dx = - j-

23) Una región R en la parte superior del eje X esta limitada por la izquierda por la recta y = -x
2 2 1/2 2 2 y por la derecha por la curva 3(x + y  ) - 3 x  = x  + y  . Hallar su área.

Solución

A(R) -  J J  dxdy 
R

pasando a coordenadas polares 

íx = r  eos 0
=> J(r,G) = r

[y = rsen#

como 3(x2 + y 2)2 - 3 x  = x 2 + y 2 => 3 r - 3 r c o s 6  = r 2 de donde r= 0, r= 3 - 3 eos 0
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A(R) = JJdxdy = JJ |J(r,0)¡drdd = JJ rdrdO = (¡^~rdr)dG = r 2 dG

24)

1 2 9 2 8 br 9V2 9 ,
= —J (3 -3 co s0 ) dG = — J ( l - 2 c o s 0 + c o s  G)d6 = (---------------------)«2 ‘'o 2 •'o 16 2 9

Calcular la integral doble J J ^ 1 6 - x 2 - y 2dx d y , donde D es la región limitada por la

inecuación x 2 + y 2 < 4y
Solución

Para grafícar la región D completamos cuadrados en la ecuación x 2 + y 2 - 4 y  = 0 es decir: 

( y 2 - 4 y  + 4 )  + x 2 = 4  es decir que: x 2 + ( y -  2)1 <4 .

Pasando a coordenadas polares 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , dx dy = r dr d0

x 2 + y 2 = 4 y  => r 2 = 4 r s e n 0  => r = 4 s e n 0

La región D es coordenadas polares es: D = {(r,0) / 0 < 0 < 71 a  0 < r < 4 sen 0}

Reemplazando en la integral JJ -J16-x2 - y 2 dx dy se tiene:
D

JJ ̂ j\6-x2 - y 2dx dy = JJ *J\6- r 2 r drd6  = j (J 6 - r 2r dr)d6

v . f [ ( 1 6 -
3 '  '  /  o 3 Jo

64 cn i 64 cK -1
= ----- (cos3 0 - l )¿0  = —  fl — (1 — sen 0 )cos0 ]d0

3 J o  3 Jo

64 sen3 0 ¡n 64
= — [0 - s e n 0 + -------- 1 /  = —  n

3 3 / 0 3

3 3
l*JT 1 - — /4 sen 0  1 rn -  —

= Jo - - ( 1 6 - r 2) 2 / o dG = - - I [(16-16sen2 0 ) 2 -64]dG
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25) Calcular la integral j*j" xydxdy ,  donde D es un dominio limitado por la elipse —2
2 b 2

y situado en el primer cuadrante.

Solución

2 2 
• x yGrafícando la región D : —r  + = 1

a b2

x 2 y 2A la ecuación de la elipse expresamos (—) + (—) = 1
a b

pasando a coordenadas polares se tiene:

= rc o s0 

= rse n 0

x = ar eos 6 
y=brsenG

Calculando el Jacobiano J(r,0)  =

JJ xydxdy  = j"j" arcosOhr  sen 0 . \ J ( r ,6 ) \d rd 6
D D

-JI
D

n 1
= fl2¿)2 í ^ ( f  r 3 sen6 eosQ dr)d6 

Jo Jo

dx dx
~dr ~dQ a eos G -  ra sen G
dy_ dy bsenG br sen 6
dr dG

de donde J(r,0) = abr

r 2 sen 6 eos 0.abr dr d G = a 2b 2 j j r 3 sen0 cos0 drdG

2 . 2 71 a b f  2 1 2 ._
sen G eos 6 dQ = ----------sen2 G 2 =

8 / o

„ 2 .2  / 7  a b

26) Encontrar el área de la región en el primer cuadrante del plano XY limitado por las curvas

x 2 +2 y 2 = 1, x 2 +2y 2 = 4 , y = 2x, y =  5x.

Solución
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Dibujando la región acotada.

cambiando las variables se tiene

2 , 1  2 . x  + 2 y  = l

2 T 2 .x  + 2 y  = 4
=> u = x 2 + 2 y 2 => l < « < 4

— = 2

— = 5

=> v = — => 2 < v < 5 
x

f = J L + J L

Luego la región D se transforma en la región R, donde R = {(«, v) e R2 / l < u < 4  a  2 < v < 5j

ahora calculando el Jacobiano

J(u,v) =

d(u,v) 
8(x, y)

ö (“ - v ) -, . A , y ^ 2  . ...2 _  5(x,>>) l

d(x,jQ
d(u,v)

ctc cbc
du dv 
dy dy
du dv

du du 2x 4_y
dx
dv

dv
dv = l

dx dy x 2 X

= 2 + 4 ( - ) ¿ = 2  + 4vz => ,
d(x,.y) x d(u,v) 2 + 4 v

por lo tanto 7(m, v) =
3(x,y) l
d(u,v) 2 + 4 v 2

A(D) = \ \ d x d y  = \ \ \ j (u , v) \d udv = {{ dudv  = J  ( f - - U— )dv = f ----
0  Ä 2 + 4v 2 + 4v2 2 2 + 4v

= -y ra rc tg (V 2 r ) /  = — [arctg 5-72 -  arctg 2V?] u2
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27) 2 2 2 3Hallar el área de la región limitada por la línea (x + y  ) = 2ax

Solución

Dibujando la región comprendida pasando a coordenadas polares

x = r eos 0 , y = r sen 0 => J(r,0) = r

r4 = 2 a r3 eos3 9 => r = 0, r = 2a eos3 9

y *  A(R)  = J J  dxdy = JJ | J(r, 0)j drdQ = JJ rdrdQ

( t  f2 o c o s 30  ¡ y  -  / 2 o  eos39  -  | r  6
=  2 |  (J r r f r ) d 0 = J  r d 9 = 4 a  J e o s  9 dOJo Jo Jo ! o •'o

2
- - 1T= 4a

a
T

Ir 1 + cos20 , u i 2 ,  ,
J (-----  ----- ) ' d6 = — J (l + 3cos20+3cos 20+ cos 29)d9
J o v 2  2  o '

39 sen4 9 sen2 9 sen3 2 í ? l / f  a

5 n a  ,
A ( R ) = --------u

8

2 2 3 4 428) Hallar el área limitada por la línea (x + y ) - x  +y

Solución

pasando a coordenadas polares se tiene, 

fx = rco s0

j / > '
n 3n 
— + —

L 2 4 J

57T a

[y = rse n 0 => x 2 + y 2 = r 2 y J(r,0) = r

/  2 2 ,3  4 4 6 4  ̂ 4 « 4 , ,(x + y  ) = x  + _y => r  = r  (eos 0 + sen  9)  de donde

r = 0, r  = V eos4 9 + sen4 9 , 0 < 0 < 2n, 0 < r < V eos4 9 + sen4 9
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t f  f f  f f  f2ir fVcos40+sen40 tin f 2 /Vcos40+sen40
A(R) = j j dxdy = JJ \j(r , Q^drdQ = J J rdrdQ = Jq (Jo rdr)d6  =J  ̂ dG

1 f2* 4 4 1 f2* 1 sen40 /2® 3;r ,
= — I (cos 0 +sen 6)dQ = — J (3 + cos40 )d0 = — (30 + ---------) /  - ---- u

2 0 8 ° 8 4 '  o 4

/i(Ä) = \ \ d x d y  = — M2

• • 2 2 2 2 2 2 29) Hallar el área de la región limitada por la línea (x + y  ) =2« (x - y  ) (Lemniscata de

Solución

Dibujando la región comprendida y pasando a 

coordenadas polares.

x = rco s0
X [j> = rse n 0

=> x 2 + y 2 = r 2 y J(r,0) = r

, 2 , 2 .2  0 2 ,  2 2-. _ 4 0 2 2como (x +y  ) = 2a (x -_y ) => r  = 2 a r  cos2 0
de donde

r = 0, r  = a^[2cos2Q, ---- < 0 < —, a-j2cos2G
4 4

rr f f i  i r r  r í  r a ^ 2e o s 20 ^  .  ia ~ j2cos20
^(/?) = j j íf e ^ = j í |7 ( r ,  0 )1 ^ 0  = j r r r f r¿ 0 = 2 p  (J>rfr)¿0  » P r 2 /  ¿0

R R R 7  1

p  2a 2 eos 2 0 í/ 0  = a 2 sen 20 ! '  = a 2(sen —- s e n - —) = a 2(l + l) = 2 a2

.-. A(R) = j j d x d y  = 2a2u 2
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30)
2 2. . x yCalcular el volumen del sólido limitado por el plano XY, el paraboloide z = —j~+~ T  y el

a b2 2 .  x y  2x 
cilindro ~ + ~ -  —  

a b a
Soludán

ff ff x yV  = J J zd xd y  = J J (— +— )d xdy ,  aplicando coordenadas polares, 
D D °  b

x = a r eos 0 , y = b r sen 0, donde el Jacobiano es:

¿ ( x ,y)

se tiene:

J( r ,9 )  =
ff (r,6)

dx dx
dr de
dy_ .J_
dr de

2x
* 7 ' a

acosO - a r  sen0 
¿sen© -brcosO

= a b r

r = 2 eos 0

V = I f ^ + T F d̂y = 2Í; (i2'08'  r2\j(r,dÍdvdG P a o o o

( t  f 2 cos6  ,  / 2 c o s S
= 2 1 (I abr3dr)de = —  \ r 4 /  d6 Jo VJo 7 2 Jo /  o

ab f f  4 , f f  l + cos2 0  2
= —  Jo 16cos Q dO = (----- ------ ) dd

f í  7 I r  3 cos40
= 2abJ (l + 2 cos2 0 +cos 29)d6  = 2aéJ (—+ 2 cos20  h----- — )d6

, 30 sen 40 / f  3abn ■,
= 2ab(—-+ s e n 20  + — -— ) /  = — -— u

2 8 /  o 2

31) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las líneas

y 2 = 4x + 4, y 2 = -2 x  + 4

Solución
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Como la figura es simétrica con respecto a x => y  = 0 , luego nos 

queda calcular x  calculando el área de la figura

*  -  t d j * »  -  f_2 -  £  <3 - 8

1 f 2 r r 1 1 f2 JC2 f - h  1 f2

-  1 f2 i -> ív 2 - 4 ) 2 2 ---- 2
* = 7 7 l ) ---------- h----- W y - T -  Lue8°  (x ,y) = (~ ,0)64J-2 4 5  5

32) Encontrar la masa y el centro de masa de la lámina en la forma de una región acotada por la 

curva y = sen x y el eje X de x = 0 a x = n, si la densidad de área varia con la distancia al 

eje X.

Solución

y = sen x
M = JJp(*’ ŷdA' donde p̂ x,ŷ = y
M  = f j y d x d y  = j  ( fo 'o'

senx
y  d y ) d x

[n y 2 / s e n x  1 Cn ,
= I —— d x  = — \ sen x  d x

Jo 2 ‘  o 2 Jo

71 K
. -cos2x) dx - — . Luego M  = —  slugs

4 •'o 4 4

= \ j y  P ( x , y ) d x d y  = J]y¿ d x d y  

R

- - ¡ ¡ x y d x d y - S j í

M r = 11 y p(x, y)dxdy = J j y 2 dxdy = (j  ̂ y 2 dy)dx = ^

- JJ Js e n x  j i
u x y  d y ) d x  = —

/? R
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n
-  3 M y = ~i~ = g 

M  n_ 2 
4 

4
_ 9 _ 16 

M  n_ 9n
4

33) Encontrar la masa de la lámina que tiene la forma de la región dentro del semi círculo

n
r = a eos 0 , 0 < 0 < —, además encontrar el centro de masa de la lámina cuya medida de

densidad de área en cualquier punto es proporcional a la medida de su distancia al polo (masa 

en slugs y la distancia en pies).

Solución

r = acos0

La densidad p (x , y )  = k j x 1 + y 2 , calculando la masa se
tiene:

0 = 0

M  = JJ p(x ,y)dxdy = JJk j x 2 + y 2 dxdy
R D

M = k \ \ r \ j ( r , 6 ) \ d r d 6  = k \ \ r 2drdO

M Jy  f a  eos 0(Jn •'ao •o
r dr)dO - •

k a  f f

3 °J V sen 0 )cos6 d6

M  = ■
k a 3 1 2 k a 3

■(1—  )=■
3 3 3

slugs

calculando el centro de masa (x ,y) ,  el momento de masa con respecto al eje X.

M x = JJ yp(x, y)dxdy = JJ rsen OJcr.rdrdQ

= k J J r 3 sen6 drdO  = ^ J( (Jo r* senG dr)d9  = — J^2 a 4 eos4 0 .sen0  dG =
4 0

k a

20
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el momento de masa con respecto al eje Y.

M  y = j j xp (x ,y )dxdy = ÍS reos QJcrrdrdQ = ¿Jj" r 3 eos QdrdQ
D D D

|y  Tacosfl , k f*/2 . , 2k d*
= £ j (I r eos 6 dr)d9 = — J a eos Q dO ---------■'o 0 ' a Jn i r

-

X M
- _ k l  

y  M

-  3 a

5 3 a 3 a
=> p (— ,— ) centro de masa.

- 3 a 5 40

34) Encontrar el momento de inercia de la lámina homogénea de la forma de la región acotada 
por un círculo de radio “a” unidades con respecto a su centro, si la densidad de área es p 

slugs//?2.

Solución

+ y 2 )p(x,  y)dA , donde p(x,y) = p entonces:
R

I  o = P ( x 2 + y 2 )dxdy = Ju (JQ p r 2.rdr)dO
R

P f2*= — I a 
4 Jo

i  P a- 4¿0  = —----- .2 71
4p a n  2

70 = ---------slugs! p

35) Determinar el momento de inercia de una lámina en la forma de la región encerrada por la

Lemniscata r 

desde el polo.

2 2Lemniscata r = a cos26 respecto al eje polar. La densidad de área varía con la distancia

Solución

El momento de inercia con respecto al polo es

h  = JJ(*2 + y 2 )p(x ,y)dxdy,  donde p(x,y) = p
R
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h  = f f ? ( x2 + y 2)dxdy = p j j r 2-rdrd0 
R  R

Cájeos28 3 P a * (t  2= 2 p] (J r dr)d6 = —- - J eos2 2Q dO
'o 'o 2 o

p aP a ff
= ---------- J (1 +  c o s 4 0 ) í / 0  =

4  « 4

sen 4 0  1 / t  

9+ — J / o

36) Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide 

r = a (1 + eos 0 )

Solución

M - M :
fl(l+COS0)

rdr)d0

f* 2 2 3it a
= J a (l + cos0) dd = --------por la simetría del eje X

se tiene y  = 0

f *  f a ( l + c o s f l )  ,  2  C * 1 1
M  = 2 J (I co s0 .r d r ) d d = —  I eos0a (l + cos0) ¿0Jo Jo 3 Jo

2a r
~3

J [eos0  + 3(1- s e n 2 0 )cos0 + ^ ( l  + cos2 0 ) +
(1 + eos 2 0 )

]d0

2a 3 r* 2 7 cos401J. 57ra -----  [4 co s0 -3 sen  cos0 + — + 2 co s2 0 + --------- ]c/0 =
3 Jo 1 2 8

-  5a 5a
x =  —  = —  => (— ,0)

M  6 6
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37) Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo ángulo 

central es igual a 2a  (ver figura)

38)

Í a Ca la r" la ,(Jrdr)dO = 2 j  — /̂ dd=aa
por ser simétrica con respecto a X se tiene y  = 0

Ca [a 2 2  f o  1 ¡a  2  C?
M v = 2] (I r  cos0 .dr)dd = —J r cos0  /  dd = ----

y Jo Jo 7 Jo i  o -i
-sena

Lugo x  = •
sena

M  3a
por lo tanto (x,y)  = (-

2a sena

3a
-,0)

Hallar el momento de inercia de un anillo circular de diámetro d y D (d < D)

a) Con respecto a su propio centro , b) Con respecto a su diámetro.

Solución

a) A> = JJ (*'2 + y 2) P(x> y)dxdy
D

+ y 2)dxdy , donde p(x,y) = 1, por ser
D

momentos de inercia de figuras planas, ahora usando 

coordenadas polares x = r eos 0 , y = r sen 0 , se 

tiene:
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7o = íf(* 2 + y 2 )dxdy = Jf (J2y d r ) d d  =O 'd! 2 32
■71

b) I x = JJ r 3 sen2 9 d6 dr = \  (J/ r 3 sen2 G dr)dd = — (Z34 -< í4)
o 0 t  64

36) En una lámina de lado “a”, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus 

vértices, calcular el momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que pasan 

por este vértice.

Solución

De acuerdo a las condiciones del problema se tiene:

p(x ,y)  = k-Jx2 + y 2 , el momento de inercia se determina con respecto al eje X.

¡x = j j  y 2 p(x,y)dxdy  = J J r 2 sen2 OJcr2drd0

ÍT  f«sec0  4 2  f f  facosec# . ,
 ̂ r sen G dr)dG + Jn ( k r  sen 6 dr)dG

k  ff c 2  /osece £ ff £ 7  lacosece
= -  r  sen 0 /  <f6 + -  r  sen f l /  dO

s •'o /  o < •’■5- / o

J 4̂ sec5 6 sen2 9 d9 +------cosec9 .sen2 0 í/0 = - ^ - [ 7 - ^ 2 +31n(l +V 2 )]

39) Determine la masa de lamina delgada que tiene la forma de la región limitada por la gráfica

x 2 y 2 a 2
de la ecuación —  + = x + y  si su densidad en cada punto es p(x, y) = \ x -----1

a b 2
Solución
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x 2 v2Para graficar la ecuación —  + —5- = x  + y  se debe completar cuadrados, es decir en la forma
a 2 b 2

(X' Y )2 a 2 b 2

í - i a 2 + b 2 ) b- i a 2 + b 2 )
4 . 4

gráfica es:

= 1 , que es una elipse de centro el punto y su

Pasando a coordenadas polares se tiene:

a 2 a I 2 IT  ax ------= - v a  + 0  reos©2 2, _____  =9
b b 1 2 r r  /iy ------= — va '  +b r sen0

' 2 2

La ecuación de la elipse en forma polar es r = 1 es decir se transforma en un circulo.

Calculando el Jacobiano

J(r,6)  =

La masa de la lamina es M  = j"J p(x, j^rfx dy = JJ| x -  —  | dy

dx dx
dr ~d6
dy dy
dr dd

,-JJ,.

aA , 2 i 2\= —  (a +b )r 
4

Pasando a coordenadas polares modificadas se tiene:
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2
M  = j j \ x - — \dxdy = — ̂  a 2 +b2rcosQ \\J(r,G)\dr dQ

2 JJ 2D  R

_______  2 3= jj\ — ̂ [a2~+])2r cosG \ — (a2 +b2)rdrd9 =̂ -̂ -(a2 + b 2) 2 J (J |cos0|r 2dr)dG 
r  2  4  8  o o

= —  (a2 + b 2)~l ( ( r 2 eosG dr)d6 = —  (a2 +b2) 2 f icosO dG = —  (a2 + b 2) 2
2 Jo Jo 6 Jo 6

Í5.I3 Ejercicios PropoestosJ

1) Evaluar la integral doble JJ*ex +y dA, donde D es la región encerrada por x 2 + y 2 < 4.
Rpta. n (e4 - 1)

n dxdy 2 2
— —̂~ " ) 1" ’ ^on<*e ^  es rec’nt0 dado por x + y  - 2 x < 0 .

D
Rpta. 2ji + 2

3) Calcular JJe x +y dxdy , donde D es la región acotada por las circunferencias x 2 + y 2 = 1 y

x 2+ y 2 = 9. Rpta. n  e(e8 -1 )

f f x ^y2 dxdy 2 24) Calcular la integral doble I — ;----- r , donde D es el anillo 1 < x  + y  < 4.
” (x2+ y 2)2

3 n
Rp<«. —

!  fi- .
5) Evaluar la integral JJ ^1— ¿— JTdxdy  a > 0, b >0, donde D es la región limitada por la
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6) Calcular la integral JJ xydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse —j  + = 1 y
D a  b

2 .2  a  b
situado en el primer cuadrante. Rpta. —-—

n dxdy x 2 y 2
, ' =====, a > 0, b > 0, y D es la región limitada por la elipse —j  h— y  = 1.

» i + 4  -  »
&

Rpta. 2n ab(->¡5 - 2 )

JJ M , , ____. y¿.  .C2 y 28) Calcular JJ —¡====dxdy,  donde D es el disco acotado por —r + ~ y  = 1.
d V* 2 +y 2 a b

9) Calcular JJ(x2 + y 2)<¿4, donde D es la región limitada por x 2 + y 2 = 2x , x 2 + y 2 = 4x ,

x 2 + y 2 =2y , x 2 + y 2 = 6y Rpta.

10) Calcular JJ"- ja 1 - x 2 - y 2 dxdy , donde D esta limitado por la hoja de Lemniscata
D

(x2 + y 2)2 = a 2(x 2 - y 2), x > 0 .  Rpta. 16V |_ ..ff)]fL_

11) Evaluar la integral JJ—j= = = ¿ = —-------------, donde F es la región limitada por la curva
y ¡ 4 - x 2 ~ y 2 (x2 + y 2f 2

xy2 dxdy

x 2+ y 2 =2y.
F

12) Calcular f f  + 'V °  ^ ; donde D = \ ( x , y ) / x +  y-a-Jl .  > Q , y - x  + a-j2 > OÍ
JJ (x 2 + y 2) 2 1 ’

13) Calcular la integral doble JJ dxdy , donde el recinto D está limitado por la curva
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-  y 214) Calcular JJ / ( ^ j 4 ---- j - ^ - ) d x d y ,  donde D es una parte de anillo elíptico limitada por los
D

2 2 2 2 x y  x y
elipses—  + — = 1  , — 2*+— y  = 1 y situado en el primer cuadrante.

a b 4a 4b

Rpta. ab\^  ( ^ /( r c o s f l ,  rsen6)rdr)d0

2 2ffi [Jk ~
15) Mediante coordenadas polares calcular I I ln(l + jt + y )dydx

o o

[a ¡Va2-*2 -----— na3
16) Calcular I I J x  + y  dydx Rpta.*0 'o ’

17) Calcular f í J x 2 + y 2 dxdy Rpta. ——
o o  3

|*2 N i-x 2 , 2 2. n  _4
18) Calcular I J e y dydx  Rpta. — (1 -e  )

•'o •'o 4

j a  f V a 2- x 2 r - ;  ^ J"
19) Calcular J J Va Rpta.•n •'a

20) Calcular 2 2  ) 12 Rpta. ^ 2 - 1

21) Calcular J —-sen(x2 + y 2)dxdy  Rpta. — ( 1 - eos 18)

f2o C-j2ax-x2 n a 2
22) Calcular J J </y Rpta. -------

■'o ■'o 2

f2 fa+JÁ-x2 I------- 2-----2 64^ 4
25) Calcular J J ,— - J \ 6 - x  - y  dydx Rpta. -------+ —

’ -2 2~yA~x y 3 9
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30)

24) Calcular Í ' N  x í + y í dydx Rpta.
2 2 . .  — V2 + ln(V2 + l)

'o 'o

r. T _____________
2 2 ,7  , , n25) Calcular x ^ .+ jO ' dydx Rpta. ^

f f  dxdy
26) Calcular la integral doble J(a,R)  = JJ— j----- j----- J ~ 7  s°bre el disco circular

F  = {(x,_y)/x2 + _y2 < R 21 . Determinar los valores de “a” para los cuales J(a,R) tiene límite 

cuando R —> + oo.

ffc N b ' - x 2 r— -------- 7  2 ¿>3
27) Evaluar la integral -y 6 - y  rfydx Rpta. ——

n

» , 2 2 2 , 1/22yx(sen x - x  +cos x) .

---------------2-----2------------- dA siendo F la región acotada por las
F y  + x

curvas x ¿ 0 ,  y > 0  y x 2 + y 2 - 1 ^ 0  Rpta. _8 _

15

fvT fVl— I 2 2* ^
29) Usando coordenadas polares calcular J J -\¡x +y dydx Rpta. —

o x 6

j- p j l  2p  rVa -x 2 2x1/2 * ,
J0 J0 (fl ) dy fo Rpta.

2a 3

31) Calcular J"j"ln(xy + x 2 +_y2 +xycosn)dxdy  , siendo F la región en el primer cuadrante entre
F

2 2 2 2 2 2 las circunferencias x +y  = a , x +y =b con 0 < a < b.

Rpta. y[¿>2(ln¿> - - i )  -  a 2(lna -  -j)

32) Expresar como una sola integral y evaluar (a > I

r)]2 :

*0)
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'^lax-x1 j 2 - - - 3fl4^f2íj |V2ar-x'
33) Calcular la integral (x ' + y ¿)dydx  Rpta.

Ca fJa1-y2 , ,  a47I
34) Calcular (x +y )dxdy  Rpta. ——

35) Calcular \  \  ¡ (x2 + y 2)~'12 dydx  Rpta.
O x

y-*

36) Calcular J J e y+xdxdy,  donde D es el triángulo limitado por la recta x + y = 2 y los ejes
D

coordenados. Rpta. e - e  1

37) Calcular í í 4 '* '  + .y2 )cos(x2 +2xy -  y 2 )dA , donde D es la región en el primer cuadrante,
D

2 2 2 2 limitado por las curvas x - y  = 1, x  - y  = 2 , xy = 1, xy = 2 .

Rpta. eos 5 - eos 6 + eos 4 - eos 3

38) Calcular J J e^x+2ydxdy , donde D es la región limitada por las rectas x + 2y = 4,
D

x - 2y = 0 y el eje X. Rpta. e2 + 3

fifi-y 2 2 1 1
39) Calcular la integral I I (x -  y ) 2 dx dy Rpta. —

o y 9

J 2_ 2
40) Sea f { x , y )  = (x + y)  ex y ; D es una región en XY limitada por x = 0, y = x,

f f  1 &  ̂x + y = l ,  x + y = 2 . Calcular JJ f (x ,y )d ydx  Rpta. + ------

f a  C 4 a -x  X + y
41) Graficar la región de integración y calcular la integral J J ----------------- j d y  dx

0  3jr ( 3 x - . y  +  8 a )

5
Rpta. (2 1 n 2 -— )a

4



672 Eduardo Espinoza Ramos

* - l y

42) Calcular e x+2y dxdy  Rpta. 2 ( e - e  l )

43) Calcular -  y ) 2 sen2 (x + y)dxdv , donde R es el paralelogramo con vértice (rt,0),
R

^4
(2jt,n), (n,2n), (0,n) Rpta. —

y~2x O á i
e - e

44) Calcular JJev+2t<£t<fy donde 0 < y Rpta.

D [2x + y < 2

45) Evaluar la integral + y) ex ydxdy sobre el paralelogramo determinado por los
D

vectores ( 1,1) y (1,-2 ) eligiendo un cambio lineal de variable apropiado.

„  3(e3 -1 )
Rpta. -----------

46) Sea D el paralelogramo con vértice (0,0), (1,1), (1,-1) y (2,0). Hallar

J J [(*+y)2 +(.*-y)2 \* dy  R Pta - ~
D

n  y  dxdy
, -------- , donde D es el interior del cuadrilátero curvilíneo limitado por

las parábolas v2 = 4 (x + 1), y 2 = 2(x + —), y2 = 6(— x),  y 2 = 4 ( l - x ) .
2 ' 2

Rpta. 8 ( V6 - 1 - V 2 )

48) Calcular el valor de j"Je~a(A2+>’2) eos(x2 + y 2)dxdy extendida a todo el espacio.
D

n a
Rpta. —j----

a +1



Integrales Dobles 673

49) Calcular —— dxdy,  donde D = Ux,y ) l  x > 0, y  > 0, x 2 + y 2 <, l |
d x +y

8 2 
R p ta .  ln2

3 3

50) Calcular [ [(x + y)dxdy,  donde D = { ( x , y ) / a x 2 < y  <, bx2, — y  <, — } como
X XD  A  A

r\ ^  ^  A n _ i  ̂ íU*n 4/3w * ^ ,.5/3 5/3,. 1/3 ,1/3,0 < a < b ,  0 < c < d .  Rpta. —(o —c )(—J75- —— — (« - c  )(a - b  )
4 b a 5

51) Calcular j j ( x 2 + y 2)dxdy, donde D  = \ ( x , y ) l x  0, y 2 + 2x < lj
D

6
Rpta. —

35

52) Calcular JJ -----2 y  2 , donde D ={(x,> ')/jc2 + y 2 - 2 y á 0,

53) Calcular j j ( x 2 - y 2)dxdy, donde D = { ( x , y ) / x 2 + y 2 -2_yá0,  y ¿ x j
D

54) Calcular J*J\ x  + y)* (x -  y ) 2 dxdy, donde D es el cuadrado limitado por las rectas
D

20
x + y = l , x - y = l ,  x + y = 3, x - y  = -l Rpta. —

n dtx dy I T
— ----- ----- , si D esta limitado por la semicircunferencia y  = y  l - x  y el eje X.

u x + y  +1
K

Rpta. — ln2
2

f f s e n - J x ' + y '  -
56) Calcular JJ— , -dxdy , donde D está limitado por las líneas x  + y  = — -,

yjx2 ■ " 2

r 2 . 2íyor

d v *  + y

x 2 + y 2 = n 2. Rpta.
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57) Calcular JJ dxdy , donde D esta limitado por las líneas xy = 1, xy = 2 , y = x, y = 3x. 
D

ln3
Rpta.

2

58) Calcular j j x 2y 2 dxdy , donde D es la región acotada entre las dos hipérbolas
D

2
xy = 1, xy = 2 y las lineas rectas y = x, y = 4x. Rpta. — ln2

3

59) Calcular j j e x~y dxdv,  donde D es el interior del triángulo encerrado por los ejes
D

coordenados y la recta de ecuación x + y = 1.

fo \x sec x
60) Evaluar la integral I I . ..  dy d x , a>0 .

Jo Jo J ( a - x K x - y )

61) Calcular el valor de la integral j j x yd x d y ,  donde D es la región acotada por las curvas
D

y - 2x = 0 , y - 2x + 2 = 0 , x - y  = 0 , y = x + 1.

. ■ =  dy dx
" 0 ^ l  + x 2 + y 2

63) Calcular la integral j j ( 4 x  + y ) e16x ~y dxdy, donde D es la región limitada por el
D

1 1 e16 -1 7
cuadrilátero de vértice (0,0) , (— ,2), (1,0) , ( - , - 2 ) .  Rpta. ----------2 2 4

64) Evaluar í í "  - 4 y ) 2 sen(x2 - I 6 y 2)dxdy , donde D es el rombo de vértices (0,0), (4,-1),
D

(8,0), (4,1).

65) Evaluar j j j 3 6 - ( x - y ) 2 - ^ - d x d y ,  donde R es la región limitada por las curvas

Ci: 4 ( x - y ) 2 + y 2 - 2 4 x  + 24y = 0 , C2: 4 ( x - y ) 2 + y 2 > 36
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f a  CJa^—x 2 X V  €  x  ^ 1 2 p °  4 -1
66) Calcular j  J <----- j  - 1- 5- - ~—dydx Rpta. — (ea H------ 5— )

o i/ax-x x  +y  4 a

67) Calcular \ \ - J x 2 - y 2 dxdy,  sobre la región D encerrada por las rectas x =  1, y = x,
D

n
y = -x (sug. x = u, y = u sen v) Rpta. —

6

68) Calcular J*j* / ’(jc, y)dxdy , donde D es la región limitada por las curvas
D

Cx\ y  = \ - J l x - x 2, C2 : y  =1 + 2a/2x - x 2 y la función f(x,y) dado por

■J(x-V)2 + ( y - l ) 2 , y<,  1 l 2
----------------------------  Rpta. ----- - - =

V 4 -4 (x -1 )2 - 0 > - 1 ) 2 , y > l  9

69) Evaluar J"J"sen y^ dA , donde D es la región limitada por y  = y = 2 , x  = 0 .
D

l - c o s 8 •
Rpta.

70) Calcular jj-Jxy dxdy , donde D esta limitada por la elipse ( ^ -  + ̂ - ) 2 = situado en el

IT
primer cuadrante. Rpta.

8^6

• Ca r»fl2_jr2 2 2
71) Calcular la integral doble pasando a coordenadas polares J (J e x +y dy)dx .

Rpta. -^ (e “2 -1)

2 2

72) Calcular J J  x (x 3 + y 3 )í£c dy donde D es la región
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73) Calcular la integral doble Jj*- ¡̂x2 + y 2 —9 dxdy , donde la región D es un anillo entre dos
D

2 2 2 2 128 circunferencias x  + y  = 9  y x + y  = 25.  Rpta. ~^~n

74) Calcular la integral doble + y 2 )dxdy , donde la región D esta limitada por las curvas
D

x 2 + y 2 =a x,  x 1 + y 2 = 2ax,  y = 0 (y > 0 ) .  Rpta. — toj4
64

J 'a dx
( 11------  .............. )dy . Rpta. a

o J V ^ 7  J a 2 - x 2 - y 2

er dxdy
76) Calcular la integral doble • ......  (c > 1) donde la región D esta limitada por la

Y-2 V2
a 2 b 2

x 2 y 2 '
elipse — + —  = 1 (pase a coordenadas polares generalizadas x = ar eos 0 , y = br sen 0 ).

a b

Rpta. 2n ab(c -^ jc2 -1 )

n dx dv
-   .....  - , donde la región D es una parte del circulo de

d ~ * 2 ~ y 2

radio a con el centro en el punto 0 (0 ,0 ) la cual esta situada en el primer cuadrante.
naRpta. —

n

xd x  dy
-------- —, donde la región D esta limitada por las curvas

D x +y

x 2 = a y , x 2 + y 2 = 2 a 2, y  = 0 ( x>0,  a >0).  Rpta. ^- (2- ln2)

79) Calcular la integral doble 1J  x ^ x 2 + y 2 d x d y , donde la región D esta limitada por el pétalo
D

de la LEMNISCATA (x2 + y 2)2 = a 2(x2 - y 2) (x > 0 ). Rpta.
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80) Hallar los limites de integración de f  (x, y)dx dy , donde D esta limitada superiormente
D

por y  = 2 + V i- * 2 e inferiormente por y = 2 |x|.

81) Sea D la región limitada por las rectas x —2y = 0, x —2y = -4, x + y = 4, x + y = l ,  calcular 

la integral doble J"j*3xy dx d y .

J ‘U fa+̂ ]a2-y2 fa
( -----i----- i----- T~)dv

0 h  (4a 2 + x 1 + y 1)

83) Calcular f f ----------------------^  ■■■ ■— , donde D es el triángulo de Vértices (0,0), (2,0), (1,^3) .
J J (1 + x 2 + y 2) 2

84) Calcular el valor de la integral j j x d x d y , donde D es la región acotada por las lineas
F

y - 2x = 0 , y — 2x + 2 = 0 , x - y  = 0 , y = x + 1.

85) Hallar el área de la región limitada por las curvas xy = 4, x y = 8 , xy3 = 15, xy3 =5.

Rpta. 21n3.w2

86) Hallar el área limitada por la elipse. ( x - 2 y  + 3)2 +(2>x + 4 y - 1) 2 = 100

Rpta. 10n u2

87) Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por los arcos de las parábolas x 2 =ay,

9 ? ? ( b - a ) ( B  - a )  2
x  = by, y  = a  x , y  = ¡i x  (0 < a < b, 0 < a  < P) Rpta. —-----------------u

x j/i y  j/i x  y
88) Hallar el área de la región limitada por las líneas (—) ' + ( —) =1,  (—) + ( —) = 4 ,

a b a b
189 1 12a¿

xb = ay , 8bx = ay , a > 0, b > 0. Rpta. -----arctg—+ -------
16 3 25
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89) Hallar el área de la región limitada por la parte exterior del círculo ( x - 4 ) 2 + y 2 = 16 e

• • 2 2 interior a la circunferencia (x — 6) +y  =36.

2 2 3 4 4 290) Hallar el área de la región limitada por la línea (x +y  ) = x  + y  . Rpta. — u
4

2 2 2 , 2  
x  y  2 a  b  2

91) Hallar el área de la región limitada por la línea ( - y  + ~ y ) = ~ y  • R pta.-----— «
a b e  2 c

2 2  2 . 2 x y  2 x +y  292) Hallar el área de la región limitada por la línea (— + — ) = -------------  Rpta. -------- u
4 9 25 25

2 2 2 2 
X 2 * y 293) Hallar el área de la región limitada por la línea (----- 1-----------)  -Rpta. 6u
4 9 4 9

94) Hallar el área de la región limitada por la curva 4j— + 4j— = l, x = O, y = 0,

ab
a > 0 , b > 0 . Rpta. — u

70

2 2 2 295) Hallar el área de la región limitada por las líneas x + y  = 2x, x  + y  = 4 x ,  y = x,

3n 3 2
y = 0. Rpta. (— + — )u

4 2

96) Calcular JJ xdxdy sobre la región encerrada por las parábolas
D

y - l = ( x - l ) ,  ( y - l ) 2 = x - l  Rpta. - i
3

97) Encontrar el área de la región en el cuadrante positivos del plano XY limitada por las curvas

x 2 +2y 2 = 1 , x 2 + 2 y 2 =4 ,  y = 2x, y = 5x.

2 2 y  =  x , x =  y  ,

98) Hallar el área de la región acotada por la curva y 2 = x A (x + 4 ) .
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2 2 2 3^
99) Hallar el área de la región limitada por la curva (—=- + —z-)2 = — . Rpta. —a~ ~

a b c 2c2

100) Hallar el área de la región limitada por el buche de la curva (x  + y ) 4 = a x2 y que se

encuentra en el primer cuadrante (a > 0). Rpta.

101) Hállese el área de la figura limitada por las curvas x 2 + y 2 = 2ax , x 2 + y 2 =abx,  y = x,

. 2 2
y = 0 ( 0 < a < b ) .  Rpta. ----- ------(n + 2)

102) Hállense el área limitada por las curvas y 2 = 4ax+ 4a2 y x + y = 2a (a > 0).

Rpta. o 2

Sci3103) Hállense el área de la figura limitada por las curvas y  = —-------—, x = 2y, x = 0 (a > 0).
x 2 +4 a 2

Rpta. a 2( n - 1)

104) Hállense el área de la figura limitada por las curvas y 2 = p x , y = ax, y = bx

(0 < p < q, 0  < a < b). R p,,. z £ >
6a b

105) Encontrar el volumen del sólido del primer octante bajo el paraboloide z= x 2 + y 2 y dentro

2 2  8 1 3del cilindro, x + y  =9  Rpta. — n u
8

2 2 2106) Hallar el volumen del sólido S limitado por el cono z  = x  + y  y el paraboloide

3z = x + y  Rpta. -----u
2
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2 2
107) Encontrar el volumen de la región situada sobre el disco x  + ( y -1)  < 1 y acotada por arriba

2 2  3?r 3 1
de la función z = x + y  Rpta. — u ,

2

• • • 2 2 2 2 2 2108) Hallar el volumen limitado por las superficies 2az = x + y  , x  +y  - z  - a  , z  = 0
3n a ,

Rpta. ------ u

_ ( x 2+  2 \

109) Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XY, la superficie z —ae y el

cilindro, x 2 + y 2 = R~ Rpta. m ( \ - e  R ) « 3

2 2110) Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide 2az = x + y  y la esfera 

x 2 + y 2 + z2 = 3a~ (se sobre entiende el volumen situado dentro del paraboloide).

3■na
Rpta. ----- ( 6V3- 5 )u3

3

111) Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies z = x + y, x y = l ,  x y =2 ,

■Jl 3
y = x, y = 2x, z = 0 (x>0,  y > 0 )  Rpta. ---- ( 2 v 2 - l ) w

3

112) Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el cono z = a -  V*2 +y2 > 

inferiormente por el plano XY y lateralmente por el cilindro, x 2 + y 2 =ax

3a
Rpta. — (97T-16)«

36
3

113) Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por la superficie esférica
2 2 2 • • 2 2 x  + y  +z  = 4 , inferiormente por el plano XY y lateralmente por el cilindro x +y  =1
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3
2 2 2 ^114) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindros x  +y  = R , z - —  y el plano

a
4 R 5 3

z = 0, x > 0 .  R p ta .----- u
15 a

2 2 
X Z

115) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el cilindro elíptico — + —  = 1 y los planos
a c

b abe ,
y  = —x ,  y = 0, z = 0, (x > 0 ) Rpta.----- u
' a 3

2 2116) Hallar el volumen del sólido comprendido dentro de la superficie z = xy, x  + y  =1,

7T 2
( j t - l )2 + (_ y -l)2 = 1, z = 0. Rpta. (--------) h3

4 3

2 2 . x  y  x
117) Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies — + —  = 1, y = 0 , z = —,

a b 2
2Ua b 3

z = x. Rpta.------u
3

118) Hallar el volumen del sólido limitado inferiormente por el plano XY, superiormente por el
2 2 2 2 2 2 2 2  • •  elipsoide de revolución b x +b y  +a z = a b y lateralmente por el cilindro

2
•y 7 2a b i

x  + y  =av  Rpta. -------( 3 n - 4 ) u
9

• 2 2119) Encontrar el volumen encerrado por las superficies definidas por las ecuaciones x  + y  = cz,

, 4
2 2 A  ^

x + y  = ax, z = 0. Rpta.--------u
32 c

2 2 2
120) Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el cono 2(x +y  ) - z  = 0  y el

0 1 0  1 ^  i— 3
hiperboloide* + y  - z  = - a  Rpta. —-— ( V2 - 1  )u
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121) Hallar el volumen del sólido D, en el primer octante limitada por:

x 2 + z =  64 *. ■

3 x  + 4y = 24 

D: x = 0

y = 0 
z = 0

2 2 2 2122) Encontrar el volumen acotado por las superficies z = x +y  y z = —(x + y  +1).
2

*  3Rpta. — w
4

• 2 2 2  2123) Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies, x + _y = 2x ,  2 - x  - y  - z  = 0

3;r i
y z = 0. Rpta.— u

4

124) Calcular el volumen del sólido limitado por x 2 + y 2 +z2 = 9c2 y x 2+ / =  4c2, interior al 

cilindro.

2 2 2 2125) Calcular el volumen V del cuerpo acotado por la superficies esférica x + y  + z  = 4 a  y el

2 2
cilindro x +_y -2 a y  = 0 Rpta. V - ------- (3tt —4)

9

2 2126) Hallar el volumen de la región sólida S limitada superiormente por z = l - x  - y  e 

inferiormente por el plano z = 1 - y.

2
127) Hallar el volumen del sólido comprendido por debajo de z=  8 - y  , por encima de z = 0 y

2 2 dentro de las superficies y  = 2x y y  = 8 - 2x

2 2 . 2  
a  - x  - 4 y

128) Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide z = ------------------  y el
a

3
a  ti 3

plano z = 0. Rpta. ------u
4
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2 2 . z y129) Encontrar el volumen del sólido que se obtiene cortando la superficie-----v —  = 2x  por un
c b

2 I--- 3plano paralelo al plano YZ, x = a. Rpta. a V  acn u

2 2 2130) Hallar el volumen del sólido limitado por el plano XY, el cono z  = x  + y  y el -cilindro*

32
x 2 + y 2 =2ax  Rpta. — a 3 u3

9

2 2 2 2 2131) Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado por el cono a y  = h (x +z  )

a 2h n  3
y entre y = 0, y = h  Rpta. --------u

12

132) Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado por lo cilindros parabólicos

, 2 4 8 6 >/3 3z = 9 - x  , x = 3 - y  , y = 0, x = 0.Rpta. ---------u
35

133) Encontrar el volumen del sólido comprendido dentro del paraboloide de

a 2z= H ( a 2 - x 2 - y 2) y el plano XY. Rpta. ------m3

134) Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado por los planos coordenados y

2 2 2 2 2 2 f&cibc 3
los cilindros a y  = b(a - x  ), a z=c(a  - x  ) Rpta. — — u

2 2 2135) Hallar el volumen del sólido en el interior del cilindro x  + y  -  a , entre z = 0, y

2 ,y ' ) ' )  71 ci h
a z = h ( x ~ + y  ) Rpta. --------u

2  2 2 2  •136) Hallar el volumen del sólido comprendido dentro de la esfera x + y  +z  = 4 a y cilindro
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137) Hallar el volumen del sólido comprendido en el interior del prisma acotado por los planos
a ¡ ~2 J

y = x, y = 0 , x  = —=  y entre el plano z = 0 y el cono z  = h-Jx + y  
V2

Rpta. ^ [ i + ^ l n ( l  + V2)]

138) Calcular la masa y el centro de masa de la lámina indicada para la densidad que se 

proporciona.

2 2a) Lámina: Triangular con vértice (0,0), (0,a), (a,0) densidad p(x , y )  = x  + y  .

<j4 2a 2a
Rpta. — ,(— ,— )

6 5 5

. 2 2b) Lámina: Región limitada por y  = x  , y  = x,  densidad proporcional al cuadrado de la

6 275 275
distancia al origen. Rpta. — K,(------------- ,-- )

35 432 432

139) Calcular la masa de una placa cuadrada de lado “a”, cuya densidad en cualquier punto es 

proporcional al cuadrado de la distancia entre este punto y uno de los vértices del cuadrado.

2 4 .Rpta. —a k , k= coeficiente de proporcionalidad.

140) Calcular la masa de una placa circular de radio r, si su densidad es inversamente 

proporcional a la distancia entre un punto y el centro y es igual a 8 en el borde de la placa.

Rpta. 2n r 2S

141) Encontrar el centro de masa de una lámina que tiene la forma de una región limitada por la
2 2 2 2 curva: x + y  =64 ,  de densidad p (x ,y )  = x + y  en cada punto (x,y).

142) Encontrar la masa de una región plana acotada por un arco de la curva y = sen x , y el eje X, 

si al densidad es proporcional a la distancia desde el eje X.
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143) Encontrar la masa y el centro de masa de la región de la forma de un cuadrado de vértices

( 1.1), ( 1,-1), (-1,1), (-1,-1) y de densidad p (x ,y) = |x| + [

Rpta. 4, centro en (0,0)

144) Encontrar la masa y el centro de masa de la región comprendida por las líneas x > 0,

2 2  * 12 12
y > 0 ,  x +y  <1.  Rpta. — , (---- ,-----)

4 I n  I n

145) Determinar la masa y el centro de masa de la lámina si la densidad de área es como se indica. 

La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros.

a) Una lámina en forma de la región limitada por la parábola x  = 8y ,  la recta 

y = 2, y el eje Y, la densidad de área varia con la distancia desde la recta y = -1

176 35 102
Rpta. -----k kg , (— , ----- )

15 22 77

b) Una lámina en forma de la región en el primer cuadrante, limitada por la
• • 2 2 2 • circunferencia x  + y  = a y los ejes coordenados, la densidad de área varía con la

suma de las distancias, desde las aristas rectas.

2 k 3 a 3 a
Rpta. — kg , (— (2 + n),  — (2 + 7r))

3 32 32

146) Determinar la masa de la lamina que tiene forma de la región limitada por las rectas

x = 0, y = 0, x + y = 7t sabiendo que su densidad en cada punto P(x,y) es

e n - e ”
p(x,  y) = e y sen(x + y ) . Rpta.

147) La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular de radio R es proporcional de su 

distancia al origen. Encontrar el centro de masa de la lamina.
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148) Hallar la masa de la lamina correspondiente a la región del primer cuadrante del circulo 

x 2 + y 2 -  R 2 , siendo la densidad en cualquier punto interior proporcional a la distancia

entre el punto y el centro. Rpta. M  =
k R \

149) Calcular el momento de inercia respecto al eje X, de una lamina delgada limitada en el plano 

XY, por las curvas y  = -Jlx , y = 0, x = 2. La densidad en un punto cualquiera de la lamina es

24
p(x,y) = |x -y |.  Rpta. I x = —

150) Una lamina delgada tiene la forma del triángulo de Vértice A(0,0), y C(2rc,0). Halle la

masa de la lamina sabiendo que su densidad en cada punto es

2
p (x ,y )  =  (x + y ) 2 sen(x2 - y 2) . Rpta.- M  = n 2 -  sen

4

151) Calcular el centro de masa de la lamina delgada representada por la región R que se encuentra 

por encima del eje X y entre las gráficas de las ecuaciones y = x, y = - x, x 2 + y 2 = 4 y ,  

x 2 + y 2 = 6y;  y > 0 siendo la densidad en cada punto P(x,y) de la lamina

p(x ,y )  = -Jx2 + y 2 . Rpta. (x ,y)  = (0,
1677
380

152) Una lamina delgada tiene la forma de la región R y con densidad p(x ,y)  = ( x 2 + y 2) 2 . 

Hallar la masa de la lamina, si R es la región que es interior a la circunferencia 

x 2 + 0 > - 2 ) 2 = 4  y exterior a la circunferencia x 2 + y 2 = 4 .

Rpta. A / = - y - 4 V 3
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jS.19. Cálculo del Área de ana;

<5/'/ \ <\/'/ -V

Si la función z = f(x,y) y sus derivadas parciales -------—  y —— —  son continuas en
dx dy

una región cerrada D del plano XY, entonces el área de la superficie S: z = f(x,y) sobre D 

viene dado por:

área de la superficie S = A(S) = ffí/S = f f 1 + ( ^ x ’y ^) 2 + ^ . f ( x , y ) ^2 donde D es
i  i  JJ V dx dy

la proyección de la superficie dada sobre el plano XY.

Si la superficie está definida por la ecuación x = f(y,z) entonces:

donde D es la proyección de la superficie sobre el plano YZ.

Si la ecuación de la superficie está definida por y = f(x,z), entonces:

D

donde D es la proyección de la superficie sobre el plano XZ
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Ejemplo.- Hallar el área de la parte del cono z = -Jx2 + y 2 comprendida dentro del cilindro
2 , 2 ox +y  =2x

Solución

como z = - J x 2 + y 2

dz _ x

&  J x 2 + y 2 

dz y

% i x 2 + y 2

y* la región D es el círculo limitado por la ecuación

x 2 + y 2 =2x =>(x-l )2 + y 2 =1

pasando a coordenadas polares x = r eos 0 , y = r sen 0

ex ay

-J J 1+-
2 2 

* y
2 2 ' 2 j d x d y

D K * +y  x +y

ff ,— Cu/2 f2cosf l V2 fff/2 , _fir/2
= V2 J J dxdy = V2 J ( J r r f r ) ¿0  = ---- I 4cos2 6 dQ = V2 I (l + cos20)¿0

- k /2 0 2 a72 - ff/2

= V2 [0 + ^ ^ - ] / *  2 = V 2 [ ( -  + 0) - ( - -  + 0)] = V2 /ru2 
2 /  - i /2 2 2

2 2Ejemplo.- Calcular el área de la parte superior del paraboloide x  = l - y  - z  cortada por el

cilindro y 2 +z2 =1
Solución

La región de integración es la circunferencia y  +z =1 situada en el plano YZ.

. ? 2 3xahora de la ecuación del paraboloide se tiene: x  = l - y  - z  => —  = -2 y  , —  = -2 z
dy dz
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A(s) = JJ J l  + (f;)2+(f- / d x d y  = JJ-Jl + 4 y 2 +4z2 dydz
n V '  n

pasando a coordenadas polares se tiene:

A(S)  = JJ>/l + 4 r 2 r<írí/0=J (J Vl + 4 r 2 r d r ) d 6 = — J  ( 5 4 S - Í ) d 6  — ?r* * *0 0 1 * n *12 0

2 2 2Ejemplo.- Calcular el área de la porción de la superficie de la esfera x  + y  + z  = 2ay que es
2 2 2cortada por un manto del cono y  = x  + z

Solución

2 2 2 2 2 2 2 Como la esfera es x + y  +z  = 2ay entonces x  + ( y - a )  +z = a cuyo centro es (0,a,0).

V2 2 2a - x  - z  , La proyección de la

superficie en el primer octante, es la región.

D = \ ( x , z ) I Q < x < a  a  0 < z < y ja 2 - x 2

cuya gráfica es:

y- ■■ a + V« 2 2 2 
X  ~ Z

8y x

dx \ ¡ a 2 - x 2- z 2

dy z

dx dz a - x  - z

A(S) = 2na,2n 2
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Ejemplo.- 2 2 2Hallar el área de la superficie S que es parte de la esfera x  + y  + z  =1 dentro del

2 2 2 _ A cono x + y  = z  , p a r a z > 0 .

Solución

S: x 2 + y 2 + z2 = 1 la esfera ahora veremos la variación 

de z y esto corresponde a la intersección de:

¡x2 + y 2 + z 2 =1 1
2 2 2 => Z = — > 0  \x + y  — z

para este valor de z la superficie se encuentra sobre el disco x  + y  < — en el plano XY.

2 2 2 1 por lo tanto S: F (x ,y , z )  = x  + y  +z  -1 ,  para —=• < z<  1
V2

dz _ Fx _  2x  _ x  dz _ Fy _ 2y _ y
8x Fz 2z z ' dy Fz 2z z

dxdy
2 2 - x  - y

pasando a coordenadas polares se tiene:

f f dxdy
A(S)  = JJ

n rdrdQ f2n rdr  [2x i y  / v^
- = _ = |  (I — = ) ¿ 0 = J  - V i - r 2 d6

0 i / T 7  0 0 V T v  0 / oD V1 - I * 2 +}''1)

¡2* V2 2 - V 2 r-
= - J  (---- - 1  ) d e = --------- 2n = (2 - j 2 )n v

0 2
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5.20 Ejercicios Propuestos.]

I. Áreas de Superficies.

1) Calcular el área de la parte del plano 6x + 3y + 2z = 12 que está situada en el primer

octante. Rpta. 26u 2

' - . 2 2 22) Hallar el área de la superficie esférica x  + y  + z = 8 y  que está dentro del

2 2 2paraboloide y  = x  + z . Rpta. 40 n

3) Hallar el área de la función del cilindro x 2 + y 2 = 4  comprendida entre el plano

z = 5x el plano XY. Rpta. 80«2

2 2 2 24) Hallar el área de la superficie y  = x  +z  cortada por el cilindro x +z  =1 y situada

s S - i  2en el primer octante. Rpta.-----------n u
24

2 25) Hallar el área de la superficie del paraboloide y  +z  = 8 y, interceptada por el cilindro

parabólico y 2 = 2x y el plano x = 6 . Rpta. n u 2

6 ) Hallar el área de la superficie que se forma cuando los planos x = 0, x = 1, y = 0,

y = l  cortan al plano 2x + y + z = 4. Rpta. y¡6 u2

7) Hallar el área de la parte de la superficie z = 2xy cortada por los planos x = 1,

y = 4, z = 0. Rpta.,  4 0

2 2 2 28) Hallar el área de la parte de la esfera x  + y  +z  = a , comprendida dentro del
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2 2 29) Hallar el área de la parte de la esfera x  + y  + z  = 4  cortada por el cilindro

x 2 ,  \6n  ,
-----1-y  =1. Rpta. ------u
4 3

10) Hallar el área de la porción de la superficie que se forma al cortar la esfera
2 2 2 2 2 2x + y  +z  =4x  por una hoja del cono y  +z = x  . Rpta. 8n

2 211) Hallar el área de la parte del plano z = x encerrado dentro del cilindro x  + y  = 4  por

encima del plano z = 0. Rpta. 2-Jl n u2

' # > _ 2
12) Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro z = x  cortada por los planos

c /y
x  + y  = J 2,  x =0, y = 0. Rpta. [ - + — ln(3 + 2V2) ] « 26 2

2 2 213) Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro x + y  = a ( z > 0 )  comprendida
2

entre los planos z = 5x y z = 2x. Rpta. 12a

2 214) Calcula»-el área de la superficie del cono situada dentro del cilindro x + y  =1.

Rpta. n u2

2 215) Calcular el área de la superficie del cilindro x + z  = 4  situada dentro del cilindro

x 2 + y 2 = 4.  Rpta. 32 u2

2 216) Calcular el área de la parte de la superficie del cilindro x + y  = 2 ax comprendida

2 2 2 2 entre el plano XY y el cono x + y  = z . Rpta. 8a

x y  z
17) Hallar el área de la parte del plano — h-----t- —=1 comprendida entre los planos

a b e

1 I 2 2 * 2 2 2 2
coordenados. Rpt a . —Va b +b c +a c

2
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2 218) Hallar el área de la parte de la superficie del cono x = y , situado dentro del cilindro

x 2 + y 2 = 2ax .  Rpta. 3a 2n u 2

19) Calcular el área de la parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 cortada por el cilindro

2 2 , x y  2 o
— + — = 1- Rpta. 8a arcsen(—)
a h  a

20) Hallar el área de la parte del cono z = y]x2 + y 2 cortada por el cilindro

( x2 + y 2) = a 2( x2 - y 2).  Rpta. J l a 2u2

2 2 221) Hallar el área de la parte de la esfera x + y  + z  = 4 z  y que está dentro del

2 2 2 paraboloide 3z = x + y  . Rpta. 4n u

2 222) Hallar el área de la parte de la superficie z = 4x  recortada por el cilindro y  = 4x

16 r- 2
y e l p l a n o x = l .  Rpta.— (V8-1)«

2 2 223) Hallar el área de la parte del cono z = x + y  situada por encima del plano XY y

recortada por el plano z = V2 (y  +1) . Rpta. 8?r u2

2 2 224) Calcular el área de la parte de la superficie del cono x - y  = z , situada en el primer

>¡2 2 2
octante y limitada por el plano y + z = a. R pta.-— a~u

2

2 2 '25) Calcular el área de la parte de superficie del paraboloide y + z  = 2 ax, comprendida

2
2 TC C l i— 2

dentro del cilindro y = ax y el plano x = a. Rpta.-------(3V3- l )w‘
2

26) Demostrar que las áreas de las partes de las superficies de los paraboloides
2 2 2 2 2 2 2 x + y  = 2 az y x - y  -  2az cortadas por el cilindro x + y  = R  son iguales.
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• • 2 2 2 227) Hallar el área de la superficie de aquella porción de la esfera x + y  +z =a  que se

encuentra dentro del cilindro x 2 + y 2 =ax.  Rpta. 2a1 (n -  2)u2

2 2 228) Hallar el área de la parte de la superficie del cono x  = y  +z  situado dentro del

2 2 2 2 cilindro x  +y  =2a x . Rpta. 3ñ a u

29) Hallar el área de la parte del cono z 2 = x~ + y 2 dentro del cilindro x 2 + y 2 = 2a x .

Rpta. 3n a 2 -J2u2

30) Hallar el área total de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 a 2 dentro del cilindro x 2 + y 2 = 2a y .

Rpta. a 2(n - 2 )

'* • 2 2 • • 2 2 231) Hallar el área cortada de la superficie a z - y  - x  por el cilindro x +y  =a .

2i— ti a 2
Rpta. (5V 5 — 1)------ u

6
• • 2 2 2 • •32) Hallar el área total de la parte del cilindro x +z = a dentro del cilindro

2 2 x + y  = ax.

. 2 2 2 233) Hallar el área de la porción de la esfera x + y  +z  =2a que está cortada por la

• 2  2 2  2 2rama superior del cono z = x  + y  . Rpta. 2a (2 -V 2 ) n u

2 2 234) Hallar el área de la porción de la superficie x + y  = z  situada por encima del plano

2 2 2  n a  t¡2 2
XY y limitada por la esfera x +y +z  =2ax.Rpta. -----------u

4
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«A- JÍ-- Y

6» IN TEG R A LES TRIPLES.

Conociendo las integrales dobles Jj' f ( x , y ) d x d y , estudiaremos las integrales triples
D

jjjf ( x , y , z )d xd y d z , cuya diferencia está, en lugar de tratar con funciones de dos variables
s

continuas en una región del plano D, trataremos con funciones de tres variables continuas en 
una porción S del espacio.

Consideremos una función f  acotada en una región S e / ? 3, es decir / :  5 c / ?3 ------ >/?,

trazamos planos paralelos a los planos coordenados, obteniéndose paralelepípedos 
P¡, P2, . . . . ,Pn que están contenidos en S.
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|6.1 Definición.]

Consideremos una partición de la región S al conjunto P = [p{ , p 2 ....... p n }, donde la norma

de esta partición es IP | que es la diagonal mayor de los paralelepípedos que forman la 

partición.

Sea V(P.) = Axi .Ayi .Az¡ el volumen del i-ésimo paralelepípedo P¡ , i = l,2,...,n y 

(x¡, y ¡ , zi ) un punto arbitrario escogido en P¿.

La suma de Riemann asociado a la partición P de la función f  es:

n n
' Z j f ( x i ,y i ,zi )V(Pi ) = Y j f ( x i ,y i ,zi )Axi .Ayi .Azi
í=i ¡=i

El límite de la suma de Riemann L .  f  (xj , y z i ) V ( P i ) es un número real L, sí V e > 0, 3
" i=i

n
5 > 0, tal que: | ^ , f { x i ,y¡,z¡)V(P¡) -  L \< e , para toda partición P con I Pl < 8 ,

í=i
( W , ■>*,•) e pi

6.3 Definicidñl

3 3 . .La función / :  S  cr R ------ > R,  es integrable en la región S <z R , si existe un número L,

donde el número L es la integral triple de f  en S, al cual denotaremos por:

siempre que exista el límite.
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6.4 Propiedades de la Integral Triple-j

1) JJJk f ( x ,  y,  z)dV = * JJJ/(x, y, z)dV
s s

, z) ± g(x, y, z)]rfF = JJJ f ( x ,  y, z )d V±  JJJg(x, y, z)dV
s s s

3) JJJ f ( x ,  y, z)dV = JJJ f ( x ,  y, z)dV + JJJ f ( x ,  y, z)dV
s  s, s2

siendo S la unión de dos subconjuntos disjuntos 5, y S 2-

3 3Observación.- La función f :  S  a  R - - - > R es integrable en la región S <zR , si f  es

• • 3continua en una región cerrada S cz R .

f&s"' "' Cálculo de Integrales Triples Mediante Integrales'

En el cálculo de la integral triple por medio de integrales iteradas se presentan seis órdenes: 

dx dy dz , dy dx dz , dz dx dy

dx dz dy , dy dz dx , dz dy dx

Describiremos una región que se considera simple con respecto al orden dz dy dx, los otros 

cinco órdenes se describen en forma similar.

Para calcular la integral triple en el orden dz dy dx, consideremos una región cerrada en el

plano XY. D = {(x,y) e R~ la  < x < b a  <pl (x) < y  < <p2 (x)j donde cpx ,<¡o2: \a,b\----- >R

son funciones continuas y además <p¡ (x) < <p2 (x), V x e [a,b].

2 •Si i//[, y/2: D a  R ------ >R son funciones continuas en la región cerrada D y

Yl (x ,y)  < y/2(x ,y) ,  V (x,y) € D, consideremos una región cerrada S de R 3 dado por:

S = [ { x , y , z ) & R 3 ! a < x < b  a  (p^x)  á  y  < q>2 (x) a  y/l (x ,y) < z<  i//2(x ,y ) |
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Si f :  S c z R } ------ > R,  es una función continua en S, entonces la integral iterada de f  es:

Ejemplo.- Calcular y -  z)dxdydz , si el dominio T es un prisma triangular limitado por
T

los planos z = 0 , z = a, x = 0 , y = 0 , x + y = b (a > 0 , y > b).

Solución

T = | ( x ,  y ,z )  e  R * /O < x  < h a  0 < y < b - x  a  0<  z <  a J, ahora graficando esta región:
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JJj(2x + 3 y - z )d xd yd z  = ^  (J  ̂ (\ j ,2x+3y -  z)dz)dy)dx

Cb Cb-x 
= i do 'o

(2x + 3 y) z  —  
2

(2x + 3y)a ------
2

dy)dx

J 'b 3ay a y  /b-x th a 2 3a ,
q (2 axy+ — — ~ ) / 0 d r = j 0 K2ax— ^-)(fe- * ) + y ( * - * )  ]<**

= f [ :Jo
t hr3ab2 - a 2b a2

---------- h (------ab)x-------- ]dx ------- (10b -3a )
2 2 2 12

Ejemplo.- Calcular laintegral j j jxyzdxdydz  , donde T es la región limitada por x = y 2, x 2 = y ,
T

z=xy, z = 0 .

Solución

r = ¡ ( x , > - , z ) e f l 2 / 0 < x < l  a  x 2 < y  < J x  a  0 < z á x y }

JJJxyzdzdy  <¿x = jQ (J ' xyzdz)dy)dx

fi |V* xyz2 ¡ ’y fi [-fx x 3y 3
■ v i -  " r / „  — * > *

3 3
y_
2

1 x  I f y .
•'O 8 • x Q̂ O

11 w  1 z )ax = —  
8 *° 96

Ejemplo.- Calcular í \ \ ^ X' y ' Z)dV ’ d° nde f(x,y,z) = 1 y

S = {(x,y, z)  e  R / - 2 < x <2  ar —  - - ^ í 7 - 7 < y < - ^ l 4 ^ T  2 ^ 2 —  2
2

Solución

< y < — V 4 - x  a  x +3^  < z á 4 - j  } 
2
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j j j f ( x , y , z ) d V  = | \ \ d * d y i z = j r
~ i / 4 - x 2 J x  + 3y

- f . c

4-jr
( 4 - y 2 - x 2 - 3 y 2)dy)dx = J ( ( 4 - x 2 - 4 y 2 )¿y)¿r

- £ , 4 , .
2 4 3

-* y - j y

■JT7
4 4 - x \ , - \ ¡ 4 - x 2

}/  * 2 3 ' 4  )(
)}dx

2 f2 = - J  (4 
3 0

2 . 3 / 2 ,  -x ) dx = 2n ■ ■ j j j f ( x , y , z ) d V  = 2n

Ejemplo.- Calcular ^ ^ z d x d v d z , si la región T está limitada por los planos x + y + z = l ,

z = 0 , y = 0 , x = 0 .
Solución

P r o y e c t a n d o  al  p l a n o  X Y  s e  
t i e n e  z  = 0,  e n to n c e s  y *  1 - x

zdxdydz  = (J  ̂ (J  ̂ zdz)dy)dx~ —J^(J^ ( l - x - y ) 2 dy)dx



Integrales Triples 701

Ejemplo.- Calcular j j j x y 2z 2dxdydz , si el dominio T está limitado por las superficies z = xy,
T

y  =  x ,  x  =  1, z  =  0.
Solución

f j x y 2z~ d x d y d z = J (J ( \  y x y 2z 2 d z ) d y ) d x

"'o 3 ' o

=  “ I ( {  X /  d y ) d x  =  ^ - \  x 0d x  =
3 o o 18 0 198

f f f  dxdvdz f i  f i - x  C i - x - y  dz
J J J --------- 1------- 3- = J ( J  (J ----------------- j )dy)dx
JJTJ (x +  y  +  z + l f  0 0 0 (x +  y  +  z + 1)

fi fi-.v 1 n-*-y  1 fi (W  1
=  J (J ---------------------------7  d y ) d x  =  —  J (J ( - - -----------------—) d y ) d x0 0 2( x  +  y  +  z+l)  ' o 2 ° o 4 (x  + y + i)2

J J J  dx  d y  d z
Ejemplo.- Calcular JJJ--------- --------r ,  donde T es el recinto de integración que está limitada por

T (x + y  + z+l)

los planos coordenados y por el plano x + y + z = 1

Solución

Proyectando al plano 
XY s e  t i e n e  z = 0 
entonces y = 1 - x
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1 Ci y  1 /»-* 1 fi 3 x 1 I 3x x 2 n
= — J (—+ ----------- ) /  dx = — J (---------------- )dx= — (--------------l n ( x+1))

2 0 4 x + v + 1  / o  2 «  4 4 x+1 2 4 8

3 1
(--------- ln 2 )-0
4 8 .

In2 5 

2 16

Ejemplo.- Calcular j j j x 2dxdydz, donde S está limitado por las superficies y 2 + z 2 =4ax,

y  = a x , x =  3a.

Solución

S = \ {x , y ,z ) ! Q< x  <3a a  -4 a x < y < - J c i x  a  - - ^ 4  a x - y 2 < z < ^ 4 a x -  •

jjjx2 dxdydz = j (/ (J^i— %-x2 dz)dy)dx
0 -> ¡ax - ^ 4 a x - y

("3« ("Vor 7 i 7  f3a + 4an ■, s 3-\¡3 + 2K
= J (J _ 2 x  -J4ax-y~ dy)dx = J ------------------x  dx = 21a~(-------------- )

Ejemplo.- Evaluar la integral J J J p z  + xz)£¡Wvcfe, donde el sólido S está limitado por el

2 2cilindro x +z  = 9 y los planos x + y = 3, z = 0, y = 0 sobre el plano XY.

Solución

y = 3

JJJ(3z + xz)dxdydz = J (J (J^(3z + zx)í/v)t/z)¿¿t

í*3 ,  Z 2 /V9 - x 2 1 f3  ,  ,  648
= I ( 9 - x  ) —  dx = — I ( 9 - x  ) dx = ---------------

- 3  2 o 0 3 *2 - 3
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Ejemplo.- Calcular la integral triple J úfcrj d y j ^  2 xdz
4x-y

Solución

Sea D: 0 < x < 2 a 0 < v <  2-Jx a  0 < z  < J-
¡ 4 x - y 2

V 2

[i ñ2-[x '*"• r2 " " 1 f 2 ÍAx — "^
¿ * í  2 < r  r

f2 * r-V r  V / 2̂  f2= —= [ —J 4 x - y  + —  arcsen—1-?=-]/ ox = I
Jo 2 2 2y[x ' 0 Jo

fu  CtI i i1- x2 C-Ja2
Ejemplo.- Calcular la integral triple J dxJ ífyj

— dy)dx

i-Tx [ i n j í x 2 4V2
-----dx = -------n
2 3

<fe
J0 ~  J0 ~J J0 [~2 2 2 

Va - *

Solución

a -x -y • _
)dy)dx

[2  N a 2- x 2 t-J a 2- x 2- y 2 dz fu  f V a 2- ¿ 2 f - /

W  v ^ 7 =J-<J“ (J» 7 ^ 7
f a  f V ^ 7  Z  / J a 2- x 2- y 2 f u  N a 2- x 2 f u  í ~ ^  J ”= J (I -7= = = = =  dv)dx= I (Jífy)í£r = J Va -*  á*■'o Jo / 2 2 2 /  o J0 •'o ■'o\ a  —x —"

,  2 2 
X / 2 2  ̂ ^ ^ Ia ^ a. 71A/a - x  + —  arcsen — /  = 0 h-----arcsenl + 0 = -
: 2 a / o  2

n n r- 2r - r — rŷ Jx xz Z 
Ejemplo.- Calcular J^ J  2jrJ — eos— dzdydx

Solución
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yJ* xz z 1
—  eos---

1 JO y  y

Tí 7l

dzdvdx = (J —  eos —  dz)dy)dx

= J t2(J 2 r —sen—  dy)dx = 2x — sen yxdy)dx
— i 2 v 0 — 1 26 ' 6

f— cosvx /— 1 f— 1 itcii 1
= 12------- -— 2x dx = — J 2(0 -cosx)¿/x = —senx = —

-  2  '  1 9  -  7  '  n /6  A

6.6

Consideremos una función f  definida en una región cerrada S cz R , es decir 
, 3/ :  ScrTT 

dado por:

->/?, tal que f(x,y,z) = 1, V (x,y,z) e S entonces el volumen del sólido S es

V(S) = JJJ dV  = JJJ dxdydz
S S

• • 2 2 Ejemplo.- Encontrar el volumen del sólido limitado por arriba, por el paraboloide z = 4 - x  - y  ,

y por abajo por el plano z = 4 - 2x
Solución

jz  = 4 - x  - y  

lz  = 4 - 2 x

x + 2x + j> = 0  
( x - l ) 2 + / = l

es la proyección de la intersección de las superficies. 

Dibujando la intersección

fV  2 x ~ x 2 2 2“ -yf2  N l x - x 2 [4 ~ x 2

I
0 - J I x - x £ * 4 - 2 x  

'2
0 "-■’¡ T x - x

(J i----- r ( 2x - x ‘ - y ‘')dy)dx

2 . 3 / 2f 2 4  .= I — (2 x - x ¿’) JÍ  dx = — uJ
° 3 2
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Ejemplo.- Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado inferiormente por el 

plano XY, superiormente por el plano z = y, lateralmente por el cilindro y 2 = x  y el 

plano x = 1.

Solución

Dibujando la región correspondiente se tiene:

fi C-Jx f.v fi (V* fi y 2 /■/* p x  jc‘ /i 1 3v->A l ì  7 / o=i u

Ejemplo.- Encontrar el volumen en el primer octante, acotado inferiormente por el paraboloide

2 2 2 z = x  + y  , el cilindro y  = x  y los planos y = x, z = 0 .

Solución
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V =  J0 J  2 J 0 y dz)dy)dx =  (J 2 (x 2 +  y2)dy)dx =  ( ^ 2/ + y )  / ¿  dx
Íi x 6 4

(------ x 4 H----x 3 )¿X
o v 3 3 ;

x 7 x 5 x 4 /i 2 1 10 - 7  3 3r  2 *
- ( _ 2 i ~  5 + 3 > / o= T _ 5 =

■=— «
35 35

Ejemplo.- Calcular por medio de una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por las 

superficies y 2 = 4 a 2 — 3ax, y 2 =ax, z = ±h .

Solución

2 2Proyectando la intersección de las superficies al plano XY, y  = -3 a ( x ~  — ), y  = ax

\ax = v

[3ax = 4 a 2 -_y2
de donde

3_y2 = 4 a 2 -_y‘ => y = ±a

4a -v~
v  = j j jd x d yd z  = £<r |2 3“ (J a dz)dx)dy

„4 a 2~ y 2
—r-— -  y“6
2 3a 2hdx)dy = J (2/i(----^ ------—  )rfv

, 2 _ „ 2  „2 

3 o  a

“ n , / 4fl2 _ ^ 2= f  2A(-
J-CI 3a

.3

W.v = ^ - [ 4 « V - ^ .V 3] /  
3a 3 ' -a

.. 2 h . . .  3 4 a \  , . 3 4 a 3 2/¡r 8a3 8a3, 32a3A 32a2A
K = — [(4a3 -----—  ) - ( - 4 a 3 + — )]

3a 3 3 3a 3 3 9a 9

3 2  2 3V = — a hu
9
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Ejemplo.- Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado inferiormente por el 

plano XY, superiormente por el plano z = y, lateralmente por el cilindro y 2 = x  y el 

plano x = 1.
Solución

fi |V* (y fi |V* fi y 1 /f* 1 p x x 2 n 1F = I (I J dz)dy)dx = J ( \ v d v ) d x = \  -— dx= — J —dx = — /  = — u
Jo Jo Jo Jo Jd Jo 7 ' o 2 0 2 4  ' o 4

8
Ejemplo.- Hallar el volumen en el primer octante del sólido acotado por el cilindro z = -----y

x  +4
los planos y = x, x = z, y = 0 , z = 0 .

Solución

El sólido S acotado por el cilindro y los planos es :

V = 41n(jc2 + 4 ) /p  = 41n 8-41n 4  = 41n2«3

8
S = { ( x , y , z ) / 0 < x  £ 2  a  0 < y £ x  a  0 <z<,~~2-----}, Proyectando al plano XY se tiene:

x +4

v  = í  ( J  ( \* ¡̂ d z ) d y ) d x  = \ (J —----- dy)dxJ0 J0 J0 J0 x + 4



708 Eduardo Espinoza Ramos

1) Calcular j j j w 2z 3 dxdydz , si la región T está limitada por las superficies z = xy, y = x,

x = 1, z = 0 . R p ta .-----
364

2) Calcular z 2)dxdydz, si la región T es el paralelepípedo rectangular definido
T

por las desigualdades 0 < x < a , 0 < y < b ,  0 < z < c
a 2 +b2 + c 2 

Rpta. abc(----------------)

3) Evaluar la integral triple j j j y d x d y d z , si S es la región limitada por el tetraedro formado por

el plano 12x + 20y + 15z = 60 y los planos coordenados.

15
Rpta. —

2

4) Calcular j j jx ydxdydz  , si el dominio T está limitada por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 y los

planos x = 0 , y = 0 , z = 0 . Rpta. —
15

5) Calcular j j jx ydxdydz  , donde D es un dominio limitado por el paraboloide hiperbólico

z = x y , y los planos x + y = 1 , z = 0 (z > 0). Rpta. -----
180

6 ) Calcular v cos(.r + z)dxdydz , donde D es un dominio limitado por el cilindro v = V ^, y

los planos y = 0, z = 0 , x + z  = — .
2

K  1 i
Rpta. (---- - ~ ) u

16 2
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7) Calcular J J J zdxdydz , donde S es el recinto limitado por el cono z 2 = —j ( x 2 + y 2) y por el

, . _ h 2R 2n
plano z = h. F pta. — -—

8) Calcular ^ ^ x d x d y d z , donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen 0 < z < 3,r
x 2 + y 2 < z.  Rpta. 0

9) Calcular dxdydz , donde D es la región limitada por las superficies z = x + y,
D
,  ,  243^

z  = 2 1 - 2 x  - 2 y  Rpta. ------
' 2

10) Calcular j j j e x+1+2 dxdydz, donde D es el tetraedro de vértices (0,0,0), (3,2,0), (0,3,0) y
D

3
(0,0,2). Rpta. -  (e -  5é>3 + 5e2 - 1)

11) Calcular J j j x 2ydxdydz , donde D es el sólido limitado por 0 < z < — , 0 < y < a ,
D 2

2a
0 < x < y eos z. Rpta.------

45

12) Hallar J j j  eay dxdydz , donde D es el sólido limitado por las superficies y 3+z  = 4,
D

9
y + z = 2, z = 0, z = 2. Rpta.— (e2a- l )

2a

f f f  ydxdvdz
13) Calcular JJJ -—-—'—y , donde D es el sólido limitado por 2 < x < 3 ,  0 < y < x ,

5 y  +z
5 n

0 < z < y. Rpta. —
8

f9  f>./3 C j y - 9 x 2 729
14) Calcular J J J zdzdxdy  Rpta. -----

Jo Jo Jo ' 4
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f i  f i - ,  C u /  _  1
J J n  J , .15) Calcular I I I xdzdydx  Rpta. —

0 O 2 y  *  1 0

m jr+v 7
(x + y + z)dzdydx Rpta. —

u u .) g

(*7172 Ck/2 Cxz y
17) Calcular J J J eos—dydxdz

n
Rpta. — - 1'0 'z 'o z  '  2

f2 |V  flnr 47
18) Calcular J J I ve dzdxdv  Rpta. —

>  ■'o 24

n 1 ['¡y* 28 ln 2I xyzdxdydz  Rpta. — h-----
¿ i / z  o • • 9  6

20) Calcular las siguientes integrales triples.

a) l ü y z ' i x d y i z  Rpta- ¿

f° fy f* 2 n
b> J_,J0 Jj (z - y ) d z d x d y  Rpta. —

f* fíi n~ - n  senn~
1 1  wc) J^xy sen yz  dz dy dx Rpta.

« f  n ^ - n - 5 - r  ■*- i»
zdzdydx  81-^3 9

, j  2— i—2 R P t a - l n — t1 * y 1-j: -y X + y  + z 2 4

1*2 Cx C-Jíx y  n
e )  J, J0 J0 " 2 2dzd-vdx R P t a - —1 0 0 y  + z 2

V 2.V- _
dzdydx Rpta. —

j*2 N2.X-X2 f 4 _ n
O — V2jr— 11jt '4 -2 *  2

f" N a 2 - x 2 C j a 2 - x 2 - y 2 j T  71 a ‘
g) Jo Jo J yja - x  - y  dzdydx Rpta. ——
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fe-l Ce -x-l Cx+y+e ln ( z - X - y )
21) Calcular J dx I dy) --------------------- dz Rpta. 2 e - 5

Jn 0 (x - e ) ( x  + y - e )'o 'o

fi fV>-v fr n
22) Calcular la integral triple J J ,— -J  2 2dzdxdy  Rpta. —

0 - j y - y  x  + y  3 2

23) Calcular J"JJ (2.x + 3 y -  z)dx dy d z , donde D = {(x,y,z)/ 0 < x < b ,  0 < y < b - x ,  0 < z < a }
T

n  ab2 ( \0b-3a)
Rpta. ----- 2---------- -12

24) Calcular JÍJ<* + y  + z)dx dy d z , donde T es un tetraedro limitada por los planos
r

a 4
x + y + z = a, x = 0, y = 0 ,  z = 0. Rpta. —

25) Calcular j j j x y z d x d y d z , donde la región T esta limitada por las superficies y  = x 2 ,

2 1x  = y  , z = xy, z = 0. Rpta. —
96

26) Calcular JJ"J"(X + y  + z ) d x d y d z , donde T es la región limitada por 1 á x < 3 ,  1 í y < 3 ,
T

1 < z < 3 .

27) Calcular j"JJx d x d yd z  , donde T es la región comprendida entre los planos coordenados y el
T

plano x + 2y + z = 4 en el primer cuadrante.

28) Calcular f í f  , ; donde T = [0,2]x[0,l]x[-l,4]
^ x  + y  + z  + 2 ............................

1688
Rpta.

15

29) Encontrar el volumen del sòlido acotado inferiormente por el paraboloide z = x 2 + y 2 y

n  3
superiormente por el plano z = 2y. Rpta. — u

2
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30) Hallar el volumen del sólido S limitado superiormente por el cilindro parabólico z = 4 -  y 2 e 

inferiormente por el paraboloide elíptico z = x 2 + 3y 2

Rpta. l ln

31) Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el plano z = y e inferiormente por

2 2 ^  z  = x + y  Rpta. —
32

32) Hallar el volumen encerrado entre las superficies x 2 + 3y2 -  z = 0, 4 - y 2 - z = 0

Rpta. 471

2 2
40) Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = —y , y  = 2 x -  x  y los planos

x

1 3
x  = — , x  = — , z = 0 en el primer octante. Rpta. 4 ln 3 - 2

2 2

41) Hallar el volumen del sólido limitado por los tres planos coordenados, las superficie

2 2 1 3z = x  + y  y el plano x + y = 1. Rpta. — u
6

42) Calcular el volumen entre las superficies y = 2x, y  = 2 x 2, x + y + z = 3, x + y + z = 4.

Rpta. j

43) Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z  = x 2 + y 2 y z = x 2 + 2y 1 y los

7 3
planos y = x, y = 2x , x = 1. Rpta. —  u

12

44) Encontrar el volumen del sólido acotado por los cilindros y  = x 2, y  = x 3 y los planos

z = 0, z = 1 + 3x + 2y. Rpta. - ^ - u 3210
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45) Hallar el volumen en el primer octante, del sólido acotado por z + x  - 6 4  = 0, 

3x + 4y - 24 = 0, x = 0, y = 0, z = 0. Rpta. 1280

• • 2 246) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide (jc — 1) + y  = z  y el plano

2x + z = 2 .
_  n 
Rpta. -

2 2 247) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z = x  +y  y el cilindro z  = 4 - x

SeaT: R 3 ------ >R Z una transformación tal que: (x,y,z)=T(u,v,w)=(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

continuamente diferenciable y uno a uno en D y con Jacobiano no nulo, es decir:

r, , d (x ,y , z )
J(u,v,w)  = -------------* 0.

d(u,v,  w)

Sea S c D c U V W u n  conjunto cerrado y acotado y sea T(S) = E la imagen del conjunto S 

vía la transformación T, entonces: si es integrable sobre E, la imagen

f 0T(u, v, w) = f (x(u ,  v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) es integrable sobre S

J f f f ( x , y , z ) d x d y d z  = j j j f ( x ( u ,  v, w),y(u,v, w),z(u, v, w))(J(m,v, w)\dudvdw

Cuando f(x,y,z) = 1, V (x,y,z) e E se tiene el volumen del sólido E, es decir:

V(E) = Jj jdxdydz  = J(u, v, w)\dudvdw

Ejemplo.- Calcular f f f x 2 dxdvdz, donde E: -1< x - z < l , 0 < y  + z < 2 , 0 < x  + z <1
E

Solución
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Sean
x - z  = u 
y  + z  = v 
x + z  = w

x  = - ( u  +  w)

1
y  = V - ~ ( w - u )  

z  = j ( w - ú )

Luego la nueva región es D : - l < u < l , 0 < v < i 2 , 0 < w < l  

Calculando el Jacobiano se tiene:

J ( u , v , w )
d ( x ,  y, z) 
d ( u , v , w )

dx dx dx 1
du dv dw 2
dy_ dy_ dy_ 1
du dv dw 2
dz dz dz 1
du dv dw 2

0 I
2

1 —

—  0
2

por lo tanto la integral triple

JJJ x 1 d x d y d z -  ill u  +  w ) 2 \ j (  u ,  v, w ) \ d u  d v  d w  = JJJ'“ + w) 2 d u d v d w

= Í I  (í  ( u  +  w ) 2 d w ) d v ) d u  = 77 í  ( í  + /  d v ) d u8 J-i Jo Jo 8 J-i Jo 3 / o

Ejempío.- Evaluar la integral jjj(x + y  + z ) ( x + y - z ) ( x - y - z ) d x d y d z , donde S es el tetraedro 

limitado por los planos x + y + z = 0 , x + y - z  = 0 , x - y - z  = 0 y 2x -  y = 1.

Solución

Transformando él integrando se tiene
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u = x + y  + z 

Sean i v  = x  + y  — z 

w = x - y - z

x  = ■

v =-

u+ w  

2

v - w  

2
u - v

Transformando la región S se tiene 

u+ w  v - w  u - v
x + y + z = -

x + y - z =

x - y - z = -

2 x - y  

Luego

2 2 2 

u+ w v - w  u - v

- = 0 => u = 0

2 2 2 

u+ w  v - w  u - v  

2 2

■=0 => v = 0

= 0 w = 0

v - w
= l = u + w - -------= 1 => 2 « - v  + 4 w = l

2

D = {(u,v,w) / u = 0, v = 0, w = 0, 2u - v + 4w = 1}

Proyectando al plano uw v 
entonces 2u + 4w = 1

4w - 1

- y  + z)(x -  y  -  z)dxdydz = w^dudvdw
D

1 ¡?  f2u+4w=-l i u v 2 j

~ "4 J() 0 Q (}wuvdwdv)dw)du = - } 0 (Jo w— ¡
2 w+4w-

U

1
dw)du

j rx rj=2a. |
= 7 J  (J 4 wu(2u + 4 w - \ ) 2dw)du=—  8vo 18
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A las coordenadas cilindricas de un punto p del espacio 

denotaremos por p(r,0 ,z) donde (r,0) es la coordenada 
polar de la proyección de p sobre el plano polar y z es la 
distancia dirigida del plano polar al punto p.
Un punto p del espacio tiene dos representaciones una en 
coordenadas cartesianas p(x,y,z) y la otra en coordenadas 

cilindricas p(r,0,z). La relación que existe entre las 
coordenadas cartesianas y las coordenadas cilindricas es: 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z 
donde las coordenadas cilindricas r, 0 son las coordenadas polares del punto (x,y,0 ) en el 

plano XY, que es la proyección ortogonal del punto p sobre el plano XY.

Calculando el Jacobiano de las coordenadas cilindricas:

dx

J(r,  0, z) = S{x,y, z) 
d(r, 0 , z)

dx
dr

dr
dz
dr

dx
50
dy_
de
dz
50

dz
dy
dz
dz,
dz

= mod
eos 0 —r sen 0 0 
sen0 reos© 0 

0 0 1
=> J(r,0,z) = r

6,10 Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas]

Si una región 5 c  R , tiene un eje de simetría, las integrales triples se pueden calcular en 
forma muy simple usando coordenadas cilindricas, cuya relación entre las cartesianas es 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z.
,3Si / :  Scz R -» R es una función continua sobre S, entonces la transformación de la

integral triple JJJ f ( x ,  y,  z)dxdydz en coordenadas cilindricas es dado por:

JJJ ̂  ̂ X’ ^d x^ yd z  = JJJ/ (r  cos 0 »r sen 2)¡^(r > 0 . z\dzdrdQ
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d { x , y , z )
donde J ( r ,6  ,z)  = ------ :-----= r,  es el Jacobiano, por lo tanto se tiene:

d ( r , 6 , z )

JJJ f ( x , y , z )d x d y d z  = J J J /( r  eos 0 ,r  sen 0, z)rdzdrdO

un sólido en coordenadas cilindricas es un conjunto 
de la forma:

5 = { (r ,6, z) /  a\ < r < a 2 ^ c c < d < P  a  d¡ < z < d2) 
que geométricamente es una cuña cilindrica.

Suponiendo que S es un sólido en coordenadas

cilindricas y que f(r,0,z) representa la densidad en

cada punto (r,0,z), entonces la masa del cilindro S se

calcula mediante la integral triple, es decir:

M  = masa de S = JJJf ( r , 6 , z ) r d z d r d 6

Cuando la densidad f(r,0,z) = 1 V (r,0,z) e S, se obtiene el volumen del sólido S, es decir:

r (s ,- J J J rdrdOdz

Ejemplo.- Calcular JJJ(*2 + y 2 ) d x d y d z , donde el dominio T está limitado por las superficies
r

z = — ( x 2 + y 2 ) ,  z = 2.
2

Solución

Pasando a coordenadas cilindricas x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z

T = { ( r , 0 , z )  /  O <  r  á  2  a O < 0 < 2 t t  A y < z < 2 }  

í í í i* 2 + v 2) d x d y d z = \  (J (J, r 2. rdz)dO)dr
0  0  r 2l 2

T

f2 f2n -x r 2 f2 , r 5= 1  d  r\2~— )dO)dr= \ 2n(2r3-—)dr'o 'o

2 

2

„ y  r 6 / 2 16
= 2n[---------- ] = — n

2 1 2 / o  3
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Ejemplo.-

Sea

i
Y

0

f

Ejemplo.-

Calcular J dx^ d y j  z-Jx2 + y 2d z , transformando previamente a las

coordenadas cilindricas.

Solución

D:

0 ^ * < 2 ______  z = 0 , z  = a

0 < y  < - J l x - x 1 => y  = 0 , y  = 2 y ¡ 2 x - x 2 , y > 0
0 < z <  a x = 0 , x = 2

pasando a coordenadas 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z

0 < G <  — , O < r< 2cos0  , 0 < z á a

X
además J(r,0,z) = r

C ^ 2 x - x z Ca i—  ---- —  [ k ¡2 f2cos(9 Ca
r | dyl z J x  +y d z - J  (J (J z.r.rdz)dr)dQ 
•'o vo v ' Jo Jo •'o

Cn/2 f2 cos0  I a ü "  [ k , 2 f2 cos0

=  J (J  r - r L d̂ dd=-v i  0  r dr)d02 ' o 2 o

a 2 p r / 2 / -3 / 2cos0 4 a 2 f */2
= — I — d6 =----I cos’6 de

2 o 3 ' o 3 Jo

4a2 f?r/2 . 4a2
—J~J0 ( l- s e n “ 0)cos0 = - y 1 3.

8 a 2

Calcular el volumen de la parte del cilindro x 2 + y 2 = 2ax, comprendido entre el 

paraboloide x 2 + y 2 =  2az y el plano XY.

Solución

r  =  2 c o s 0
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El p lano de la p ro ye cc ió n  al 
p lano XY

x 2 + y 2 =2ax => ( x - a ) 2 + y 2 = a 2

z =
2a

r = 2cos0

como V = JJJ dxdydz , pasando a coordenadas cilindricas

x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z => J(r,0,z) = r

2 2 x + y  = 2  ax

z  = •
x 2 + y 2

2 a

r = 0 , r = 2acos0
.2;•

2a

Ck /2 [2acos0 Cr2/2a Cn/2 C2ticos0 y ^
= 2 j  (J (J )dr)dQ = 2J (J —

'o 'o 'o

1 f/r/ 2  /2 acos0  1 fír
= - J  —  d e = - \  A

a J o 4 ' o a •'o 4
/2 16a"

■eos G dG = 4a J eos4 6 dG

,fw 2 l + eos20 , , ftf/2
= 4a Jo (----- ------ ) t/0 = a JQ ( l  +  2eos20 +eos 26)dO

,  f* /2 3
= a 3J (71•'n v 9

cos40
;a'J (— + 2cos20 + — —

o 2  2
-)dO = a

36 sen 40
— + sen20 + — -—  

. 2 2

n!2 37t¡ n a

/  o = 4
a3«3
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611 Coordenadas Esféricas]

En un sistema de coordenadas esféricas se tiene: un 

plano polar y un eje Z perpendicular al plano polar 

con el origen del eje Z en el polo del plano polar.

A las coordenadas esféricas de un punto del espacio 

denotaremos por p(p,0,(p), en donde p = |óp| > 0 , 0  

es el ángulo polar de la proyección de p en el plano

polar y <p es el ángulo entre la dirección positiva del

eje Z y el radio vector op.

La relación entre las coordenadas cartesianas y esféricas es: x = p eos 0 sen cp,
y = p sen 0 sen (p , z = p eos cp, p > 0, 0 < 0 < 2n , 0 < cp < n.

Calculando el Jacobiano de las coordenadas esféricas se tiene:

■/(p,0,<p) = =moc  ̂5(p,0,cp)

dx dx dx
dp 50 5(p
dy d)> dy
dp 50 ckp
8z dz dz
d p  5 0  5<p
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J( p , 6  , <p) = mod

eos 0 sen cp -psen0sen<p p eos 0 eos ip

sen 0 sen ¡p pcosBsencp p  sen Qs eos <p

eos cp 0 -  p  sen (p

= p  sen <p

J{p ,Q,<p)= p  sencp

6.12 Integrales Triples en Coordenadas Esféricas«!

Si una región S c. R , tiene un eje de simetría, las integrales triples también se pueden 

calcular en forma muy simple, usando coordenadas esféricas y cuya relación entre las 

coordenadas cartesianas es:

x = p eos 0 sen cp , y = p sen 0 sen cp , z = p eos <p

Si / :  S a  R ------ > R es una función continua sobre S, entonces la transformación de la

integral triple j"J"jV(X z)dxdydz en coordenadas esféricas es dado por:
5

JJJ /  (x , y,  z)dxdydz = j*JJ/(P cos ® sen P sen 0 sen P cos <P)\J( P- (p\dpd<pd6

donde J( p , 0  ,(p) = p~ sen<p , por lo tanto.

\ \ \ f ( x , y , z ) d x d y d z  = \ \ \ f ( p  cos6 sen <p,psend sencp,pcos(p)p2 sen<pdpd<pdQ 
S S

Cuando f(p cos 0 cos <p, p sen 0 sen cp, p cos cp) = 1 se tiene el volumen del sólido S, es 

decir:

V(S) = j"JJ p 2 sen (pdpdcpdO

un sólido en coordenadas esféricas es un conjunto de la forma:

5 = { ( p ,0 , (p ) lax < p < a 2 a  a  < 6  < p  a  <pl < (p < <p2 \ geométricamente representa

una cuña esférica
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rR ^ R * - x 2 j R 2- x 2- y 2
Ejemplo.- Calcular dx I --------dy\ (x +y )dz , transformando previamente a

J - r  J - 4 r 2- x 2 ' Jo

coordenadas esféricas.

Solución

Como 0 < z - x 2 -  y 2 =>z = 4 r 2 ~ x 2 -  y 1 viene ha ser el recinto V y su

proyección sobre el plano XY es x 2 + y 2 = R 2 , ahora pasando a coordenadas esféricas se 

tiene: x = p eos 0 sen <p , y = p sen 0 sen <p , z = p eos cp donde O < p < R , O < 0 <  2n,

0 < (p < y  , siendo el Jacobiano J(p ,6 ,cp)  = p ‘ senp

fs C-Jr 
J dx]

2 2 p /T2 2 2- UR - x - y  2 2
dyJ (x + y  )dzUX I I r---7 . ,

R - I R  - x  0

= f (í^(í ( p 2 eos2 0sen 2 (P + p 1 sen2 0sen 2 (p)(3 sen <pdp)d(p)d9 
Jo Jo Jo

= í  ( í ^ ( í  (sen3 (p.p*dp)d(p)d6 = í ( f 2 ^ - s e n 3 (pd(p)dO 
Jo Jo Jo Jo Jo 5
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R s f2” fr  ? r2” eos3 (p /?
= — i ( f 2 ( l-c o s  (p)sen<pd(p)dd = — í (-cos<» + --------- ) /  í/0

5 Jo Jo 5 Jo 3 / o

J?5 f2* 1 1 4R5 ,2* 4 ^ 5
= — J (( i—  ) - ( - i+ - ) ) ¿ 0  = - r r \ d e = ~ r r 7:5 » 3 3 15 Jo 15

f2 fV4-/ ¿Zúfccí/y
Ejemplo.- Evaluar la integral J J J —j-----------------------------------------------------5-----------—, usando coordenadas esféricas.

x + _y + z'o 'o 'o
Solución

.--------------  pasando a coordenadas esféricas
0 < z < ^ 4 - x 2 - y 2

--------  x = p eos 0 sen <p
0 < x < , J 4 - y 2

y = p sen 0 sen <p
0 Z y < 2  7 H V

z = p eos cp

D: 0 <  6 <,— , 0 Z q ¡ £  — , 0 <  p Z 2  
2 2

además el Jacobiano J( p,0,<p) = p 2 sen<p

f2 C-Jt-y' (■J*-*2-y 2 dzdxdy  f* /2  fn/2 C2 p 2 senm

Jo Jo 4  7 7 7 7 7 = J o (Jo ( l  7  )dp)d(p)dG

tn/2 Cn/2 (V/2 / * /2 fit/2
= J ( 12senm)dq>)dd = I - 2 costo d 0 = ] 2 d 6 = n

0 0 •'o /O  C

Ejemplo.- Encontrar el volumen del sólido acotado por la esfera x 2 + _v2 + z 2 = a 2, usando 

coordenadas esféricas.

Solución

Usando coordenadas esféricas se tiene:



724 Eduardo Espinoza Ramos

Q,<p^dpd(pdQ = p 2 sen (pdpdtpdQ
S í  S

fir/2 f)t/2 fa , , fir/2 fjr/2 p3 /“
= 8j U (J P senq)dp)dq>)dG = 8j (I ----serup /  d<p)dO

' o  ' o  •'o •'o ,'o 3 /  o

8a3 f«/2 f*/2 8a3 f*/2 /*'2 8a3 f*/2 4a3 ,
= -----J (J sen(pd(p)dO - e o s <p j  dd  = - y - ] - ( 0 - \ ) d Q  = —j~7tu

C e tttr o < fe M a sa y  M o m en to  d e i n e r d a d e u n S ó t i d o j

Sea p : D < z R 3------► R una función continua sobre D c í 3, siendo p ( x , y , z )  la densidad

en el punto (x,y,z), entonces:

1* La masa total del sólido D está dado por:

M  = j j j p ( x , y , z ) d x d y d z

2a Los momentos de masa, respecto a los planos coordenados, del sólido D, con función 

densidad p: D e /? 3------> R, son expresados por:

Mxy = J f e * y ’z)dxdy d z > s‘j j j y p ( x>y>z)dxdydz,Myt = j j jx p( x ,y , z )dx dy dz
D D D

y el centro de masa del sólido D es el punto (x , y , z ) dado por:

[JJ xp(x, y,  z)dxdydz  JJJ yp(x,  y,  z)dxdydz H f v d ,  y ,  z)dxdydz

X =  —5 _______________________ t y  =  -J 2 ________________________j j  = _________________________
f j j p ( * , y , z ) d x d y d z  j j j p ( x , y , z ) d x d y d z  JJJ p(x ,y , z )dxdydz
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32 Los momentos de inercia del sólido D a  R , respecto a los ejes coordenados, se 

definen por:

>2 + z 2 )p(x, y, z )dxdydz , respecto al eje X.
D

Iy = J J J (,2 + z 2) p ( x ,y , z )d x d y d z , respecto al eje Y.
D

I z = JJ”J (x2 + y 2 )p(x, y,  z )dxdydz , respecto al eje Z.

2 2Ejemplo.- Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x + y  = 2 az y la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 3a2 (z > 0) si la densidad en cada punto es igual a la suma de los

cuadrados de las coordenadas.

Solución

Usando coordenadas cilindricas se tiene: 

x = r eos 0 , y = r sen 0 , z = z donde J(r,0,z) = r

I 2 , 2 , 2 , 2\x + y  + z  =3 a

i 2 , 2 oIjc + v  = 2  az

\ x 2 + y 2 = 2 az

z  1/ 3a 2 - r 2
2=> r 

z  = —  
2a

, además p ( x , y , z )  = x 2 + y 2 + z 2

proyectando al planoXY
\ x 2 + y 2 + z 2 = 3 a 2 ^  z 2 + 2 a z - 3 a 2 = 0  => z  = a

r 2 I-----------
Luego x 2 + y 2 = 2 a 2 => 0 £ r < - j 2 a  , 0 < 0 < 2 n  , — <, z  £ 3a2 -  r 2

M = JJJ p(x, y,  z)dxdvdz = (x2 + y 2 + z 2)dxdydz = JJJ (r2 + z2 ) rdzdrdd
D D D

f i n  f*Jla d l a 2 - r 2 r l n  p / I a  ,  f - p  i'Jia2 - ^

= Jo (£  ( j^  (r + z  )rdz)dr)d6  = £  (£  ( r z  + — ) j  dr )d6
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= f ( f ‘\ r>  + r- ^ / f ^ d r )dO -  f ( f ‘\ ¿ r ' + ^ )4 ^ - r L + rl ]dr)de
Jo Jo 3 /  — Jo Jo 3 2 24

la

[2n 97 , 54V3 s n a  r- 97 n a  97
= 1 (------a + --------as )£ /0 = -------(18V 3-— ) A/ = -------(18V3------ )

Jo 60 30 5 6 5 6

Ejemplo.- Determine el momento de inercia alrededor de un diámetro del sólido que está entre dos 

esferas concéntricas cuyos radios son “a” pies y 2a pies, la densidad del volumen varía 

inversamente con el cuadrado de la distancia al centro y se mide en slugs por pie cúbico.

Solución

k
Sea p ( x , y , z )  = —----- j---- F> Ia función densidad, donde k es el factor de proporcionalidad.

x + y  + z

como I z = Í Í I V  + y 2)p (x ,y , z )dxdydz  entonces Iz = ÍÍJcx* + y 2) — ----- j-----j d x d y d z
s s  X + y  + z

Transformando a coordenadas esféricas se tiene:

x = p eos 0 sen <p , y = p sen 0 sen <p , z = p eos cp
donde J ( p , 6 ,<p) = p 1 sen<p , S: a < p < 2 a  , 0 < 6 < — , 0 < ( p <  —

2 2

f f f  k ( x 2 + y 2) fnr/2 Cji/2 f2a A-p2 sen2 1», p 2 sen<n
/ 2 = JJJ—5------------------------------------------------F— j d x d y d z =  8J (J (J ----------¿---------- d<p)d(p)d6

x + y  + z  o o a p

[re ¡2 Cn/2 [2a ,  , Cn/2 Cn/2 n 3 P-“
= 8j (J (J k p~ sen cpdp)d(p)d6 = 8k]  (J ——sen ¡p j  d(p)d00 0 a 0 0 3 /  a

Sbka? [n/2 Cn/2 ,  56/r a 1 f*/2 eos3 (p I*11
= — -— Jo (Jo (1 -cos <p)sen(pd(p)dO = — - — (-cos<p + — - — ) j

56k a 3 Cn/2 1 56ka^ Cm2 Séka^n

dO

Í n/2 1 56k a  Cn/2 u ji ■<
(0 — (—1 + —))d6 = ---------J 2 d 6  = ----------- slugs/ p

3  'o  3  9  'o
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6.14 Ej er cicios Desarrollados!

1) Evaluar la integral f u  ~Jx2 + v2 dydxdz , usando coordenadas cilindricas.

2)

Solución

Sea D:

0 < y < y ¡ 9 - x 2 

0 < x  < 3

0 < z < 4

pasando a coordenadas cilindricas se tiene:

71
0 < r < 3 , 0 < G <  — , 0<  z < 4

2
x = rcosG  

y  = r sen G 

z = z

j*4  j*3 p ¡ 9 ~ x z

Jo Jo Jo

./(r ,0 ,z ) = r

* 2 + y 1 dydxdz = f^ ( í  ( f r.rdz)dr)dO = P*( f r2 z /
Jo Jo Jo Jo Jo /  0

Jl ^  71 3  3  ^

H 4r2d r )d 0 = p  —  /  é/0 = 360 / 2 = 18n
> Jo 3 / o  / o

r1 p/'-y fV2-* -y ->
Calcular ,------  z dzdxdv

Jo Jo J<Jx2+ y 2

Solución

£>:

<1

0 < x < y ¡ l - y 2

~Jx2 + y 2 < z < ^ ¡ 2 - x 1 - j

pasando a coordenadas cilindricas se tiene 

x = rcosG, y  = rsenG, z = z 

=> J(r,0 , z)  = r

Luego: D: r < z < ^ 2 - r 2 , 0 < r < l  , O<0 < —
2
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Ti |V ¡V  [ J i - S - y 1 2 , , , [’/  [ 1 , CZ fi z 3rJo Jo J ; 7 V  2  dzdxdy = [  (J0 ( |  z  rdz)dr)dd = [ ( }  — /  ̂ dr)dO

3) Si D es la región limitada por dos planos x = 1, x = 2 y por los cilindros

y 2 +z~ = 4 , y 2 + z 2 = 9 calcular + z 2dxdydz
o

Solución

Pasando a coordenadas cilindricas 

y = rcos0 , z = r send , x = x => J(r ,6  ,x) = r

U / W /  + z 2 dxdydz = f t f c f  e xr.rdx)dr)d6  
D

/2
dr)dO

.  f2  ̂r p
= (e -e )J  — de =

■’o 3 ' 2

I9  2 38 ,
= — (e -e).27T = —  (e2

3 3

Calcular jJJ ——
dxdydz
2 ,

-4’2* 8
|Q ( 9 - —)dQ

• 2 2 donde D es el cilindro x + y  á l , - 1 < z <1

Solución
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pasando a coordenadas cilindricas 

x = rcosG

y  = rsenG => J(r,Q , z)  = r  

z = z

T i  D = { ( r , 6 , z ) / 0 < r < l A 0 < 0 < 2 7 t / \ - \ < , z < l }

dxdydz
2 2 . -.2 ■’0 x +_y + ( z - 2 )

- t U
rdr

- 1 0 J r 2 + ( z - 2 ) 2)

= JP* ( í J r 2 + ( z - 2 ) 2 f d z ) d G  = |o2íI ( f J V l + ^ - 2 ) 2 -(-(z-2))]rfz)¿0

= f * J l  + ( z - 2 ) 2 + “ l n |z - 2  + -\/z2 - 4 z  + 5 | - — 2z] /  ¿0
Jo 2 2 2 /  -i

f-* 3VlO— V2 1 V2  — 1 3 f-— /~ -J2—l
= [-----------+ — ln —= --------  — 1¿/0 =[(3V10—V 2-3) + ln —¡ =

Jo 1 2 2 'VlO- 3  2 V ÍO ^ |]*

• 2 2 2 25) Encontrar el volumen del sólido acotado por la esfera x + v + z  = a  usando.

a) Coordenadas cilindricas.

b) Coordenadas esféricas.
Solución

a) Usando coordenadas cilindricas 

0 £ r < , a

n
O <0 < —

2

0 < z < y ¡ a 2 - r 2

V = j j j dxdydz=j j j \J (r ,G,z^dzdrdG = j j j rdzdrdG
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-  4 ' f  (Jj (í0 rdz)dr)d6  - íJ P (J /V o ! - r 2<dr)dS

-¡■'o ' /  ' O -J

;r ;r
b) Usando coordenadas esféricas: 0 < , p £ a ,  0 < 9 < — , 0 < c p <,—

2 2

V = j j j d x d y d z  = jjj'J(p,9'<p)\dpd0d<p = p 1 sen<p dpdcpdO
s s  s

= sen<p d(P)d9)dp  = eoscp f ^ d O ) d p

(o+ p 2)de)dP = s \ ao P 2e t f d p = 4 n

6) CalcularJJj"(l -  —r -  —  dxdydzdonde S es la región encerrada por el

2 2 2 x y  z
elipsoide— + -Lv + — = 1

a b" c
Solución

Usando coordenadas esféricas se tiene: 

x
— = pcosO  sen(p 
a

y  2\ — ~ p  sen9 sen<p = > J ( p , 9 , ( p )  = abep  sen(p , es el Jacobiano 
b

z
— = p  cos<p
c

donde 0 < p < 1, O<0<2;r ,O<<p</r

J J J ( l - - T - ^ 2-~ ^j )d xdydz  = \  (J ( f ( 1 - p 2)Yiabc p 2 sen(p.dp)d(p)d9 = —  
a b e  o o o

abe
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7) Hallar el volumen del cono de helado seccionado en una esfera de radio 6 por un cono con un 

semiángulo de 30a, tal como se muestra en la figura.

n
En coordenadas esféricas, la ecuación de la esfera es p  = 6 y el cono <p = — por lo tanto el

3

( ^ ) 2 sólido es:S = \ ( p , 9  , ( p ) / 0 <  p < 6, 0 <  cp< — , 0 < 0 < 2n  },además7( p,<p,9) = p sen<p
6

entonces el volumen de S es.

V = \ \ \  dxdydz = P sen <pdp)dcp)d9 = (JT sen <p/% d(p)d9

C2x C2n i[3
~ 72Jo -e o s < p / y e  = 72Jo (— - l ) d 9

2 - V 3  f-
= 72(---------)2n = 7 2 (2 -V3)?r

2

8) Mediante coordenadas esféricas, calcula el valor de la integral ÍJJ z dxdydz

V
~  2  2 2x + y  + z

, donde S

es la región por arriba del plano XY y entre las esferas de radios respectivamente a y b 

centradas en el origen (0< a<b).

Solución
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x  = p eos#  senip

y = p s e n 0 s e n < p  => J ( p , ( p , 9 )  = p 2 senip' 

z =  pcostp

S = { ( p , ( p , 9 ) / a <  p < b ,  0 < 6 < 2 ; z , O< ( p < ^ }

ííí z ’* * *  _ (j -  , 5 ^ = 0 ^  2 sen
J o  Jo  Ja

-» 71 4

J f—  P  7 ib
( 2 — eos (osen® /  da>)d6

o Jo 4 a
i  4  4  *1 3  nb - a  r2n eos <pJ,¿7r eos <p /

o 3 /
2¿0 =  -

* - a  f2*
12

J'ZJT(O-l)rf0 =
o

l 4 4 b —a

9) Calcular el volumen de la región limitada por la superficie ( x 2 + y 1 + z2 )2 = a 3*

Solución

Pasando a coordenadas esféricas se tiene: x = p eos 0 sen <p, y = p sen 0 sen <p, z = p eos cp

, 2 2 „ 2 2 2 n 2 2 2 A2 3 a(p  eos 0 sen ( p + p  sen 8 sen <¡t>)+p eos (p) = a  pcos0sen<p

p 4 = a 3 p  cos0 sen cp => p  = a ^ c o s d  seiup

Luego S = { (p , 8  ,(p) / O á p < ai j  eos 8 sen (p a  0 <  q> < k  a  O < 0 <i 2;r}

2
además se tiene J ( p , 9 , ( p )  = p  sen ip

f f f  1*2 7T fíT fu J/cosfl sen ,
^ = J J J  dxdvdz = I ( J (I p ser«pdp)d<p)d9

m m m •'n'o 'o 'o

f2 ;r Cu p  /aVeos O sen <p & [ 2 n  f n  2
= Jo (Jo -----sencp /  d<p)dd = — Ĵ  (J^cos^sen (p = dcp)d9

Cl [2 n  Cn 1 — COS 2(0 Cl f 2 k
= —  J (J eo s# ------------ d(p)d9 = —  J cos0(<¡¡>------------) / Qd9

3 o o
3a f2s

= — I tt (/■

2
3

sen 2 <p

4aJ7t C’/2 2aJ7r .*/ la1 n
eos d9 = ------- J cos0rf0 = -------- sen 9 /  = --------

6 *° 6 » 3 0 3
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f f f  z^dxdydz
10) Hallar J J J - — ' ...... donde D es la región acotada por el plano XY en la parte inferior

d V *  +y  +z
y entre las esferas de radio 4 y 1 respectivamente centrados en el origen.

Solución

Usando coordenadas esféricas tenemos: x = p cos0 sen <p, y  = p sen0 sen <p ,z  = pcos<p 

entonces x 2 + y 2 + z 2 = p 2, además J ( p , ( p , 6 )  = - p 2 sen (p,

A = {(p,<p,0)/ 1< p < 4 ,  0< 0 < 2n,  0 < ( p < y 2 }

f f f  z  dxdvdz f4 C2n ty2 p  eos <p 7J J J - 7= = = r— 7  = J , < 1  (J„ --------------p 2 sen<pdq» d O ) d p
D

. 2 , 2  2 "l "0 'Ox + y  + z

f4 f27T f*/ 4 J f4 Í 2 n  p 4 C O S 4 (¡!) .*/
= Jj CJo (Jo P eos <p.sen(pd<p)d6)dp=}i (Jo -------- ------- / 0 dO)dp

f4 f2 it p 4 f4 4 ^ 7Tp5 .4 1023jT
=J (J —  d e = j  p * - d p = - í - /  = ---------

i t » 4  i 2  1 0 1 1 0

11) Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del sólido homogéneo acotado por la 

esfera x~ + y 2 + z 2 = 4 . La densidad del volumen en cualquier punto es k s l u g / p 3.

Solución

Aplicar simetría, tenemos en el primer 

D =  {(p,0,<¡p)/O^ p < 2 ,  O < 0 < y ,  0

x = pcos0 sen<¡¡>, y  = psenO  sen<p, z = peosep, J ( p , 9 , ( p )  = p 2 serup 

Iz =JJJ ( x 2 + y 2 )p(x, y , z)dxdydz
D

1*2 f2*r f/  ̂ 2 2 2 2 2 2 2
= 8 Jo (Jo (Ĵ  (p  eos <psen ( p + p  sen Ösen <p)Kp sen(pd<p)dG)dp
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[2 ['A f'A 4 3 f2 í*/2 4 16»C f2 n 4
= 8 'cJ0 (J0 (J0 P sen (pd(p)dQ)dp = SK}^(¡^ -  p  dO)dp = — )  ̂— p  dp

8 Kit p~ .2 256
= ------ .-----/  = ------KK

3 5 0 15 •

12) Encontrar la masa de un sólido esférico de radio “a” sí la densidad de volumen en cualquier 

punto es proporcional a la distancia del punto al centro de la esfera. La densidad de volumen 

se mide en slug / p * .

Solución

V2 2 2x + y  + z

M  = JJJ p(x ,y ,z )dxdydz  = JJJ Kyjx2 + y 2 +
2z

t ’A {’A f" 2 f5í f ^ « 4 , 4 W  ,= 8J (J (J ( Kp. p  scT\(pdp)d<p)dO = 8J (J — szn<pd(p)dQ = 2a kJ d6
o o o  o 0 4  o

4 71 4
= 2a k ( — ) = na k  M = itxa

2
4

13) Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del sólido homogéneo dentro del 

paraboloide x 2 + y 2 = z  y fuera del cono x 2 + y 2 = z 2, p es la densidad del volumen 

constante es k s u lg /p 7,.

Solución

¡Z = Jlf KÍ*2 +y2)dxdydz = (Jq f 2 kt3dz)dr)dG
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2 214) Encontrar el centro de masa del sólido dentro del paraboloide x + y = z  y fuera del cono 

x 2 + y 2 -  z 2 , p es la densidad de volumen constante es k s lug/ p 3.

Solución

x 2 + y 2 - z  2 j z  = 0
=> z  = z  => i . Luego pasado a coordenadas cilindricas

x +_y = z  lz = l

D = { ( r , 9 , z ! 0 < 9  ú l n ,  0 < r < l ,  r" < z < r  j hallados los momentos de masa.

M xy = í0 (J0 c / 2 zkrdz)dr)d6 = ^  ( Jq ^-(r1 -  r5 )<fr )d9

k f2ir r 4 r 6 fl fí- 1*2ir fl k 3 5

= - J o )(J 0 (Jr2 Zkrdz)dr)d6 = Jq (JQ- ( r  - r  )dr)d9

Ma  = J (J (J,r2 cos9kdz)dr)d9 = J (J kcosQr2( r - r 2)dr)d9
'0 '0 r '0 '0

4 5f2ir r r , £ í*2 ir £ , „ k
= J (£cos0(------------ ) / 0 d9  = — I eos OdG = — s en 0 /o = —  (0 -0 )  = 0

4 5 ° 20 Jo 20 ° 20

M2I = J (J (J"2 rsen9 .rkdz)dr)d9 = £ J (J senflr2 ) ( r - r 2 )dr)d9
'0 '0 r '0 '0

4 5

kn

f2n  r  r~ , A k
= £j sen#(— - — ) / fíd 9 = — ( - c o s 0 ) / n = - — (1 — 1) = 0

0 4 5 20 20

M  = í0 (\Q(\r l krdz)dr)d9 =^-f0 (.[ r ( r - r 2 )¿r)¿6>

i + '4 *■ x 6iotr 2 bí as T noisT! el abnob sL. íy/í» 11
,  4

k f2ir fl ,  ,  A f 2 ir r  r , A- f2ir

= ~ !  (---------- — J dd  =2 0 0 2 0 3 4 240 ° 12

nk
-  M  0 -  -  M  7 7
x — 2 — - T - - 0,  y = — ^  = 0, z = — ^ « # « 1  

M  _  M  M  _
12 12 

El centro de masa es (0,0,1)
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I.

1) Calcular la integral triple \ \ \  -\¡x~ + y 2 dxdydz, donde D es el sólido limitado por

V~1 7  nx + y  , z = 1 Rpta. —
6

2) Calcular JJj"cos(x2 + y 2 + z)dxdvdz, donde D es el sólido acotado por las

superficies*2 + y2 = 2, x 2 + y2 =4,  z = 0, z = 4

Rpta. 7r(cos4-cos8 + cos6-cos2)

3) Calcular j j j (x2 + y 2 )dxdydz, donde la región T está limitada por las superficies

2 . 2x + y  I6;r
z = ----------  ; z = 2 Rpta. ------

4) Calcular JJjxdxdydz, donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen

0 < z < 3 ,  x2+ y 2 < z  Rpta. 0

5) Calcular IIP  + y 2)dxdydz, donde el dominio D viene determinado por las
D

7 7 7 7 7 S 5desigualdades z > 0 ,  r < x  + y  + z  < R  Rpta. ——(R - r  )

6) Calcular J"Jj*dxdydz, donde la región T es la esfera x~ + y 1 +z~ < r 2.
T

Rpta.
4nr3

7) Calcular y* + z 2)dxdydz si el dominio T está limitado por el cilindro



8) Calcular J"JJ(x +  y +  2)2 dxdydz, donde la región T es la parte común del paraboloide
T

2 2 2 
X  +  V  2 2 2 2 /—

z > -----1—  y de la esfera x + v  +z < 3a~ Rpta. ------ (18V 3-— )
2 a 5 6

9) Calcular zdxdydz, siendo V el sólido definido por las desigualdades
v

x 2 + y 2 + z 2 < 1, x 2 + y 2 < z 2, z >  0 Rpta. —
' 8

Integrales Triples 737

10) Calcular Í Í U  1 + (jc‘ + y 2 + z 2)Yi dxdydz,s\ T es la esfera x 2 + y 2 + z 2 <, 1

8tt r-
Rpta. — (2V 2-1)

9

1 1 ) Calcular JJJ ,-  V ■= ,  donde D es la esfera x 2 + y 2 + z 2 < 1
d V* 2 + y 2 + ( z - 2 ) 2

2 n
Rpta. ----

3 .

f a x - x 1 _ (a r -5 r_ _ 16a2(2  C y 2 x - x  (a  f —2-----r  l é a "
12) Calcular J dxJ dv I z J x  + y  dz Rpta.

■’o ■'o Jo ' '

[2 C-J2R-X1 C ^ A R - x 2- y 2
13) Calcular dzdydx

14) Calcular J J J +v 1 )//zdxdydz, donde D es la esfera unitaria con centro en el origen
D

A n ( e - \ )
Rpta. ------------

3

fl /—j--- 2------ 2 n
15) Calcular I I  I J x  + y  + z  dzdvdx Rpta. —

Jo Jo Jo ' . ' g

f f f  dxdydz .
16) Calcular JJJ — 5---------------------------------------------------------------------------------------- 2----- T~' donde D es la región limitada por las esferas

(x + y  + z  )ü

x 2 + y 2 + z 2 = a 2, x 2 + y 2 + z 2 = b 2, 0 < b < a  Rpta. 4n Ln(—)
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- - -  x 2 y 2 _2
17) Calcular — j)dxdydz,  donde D es el sólido limitado por el elipsoide

a b e

2 2 2x y  z  Aabcn
— +72 -+— = 1 ' Rp‘a. — —
a b e  5

w f 4 - £ - 4 x 2 2 z 2
18) Calcular JJJ 1 -  - y  -  —y  ~ ~  dxdydz, donde D está definido por —y-+—y + — < 1

a b e

Rpta.
ab e n 1

2 2* +y
19) Calcular JJJ"«? z dxdydz, donde D es el sólido interior a la superficie

D

limitado por los planos x  + y  = 0 , z  = a, a >  0

20) Calcular J"J*J (jc2 + y 2 + z 2)32 dxdydz, donde D está limitado por : x 2 + y 2 + z 2 = 1

2 n
Rpta. ----

xyz dxdvdz
21) Calcular JJJ r — ...... '■ ■:, donde D es el primer octante de la esferaJJJ L-2 . ..2 . _2 

£> Vx +_y + z

5

x 2 + y 2 + z 2 < a* Rpta. —
40

|xyz| dxdydz 

d  ' ¡ x 2 + J

22) Probar que la integral triple JJJ , sobre el sólido D acotado por el2 2 
y  + z

2 2 2  0 2, 2 2 / 1x y z  # 8 a b e  (b c+c a + ab)
elipsoide T + — +~T = 1» tiene el valor

a b e  15 {b + c)(c+ a)(a + b)
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23) Calcular \ \ \ [ { x - a ) 2 + ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2] ^  dxdydz, donde D es el sólido esférico de
D

radio R y centro en el origen, y (a,b,c) es un punto fijo fuera de la esfera.

Rpta. — k  R 2(a2 + b 2 + c 2)~ 2̂

24) Calcular Í Í U  x2 + y 2 + z 2 dxdydz, donde D es el sólido limitado por las superficies
D

z = J x 2 + y 2 , z = 3 Rpta. (27-^2------ )n
' 2

25) Calcular ^^xdxdydz,  donde D es el sólido limitado superiormente por la esfera
D

2 2 2 . 2  2x + y  + z  = 1 6 e  inferiormente por el paraboloide 6 z  = x + y

Rpta. 0

26) Calcular + y 2 dxdydz, donde D es el sólido exterior al cilindro
D

2 2 / ? 2 2 2 x + y  - 2 y  = 0 y limitado por las superficies z = + y  , x + y  = z + 12,

x + y > 0  Rpta. 410.31

ra r y a 2- x 2 f h  d z
27) Calcular la integral ( -------( h )dy)dx pasando a coordenadas

J-a J-4a2-x2 J—tf + y 2) ^ 2 + y 2

4
cilindricas. Rpta. — mh

p2 W  4-.r2 J & - x 2- y 2
28) Calcular la integral ( .-----( L——  (x + y  + z  )dz)dy)dx

J-2 J—Ji-x2 Jjx 2 + y 2

Rpta.
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[R r'jR1-x2 ^ R 2-x2-y2 (¡Z
29) Calcular la integral ( ------- (I )dy)dx pasando a coordenadas

J- r  J ^ r 2- x 2 Jo ^j z

esféricas. Rpta. —rtR2

i*2b 2 b x -x 2 /•-/

Jo J ^ l b x - x 2 JO

4 b2- x 2- y 2
30) Calcular la integral | ( | ^ f ( | dz)dy)dx , b > 0.

31) Utilice coordenadas cilindricas para las integrales triples:

a) Evalúe Í J F  + y 2)dxdvdz  en donde T es la región limitada por el cilindro
T

x 2 + y 2 = 4  y los planos z = -l, z = 2. Rpta. 24rc

b) Evalúe j"JJV dx dy dz en donde T es el sólido que se encuentra comprendido entre
T

los cilindros x 2 + y 2 =1 y x 2 + y 2 = 4  sobre el plano XY y debajo del plano 

z = x + 2 .
Rpta. 0

c) Evalúe j j j x 2d x d y d z ,  en donde T es el sólido que se encuentra dentro del
T

• • 2 2  • * 1  2 2 2cilindro* + y  = 1 , arriba del plano z = 0 , y debajo del cono z = 4 x  + y  .

„ 2 n
a T

d) Evalúe j"J*J-Jx2 + y 2 dx dy dz en donde T es el sólido limitado por el paraboloide

z  = 9 - x 2 - y 2 y el plano XY.

e) Evalúe JJJxz dx dy d z , en donde T es el sólido limitado por los planos z = 0,

z =  y, y  e l c ilind ro  x 2 + y 2 = 1  en  el sem ip lano  y > 0.
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f l p / I T ?  * 2 - x I- y I 1
0  (* ) ¡ * w *

»i wi-jf2
e) K  (W

32) Utilice coordenadas polares de las integrales triples:

a) Evalúe J J J (x 2 + y 2 + z 2 )dxdy d z , en donde S es la esfera sólida unitaria
s

x 2 + y 2 + z 2 < 1. Rpta. ^

b) Evalúe J J j y 2d x d y d z , en donde S es la porción de la esfera sólida unitaria
s

x 2 + y 2 + z 2 <1 que se encuentra en el primer octante.

Rpta. —
30

c) Evalúe JJJ(*2 + y 2) d x d y d z , en donde S es la región hemisférica situada arriba
D

del plano XY y debajo de la esfera x 2 +  y 2 + z 2 =1.

d) Evalúe f f f xe(* *y +I ) d x d y d z , en donde S es el sólido comprendido entre las
s

esferas x 2 + y 2 + z 2 =1 y x 2 + y 2 + z 2 = 4  en el primer octante.

C) *>/x 2 + y 2 + z 2dz)dy)dx
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33) Calcular f f f —=-— r"— j d x d y d z ,  donde T esta limitada por las superficies 
x + y  + 2

x 2 + y 2 = z 2 , x 2 + y 2 =3 z 2 y x 2 + y 2 + z 2 = 4 .

II. Problemas de Aplicación

1) Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 2  = 0, la superficie cilindrica

1 2 2 2 2 2x = — (x + y  ) y la esfera x + y  + z  = 4 (en el interior del cilindro).
2

8
Rpta. — (3*r-4)9

2 2 22) Encontrar el volumen del sólido acotado por la esfera x + y  + 2  = 4a y el cilindro

2 2 2  í 8 ~ 3>/3
x + y  = a . Rpta. 4 m  (— -— )

3) Encontrar el volumen del sólido en el primer octante acotado por el paraboloide

2 2 , ■ 2 3
z  = x + y  , el cilindro y  = x y los planos y = x, z -  0. Rpta. —

35

2 2z  x y
4) Encontrar el volumen del paraboloide — = — + —  cortado por el plano 2  = 0.

c a b  -.'••• -
jtabc 

Rpta. -------
2

5) Encontrar el volumen acotado inferiormente por el paraboloide z  = x 2 + y 2 z  = x 2 + y 2

n
y  superiormente por el plano 2  = 2 y. Rpta. —

2

6) Encontrar el volumen del sólido dentro del cilindro x 2 + y 2 = 2ax entre el piano 2  = 0 y
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7) Calcular el volumen del sólido encerrado por las superficies

2 2 2 .  2 2 2 n  (3 ; r~ 4) x + y  + z  = 4a , x + y  - 2 ay. Rpta. -------------------

8) Hallar el volumen de la región limitada por los cilindros hiperbólicos

xy = 1, xy = 9, xz = 4, xz = 36, yz  = 25, y z  = 49.

Rpta. 64

2 2 • • • •9) Hallar el volumen del sólido bajo la superficie z  = 4 - x  - y  , interior al cilindro

2 2 7 x + y  = 1 y sobre el plano xy. Rpta. — n
2

10) Hallar el volumen del sólido acotado por el paraboloide elíptico 3x2 + y 2 = z  y bajo el

2 3cilindro x + z  = 4. Rpta. 4 m

2 211) Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies del paraboloide z  = x  + y  y

2 2 2 z  = x + 2 y  y los planos y  = x, y = 2x, x = 1. Rpta. —
12

2 2 2 z  x + y
12) Hallar el volumen del sólido limitado por encima de la superficie —  = -----j—  Y Por

h a
2 2 2  a 2hn

debajo del plano z = h con x + y  < a  . Rpta. -------

13) Hallar el volumen del sólido limitado por los cilindros z  = Ln(x + 2) y  z  = ln (6 -x ) y 

los planos x = 0, x + y  -  2, x - y  = 2.

Rpta. 4(4-31n3).

2 214) Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide (x -1 )  + y  = z  y el plano
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2 215) Hallar el volumen del sólido comprendido entre paraboloide z = x + y  y el cono

2 71 z  = xy. Rpta. —  el paraboloide
96

16) Hallar el volumen del sólido comprendido entre el paraboloide y 2 + z 2 = 4a(x + a) y la

2
2 2 2 2 2 a  esfera* + y  + z  = c  (c > a ). Rpta. 2na(c - — )

2

2 2 217) Hallar el volumen del sólido limitado por: (x + y  + z ) = axyz.

3a
Rpta. -----

360

18) Hallar el volumen del sólido limitado por: ( x 2 + y 2 + z 2 ) = a 2z 4

Rpta.
4 na3

21

2 2 2 2 2 2 219) Hallar el volumen del sólido limitado por: (x + y  + z  ) = a  (x + y  ) .

Rpta.
64fl3;r 

105

20) Hallar el volumen del sólido limitado por: (*” + y Z)~ = a z.

3 2a n 
Rpta. -------

21) Hallar el volumen del sólido limitado por: x 2 + y 2 + z 2 = 1, x 2 + y 2 + z 2 = 16,

z 2 = x 2 + y 2 , * = 0 , y  = 0, z  =  0. ( x > 0 ,  y Z O ,  z > 0 )

2\(2-J2)
Rpta.---------— -n

• 2 222) Encuentre el volumen de la región D limitada por las paraboloides z  = x + y  , y 

z = 3 6 - 3 x 2 - 3 y 2 . Rpta. 162 n
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23) Obtenga el volumen del sólido limitado por le paraboloide x 2 + y 2 + z  = 12 y el

plano z =  8. Rpta. 8 n

24) Determine el volumen del sólido limitado por el paraboloide x 2 + y 2 + z  = 1 y el plano 

XY.

25) Determine el volumen del sólido acotado por el cilindro x 2 + y 2 = 2 y ,  el paraboloide

x 2 + y 2 = 2 z  y el plano XY.

26) Obtengo el volumen del sólido que esta en el interior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 - 2 z  y 

arriba del paraboloide x 2 + y 2 = z  .

27) Hallar el volumen del sólido comprendido entre las superficies z - 5 x 2 + 5 y 2 , 

z  = 6 - 7 x 2 - y 2 .

28) Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies x 2 + y 2 = z ,  

z 2 = 4(x2 + y 2).

29) Determinar el volumen del sólido acotado por el cilindro x 2 + z 2 = 4  y las superficies

x  = z 2 , x - 6  = ( z - 2)2.

30) Hallar el volumen común de las esferas x + y  + z  = 9  y x + y  +(z-2) = 4 .

31) Hallar el volumen del sólido que es exterior a la superficie z 2 = x 2 + y 2 e 

interiormente a la superficie x 2 + y 2 + z 2 = 2ax

32) Calcular la masa del cubo 0 <  x <  a, 0 <  y <  a, 0 < z ¿ a s i l a  densidad del cubo en el
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33) Encontrar la masa del sólido acotado por una esfera de radio a sí la densidad de

4 5
volumen varía con el cuadrado de la distancia al centro. Rpta. —a n

1 5

. 2 2 234) Encontrar la masa del sólido acotado por las esferas x + y  + z  -  4 y

x 2 + y 2 + z 2 =t 9, si la densidad del volumen en cualquier punto es k-Jx2 + y 2 + z 2 .

Rpta. 65kn

35) Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x 2 + y 2 = 2 a z , y la esfera

2 2 2 - 2  .k- ! 
x + y  + z  = 3a (z > 0) si la densidad en cada pnnto es igual a la suma de los

f  £ f  
cuadrados de sus coordenadas

a n  r -  97
Rpta. ----- (18V3 - — )

5 f  6

36) Calcular las coordenadas del cehtro de gravedad del cuerpo limitado por las superficies

2 2  2 2 7
x + y =  1, z  = x + y  , x = 0, y  =  0, z  =  0. Rpta. (— ,— )

5 5 30
\\

37) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo limitado por las superficies

2 45
z  =xy, x = 5, y  = 5, z  = Q. Rpta. (3,3,—*)

. 32 .

38) Obtenga el momento de inercia con respecto al eje Z del sótMMttBlOgéneo que está-'
2 2 -2. 2 $ •.**» dentro del cilindro x + y  —2x -  0, debajo del cono x  arriba del plano

XY, la densidad de volumen en un punto cualquiera es k(en1cg4ml

512 2 -
Rpta. -----k k g - m

75

39) Calcular el momento de inercia del cubo 0 < x < a ,  0 < y  < a, Q_< z < a,  respecto de 

su arista. Rpta.
2 a 5
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2 2 2 x y  z
40) Hallar el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide — h— 2~ + ~ = U  con

a b e

Aabcn 2 2
función de densidad p( x , y ,  z) = 1. Rpta. --------- (a + b  )

12

41) Hallar el momento de inercia del paralelepidedo recto homogéneo de aristas a,b, y a con 

respecto a cada una de las mismas cuya masa es igual a M.

Rpta, - M ( b 2 + c 2), - M ( c 2 + a 2), - M ( a 2 + b 2).
3 3 3 í

42) Si S es el sólido en el primer octante limitado por los planos coordenados, la esfera
2 2 2 . . . 

x + y  + z  = 4  y el plano x + y  = 1, si la densidad en cada punto (x, y ,  z)  es igualasu

11
distancia al plano XY, hallar la masa de este sólido. Rpta. —

12

43) Hallar el centro de masa del tetraedro de vértices (0,0,0), (a,0,0), (0,¿,0) y

a 2b 2
(0,0,c), (a,b,c > 0) si la densidad en cada punto (x,y,z) es yz. Rpta. (—,—  ,—c)

2 3 3

2 2 2 244) Del octante de la esfera x + y  + z  < c  , jc>0, y > 0 ,  z > 0 ,  se ha cortado el 

cuerpo OABC, limitado por los planos de coordenadas y por el plano

x y
— i—  = 1 (a < c, b < c). Ver figura. 
a b
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Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto (x,y,z) es igual a la cota z

ab 2 2 2
del mismo. Rpta.— (6c - a  - b  ).

24

45) Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que tiene por altura h y por radio de 

la base a, con respecto al eje que sirve de diámetro de la base del propio cilindro.

2 2 a'hn
Rpta. (3a +4/; )-------

12

46) Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la 

base a y de densidad p, con respecto al diámetro de su base.

a.2hpn 2 2
R pta.---- —  (3a +2/i )

60

47) Encuentre la masa y el centro de masa del sólido S limitado por el paraboloide 

z = Ax2 + A y 2, y el plano z = a (a > 0). Si S tiene densidad constante k.

Rpta. 7̂ — , (0,0,2a)
O

48) Encuentre la masa de un hemisferio sólido H de radio a sí la densidad en cualquier 

punto es proporcional a su distancia al centro de la base.

„  n kaA ,
Rpta. — , k = constante

49) Obtenga la masa del sólido limitado por las esferas x 2 + y 2 + z = 4 y x 2 + y 2 + z 2 = 9

si la densidad voluminica en cualquier punto es k ^ x 2 + y 2 + z 2 .

Rpta. 65 krc kg.

50) El sólido homogéneo limitado pro el cono z 2 = A x 2 + A y 2 entre los planos z = 9 y
kg

z = 4 tiene una densidad voluminica, en cualquier punto de k (en —- )  calcule el
m

32momento de inercia respecto al eje Z para este sólido. Rpta. — k n k g t m 2



CAPITULO VII
Integrales Curvilíneas o de Linea 749

7. ...IN TE G R A L E S CU RVILÍN EAS O  PE LIN E a I

Pre-requisitos.- Para la comprensión adecuada de este capítulo de las integrales 

curvilíneas se requiere del conocimiento previo de:

- Cálculo diferencial e integral.

- Funciones vectoriales de variable real.

- Funciones de varias variables.

- Superficies.

- Parametrización de curvas.

Objetivos.- Establecer los fundamentos necesarios para la identificación de los tipos de 

integrales curvilíneas así como sus respectivas aplicaciones. Al finalizar él 

estudio de este capítulo, el alumno debe ser capaz de:

- Identificar los tipos de integrales curvilíneas.

- Utilizar las integrales curvilíneas en las diversas aplicaciones.
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?♦! Introducción]

Si f \ [ a , b ] ------ >R,  es una función continua en [a,b]

entonces J f ( x ) d x  = F(b)~ F ( a )donde F ’(x) = f ( x )  
a

Vxe[a,b] (integral definida); es decir, que la integral 

se realiza sobre el intervalo cerrado [a,b].

Ahora generalizaremos ésta integral, en donde la función f  sea continua sobre la curva

—>
C: a ( t ) y a  estas integrales le llamaremos integrales curvilíneas ó de línea y

denotaremos por f d s  , es decir:Je

Consideremos una curva regular a \ \ a , b \ ------ > R 3, tal que: a  ([fl,¿>]) = C e  R 3 es su

—* 3 • 3imagen de a  . Sea / :  C e  R ------ > R,  una función definida sobre la curva C e  R .

Cuya representación gráfica haremos de la siguiente manera:
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Consideremos una partición del intervalo [a,b], P  =  [t0, t i ,t2 , ....... t„} tal que

a = t0 < tl <....< tn = b ,  estos puntos determinan una partición en la curva C por medio de
—> —> —y —y -~y —y

los puntos: a ( a ) = a ( t 0), a ( t 2)......a ( í n) = a(¿).Ahora en cada sub

intervalo [tj.j, t¡ ], i = 1,2,...,n, tomamos un punto arbitrario t¡ ' tal que

—y ” '
a ( t ¡ ') = ( x / . y ^ . Z j ') e C, enseguida formemos la suma f(xj', y { , z¡ ')AS¡, donde AS¡

¡=i

es la longitud de arco de la curva C de a  (t¡_j) a a  (t¡) y sea |AS¡ | la máxima longitud de 

arco correspondiente a la partición considerada.

17.2 Definición!

Si existe un número L tal que V e > 0, B 5 > 0  y
n

I f í V . y / . O A S i - L
i=l

< e , para

toda partición con |AS¡| < <5 , entonces existe la integral curvilínea de f  con respecto a la 

longitud de arco AS¡ y lo representaremos por:

f íX i' .y i' .z ^ A S ^ I  

|7.3 Propiedades Fundamentales de la integral Curv ilínea J

l 2 Consideremos una curva regular a:  [a .b \----- >R3 definida por
—y —y . —»
a ( t )  =  ( a l ( t ) , a 2( t ) , a i (t)) tal que a([a,b] ) = Ccz R es la imagen de a  Sí

/ :  C c í í 3------ > R , una función continua sobre C, entonces

£  f ( x , y ,  z )d S = £  f (a ( t ) ) .  || a'(t)  || d t = £  f ( a x (t ) ,a 2 (f),«3 (/)).|| a'( t)  || dt 

donde ||a '( í) || = ̂ /a1'(0 2 + a 2'(‘) 2 + a 2'(t)2

esta integral recibe el nombre de integral curvilínea de primera especie.

f(x, y, z)dS = lim 
|as¡|->o í=i
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Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea (x2 + y 2) nd S , donde C es la circunferencia
Je

x = acost, y = a sen t.

Solución

La curva C en forma paramétrica es dado por:

C: a ( t )  = (a cosí ,asen t),  0<t^2rc

a X cl' (í) = (-a  sen i, a eos/) => ||a'(OII= a  

—>
como dS =|| a'(t)  || dt => dS = adt

f ! 2 , 2\" jo f2*/- 2 2.. 2 2 J. f2" 2n+1j. 2n+l /2ír - 2n+l+_y ) “^ = J0 (a cos í + a sen 0  •ae*í = J0 a dt = a  t / o = 2 a n

f (x2 + y 2) ndS = 2aln+ln 
JC

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea J (x2 + y 2 + z 2)dS donde la curva es definida por

C: a ( t )  =  (cosí, sení, t),  0 < t < 2 n .

Solución

Como C: a : [0,2/r]------ > R es una curva regular definida por:

-> -> -» _  
a(í) = (cosí,sen/,/) => a'(í) = (-sen  í,cosí,l) => ||a '(í) || = v2

como dS =|| a'(í) || di => dS = V2rfí, entonces

J  (x1 + y 2 + z 2)dS = J  (eos2 í + sen2 í + í 2)V2 dt = V ? J  ( l+ í2)rfí=—— — (3+4?r2)
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f dS
Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea J — ----- -2------ ,  donde C es la primera espira de la

c x + y  +z

hélice circular x = a eos t, y = a sen t, z = b t

Solución

Sea a:[0,27r]------>R / a  (í) = (acost ,  asen t , b t ) ,  la curva parametrizada donde

dS = || a ' (t ) || dt => dS =  Va2 + b 2 d t , entonces

T dS  = r2rt_______ II a'( t) \ \di  = / 2 2 f2n dt
ĉ x 2 + y 2 + z 2 Jo a 2 eos2 ? + a 2 sen2 t + b 2t 2 a 2 + b 2t 2

Va2 + 6 2 ¡i* Va2 + ¿ 2
= -------------arctg — /  = ------------- arctg(------)

a ab a

Observación.- Cuando se tiene una curva plana y = cp(x) , a < x < b y f(x,y) es una función 

continua, entonces la integral curvilínea se calcula mediante la fórmula.

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea j  y 2 sen3 xVl + eos2 x d S , donde C es el arco de la

n
curva y = sen x, desde el punto (0,0) hasta el punto (— , 1).

2

Solución

Como la curva es plana C: y = sen x, 0 < x < tc/2, dS = J 1 + (— ) 2 d x -  Vi + eos2 xdx
V dx

J" y 2sen3x-\ 1 + eos2 xdS = J sen2xsen3xVl + cos2 xVi + eos2 xdx

J.  / 2 5 2 2
se« jc(1 + eos = (1 -  eos jc) “ (1 + eos x)senxdx

o Jo
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= fo
12 6  4 2(eos x - c o s  x - c o s  x+l)senx<íx

7 5 3 „eos x eos x eos x 1^12
-  ( ------------- H-------------+ --------------COSX) /

7 5 3 ' 0

1 1 1  64
= ( 0 + 0 ) - 1 )  = -----

7 5 3 105

—r  ^
22 Consideremos una curva regular a : \ a , b \ ------ >R definida por

y —* 3 —*
a ( t )  = ( a l (t), a 2(t), a 3(t)) tal que a  (¡a,¿>]) = C e  R es la imagen de a  .

Si P,Q,R:  C a R ^ ------ >R son funciones continuas sobre C, entonces:

J P(x, y,  z)dx + Q(x, y,  z)dy + R(x, y,  z)dz  = jt^ ío i (t ) ,a 2 ( t) ,a3 (t ) )ax'(t) + 

f  Q(a l (t) ,a2(t),a3(t ))a,2 (t) + R(a l (t),a2(t),a3(t))a'3 (r)]rff___________

Estas integrales reciben el nombre de integrales curvilíneas de segunda especie.

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea ydx + xdy ,  donde C es el l e cuadrante de
Je

la

K
circunferenciax = Reost,  y = Rsent desde /, = 0  hasta f, = — .

2

Solución

-» , , 2 71
Sea a \  [a,b\----- >R tal que a ( t )  = (Rcost ,  Rsent)  para 0 - l - ~  la curva parametrizada.

íx = /?eosf jdx = - R s e n t  d t

[y = /?senr [dy = R c o s t d t

f f^2I yd x  + xdy = IRs en t ( -R sen t ) d t  + Rcos t .Rcost  d t

, fír/2 , , , fír/2 , Sen2í /ít/2 ,
= R J (eos f - s e n  t ) d t - R  J eos2 t d t = R  -------- = R ( 0 - 0 )  = 0

Jo 'o 2 ' 0
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f x'dy + y  dx
Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea J —j-j-----donde C es la cuarta parte de la astroide

c x +y~
x = Reos31, y = R  sen31, desde el punto (R,0) hasta el punto (0,R).

Solución

La curva parametrizada es dado por.

r , 2 i  ̂ n
a' . [a,b \------>R /  a ( t )  = ( i? c o s t, Äsen t ) , 0 < t < —

2

j x = R eos t 

[y = R sen31

dx = -3Äcos2.seni d t
2

dy = 3Rsen t . c o s t d t

I
x 2dy - y 2dx

'c x 5 , i + y 5

dx ff R 2 cos6 r(3Äsen2 t .cost) + R 2 sen6 t ( - 3R cos 2 t sení)
“ Jo / í 5/3 eos5 1 + i? 5/3 sen5 1 *

„4/3 r ic o s 7 fsen2 f + sen7 / eos2 t 3 r^|*f (eos5 í + sen5 í)sen 2 í.cos2 t
= ja  I -------------;--------- ;---------- d t = 3 R ^ R l  ------------------------- -------------dt

Jo eos í + sen t Jo eos í + sen í

2 2 . „ l-c o s4 í , 3R.IÍR , sen4 /, ¡\  3Ri/R ti
= 3R tj R l  sen í.cos td t  = 3R ^ R \  — --------dt  = --------- ( í -----------) /  = -----------

Jo Jo 8 8 4  l o  16

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea 

antihorario.

I xy2 dy 2 2 2
— —, a lo largo del círculo x + y  = a en sentido

-  x + y

Solución

2 2 2Parametrizando la circunferencia x + y  = a se 

tiene x = a eos 0 , y = a sen 0

Luego la curva C en forma parametrizada es dada por:

C: a : [ a , b ] ------ >R / a ( Q )  = (a cos0 ,a sen0)

0 < 0 £  2n
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I x y 2 r 2n a.cos0.fl2 sen2 0.aeos0¿0 2 C2k 2  ̂ 1  ̂ ^= I ----- ------ -------- ------ -------= a I sen 0. eos 0a0
Jo  fl c n s  f l + o  se n  fl Jox 2 + y 2

= —  fa -c o s4 0 )í/0  = —  (0-fE L fü ) l lK = — ( 2 n - 0 )  = 
8 Jo 8 4 /  o 8

2a n

Observación.- Si P(x,y) y Q(x,y) son funciones continuas e y= <p(x), a < x < b es la ecuación de 

una curva plana C, entonces la integral curvilínea se calcula mediante la fórmula:

£  P(x, y)dx + Q(x, y)dy = jV(*, <P(X)) + Q(x,(p(x))xp' (x)]rf.r

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea J y 2dx + x 2d y , donde. C es el segmento de la recta 

y = 2x + 3, de A(-1,1) hasta B(2,7).

Solución

Sea C: y = 2x + 3 , -1 á x < 2  curva plana

j" y 2d x - x 2dy — J [(2x + 3)2 + x 1{2)'\dx = j" (6x2 + \2x + 9)dx = (2x3 + 6x2 +9x)  j  ^

= (16 + 24+ 18) - (-2 + 6 - 9) = 63

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea 

de (0,0) hasta (2,2).

I
x 2dx l y d y  

2 . 2i ,----------t , , , donde C es el arco de y = —
c V^ 7  4* +->> 2

Solución
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( x 2 dx 2y  ,=■+— ;----- r d y
2 _ 2  

+
j"2 x ^ d x  X

4*
x 4 2

2x
.—  dx

J T V  ' 4 x 2 + y 2 “'  Jo T ~ Vr -7

= JV ,  ■ + 4 X j ) d x  = f—2->/4 — jc2 +21n| l6+x2| l / 2
0 \ J 4 Z 7  16 + x l 1 ' i ' o

3a

= { 0 * 2  l n 20) - (-4 + 2 ln 16) =4  + 2 1 n -
4

—>
Si la curva C: a ( t )  = ( a l (t), a 2 (t), a 3(/)) para t g[a,b] una curva seccionalmente regular, 

entonces una partición a — í^ < f¡ < l 2 < . . . < t n = b,  existe para [a,b] tal que C, resulta ser

la unión de las curvas regulares ' C = C, u  C2 u . . .uCn, donde Cl : a , ( í )  , t e  [a, /,] ,

C2: a 2(t) , t  e [í,, í2], C„" «„( /) , '(  e é] y sea / :  C c z R 3 -------► una función

definida en C, entonces se tiene:

í‘ f ( x ,  y ,  z)dS = f  f ( x , y , z ) d S +  ¡ f ( x ,  y ,  z)dS + ...+ [  / ( * ,  y, z)dS = V  f  f ( x , y , z ) d S
JC JC¡ ■ JC-> *C. JC,1 z I. í=j I

Ejemplo. Encontrar la integral curvilínea J ydx + 2xdy, si C es el contorno de un rombo en

sentido inverso al de las agujas de un reloj y cuyos lados son las rectas
x y x y x y x v
- + -  = 1 , - + -  = - 1 , ---- - = 1 , ------  = -1
3 2  3 2  3 2  3 2



X yC3 : — + — = -1 ,  parametrizando se tiene:

a  3 ( 0  = (3/ - 3 , - 2 i ) ,  0 < t < 1

X y
C4 : — - — = 1, parametrizando se tiene:

a 4(0 = (3 /,2 i-2 )

f vdx + 2 x d y = \  ydx  + 2xdy+  [ ydx  + 2 x d y + \  ydx + 2 x d y + \  y d x + 2 x d y  
JC Je, JCj 3̂ *̂4

= Jj2r(-3) + 2(3 -  3t)2\dt + jj(2  -  2i)(-3) + 2(-3t)(-2)]dt +

+ |[ -2 i(3 )  + 2(3* -  3)(-2)]dt + jj(2,1 -  2)3 + 6t(2)]dt

= f(12-18i)<//+ f'(l 8f -  6)dt + ['(12-18 t)dt + [ \ lS t  -  6)dt 
Jo Jo Jo Jo

= fl2d l = 12/ / '  =12 
Jo / 0



Integrales Curvilíneas o de Linea 759

Notación.- Dada una curva C parametrizada por a  (i ) con una cierta orientación, cuando se le

—>
reparametriza por una función co(t) que le invierte la orientación, entonces se le

denota por C_.

Al estudiar las integrales de línea nos interesa no solamente el conjunto de puntos que une a la curva 

C, si no la manera como ha sido orientada, es decir, la parametrización a  (r).

fr.4 Definición.]

A una curva C con una parametrización a  (i) se le llama camino o trayectoria. A las

—>
integrales de línea se le ha dado muchas notaciones, por ejemplo sí un campo vectorial F  en 

R n es una función definida sobre un conjunto abierto U c R ” y con valores en R", es decir.

F: U czR"------ >Rn, tal que:

F ( x )  = (Fl ( x ) , F 2( x ) , . . . ,F n( x ) )  donde x = (x, , x 2 , . . . , x„ )

-» —> —> —> —>
para n = 2 denotaremos x -  (x .y )  , F ( x )  = ( P ( x ) , Q { x ) )

—> —> —»
n = 3 denotaremos x = ( x , y , z )  , F ( x )  = ( P ( x ) , Q ( x ) , R ( x ) )
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Campo vectorial F  sobre el conjunto abierto U a R ”

3 3Luego sí F: R ----- >R tal que :

F(x,y,z) = P{x,y,z) i + Q(x,y,z) j + R(x,y,z) k y

r = x  i + y j + z k  donde d r  =dx i+ d y  j + d z k  ala

integral curvilínea denotaremos por:

\ c F(x,y,z).d r = ¡ c (f\x,y,z)  i + Q(x,y,z) j +  R(x,y,z)k).(dx i +dy j + d z k )  

= | ^P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz

Observación.- En una integral de línea, la curva a lo largo del cual se realiza la integración se 

denomina camino o trayectoria de integración, si el camino de integración es una 

curva cerrada se denota de la manera siguiente.

§^ F (x , y , z ) .d r

(antihorario)

£ F (x , y , z ) . d r  

(horario)

2 2 2 Ejemplo.- Calcular la integral de línea del campo F( x, y )  = (x , y  ) sobre la parábola C: y  = x

desde A(0,0) hasta B(l,l).

Solución

Parametrizando la curva C: a  (t) = (t, t ) , t e[0 ,l]
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2 2como F(jr,y) = (x , y  )

F (a ( /) )  = F ( M 2) = ( f V )

\c F(x ,y ). (dx,dy)  = Jq( t 2, t 4)(dt, 21dt)

P 2 5 ** ' 6 /> 2= J ( r  +  2r )<// = (— h— ) = -rfO -l -J ! O -53 3

ahora reparametrizando la misma curva C por otra función

V7
® (0  = t €  [0,4] ; F (x ,y )  = ( x 2, y 2) entonces F(<o(í)) = F (—

2 4 2 4 4 16

f  F ( x , y ) d 7 =  1 ) * =  p ( ^ - + — )¿í = -
Jc v Jo 4 16 4-s/í 4 Jo 16 64 3

por lo tanto se observa que para una curva fija C el valor de la integral no varia J F . d 7Jc si es

que la curva está descrita por varias parametrizaciones que preservan la orientación original.

“ * 2 2 2
Xjemplo.- Calcular la integral de linea de F (x ,y )  = (x , y  ) a lo largo de la parábola y  = x

desde el punto B(l ,l ) hasta el punto A(0,0).

Solución

Observamos que es la misma curva del ejemplo anterior, pero recorrida en sentido opuesto de 

modo que denotaremos por Cparametricemos C_ mediante:

C_: œ (0  = ( l - M l - 0  ) , t e  [0,1] 

¡c F ( x , y ) d ?  = ¡ lo F ( l - t , ( l - t ) 2)dt

= ^ ( ( ( l - r ) 2, ( l - í ) 4) ( - l .  - 2 ( l - t ) ) ) d t

= r [ - (i - o 2 - 2 ( i - o > = (
(1-r)3 , (1-Q 6 /»_ 2

3 + 3 3
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observamos que al invertir la orientación, el valor de la integral cambia de signo, más no de 

magnitud.

'\
- ^

Observación.- Sean a  (f) y a ( t )  dos caminos de lacarVa C.

I) Si a  (t) y a>(t) originan la misma orientación de C.

Jc F ( a  (t))d a  (t) = fc 7  (2 ( t ) )d  ffl(í)

11) Si a  (í) y a>(t) originan orientaciones opuestas de C.

f  F ¿ ( t ) ) d a ( t )  = - \  F ¿ ( t ) ) d Z ( t )
’c_ "c

p-s Independencia de la Trayectoria éa Integrales Curvllineasj

En general, el valor de una integral curvilínea depende del integrando, de los dos extremos y 

del arco que los une, sin embargo, existen casos especiales en los cuales el valor de una 

integral curvilínea depende solamente del integrando y de los extremos, más no de la 

trayectoria sobre el cual se realiza la integración, esto ocurre, cuando la forma diferencial que 

se pretende integrar P(x,y)dx + Q(x,y)dy es exacta, es decir, que existe una función 
2

f  : D c z R  ------>R tal que: df(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy, en estos casos las integrales

curvilíneas sólo dependen de los extremos, bajo estas condiciones, decimos que la integral 

curvilínea es “independiente de la trayectoria”.

B

El siguiente teorema establece la relación entre las integrales independientes de la trayectoria 

y las diferenciales exactas.
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Supongamos que P(x,y)dx + Q(x,y)dy sea una diferencial exacta, es decir: existe una

función f :  D e  R ------>R, tal que: df(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y) dy y consideremos una

—* r 2 —̂curva regular a \ [ a , b \ ------->R~ definida por a ( t )  = ( a l ( t ) , a 2(t)) tal que

—* 2 —*a  = C a  R es la imagen de a  entonces:

£  P(x,y)dx + Q(x, y)dy  = f ( a x (b), a  2 (6)) -  f ( a x (a) ,a 2 (a))

Demostración

Definiremos la función F(t) mediante: F(t)  = f  (a¡(f), a 2(t)) , a < t < b

calculando su derivada por medio de la regla de la cadena

F (r ) = /,'(<*,(!), a 2( t ) ) .ax\ t ) + f 2 \ a x(t), a 2( t ) ) .a2'(t), de donde

F' ( í )=  P ( a x(t), a 2( t ) ) .a l ' ( t ) + Q ( a l (t), a 2(r)).a2' (0

integrando miembro a miembro tenemos:

J F'(t)dt  = \  P(x ,y ) dx +  Q(x,y)dy  = F ( b ) ~ F ( a ) , por lo tanto
a a

J P(x ,y )d x+  Q{x,y )dy  = f ( a x{b), a 2(b))~ f ( a x(a), a 2{a))
a

Supongamos que P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, sea una diferencial exacta, es decir 

que existe una función / :  R 3 ------ > R tal que: df(x,y,z) = P(x,y,z) dx + Q(x,y,z) dy +

R(x,y,z) dz y consideremos una curva regular a: [a,b\------ >R definida por:

—> —i►  ̂ *
a ( t )  = (a¡(t ) ,  a 2(t), a 3(t)) tal que: a  ([a,6]) = C e  R es la imagen de a  entonces:

f P(x, y,  z)dx + Q(x,y,  z)dy + R(x, y, z)dy = f ( a ¡  (b) ,a2(b) ,a3 (b)) -  f ( a x( a ) , a 2(a ) ,a 3(a)) 
Je
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Demostración

Definiremos la función F(t) mediante: F(t)  = f ( a 1(t), a 2(t), a 3(r)) , a < t < b

calculando su derivada por medio de la regla de la cadena

F'(t)  = / i '(a ,( í ) ,  a 2(í), a 3(í)).a1'(í) + / 2'(ai(í). a 2(t), a 3(í)).a2'(í) +

+ / '3  ( « l ( 0 ,  « 2 ( 0 ,  < *3(0 ) 0 '3  ( í )  

F \ t )  = a 2(t), a 3(t)).a¡'(t) + Q(a¡(t), a 2(t), a 3(t)).ct2\ t )  + R(a i (t), a 2(t), a 3(t)).a3'(t)

integrando miembro a miembro se tiene:

J V (« i(0. « 2 (0 » a 3(t)) .ct{{t)+Q{a\(t) ,  a 2(t), a 3{t)).a2\ t )  + R ( a {{t), a 2{t), a 3(t)).a3 (t)]dt

4bF ( t ) d t  = F ( b ) -  F(a)

£  P(x, y, z)dx + Q{x, y ,  z)dy  + R(x, y, z)dz  = F(b) -  F(a)

= f ( a l (b), a 2(b), a 3{b))~ / ( a ,  (a), a 2(a), a 3(a))

Observación.- La c .presión P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz es una diferencial exacta, si se 

cumple:

dp dQ dP dR dQ dR

dy dx dz dx dz dy

ahora si P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, es una diferencial exacta, quiere decir que 

existe una función f(x,y,z) tal que :

d f ( x ,y , z )  _  n d f { x , y , z )  d f {x , y , z )
’= P ( x , y , z ) ,  ------------- = Q (x ,y , z ) ,  --------------= R ( x , y , z )

dx dy dz

Luego para encontrar la función f(x,y,z) se sigue el procedimiento siguiente, siempre y 

cuando reúna las condiciones necesarias.
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- ---  ---  — JU -  -----

cf(x ,y ,z )
------------- = P (x ,y , z ) , integrando con respecto a X,

dx ■

f ( x,y,  z) = J P(x, y,  z)dx+g(y, z )  .„(I)
ahora derivamos con respecto a y.

df (x,y,¿) JsdM 8
-------------------- =  .V. z)dx+— g(y ,z)  = Q(x,y,z)

■>dy cy dy

d  d  f "
—- g(y<z)  ̂ -Q(x,y ;z) - — J P(x ,y , z )dx ,  integrando respecto a y
dy r'dy

g O v * )  = j i e(x ,W,z)  “  J P(*, y, z)dx]dy +  h(z) ... (2)
reemplazando (2) en (1) se tiene:

f ( x , y , z )  = jP (x ¿ y , z )d x  + j*[ Q ( x , y , z ) - ~ j P ( x , y , z ) d x ] d y  + h(z) ... (3)
dy

ahora derivando respecto a z a la ecuación (3)

d ^ a f ,Z) = í z t f  P x̂'y ’ z ) dx+\ y ’ P(x’y ' z)í&]ú̂ ]+7!'(z) = R (x>y>z )

h'(z) = R(x ,y , z ) - ^ - [J P(x,y,  z )dx+ j [ Q ( x , y , z ) ~ - ^ - j P ( x , y ,  z)dx]dy] ,  integrando

h(z) = J J P(x, y, z )dx+ J [Q(x, y , z ) - - ~ j  P(x, y ,  z)dx]dy]]dz _  (4)

por último reemplazando (4) en (1)

f ( x ,  y, z)  = J P(x, y, z)dx + j[  Q(x, y, z ) - ~ j  P(x, y ,  z)dx]dy+

+ J W x, y . O - — [ J P(x, y ,  z)dx + J [Q(x, y,z)--̂j P(x, y ,  z)dx]dy]dz]
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Observación.- Si P,Q,R, : U a  R ------>R son funciones continuas en U, y sea C una curva

regular cerrada contenida en U con representación paramétrica a : \a,b\------- >R

—f —> —> 
tal que: a  ([a,6]) = C y a ( a )  = a  (b) y si P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy +  R(x,y,z)dz es una diferencial

exacta entonces:

Jc P(x, y,  z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y ,  z)dz  -  0

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea

J (x 1y c o s x  + 2 x y s e n x - y 1e x )dx + (x2 senx ~ 2 y e x - y ) d y  donde C: x+y = 1, 0 < x < l

Solución

dP 2 „ -  ^—  = x eos x+2xsen x  -  2yedx
—  =  X2 eos x + 2 x s e n x -  2ye  '
dx

P(x ,y )  = x 2y c o s x + 2 x y s e n x - y 2e x

Q(x, y )  = x  sen x -  2y e x -  y

dP dQde donde —  = — , es exacta, entonces 
dy dx

3 / :  R 2 -- >R , tai que * < ¥ > - P ( x , y )  y
dx dy

á f ( x , y )  2 2 i
■ -  P(x,y)  =  x y  eos x + 2xy sen x - y  e  , integrando’jespecto a y

dx

/ ( * .  y)  = j" i* 1 y  eos x + 2xy sen x -  y  2e x )dx + g(y)  

/(*> y) = J d ( x 2y  sen x -  y  2e x ) + g(y)

f ( x , y )  = x 2 y  s e n x - y 2e x + g0>)

X derivando con respecto ay ..
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df(X' y)  = x 2 sen x -  2y e x + g ' (y )  = Q(x, y )  
dy

2 x 2 x ^x sen x -2 y e  + g ' (y )  = x s e n x - 2 ye  - y  entonces g' (y )  = - y  => g ( y ) = ~ ~

2 2  x y •/ ( x ,y )  = x y s e n x - y  e —-— , por el teorema (6.6) se tiene
2

J (x2y cosx + 2xys e n x - y 2ex)dx + (x¿ s e n x - 2 yex -y )dy  = J d f (x ,y )

= /(X ,7 ) = /(1 ,0 ) ■- /(0 .1 ) = 0 - ( 0 - l - | )  = Y

Ejemplo.- Calcular J* ex eos ydx - e x sen ydy donde C es cualquier arco de (1,0) a (0,1).

Solución

\dPP(x ,y )  = e eos y  

Q(x,y)  = - e x sen y

dy
8Q
dx

• = - e  sen y

-e sen y

C o m o —  = entonces la expresión ex eos y d x - e x sen y d y  es un diferencial exacta,
dy dx

entonces 3 / :  R 2 ------ y R , tal que = P(x, y )  y ^  = Q(x, y )

df (x ,y )
dx

dx

= P(x ,y )  = é x eos y ,  integrando respecto a x.

dy

f ( x , y )  = je*  eos ydx + g (y )  = ex eos y + g(y ),  calculando la derivada respecto a y. 

d f  (x, y)
dy

= - e x se ny  + g' (y )  = Q(x,y)  = - e x seny ,g '(^) = 0 = >  g(y)  = c

f ( x , y )  =  c o sy
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Aplicando el teorema (6.6) se tiene

f^ex c o s y d x - e x senydy  = \  n d f ( x , y )  = f ( x>y) = f(0,l) - f(l,0) = cos 1 -e
'(1,0)

Ejemplo.- Demostrar que la siguiente integral

J 2xyz2 dx + (x2z 2 + zeo syz)dy + (2x2yz + y eosyz)dz es independiente de la

71

trayectoria C; y evaluarla para cuando C va de (0,0,1) hasta (1, — , 2)...

Solución

dP .  2 dP .—  = 2xz , —  = 4 xvz 
dy dz
dQ ~ 2 oQ 2> —  = 2xz  , —  = 2x z  + eos yz  -  y z  sen yz  
dx dz
dR „ dR „ 2„ ,  2 —  = 4xyz , —  = 2x z  + eos yz -  yz  sen vz

R = 2x y z + y c o s y z  dx dy '

P  = 2xyzl

Q = x 2 z  2 + z  eos yz

como dP_dR_ S Q _ S R  
dy dx ’ dz dx ’ dz dy

a /*/ >
como es una diferencial exacta, entonces 3 f :  R 3------ > R, tal que ---- Z = P(x, y, z ) ,

dx

dy dz

df(x, y,  ¿ ^  _  2 xyz2 , integrando respecto a x => f (x,  y , z) = f 2xvz2 dx + g(y ,  r)
dx ' i  '

2 2/ ( x , y , z )  = x yz  + g ( y , z ) ,  derivando respecto a y.

df  (X, y,  Z) 2 3 \ i \ /"i/ \  2 2— - = x V  + g ' ( y , z )  = Q(x, y )  = x z  + z  eos yz
oy '

g '(y,z) = zcosyz, integrando respecto ay
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g(y ,  z)  = J Z  eos yzdy  + h(z)

2 2g(_y,z) = sen _yz +A (z) reemplazando en f(x,y,z)=>/(x,y,z) = x y z  +seny z  + h(z)

derivando respecto a z. => — ■ •V-’-Z- = 2x2yz  + y  eos y z  + h' (z) = R(x, y,  z )
<3z

2jc2yz+_ycosyz+/¡'(z) = 2x2yz+ jcosyz  =» h \ z )  = 0 => h(z) = c, por lo tanto

f ( x , y , z )  = x 2yz2 + senyz

f 2 2 2 2 f<‘v*)I 2xyz dx + (x z  + z  eos yz)dy + (2x y z +  y  cosyz)dz = I d f ( x , y , z )  
C *'(0,0,1)

= f ( x , y , z ) = / ( l ,  j , 2 ) - / ( 0 ,0 , l ) =  (« + 1) - (0 + 0) = n + 1

Ejemplo.- Calcular la integral curvilínea
./) —x dx -  y  dy -  zdz  

) (x2 + y 2 + z 2f 2

Solución

- x d x - y d y - z d z
La expresión — *--------------------------------------------------------------- :----,  es la diferencial total de la función

(x + y  + z )

f ( x , y , z )  = , , por lo tanto
2 2 2 x + y  + z

Mdx.f) - x d x - y d y - z d z  fW.«./) ./(</,«,/) .
—ó------------------------------------------------------------------------------------------------ 5-T17T  = ¿ ( / ( x- y> z)) = f ( x ,  y , z )  = f(d,e,f) - f(a,b,c)

J(a,b,c) ( x  + y  +Z  ) J(a,A,c) '  (a,b,c)

y¡d2 + e2 + f 2 J T T in 2c
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1.  ,  * dS1) Calcular la integral curvilínea J —----t-, donde C es la primera espira de la hélice
c x + y

x = a eos t, y = a sen t, z = a t

Solución

La curva C parametrizada es dado por:

C: a : [a , b ] ------ >/J3 / a ( t )  = (a cost ,a  sen/,at),  0 < t < 2ji como

dS =|| a'(í) || dt => a'(t) = ( -asen  t, acos t, a) ysumóduloes:

|| a'(t) ||= a/«2 sen2 t + a 2 cos2 t + a 2 = Va 2 + a 2 = a-Jl

z 2dS f2»t a 2t 2 .a-Jl dt i—(2n i  ay¡2 1 * ¡2 n 8- J l a n 'f z dS f2n a t .a-Jldt  /—f2,r ? a j 2 t  n*ic~2 i = JQ "2 -2 --T 2- ^ J  t dt =-7 - / 0  ='c x + y  0 a eos t + a sen t 0 3 o _

2) Calcular la integral curvilínea f — , donde C es un segmento de la recta que une
•’c ^]x2 + y 2 + 4

entre si los puntos 0(0,0) y A(l,2)

Solución

—* 2 —̂ —*
Parametrizando el segmento a: [a ,b ] ------ >R tal que a(t )  = (t,2t) => a '( t )  = ( 1,2)

entonces || a '(t) || = V5 , como dS =|| a'(?) || dt = -J5dt => dS = -J$dt , entonces

a  (a) = (0,0) =(a ,2a)  =>a = 0 y a  (b) = (1,2) = (b,2b) =>¿> = 1

f dS fi V5 dt fi -Jldt  r  r - z----- /1
I , = I ■■■■■ ------- -  = I ■;---------=ln(V5/ + V5f2 + 4 ) /

■Jx2 + y 2 +4 V/2 + 4 f2 +4 J° V ^  / o

= ln|V5 + 3| -  ln V? = In^^y1̂ )



Integrales Curvilíneas o de Linea 771

3) Calcular la integral curvilinea (x - y ) d S , donde C es la circunferencia x~ + y 2 =ax

Solución

2 2Sea C: x + y  = ax,  completando cuadrados se tiene:

(»2 y u
•5C (x  -  —) +  y  = —  ahora parametrizamos la curva C.

a a 
x —— — —eos 6 

2 2
a

y  = —sen0 
2

y = — sen 0 
2

Luego la curva parametrizada es expresado por

cc\a,b]  -  --»y2 / a í 0 ' ) = ( ~ ( l  + cos0), — s e n 0 ) , -----É 6  <,—
2 2 2 2

a ' ( 0 ) i t - ^ s e n 0 , |
2 2

11 a* (0) ||= sen 2 0 + ^ -  eos 2 0 = y

como dS =||a’<0)8 dQ = ' ^ d Q d S  = | d0

c a 1 ff
— d O  = — J  ^ ( 1 + C O S 0  -

4 - i
sen0)¿0

a  r i / i  a-— { 0 +sen0+cos0 ]  /  = ——
4 ' - f  4

l ( £ + 1 + 0) — (— y - l  + O) = t (*  + 2) 4

J (x - y ) d S  = — (n +2) 
c 4
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4) Calcular la integral curvilínea (2 z -  -Jx2 + y 2 )dS, donde C es la primera espira de la línea

helicoidal cónica x = t eos t, y = t sen t, z = t

Solución

—> 3 /  —̂
Lacurva parametrizada es dado por:C: a\[a<k\------> R /  a ( t )  =  ( t c a s t j s e n t , t ) ,  0<t < 2jé

—► —>
a' ( í )  = (cosf-/senf.sen/  + /cos?,l) como dS =|| a '(0 ) || dt entonces

|| a '(0) || = -J (cos/-f sení)2 + (sení + ícos í )2 = V*2 + 2  , por lo tanto dS = -Jt2 + 2  dt

j^(2 z - J x 2 + y 2 )dS = ( 2 í - V i 2 eos2 t + t 2 sen2 t ) ^ t 2 + 2 dt

5) Calcular la integral curvilínea J x~Jx2 - y 2 d S , donde C es una linea dada por la ecuación

(x2 + y 2) 2 = a 2 ( x 2 - y 2) (x 2:0, mitad de laLEMNISCATA)

Solución

Sea, C: (x2 + y 2) 2 = a 2( x 2 - y 2)  x > 0 pasando a 

coordenadas polares-se, tiene: x = t eos 0, y =r sen 0 ...(1)

(r2 eos2 0 + r 2 sen2 0 )z = a 2( f2 eos2 9  —r 2 sen2 0 )

~  (2)

reemplazando (2)?eiiti>setiene: 

x = a Veos 20 cos0 , y  = a Veos 20 sen0
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por lo tanto la curva parametrizado es dado por:

C: a:  [a,¿]->R2 / a  (6 )  = (aVcos20 cos0, a>/cos20 s e n 0 ) , ----------- < 0 <, —
4 4

como dS =|| a'(0) || dO, calculando la derivada de a  (0 ) .

-» sen20.cos0+sen0.cos20 cos0 .cos20-sen20.sen 0
“ '(0) = «("-------------? = = -------------------------------------------------- • -7 = ^ -->Vcos20 Vcos20

, <, sen20.eos0 +sen0.eos20̂ 7 ,cos0. eos 20-sen 20. sen 0̂ 2 a
II ot (©)H = a (---------= = = -----------------) 2 + ( ------------------- ¡ _ -----------------Y  = -

a /c o s  2 0  Veos 2 0  V eos 2 0

a' (0) || = —==f= =>dS =- ° dQ
Veos 20 Veos 20

f I 2 2~ Í t  i---------  I 2 2 2 ”*2 a dOJ x y x  —y ¿/S = J t «eos0 Veos20 Va eos 0 . c o s 2 0 - a  cos20.sen 0 — - =  
c "T Veos 20

= J ̂  a 2 cos0 -^a2 cos20(cos2 0 -  sen2 0) d0
4

= a 2 cos0 acos20 í/0 = a 3 (cos30 + cos0 )¿0
_T  ~T

, sen 30 /x  2 V2  ,
= a (-------+ sen0 ) /  = -------fl

« 3 ”T 3

6) Calcular la integral curvilínea j" x yzdS , donde C es una cuarta parte de la circunferencia

ff22 2 2  2 2 2x + y  + z  = R , x + y  = —  situada en el primer octante.
4

Sea C:

Solución

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 ....(1)

^ 2 parametrizando la curva C se tiene: de la ecuación
* 2 + / = —  ....(2)

4
(2) proyectamos al plano XY.
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R
X  =  — C OS0 

2
R

v = — sen# 
2

, 9 e
n

O —
■ 2 J .(3)

Rl  2 n R2 2 , V3
ahora reemplazando (3) en (1) tenemos:  cos^fl-i--sení 6 + z 2 = R 2 => z = —— /?

Luego la curva parametrizada es dado por:

. 3 -» R R V? n
a: \a ,b\ ------>R / a  (9)  = (— cos0, —sen0,----- R) , 0 < 9 <  —

2 2 2 2

de donde a'(0) = ( - y  sen 0,y  cos0) => II a '(0) II = y

y como dS =|| a'(0) || dQ = y  dQ => d S = ^ d Q

\  xyzdS = \ sen0.cos0.— = ----- —J* sen0.cos0.í/0
o 8 2 16 o

16 32

7) Calcular la integral I (x + _y)¿/5, donde C es una cuarta parte de la circunferencia
Je  #

2 2 2 2 x + y + z  = R , y  = x situada en el primer optante.

Solución

Sea C:
J x W + z W  

l y  = *
. . .  (i)

T2 R12 2 2 2 2interceptando las dos superficies tenemos: x + y + z = /? => x H------------  (elipse)
‘ 2 2

parametrizandotenemos. x = -^=cos9 , z  = Rsen0
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Rcosd
como y  = x => y  = — = —, luego la curva parametrizada es expresado por:

V 2

. -i -» R eos© ií 7r
a: fa,¿>1------ / a ( 9 )  = (-----------==— , —=  eos9 , R sen9)  , 0 < 9  < —

V2 V2 2

de donde a '( 0 )  =  ( - — -1^ -— ^ 7 ^ - ,/?cos0) => ||a '(0)||= /?
V 2 V2

como rfS =|| a'(0) | rf0 = /Jí/0 =í> dS = RdO

Í C— 2.R r~ *
(x+y)¿S = r - = c o s 0 . t f r f 0  = V2/?2J J cos9 .d9  = J 2 R 2 senG F  = yfÍR2 

c 0 -J2 0

Jc (x + .y)rf5=V2/f2

8) Hallar J" [(3x2 + 6y)cosa- 14yzeosp + 20xz2 eosy ]d S , siendo C: x ( t )  = (/, t 2, /3);

a, p, y los ángulos directores de vector tangente unitario a C.

Solución

2 3 * 2
C: x( t )  =  ( t , t  , t ) => x * (0  =  (l ,  2 / ,  3/ ) el vector tangente unitario es:

—► X'(í)
T(.t) = — >------= (cosa,cos/3,cosy) además dS =|| x'(t)  || dt y x'(t)  = 7’(í).|| x'(t) ||

II x ’(0ll

J [(3x2 + 6y) eos a  -  14yz eos P + 20x z 2 eos y]dS

= J (3x2 + 6y,-14yz,20xz2)(cosa,cos|i,cosy)í/5

—̂

= í  (3x2 + 6_y,-14yz,20xz2).—í_ ííl—. || 7'(i)\\dt 
Jc —>

II x ’(0ll
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9)

10)

= J  (3x2 + 6y,- 14yz,20xz2). x '(t)dt = Jjj (3f2 + 6t2, --14t5,20í7 )(1,2t,3f2 )dt

= f' (9í2 14í5,20í7 )(1,2t,3t1)dí 
Jo

= f' (9í2 -  28í5 + 60í9 )¿/í = (3í3 -  4 í7 + 6í10 ) / '  = 3 - 4 + 6 = 5 
Jo / o

J [(3x2 + 6y;)co sa -1 4 > ’zcosf} + 20xz2 cosy]í/5 = 5 

f v —Calcular la integral curvilínea \__—dS si AB es el arco de la parábola semi cúbica
jab x

2 4x3 r- 32-JÍ
y  = —̂ ~ que une los puntos de y4(3,2>/3) y 5(8 ,—-—)

Solución

y  = j x V2 , 3 < x < 8 => y ' = x 1/2 = > ( y ' ) 2 = x

dS = -Jl + y'2 dx = -Jl + x dx =>dS = J l  + x dx

r ro -> 3/2I V |8 2 X ,------
J — dS = J ---------- v i  + x dx

Jx + x +  — ln |x  +

20 rr 1 , ,17 + 16 V2
= — V2+ —  ln --------- ¡L-

3 12 ' 7 + 4^2

2 f» r- /----------  2 fs i------ 7
= — I V * v l + *  dx = — \ x  + x dx

3 J3 3  J3

l  + V x^+x |] j

í  VCalcular la integral curvilínea I arctg— donde C es una parte de la espiral de
c  x

Arquímedes p = 2tp, comprendida dentro de un circulo de radio R con el centro en el origen 

de coordenadas.
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Solución

Parametrizando la espiral de Arquímedes se tiene:

x = p eos <p , y = p sen cp como p = 2 cp, x = 2 cp eos (p,

y = 2(p sen <p. Luego la curva parametrizada es dado por:

—̂ 2 —̂
/a(<¡j) = (2<pcos<p,2<psencp)

ahora parametrizando la ecuación x + y  = R

x = R eos (p , y = R sen <p 

interceptando la circunferencia y la espiral

R RR eos <p = 2cp eos (p => R = 2(p (p = — por lo tanto cp e [0, —]
2 2

—> ^
a(q>) = (2<p eos <p,2(p sen (p), 0  <<p< —

a '(<P) = (2(cos<p-(psen<p), 2(sen(p + <pcos(p)), de donde

dS = || a' (<p) \\d<p = 2-J(eos cp — cp sen cp) 2 + (sen cp + cp eos cp)2 dtp entonces dS = 2s]l + <p2 d<p

=f(i-í>¡)M/ó'!-¡í[«2+4)!'2-8]

11) Encontrar el valor de la integral curvilínea I —=----- 5-, a lo largo del arco de curva
c x ¿ + y ¿

sumergida en el espacio de tres dimensiones de ecuaciones x = 3at, y  = 3at2, z  = 2a(l + 13) 

comprendida entre los puntos para los que t = 0 , t = 1 .

Solución
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Sea a ( t )  = (3at,3at2 ,2a(l  + t 3)), O < t < 1

a'(l)  = (3a,6at,6at2) => || <x'(r) || = 3aVl + 4 f2 + 4 14

|| a ’(/) ||=  3a^(l + 2t2 )2 = 3a(l + 2 í2) como dS =|| a ’(f)|| dt => dS = 3a(l + 2t2 )dt

i3 a í2.2a(l + í 3)3 a (l + 2f2)
{ . - A - ' «  -  í ! : "  ~ •••" cx 2 + y 2 o 9at2 + 9a2t4

- u P S a
3)(l + 2í 2)

o r z + l

fi , í + 1 
dt = 2a J (2t 3 -  t + 2 -  T j—7 )dí

*o í z + l

V  í2 1 2 /i ’ l 1 1
2a y - y + 2 í - - l n ( f  + l)-arctgr = 2a

! 0 - - -  + 2 - - ln 2 -a rc tg l

= 4 a - a l n 2 —
ott

12) Deducir la fórmula para calcular la integral curvilínea J F(x, y)dS  en coordenadas polares 

y la línea C viene dado por la ecuación p = p(cp), (p¡ <cp <(p2

Solución

Como C: x = p eos (p , y = p sen <p , <px < cp < cp2

además dS = J p 2 +(~^—)2 dtp = J
V d(P

p 2 + p '2 dep

Í F(x,>>)¿S = f V ( p cos<p, p sentp ) y f  D2 + p '2 dtp

J" xdx + yd y  + zdz
r14) Calcular la integral curvilínea I -----,----- i -,— , donde C es el arco de la curva
c x +y  +z

x = 2t,y  = 2 t + l  , z - t  +t,  que une los puntos Px (0,1,0) y P2( 2,3,2).



Integrales Curvilíneas o de Linea 779

Solución

La curva parametrizada esta dada por: a ( t )  = (2t, 2/ + 1, t + 1)

16)

a  (a) = (2a, 2a + 1, a +  a) = (0 ,1,0 ) 

a(b )  = (2b, 2 ft+ 1, b2 +b) = (2,3,2)

J a = 0

U « i

f xd x + v d v  + zdz  p 2t.2 + (2t + \)2 + (t2 +t)(2t + \) p  2 í3 + 3f2 + 9f-t-2

V  x 2 + y 2 +z 2 <> 4 t2 +(2t+l )2 +( t2 + f )2 d‘ ~ Jo t 4 +2t3 + 9t2 +4t + \ dt

= —lnjí4 + 2 í2 + 9?2 + 4 í + 1| / '  = —lnl72 1 '/  o 2

15) Calcular la integral curvilínea I__ (x2 -2xy)dx  + (2xy + y 2)dy , donde AB es el arco dé la
Jab

parábola y  = x 2 que va desde el punto A(1,1) hasta el punto B(2,6).

Solución

Como C:y = x 2 , 1 < x < 2 es una curva plana entonces 

se tiene: J _  ( x 2 -  2xy)dx + (2x y + y 2)dy

Y ‘
i

b/
A 1y  \

F  i
AM  \ 

i
^  1 1 k

0 r  x " = Ĵ  |x 2 - 2x 3 + (2x 3 + x 4 )2x]orx

f2 2 3 4 5 x 3 x 4 4x 5 x 6 / 2
= J (x -  2x +4x  + 2 x  )dx=(—-----— H— r— -+ /*1 3 2 5 3 ' i

8 128 64 1 1 4 1 124 1 1219
= ( 8+ — + - ) - ( - - - + - + - )  = 2 4 - 8  + ----- - -  = -------

3 5 3 3 2 5 3 5 6 30
= 40-

19
i—
30

Calcular la integral curvilínea y2dx + z 1 dy + x 2dz , donde C es la línea de intersección de
Je'

la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 y del cilindro x 2 + y 2 = R x ,(R > 0, Z>0), siendo recorrida en el 

proceso de integración, en sentido contrario al de las agujas del reloj si se mira desde el 

origen de coordenadas.



780 Eduardo Espinoza Ramos

Solución

Sea C:
x  + y  +z  = R

,  , R > 0, Z > 0, la curva de intersección, ahora parametrizando ta
x* + y  = Rx

curva se tiene: x 2 + y 2 =Rx  => ( x ——)¿ + y ¿ = —— , de donde
R 2 „ 2 R ¿

R R
X  = — H------ C O SÍ

2 2
R

y  = — sení 
2

como x * + y 2 + z 2 = R 2 => z 2 = R 2 - x 2 - y 2 = R 2 - R x

1  n t  R  R  R  2 1  C O S  í  2  „ 2  Z £  „  f2 -  d 2 _ D,------------   „ ------- -----------------D2 --------------^  z 2 = R 2 seIti  r =  ^ s e n —í
2T 2

2 s i ?  - R(— + — eosí) = - ------------ cosí = R
2 2 2 2 2

Sea ¿¡cfa.é]------ » i? 3 / a  (/) = (— + — c o s í ,— sení, flsen—), 0 < t < 2 ir
. «6 ¿4 Z  Z

f  * »  J  ,  2  J  2 /  R  \  n2 2 1 R  r R  R  \ 2  R  í , jv «sCs+z cfy+x <fe= [—-sen  í ( - : - s e n / ) + / r  sen - , —cosí + (—+ —cosí) - . cos- J í*
Je Jo 4  2 2 2 2 2 2 2

- í
2 « ,  i ? 3 ,  R *  2  l  R ?  4  t i - .  Í ' - J[-------sen / + ----- sen —. eos í + —-  eos —. eos—Jai

8 X T  2

R3 f2*, sen3 í 2 *
= — f V

2 Jo 1
+ sen — .co sí +cos. — ]dl 

4 2 2

/?3 cosí cos3í sení í sen2í 
T ~ 4  12_ +  2 4 8

„ ‘ 4 3 í 2 5 í _ J 2k
+ 2 sen------- sen — + — sen —1 /

2 3 2 5 2 /  o

/?3ttR _ _
: 2 ( _ 2 ) _ _  4

f 2 2 2 ^  71 J y  dx + z  dy + x  dz = - -------
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17) Calcular la integral curvilínea (xy , x)d r , donde d r = d x i + d y j  + d z k  y C es el

arco de la elipse x = cost, y = 3 sen t, t e  [0,n]

Solución

—* r —*
Sea a :  [a.ft]------->R / a ( t )  = (cost, 3 se n í) , 0 < t< r c

J  (xy2 ,x)dr  = J  (xy2 ,x)(dx,dy) = j ^ x y 2dx + xdy

2 3 2= J [cosí.9 sen r ( - s e n í)  + cos/.3cosr]</r =J^ ( - 9 sen í.cosí + 3cos t)dt

J-  , 3 9 , 3 / 3  /*
[-9 sen  í.eosíH— (1 + eos 2r)lífr = sen t + — + —sen2í) /

o 2 4 2 4  /  o

3n 3n
=  (0 +  — +  0 ) - 0  =  —

18) Calcúlese
f xdv+ vdx

se j— - y — siendo C la parte del eje X comprendido entre +oo y el punto
x + y

2 2 2 •(a,0),mas el arco del círculox +y = a sobre el primer, segundo y tercer cuadrante, desde 

(a,0) hasta (0,-a), más la parte del eje Y comprendida entre (0,-a) y + » .
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Solución

Trazando la trayectoria sobre el cual se realiza la 

integración.

Como C =  Cj u C 2 u C ,  , por lo tanto la integral 

expresamos.

f x d y + y d x  f x d y + y d x  f xd v  + 
]C x 2 + y 2 = JC x '2 + y2 + JC ^ 7

►í

y '  +

x d v + v  dx+J 2 ■ 2 ... (1)
3 x +y

ahora parametrizando cada una de las curvas: C¡: a x(t) = (a — t, 0) , - oo < t < 0

f xd y + y d x  _  fo ( ( a - f ) ( 0) + 0)¿t _
J ■) 2 ~ J  / v-> ” ̂  •••(*)
c x + y  -»  ( a - t )

3#
C2: a 2(/) =  ( a c o s / .a s e n í)  , 0 < / <  —

x +y  dx Dy a eos t.a eos t + a sen t ( -a  sen t)J‘ xdy  + y d x  fJ
r- . . 2  . . . 2  =J„”c  + .v¿ *° a 2 eos2 / + a 2 sen2 t

dt

f j f  , , f3y sen 2/ ,3-7
= I (eos í - s e n "  t)dt = J  cos21 dt = -------- /  = 0  — (3)

Jo Jo 2  ' 0

-» f x d v + v  dx f» 0 + 0
C3: a 3(/) = (0, / )  , - a < t < »  => J — \— —5— = J ------ y d t  = 0 ...(4 )

c3 x + y  -« o  + í ‘

Í xd v + yd x  
— 7— 5— 0

'c  x ^ + y ¿

f x <íc + ví/v ,
19) Calcular la integral curvilínea J , ^= - en el sentido de las agujas del reloj a lo largo

c Vl + x 2 + y 2
2 2x y . ,

del cuarto de la elipse ~ + ^ 2" = * * 9ue se encuentra en el primer cuadrante.



Integrales Curvilíneas o de Linea 783

Solución

Se observa que la expresión 

xdx+ydy

■Jl + x 2 + y 2
es la diferencial total de la función

f ( x , y )  = J l + x 2 + y 2

1  x d x + y á y  m f  J d  f ( x , y )  = f ( x , y ) /  . * = f(a,0 ) - f(0 ,b) = J l + a 2 - y l \ + b 2 
c J l  + x  + y  (6 0) '  (<w

Í 2x y 2 — 3x2 
—t dx + ----- ;— dy ,  siendo

C y  y

C : x = 2 - 2 t  , y = -l + 4 t , t  e [0,1]

Solución

Sea a:  [0,l]------ >R2 / a ( t )  = ( 2 - 2 t , -1  + 4 /), parat = 0, A (2,-l); t=  1, B(0,3)

dP (x , y ) 6x

Sea
V

Q(*,y) =
v 2 - 3 x 2

dy y 4

dQ(x,y) 6x
dx

dP(x, y) dQ(x,y)  
como — — —  - ------------ es una diferencial exacta

óv dx

entonces 3 f(x,y) tal que = P(x, y)  y -v  ̂ -  Q(x, y)
dx dv

df(x ,v)  2x  .
Si — = P(x,  y) = —r , integrando respecto a x.

dx y

r 2x x
f ( x , y )  = J —rdx + g( y) = —y  + g ( y ) , derivando respecto a y
' ' y ' y
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df(x ,y)  3x 1 3x
dy = — ^-+g'(y)  = Q(x,y)—r — r  =* s ’( y ) = —  => 8(y) = —

y 4 y  y 4 y  J»
de donde

x 2 1 
f ( x , y )  =— —

v y

f 2x y 2 - 3 x 2 f(o.J) /(Oj)

J r 7 *  +  " _ 7 _ *  '  L » ^ ’ ' f l x -y ) l  o .-»

= / ( 0 3 ) - / ( 2 , - l )  *  { 0 -  -  M + D — -J+  3 -  J

y 2 - 3 x 2 8
~ 7 ~ "  3

21) Calcular la integral curvilínea J  (2xy2 + 2x3 + 3)dx+(3x 2 u? —y 3 +1 )dy , cuando C es el arco 

de la cicloide x = t - sen t , y = 1 - eos t ,  t e  [0,2ti]

Solución

Sea a:  [0,2/r]— —>R2 / a{t )  =  ( / - s e n f ,  l - c o s / ) , t  = 0 ,
}

dP(x, y)

r t  = 2 v  B(2n,0)

j P(x, y ) = 2xy3 + 2x3 +  3 

\Q(x ,y)  = 3x2y 2 - y 3 + 1

dy
dQOh'y)

dx

= 6 xy ‘

= 6x y l

como Y’ ^  eg diferencial exacta => 3 f(x,y) tal que:
dv tk

ccr dv

Si — = / ’(x, y) = 2xv3 + 2x?  + 3 * io tegándo respecto a x.
dx
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Í 3 3 2 3  *(2xy +2x + 3)dx + g(y) = x  y  +— +3x+ g(y),  derivando respecto a y.

£ ^ -  = 3x2y 2 + g' (y)  = Q(x,y)  = 3x2y 2 - y i  + l = > g ' ( y )  = - y 3 + l => g(y )  = - ^ + y

f ( x , y )  = x 2y 3 +— + 3 x - ^ + y

22)

0)f , , ,  , C(2tc,0) /(2n ,1
Jc (2xK3 + 2x3 + 3)*+(3brV  - /  + l** '« J(oo) d / ( x , y )  =  f ( x , y ) / ^

= f  (2 n ,0) -  f  (0,0) = 8n 4 + 6n 

j c (2xy3 +2 x 3 +3)dx + (3x2y 2 - y 3 +\)dy = 8n 4 + 6n 

rd.o)
Hallar la integral curvilínea I (xe* eos y  -  ye'* sen y)dy +  (xex sen y  + ye* eos y)dx

J(0q )

Solución

Veremos si es una diferencial exacta

IP(x, y) = xe* sen y  + ye* eos y  

Q(x, y ) = xe* eos y  -  ye* sen y

dP * ,  *
—  = xe eo sy + e  eo sy - y e  sen y  
d y

dQ X  X X-=- = xe eos y  + e eos y - y e  seny  
dx

dP(x,y) dO(x,y)  . . .  . . . c  . .  _  . . ,
como — -——  = —— ——  es una diferencial exacta, entonces existe una función f(x,y) tal

que:

dy dx

y ^ - C H * , y )dx dy

Si = p(x,  y ) = xe* sen y + ye* eos y  , integrando respecto a x.
d x

f  (x, y) = J (xe* sen y  + ye* eos y)dx + g(y)  =  xe* sen y - e *  sen y  + ye* eos y  + g(y)
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derivando respecto a y.

^  = xex eos v - e *  eos y  + ex eos y  -  yex sen y  + g' (y) = Q(x, y)
dy

xex cosy -  ye* sen y+ g'(y) = xex cosy -  yex sen y , de donde

g '(y ) = 0 => g(y) = C

por lo tanto / (x ,y ) = xex seny -  ex seny + yex eosy

<*o.o) ra.o)
I (xex eos y  -  yex sen y)dy + (xex sen y  + yex cos y)dx = I d ( f  (jc, y))

= f ( x ,  y) 1 ^ 1  = /(1 ,0 ) -  /(O , y )  = (0 - 0 + 0) - (0 - 1 + 0) = 1
W» «j / ^

(xex cos y - y e x sen y)dy  + (xex sen y  + y e x cos y)dx  = 1

23) Calcular la integral curvilínea

Solución

dP(x,y) _ y 2 - x 2 - 4 xy 

dy (x 2 + y 2)2 

dQ(x,y) _ y 2 - X 2 -4 x y
dx (x 2 + y 2)2 , , 2\2

como
dP(x,y)  = dQ(x,y)  

dy dx
es una diferencial exacta, entonces existe una función f(x,y), tal

2x  — y
= P(x, y)  = —T— Hr, integrando respecto a x. 

x + y



Integrales Curvilíneas o de Linea 787

f ^  — y  y y jc
f ( x , y )  = I —j— ~ydx+ g(y)  = ln(x2 + y 2) - arctg— hg(v) derivando respecto a y  se tiene:

x + y  y

df(x,  y) 2y  x
-+g'( y)  = Q(*,y) =

2 y  + x
2 2 2 2 "h* -  ~ “ 1----- 2x + y ¿ x^ + y 2 x ¿ +y^

g ’(y) = 0 => g (y ) = c

por lo tanto: / ( x ,y )  = ln(x2 + y 2) -a rc tg

f ( 2 , 3 )  2 x - v  2y  + x  f ( 2 , 3 )  /

1.777*+7T7*"h) df(x' y )= f (x ’y)/
f( .  2, 3)  

(1,1)

= /(2 ,3 )  -  / ( 1,1) = ln y  -  arctg j + j

2 nf ( 2 , 3 )  2 x - y  2y + x 13 _ ..
J —5------ -rdx-v—ñ-----r d y  = in—— arctg—+ —
(U) x  + y  x + y  ' 2 6 3 4

f(1.2) y  - ,
24) Calcular J oq (Ixy  + - p - y  + sen n y)dx + (x + ü T c t g x + J i  xsen2n  y)dy

y 2 P(x, y) = 2xy + - — —+ sen ny
' 1 + x 2

Q(x, y) = x 2 + arctg x  + nx  sen 2jty

Solución

ídP
8y

„ 1 „
= 2x H--------— + 2 n sen ny  eos ny

1 + x 2
dQ 1 „ = 2x + --------— + usen 2ny
ebe l + x ¿

5 / > dO
como —  = —  es una diferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que: 

8v dx } H

Si

dx

df(x,  y) 
dx

dy

y  2
=  P ( x ,  y) =  2 x v  H-----------  +  sen ny  , integrando respecto a x.

1 + x

f ( x , y )  = f ( 2xy + ——~y + sen2 y)dx + g (y ) = x 2y  + y  arctg x + x sen2 *  y  + g(y)
1 + x

derivando respecto a y se tiene:
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= x 2 arctgx  + 2x n sen ny eos ny + g' (y) = Q(x, y )
dy

x 2 + dLtclgx + x sen2iy  + g'(y)  = x 2 + axclgx + x  sen2n y  => g ' (y )  = 0 =5> g(y)  = c 

por lo tanto f ( x ,  y )  = x 2y  + y  arctg x + x  sen2 n y

f ( i .2 ) y  2 2 f ( U )
J ^ ( 2xy + - -----—+ sen n y)dx + (x + arctgx + x s e n 2>r.y)ü[y = ) ^ ^ d ( f ( x , y ) )

/0.2) . . . .  ______  7 T J T + 4

= f ( x , y ) /  ’ = / ( l , 2) - / ( 0 ,0 ) = (2 + 2arctgl + 0) = 2 + j  =

t

(0,0) '  v ^  '  v ’ '  v °  7 2 2

2) y  2 2 n + 4
(2xy-\-----:- ^ r  + sen n y)dx + (x + arctg x + x  sen 2 ;ryWy = —-—

(o.o)v '  1 + x 2

25) Evaluar la integral j  (2xyl - y 2 cosx ) d x + ( \ - 2 y  sznx  + ?>x2y 2)dy donde C es la parábola

IP(x,y)  = 2x y 3 - y 2 cosx 

| Q(x,y)  = 1 -2 _ y sen x + 3 x 2y 2

2
Solución

a p  _
5y

8x

dP oO
como —  = —  es una diferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que:

dy dx

y ^ - Q ( x , y )  
dx dy

Si ^ x ’ ̂  = P(x, y)  = 2xy 3 -  y 2 eos x , integrando respecto a x.
dx

f ( x , y )  = \ { 2 x y ' - y 1 eos x)dx + g(y)  = x 2y 3 -  y 2 sen(x) + g(y),  derivando respecto a y
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26)

— = 3x2v2 —2y sen x +  g' (y)  = Q(x,y)  = 1 -  2y  sen x + 3x2y 2 , de donde
dy

g'(y) = 1 => g(y)  = y  por lo tanto / (x, y) = x 2y 3 -  y 2 sen x + y

\ ( 2xy>- y 2 cosx)dx + (1 -  2_y sen x + 3x2y 2)dyÍ n
(y

( 0 ,0 )

d ( f ( x , y ))

7T n 2 K 2
=  / ( y , l ) - / ( 0 , 0 )  =  —  - 1 + 1  =  —

■ i .̂ (2xv3 cosx)rfx + ( l -  2_y senx-t-3xzy z)<fy =. 2..2 ,

Calcular la integral de línea j"^(2x + j ’- z ) a rx + ( x - 2 y  + 2z + 3)í/>, + (2 .y -x  + 4 z -2 )< fe ,

donde C es un arco arbitrario de (0,2,-1) a (1,-2,4)

Solución

Como el arco es arbitrario, comprobaremos que es una diferencial exacta

P  = 2x + y  -  z 

■ Q = x  -  2y + 2z  + 3 =>

R  *  2y -  z%'4z -«8

^  = 1 , ^  =  -1  
dy 3z

—  = 1 , —  = 2  
dx dz
d R _ _ , a*
«fe

como
dy dx ' dz dx ' dz dy

por lo tanto es independiente de la trayectoria. Como es una diferencial exacta, entones
■'■ ■■ ' í

3 / :  R 3------ > R  tal que

d f(x ,y ,z )
dx

dx ..............  dy

-  P (x, y , z) = 2x + y  -  z , integrando respecto a x,

ñr
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f ( x , y , z )  = J (2x + y - z ) +  g ( y , z ) = x 2 + x y - x z  + g(y ,z )  ... (1)

¥ ( x , y )  
dy

ahora derivando con respecto a y se tiene: — —-—  = x  + g'y {y, z) = Q(x, y)  = x - 2 y  + 2z + 3

g'y (y,z) = - 2 y  + 2z+ 3 , integrando respecto a y

g(y , z )  = f (~2y + 2z + 3)dy + h(z) = - y 2 +2yz  + 3y + h(z) — (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

2 2f ( x , y , z ) = x  + x y - x z - y  + 2yz  + 3y  + h(z) , derivando a z

>z) _ _x+ j y  + o+  h'(z) = R(x,y, z)  - 2 y - x + 4 z - 2  , de donde
d z  '

h'(z) = 4 z - 2  =í> h(z) = 2 z 2 —2z

por lo tanto f  (x , y, z) = x2 + xy — xz -  y 1 + 2yz + 2z 2 -  2z  + 3y  

. p a -2,4)
(2x + y  -  z)dx + ( x - 2 y  + 2z + 3 ) d y + ( 2 y - x + 4 z - 2 ) d z  = I d( f (x , y ,  z))

Jc ' ' ' J(0,2,*-l)

= = / ( l , - 2 ,4 )  -  / ( 0,2, - 1)

= (l . 2 - 4 - 4 - 16 + 32 - 8) - (0 + 0 - 0 - 4 - 2 + 2 + 2)= -1 + 2 = 1

7.9 Ejercicios Propuestosj

1) Calcular la integral curvilínea í  (x2 + y 2)d S , donde C es la curva x = a(cos t+ t  sen t),
Je

y = a (sent - 1 eos t ) , 0 < t< 2 rc  R pta. 27r2a 3( l+ 2 ; r 2)

2) Calcular la integral curvilínea J -^2y2 + z2 dS, donde C es la circunferencia 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , x = y. R pta. 2m 2
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I* 1 T 2 . . ,
3) Calcular la integral de linea J (x + y  + z  )dS , donde C' recorre una sola vez la intersección

de la esfera x 2 + v2 + z 2 = 4 , con el plano z = 1.

Rpta. 8-\/3;r

4) Calcular J  x 2yz dS  , donde C recorre la intersección de los planos coordenados con el plano

2x + y + z = 1. R pta. 0

5) Determine J" (x2 + y 2)dS , donde C es la semi circunferencia formada por el eje X y la mitad

superior de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 .

R pta. 8?r

6) Calcular J xy zd S , donde C es la parte de la recta x + y + z = l ,  y = z que se encuentra en

el primer octante. Rpta.

7) Calcular la integral curvilínea rdS  siendo r el radio vector.
Je

a) A lo largo de una vuelta completa de la hélice cónica de ecuaciones paramétricas.

x = a t eos t , y = a t sen t , z = c t

b) A lo largo de la recta x = a t  , z = c t

R pta. a) • - - ^ •- [(a 2 + c 2 + 4 n 2a 2)y2 - ( a 2 + c 2) 3/2], b) 2 n 2(a2 + c2)

8) Calcular la integral curvilínea J  (x2 + v2)2dS, donde C es el arco de la espiral logarítmica

r = aem0 (m > 0) desde el punto A(0,a) hasta el punto B(-oo,0),

Rpta. a ^ (e*mn - e 2""1)
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9) Calcular la integral curvilínea a lo largo de la curva en el espacio J  (x2 + y 2 + z 2)dS , donde 

C es la parte de la hélice circular x = a eos t , y = a sen t , z = b t, 0 < t < 2rc

Rpía. ^ j - ( 3 a 2 + 4 n 2b 2)-Ja2 + b 2

Calcular la integral curvilínea j  z d S , donde C es el arco de la curva

x 2 + y 2 = z 2; y 2 = ax desde el punto 0(0,0,0) hasta A(a,a,a-j2).

10)

Rpta.
256-Jl

i—  25+4V38
100V38 -  72 -1 7  ln(-------- - — )

17

11) Calcular la integral curvilínea J  x 2dS,  donde C es la circunferencia x 2 + y 2 + z 2 = a 2.

x + y + z = 0 . Rpta. 2 na

12) Calcular la integral curvilínea J (x4/3 + y 4n )dS , donde C es el arco de la astroide

x 2li + .v2/3 = a 2,i Rpta. 4a 7/3

13) Calcular la integral curvilínea J -Jx2 + y 2dS , donde C es la circunferencia x 2 + y 2 = ax.

Rpta. -Jla2

14) Calcular la integral curvilínea J \y\dS, donde C es el arco de la Lemniscota

(x2 + y 2)2 = a2(x 2 - y 2).  Rpta. 2 a 2( 2 - V I )

15) Calcular í  (x2 + y 2)dS a lo largo de los caminos indicados.
Je  .

a) El triángulo con vértice (0,0), (0,1) y (1,1) recorrido en sentido contrario al de las agujas 

del reloj.



Integrales Curvilíneas o de Linea 793

b) El circulo x 2 + y 2 = 1 desde (1,0) a (0,1) recorrido en sentido contrario al de las agujas

a i i d  » i + ^ 71del reloj. Rpta. a) ---- ----- , b) —

16) Calcular J  y 2 d S , donde C: a (/)  = (a (/-sen /), a (l-co s /)) , 0 < t < 2 rc

Rpta. 2 5 6 a 3
15

17) Calcular J x v d S , donde C es el contorno del cuadrado |x| + |y| = 2 .

Rpta. 0

18) Calcular | -Jx2 + y 2 d S , donde C es el arco de la envolvente de la circunferencia

x = a (eos t + t sen t), y = a (sent - 1 eos t) , 0 < t < 2 rc

Rpía- - y •[(! + 4;r 2 )3/2 — l]

J. x  y
x y d S , donde C es la cuarta parte de la elipse + - = 1

c a 2 h

situada en el primer cuadrante. Rpta.
ab(a2 +ab + b2)

3 (a + b)

■ 1 2 t 2 720) Evaluar la integral curvilínea J (x + xy)dx + (y -  xy)dy , donde C es dado por x  =2 y  del

62
origen al punto (2,2). Rpta. —

21) Evalúe la integral de línea j* y x 2 dx + ( x + y ) d v , donde la curva C es dado por y  = - x 3 del
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22) Calcular la integral curvilínea J y 2dx -  x d y , donde C es la curva y 2 =4x  desde A(0 ,0 )

4
hastaB (l,2 ). R pta. —

23) Calcular la integral curvilínea j  (x2 -2 y )d x  + (2x +y 2 )dy , donde C es el arco de

, 1 5  143
y = 4 x - l  de A(—,0) hasta B(— ,2) Rpta. -----
’ 4 4 48

24) Calcular la integral curvilínea J yzdx +xzdy + x y d z , donde C es una arco de la hélice

a t
x = R eos t , y = R sen t , z = —— desde el punto de intersección de la hélice con el plano2 u
z = 0 hasta el punto de intersección con el plano z = a.

Rpta. 0

25) Encontrar la integral curvilínea J  (x 2 + y 2 )dx + xydy , si el camino que une A(1,1) y B(3,4)

1
es un segmento de recta. Rpta. 11—6

26) Calcular la integral curvilínea J (x + y)dx + (x -  y ) d y .

a) A lo largo de los segmentos O A y OB donde 0(0,0), A (2 ,0), B (2,1).

b) A lo largo del segmento OB.

Rpta. a) y ,  b) ~

27) Calcular la integral curvilínea J* y d x - ( y  + x 2)d y , si C es el arco de la parábola

y  = 2 x - x 2 situada sobre el eje X y recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Rpta. 4
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f (x + y ) d x - ( x - y ) d y
28) Calcular el valor de la integral de línea dado por: ¡p ----------- j------i---------  donde C es la

c x +y

. . 2  2 2 -  • • • • circunferencia* + y  = a , recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Rpta. -2n

29) Calcular la integral curvilínea J  (x -  y )2 dx + (x + y )2 d y , si C es una línea quebrada OAB

136
donde 0 (0 ,0 ) , A(2,0) y B(4,2) Rpta. —

30) Evaluar J  xydx + x 2d y , alrededor del cuadrado con vértices (0 ,0 ), (1 ,0 ), (1,1) y (0,1) en

ese orden Rpta. —

31) Calcular la integral curvilínea J (x2 - 2xy)dx + ( y 2 - 2xy)dy , donde C es la parábola

2 14
y  = x  ( - 1 < x < 1 )  Rpta. —

32) Calcular yzdx + xydy + xzdz entre los puntos, A(0,0,0) y B( 1,1,1) a lo largo de los

siguientes cam inos.

2
a) La curva C: x  = y  , z = 0 desde A hasta (1,1,0) y la recta L: x = 1 a  y = 1 desde

(1,1,0) hasta B.

b) Siguiendo el segmento rectilíneo A B. Rpta. a) — , b) 1
4

33) Calcular la integral curvilínea j ( x 2 + y 2 )dx + ( x 2 -  y 2 ) d y , donde C es la curva

. 4
y  = 1 — |l — jc|, 0 ¿  x á  2. Rpta. —

3
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2 2
r  x y34) Calcular la integral curvilínea {x + y)dx + (x -  y)dy , donde C es la elipse — + —  = 1,
Jc ' a b

recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Rpta. 0

35) Calcular la integral curvilínea <£ f X + 5'¡ , donde C es el contorno del cuadrado ABCD
Je h + h

siendo A (1 ,0 ), B(0,1) ,  C (-1 ,0), D(0,-1) Rpta. 0

36) Calcular la integral curvilínea x 2y d x - x 3d y , si C es el contorno limitado por las
Jc

2 2 * parábolas y  = x , x = y , recorrido en sentido inverso a las agujas del reloj.

12Rpta. —
35

37) Calcular la integral curvilínea 3xydx + (xy2 + y ) d y , donde C es el arco de la curva
Jc

x - y 4 = 0 desde (1,1) a (0,0). Rpta. -  —

38) Calcular J ( x 2 -y z )d x  + ( y 2 - x z ) d y - x y d z  , donde C es la curva dada por las ecuaciones

t 2 t4 1 1
x = t, y  = — , z = —  desde A(0,0,0) a 5(1, — ,—).

2 2 2 2
1

Rpta. —
8

39) Calcular el valor de la integral curvilínea j "  y x 2dx + ydy ,  siendo C la curva de ecuación

, 2 5tt R4-Jl
y  +2x  - 2Rx = 0. Rpta. -------------
‘ 64

40) Calcular í  xydx + (x 2 - y 2)dy , a lo largo de la elipse x 2 +2y 2 = 4  recorrida en sentido
Jc

directo. Rpta. 0
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J. 2 2 2(x -  2y)dx + (2x + y  )d y , donde C es el arco de la parábola y  = 4jc - 1 ,  desde
c

1 5
(—,0) a (—,2). Rpta. 7.98
4 4

42) Calcular J" ydx + (x2 + y 1 )dy , donde C es el arco de la circunferencia y  = V 4 - x 2 de (-2,0)

a (0,2). Rpta. re + 8

43) Calcular J x 2taíy , a lo largo de la curva y  = x 3-  3x2 + 2x  desde (0,0) a (2,0).

8
Rpta. —

15

f 2 2 344) Calcular (y -x ) ífe  + x vdy , a lo largo de la curva y  = x  , desde (1,-1) a (1,1).
Je

4
Rpta. —

5

f - y  dy 2 2
45) Calcular J — , ' dx + .-----=  donde C es el arco de la curva x - y  = 9 de (3,0) ac f~  T ¡~ 2  2- y  - y

4
(5,4). Rpta. aresen—

46) Calcular la integral f (y -  z)dx + (z -  x)dy + ( x -  y ) d z , donde C es una espira de la hélice
Je

circular x = a eos t , y = a sen t , z = b t, correspondiente a la variación del parámetro t, 

desde 0 hasta 2n. Rpta. -2rca(a + b)

47) Calcularla integral j y d x +  zdy + x d z , donde C es la circunferencia x = R eos a  - eos t,

y = R eos a  . sen t , z = R sen a  (a  = constante) recorrido en el sentido del crecimiento del

2 2parámetro. Rpta. - n  R eos a
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f xy (ydx-xdy )
48) Calcular la integral curvilínea ® ------  — - -----, donde C es el lazo derecho de la Lemniscota

x 2 + y 2

r2 = a 2 eos20 , que sigue en el sentido contrario de las agujas del reloj.

Rpta. 0

49) Hallar J  ydx + zdv+xdz , donde C es la intersección de las superficies x + y = 2 ,

2 2 2 . . . x +y  +z  = 2(x + y ) . La curva es recorrida de tal manera que mirando desde el origen el

sentido es el de las agujas del reloj. R pta. - 2 ^ 2 n

f -> -> —x y z
50) Calcular J F(x,  y , z )  .d r , donde F(x, y, z)  = -------- i ------------ j ----------- k , donde C es la

II r  II3 II r  ||3 || r  ||3

• • • • 2 2 2 • • 2 2 curva de intersección de la superficie esférica x  + y  +z  = 4 y e l  cilindro x  +2 y  = 4 ,

recorrida de manera que, mirando desde el eje Z , el sentido es antihorario. R pta . 0

J. x  y  .
xdy , donde C es un segmento de recta — h—  =1, desde el punto de intersección

C n hJC - -  a b

con el eje de abscisa hasta el punto de intersección con el eje de ordenada.

ab
R pta. —

2

52) Calcular la integral de línea F(x,y , z )  .d r , donde F(x ,y ,z )  = (xy,y,z)  y la curva C está

2 2 2 2 2 formada por las intersecciones de las superficies S j: x  +y  = 9  con S2 - x + y  +z  = 6x

J2 2z y

-----, de manera que si se observa desde el origen de

coordenadas el sentido es antihorario.

R pta. 0

f  .
53) Calcular J F{x,y ,z ) .d  r , si F{x,y,z)  = {y, -z ,x) ,  donde C es la curva definida por las

c

2 , 2X +y  2 2 . . .ecuaciones -------:—  + z =a  , y = x, en sentido horario vista desde el eje z positivo.
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54) Calcular la integral curvilínea j  x e  y dx + (— ------■r-x2y e  y )dy siendo el contorno del
c x + y ¿

cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |jc| < a y |y| á  a

Rpta. 0

55) Calcular la integral de línea de la función vectorial

-y x  - 1
Kx 2 + y 2 - 2x+  1 ’ x 2 + y 2 - 2x + l '

F ( x , y ) = (—j----------------- —---------- , —2------------------------------------------------------------------------- 2----- ) a 1°  larg° de la curva cerrada formada por las

partes de las rectas x + y + 2 = 0 , x - y  + 2 = 0 y la parábola x + y 2 = 4 ,  recorrida en 

sentido horario. Rpta. -2n

56) E valuarJ (ey ,-sennx).(dx ,dy) donde C es el triángulo de vértices (1,0), (0,1), (-1,0)

4
recorrido en sentido antihorario. Rpta. 4 -  2 e -  (—)

n

57) Hallar la integral curvilínea j  (x2 , -xy)(dx,dy)  sobre la parábola y  = x 2 desde (1 ,-1)

hasta (1,1) Rpta. 0

f  1
58) H allarla integral curvilínea J — ------ j  ( - y ,  x)(dx,dy)  alrededor del circulo de radio a > 0,

c x  +y
$

aV 3 a
en sentido antihorario desde (a,0) hasta (------ ,—) centro en (0 ,0).

2 2

n
Rpta. —

6

59) Hallar la integral curvilínea J  x 2dx + xydy , donde C es el camino cerrado formado por el 

segmento de la parábola y  = x 2 entre (0 ,0) y ( 1, 1) y el segmento de recta desde ( 1,1) hasta
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C 2 2 260) Calcular la integral J x y  dx + xy dy , donde C es el camino cerrado, formado por la recta

x = 1 y la parábola y 1 -  x  (antihorario) Rpta. ~

61) Hallar la integral de línea del campo vectorial dado por:

F(x,y ,z )  = (2x2ex seny  + ex senj>, xex c o s y - 2 y 2z, ~ “ ^ _ ) a 1° lari °  de C, la poligonal
3

que une los puntos: A(0,0,9), B(ln 2, -it, 6) ,  C(ln 3, ji, -3) y D(ln e, 2n, 1) desde A hasta D.

]
Rpta. —

1 6 ^ 3

3

62) Calcular la integral J x 2dy + y 2di  + z 2dx donde C es el arco x 2 -  2yz = 0 , y + z  - J 2 x = l

entre los puntos A(0,0,1) y B(0,1,0).

63) Evaluar la integral J (2xy-  z)dx + yzdy + x d z , donde C es la curva x = t 2, y  = 2 t 3,

z = í 2 - l , 0 á t ¿ l .  Rpta. —
14

64) Evaluar J xydx + eyd y , donde C es el arco de la curva y + 2  = \x + 2\, desde el punto (0,0) al

 ̂ 4 0
punto (-4,0) Rpta. 2e - 2 e  ——

65) Calcular la integral í  x( ^ ^ - y ) V2d x + y (  dy + z(  - r — , ) V2dz ,  donde C. está
c x  + z  y + z  2x + z

en el primer octante y es la curva de intersección del plano x = y con el cilindro 2 x 2 + z 2 = 1 , 

recorrida en el sentido antihorario. Rpta. 85

* 2 2 2
6 6 ) Hallar el valor de la integral curvilínea de la función F ( x ,y , z )  = (x , y  , z  + y )  según la 

curva C: a  (t) = (ln(í + 2), sen y - ,  t 2 + - j )  desde el punto A del plano x = 0  al punto B del

2 1 3 10 8 
plano 2  = — ; A, B pertenecen a C. Rpta. —In (2 )——♦ —
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67) Evaluar la integral curvilínea J  (2x y 2 -  y 3)dx+(2x 2 y - 3 x y 2 + 2)dy desde A (-3,-l) 

a B (l,2). Rpta. -4

1 1 y  3
68) Calcular J ( 2 y — + cos3x)dy + -  4x'  - 3 y sen3x)dx donde C va de (0,2) a (1,0)

" x x~

2 /siguiendo el camino x + —  = 1. Rpta. + oo

69) Calcular la integral curvilíneas siguientes.

M2,3) f ( 2 ,l )  2
a) ydx+xdy  Rpta. 5 b) I 2xvdx+x  dy Rpta. 4

(0,2) '

f ( l , l )  f ( 6 . 4 , 8 )

c) J (x+y)(dx+dy)  R p ta . 2 d) J  ̂ xdx + y d y - z d z  Rpta. -20

f(2,i ) y d x - x d v  3
e) J ^ -j— — (por un camino que no corta al eje x) Rpta. —

f( * 2  .-V2) í*Jr2 f  y~i
f) I ( P ( x ) d x + y / ( y ) d y  Rpta. J ( p ( x ) d x + j  y { y ) d y

<Wi> xi

(*(5,12) xd x  + y  dy
g) I — z------r — (el origen de coordenadas no se halla en el contorno de integración)

■'(3.4) x  + y

13
Rpta. ln(— )

f ( 3 , 0 )  .  3 2  2 4

h) J  ̂ (* + 4xy )dx+(6x y  - 5 y  )dy Rpta. 60

¡(i,\)(x + 2y ) d x + y d v  ,
i) J -----------------—— (el camino de integración no se corta con la recta y = -x)

'(U> ( x + v Y

Rpta. ( i  + ln 2 )2
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f(U) x y  r-
J) J (—---- r + . v ) r f r + ( - 7^ -------- -  + x ) d y  Rpta. 1 + V2

(0.0) X  + y  J x 2 + y 2

k) f ,
aj>¿)

y z d x + x z d y + x y d z  Rpta. abe - 1
( 1,1.1)

Co,4¿)xdx + y  dy + zdz r 
') L . . .  I ,  ;  ,  Rpta. 5^2

70) Evaluar J ye** coszdx + x e ^  coszdy-e™ senzdz
( 0,0 ,0 )

Rpta. - e  2 -1

Í i 2 21 + y  y  + x

"— j—d x -------j— d y , donde

8
a) C: desde (1,0) hasta (5,2) cualquier curva. Rpta.

148
b) C: desde (-3,0) hasta (-1,4) cualquier curva. Rpta.

72) Evaluar J e* sen y d x - e *  eos y d y , donde C es

2 2a) La porción x + y  = -----, con x > 0, orientada de tal manera que parte de ( 0 ,- — ) y
4 2

7t
termina en (0,—) Rpta. 2

2

2n n

b) La porción x 2 + y 2 = 4tt 2, con x < 0 ,  orientada de tal manera que va de (0, -2n) a

(0,2n). *- Rpta. 0



Integrales Curvilíneas o de Línea 803

73) Evaluar las integrales de línea

a) í tgxdx + xsec" ydv  , de A(-2,0) a B(4 ,— ) R pta. 4
Je ' 44

b) J - - - Y dx +---------- T ^ y ,  de A(0 ,2) a B ( l ,0) R pta . 0
c (x y+1) (xy + 1) '

74) Calcular la integral curvilínea de la función vectorial

-> 1 z 1 z  l x
F(x ,y ,z )  = (------- y) i + (— i— =-) / — (— h —5-) /r donde C es cualquier curva de (1,2,-1) al

z  x  x  y ¿ y  z

punto (2,-1,-2)

75) Evaluar las integrales de línea.

J. 2 2 2 ̂( tgy  + 2xy sec z)dx+ (xsec y  + x  sec z)dy+secz(x y  tg z - sec z)dz de A(2 ,— ,0)
C . : 4

al punto B(3, n, 7t).

b) J ( 2 x c o s y - 3 ) d x - ( x 2 seny + z 2 ) d y - ( 2y z - 2)dz de A (-l,0,3) al punto B (l,n ,0 )

R pta. -14

c) í  (2y 3 - %xz2)dx + (6x y 2 + l )d y - (S x2z  + 3z2)dz , desde A(2,0,0) hastaB (3,2,1)
Je

d )  (ex sen y  + yz)dx  + (ex eos y  + z  sen y  + xz)dy + (xy -  eos y)dz  desde A (2,0,l) hasta 
Je

B(0,n,3). R pta. 4

f  2 2

e) I ( 2 x ln y z - 5 y e x ) d x - ( 5 e x - — )dy + (-— + 2z)dz , desde A (2,1,1) hasta B (3,l,e)
c y  z

f xd x  v dv zdz
— ----- 2---- 2 + ' 2~"' " 2------2 +~ ----- 2-----2 ' desde A i1*0*0) haSta B(l,2,3).c x + y  + z  x + y  + z  x + y  + z
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, - /  1/2 V2 V2
76) Calcular J^ x (— -—) d x , desde (0,0,1) a (— , — ,0) a lo largo de la curva (en elí  r l ~ y  -1/z2 2 ) ‘ ' .T Oc _y + 2  2 2

2 2primer optante) de intersección del plano x = y , y el cilindro 2 y + 2  =1

1
Rpta. —

4

77) Calcular las integrales curvilíneas

a) J (x 2 + 2y)dx + ( y - x ) d y , donde C es la frontera de la región limitada por las gráficas

de x = 0, y = 0, 2y = ( x - 4 ) 2, 2y = x + 2

f(2 ,l ,4 )  2 x
b) I Inx.dx + x dy + — dz a lo largo de la curva de intersección de las superficies

(i,o,i) 2

y = x - l , 2  = x 2. Rpta. 2(ln2 + -j)

78) Calcular la integral curvilínea

J"̂  [yeXy (eos xy -  sen xy) + eos x]dx + [xe ̂  (eos xy -  sen xy) + sen y]dy , donde C es una arco

arbitrario de (0,0) a (3,-2). Rpta. e 6 cos6 + sen3 -  cos2

f 2  y  x 2
79) Calcular I (—— j  + 3 )¿ r+ (2 y  ln(l + x ) -  2)dy , donde C es cualquier arco de curva que une 

c  1+ x

los puntos (0,2) a (5,1).

80) Evaluar J (x2 + y 2 )dx + Ixydv  donde C es el arco de la parábola entre (0 ,0) y ( 1, 1). La 

parábola tiene su vértice en (0,0) y el eje focal es el eje y.

81) Calcular el valor de la integral J  (x2+3_y + 5z)í¿ r+ (3 x -4 2  + _y)</y + (5x -4> ' + 22)</2 donde 

C es la curva de intersección de las superficies x 2 + y 2 = z2, z = 3,
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82) Calcular J  (3x2 -3yz+2xz)dx  + (3y2 - 3 x z + z 2 )dv + (3z2 - 3 x y  + 2vz)dz , donde C es la

83)

84)

„ - ) ' ) ' }  tí
curva a (t)= (-1  + 4 / ' ,  2 eos" n l + 4/~, 3 - 4 s e n — /) , 0 < t < 1

2

xdx+ vdv
Calcular la integral J —y — ■' , donde los puntos Pl y P2 están situados sobre las

p‘ J ^ + y 2

circunferencias concéntricas cuyos centros se hallan en el origen de coordenadas y los radios 

son iguales a ü , y J?2 respectivamente (el origen de coordenadas no se halla en el contorno 

de integración). Rpta.

Calcular í  (6xv3 + 2 z2 )dx + 9x2 v 2dv+ (4xz + \)dz Rpta. -31 
J(1.0.2) ' ' '

H 2.3.4)
85) Hallar el valor de la integral de línea (x -  vz)dx+( v - x z )d v  + (z - x \ ’)dz

Ai.i.i)

86) Calcular f (6xv2 -  v3 )dx + (6x 2 v -  3xv2 )dv

87) Sea C la curva plana de la ecuación f ( t )  =\e'  eo s t ,e'  sen /) calcular la integral curvilínea

f x d x + v d v  •)_
---------- a los largo del arco de C de extremos (1,0) y (e~ ,0).

(JT2 + V2)2

Rpta. \ - e 2K

88) Fivaluar J  (4x + e l e o sy ) d x - ( y 2 +ex seny)dy en sentido contrario al movimiento de las

manecillas del reloj y alrededor del paralelogramo cuyos vértices son (0,0), (2,0), (3,1) y 

(1.1).
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7.10 Aplicaciones de la Integral Curvilínea

l2 Consideremos una curva regular a :  [a,b ] ------- >/?3 tal que a  ([íi ,/)]) = C c í 5 es la

imagen de a .

Sea / :  C e  R 3 -------> R, una función continua sobre C tal que f(x,y,z)=l,V (x,y,z)e C.

que representa la longitud delSi C es un alambre, entonces 

alambre.

L = j f ( x , y , z ) d S  = j d S

22 Si p : C a  R -------> R , es la función densidad de la masa del alambre, entonces la masa

del alambre recorrido por la curva C es M  = J p ( . v , y ,  z ) d S , de donde el centro de

masa del alambre es el punto (x,y,z )  siendo:

f xp(x,y,z)dS  í  yp(x,y,z)dS zp(x ,y,z)dS
X — y y — y Z> —

M  M M

32 Si d(x,y,z) es la distancia desde el punto (x,y,z) del alambre a una recta ó plano, 

entonces el momento de inercia correspondiente a la curva C, con función de densidad

de masa p:C  c  R 3 ------► R , está dado por:

/  = J d 2(x, y, z)p(x, y, z)dS

como caso particular se tiene los momentos de inercia del alambre con respecto a los 

ejes X, Y, Z respectivamente, las cuales son:

I x = j c ( y 2 + z 2 )p(x,y,z)dS,  I y = j c (x 2 + z 2 )p(x,y, z)dS, I .  = £  (x 1 + y 2 )p(x,y, z)dS

42
> >

i) Consideremos una fuerza F: R 2 ------>R2 tal que F (x ,y )  = P(x,y) i + Q(x,y)  j

y C un arco de la curva en R 2 y suponiendo que una partícula se mueve a lo largo 

deC .
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El trabajo total realizado por la fuerza F  a lo largo de la curva C es:

W = j" P(x, v)dx + Q(x, v)dy

ii) Para un movimiento en el espacio con la fuerza dado por un vector
—>
F (x ,y , z )  = P(x ,y ,z )  i + Q(x ,y,z)  j  + R(x ,y ,z )  k , el trabajo total realizado está 

dado por:

W = J  P(x, y, z)dx + Q(x,y ,  z)dy + R(x, y,  z)dz

Definición.- Un campo de fuerza F  definido en un conjunto abierto D, se dice que es 

conservativo, si el trabajo realizado a lo largo de toda curva cerrada es cero.

Ejemplo.- Hallar el trabajo realizado cuando un objeto recorre el arco parabólico
-y * —> 2 —*

C: r( t )  = t i + t  j ,  t e [0 ,l] sometido a una fuerza F (x ,y )  = xy i + y j

Solución

W = \  F ( r ( t ) )d  r ( t )  = \  F ( r ( t ) ) . r ’(t)dt = j  F ( t , t2 ).(\,2t)dt = {  ( t \ t 4 ).(l,2t)dt

fl 3 5 í 4 í 6 /I i 1 7
- J  U +2t')dt = ( + ) /  = —n 4 ■? ' o ¿i

Ejemplo.- Una partícula se mueve en el plano XY a lo largo de una recta que va desde A(a,b) al

-x -  y
punto B(c,d), debido a la iuerza F ( x y y) = (- 7 2 ’ 2 1

x~ + v x  + v~
Hallar el trabajo

realizado por la fuerza F  a lo largo de la recta AB.

Solución
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como W = \ ^ F ( x , y ) d r  = 2 2 , —  -  2 ).{dx,dv)
x + y  x + y

f - x d x  yd y  f xdx + yd y  1 fi
= Jr  2 , Y ~ ~  2 = - i r  2 r _ = -TJ, ..c x  + y  x + y  c x + y  2 <"•*)

xdx + yd y  1 |W )  2 ,
í/(ln(x +y~)

= - ^ ln ( - t2 + >.2 ) / ^ = - ^ [ l n ( c 2 + rf2) - ln ( f l2 + A2) ] = ^ l n ( ^ ^ r )

Ejem plo.- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que recorre la
—y

curva: a  (/) = (eo s /,sen /,/) , 0 < t < 2tt, si la densidad es p(x,y,z) = z. Encuentre el 

momento de inercia con respecto al eje Z.

Solución

M  = j^p(x,y,z)dS donde dS =|¡ a'(t) || d t , donde a ' ( 1) = ( -se n /,c o s /,1 )  => ¡| a '( / )  ||= ^ 2

fin -» ,— fin y[2 t~ / 2kf r— rlK y¡¿t Un ,
M  = \ p(x, v, z ) d S = \  t. \ \a(t)\\dt = 4 2  l tdt  = --------  = 2V2 n~

Je " Jo Jo 2 o

El momento de inercia respecto al eje Z es:

Iz = Jc ( * 2 + y 2 )p (x , y ,z )d S  = ~tdt = 2yf2 t 2, el centro de masa es (x ,y ,z )  donde:

J  x p (x ,y ,z )dS  V2 J/COS/ÍÍ/

M  = 2 y¡2  rr2 = 0

_ J y p(x ,y ,z )dS  V2 sen / dt ( - / e o s / - s e n / ) /

M  '  2V2 7ZT2 ~ 2K 2

2 n
o. = _ l  

n

2 dt í 3 l2n 4 n_  Jc¿ p{x ,y ,z )d s  Jo ^2/ ... r  , l n  ^

1  ~ M  ~ 2V2 K2 ~ 6t l 2 '  ° ~ 3

-------  1 47r
Luego el centro de masa del alambre es (x,y,z )  = (0 ,-— ,----

n  3
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Ejem plo.- Hallar la longitud del arco de la hélice cónica: x  = ae 'cos t ,  y  = a e ‘ sen i ,  z  = ae ' ,  

desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a).

Solución

Como 1  = J dS = J J ( ~ r )2 + (~~)2 +(~r-)2 dt,  donde C: a ( í )  = (ae  cosí, a e  sen i, ae ' )  
c Jc \  dt dt dt

entonces

x = ae'  eosí 

1 y  = ae  seni 

z = a e ‘

dx ,
—  = ae  (co s í- s e n i )  
dt
dy ,
—  = ae  (sen t + cosí) 
dt
dz

dt
■ = ae

además a ( t l ) = (ae '1 cosíj, a e '1 sen tx, a e h ) = (0 ,0,0)

'lae  cosíj = 0 -1  < seni, < 1

a e ^ s e n í ^ O  => -ae ' '  < a e ’1 sení¡ < a e 1' 

a e h _  o cuando i, —» - c o ,  ae*' seníj —> 0

por lo tanto a  (íj ) =  (0,0,0) ,  cuando í¡ —» - o o

a ( t 2) = (aeh eost2 , a e h sení2 , ae'2) = (a,0,a)

a e '2 eosí2 = a 

a e '2 sen t2 = 0 => í2 = 0

a e ‘ = a

L = \ d S  = \  J a 2e2' ( c o s i-  sen i) 2 + a 2e2' (seni + cosí) 2 + a 2e2' dt
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2 2 x y
Ejem plo.- Determinar la masa del contorno de la elipse ~ + ~  = 1 si su densidad lineal en cada

a b
punto M(x,y) es igual a |> |.

Solución

2 2
* y  ,

* + ua b
Como M  = J  p{x,y)dS  , donde p( x ,y )  = |_y), ahora parametrizando la elipse C: ~+~¡~¿¡

r 2 —7
x = a eos t , y = b sen t entonces: a  [a,ft]------ >R ! a ( t )  =  (a cosí, ¿ sen /)

a '( í )  = ( -a s e n  í,Z> cosí) => |] a '( í ) | |  = ^ a 2 sen2 t + b 2 eos2 1 

como dS = || a '( í )  || di = ^Ja2 sen2 t + b 2 eos2 1di 

M = J p(x ,y)dS  = \\y\dS = \ |¿>senr|Va2 sen2 t + b1 eos2 1 dt

M  = b \  Ja*' +(b" - a 2) eos2 1 Isenílrfí = b \  J a 2 -  ( J a 1 - b 2 co s í) 2 |sení|rfí•(\ * »A f

M  = ¿>[J -\Ja 2 -{■Ja2 - b 2 co sí) 2 |sen t\dt + J -Ja 2 -  (-Ja2 -  b 2 eos í ) 2 1 sen í | dt]

M - b [ j  -Ja2 - ( - Ja 2 - b 2 co sí) 2 se n t d t - j  ■\ja2 - ( -Ja2 - b 2 c o s í) 2 senírfí]

„  uru a2 J T ^ b 1  L a2M  = b[b + r----- ^  aresen------------1-b+  ..............aresen---------------]
V a2 - b2 a V« 2 - b2 a ,

i r 1 2 a 2b /^ a 2 + b 2 ,M  = 2b[b + ■ ........—-  arcsen(---------------)]
4 a 1 - b 2 a

Ejem plo.- Hallar la masa de la primera espira de la hélice circular x = a eos t, y = a sen t, z = b t, 

si la densidad en cada punto es igual al radio vector del mismo.

Solución
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f ~> / 2 2 2*Como M  = J p(x, >>, z )d $ , donde = || a ' ( í ) | | r f í , y p ( x , y , z ) = y x  + y  + z y sea

/ o o
a (? )  = (a c o s í, asent ,bt) ,  a '( í )  = ( - a  senr,a  co sí,6) => | |a '( í ) l l  = V« + é

M =  í  p ( j t , y , z ) í / S  = f -J* 2 + y 2 + z 2dS = -Ja2 +b2 f yla2 +b2t 2 dt 
Jc Jc '  Jo

M J a 2 +b2 [b l j a 2 + b 2t 2 + a ^ lnlbt + ̂ Ja 2 + b 2t2 n /  
b 2 2 /

_  Va + 4 ¿ 2n^' + — ln |2nfc + V a2 + 4fr27t 2 —  ln a]
b 2 2

I 2 Tir I 2 TTi 2” a 2 i ,2bn+ ^  a 2 + 4b~K2M  =-\¡a +b [n^a +4b n + — ln(---------------------------- )]
2b a

Ejemplo.- Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi arco de la cicloide

x = a (t - sen t) , y = a (1 - eos t ) , 0 ¿  t ^  rc

Solución

—>
Sea a '( í )  = ( a ( í - s e n í ) ,a ( l - c o s í ) ) ,  0 < t ^ 7i

a'(í) = a(l -  cosí,sen f) => || a'(í)1|= aV ^ V l-cosí = 2 a sen

t t 
como dS = || a'(t)  || dt = 2a sen — dt => dS = 2a sen — dt

[n t X ¡ n
M  = 2a\  sen—dt = -4 a e o s— = 4 a

0 2 2 /  o
|V t (x í

a ( f - s e n í ) 2a se n — é/í . a ( l - c o s í ) 2a s e n —dt .
-  J o 2 4a -  0 2 4a

4a ~ 3 ’ ^  4a 3

-----4a 4a
Luego las coordenadas del centro de gravedad es. (x ,y)  = (— ,— )

3 3
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Ejem plo.- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que recorre la

curva: a  (i) =  (co s í,sen /,t) , 0 ^  t á  2k. Si la densidad es p ( x , y , z ) = z  encuentre el 

momento de inercia con respecto al eje Z.

Solución

—>
Como a  ’(/) =  (eos/, s e n /,/) , 0 < t < 2n, derivando

a '( / )  = ( - s e n / ,c o s / ,l )  => || a '(0 1 |=  V2 , como dS =|| a '( í )  || dt = -Jldt

M  = J p(x ,y , z )dS  = J  zdS = j  t-Jl dt = 2-Jl n 2
"c c o

Luego M  = 2V2 n 1, el momento de inercia respecto al eje Z es: 

h  = \c (,x2 + y 2)p{x ,y ,z )dS = 4 l \ (¡ t dt = 2->/2 n 2, el centro de masa es (x,y,z'j donde:

_  J  xp(x ,y ,z )ds  2j/<
X  =

1 -  1— - ------=-r^-2—= - T = > y = - j

M

11 í1 II O u

\c yp(x,y,z)ds ■Jl] t sen tdt0
M 2i¡2 n 2

fc zp(x,y,z)ds

M 2-j2 n2 3

4 n -  4 n
z  = — ----------------------------------------------------------—----= r- i" ■ = — =>z = —

-------  1 47r
Luego el centro de masa del alambre es. (x,y,z)  = (0,------,——)

7T 3
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{7.11...Ejercicios Propuestos.]

1) Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(x,y)  = ( 2 a - y , x )  que mueve una partícula

—y
sobre un arco de la cicloide a ( t ) = ( a / - a s e n / , a - a e o s / ) ,  0 ¿  t < 2ti

Rpta. - 2 n a 2

2) Determine el trabajo efectuado por una partícula que se mueve de (0,0) hasta (2,0) sobre una 

curva C que recorre el conjunto S  = [{x,y).ly = 1 — |l — jc|} si la fuerza es F{x,y)  = ( y 2 ,x)

Rpta. —j

3) Hallar el trabajo total realizado por desplazar una partícula en un campo de fuerza dado

- » - » - *  2  2  3
por:F(x,y,z) = 3xy i - 5 z j  + \ 0 x k  a lo largo de la curva: x  = / +1, y  = 2t , z  = l desde 

t = 1 a t = 2 Rpta. 303

4) Si F ( x ,y , z )  = (xy ,yz,xz) ,  determine el trabajo efectuado por esta fuerza que mueve una

43
partícula sobre una recta (1,-1,1) hasta (2,1,3) Rpta. —6

5) Hallar el trabajo realizado al desplazarse una partícula en el campo de fuerza

F(x ,y ,z )  = 3x i + ( 2 x z - l )  j + z k  a lo largo de:

a) La recta que une los puntos (0,0,0) y (2,1,3) Rpta. w = 15.5

■> i 193b) La curva x = 2 t ,  y  = í, z = 4z - 1  desde t = 0, a, t = 1 Rpta. -yj-

2 •6) Halle el trabajo realizado por el campo F(x ,y , z )  = ( 2 x - y + z ,  x  + y - z  , 3 x - 2 y  + 4z),  al 

desplazarse en sentido antihorario una partícula alrededor de una circunferencia C del plano 

XY, cuyo centro es el origen y de radio 3 Rpta. 18 n
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7) Un campo de fuerza está dado por F(x ,y , z )  =  (yz ,xz ,x(y+l))  calcular el trabajo realizado

—►
por F  al mover una partícula sobre el contorno del triángulo C de vértice (0 ,0 ,0), (1,1,1) y 

(-1,1,-1) recorrida una vez y en ese sentido. Rpta. 0

8) Sea F(x ,y ,z )  = (6xy3z + 4 y 2z 3, 9 x 2y 2z + 8xyz3 +z4, 3x2y 3 +12xy2z 2 +4yz3) un campo de

fuerza. Hallar el trabajo que realiza. F  al mover una partícula desde el origen hasta el punto 

(1,1,1) siguiendo la trayectoria compuesta por C = C \u C 2 u C 2 donde Cx: semi 

circunferencia en el plano XY que une los puntos (0,0,0) con (0,2,0), x > 0 C2: Semi 

circunferencia en el plano XY que une los puntos (0,2,0) con (0,4,0), z > 0. C3: la recta que 

une (0,4,0) con (1,1,1). Rpta. 8

9) El módulo de una fuerza es inversamente proporcional a la distancia entre su punto de 

aplicación y el plano XY. Si esta fuerza siempre está dirigida hacia el origen de coordenadas. 

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza al desplazarse una partícula a lo largo de 

la recta x = -Jl y  = -Jl z desde el punto (-JI ,1,1) al punto (2i¡2 ,2 ,2)

Rpta. -2k ln 2

10) Hallar la función potencial (o sea la diferencial exacta) del vector fuerza
—>
F(x,y , z )  = (e* cosy + zy, x z - e *  seny, xy + z) y calcular el trabajo realizado desde (1,0,2) 

hasta (0,n,2). Rpta. - (1 + e )

—> —>
11) ¿Qué trabajo realiza la fuerza F  = r xgrad(x ,y ,z)  a lo largo del camino cerrado de O a P; 

de P a Q; de Q a R; de R a O siendo 0(0,0,0), P( 1,1,1), Q( 1,1,0), R( 1,0,0)?

Rpta. j

2
12) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F (x ,y )  = (3y + 2 , 16x) al moverse una partícula 

desde (-1,0) hasta (1,0), siguiendo la mitad superior de la elipse b 2x 2 + a 2y 2 = a 2b2 ¿para 

qué valor de b el trabajo será mínimo?
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13) Una partícula se mueve sobre una curva definida por las ecuaciones x 2 = 4 y ,  3x3 - 8z .  Por

la acción de la fuerza F ( x ,y , z ) =  (3x2 , 2xz -  y,  2z ) . Hallar el trabajo realizado al moverse la 

partícula del punto A(0,0,0) al punto B(4,4,24).

14) Una partícula se mueve a lo largo de una recta en el espacio que une los puntos P(a,b,c) y

Q(r,s,t) debido a la fuerza

-> - x  - y  - z
F(x ,y ,z )  = (~~2 2 2 ,3/2 > ~~2 2 2.3/2 ’ ~~2 2 2.3/2 )(x +y  +z  ) (x + y  + z  ) (x + y +z  )

15) Calcular el trabajo realizado por la fuerza

-> x  ■-» y  '
F(x,y)  = . =  i + . j ; para mover una partícula a lo largo de la curva:

VI + x 2 + y 2 -Jl + x 2 + y 2

x 2 y 2
— +—y  = 1» que se encuentra en el primer cuadrante en sentido horario. 
a b

R pta. V i  + b 2 - V i ~ a 2

16) Una partícula da una vuelta alrededor del circulo unitario contrario al de las manecillas de

X  V3 3reloj, mientras está sujeta a la fuerza F(x ,y )  = (e - l n e y ) i + (eosy  + arctg(tg x  )) j

encontrar el trabajo realizado por la fuerza F.

2 2 217) Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(x ,y , z )  = (x ,y  , z  ) que mueve una

partícula sobre la curva de intersección de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y el cilindro 

x 2 + y 2 = ay en sentido contrario a las manecillas del reloj cuando se le ve desde arriba de la 

esfera. Rpta. 0

18) Hallar la masa del arco de la línea x  = e' eos/, y  = e' sen?, z = e' desde el puntoi
correspondiente a t = 0 hasta un punto cualquiera, si la densidad del arco es inversamente 

proporcional al cuadrado del radio polar y en el punto (1,0 ,1) es igual a 1.

Rpta. M  = V3 ( l - e “'°)
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19) Encuentre el momento de inercia sobre el eje y de un alambre semi circular que tiene la forma

x 2 + y 2 = 1, y 0, si la densidad es P(x,y )  = |x | + |>j. Determine también la masa y el centro

, -----, n + 2de masa del alambre. Rpta. M = 4 , (x,y)  = (0, —— )
O

20) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la cicloide x = t - sen t,

- -  8 4
y =  l - c o s t , 0 á t á r t .  Rpta. (x,y)  = (y , - )

21) Una alambre tiene la forma de la curva y  = x 1, -1 ú  x <, 1. La densidad del alambre es k j y  

¿Cual es el momento de inercia del alambre con respecto a y?

Rpta. - [ - V 5 + —  ]
4 3 15

22) Calcular la masa del arco de circunferencia x = eos t, y = sen t, 0 < t < n, si su densidad

lineal en el punto (x,y) es igual a y. Rpta. 2

23) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogénea x  = e' c o s í,

, - -  2 1 
y  = e senf, o o < t^ 0 .  Rpta. {x,y)  = (— , - —)

24) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogénea

- -  3 1 n 2 - l  161n2+ 15
y = eos h, 0 ¿  x ^  ln 2. Rpta. (x,y)  = (-----------,------—----- )

25) Hallar la masa de la primera espiral de la hélice x = a eos t , y = a sen t, z = b t, cuya

.. densidad en cada punto es igual al cuadrado de la distancia de este punto al origen.

8  x 3b2,  B7r b r~T~—
Rpta. (IJia + — -— ) \ a  +b

26) Calcular la masa de la primera espiral de la hélice x = eos t, y = sen y, z = t, si la densidad 

en cada punto es igual al radio vector en dicho punto.
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x
27) Hallar la masa de un fragmento de la catenaria y  = a cosh(—) comprendido entre los puntos

a

cuyas abscisas son Xj = 0 y x 2 = a,  si la densidad de la línea en cada punto siendo la 

densidad en el punto (0,a) es igual a 5. Rpta. 8 a

28) Hallar las coordenadas de gravedad de la primera semi espira de la hélice x = a ccñ t,

y = a sen t, z = b t considerando la densidad constante. Rpta. (— , —
n k  2

29) Un alambre de densidad constante k  tiene la forma |x| + |y| = a, encuentre sus momentos de 

inercia con respecto al eje Y y con respecto al eje Z.

_  ,  ,  A j l a h  , 8^ 2  3Rpta. 1 y ---- , I z k

30) Hallar el centro de masa de una pieza de alambre de densidad constante enrollada en la forma
—>

de la hélice a( t ) = (4 eos t,A sen t,3t) , t e  [0,n]

„ . ,--------, , 8 8 3n  ■Rpta. (x ,y , z )  = ( ^ , - , — ) 
n n 2

31) Hallar la masa total de un alambre cuya forma es de la curva y = |x| con - 1 < x < 1, si la 

densidad de cada punto P de el es igual al valor absoluto del producto de las coordenadas del

2-V2
punto. Rpta. M  =

0 0 0 0 0 0
32) Un objeto recorre una elipse b x +a y  =a b en sentido antihorario y se encuentra

v x
sometida a la fuerza F(x,y)  — ■ Hallar el trabajo realizado.

Rpta. ab n

33) Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerza

2 2F(x ,y ,z )  = ( x - y  + 2 z , x + y - 3 z  ,2xz~4y ) al mover una partícula alrededor de la curva

v2X 2cerrada —  + y = 1, z = 2 en sentido antihorario. Rpta. w = 0 
4 '
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34) Calcular el trabajo para mover una partícula desde el origen hasta el punto P( 1,1,V2) 

siguiendo al curva de intersección de las superficies x 2 + y 2 = z 2 , y 2 =  x .

Rpta. w = 2

35) Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y ,  z) = ( -  v, x , e "  ) a lo largo de la curva de

2 2 2 2 2 2 x  v z x  v z
intersección de las superficies —- - + ̂ —--I— — = 1 ; - + ' —------ , = 0 , z > 0  recorrida en

a 2 h 2 c 2 a b 2 c 2

sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje Z.

Rpta. w = ab n

36) Determinar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y ,  z) = xy i + yz j +  zx k  sobre la recta que

43
une los puntos P ( l ,-1,1), Q (2,1,3). Rpta. —

6

- *  2  2
37) Calcúlese el a abajo del campo de fuerzas F(x,y,  z) = 2 xy i + y  j - x  k , cuando el punto

material se desplaza a lo largo de la sección del paraboloide x 1 + y 2 — 2r 2 = 2 « 2 por el 

plano y = x, del punto (a,a,0 ) al punto (a^J2 , «V2 , a ).

R pta. (2^2  - y ) a 3

38) Un campo de fuerza es dado por F (x ,y , z )  = (y z , x z , x (y + 1)). Calcular el trabajo realizado

por F  al mover una partícula sobre el contorno del triángulo de vértices (0,0,0), (1,1,1)

3
y (-1,1,-1) recorrida una vez y en ese orden. Rpta. -
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7.12. Circulación del Campo Vectorial y  su Cálculo]

Definición.- La integral de línea tomada a lo largo de la curva cerrada orientada T se

—>
denomina circulación C del campo vectorial F  de tal manera según la 

definición se tiene:

donde el símbolo j) significa la integral por la curva cerrada F.

—>
Si el campo vectorial F se prolija en la forma de coordenadas

F(x,y, z)  = P(x, y , z )  i +Q(x,y , z )  j +R(x ,  v,z) k entonces la circulación del campo

—>

vectorial F será igual a:

C = jj F d r = |  P(x, y, z)dx + Q( r, y, z)dy + R(x , y, z)dz

Ejemplo.- Calcular la circulación del campo vectorial F(x,  y ) = - y 3 i + x' j  a lo largo de la

. x 2 v 2 .
elipse T : —y  + = 1 , en dirección contraria a las agujas de un reloj.

a h

Solución

Aplicando la definición de circulación tenemos:

C = ^ F  d r = j> -  y 3 dx + x 3 dy 

parametrizando a la elipse se tiene:

(1)

x = a eos t 
T : , 0 < t < 2n

[y = bsent

de aqui dx = -a sen t dt, dy = b eos t dt

(2)

(3 )
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reemplazando (2), (3) en (1) tenemos

finC i  i  i  i
C =  I [-b se / ( - a s e n /)  + a eos íJb eos t]dt 

Jo

2n / r ( l - c o s 2r) 2 a 2(1 + eo s2r) 22n « j *) a
ab I (b sen t + a eos

J'ZTT
(b

o

C¿K / 0  dí = ab\  [
Jo

}dt

—— í  [(a2 + b 2) + b 2 eos2 2i + a 2 eos2 2í + 2( a 2 - /> 2)co s2/lfi?f 
4 Jo

—  í [(a 2 + />2) + — (l + cos4/) + -̂ —(l + cos4í) + 2 (a 2 - /> 2 )cos2í]df 
4 Jo 2 2

ab c2r* 3 i 7 a b , 7
= — j [—(a +b ) + -—- —- c o s 4 r  + 2(a - b  )cos2t]dt

ab 3 i l 2\ a 2 +b2■— [—(a +b )t + -----------sen4í
4 2 8

+ (a2 - A 2)s e n 2í] /  = ^ - ( a 2 + b 2)n
l o  4

Ejem plo.- Calcular la circulación del campo vectorial F(x, y , z ) - x y  i + y z  j + x z  k  a lo largo

{ 2 2 |
X 'V en la dirección correspondiente al

x + y + z = 1

recorrido de la proyección T  en el plano XY en sentido antihorario.

Solución

Aplicando la definición de circulación tenemos.

C = j>F d r = j) xydx+ yzdy  + xzdz  ... (1)

parametrizando T que es una elipse que se obtiene como 

resultado de la sección del cilindro x 2 + y 2 =1  con el 

plano x + y + z = 1
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r :

x  = cosí

y  = sen í , 0 < t < 2n
z = 1 -  eos í -  sen í

de aquí dx = -sen t dt, dy = eos t dt 

ahora reemplazando (2), (3) en (1)

fillZ

... (2)

(3)

J 2 '[ -e o s  í sen í + ent( 1 -  eos í -  sen í) eos í +  eos í(l -  eos í -  sen í)(sen í -  eos t)]dt
o

2 ? 2 3 f[-3  cosí sen í - 2 s e n íe o s  í + 3 sen í c o s í-e o s  í + cos í]cfí = -
o Je

eos t dt = -re

Ejemplo.- Calcúlese la circulación del campo vectorial F(x, y , z )  = z i + x  j + y  k  , a lo largo 

de la circunferencia x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , x + y + z = R en sentido positivo respecto

—>
al vector k .

Solución

Aplicando la definición de la circulación tenemos:

C = tj F  d r = ^  zdx  + xd y  + y  dz 

parametrizando la circunferencia

(1)

r :
\ x 2 +y 2 + z 2 = R 2 
[x + y  + z = R

z = R - x - y  x 2 + y 2 + ( R - x - y ) 2 = R 2

de donde x 2 +xy + y 2 =R(x + y)

hacemos y = tx de donde x =
R(\ + t) Rt(l + t)

i * y  i 9 ” i i + í + í  i + í + í  i + í + í

-R t
; -oo < t < +oo
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. R(2t+t2) . Rt(\ + t) . J R(t2 - 1)
dx = ------i------ T - T dí ’ dv = — ----- T d t > dz = — ------ ¿ d i

(1 + í + í ) 1 + í + í 1 + í + í

reemplazando en la ecuación (1) tenemos:

2 r  í(2í + í 2) + (1 + í )(1 + 2í) -  f ( í2 - i )•= r 2 r
(1+ í + í 2) 3

dt

. « - r  — i
(1+ í + í  ) •'-» ( i+ í  +

___ . 3í(l + í) . .
(1 + í + í 2) 2 (i + r + í 2)3 J

= R l f  [-------/  3 + T 1}3- ]d‘
[ ( Í  +  I ) 2 + 1 ] 2  [ ( í  +  i ) 2 + ^ ] 3

2 4 L 2 4

hacemos í + — = —  tg 0  => dt = —  sec2 9 d6
2 2 2

para t = -oo  => 0 = -----; t = oo => 9 = —
2 2

-  3 ( ^ t g 0 - ± ) ( ^ t g 0  + ± )  j j

= R  f 1  [----- ------+ —  ------- — — ------------ — ] — see2 9 dO
J - " L 9 4 „ 27 6 „ J 2’ 2 —  see4 0 —  sec6 0

16 64

= * 2[—  p  Co s2 0 <í0 + ^ p  3 tg 2 f  * ¿ 0 ]
9 9 3-1 sec* e  J

^ - ^ 2[ ( y + SC” 2 g ) j 1 a + JX  (^cos2 0 - 4 c o s 4 0)í/0]
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{7.13 Ejercicios Propuestos]

1) Calcular la circulación C del campo vectorial

—̂  ̂̂ 2 2 I x 2 “f* y 2 — jF(x ,y , z )  = (xz + v) i + { y z - x )  j - ( x  + y  ) k a lo largo de la línea T : < en la
[z = 3

dirección correspondiente al recorrido de la proyección T en el plano XY en sentido 

antihorario. Rpta. -2n

2) Calcúlese la circulación del campo vectorial F(x ,y)  = y  i - x  j  a lo largo de la 

circunferencia ( x - x 0) 2 + ( y - y  0) 2 = R 2 en sentido negativo.

Rpta. 27i R 3

2 2 23) Calcular la circulación C del campo vectorial F ( x ,y , z )=  y  i + z  j + x  k  a lo largo de la

\ x 2 +y 2 + z 2 = R 2
línea T : < , z > 0 en la dirección correspondiente al recorrido de la

\ x 2 + y 2 =Rx

71 R 3

proyección T en el plano XY en sentido antihorario.

Rpta. -  

—> —> —> —>

4) Calcúlese la circulación del campo vectorial F(x ,y , z )  = y  i - z  j + x  k a lo largo de la

x 2 + y 2 -»
elipse -----  ------- 1- z 2 = a 2, y = x en dirección positiva respecto al vector i .

Rpta. 2n a 2

—> —> -> —>
5) Calcular la circulación del campo vectorial F(x, y, z) = y e xy i +  x e ^  j +xyz k  a lo largo de

la línea T la que se obtiene por la intersección del cono x 2 + y 2 = ( z - 1) 2 con los planos 

coordenados en la dirección positiva. Rpta. 0
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6) Calcular la circulación C del campo vectorial F(x, y, z) = (2x  + z) i + ( 2 y - z )  j +  xyz k  a lo

• • • • 2 2 largo de la línea T que es la intersección del paraboloide de revolución x  + y  = 1— z  con

4
los planos coordenados. R pta. —

7) Encuentre la circulación C del campo vectorial F(x, y) = ( x -  y)  i + x  j  alrededor del circulo

—> —> —>

a(t) =cost i + se n í j  , 0 < t < 2n. R pta. 2 n

8) Encuentre la circulación C de F(x, y , z )  = 2x i +2z j + 2 y k  alrededor de la trayectoria 

cerrada que consiste en las siguientes tres curvas recorridas en la dirección de t creciente.

Ct : a ( í)  = cosí z' + senr j + t  k , 0 <t<  —

C2 ■ a ( 0 =  j + j ( l ~ t ) k ,  0 < t ¿ l  

C3 : a(t)  = t i + (1 -  í) j  , 0 < t < 1

R pta. 0

|7.14 yórroula de Greenj

Para la fórmula de Green se considera curvas cerradas simples seccionalmente regular, 

parametrizada en sentido antihorario, que constituirán la frontera (o borde) de una región 

acotada R del plano, como en la siguiente figura.
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La fórmula de Green es un resultado que expresa una integral doble sobre una región R como 

una integral de línea a lo largo de la curva cerrada C que constituye la frontera de R.

Todo esto lo expresaremos en el siguiente teorema

7.15 Teorema de Creen]

Sea R una región simplemente conexa, con frontera C suave a trozos, orientada en sentido 

contrario al de las agujas de un reloj (esto es, C recorre una vez de manera tal que la región

dM dN
R quede siempre a la izquierda) si M, N , -----  y ----- son continuas en una región abierta

dy dx

que contiene a R, entonces: 

í
Demostración

n f f l  dM 
(------------ )dA
dx dy

Daremos una demostración solamente para una región que es a la vez verticalmente simple y 

horizontalmente simple.

Luego la región R se describe en las dos formas.

R = { { x , y ) ! a < x < b  , f x( x ) < y < f 2(x)} , R = {(x ,y)¡c  < x < d  , g ^ y )  < * < g 2(y)}
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La integral de linea M(x,y )dx  puede escribirse como
Je

J  M(x,  y)dx  = j" M(x ,y )dx  + j  M(x ,y )dx  = J M { x , f y (x))dx + j M ( x , f 2 (x))dx

= {  [M(x,  f x( x ) ) - M { x , f 2{x))\dx

por otra parte, tenemos:

t b  Cf2 ( x ) d M  f * / M x ) f*r i
~ dA =  J  ( J , ,  — dy)dx = J M ( x ,y )  dx= J [M(x,  f 2(x))~ M(x,  f y(x))\dx
dy a /iW  dy “ /iW  "

= -J [M{x,  f ^ x ) ) -  M(x ,  f 2{x))]dx

En consecuencia se tiene:

En forma similar para el caso:

f f f  cM
I M(x ,y )dx  = -  I I ----- dA
c dy

í  N(x,y)dy=  f  N(x,y)dy  + f N(x,y)dy
»  C »  ̂ 1̂ L 2

= J. W si O'). + J ̂ (g2 O'). y )dy = í  2 O'), y)  -  N (si O'), jOK
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por otra parte, tenemos:

f f  dN p  fg2(y) dN U tgi(y) f ¿  r i=  J (J , ~ z r d x ) d y = : i  N ( x < y )  , d y = J  j O - ' t f f e i O O . y ) ] d y
-  U X  c  g , ( y )  O X  c  '  g , ( y )  c  1gi(y)

dNf Iff dNEn consecuencia: N(x,y)dy = - J J  ~ ^ d-A

Luego : J M(x,  y)dx + N(x,  y)dx -  -  JJ —— dA + JJ —— dA = JJ ( ~ —  —̂ —)dA
dy dx

R '  R

.dN dM ' 
dx dy

Ejem plo.- Usar el teorema de Green para calcular la integral de línea I y 3dx + (x3+ 3xy2)d y ,
Je

donde C es el camino de (0,0) a (1,1) sobre la gráfica de y  = x 3 y d e ( l , l ) a  (0,0) sobre 

la gráfica y = x .

Solución

Graficando se tiene:

Y
k

Æ
0 >  , 11 X*y = x

/ / .  1

aplicando el teorema de Green.

J y 3dx + (x 3 + 3xy2 )dy
dM

donde se tiene.
i M = y

[N = x 3 +3xy2

dM 2 
dy

dN i -, 2---- = 3xl  + 3 v
dx

J y 3dx+ (x3 + 3xy1 )dy = JJ[(3x 1+ 3 y 1) - 3 y 1 Jtxdy — JJ3x2dxdy

lj y 3dx+ (x3 + 3xy2)dy = \ \ 3 x 2dxdy = J (J,3x 2 dy)dx
R

= J (3x3—~3x 5)dx
'3x4 x6 y 1 3 1 1

4 2 > ! o _  4 2 ~  4

.-. ¡ y d x + ( x 3 + 3xy2)dy = ̂
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Ejemplo.- 3 3 2Mientras está bajo la acción de una fiierza F(x, y)= y  i + (x + 3 xy ) j  , una 

partícula da una vuelta a la circunferencia de radio 3 que se muestra en la figura, usar el
—>

teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F .

4ff'  = Jc F(x ,y ' )d  r =¡c ( y 3, x 3 +3xy2).(dx,dy)

= \ y d x  + {x* + 3xy")dy  = J J 3xL dxdy (por el ejercicio anterior)
D

pasando a coordenadas polares r = 3 ,  0 < 0 < 2n

2 J J f2,t / f '̂1- 2 n J„\ J/1 3 ^  A - . . 2 e / 3d 9 = ^ 2n c o s 2 e d e
I 0 A J0

3x d x d y = f  ( j  3r eos 8 ,rdr)d9 = —J r eos
Jo Jo 4 Jo ’ 0 4

R

243k243 sen 29 , ¡ lK 243
= ----- [0 + —..... -1 = ----- [2 ?r -1- 0]

8 2 / 0  8

■ f  2 v 2
Ejem plo.- Usando el teorema de Green , evaluar (arctgx + y )<£r+ ( e ^ y - x  )d y , donde C es el

Je
camino que encierra la región anular que se muestra en la figura.



Integrales Curvilíneas o de Linea 829

Solución

En coordenadas polares R está dado por 1 < r < 3, 0 < 0 < 3

Í M  = arctgx + y 2
=> '

N  = e y  y -  X 2

dM
~ T  = l ydy

ÖN
---- = - 2 x
dx

Luego por el teorema de Green se tiene:

J (arctg.r + y 2 )dx+ (ey y - x 2 )dy = \ \ ( — - — )dxdy= J J ( - 2 x - 2 y ) d x d y
c „ dx dy „R ■' R

pasando a coordenadas polares se tiene: x = r c o s 0 , y = r s e n 0 => d x d y  = r d r d 0

J (arctg x + y  2 )dx + (eyy  -  x 2 )dy = - 2j j  (x, y)dxdy
R

f» f3 2 f-T 52 /*
= _2 j (J (rco s0  + rs e n 0  )rdr)dG = — I (cos0+  sen0)26 í/0  --------[ s e n 0 -c o s 0 ]

o i 3 o 3 ' o

5 2 r , 104
= [(0 + l ) - ( 0 - l ) ]  = - —

Observación.- El teorema de Green puede extenderse para cubrir regiones que no son simplemente

conexas.

Ejemplo: (El teorema de Green extendido a una región con un agujero).-

2 2
X y  2 2

Sea R la región interior de la elipse —  + —  =1 y exterior a la circunferencia x + y  = 1 ,
4 4

calcular la integral de línea J  2xydx + (x 2 +2x)dy donde C = C\ + C2 es el contorno de R.

Solución

Construyendo al figura y luego introduciendo los segmentos rectos C3 y  C4.
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donde C3: y  = 0 , 1 < x < 3 , C4: y  = 0 , 1 < x < 3

como C, y C4 son de orientación opuesta, la integral de línea sobre ellos se cancelan además 

se puede aplicar el teorema de Green a la región R con frontera C = C¡ + C2 + C-, + C4

J 2xv
2 ff

ífo  +  ( x  + 2 x ) í / ) '  = J J ( ------------- ) í / x  dy
dM 

dx A’

= J J (2x + 2 - 2x)dxí/v = 2jjí/xrfjj'=  2 (área de R) = 2[(3)(2)^r — (1 ) 2 /r |
R R

= 2(6n - n) = 10 n

Ejem plo.- Con ayuda de la fórmula de Green, transformar la integral curvilínea 

£  [x+ln(x2+ v2 )]t/x + y  ln(x2 + y 2 )dy , donde el contorno C limita la región D.

Solución

I P = x + ln(x2 + y 2) 

1.2 = .v ln(x2 + y 2)

cP 2 y

=>
dy x 2 + y 2 
dQ 2 xy
dx x 2 + v2

v-íf. dS dp
+ vln(x  + v  )dv ■= JJ (-----) - ( — )dxdv

' dx d\> '

■JJ. 2 xv 2 v
2 2 2X + V X + V

—)dxdy = | |
2xv -  2 V 
—^ d x d v  
X +  V
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Ejem plo.- Mediante la fórmula de Green calcular la integral i  (2x 3 -  y 3 )dx + (x3 + y 3 )dy donde 

C es él circulo x 2 + y 2 = 1

Solución

Y
m

m
 

■
o 

j
y 

°

n

í  (2x 3 ~ y 3)dx + (x
c 3 + y 3 )dy = | J  ~ ~T')áx d)> > donde D dx 8y

II i u> v
fo( "  $ ¡ ¡ ■ ¡ ■ I  x \ p  = 2x 3 -_y3

•̂«¿j vXv.'v: |  Q = x i + y 3 ^
^  = 3x2

^ ( 2 x - y 3)dx + ( x 3 + y 3)dy = \ \ ( — -+^—)dxdy = Jj"3(x2 + y 2)dxdy donde D : x 2 + >>2 < 1
d  ^  D

pasando a coordenadas polares x = r eos 9 , y = r sen 0

£ ( 2x^ - y 3)dx + (x3 + y 3)dy = J"J3(x2 + y 2)dxdy = (j^3r2.rdr)dO = —J d6
D

7A €  Cálculo de Áreas Mediante la Integra] de Línea.}

Si R es una región plana, limitada por una curva plana cerrada simple suave a trozos C, 

entonces el área de R viene dada por:

A ( R ) = j \ c x d y - y d x

El contorno de integración es recorrido de modo que la región limitada por el mismo queda a 

la izquierda (sentido positivo)

Ejemplo.- Calcular el área limitada por la astroide x = a c o s3 r, y  = a sen3 / ,  construyendo 

previamente la curva.

Solución



832 Eduardo Espinoza Ramos

cuya gráfica es:

3a2 f a  
= ~ 2 ~ i  ‘

sen2 1 eos2 tdt -
ft* 13a f2n l - c o s 2í l + cos2í

3a 2 f2* 

~8

2 Jo 2 2

,2 2

-dt

i 2* 2 -, . 3a f2,? . . .  3 a sen4í ¡ 2n 3 a 3a2 n
sen 2t dt = —— I (l-co s4 í)< *  = ------[t-----------1 /  =------ (2t t - 0) = --------u

Jo 16 o 7 16 4 /  o 16 8

Ejem plo.- Calcular el área de la figura limitada por las curvas y  = x 2, x  = y 2, 8xy = 1 (se tiene 

en cuenta el área adyacente al origen de coordenadas).

Solución
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Ejemplo.- Si R es la región del primer cuadrante del plano XY limitado por las curvas 4y = x, 

y = 4x, xy = 4. Hallar el área de R.

Solución
Ubicando la región R.
i

Y
1 /  y = 4x

:1’4K c 2
_ X

4
0 4 X -

tenemos C = C¡ u  C2 u  C3

donde las parametrizaciones de C¡, C2, C3 son 

respectivamente

« ! ( / )  = ( 4 / ,0 ,  0 < t < 1, a 2(t) = ( 5 - t , ------ ), l < t < 4
5 - f

—̂
a 3( 0  = ( l - í ,  4 - 4 0 ,  0 < t < 1

A(R) = \ l c xdy ~ y dx = t L  x d y - y d x + W ^  x d y - y d x  + \ £  x d y - y d x2 c, 2 c. 2 c,

1  1  f 4  8  1  f l  .4  2
= —Jo(4 í-4 0 ¿ í+ - jJ i - —- d t + - Jo( -4 + 4r+ 4 - 4t)dt  = 0 - 4 ln(5- 1)/ { =41n4w

Ejem plo.- Calcular el área de la región interior a la circunferencia x 2 + y 2 =4  y exterior a las

circunferencias ( x - 1)2 + y 2 = —, (x+1)2 + y 2 = + 0 ' -  l) 2 = ^ ,  * 2 + (^  + l ) 2

Solución

Construyendo la región cuya área vamos a calcular.
Y'
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como C = Cj u  C2 u  C3 u  C4, entonces

1 f 1 f 1 fA ( R ) = — J x d y - y d x  = — J x c / y - J  x d y - y d x  +
2 c 2 2 c2

1 r i r i r
+ —J x d y - y  dx+—] x d y - y d x  + — J x d y - y ) d x

2 ^  2 c4 2 cs

Tí Tí Tí Tt 2
= 4?r - ( — 4------ (-— i— ) = 4;r - n  = 7>n u

4 4 4 4

—>
Ejem plo. Hallar el área de la región limitada por la cicloide a ( í )  = ( a ( f - s e n ? ) ,a ( l - c o s í ) ) ,

0 < t ¿  2n y el eje X.

Solución

C =  Ct u C 2, donde las parametrizaciones de Cj y C2.

—»
a i ( f )  = (7, 0) , 0 < t < 2n 

—>
2^  a  2 = ( a ( í - s e n / ) ,  a ( l - c o s / ) )  d e 2n a 0

1 f 1 f 1 fA{R)= — J x d y - y d x  = —J x d y - y d x - i — J x d y - y d x
2 c 2 c i 2  c 2

1 f2* 1 fo
= — I 0 + — I a ( r - s e n r ) a s e n í - a ( l - c o s r ) a ( l - c o s r )\dt

2  o 2  2n

- a- \ '
® 2 2 O j"0 2 2

( í s e n í - s e n  r - l + 2 c o s f -c o s  t)dt = — I ( ís e n r - ' 1 ”* —
2 ' 2* 2 2*

f + 2 c o s? - 2 ) d t  = 3 ;ra  u

|7.17 Ejercicio; Propueslo.j

1) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral j> (x1 + y 2)dx + (x + y 2)d y , si C es el

contorno del triángulo con vértice: A (l,l) , B(2,2), C (l,3) recorrido en el sentido contrario de

4
las agujas del reloj. Rpta. —

r 3
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2) Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral j) - x 2ydx + xy2d y , donde C es la

2 2 2 . circunferencia x  + y  = R  recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

R 2k
Rpta.

3) Aplicando la fórmula de Green, calcular la integral 

J  ~Jx2 + y 1 dx + y[xy + ln(x + -Jx2 + y 2 )]dy , donde C es el contorno del rectángulo 1 áx< 4,

0 á  y < 2. Rpta. 8

4) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral J  (1 - x 2)ydx + x(\ + y 2)dy , donde C es

D4
2 2 2 K  7 t

el contorno dado por x +y  =R  . Rpta. -------

5) Aplicando el Teorema de Green, Evaluar la integral ( 2 x - y i ) d x - x y d y , siendo C el

• • • • • 2 2 2 2 contorno de la región limitada por la circunferencia x  + y  =1 y x + y  = 9 .

Rpta. 60 ti

6) Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral J  ex dx + xy dy , siendo C la curva

definida por |x| + ĵ j < 2 . Rpta. 0

7) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral

f x 2<p [x ln(l + y 2) - x 2( y -  \)]dx + [------- -  + y 2 (x+ \)]dy, siendo C la porción de laJe 1 + /
2 2 2 • circunferencia x  + y  = a en el primer cuadrante y en el sentido del punto (a,0) hasta el

4 „ 3n a  2 a
punto (0,a). Rpta. — — + ——

o  3
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8) Utilice el Teorema de Green para calcular la integral L  (2x3 -  y 3 )dx + (jc3 +  y 3 )dy , donde

2 2  3n
C es la circunferencia x  + y  = 1. R pta.

2

9) Utilice el Teorema de Green para calcular la integral ^  - y d x  + x d y , donde C es el anillo

a 2 < x 2 + y 2 < b 2 donde 0 < a < b. Rpta. 2Ji(b2 - a 2 )

10) Utilice el Teorema de Green para calcular la integral

2
í  (3x2ey - x 2y - — )dx + (x3e y +cos y ) d y , alrededorde x 2 + y 2 = 1.
Je 3

n
Rpta. —

2

11) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral 

§c ( 4 y - e * Co s y ) d x - ( y 2 +e*scny)dy ,  en sentido antihorario y alrededor del 

paralelogramo cuyo vértices son (0,0), (2,0), (3,1) y (1,1). Rpta. -8

12) Mediante el Teorema de Green, calcular al integral

^  (sen4 x + e 2*)<¿c + (cos3 y - e y )dy , donde C es lacurva x 4 + y 4 = 16. Rpta. 0

13) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green |  (ex - x 2y)dx + 3x2ydy  , donde C es la

2 2 41 curva cerrada determinada por y  = x  , x  = y  . Rpta.
70

14) Por los puntos A(1,0) y B(2,3) se ha trazado una parábola AmB, cuyo eje coincida con el eje 

OY, y su cuerda es AnB. Hallar ^  (x + y ) d x - { x - y ) d y , directamente aplicando el teorema
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15) Aplicando el Teorema de Green, calcular las integrales indicadas (antihorario) alrededor de la 

curva C.

a) j> (ex -  ex eos y)dx + (sen y  - y)dy  , donde C: circuito que encierra la región

1 71 l - e
R: 0 < x < 7t , 0 < y <  sen x. R pta. --------

b) ^  xy2d x - x 2ydv  donde C: x 1 + y 2 =a~ R pta.
4a n

Í
2 2 2_2 2 2 2 
ey eos 2xydx + ey sen 2xydy y donde C: x  +y =a  R pta . 0

2 2r x y
d) di {x + y)dx + (y -  x)dy , donde C: —y  + ~ ~  = 1 R pta. -2 n ab

Je ' a b

r 2 2e) e x sen y  -  my,ex eos y  -  m).{dx,dy), donde C es la parte superior de x  + y  = ax y

2a n m
el eje X. R p ta .----------

Í
2 2 2 2(x + y  )dx + (x + y)  dy , donde C

es el contorno de un triángulo, cuyos vértices están en los puntos A (l,l) , B(2,2) y C (l,3 ) y

4
que se recorre en sentido positivo. R pta. —

3

17) Calcular la integral de línea aplicando el Teorema de Green 

|  (senh x - 1) sen ydx -  (cosh x -  eos y)dy , en sentido contrario al movimiento de las

n
manecillas del reloj alrededor del rectángulo 0 < x < 2 ,  0 < y <  — R pta. 2

2
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18) Mediante el Teorema de Green, calcular la integral J  x 2 ydx + x y2 d y , donde C es la

frontera de la región S en el primer cuadrante limitado por las gráficas y = x , y 3 = x 2.

1
Rpta. -----

198

19) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green (x + y 2)dx + x 2ydy  (en el sentido 

positivo) donde S es la región limitada por la curva y 2 = x,  | vj = 2x - 1

20) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green J  ( x 2 + y 2 )dx + (2x + y 2 )d y , donde C

es la frontera del cuadrado con vértice (1,1), (2,1), (2,2) y (1,2). Rpta. -1

21) Calcular J (y -  x)dx + ( 2 x -  y)dy  , sabiendo que C es frontera de la región limitada por las

2 4gráficas y = x e  y  = x  - x .  Rpta. —

X 2 y 2 2 222) Si R es la región interior a la elipse —  + —  = 1 y exterior a la circunferencia x + y  = 4

calcular la integral de línea J  2xydx+(x2 + 2x)dy . Rpta. 16n

23) Evaluar J  (2jc3 - y 3)dx+(x3 + y 3)dy,  donde C es él circulo unitario.

3 nRpl». —

24) Calcular j) (2 y2 - x 2)dx + (3x2 - y 2) d y , donde C  es él circulo de ecuación

y 2 + ( x - a ) 2 = a 2 .

25) Calcular la integral de línea aplicando la formula de Green.
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a) |  (x2 -  y 2 )dx + ( x 2 + y 2 ) d y , donde C es el contomo formado por la

semicircunferencia y  = -Jr2 - x 2 y el eje X. Rpta. 2r 2

b) (x + y ) 2 dx -  (x -  y ) 2 dy , donde C es el contorno formado por la sinusoide y = sen x

y el segmento del eje X para 0 < x < n .  Rpta. - 4 ti

c) |  (x + y ) 2 dx -  (x2 + y 2) d y , donde C es el triángulo con vértice 0(0,0), A(1,0) y

B(0,1). Rpta. - i

26) Utilice el teorema de Green para evaluar J {\ + Xgy)dx + (x2 + e y ) d y , en donde C es la 

frontera orientada positivamente de la región limitada por las curvas y  = -Jx , x = 1 , y = 0 .

27) Calcular J F .d  r  en donde F( x,y )  = (y  - x  ) i + xy j  y C consta de la circunferencia

x 2 + y 2 = 4  de (2 ,0 ) a (V2 , -Jl)  y los segmentos rectilíneos de (V2 ,V2 ) a (0 ,0 ) y de (0 ,0 ) a

(2,0). Rpta. * + y ( ^ - l )

28) Verificar el Teorema de Green en el plano para ^ (x 2 - x y 3 )dx + ( y 4 - 2 xy)dy donde C es 

un cuadrado cuyos vértices son (0,0), (2,0), (2,2), (0,2). Rpta. 8

29) Comprobar el Teorema de Green en el plano para ^ 2(x2 + y 2 )dx + (x + y ) 2 d y , donde C es

el contorno de un triángulo cuyos vértices están en los puntos A (l,l), B(2,2), C(l,3) y que se

. 4
recorre en sentido positivo. R p t a . -----
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30) Hallar el valor de la integral curvilínea de la función F ( x , y , z )  = ( x 2 , y 2, z 2 + y)  según la

TI 2 2curva C: a(f) = (ln(f + 2),sen — t j  + —) desde el punto A del plano x = 0 al punto B del

. 2  a n .♦ n  D * l n 3 2  1 0  8plano z = -  A ,B  pertenecen a C. Rpta. — ------- — h— —

2 231) Calcular el área limitada por las parábolas y  = x ,  x = y .

o  t 1 2 Rpta. — u
3

32) Calcular el área limitada por la elipse x = a eos t, y = b sen t.

Rpta. t i  ab

33) Calcular el área del cuadrilátero que tiene por vértice (0,1, (4,5), (1,6), (-1,1).

45 2 
Rpta. — u

3

34) Calcular el área de la figura limitada por el contorno OABCO si A(l,3), B(0,4), C(-l,2),

0(0,0), OA, BC, CO son los segmentos de las rectas y AB es el arco de la parábola

2 2 5  2 y  = 4 - x  . Rpta. — u
6

35) Calcular el área limitada por la cardioide x=2r eos t - r eos 2t. y =2r sen t - r sen 2t.

Rpta. 6 n r 2

36) Hallar el área de la figura limitada por la línea x 3 + y 3 = axy .

2
a 2 Rpta. — u

6
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8. IN TE G R A L DE SUPERFICIE.

8,1 Representación Implicita y Explícita de Superficies^

Se conoce que una superficie S se puede representar en la forma S: F(x,y,z) = 0, por
• 2 2 ’ 3ejemplo: 2x +3y  — z = 0, donde x, y, z son coordenadas cartesianas de R , además 

2x1 + 3y 2 -  z  = 0 es una superficie de nivel cero de la función escalar

F ( x ,y , z )  = 2 x 2 + 3 y 2 - z .

También conocemos que el gradiente V F(x,y,z) es un vector normal a la superficie S en 

(x,y,z) € S siempre que V F(x,y,z) * 0; y para que la superficie S tenga una única normal en 

cada punto, la función F debe de ser de clase C1 (es decir sus primeras derivadas parciales • 

deben ser continuas) y por lo menos una de estas tres derivadas parciales debe de ser

-> VF
diferente de cero. Luego un vector normal unitario a S es N  = ,, así como también

M

-* VF
-  N  = - ,  bajo estas condiciones dadas a F también asegura la existencia de un plano 

tangente a la superficie S en el punto (x, y, z) 6  S
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1 OIIx
f

LL_

c
o\

• ' ' ' i  7 j> l

•» VF

0 y

Á

A la expresión S: F(x,y,z) = O se denomina una representación implícita de la superficie S. 

También es posible hallar una representación explícita de la superficie S de la forma:

■Si-? .7  g(x’y)

a la cual siempre es posible asociarle una representación implícita.

S: F(x,y,z) = 0

definiendo la función F como F(x,y,z) = g(x,y) - z

8.2 Representación Paramétrica de lina Superficie\

Sabemos que una curva en el plano puede ser representada por una ecuación de la forma:

C: f(x,y) = 0, 

por ejemplo, la circunferencia unitaria

C:  x 2 + y 2 = 1 ,

que resu lta  ser u n a  cu rv a  de n ivel cero  de la  función  f ( x , y ) = x 2 + y 1 — 1.
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También sabemos que es posible expresar la curva C mediante una representación 

paramétrica como:

esta representación paramétrica determina una función vectorial continua r(í) de variable t 

definida por r  : [o,2 ji]------>R 2 , tal que: r  (t) = (x(t),y(t)) = (cosí,sen t)

r( t)  = (x(t),y(t),z(t) ) , por ejemplo; la hélice circular r(t)  = (cosí,sen í,í).

En forma similar es para el caso de las superficies que pueden representarse 

paramétricamente, pero en este caso debe estar en términos de dos parámetros.

Sean x, y, z funciones de u y v continuas en su dominio D del plano u v.

La superficie S es el conjunto de puntos (x, y, z) dado por:

—► —► —> —>
r (w, v) = x(u, v) i + y(u,  v) j  + z(u, v) k , que se llama una superficie paramétrica.

Las ecuaciones x = x (u,v) , y = y (u,v) , z = z (u,v) son las ecuaciones paramétricas de la 

superficie S.

X

En forma similar se puede representar paramétricamente curvas en R 3 ,

|8.3 Definición de Superfìcie Para
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Si S es una superficie paramétrica dada por la función vectorial r  entonces S es recorrida 
—►

por el vector de posición r (u, v) cuando el punto (u,v) se mueve en el dominio D.

E jem p lo .- Identificar y hacer un esbozo de la gráfica de la superficie paramétrica S dado por
—► —> —> —>
r ( u , v) = 3cosw i  + 3 s e n u j +  v k  , donde 0 á u <, 2it y 0 $ v S 4

Solución

Como x = 3 eos u , y = 3 sen u, para cada punto (x,y,z) de la superficie; x e y están

relacionados por al ecuación x  + y  = 9 ,  es decir que cada sección de S paralela al plano

XY es un circulo de radio 3 centrados en el eje Z, al ser z = v, con 0 <, v <, 4 la superficie es 

un cilindro circular recto de altura 4.

Nota.- En forma similar a lo que ocurría en las representaciones paramétricas de las curvas, en las 

superficies hay muchos conjuntos de ecuaciones paramétricas que representan a una 

superficie.
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' '*
Ejemplo.- Identificar y dibujar la superficie paramétrica S dada por:

i ■ ' i  - s  o t ir '.> la  ¿ l i a  SEQ hJsaibisfl s a a o r a s io s  agí d n s sH  - 
-> —> —> —>
r ( u , v) =  sena.eosv i  + senu.senv j  + c o s m £  donde 0 < u < t c  y 0 < v < 2 n

Solución

Para identificar la superficie, utilizaremos identidades trigonométricas con el fin de eliminar .
7 7 7 7 7 7 7 7el parámetro x  + y  + z  =sen m. cos v + sen «.sen v + cos u

= sen2 w(cos2 v + sen2 v) + cos2 u = sen2 m + c o s 2 u  = 1  

por lo tanto cada punto de S está en la esfera unitaria centrada en el origen

$M Hallar Ecuaciones Paramétricas para las Superficies]

En los ejemplos anteriores se pedía identificar la superficie dada por unas ecuaciones 

paramétricas. Ahora el problema es inverso, es decir dada la ecuación de una superficie se 

tiene que encontrar las ecuaciones paramétricas, un caso sencillo es cuando una superficie es 

dada en forma explícita z = f(x,y) su representación paramétrica es:
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Ejemplo.- Escriba las ecuaciones paramétricas para el cono z = -Jx2 + y 2

Solución

Como z = f ( x , y )  = ̂ x 2 + y 2 entonces x e y son los parámetros por lo tanto el cono tiene 

una representación dado por la función vectorial.

-* -* r~¡
r( x , y )  = x i  + y j + ^ ] x  + y  k  , donde (x,y) varía en todo el plano XY.

Otro tipo de superficie fácil de representar en forma paramétricamente es el de las superficies 

de volumen, concretamente, para representar la superficie generada al girar la gráfica 

y = f(x), a < x < b entorno al eje X, usaremos: x = u, y = f(u) eos v, z = f(u) sen v, donde 

a á u á b  y 0 < , v < 2 n

Ejemplo.- Escribir las ecuaciones paramétricas para la superficie de revolución obtenida al hacer

girar f ( x )  = —, 1 £ x < 10 entorno al eje X. 
x

Solución

x = u, y  = C° - V , z = SCn V , donde 1 < u ¿ 10 , O áv < 2n  
u u

Daremos las representaciones paramétricas de las siguientes superficies:

1) Para la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 sus ecuaciones paramétricas son:

—>
r(u,  v) = (/Ísenu.cosv./Jsenu.sen v,Jicos«), 0  < u ¿ n , 0 ^ v ^ 2 rt 

x2 y 2 z2
2) Del elipsoide —y + —y + —y  = 1 sus ecuaciones paramétricas son:

a b e

S:

x  = asen v. cosm
0  < u < 2n

y  = asen v.senu ,
0 £  n

z = c eos u
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x2 y 2 z23) Del hiperboloide de una hoja ----- T = 1 sus ecuaciones paramétricas son:
a c c

S :
x = acosh v.cosu 
y = b cosh v. sen u , 

z  = c  senh u

0 < u < 2 n
v e R

2 2 2 x y  z
4) Del hiperboloide de dos hojas —f  + ~ ----- t  = -1  sus ecuaciones paramétricas son:

a b e

S :
x = asenhv.cosw 
y  = Z>senhv.senu , 
z = ccoshv

\<,u<.2n  
v e<  -oo,oo >

x 2 y 2
5) Del paraboloide elíptico z = —— + —y  sus ecuaciones paramétricas son:

a b

x = av. eos u 
y  = bv.senu ,

u e [o,2n]
v e [O, oo >

Z = V

X2 y 2
6 ) Del paraboloide hiperbólico z = —  -  sus ecuaciones paramétricas son:

a 6

5:
x = av. eos m 
y  = bv.senu ,

2
z  = v eos 2 k

u e [0 ,2 n] 
v e  [O, oo >

2 2 x y7) Del cilindro elíptico recto —  i— j  = 1 sus ecuaciones paramétricas son:
a b

x = a. eos tí r i
, « 6  0 ,2 ny =o.senw ,

V€< -00,00 >
Z = V
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Sea S una superficie paramétrica dado por: r ( u ,  v) = x(u, v) i  + y(u,  v) j + z ( u , v )  k  sobre

una región abierta D en la que x, y, z tienen derivadas parciales continuas, las derivadas

parciales de r  con respecto a u y v se define así:

dx(u, v) 7  dy(u, v) 7  dz(u, v) 7  -» ck(u, v) 7  dy(M, v) 7  3z(w, v) 7
= ---------- 1 H------------- 7 H----------- k  : r v = -----------í h------------— ; H----------Ar

du du du dv dv dv

cada una de estas derivadas parciales es una función vectorial interpretada geométricamente

en términos de vectores tangentes, es decir:
—>

si v = v0 se mantiene constante, entonces r ( u , v 0 )  es una función vectorial de un único 

parámetro y define una curva C¡ en la superficie S.

El vector tangente a Cx enel punto (x(u0, v0),y(u0, v 0),z(u0,v 0 )) viene dada por:

-» _ dx(u0, v 0) dy(u0, v 0 ) ^  dz(u0, v 0) 7
rttlwo>vo / ----r — — , + -----------—------ J  + -------r ------- "o u o u o u

en forma análoga si u = u 0 se mantiene constante r (u0,v) es una función vectorial de un 

único parámetro que describe una curva C2 en la superficie S.

El vector tangente a S en el punto (x(u0,v 0),y(u0, v ()),z(u0, v Q)) viene dado por:
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Si el vector normal ru xrv no es 0 para algún (u,v) e D, la superficie S, se dice que es suave 

y tendrá plano tangente.

Nota.- Una superficie es suave si no tiene puntos angulosos ó de tipo cúspide, por ejemplo: la esfera, 

el elipsoide y los paraboloides son suaves, mientras que el cono no lo es.

8.6 Vector Norma] a una Superítele Paramétrica Suavej

Sea S una superficie paramétrica suave r (u,v )  = x(u, v) i +y(u ,  v) j +  z(u,v) k , definida 

sobre una región abierta D del plano UV. Sea (u0,v 0) un punto de D, un vector normal en 

el punto (x0, y 0, z 0) = (x(u0, v0 ),y(u0 , v0 ),z(u0, v0)) viene dado por:

N = ru(u0,v0)x rv(u0,v0) =
i j  k

dx dy dz
du du du
dx dy dz
dv dv dv

Ejemplo.- Hallar una ecuación del plano tangente a la superficie 

-» -* -* ,  -» 
r(u,  v) = 2u eos v i + 3 u  sen v j + u  k en el punto (0,6,4).

Solución

El punto del plano UV que se aplica en el punto (x, y, z) = (0,6,4) es (u,v) = (2,—);

derivada parcial de r  es :
ru = 2cosv i + 3senv j +  2uk  
-> -> -» 
rv = -2  u sen v i + 3u eos v j +  0 k

ru( 2 , - )  = (0,3,4) 

Í ( 2 , | )  = M , 0 ,0 )

el vector normal es: N  = ruxrv =
i j  k 

0 3 4
- 4  0 0

= (0,-16,12) = -4(0,4,-3)

P: N  .(* -  0, y  -  6 ,z -  4) = 0 de donde P: (0,4,-3).(x, y - 6 , z - 4) = 0 

.‘. P: 4y -3z = 12
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Sea S una superficie paramétrica suave r(u,v)  = x(u,v) i + y (u,v)  j + z ( u , v ) k  definida 

sobre una región abierta D del plano UV, si cada punto de S corresponde exactamente a un 

punto del dominio D, el área de la superficie S se define como:

donde:

dx^  dv -* dz 7  
ru = —  ¡ + —  j  + — k 

du du du
dx~* dy dz 7*

rv = —  / + —  / + — k 
dv dv dv

para el caso de una superficie dada por la ecuación z = f(x,y), cuya parametrización es la 
—► —► —> —►

función vectorial r ( x , y )  = x i + y  j +  f ( x , y )  k definida sobre la región R del plano XY de

—► —> —> —> —> —>
donde rx (x, y) = i  + / ,  (*, y ) k  , r  (x, y )  = j +  f  {x, y )k

Se observa que: rxxry =
i J k
1 0  f x (x,y)

0  1 f r (.x,y)

I 2 2 •II rx xry || = J l + f x (x, y )  + f y (x, y)  , de donde el área de la superficie S es:

A(S) = J ||| ~rxxry | |dA = JJJ l  + ( f x(x , y ) ) 2 + ( f y (x ,y ) )2dA
R R

Ejemplo.- Hallar el área de la esfera unitaria dada por la ecuación siguiente:

r(u,  v) = senu.cosv/ + senu.senvy'+cosK/fc , donde el dominio D esta dada por 

O ^ u á n  , 0 < , \ < 2 n .

Solución

Calculando las derivadas parciales de r  (u, v) :
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ru («, v) = cosa.cos v j + c o s k . sen v j - s e n u k

rv(u,v) = -  sen u. sen v i + senu.cosv j + O k  

el producto vectorial de estos dos vectores es:

i j  k
eos u eos v eos u sen v -  sen u 

-senw.senv senu.cosv 0

2 2= sen u .cosvj+sen « .senvy+senu.cos tik

Il ru xrv II = 'Jsen4 «.eos2 v + sen4 «.sen2 v + sen2 «.eos2 u

= -Jsen4 «(eos2 v + sen2 v) + sen2 u.cos2 u = Vsen4 u + sen2 w.cos2 u

= -Jsen2 «(sen2 u + eos2 u) = senu , sen u > 0  para 0  ^ u ^ n 

A = JJll ru xrv II dA = JJsen ududv = j (jsen udu)dv = 4nu2

Ejemplo.- Hallar el área de la superficie del toro dado por la ecuación:
—♦ —» —» —»

r(«,v) = (2+ cos« )cosv / + (2+cos«)senvy'+senw£ , donde el dominio D viene 

determinado por 0  ^ u á 2 ji y 0 ^ \ < ,  2 n.

Solución

—y —>
Calculando sus derivadas parciales de ru , rv .

-y -y -y -y
ru = -senu .cosv/'-sen«.sen  v j + c o s u k  

—► —► —► —►
rv = -(2  + eos u) sen v j + (2 + eos u) eos v j + O k  

el producto vectorial de estos vectores es:
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i j  k 
-senu.cosv -sen«.sen v eos« 

-(2 + co sk ) (2+cosu)cosv 0

II ru *rv || = ( 2  + eos u )~Jcos 2 v. cos 2 u + sen2 v. eos2 u + sen2 u = 2  + eos u

n -» fin fin flK /2k fin ,
\\ ru xrv \\ dA = (Ĵ ( 2 + eosu)du)dv = (2 u+senu) j  dv = j Ándv = 8 n

Definición.- Sea S una superfìcie de ecuación z = g(x, y) y R es la proyección 

sobre el plano XY, cuya parametrización de la superficie S es:
—► —► —> —►
r(u,v)  = x(u,v)¿ +y(u ,v )  j + z ( u , v ) k  y sea f  una función continua en S entonces la integral 

de superficie de f  sobre S es:

JJ/ (* .  y< z )dS = JJ/ (  r (u, v)) || ruxrv || dudv = JJ f(x ,y ,g (x , y)^j 1 + g 2(x, y) + g 2y(x, y)dxdy

Ejemplo.- Evaluar la integral de superficie J K  + 2yz)dS siendo S la parte del plano
s

2 x + y + 2 z = 6  en el primer octante.

Solución

Como S: 2x + y + 2z = 6  => S : z -  - —— —— = g(x, y )

donde g j x , y )  = - 1 , g v(x ,y) = - ^

^ + g l ( * > y ) + g 2y (*>y) =̂ |1+1+7 = \
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J J (,2+ 2 ,z )^  = JJ 2 . , 6 - 2 x - yy  + 2 y ( ------ — - £ ) \ + \ + —dxdy

= -  JJ (6 y -  2xy)dxdy = -  £ (jVy -  2xy)dy)dx = -  £ (3y 2 -  xy2 ) /£ 3jt rf*
R

= ó £ (3 - X)3dx = - 1 ( 3 - X) 4 / 30

Ejemplo.- Calcular JJ sobre laparte z > 0 , de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2.
s

Solución

—► —> —> —>
La ecuación paramétrica de la esfera es: r(u, v) = a sen u.cos v i + asen», sen v j + a c o s u k

como z > 0, entonces 0 < u < — , 0 < v  < 2 n  el elemento diferencial dS del área de la
2

—► —► —> —> —> —>
superficie es dS -  ruxrvdudv de donde: ru = acosucosvi + a co su sen v j-a sen u k

—> - »  —> —> 

rv = - a  sen usen v i + a sen u eos v j + O k

i j  k 

acosu.cosv acosu.senv -a se n u
-  a sen u sen v a sen u eos v 0

2 2  2 2  2 2 2  2 ruxrv = a  sen u c o s v i - a  sen «sen v j + ( a  sen w eos w eos v + a sen wcos usen v)k

2 2 2 = a sen « (c o sv /-se n v j )  + a senucosuk

IIruxrv || = -Ja4 sen4 wcos2 v + a 4 sen4 usen2 v + a 4 sen2 wcos2 u

= J a 4 sen4 «(eos2 v + sen2 v) + a 4 sen2 u eos2 u

= Va4 sen4 w + a 4 sen2 «eos2 w = sen2 w(sen2 « + cos2 w) = a 2 senw
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entonces ds = || ru xrv \\dudv = a 2 sen ududv

\ \ dS = JJn r“ xKv 11 dudv =
J J a 2 sen ududv

S  R  R

= f ([* a 2 senudu)dv = - a 2 [ cosu / 2 dv = - a 2 f ( 0 -l)</v = a 2n 
Jo Jo Jo /  o Jo

Si la función f  definida sobre la superficie S es simplemente f(x, y, z) = 1, entonces la integral 

de superficie proporciona el área de las superficie S.

Área de la superficie = JJ ds

por otra parte, si S es una lámina de densidad variable y p(x, y, z) es la densidad en el 

punto (x, y, z) entonces la masa de la lámina viene dada por

Masa de la lámina = JJ p(x, y,  z)ds

Ejemplo.- Una lámina superficial S viene dada por z  = 4 - 2 ^ J x 2 + y 2 , 0 ^ z < 4. En cada punto

de S la densidad es proporcional a la distancia del punto al eje Z, calcular la masa de la 

lámina.

Solución

Proyectando la superficie S sobre el plano XY se obtiene 

R: x 2 + y 2 < 4 y p( x , y , z )  = k ^ x 2 + y 2 usando la

integral de superficie se tiene

m = JJ P(*> y, z )ds = JJ k'jx2+ y 2 ¡̂l + g 2(x,y)  + g 2(x,y)  dA

donde g(x,y)  = 4-2^¡x2 + y 2 => g x(x,y) =
2x

g vf a y ) = -
2 y

J 7 7 7
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m = j j  p(x, y,  z)ds = * j j -Jx2 + y 2 j  +

= /t í J J x 2 + .v2 + 5,V -dxdy  = ¿ f f 4 1 - 1 ^ 7  dxdy
r 4 * 2 + y 2 r

= itV5 ĵ 2" (J^rrrfr)de = k-js  ' £ * |  dQ = l6^ k  n 

8,9 Orientación de una SuperficieJ

Al usar integrales curvilíneas para calcular el trabajo, desarrollaremos la forma vectorial de

una integral de línea Ĵ F .T .d s ,  donde el vector tangente unitario T indica la orientación

positiva a lo largo de C, en forma similar usaremos vectores normales unitarios para indicar 

una orientación sobre un superficie S en el espacio.

a) Definición.- Una superficie es “orientable” si se puede definir en todo punto de S
—y

que no esté en la frontera un vector normal unitario N  de modo tal 

que los vectores varíen de forma continua sobre la superficie S.

Una superficie orientable S tiene dos caras distintas, orientar a la superficie consiste en 

escoger uno de los dos posibles vectores normales unitarios.

Si S es una superficie cerrada, tal como una esfera, se suele escoger como vector
—y

normal unitario N  el que apunta hacia fuera.

Las superficies más comunes, esfera, elipsoide, paraboloide y planos son orientables, 

además en una superficie orientable el vector gradiente proporciona un método 

conveniente para hallar un vector unitario para una superficie orientable S 

dada por z = f(x,y), sea F(x,y,z) = z - f(x,y), entonces S admite las dos orientaciones 

asociadas a los dos vectores normales unitarios.
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N  =
V F (x, y , z )  ~ f x (*,y )  i - f y (x,y)  j + k

|V F (x ,y ,z)| J l  + / x2(x ,y )  + f 2(x,y)
, normal unitario hacia arriba.

N  = -
V F ( x ,y , z ) f x{x,y)  i +  f y (x, y )  j - k

Ñ w l  y¡l + f 2(x,y)  + f 2(x, y)
, normal unitario hacia abajo.

En forma similar, podemos usar los vectores gradientes

VF(x,y, z) , F(x, y, z) = y - fi(x,z) ; VF(x, y, z) , F(x, y, z) = x - fi(yz)

para orientar superficies dadas por y = f(x,z) ó x = f(y,z)

&10 Integrales de Flujol

Una de las aplicaciones principales que permite la forma vectorial de las integrales de 

superficies, tiene que ver con el flujo de un fluido a través de una superficie S. Supongamos

una superficie S inmersa en un fluido que tiene un campo de velocidades continuas F .

Sea AS el área de un trozo pequeño de la superficie S sobre el cual F  es aproximadamente 

constante.

Entonces, la cantidad de fluido que atraviesa esta región por unidad de tiempo viene
—> —>

aproximada por el volumen de la columna de altura F. N , esto es 

AV = (altura)(área de la base) = (F.N)AS
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por lo tanto el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo
—>

(conocido como flujo de F  a través de S) viene dado por la integral de superficie de la 

definición siguiente.

8.11 Definición de Integral de Flujoj

Sea F( x,y , z )  = P(x ,y , z )  i + Q(x,y, z)  j  + R(x ,y , z )  k , donde P, Q, R tienen derivadas

parciales primeras continuas en la superficie S orientada mediante un vector normal unitario

-> -> ff-» -*
N . La integral de flujo de F  a través de S viene dado por: JJ F . N d s

s

Geométricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre S de la componente 

—)

normal de F . Si p(x, y, z) es la densidad del fluido en (x, y, z) entonces la integral de flujo 

[j p  F .N d s  representa la masa de fluido que fluye a través de S por unidad de tiempo.
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2 2Ejemplo.- Sea S la parte del paraboloide z  = 4 - x  - y  situado sobre el plano XY, orientado

por un vector normal unitario hacia arriba, como se indica en la figura, un fluido de
—> —> —> —>

densidad p fluye a través de la superficie S según el campo de velocidades F(x,y , z )  = x i + y  j  + z k  . 

Hallar la razón de flujo de masa a través de S.

Solución

Proyectando S sobre el plano XY tenemos

S: z = 4 - x 2 - y 2 entonces

F(x,y, z )  = z - 4  + x 2 + y 2 .donde R: x 2 + y 2 ú 4

Y V F (x ,y , z )  _ 2x i  + 2 y j + k

\7F(xty , z )| yJi + 4 x 2 + 4 y 2

2 2 2 2 como S: z  = 4 - x  - y  => g(x ,y )  - 4 - x  - y

de donde gx(x ,y )  = - 2 x ,  g y (x,y)  = - 2 y

ds = J l  + g 2(x,y)  + g 2(x ,y )dA  = -Jl + 4 x 2 + 4 y 2dA

¡S p F . N d s  = pJJ Y +]}’ +\ .J l  + 4 x 2 + y 2 dA
s  R J l  + 4 x  + 4 y

= pJ*J*(2 a: 2 + 2 y 2 + z)dA = pJJ (2x2 + 2 y 2 + 4 - x 2 + y 2 )dxdy
R  R

= p j j  ( 4 + x 2 + y 2)dA= pj^ (Jf (4 + r 2)rdr)dd = p¡^ (2r2 + — ) / ^dd = I2n p
R

N o ta .-  A  las in teg ra les de flu jo  podem os esc rib ir en fo rm a sim plificada.
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8.12 Definición. Cálculo de Integrates de FlujoJ

Sea S una superficie orientada dado por z = g(x,y) y sea R su proyección sobre el plano XY. 

i) JJ p F . N d s =  \ \  F . ( - g x(x,y') i - g y (x,y)  j + k ) d A  (orientada hacia arriba)

U) jjF .N d s  = JJF.(gx(x,y)  i + g y (x ,y )  j - k ) d A  (orientada hacia abajo)
s s

Ejemplo.- Hallar el flujo a través de la esfera S dada por: x 2 + y 2 + z 2 = a 2, donde F  es el

-> -> 

q  r q  r 
campo cuadrático inverso F ( r )  = --------.-------= -------- .

i m i 2 ii 7  H ii 7  ii3

Supongamos S orientada hacia afuera, como en la figura.

Solución

Sólo es necesario calcular el flujo por el hemisferio 

superior z  = g (x ,y )  = -  x 2 -  y 2 puesto que la 

esfera y el campo son simétricas respecto al origen.

La proyección de este hemisferio sobre el plano XY es 

la región circular R dado por: x 2 + y 2 < a 2, además 

como las derivadas parciales

—x —y
g A x >y)= ~n— T = T ’ 8 y (^ y )  = i = =  •

j a  - x  - y  - x  - y

no son continuas en la frontera de R.

Consideremos una región circular más pequeña Rb dada por: x 2 + y 2 < b 2 donde 0 < b <a,
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-* q ( x i + y j + z k )  q ( x i + y j + z k )  .
Luego: F (x,y , z )  = — 5-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------5---------2^3/2  --3----------------> entonces e* flujo del hemisfeno

• „ • f f í ( *  i + y j  + z k )  , x i + y j
supenor es fluj o = lim_ J J ----------- 5----------( 1 1 + k)dA

b^ a R, a y¡a2 - x 2 - y 2

= l im- ^ ( - 3  V 2 1  ~ T + Z J )dAb~*a Rb a y a  —x —y  a

q(x2 + y 2) q z

, m JJ( ^ - f ~ y 2)dA
b~*a Rb a 3 J a 2 - x 2 - y 2 a

í f x 2 + y 2 + a 2 _ x 2 _ y 2 9 f f  

= l « tL9JJ— 3 1 2 2  ̂ dA = /ím_ - J J - r r =r ^6^ a a  y a  — x  —y  b-*a a  ^  J a 2 _ * 2 __

?f2'r,ffc r *  , í f2* n  7 /* .„= l im— I (I - 7 :------- - )du  = hm — J - y a  — r dO
b—ia a 0 0 ^^ 2 _  2 A—*« /7 0 0

2

= //>w—J (-Va2 -  r 2 +a)dQ = /;>w — ( a - J a 2 - b 2 )2n 
b->a a ®

2 f l/r  6 2 2an a1
= -------- ¡iih--------- , = --------- (-------- ) = 2qn

« ^ a  + y f T ^ b 2 a a + 0

por lo tanto el flujo sobre toda la esfera es JJ F. N = 4 tt q
s

Observación.- El teorema de la divergencia establece que, en condiciones adecuadas, la

integral triple JJJ div F.dv es igual a la integral doble JJ F . N  ds,  donde
D s

—> —> —> —>

F(x,y ,z )  = P(x ,y , z )  i + Q(x ,y , z)  j + R ( x , y , z )  k con P,Q, y R funciones continuas en (x, y, z) que

dP dQ 8R
tiene derivadas parciales — ,— ,—  de primer orden continuas. 

dx dy dz
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&13 Teorema de 1* Divergencia]

Sea D una región sólida limitada por una superficie cerrada S orientada por un vector normal 

unitario dirigido al exterior de D.

Si F  es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales 

continuas en D, entonces:

j"j" F . N d s  = JJJ div F.dv
s  D

Demostración

Si hacemos F( x,y , z )  = P(x ,y , z )  i + Q(x ,y , z ) j  + R{x ,y , z)  k el teorema de la divergencia

f f  f f f  dP dQ dR
adquiere la forma: II (p  i . N + Q j . N + R  k .N )d s  = JJJ (— H—r—i——)dVS  podemos

„ d x  d y  d z
S D

demostrar este resultado verificando que las tres ecuaciones siguientes son válidas.

\ \ p l N d s  = \ \ \ ^ d V
S D

í ¡ Q J r t d s  = j j j ^ - d V
S D

\ \ R ~ k N d s  = \ \ \ ^ d V
S D

Como la comprobación de las tres ecuaciones son similares, trataremos solamente de la 

tercera, por la tanto restringiremos la demostración a una región sólida simple con superficie

superior z = gjC*«y )  Y superficie inferior z  = g l ( x , y ) ,  cuyas proyecciones en el plano

XY coinciden y forman la región R.
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Si D  tiene una superficie lateral semejante a S3 en la figura, entonces un vector normal es 

horizontal, por tanto R k  N  = 0. En consecuencia tenemos:

J Jfl*  Wdí = JJflA>W<fc+JJ/?¿
s s, s2

En la superficie superior S 2 la normal hacia el exterior se dirige hacia arriba, mientras que la 

superficie inferior 5, la normal hacia el exterior esta orientada hacia abajo, por la parte (9.9)

tenemos: \ \ r  k N  ds = JJ R(x,y, z )  1 + ~ j~  j - k ) d A
s, R

= -J J R(x, y, z )dA = -J J R(x, y,  g x (x,y))dA
R R

f L ?  r , , f f „ ,  , r ,  fafay)-? %i(x,y)t. 7.J J R k . N d s  = JJ R(x,y ,z )  k ( -------—---- i --------—---- j + k ) d A
S¡ R ^

= JJ R(x, y ,  z)dA = JJ R(x, y ,  g 2 (x, y))dA
R R
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sumando estos dos resultados se tiene:

JJ R(x,y,  g 2 (x,y))  d A - j j  R (x ,y , (x,y))  dA
S R R

= JJ\ R ( x , y , g 2 (*.>0 ) -  R (x ,y ,g i  (*,.>'))] dA = JJ[ ^  dZ]dA = JJJ *  d V
R R ' ' D

\ \ R k . N d s  = \ \ \ ^ d V  ...(o )
S D

análogamente para las integrales

\ \ p L N d s = \ \ \ ^ d V  ... O)
S D

\ \ Q l N d s  = \ \ \ ^ d V  . . . (Y)
í  D

al sumar (a ) , (P ), (y) se tiene:

\ \ p 7 r N d s + \ \ Q l N d s + \ \ R n d s  = \ \ \ ^ d V  + \ \ \ ^ d V +\ \ \ ^ d V
S S S D D D

J { ,p 7 * e 7 + s * > ^ - f < f + f + f V
S D

JJ F ( x ,y , z ) .N d s  = jjfdiv F (x ,y , z )dV

Ejemplo.- Verifique el teorema de la divergencia para la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y 

F( x, y , z )  = x i + y j + z k  .

Solución
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JJJ div(F)dv  = JJJ 3 dv = 3(y 7ia 3 ) = 4 a 3 n . . .  ( 1 )

La normal unitaria exterior a S: f ( x , y , z )  = x 2 + y 2 + z 2 - a  es

N  =
AF(x,y , z )  2 (x i + y  j + z k )  x i + y  j + z k

|AF (x ,y , z ) \  ^ 4 ( x 2 + y 2 + z 2) a

\ ¡ F . N d s  = \ \ ( x 7 + y ^ + z 1 c ) . X , + -  - ds = —JJ(jc2 + y 2 + z 2 )ds = \ \ a d s  = a \ \ d s

Como 5: x 2 + y 2 + z 2 = a 2 => d s =  ll + (— ) 2 + ( — ) 2dA' - f dx dy

Tomando la parte superior de la esfera.

Z =^¡a2 - x 2 - y 2 =>

dz - x

dz - y

x 2 - y 2

%  J a 2 - x 2 - y 2

J 2 2x y

1 + — ----- 2-----T + ~ ----- 2----- T donde
a - x  - y  a - x  - y

dS= - d A , tomando toda la esfera se tiene

J J ? .M fo = a [2 jJ
adA

J J *
dxdy

n  2 f  f~2 2-y/a - x  - y  s ya  - x  -
(En coordenadas polares)

= 2a 2 f2)r(Ja . r</r )dQ = 2 a 1\ 2’1- J a 2 - r 2 T  d6 = 2a2¡a"dO = 4 x  a 3 ...(2) 
Jo •'o _/~2 1 2  ■’o /  o •'oJ~2 2Va - r

Luego de (1), (2) se tiene: • • JJ F. N. ds = JJJdiv F. dv
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Ejemplo.- Sea D la región sólida limitada por los planos coordenados y el plano

' ' 2 ' ff-2x + 2y + z = 6  y sea F{x,y , z )  = x  i + y  j  + z k  , hallar JJ F . N . d S , de donde S es la

parte superficie de D.

Solución

Por el teorema de divergencia se tiene:

JJ F. N  dS = JJJ di v F. dv = JJJ (1 + 2 y + 1) dv

= 2 JJ"J" (y + l)<fy = 2¡'o ( í Ío X̂ 2x~2y(y+l)dz)dy)dx
D

- 2M
f3-jf 63

,Q J o( y + l ) ( 6 - 2 x - 2 y ) d y ) d x  = —

Ejemplo.- Aplicando el teorema de Gauss. Hallar el flujo del campo

~ * 3 3 3 2 2 2F ( x , y , z ) = ( x  , y  ,z ) Hacia fuera de la superficie S: x + y  + z  = 4

Solución

Flujo = Jj F. N.dS  = JJJ div F.dv  = JJJ (3x2 + 3 y 2 + 3z2)dv = 3JJJ (x2 + y 2 + z 2)dxdydz
S  D  D  D

Aplicando coordenadas esféricas se tiene x= p eos 0 sen 9  , y = p sen 0 sen tp , z = p eos cp 

donde O < p < 2 , O < 0 < 2 n ,  0<<p<n, y además J ( p ,9 ,< p )=  p 2 sen cp

Fluj o = JJ F. N.dS = 3 + y 2 + z 2)dxdydz = 3 j j j p 2\J{p,9,(p^dpdQd(p
s  D D

= 3JJJp 4 sencpdpdddcp = 3j  ̂ (Ĵ  (Ĵ  p 4 sencpdp)d(p)dO
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Ejemplo.-
2 2

Sea D el sólido limitado por el cilindro x + y  = 4, el plano x + z = 6 y el plano XY.

Hallar JJ;IF. N.dS,  donde S es la superficie de D y 

► —> —>
F( x , y , z )  = ( x 2 + senz) i + (xy + cosz) j  + ey k

Solución

Calculando directamente J"j" F. N  ds es muy difícil, sin

embargo por el teorema de la divergencia es favorable.

Jj"F.N.dS = jjjdivF.dv = \ j j ( 2 x  + x)dv='ij jjxdv

Mediante coordenadas cilindricas se tiene:

-> f f f  f2/r f2 fó-rcose
JJ F . N d S  = 3jJJ xd x d yd z  = 3J (J (J rcosG .rdz)dr)dd

'o 'o 'o

o ŵ c o s 9 . r 2 (6~ rcos Q)dr)d 6  = 3¡~ (1 6 co s0 -4 co s2 Q)dQ = - \ 2 n

Si F(x,y , z )  = P(x , y , z , )  i + Q(x ,y , z , )  j  + R(x,y ,z )  k , y D la región limitada por una 

superficie cerrada S, mostrar que el teorema de la divergencia expresado en coordenadas 

cartesianas es:

JXf ̂ ~  + + ~~)dxdydz  = j j  Pdydz  + Qdzdx + Rdxdy
8x dy dz

Demostración

—> —> —> —y
Si escribimos F - P i  + Q j + R k ,  y N  — cosa i + eos /i j  + cosS k 

en general para cualquier superficie S.
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N. i ds = cosa ds= d y d z , N. j  ds = eos fí ds = dz dx ,  F .k  ds =  eos y ds=  dxdy

, . . -1 „  -1 dp dQ dRcomo la divergencia de r  es V F =  —  + —  + —
dx d y  dz

íffvF .</v = fff(—+ ^Q -+ — )dxdydz como l&F.d  s = Q ( P  i + Q j + R k ) . N . d s
JJJ JJJ dx dy dz s s

= JJ (P eos a  + Q eos P + R eos y)ds = JJ Pdydz  + Qdzdx + Rdxdy 
s s

\¡^F.d s = $ P d y d z + Q d z d x + R d x d y

JJF .d s = JJJdivF .dv = JJJ(—  + —  + ~ ) d x d y d z  = JJPdydz  + Qdzdx + Rdxdy
v i r  o  ^  ^  p

-JJJ*dP dQ dR — + ——+ —  
dx dy dz

)dxdydz = JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

Ejemplo.- Usando el teorema de la divergencia calcular JJ xdydz  + y  dzdx + Izdxdy  donde S es
s

2 2una superficie que consiste de la superficie del paraboloide x + y  = l - z ,  O S z $  1 y

• 2 2 el disco x + y  < l , z  = 0 .

Solución

Graficando la superficie S.

(fí xdydz + y  dzdx + Izdxdy = JJJ(— jc+— y + — z)dxdydz
»  R dx dy dz

= JJJ(l+ l + 2 )<fr</y</z -  4 JJJ dx dy dz

’o 'o 0 4
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Ejemplo.- Usando el teorema de la divergencia. Calcular: JJ"x3dydz + x 2ydzdx + x 2zdxdy , donde

2 2 2S es la superficie cerrada que consiste en el cilindro x + y  = a  , 0 < z < b.

Solución

Por el teorema de la divergencia

j j x 3 dydz + x 2 ydzdx  + x 2 zdxdy
s

= JJT(— x 3 + — x 2 y ——x 2z')dxdydz
„ dx dy dz

= j j j ( 3 x 2 + x 2 + x 2 )dxdydz = 5 J"JJ x 2 dxdydz
D D

= 5Í ( í  ( f  r 2 eos2 9 . rdz)dr)d6 = 5¡  ( í  br3 eos2 9 dr)d9  = 5b f — cos20 /  d9
Jo Jo o Jo Jo 0 4  ' 0

5 a 4 b  f 2n 7  5 a 4b  f in 5a 4b  sen2 9  / 2 ¡ r  5 a Ab n
= ------ I eos 9 d9  = ------- J (l + cos29 ) d 9  = -------(9 + --------- ) /  = ---------

4  0 c J0 C 0 /  o A

8.1S Definiciones Alternas Del Gradiente, Divergencia y Rotacldaalj

El gradiente de una función escalar cj», escrito grad <j) ó V(j), se define:

cty -> 
- 1

d<t>

dx dy

= lim uOt> Ay J
1 r_C~*V. /  = lim —  Q f d s  donde AV es el volumen de la región R limitada por una superficie

cerrada S. El volumen AV contiene siempre el punto en el cual se va a evaluar la divergencia
—>

V . /  cuando AV tiende a cero.
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El rotacional de / ,  escrito roí f  ó V * /  se define como:

1
V.r f  = N  ma.x lim — |  f d r  

vs-,o AS  Je

donde AS es la superficie limitada por una curva cerrada simple C y N max es el vector normal 

unitario asociado con AS tal que la orientación del plano de AS dé un valor máximo.

Observación.- El teorema de Stokes es una generalización del teorema de Green en forma vectorial 

para superficies y curvas en tres dimensiones, establece que la integral de

línea  ̂F. d  r es igual a la integral de la superficie JJ' r o t { F ) d 1  con restricciones apropiadas al
'c

s
' 'h-ft, r f-.l T5Ó-' SR51I2 fiJ

vector F =  P  i + Q  j  + R k  a la curva cerrada simple C. 

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , 0 < t < 1 y a la superficies S: (j>(x,y,z) = 0  acotada por C.

¡8.16 Teorema de Stokes^l

Sea S una superficie orientada con vector normal unitario N , cuyo contorno es una curva
—>

cerrada simple C, suave a trozos. Si F  es un campo vectorial cuyas funciones 

componentes tienen derivadas parciales continuas en una región abierta D, que contiene

S y C entonces:

1  F . d ?  = ¡ ¡ r o t ( F ) . N d  s

Demostración

Consideremos una superficie S limitada por una curva cerrada simple. Se divide S en N sub- 

regiones tan pequeñas que pueden considerarse planas con áreas AS], AS2 ASn, En los 

puntos (x¡ ,y ¡ , z ¡ ) de AS¡, de la definición del rotacional de (9.15) de:
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figura). La suma sobre la superficie total S da:

' ^ N . V x F A S ¡  = ]̂<J> F . d r + ^ ¿ e i ASí
c,1=1 1=1 ' i=i

Ahora consideremos el límite de esta expresión cuando N —> ce. La frontera C¡ de cada AS¡ 

consiste en pedazos que son ó parte de la frontera C ó parte de las fronteras de las dos sub- 

regiones adyacentes. Las integrales de línea a lo largo de curvas fronteras adyacentes se

cancelan, pues los vectores d r tienen direcciones opuestas; así queda sobre la integral de 

línea a lo largo de C por consiguiente:

lim Y , N . V x F A S i = ¡ ¡ N . V F . d s =  \ \ v x F . d
N —>co . . 0>=i s S

s

lim = F( t ) . d  r = <p F.d  r ; así que cuando N —> <x¡
N-> 00 j J Q C

\ \ v x F d  s  = \ \ F . d  r + lim AS ¡ ; para el término restante
N -> c u  . ,

S  5  *=1
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N  N  N

<|£m|^ A 5 ,. = e„ S ,  donde e„ =max{e,} pero em -> 0
>=i ¿=i í=i

N

cuando N —> oo, AS¡ -> 0, entonces lim AS¡ —> 0
#-»» í=i

/. J J v F í / í  F . d 7  , d i  = Nds
s c

—> —> —► 2 —*
Ejemplo.- Comprobar el teorema de Stokes para F (x , y , z )  = 2z  i + x  j  + y  k ,  donde S es la

2 2superficie del paraboloide z  = 4 - x  - y  y C es la traza de S en el plano XY.

= 1 2 (4jqv+4y+1)dx)dy  = 1 2 [l x 2 y + (4 y + rH  dy

= Í_2 (8W 4 “ > '2 + 2 ^ 4 - y 2 )dy 

= [ - * ( 4 - y 2)3l2 + y j 4 ^ y + 4 ¡M : t g ^ ] / 22 = 4 n
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para la integrai de linea, parametrizando la linea C:a( t)  = 2 eost i + 2 sen t j  + 0 k , 0<t< 2re

^ F . d r =  j" F (a(t))a '(t)d t = j" (0,2cosf,4sen2 í).(-2sení,2cosí,0)</í

J‘2n . f2n Sen2f / 2ar
(0 + 4cos r + 0)dr = 2 (l + cos2/)<* = 2(i + --------) /  = 4 tt

o Jo ' o /  o

jiU7 Teorema de Stokes parai Coordenadas CartesianasJ

Si F = P i  + Q j  + R k ,  entonces

T o j  / u  ffr/C^ <30 , j  dR , , ,dQ  dP , , .Pdx + Qdy + Rdz = [(—----- — )rfy¿z+(------ — )*<& +
Jc J J dv ¿te dz tìx dx dy

Demostración

Si F = P i  + Q j  + R k  entonces F d  r = Pdx + Qdy +  Rdz  y

VxF =

» j  k
d_ d_ d_
dx dy dz
P  Q R

av dz dz dx J dx dy

por el teorema (9.16) se tiene: J F . d r  = \ ¡ V x F . d l  = ¡ ¡ V x F . N . d s -  ( 1 )
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f f  dR dQ dP dR dQ dP
= [(—  -  — )dydz + (— -  — )dzdx +  ( - —  — )dxdy]

J J d y d z  tìz ax dx dvdx dy

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

f n n , CCr,dR d Q , j  j ,dP dR, , , ,dQ diè Pdx + Qdy + Rdz = [(------------------------------------ —)d\d z+ (------- )dzdx + (— ------
JC JJ dv dz ‘ dz dx nx ih

1) Calcular el área de la superficie sobre la porción del plano

-* v -* v -*
r (u,v )  = 2u i j + —k , donde 0 < u  < 2  y  0 < v ^ l .

Solución

Área de la superfìcie JJ ds = Jí' ruxrv || dA

r (u,v) = 2  i + 0 j + 0 k ,  rv (u,v) = 0

i j  k
2  0  0

0  - i  i ]
2  2

= (0 - 1 - 1) => || rBxrv ||=V2

A(s) = j j d s  = f f  JTdudv  = V2 Jq2 ( [ d v )  = J l f ]  du = 2y¡2

2) Calcular el área de la superficie sobre la porción del paraboloide.

—► —> y 2 —> —»
r (u,v) = 4ucosv /' + —  j  + 4usenv k donde o < u £ 4  y  0<v^2?r.

Solución

(3)

)dxdy]
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^ > = j j  ds= JJ || ru xrv || dudv, donde
s D

ru =4cosv í + « y  + 4sen vk , rv = -4«senv i + 0 j + 4 u c o s v k

i j  k

4cosv u 4senv

-4usenv 0 4ucosv

2 2 = (4u cosv,-16u,4u senv)

II ruxrv II= Vl6 n 4 eos2 v + 256u2 +16u 4 sen2 v = -y/ló» 4 + 2 5 6 i2 = 4uVw2 +16 

A(s) = j j d s  = JJ ||ru xrv ||dudv = JJ4u^Ju2 + 16dudv = ^  u j u 2 +16du)dv
s  D D

f2* 2 2 , , . 4  4 C2n 256 (2^ 2-1 )
= 2l - ( u  +16) %/  ¿v = - J  (32V32 -  64)¿v = -------------------n

» 3  " / o  j ' o  3

3) Calcular y 2 - 3 z 2)ds, siendo S la superficie de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 que está

por encima del plano 2  = 0 .

Sobre la superficie S se tiene que:

Solución

2 A 2 2 , r, 2 2* r¡ 2
Z  = 4 - X  - y  = > Z  =  ± - y / 4 - X  - y  = > z  =  y  4 - X  - J

j  j  dz ~X donde —  =
d z -y

dx ^ ¡ 4 - x 2 - y 2 4 - x 2

<fa =  ’ l1 +  ($ ) 2 + ( 5 )2 = J 1 + T — 2----- F  +  "¡ T -— Tdxdy = - j = = = d x d ydx dy 4 - x  - y  4 - x  - y  ^ 4 - x 2 - y 2
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j j ( x 2 + y 2 -  3z 2 )ds = JJ[x2 + y 2 -  3(4 -  x 2 -  y 2 )] ■ ■■ dxdy. 2 24 - x  - y

donde R es el círculo x 2 + y 2 <> 4 . Simplifican^

JJ(x 2 + / 2 - 3 z 2 )d í= J /8 (x 2 + y 2 - 3 )
S R  V 4 - X 2 - > ' 2

pasando a coordenadas polares se tiene: x = reos# , y  = rsenO, J ( r , 0 ) = r

í f ( x 2  +  /  - 3 z  V  = 8 Í r r ( r 2  -  3 ) - ¡ ^ = j ) d e
s 0 0 v 4 - r

■2» r 2 I------- r 32= 8 Í " ( f  [ - W 4 - r 2 + r }dr)d6 ------- *
Jo Jo 3

4) Calcular j ”J (xidydz + y 1dzdx + z 3dxdy donde S es la esfera de centro 0 y radio a.
s

Solución

Mediante el teorema de Gauss.

dP dQ 8R (JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = JJJ (—  + + — )dxdydz

luego p ( x , y , z )  = x 3, Q(x ,y , z )  = y \  /f(x,.y,z) = z 3

J |  x3dydz+ y'dzdx  + z 3dxdy = + y 2 + z 2)dxdydz
s v

donde V es el volumen encerrado por la esfera S.
¡ ¡

En la integral triple pasamos a coordenadas esféricas

f f f  3p4 sen<pdpd<pd& = 3$ ( f  (J  p* serupdp)d(p)dO = —  na
v
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5)
—► —► —> —> r f  —> —► —>

Si F ( x ,y , z )  = 4 y  i + x  j  + 2 z k , calcular JJ r x F . d s ,  sobre el hemisferio
s

2 2 2 2 . „x + y  + z  = a  , z ¿ 0 .
Solución

La forma de la integral es de la integral de superficie, 

luego por el teorema de stokes se tiene:

\ \ v x F d  s = ^ F .d  r  = ^4ydx + xd y  + 2zdz , donde C es

la circunferencia x 1 + y 2 = a 2, z = 0 , dirigido como se

muestra en la figura.

La representación paramétrica de C es x = a eos t, y = a sen t, z = 0, donde 0 < t < 2n . 

J J v x  F .d  s = ^4ydx + xdy + 2zdz = ¡S4a  sen /. ( - a  sen t ) + a eos/, a eos t)dt

= J —1Xa2 sen2 t + a" cos2 tdl = a 2 J (eos2 z.4sen2 t)dt = a2 J ^~t~c° s 1 _ 2(1-e o s 2 í)]dt

3+5cos2 t)dt  = -7>a2n
a t2n

~ T ‘° (-

n-> -» -> -> 2
F.N.ds,  siendo F ( x ,y , z )  = 4xz i - y  j + y z k  y S la superficie del cubo limitado

s 
por x = 0 , x = 1, y  = 0 , y  = 1, z = 0 , z = 1 .

Solución

Por el teorema de la divergencia se tiene: JJF.N.ds  = JJJV.F.dv
s v

V  ■

= JJJ (4 z - y ) d v  = Jo (Jo Jo(4 z - y ) d z ) d y ) d x )  = Jn (Jn (2 - y ) d y ) d x  = -o 'o
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7) Hallar JJ r .N.ds,  siendo S una superficie cerrada.
s

Solución

Por el teorema de la divergencia se tiene:

5 V  V

= JJJ(—  + —  + — )dv = 3 JJJdv = 3v, donde V es el volumen limitado por S
v  dx dy d z  v

8 ) Demostrar JJJ(0 V 2 i//-i//V2^)</v = J J (0V i//-i//V $)¿ s
v s

Solución

Sea A = <l>V\y en el teorema de la divergencia de Gauss.

J J J v ( 0Vy/)dv = JJ(^VvOW.ds = JJ(^Vv/)¿ s
y s s

ahora bien V(0Vi//) = <f>(V.V[f/) + (V<f>) + (V<¡>) = $V2 i// + (V$)(Vy/)

con lo que J /J  [V(*V y/)dv = JJJ^V2 y, + (V¿)(Vy/)]¿v
v v

óbien J J J w v V  + (V¿)(VvO]=JJ(0Vy/)d7 ... ( 1 )
y s

que demuestra la primera identidad de Gauss, cambiando <|> por \|/ en (1).

IfJlv'V 2 0 + (V>)(V0)]rfv = \¡(\f/V<t>).d s
y s

restando (2) de (1) se tiene: y / - y /V 2<f>)dv =
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9) Demostrar JJJ V <fdv = JJ ¡p N  ds
v s

Solución

—> —> —►
En el teorema de la divergencia, haremos A = <j> c, siendo c  un vector constante, entonces

c)dv  = Jj</> c . N d s  
v s

—► —y —► —> —> —> —>

como V(<¿ c )  = (V$). c = c.V<¡> y  <j> c . N  = c(<p N)

[J c Vijxiv = JJ c(<j> N)ds,  sacando c fuera de la integral c  JJJ V<^v = c \ \< j>Nds
v s v s

como c es un vector constante arbitrario por lo tanto JJJ V tpdv = JJ ̂  N  ds

* ~* 2 2 2 2
r .d s , donde S es la superficie de la esfera x + y  + z  - a  .

s
Solución

—► —> —► —>

En el punto P(x,y,z) de la superficie de la esfera S, el vector de posición r = x i + y j  + z k  y

—>
el vector unitario exterior N  normal a la superficie S apuntan directamente hacia el lado

—►

r  .
opuesto del origen, es decir N  = e r = ------ , entonces para partir de la superficie

->-> r  ij r  ||2 -»
r . N  = r . ---- — =  -= || r || = a , y como el área de la superficie de una esfera es
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8.19 Ejercicios Propuestos.]

1) Evaluar la integral de superficie dada:

a) j"Jy  dS , en donde S es la porción del plano 3x + 2y + z = 6  comprendida en el primer
s

octante. Rpta. 3VÍ4

b) JJx d S , en donde S es la superficie y  = x 2 + 4 z , 0  < x < 2 , 0 < z < 2 .
s

„  33-733-17-717
Rpta. --------------------

6

c) JJxí/S , en donde S es la porción del plano z = y + 3 que se encuentra en el interior
s

, del cilindro x 2 + y 2 = 1. Rpta. —~ -

d) j j ( x 2 z  + y 2 z ) d S , en donde S es el hemisferio x 1 + y 2 + 2 2 = 4 ,  z > 0 .
s

Rpta. 16 ti

C C 2 2 ’ 2 2e) 11 (x y  + z  )dS , en donde S es la porción del cilindro x + y  = 9  comprendida entre
s

los planos z = 0, z = 2 Rpta. 16 n

f) j j v z d S ,  en donde S es la superficie con ecuación parametrica x = uv, y = u + v,
s

z = u - v ,  u 2 + v 2 = l  Rpta. 0

g) j j  z d S  , e n donde S es la porción del paraboloide z - x 2 + y 2 que se encuentra bajo el
s

, . _  . 391-y/Í7 +1plano z = 4. Rpta. 7t(------------- ^ -------- )
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h) j j ( x 2z  + y 2z)dS , en donde S es la porción del plano z = 4 + x + y que se encuentra

en el interior del cilindro x 2 + y 1 = 4.

2) Evalúe la integral de superficie J J" F S del campo vectorial F  dado y la superficie
s

—f
orientada S indicada. En otras palabras, encuentre el flujo de F  atraves de S para superficies 

cerradas, utilice la orientación positiva (hacia fuera).

—̂  ̂  ̂ ■> —̂
a) F ( x , y , z )  = ey i + y e x j + x  y  k ; S es la porción del paraboloide z  = x 2 + y 2 que se

encuentra arriba del cuadrado 0 < x á 1 , 0  < y < 1  y tiene orientación hacia arriba.

„  1 1 - 1 0 <?Rpta. ----------
6

—> —> —> —>

b) F (x ,y , z )  =.r i + y  j + z  k ; Seslaesfera x 2 + y 2 + z 2 =9

Rpta. 108 ti

c) F( x ,y , z) = y  j - z k  ; S consta del paraboloide y = x  + z  , 0 < y ^ 1 y el disco

x 2 + z 2 = 1 , y = 1. Rpta. 0

d) F ( x ,y , z )  = x i + 2v j + 3 z  k ; S es el cubo con vértice (±1, ±1, ±1).

Rpta. 48

e) F ( x ,y , z )  = x z  i - 2 y  j + 3 x  k , S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4  con orientación hacia

íuera. Rpta.

■> 2 2f) F ( x , y , z ) = x ~  i + x v j + z k  y S es la por ón del paraboloide z  = x + y  que se

encuentra debajo del plano z = 1 con orientación hacia fuera.
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3) Hállese el flujo de la función F(x,y ,  z ) = 2 x  i - y  j  atraves de una parte de la superficie del

cilindro x 1 + y 2 = R 2 , x  > 0, y > 0 ,  0 < z <  H, en dirección de la normal exterior.

n é nR2H  Rpta. — —

4) Hállese el flujo de la función F ( x , y , z )  - x 2 i + y 2 j + z 2 k a través de una parte de la 

superficie del paraboloide —— (x 2 + y 22) = z , z < H, en dirección de la normal interior.
R 2

Rpta. 7l R 2 H 2

5) Hállese el flujo de: F ( x , y , z )  = x 2 i + y 2 j + z  k a través de una parte de la superficie del

¡ f  1 1paraboloide z  ———(x 2 - y 2) cortada por el cilindro x 2 + y 2 = R 2 y orientada según la 
R 2

- —>

dirección del versor k .

6 ) Hállese el flujo de : F ( x , y , z )  = ( x 2, - y 2, z 2) a través de una parte de la esfera

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , X > 0, y > 0, z > 0, en dirección de la normal exterior.

Rpta. nR*

7) Hállese el flujo de F(x, y ,  z) -  x i + y  j + z k  a través de un parte de la superficie del

u
paraboloide z = —r* ( ^ 2 ~ V2), cortada por los planos z = 0, x = R,x = 0 y orientada según la 

R 2

dirección del versor k . Rpta. - R 2H

8 ) Hállese el flujo de F ( X , y , z )  = x i + y  j - 2 z k  a través de toda la superficie del cubo 

x = ± a, en dirección de la normal exterior. Rpta. 0
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9) Hállese el flujo de F(x, y,  z) = 2 x 2 i +  3y 2 j + z 2 k  a través de toda la superficie del cucpo

J x 2 + y 2 < z < ^ 2 R 2 - x 2 —y 2 en dirección de la normal exterior.

Rpta. nR4

r -*
10) Utilice el teorema de STOKES para evaluar J F  d  r , en donde

—f —> —f —>
F ( x ,y , z )  = xy i + y z  j + z x k  y C es el triángulo con vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) con 

orientación contraria a la de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba.

Rpta. - I

11) Aplique el teorema de STOKES para evaluar j F J r  en cada caso, C esta orientada en

sentido opuesto al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba.

—> —> —> —>
a) F(x, y,  z)  = xz i + 2xy j +  3x}> k , C es la frontera de la porción del plano 3x + y + z = 3

contenida en el primer octante. Rpta. 3.5

—> —> —> —>
b) F(x , y, z) = 2z i + 4x j +  5y k , C es la curva de intersección del plano z = x + 4 y el

cilindro x 2 + y 2 = 4 . Rpta. -4n

“* 2 X3
c) F(x ,y ,  z) = x y  i + —  j + x y  k , C es la curva de intersección del paraboloide

hiperbólico z = y 2 - x 2 yelcilindro x 2 + y 2 =1. Rpta. n

12) Utilice el teorema de STOKES para evaluar JJ roí(F)d S :
s

—> -> 2 2 2
a) F ( x , y , z )  = xyz i + x j+e**  c o s z k  , S es e. hemisferio x  + y  + z  =1, z > 1

orientado hacia arriba. Rpta. n
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3 3 2 2b) F ( x , y , z ) = y z  i + sen(xyz) j + x k , S es la porción del paraboloide y  = l ~ x  - z  

que se encuentra a la derecha del plano XZ orientada hacia el plano XZ.

„ . 3tt Rpta. —

-* -> -> -»
c) F(x,  y, z)  = xyz i + xy j + x  y z k  , S consta de la cara superior y las cuatro caras 

laterales (pero no la base) del cubo con vértices (± 1 , ± 1 , ± 1 ) orientada hacia fuera.

Rpta. 0

• • 7 7 713) Aplicando el Teorema de STOKES hállese la circulación de F ( x , y , z )  = z  i + x j + y  k , 

por la sección de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 producida por el plano x + y + z = R en el

4 ,
sentido positivo respecto al versor k . Rpta. — JtR

14) Hállese la circulación de F(x,y ,  z) = z 3 i + x 3 j + y 3 k , por la sección del hiperboloide

2 x 2 — y 2 + z 2 = R 2 producida por el plano x + y = 0 en el sentido positivo respecto al

versor i . Verifique aplicando el teorema de STOKES.

Rpta. | kR*

15) Hállese la circulación de F ( x , y , z )  = y  i + xy j + ( x  + y  ) k a lo largo del contorno

cortado en el primer octante del paraboloide x 2 + y 2 = Rz  por lo planos x = 0, y = 0,

z = R, en dirección positiva respecto a la normal exterior del paraboloide. Verifique con 

ayuda del Teorema de STOKES.

C~*16) Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular la integral superior J F .d r  , esto es

—>

calcule el flujo de F a través de S.
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x 2 v 2 z 2a) F ( x ,y , z )  = - x z  i -  vz j +  z  /t , S es el elipsoide —-  + ̂ — + — = 1
a b c

Rpta. 0

b) F ( x ,y , z )  = 3_y2 z 3 i + 9 x 2y z 1 j - 4 xy2 k , S es la superficie del cubo con vértices

(±1,±1,±1). Rpta. 8
'ii&i’U jsí v lon xjwu fifi kí fj* <703 2 + \ * ^.x = (x , x p

—> —♦ —> —>

c) F ( X , y ,  z) = z eos v i + x sen z j + x z  k , S es la superficie del tetraedro limitado por los

planos x = 0, y = 0, z = 0 y 2 x + y  + z = 2. Rpta. —
6

d) F ( x ,y , z )  = x i + y  j + z  k , S es la esfera x + y  + z  =1.

Rpta. —
5

2 2
e) F(x, y,  z )  = xy i + y z  j + z x  k , S es la superficie del sólido comprendido entre los

cilindros x 2 + y 2 =1 y x 2 + y 2 = 4 y entre los planos z = 1 y z = 3.

Rpta. 27 ti

 ̂ JC 1 +  V i  ̂  z  k
f) F(x, y, z) = -----— a través del elipsoide 4 x 2 + 9 y 2 + 6 z 2 =  36 en dirección

(x 2 + y 2 + z 2) 2
hacia fuera.

1 7 )  Si F ( x , y , z ) = x  i + y  j + z k ,  calcular \ \ p . d s ,  donde S es la superficie cilindrica
s

—> —► —► —► —> —> ->
representada por r  = cosu i  + s e n u j  + v k  , 0 <  u<, 2k , 0 < v ¿ 1 ,  d s = N . d s y N  es el 

vector unitario normal exterior. Rpta. 2n

-> -» - í í ~ > ~f
18) Si F(x ,y , z )  = 4x1 i  + xyz j + 3 z k  , calcular JJ F.d  s, donde S es la superficie limitada por

s
2 2 2z  = x  + y ’, z = 0, z = 4, d s = N d s  y N  es el vector unitario normal exterior.

Rpta. 3 2 0
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19) Hallar j j F .N d s  siendo F ( x . y , z )  = 2xy i + y z 2 j + x z k  y  s
s

a) La superficie del paralelepípedo limitado por x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 1, y
z = 3

b) La superficie de la región limitada por x = 0, y = 0, y = 3, z = 0, y x + 2z = 6
351

Rpta. a) 30 b) -----
2

-* j ”* 2 2
20) Comprobar el teorema de la divergencia para F { x , y , z )  = 2x y  i - y  j + 4 x z  k  extendida

a la región del primer octante limitada por y 2 + z 2 = 9  y  x  = 2.
Rpta. 180

—> —> —►

21) Si F ( x . y , z )  = ( y + z )  i + ( z + x )  j ' ( x + y )  k , S es la superficie del cubo limitado por

X = 0, y  = 0, 2 = 0, x = 1, _y = 1, z = 1. Calcular: a) j j  F .ds  b) j j p x d s
s s

Rpta. a) 0 b) 0

22) Si F  = a x i + b y j + c z k ,  calcular o  F.d s sobre cualquier superficie cerrada S que encierra
s

una región de volumen V. Rpta. (a + A + c)b

23) Si F  = y i  + x j + z k ,  calcular f j f v F . d v ,  donde R es la región limitada por
A

z = ( l - x 2 - y 2)^, y  2 = 0. Rpta. —
2

24) Usando el teorema de la divergencia, calcular Jj xdydz+ ydzdx + zdxdy, donde S es la
s

2 2 2superficie de la esfera x  + y  + z  = 1 y  N  es el vector unitario normal exterior.
Rpta. 4jt

25) Si F - ( x 2 + y 2 - 4 )  i + 3xy j + ( 2 x z + z 2) k  , calcular j j v x F . d s, donde S es la superficie
s

2 2definida por z =  4 - ( x  + y  ) y  N  es el vector unitario normal exterior. Rpta. -A n
■i,,' (vfii;v*<i otajirniiitsnuJ i.»'* \ r  < óioni/l »*nu c «
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f f f  dv f f  r . N
26) Demostrar que J J J —  = J J — — ds

I *  /  * jt t0  "*

■JJ

'“ 1 1  *
M i ifíisH ¡®í

v r  s r

27) Hallar JJ (V x .F). N d s ,  siendo F  = (x2 + y - 4) i +3xy j + ( 2 x z + z 2) k y S la superficie de:
s

a) La semiesfera .t + y  + z =16 por encima del plano XY.

b) El paraboloide z = 4 - ( x 2 + y 2) por encima del plano XY.

Rpta. a) -167t b) -4n

28) Siendo F - 2 y z  i - ( x  + 3 y - 2 )  j  + ( x 2 + z)  k , hallar lf(V  x F ) . N d s  extendida a la
! ’ M I ■

<>■ - f ,  r 3

superficie de intersección de los cilindros x 2 + y 2 = a 2, x 2 + z 2 = a 2, situada en el primer 

octante. '' Rpta. -~ " (3 ^  + 8a)

29) Aplicar el teorema de la divergencia para calcular JJ A.d s , donde “S” es la superficie total

■!(o * 6 ) .*<* • ’ ' s . v  afe ab ^ r.
2 2del sólido limitado por el paraboloide x + y  = z  y el plano z  = 9 y  A está dado por 

—> —> —► —>
A = ( 3 x + y )  i - x  j + ( y - z )  k . Rpta. 8 I 71

— ¿ , r( ''i - **. — [) = x
30) “S” es la superficie del sólido limitado por el cilindro x 2 + y 2 = 25 y  los planos

x = 0 , y  = 0 , z = 0 . Hallar el valor de JJ A.d s , cuando:
s

a) A = x i + 3 y  j + 4 z  k , b) A = xy i + y z  j + z x  k
50(20+3tt)

Rpta. a) 200 n b ) ---------------’ , .. 3
- v ■. ■ ■ • ■ • ■ .■ / • . ’ : ; -

31) Demuestre que: JJ<¡> p.ds  = JJJ p.gná(<j>)dv+ JJJ<pdvpdv,donde c|> es una función escalar
s V V

—p
puntual, p  una función vectorial y “V” el volumen limitado por una superficie cerrada “S”.
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32) Hallar el valor de J J v 0  .d s ; siendo “S” la parte no plana del casquete elipsoidal definido
s

X2 y 2 Z2 2 2 2por —j-H— r + — 7  = 1, z > 0 y  </>=(x+Y) + 2 ( y - i )  + z  . Use el teorema de la 
a b e

divergencia para calcular Jj V<t>d s sobre la cara plana z = 0  del casquete.
s

16n abe
Rpta.

33) Por el teorema de la divergencia, demuestre haciendo A = <j>m, donde m es un vector 

constante y compruebe este resultado cuando <j> = 3(x2 + y 2) + z  y V es la parte finita del 

paraboloide x 2 + y 2 = 4 - z ,  o el ser cortado por el plano z = 0 [En la superficie elaborada

"* , I-2---------- 1 2x i + 2y  j  + k
del paraboloide d s = d s . N ,  donde ds = ^ l  + 4x +4v dxdy, N  = .—  - ,

i j \  + 4 x 2 + 4 y 2

2 2integrando sobre el círculo x + y  = 4 .

34) Sea “S” una superficie cerrada simple que limita el volumen V, N  un vector unitario normal 

a S y A -  a(x i + by j  + c z k , donde a,b,c son constantes, Demuestre que:

a) \ \ \ d i v ( N ) d v - s ,  b) JJ( A.N)ds = ( a + b  + c)v, c) J F *
V S V s

35) Calcular JJ"'rot .(A).ds,  sobre la parte de la superficie x 2 + 4 y 1 + z 2 - 2 z =  4 que está sobre
s

el plano z = 0 siendo A = (x —y  ) / - x y z  j  + y  k . Rpta.
i| . '

-* “* 7 T 1
36) Siendo A = 2 y ( \ - x )  i + ( x - x  ) j  + (x + y  + z  ) k ,  hallar el valor de

lí N  .rot(A)ds,  tomada sobre la superficie dado por x 2 + y 2 + z 2 = 1, z>  0, donde N  es
s

un vector unitario de dirección la de la normal y sentido hacia el exterior en el punto donde 

está situado ds. Rpta. -n
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f —► —► r c —> —> —> —>
37) Apartir del teorema de Stokes y  A.d r = JJ (V x A)d s , demuestre, haciendo A = <¡> V ,

donde ()> es una función escalar y V un vector arbitrario constante, que

^ d  r  =JJ
s

(d sxV<t>.

38) Calcular la integral j j r o t ( A ) . d s ,  para la función vectorial
s

A = ( 2 y 2 + 3 z 2 —x 2) i + (2 z2 + 3jc2 ~ ? 2) j + ( 2 x l + 3 y 2 - z 2) k , sobre la parte de la 

superficie x 2 + y 2 - 2 a x  + az = 0 que está por encima de z - 0. Rpta. 6rc a 3

|T -> -> -*
39) Usar el teorema de la divergencia para evaluar JJ F . N d s  y hallar el flujo F  a través de la

s

superficie del sólido acotado por los gráficos de las ecuaciones.

2 2a) F(x ,y , z )  =  x i - 2 x y j + x y z  k b) F (x ,y , z )  = x i + y  j  + z k

S:z = J a 2 - x 2 - y 2 , z =  0 Rpta. 0 S:x2 + y 2 + z 2 = k  Rpta. 32 n

3 2 2c) F ( x ,y , z )  = x i + x  y  j + x  .eyk

S \ A - y ,  z  = 0, x = 0, x = 6 , y  = 0 Rpta. 2304

40) Usar el teorema de stokes para calcular rJc

a) F(x ,y , z )  = z 2 i + x 2 j  + y 2 k b) F(x,y , z )  = z 2 i + y j + x z k

S:z = 4 - x 2 - y 2, z >  0 Rpta. 0 S : z - j 4 - x 2 - y 2 Rpta. 0
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