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PROLOGO

En la presente obra intitulada “Analisis Matematico Ill para Estudiantes de Ciencia e
Ingenieria” en su 3era. Edicion ampliada y revisada; se expresa en forma tedrica y practica los
conceptos de superficies, las funciones vectoriales de variable real, las funciones reales de variable
vectorial, las funciones vectoriales de variable vectorial y sus respectivas aplicaciones, asi como las
integrales dobles, triples, curvilineas en donde se ha incluido el concepto de circulacién de campos
vectoriales y su célculo, las integrales de superficies y los teoremas de la divergencia y de Stokes;

ademas variedad de ejercicios y problemas propuestas las diversas universidades.

La experiencia en la Docencia universitaria por lo sefialado con la forma de expresar, resolver
y ordenar los problemas resueltos y propuestos, se ha puesto especial cuidado en los graficos, pues

pensamos que un “buen dibujo” por sefialar en forma natural, es el camino a seguir en la bisqueda de

la solucién a un problema .

* La parte tedrica se desarrolla de manera metddica y en especial cuidado, tratando de no

perder el rigor matematico pero tratando de no caer en el excesivo formalismo que confunde al lector.

La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo del calculo

diferencial e integral, asi como su geometria analitica.
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personas por sus valiosos sugerencias y criticas.
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Superficies Cuéadricas |

Pre-requiSitOS.- Para la comprension adecuada de este tema de superficies, se requiere de

los conocimientos previos de:

- Elementos de geometria plana: recta, circunferencia, cdnicas, etc.

- Elementos de geometria del espacio: planos, secciones planas de un cuerpo, etc.

jeti - stablecer los fundamentos necesarios para la intensificacion de las técnicas
Objetivos Establ los fund t la intensif de las t
para el trazado de las superficies a partir de sus ecuaciones como
premisas asi como también las curvas y regiones, para la utilizarlos en las diversas aplicaciones.

Al finalizar el estudio de este capitulo el alumno debe ser capaz de:

- Describir el procedimiento seguido en el trazado de las superficies.
- Reconocer la forma de la ecuacion de las cuadricas centradas.

- Representar graficamente las siguientes superficies: Elipsoide, Paraboloide, Hiperboloide

de una y dos hojas, Paraboloide Eliptico, Paraboloide hiperbdlico.
- ldentificar las ecuaciones de cilindros y conos.
- Determinar: la directriz, generatriz de los cilindros y conos.

- Representar graficamente a los cilindros y conos.
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Introduccion”

Analiticamente la ecuacion E(x,y) = 0, nos representa un lugar geométrico en el plano XY, a la
ecuacion E(x,y) = 0, extenderemos al espacio tridimensional, cuya ecuacion rectangular en tres

variables representaremos por:

FAy»z)=0

También se conoce que todo plano se representa analiticamente por una Unica ecuacién lineal

de la forma:

P. Ax+By+Cz+D=0

De una manera mas general, veremos si existe una representacion analitica de una figura
geométrica, al cual denominaremos superficie, tal representacién consistird en una Unica

ecuacion rectangular de la forma:
F(xy,z2)=0 .0

Por ejemplo, por medio de la distancia entre dos puntos se puede demostrar que la superficie

esférica de radio r con centro en el origen se representa analiticamente por la ecuacion:

.. -u- il Bf w.-m = I'iinfiJOIM!o

2 2 2 2
X +y +z =7

i'.l..Definicion.”

Llamaremos superficie al conjunto de puntos p(x,y,z) de R* que satisfacen una sola ecuacion

de la forma:
F(x,y,z) =0

La ecuaciéon F(x,y,z) = 0, contiene tres variables, sin embargo la ecuacion de una superficie

puede contener solamente una o dos variables.

Por ejemplo la ecuacion x = k, k constante, representa un plano paralelo al plano YZ.
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il3

. . 2 % . . s
De igual manera la ecuacidn x~ +y~ =4 considerada en el espacio representa un cilindro

circular recto.

Toda ecuacion de la forma F(x,y,z) = 0, no necesariamente representa una superficie, por

ejemplo la ecuacion x2+y 2+z2+9=0, no representa ningln lugar geométrico, ademas la
.. 2 2 2 . .. .

ecuacion Vv +y°~ +z° =0, tiene una solucién real que es: x = y=z = 0,cuyo lugar

geométrico esta constituido por un sélo punto, el origen.

Superficies Cuadricas™

Llamaremos superficies cuadricas a toda ecuacion de segundo grado en las variables x,y,z que
tiene la forma: Ax2+ By2+ Cz2+Dxy +Exz+ Fyz +Gx +Hy +Kz+L =0 donde A, B,C, D,

E, F, G, H, K son constantes, y por los menos una es diferente de cero.
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Discusion de la Gréfica de la Ecuacion dé una Superficie.»]

Para construir la grafica de una superficie consideremos la siguiente discusion, mediante los

pasos siguientes:

1)
2)
3)
4)
5)

6)

Interseccidn con los ejes coordenados.

Trazas sobre los planos coordenados.

Simetrias con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados y el origen.
Secciones transversales o secciones paralelas a los planos coordenados.

Extensién de la superficie.

Construccion de la superficie.

Consideremos la ecuacién de una superficie.

F(x,y,z) =0

Ahora describiremos todo el proceso a realizar en la construccion de la grafica de dicha

superficie.

12

2a

Interseccién con los ejes coordenados.-

a) Con el eje X: En laecuacion F(x,y,z) = 0 se hace y=z=0, es decir: F(x,0,0)=0
b) Con el eje Y: En laecuacion F(x,y,z) = 0 se hace x=z=0, es decir: F(0,y,0)=0

c) Con el eje Z: En laecuacién F(x,y,z) = 0 se hace x=y=0, es decir: F(0,0,2)=0

Trazas sobre ios planos coordenados.-

Es la curva de interseccion de la superficie F(x,y,z) = 0 con cada uno de los planos

coordenados. Las trazas sobre los planos coordenados se obtienen de la siguiente forma:

a) La traza sobre el plano XY: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace z = 0, es decir:
F(x,y,0)=0
b) Latraza sobre el plano XZ: En la ecuacién F(x,y,z) = 0 se hace y = 0, es decir:

F(x,0,2) =0
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c) Latraza sobre el plano YZ: En la ecuacién F(x,y,z) = 0 se hace x = 0, es decir:

FO,y,z)=0
32 Simetrias Respecto a los Planos Coordenados, Ejes Coordenados y el origen:

a) Existe simetria respecto al:

- Plano XY, si F(x,y,z) = F(x.y,-2)
- Plano Xz, si F(x,y,z) = F(X,-y,z)
- Plano YZ, si F(xy,2) = F(-x,y,2)

b) Existe simetria respecto al:

- Eje X, si F(x,y,z) = F(X,-y,-z)
- Eje, si F(xy.z) = F(-x,y,-2)
- Eje Z si F(xy,2) = F(-x,-y,2)

c) Conrespecto al origen: Si F(x,y,z) = F(-X,-y,-2)
42  Secciones Transversales 6 Secciones paralelas a los planos Coordenados.-

Es la curva de interseccion de la superficie con los planos paralelos a los planos
coordenados.

Las secciones Transversales se pueden obtener de la siguiente forma:

a) Sobre el plano XY Se hace z = k es decir: F(x,y,k) =0
b) Sobre el plano XZ: Se hace y = k es decir: F(x,k,z) =0
c) Sobre el plano YZ: Se hace x = k es decir: F(k,y,z) =0

52 Extension De La Superficie.-
Consiste en determinar el dominio de la ecuacion F(x,y,z) =0

6£ Construccion De La Superficie.-

Con la ayuda de la discusion de la ecuacion de una superficie se construye la gréfica.
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Ejemplo.- Discutir y hacer la gréfica de la superficie cuya ecuacion es: x2+y 2-z2=1

1)

2)

3)

4)

5)

Solucion
Intersecciones con los ejes coordenados.

a) Con el eje X, se hace y=z =0, de donde jc =1 entonces x = =1, de donde los
puntos son: (1,0,0), (-1,0,0)

b) Con el ejeY, se hace x=z=0, de donde y2=1 entonces y= =1, de donde los

puntos son: (0,1,0), (0,-1,0)
c) Con el eje Z, se hace x=y=0, dedonde z2=-1 entonces no existe interseccion

con el eje Z.

Las trazas sobre los planos coordenados.

a) Latraza sobre el plano XY; se hace z =0; x2+y 2 =1 es una circunferencia.
b) La traza sobre el plano XZ; se hace y = 0; x2-z 2= 1es una hipérbola.

c) Latraza sobreel planoYZ; se hacex =0; y2- z2- 1esuna hipérbola.

Simetria con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados y al origen.

La superficie es simétrica respecto al origen, a los ejes coordenados y a los planos coordenados,

puesto que la ecuacion no cambia al aplicar el criterio establecido.

Las secciones transversales o paralelas a los planos coordenados:

Consideremos las secciones paralelas al plano XY; sea z = k entonces x2+y2=1+k2 es

una familia de circunferencia.

Extension; z=xJx2+y2-1 , x1+y2>1
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I-g-...Estuft-°-de las Principales Superficies Cuadricas®

A) Elipsoide.- Es el lugar geométrico de todos los puntos p(x,y,z) de R 3 que satisfacen

a la ecuacién de la forma:

2 2 2
X
_ +y— +— =1 a*0,b*0,c 0,a*b,a#c 6 b*c.

a' b c
Graficando el Elipsoide se tiene:
a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Con el eje X, se hace y=z =0, x =xa, Al(a,0,0),A2(-a,0,0)

Con el eje Y, se hace x=z =0, y = +b, Bl(o,b,0), 2?,(0,-b,0)

Con el eje Z, se hace x =y =0, z = +¢, Cx(0,0,c), C, (0,0,-C)
b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0

X
— +y— =1, es una elipse en el plano XY.
a~



c)

d)
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- La traza sobre el plano XZ, se hacey =0

x> z°
— h—y =1>es una elipse en el plano XZ.
a ¢

- Latraza sobre el plano YZ, se hace x =0

2 2

vV oz .

-y + — =1 es una elipse en el plano YZ.
~ C

Simetrias con respecto al origen, ejes y planos coordenados.

2 2 2
X \Y z

Sea E\ —y +~T +~ ~ I>entonces.
a b e

- Con respecto al origen 3; si (x,y,2)eE 0 (-X,-y,-z) € E

- Conrespecto al eje X 3;si (x,y,z2)eE 0  (X,-y,-z) e E

- Conrespecto al eje Y 3; si (x,y,2)eE 0 (-x,y,-2) e E

- Con respecto al eje Z 3; si (X,y,2)eE o (-X,-y,2) e E

- Con respecto al plano XY 3; si (x,y,z)eE < (x,y,-2) e E
- Con respecto al plano XZ 3; si (x,y,z)eE o (x,-y,z) e E
- Con respecto al plano YZ 3; si (X,y,z)eE < (-x,y,z) e E

Las secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2 2
X k’
Los planos z = k, corta la superficie en la curva ~ +~ ~ " — " >que es una
a' b c
familia de elipses donde -c<k<c
3 o x> V7 _ oxE
Extension de la superficie de— +— H——=1 setiene z=|cUl— -——- - de
a b e V. a h

X© oy
donde — +— <1
a b~
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B)

La Esfera.-  La Superficie esférica es el lugar geométrica de todos los puntos
p(x,y,z) del espacio que equidistan de un punto fijo, la distancia
constante se llama radio y el punto fijo centro.

XZ 2 22

Si en la ecuacidn del elipsoide — -\b—j-+— = lsetienea=b =c=R*0, el elipse de
a e

se transforma en x2+y2+z2=R2, que es la ecuacion de la esfera de radio Ry centr< el
origen de coordenadas.
Graficando la esfera se tiene:
a) Intersecciones con los ejes coordenados.
- Coneleje X,sehace, y=z=0, x=xR, AXR,0,0), A2(-R,0,0)
- ConelejeY,sehace, x=2=0, y=%R, Bx(o,R,0), B2(0,-R,0)
- Conelejez, sehace, x=y=0, z=%xR, C,(o0,0,/f), C2(0,0,-R)

b) Las Trazas sobre los planos coordenados.
- La traza sobre el plano XY, se hace z = 0.

2 2 2 : .
X~ +y "= R 7, es un circunferencia en el plano XY.

- La traza sobre el plano XZ, se hace y = 0.

2 2 2 . .
X~ +z =R Tesun circunferencia en el plano XZ.
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La traza sobre el plano YZ, se hace x = 0.
y2+z2=R2,es una circunferencia en el plano YZ.
c) Simétricas con respecto al origen, ejes y planos coordenados.
La ecuacion de la esfera x 2+y 2+z2 =R 2 es simétrica con respecto al origen, a los
ejes y planos coordenados.
d) Las secciones paralelos a los planos coordenados.

Las secciones paralelas lo tomaremos con respecto al plano coordenado XY, es
decir, z = k se tiene x2+y2=R2-k2, -Ri k & R, que es una familia de

circunferencia.

Teorema.- La ecuacion de la superficie esférica de centro el punto c(h,k,l) y de radio la
constante R>0es: (x-h)2+(y-k)2+{z-1)2=R2
Demostracion
Sea P(x,y,z) un punto cualquiera de la esfera, luego por

definicion de esfera se tiene :
E={P(x,y,z) e R3ld(p,c) =/?%}
ij(x-h)2+(y-k)2+(:-1)2 =R de donde:

(x-h)2+(y-k)2+(z-1)2=R2
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Observacion.- La ecuacion (x-h)2+(y-k)2+(z-1)2=R2 se conoce con el nombre
de la forma ordinaria de la ecuacion de la esfera, si desarrollamos la

ecuacion de la esfera se tiene:
X2+y2+z2- 2hx-2ky-21z+h2+k2+/2-R 2=0, de donde se tiene:

X2+y2+z2+Ax +By+Cz+D =0,

luego una superficie esférica queda determinada por cuatro puntos no coplanares.

Ejemplo.-  Hallar la ecuacion de la esfera que est4d en los planos paralelos 6x - 3y- 2z- 35 =0,

Sea L= {(5,-1,-1) + t(6,-3,-2) / 1e R}
SeaAsLaP2 == AelLa AePz

SiAelL => A5 +6t -1-3t,-1-2t)
paraalginte R, como A eP j entonces

6(5 + 6t) - 3(-I - 3t) - 2(-1 - 2t) + 63 = 0 de donde

t=-2, A(-7,5,3), como c es punto medio de A y p se

. - 5-7 -1+5 -1+3
P2 6x-3y-22+63=0 tiene: (oo, —aeems e )=c(-1,2,1)
2 2 2
Ademas, r=d (c,p) = 7 por lo tanto: E: (jc+t1)2+(y-2)2+(z-1)2=49
C) Paraboloide Eliptico.- Es el lugar geométrico de todos los puntos

p(x,y,z) de R® que satisfacen a la eclacion de la forma

X y
— +— =2z, donde a*0,b*0,a * b

Graficando el parabdoide eliptico se tiene:
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Intersecciones con los ejes coordenados.
- Coneleje X,sehacey=z=0,x=0 => A(0,0,0)
- Coneleje Y,sehacex=z=0,y=0 => B(0,0,0)
- Coneleje Z,sehacex=y=0,z=0 => C(0,0,0)
Las Trazas sobre los planos coordenados

- La traza sobre el plano XY, se hace z= 0

2 2
X

— +);— =0 que representa un punto P(0,0,0).
a' i~

La traza sobre el plano XZ, se hacey =0

XZ

z =— que representa a una parabola en el plano XZ.
a

La traza sobre el plano YZ, se hace x =0

2
Z= T)M que representa a una parabola en el plano YZ.

Simetrias con respecto al origen, ejes y planos coordenados.

- Con respecto al origen 3 puesto que (-x,-y,-z) i Pe

- Con respecto al eje X, 3 puesto que (x,-y,-z) g P£
- Con respecto al eje Y, 3 puesto que (-x,y,-z) £ Pg
- Con respecto al eje Z, 3 puesto que (-x,-y,z) e Pg

- Con respecto al plano XY, 3 puesto que (x,y,-z) i Pg
- Con respecto al plano XZ, 3 puesto que (X,-y,z) e Pe

- Con respecto al plano YZ, 3 puesto que (-x,y,z) e PE
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d)  Secciones paralelas a los planos coordenados.

Las secciones paralelas tomaremos con respecto al plano XY para esto se tiene

2 2
X
z = k que corta la superficie en la curva — +l =k que es una familia de elipses.
a’
2 y2
e) Extensidn de la superficie: =— +-y esdefinido V(x,y) 6 R

a b

Otras variantes
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Hiperboloide de una Hoja.- Es el lugar geométrico de todos los puntos

P(x,y,z) de R® que satisfacen a la ecuacion.

1, donde a* 0, b*0, c#O0.
a b e

Graficando el hiperboloide de una hoja se tiene.

a) Intersecciones con los ejes coordenados.
- Conel eje X,sehacey=z=0, x=#a, "j(«,0,0), A2(a0,0)
- ConelejeY,sehacex=z=0, y==b, B1(0,b,0), B2(0,-b,0)
- ConelejeZ sehacex=y=0, z2 =-c2, 3.

b) Las trazas sobre Los Planos Coordenados.

- La Traza sobre el plano XY, se hace z = 0.

X y .
— +— =1, es unaelipse.
a b

- La Traza sobre el plano XZ, se hace y = 0.

x? 7? ]
— - — =1, es una hipérbola.
a' ¢
- LaTraza sobre el plano YZ, se hace x = 0. \
2 Zz
% —y =1, es una hipérbola.
c

c)  Simetrias.
- Con respecto al origen es simétrica.

- Con respecto a los ejes coordenados es simétrica.

Con respecto a los planos coordenados es simétrica.
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d)  Secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2 2
% K

Los planos z = k corta a la superficie en la curva —J’+ E)T “ 1+—r. Que es una
a“ b~ c

familia de elipses y los planos y = k corta a la superficie en la curva

X le? h2 —-|<k?1
2— ,-b < k<b, que es una familia de hipérbola.
a ¢

Otras variantes
2 2 2 2 2 2
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E)
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Hiperboloide de Dos Hojas.- Es el lugar geométrico de todos los puntos
P(x,y,z) de i?3 que satisfacen a la ecuacion:
2 2 2
Xy “z
— 2T =1’ donde a*0> b*0, c*0.
c

a b~

Graficando el hiperboloide de dos hojas se tiene:
a) Intersecciones con los ejes coordenados.

- Coneleje X,sehacey=z=0, x=za, Aj(a0,0), A2(-a,0,0)
- Con el eje Y, se hace x =z =0, y=%xy-b2, 3

- Con el gje Z, se hace x=y =0, z—tV-c2, 3
b) Las Trazas sobre los planos coordenados.

- La traza sobre el plano XY, se hace z=0

XZ 2
-y - =1, es una hipérbola
a

- Latraza sobre el plano XZ, se hacey =0

2 2
z

— y ~ 1”es una hipérbola

>

® |

- Latraza sobre el plano YZ, se hace x =0

v2 z2
2 - At

2
b c

c) Simetrias.
- Con respecto al origen, existe simetria.

- Con respecto a los ejes coordenados, existe simetria.

- Con respecto a los planos coordenados existe.
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d)

Otras Variantes

Secciones paralelas a los planos coordenados.
2 2 42
. X" v K .
Los planos z = k, corta a la superficie en la curva —— = 1lh——es una familia
a b" c
de hipérbolas.

Los planos y = k, corta a la superficie en la curva — — —= I+6y es una familia
a ¢

de hipérbolas.
2 2 % 2
o V- oz -a
Los planos x =k, corta a la superficie en la curva Lh~ j+ ~ =-—\— , donde
e a

k> a6 k< -a, que es una familia de elipses.
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Hiperboloide Parabdlico.- Es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y,z) de

3 . . Y 2 2,
R que satisfacen a la ecuacion de la forma:* r-=—,
b~ a c
donde ay b son positivos y ¢c”O.
Graficando el hiperboloide parabdélico para el caso ¢ > 0.
a) Intersecciones conlos ejes coordenados.
- Conel eje X,sehacez=y=0, x=0, A(0,0,0)
- ConelejeY,sehacex=z=0,y=0, B(0,0,0)
- Conel eje Z,se hace x=y=0,z=0, C(0,0,0)
b)  Las Trazas sobre los planos coordenados.
b b
- La traza sobre el plano XY, sehacez=0, y =—x, y = X, rectas.
a ! a

c
- Latrazasobre el plano XZ, sehacey=0, z=-— x, parabola.
a

- La traza sobre el plano YZ, se hace x=0 , zh:C—-Zy , paradbola.
c) Simetrias.
- Con respecto al origen, 3
- Con respecto a los ejes coordenados, con el eje Z 3 en los demas ejes 3 .
- Con respecto a los planos coordenados 3 Pxy, 3 Pxz, 3 Pyz.

d) Secciones paralelas a los planos coordenados.

2 2
X
- Al plano XY, se hace z=k, =~ —-------- =—, familia de hipérbolas.
b a~ c
x2 7 k2
- Alplano XZ, se hace y = k ,----—familia de pardbolas.
a c b
2, iR
- Al plano YZ, se hace x = k, = —i— — familia de parabolas.

b" ¢ a-
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Otras variantes.

También el hiperboloide parabdlico tiene las ecuaciones siguientes:

19
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G) El Cono Eliptico o Circular.- Es el lugar geométrico de todos los puntos p(x,y,z)

de R3, que satisfacen a la ecuacion de la forma:

2 2

2
X y z . . .
— +—~y =— ,a*0,b*0,c*0. Graficando el cono eliptico se tiene:
a b e

a) Intersecciones con los ejes coordenados:

Conel eje X, se hacey=z=0, x=0, A(0,0,0).
- Conel ejeY,sehacex=2z=0,y=0,B(0,0,0).
- Conel ejeZ, se hacex=y=0,z=0,C(0,0,0).
b) Las Trazas sobre los planos coordenados:

-La traza sobre el plano XY, se hacez=0,x =y =0 => p0,0,0).

a
- Latraza sobre el plano XZ, se hacey =0, x =+—2z dos rectas.
c

b
- Latraza sobre el plano YZ, se hace x =0, y =+—z dos rectas.
c

¢) Simetrias:

- Con respecto al origen, existe.
- Con respecto a los ejes coordenados, existe.

- Con respecto a los planos coordenados, existe.

d) Secciones paralelas a los planos coordenados:

2 2,2
X 'k
- Al plano XY, se hace z=k, —y }ll): familia de elipses.
a

2X2,

z
- Al plano XZ, se hace y = k, —------ y :b~T * de hipérbolas.
c a

2V2,2

z
- Al plano YZ, se hace x = k, — - b = —j-, familia de hipérbolas.
c a
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Otras Variantes

2 2 2
X"z y
S2+z2=]T

o <

[NCY I Y

21
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1.6  Superficies Cilindricas.®

Llamaremos superficie cilindrica a la superficie que es generada por una recta que se mueve a
lo largo de una curva plana dada, de tal manera que siempre se mantenga paralela a una recta
fija dada que no esté en el plano de dicha curva.

La recta movil se llama generatriz y la curva plana se llama directriz de la superficie cilindrica.

Si la generatriz de una superficie cilindrica es perpendicular al plano de la directriz; la

superficie se llama cilindro recto, en caso contrario cilindro oblicuo.

1.7.....Determinacion de 'la"Ecuaciéon'de'una Superficie Cilindrica.

Consideremos la directriz en uno de los planos coordenados por ejemplo, tomamos el plano

iF(y,z) =0
YZ, entonces la ecuacién de la directriz es: D: \ 0
X =



Superficies Cuadricas 23

Si p(x,y,z) es un punto cualquiera de la superficie, cuya generatriz tiene por nimeros
directores [a,b,c] y si p'(0,y',z') es el punto de interseccidn de la directriz con la generatriz

que pasa por el punto p(x,y,z) entonces el punto p'(0,y',z") satisface a la ecuacién de

la directriz:
[F(.v',z’)=0
x’=0 (9
Y la ecuacién de la Generatriz es dado por:
V-0 v-v' z-z'
G - ()

De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parametros x',y',z" se tiene la ecuacion de la

superficie cilindrica.

Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la superficie cuya directriz es la pardbola x2=4y ,z =0,

contenida en el plano XY, y cuya generatriz tiene por nimeros directores [1,1,3].

Solucién
‘2
- L Ix =4y
La ecuacion de la directrizes: D:
(z=
Sea p'(x',y',z') punto de interseccion de la
[111h~h4* Piv v 7\ directriz y la generatriz entonces satisface a la
[111i3J-LLU ecuacién de la directriz.
3"r T r
IX'2=4 V
- (1)
7’=0

La ecuacion de la generatriz que pasa por el punto p'(x',y,z')con ndmeros directores

z
[1,1,3] es: G: =—p-=— G Xx-x'=y-y'=—{2>

Ahora eliminamos los parametros de (1) y (2)
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, z 3x-z
X-X'= — X'=X— = —meee-
3 3 3 3)
Lz z 3y-z )
Y=Y =—
. 3x-z 2 3y -z
Reemplazando (3) en (1) se tiene:  ( 3 ) =4(
AN9X2+22-6xz +36y+122=0
Ejemplo.-  Demostrar que la ecuacién x2+ v2 +222+2xz- 2yz =1 representa a una superficie

cilindrica; Hallar las ecuaciones de su directriz y los nimeros directores de su generatriz.
Solucién
Consideremos las secciones paralelas al plano coordenado XY, z = k, obteniendo
X2+y 2+2k~ +2kx-2kv = 1. Completando cuadrado (x+k)2+ (y-k)2- 1
Luego (x +k)1+(y~k)~ =1,z =k, es una familia de circunferencia caso particular k = 0, se
tiene la ecuacion de la directriz x2+y2 =1, z= 0 que es una circunferencia en el plano XY

por lo tanto x2+y 2+22+2xz-2yz =1 es una superficie cilindrica circular.
La recta que une los centros (-k, k, k) de las circunferencias es paralela a la generatriz, por lo
tanto los nimeros directores de las generatriz son [-1, 1, 1].

Luego su gréfico es:
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1,8

1,9

Superficie Conica’)

Llamaremos superficie cénica a la superficie que es generada por una recta que se mueve de
tal manera que siempre pasa por una curva plana dada fija y por un punto fijo que no esta
contenido en el plano de la curva fija dada.

La recta moévil se llama generatriz y la curva fija dada directriz y el punto fijo se llama
vértice de la superficie conica.

El vértice divide a la superficie conica en dos porciones cada una de los cuales se llama hoja

0 rama de la superficie conica.

Determinacidn de la Ecuacion de la Superficie Cénica.-!

Consideremos la ecuacion de la directriz en uno de los planos coordenados, por ejemplo en

el plano YZ, cuya ecuacion es:

Como P'(x\y\z") pertenece a la directriz, por lo tanto lo satisface, es decir:

m (1)
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La ecuacidn de la generatriz que pasa por V y p' es dado por.

a - @

De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parametros x',y",z" se obtiene la ecuacion de la

superficie conica.

Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la superficie conica cuya directriz es la elipse

A% +28=1 a y=4 vy cuyo Vvértice es el punto V(I,1,3)
Solucién

De la ecuacién (2) despejamos los parametros x',y',z" obteniéndose:

x-\ y-1 3jctv-4
D
x'-1 3 y-1
3
z-3 y—1 , 37+3z-12 ®)
I =— -
.2'-3 3 7-1
Ahora reemplazando (3) en (1)
3jctv-4 , 37+32-12 2
4(--mmm — - )+ (—--e- ) =1 dedonde
y-1 Al

36Xx2+\2y2+9z2 +24xy+18xz- 96*-102y- 72z+207=0
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Ejemplo.- El eje OZ es el eje de un cono circular que tiene el vértice en el origen de coordenadas;

el punto M(3,-4,7) estad situado en su superficie. Hallar la ecuacion de este cono.

Solucién

Sea A(0,0,7), M(3,-4,7)
MA =A-M =(-3,4,0)

/HI MA ||=V9+16=5 es el radio de la seccion

circular del cono.
(icc0)2+(y-0)2+(z-7)2=25

Si z = 7, entonces la directriz es;

\x2+y2-25 \x'2+y'2=25
Sea D: i pero como p'(x',y',z') e D entonces: D: ) D)
z=17 '=7

Ahora calculamos la ecuacion de la generatriz.

-0 X
G: = ez s, dedonde: G: — = - = (2)

De la ecuacion (2) despejamos los pardmetros, x',y" se tiene:

X _2 I X

7~7 =5

S 3)
= y.21

y 7 z

Ahora reemplazando(3) en (1) se tiene:(— )2+(— )2 =25 dedonde 49x2+49y2=25z2

2

N
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1;10 Superficies de Revolucién.”

Llamaremos Superficie de revolucién a la superficie que es generada por la rotacion de una
curva plana entorno de una recta fija contenida en el plano de esa curva.

La curva plana se llama generatriz y la recta fija eje de revolucion 6 eje de la superficie.

Por el punto p(x,y,z) se hace pasar un plano perpendicular al eje de revolucién, la
interseccion de la superficie con el plano es una circunferencia.

Si c es el punto de interseccion del plano con la recta L y Q es el punto de interseccién con
la curva C entonces se cumple d(P,C) = d(Q,C) que es la ecuacion de la superficie de
revolucion.

Si la superficie de revolucion es obtenida por la rotacion de una curva que esta en uno de los
planos coordenados alrededor de uno de los ejes coordenados, su ecuacion se determina

mediante el cuadro siguiente:

Ecuacion de U General«*  Ele de Revoluciéon Ecuacion de la m»upcrftcw

z=g x=0 Eje Y *24-2=(/0")2
x= f(y), z=0 Eje Y x2+22=(f(y))2
z= f(x); y=0 Eje X y2+/2=(/(*))2
S= = ==0 EJeX A * M /(*)le
y= f(2); x=0 Ejez *2+ /= (/(z))2

x=f(2), y=0 Ejez x2+y2={f(2))2
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Ejemplo.-  Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la hipérbola

y2 -4x2 =4,z =0, entorno al eje Y.
Solucion

La generatriz es de la forma x=f(y), z=0 y el eje de rotacion es el eje Y, porlo
tanto la ecuacion de la superficie de

revolucion es: x2+z2=f 2(y), como
2 A 2 A
y2-4x2 =4 =>x2 - A— =/ 2(y) ahora reemplazando se tiene: NG T L — de

4
donde 4x° +4zz-y 244=0

Ejemplo.-  Hallar la ecuacién de la superficie engendrada por la rotacion de la elipse.

a sz_ »alrededor del eje OX.

Solucion
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Consideremos un punto arbitrario en el espacio M(x,y,z) y c es el pie de la perpendicular del
punto M al eje OX.
El punto M lo trasladamos al plano OXY, mediante una rotacién de esta perpendicular

alrededor del eje OX designemos a este punto por jY(x', y',0).

Luego se tiecne CM =CN,dedonde CM =\ A ?

CN = V' entonces se tiene:

M esta situado en la superficie de revolucion, si y solo si, el punto N esta en la elipse dada, es

- (2)

decir: f4 -

ahora reemplazando (1) en (2) tenemos: - >— =1, que es la ecuacion de la

superficie de revolucion buscada.

Traslacion de Ejes.-}

La Traslacion de ejes en el espacio tridimensional se realiza en forma similar que la traslacion
de ejes en el plano cartesiano; si O'(x0, y0,z0) es un punto en el sistema cartesiano OXYZ,

entonces en el punto O'(x0,v0,z0) construiremos el nuevo sistema O'X'TZ" de tal manera

que los rayos positivos de los nuevos ejes sean paralelos y tengan el mismo sentido que el
sistema cartesiano original, es decir, en la forma:
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Un punto p en el espacio correspondiente al sistema OXYZ, tiene por coordenadas a (X,y,z)
es decir, p(x,y,z) y en el sistema O'X'TZ" tiene por coordenadas a (x',y',z') es decir

p(x',y',z"). La relacion entre estas coordenadas est4 dado por:

X =xQ+x'
y=yo+y’
z=20+72

Ejemplo.-  Graficar la superficie mediante una traslacion x2+y2+22-3x +4y -8z =0

Solucion

Completando cuadrados se tiene: x%-3x +Z—+y2 +4Iy+4+z2 -87+16 = > 1-4+16

(*-%)7+ (.V+2)l+(z-4)i :8749, X'2-y'2+12'2 donde O‘(§,~ 2,4)

112....Rotacion de Ejes en Uno de los Pianos Coordenados”®

Veremos la rotacion de los ejes de los planos coordenados manteniéndose el otro eje fijo y el
mismo origen.

Suponiendo que efectuamos una transformacién de coordenadas del plano XY en otro sistema

X'Y" en donde se mantiene fijo el origen y los ejes X' e Y' son obtenidos rotando los ejes
X e Y en forma antihoraria en un &ngulo 0 como se ilustra en la figura.
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Esta transformacién en el plano XY es:

Cada punto p tendra dos representaciones una en coordenadas (X,y) con respecto al sistema
original y la otra en coordenadas (x',y') con respecto al nuevo sistema.

Ahora determinaremos la relacion (x,y) y (*', y'), para esto tracemos las rectas OP, AP y BP

(Ver figura).
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Se observaque x=0A ,y=AP , x'=0B , y'=BP

Luego el tridngulo AOAP se tiene: x = OPcos(6 +a), y= OPsen(6 +a ), de donde

x =0Pcosd eosa - OPsenQ sena
. (D)
[7 = OPsenQ cosa - O/5sena cos0

En el tridngulo AOBP setiene: x'=0Pcasa, Yy'=OPsena —(2)

ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:
| X =jccos0 -y'senO
al resolver el sistema se tiene:
y =jc'sen6 +y'c0s6

Ix'= x cos0 +~senl
.3
[7'=ycosO -xsen6 ®)

Por tratarse del plano XOY veremos el caso de la ecuacidn de segundo grado:
Ax~ +Bxy +Cy2+Dx+ Ey +F =0, donde A,B,C no nulos simultaneamente,
como x =x'e0s9 -y'sen0 ,y =x’sen0 +/cos0 se tiene:
y4(x'cos0 -/sen 0)2+B(x'cos9 ->>'sen0 )(x’sen0 +_v'cos0) +

C(x'sen0 +y'cos0)2+ Z)(jc'cosO - 7'sen0)+ £'(x,sen0 + v'cos0) + F =0

desarrollando y simplificando se tiene:

(Aeos2 0+ Rsen0 cosO +Csen2 9)x"2+(Asen2 0 - Bsen0 cos0 +Ccos29)y'2
+(Beos20 - Asen20 + Csen29)x' y'+D(cos9 +E sen 9)x'+(Eeos0 - Deos9)y'+F =0

Como el coeficiente de x'y"' debe ser cero, entonces se tiene:
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Ejemplo.-  Graficar la superficie z = xy, mediante una rotacion.

Solucién

jx =x'cosO -y'senO

Se conoce que , Ahora reemplazamos en la ecuacién de la superficie.

)[y =x'sen0 - y'eos 6
z =xy =(x'cos0 -/sen0)(;t,sen0 +y'cosO)

-,-X'1cosO sen# -x'ysen20 +jc / cos20 - y'2sen# eos©
z =x'2co0s0sen0 - (e0s20 - sen26)x'y'-y'2sen0 cosO
Sieos O0-sen 0=0 3 tg 0=1 =>0 =—

> 2 2 2

y , X y'
z=X" eo0s—sen y' sen—eos— ---—-- de donde z =-—
4 4 4 4 2 2 2 2
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1.13 Ejercicios Desarrollados.-

1

Discutir y graficar la superficie z :Lln(x‘l +2x2y+y2)
2

Z=

a)

b)

c)

d)

Solucién

~In(it4 +2x2y +y2)=In|x2+y| => \y +x2\=ez

Intersecciones con los ejes coordenados.

- Coneleje X;sehacey=z=0;x =1
- ConelejeY;sehace x=z=0;y=%1

- ConelejeZ;sehace x=y=0;3, no existe interseccion

Las trazas sobre los planos coordenados.
- Sobre el plano XY;z=0; x2=-(y 1) parabola.

- Sobreel plano XZ;y =0;z=Inx2.

- Sobreelplano YZ; x =0;z=In]y]|.

Simetrias en el origen, Ejes y planos coordenados.

- Con respecto al origen de coordenadas 3
- Con respecto a los ejes coordenadas 3
- Con respecto a los planos coordenadas es simeétrico con respecto al plano YZ.

Secciones paralelas a los planos coordenados.

- Al plano XY; z =k, |y +x2 |=ek, familia de pardbolas.

2. T
- Al plano XZ; y=k,x *e"- k. .

- Al plano YZ; x=k,y =ec-k~.

35
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a)

b)

Solucién

Intersecciones con los ejes coordenados.
X2+y2*0 => x*0, y*0

- Con el eje X; sehacey=2z=0;3

- Con el eje Y;se hace x=z=0;3

- Conel eje Z; se hace x=y=0;3
Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY;se hacez=0; x=0,ye R.
2

- Sobre el plano XZ; se hace y = 0; z7=—.
X

- Sobre el plano YZ; se hace x = 0; z=0

Eduardo Espinoza Ramos
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c) Simetrias.
- Encel origen, existe.

- Enlos ejes coordenadas, 3 eje X, 3 eje Y, 3 eje Z.
- Enlos planos coordenadas, 3 plano XY, 3 plano XZ, 3 plano

d) Secciones Transversales.

37

YZ

- En el plano XY; se hace z = k, obteniéndosek(x2+y1)=2x, familia de

1
circunferencias de centro (—, 0) yradio r - —.
k k

3) Discutir y graficar la superficie z =In(x2+y 2)
Solucién
a) Intersecciones con los ejes coordenados.
- Con elejeX; sehacey=z =0;x = =I
- Con elejeY;sehacex=z=0;y==1

- Con elejeZ; sehacex=y=0;3 zeR
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b)

c)

d)
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Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY; se hace z:O,In(x2 +y2 ) = 0de donde X2 +y2 = Icircunferencia.
- Sobre el plano XZ; se hace y = 0; z = 21In]x|.

- Sobre el plano YZ; se hace x =0; z=2In|"|.

Simetrias.

- Enelorigen 3

- Enlos ejes coordenadas, 3 eje X, 3eje Y, 3 eje Z.

- Enlos planos coordenadas, 3 plano XY, 3 plano XZ, 3 plano YZ.

Secciones Transversales.

- En el plano XY; se hace z = k, de donde In(;c2+y2)=¢ => x2+y2=ei,

familia de circunferencias.

nol
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4) Discutir y graficar la superficie Ix |+ |y]| =1
Solucién

a) Intersecciones con los ejes coordenados.
- Coneleje X;sehacey=z=0;x =+l
- ConelejeY;sehacex=z=0;y =41
- ConelejeZ; sehacex=y=0;3 z€R
b) Las trazas sobre los planos coordenados.
- Sobre el plano XY; se hace z=0, |[x|+]|y| =1 esun rombo.
- Sobre el plano XZ; se hace y=0; x =z%1.
- Sobre el plano YZ; se hace x = 0; y=#1.
c) Simetrias.
- En el origen 3
- En los ejes coordenadas, eje X 3, eje Y 3, eje Z 3.
- En los planos coordenadas, plano XY 3, plano XZ 3, plano YZ 3.
d) Secciones Transversales.

- En el plano XY se hace z = k, x| +]y|=1

39
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5) Discutir y graficar la superficie cuya ecuacién es dada por X"+ y-4z =0
Solucidn
a) Intersecciones con los ejes coordenados.
- ConelejeX;sehacey=z=0;x =0
- ConelejeY;sehacex=z=0;y=0
- ConelejeZ; sehacex=y=0;z=0

b) Las trazas sobre los planos coordenados.

- Sobre el plano XY; se hace z=0, x2+y 2 =0 es un punto (0,0)

- Sobre el plano XZ; se hacey =0; 4z =x 2 es una parabola.

- Sobre el plano YZ; se hace x =0; 4z =y 2 es una parabola.
c)  Simetrias.

- Enelorigen 3

- Enlos ejes coordenadas, el eje X 3 ,eje Y 3, eje Z 3.

- Enlos planos coordenadas, plano XY 3, plano XZ 3, plano YZ 3.
d) Secciones Transversales.

- Enelplano XY ;se hace z = k, x2+y 2 =4k, familia de circunferencias.
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6) Trazar la superficie cuya ecuacion es x1-y 2-2z2+2x =1
Solucién
xg -y 2 -2 22 +2x =1, completandocuadrados (+é|)2_y22 z 2=1,

es un hiperboloide de dos hojas de centro en C(-1,0,0).
Su interseccion en el eje x es -1 +-J2,-1 -V ?,

haciendo el traslado del origen (0,0,0) al punto C(-1,0,0) se tiene.

7 Hallar la ecuacion de la superficie esférica que pasa por la circunferencia de
interseccion de las superficies  esféricas x? +y2 +22 4 x- 8j+6z+12=0;
x~2+y2 +z~7-4x +4y-6z-12 =0 y que es tangente al plano x + 2y- 2z = 3.

Solucion

Aplicando el criterio de la familia de superficies.
X2+y2+722-4x-%y +6z2 +\2 +k(x2+y2+z2-4x +4y-62z-12) =0
A+AW2 +(I+k)y2+(\+k)z2-4(k +D)x +4(k~2)y+(6-6k)z =12k-\2

a + ME-2)y, 6(1-k) _ 12k-12

, completando cuadrados
k+1 A+1 A+

2. 2 2
X +y +z -
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2 2{k-2) 2 3(1-*) , 29k~ -26% +17 _
(X-2) +(y+ __________ ) +(Z+ ) = ] ,dEdonde
K+ K+ (k+ly
4-2%- 3(1-%) 29%-.26%+ 17
C(Z, , ‘e
k+1 k +1 (*+9

como la superficie es tangente al plano P: x +2y-2z=3

2 B 3
2 2 29* -26*+ 17 k +1 k +1

d'*p)’r — W

29k2-26* +17 (13-11%)2 2
; - rr- 35* +13*-4 =0 de donde
(*+ 1) 9(1+*)

4

1 1 2
(5*-1)(7*+4)=0 => *=-, *=— | para *=- => C(2,3-2), r =9
5 7 5

X2+>»2+22-4x-6)+4z+8=0

Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera x2+yz +z2-10x + 2 y+26z = 113

X +5 -1 z+13x+7 +1
y paralelas a las rectas Z,j* y A yrz A z=\
-3 2

Solucion

E: x° +y2 +2% -10x +2y+26z =113, completando cuadrados se tiene:
E: (x-5)2+(y +1)2+(z+13)2=308, de donde C(5,-1,-13) y r =V308

x+5 y-1 z+13
-3 2 "a=(2,-3,2)

£+7=2+1 z=g ¢=(3,-2,0)
3 -2

Sea

como las rectas Ly L2 son paralelas al plano tangente entonces la normal al plano P es.
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. J k
2 -3 2
3-2 0

Ahora tomamos la recta que pasa por el centro de la esfera en la direccion de la normal.
L=1[(5-1,-13) +t(4,6,5)/1e R}

SeaAe L => A(4t+5,6t-1 5t-13). Sesabeque o= CA =A-C =(4/,6i,5/)

| CA \\=r=-JI6t" +36t2 +25t2 =308, 77r=308 => t=1%2,

de donde A(13,11,-3), ~'(-3-13,-23).
Las ecuaciones de los planos tangentes son:

(4.6.5).(x-13,y-11,r+3)=0 4x +6y+5: =103

(465).(x  +3,y+13,2+23)=0 4x +6y +5: =-205
Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera x2+y2+z72=49 en el punto M(6,-3,-2)
Solucién

OMIIN pero OM=M -0 =(6-3,2)

—

Luego N =(6,-3,2) entonces la ecuacion del

plano tangente en M sera:
Y P:N.(x-6;y+3,z-2) =0

P. 6x-3y+2z-49=0
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Demostrar que el plano 2x - 6y + 3z - 49 = 0, es tangente a la esfera x° +y2 +2° =49,

Calcular las coordenadas del punto de contacto.

Solucién

Si P: 2x - 6x + 3z - 49 = 0 es tangente a la esfera
X" +y~+2z2=49 entonces d(C,P)=r
C: Centro de la esfera = (0,0,0)
r: radio de la esfera=7
AN 12(0)-6(0)+3(0)-49149 ,
V4+36+9 V49
por lo tanto P es tangente al Plano
Para hallar el punto de contacto. Hallamos la recta que pasa por
el Centro y el punto de contacto, que por definicién tendra como

vector direccional el vector normal del Plano tangente:

L = {t(2,-6,3) / te R} intersectando L con el plano

ecuaciones de la directriz son:

2(2t) - 6(-6t) + 3(3t)- 49=0 => 4t+36t+9t=49 = t=1 /. P0=(2,-6,3)
Hallar la ecuacion del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a = (2,-3,4), si las
he2+y 2:9’
z=1
Solucién
la directriz.
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12)

. Jjc2+y'2=9
Sea P'(x',y',z') e D entonces la satisface D: ) (1)
[ *k=1]
ahora calculamos la generatriz, es decir:
G XX YTV 2 272 qedbnde  Gri=-YI)is 2-1 2
2 -3 4 2 -3 4

Eliminando los parametros x',y" de las ecuaciones (1) y (2).

Luego de la ecuacion (2) se tiene:

x-x' z-1 2Xx-z +1
X =-
2 4
(3)
y-y' z-1 4y +3z-3
-3 4 y — T™"

reemplazando (3) en (1) se tiene:

2x-z +1 4v+3z-3 7
) +(— ) =9 N 4(2x-z+]1) +4 y+3z-3) =144

\6x2+16y2+132z2-16xz +24yz+16x-24y-26z =131

Sean E:x2+y2+z2+2x-27 +10z=29 ylarecta L={(-6,-10,4)+ t (3,5,-4)/1e R}. Hallar
la ecuacidn de la superficie cilindrica cuyos nimeros directores de las generatrices resultan
al efectuar el producto vectorial de los vectores normales a los planos tangentes a la esfera E
en el punto de interseccion de este cilindro es la curva que resulta de interceptar la esfera
con el plano XZ.

Solucién
E: x2+y +z2+2x-2y+ 10z=29, completando cuadrados
E: (x+1)2+(j'-1)2+(z+5)2=56 donde C(-1,1,-5) centro de la esfera:
L= {(-6,-10,4) + t (3,5,-4) /te R} = {(-6 + 3t,-10 + 5t, 4 -4t) / 1e R}.

SeaPsLnE entonces Pe L a Pe E. dedonde
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SSiPseLL =>FP{" +33t,-+WH- 5144-41); para Signa teefR.
Como P eFE => (-5+3/)2+(-114-5/)2+(9—4/)2=56,dedonde
50/ - 256/+300=0 =>/,=2, t2=3
para /i=2, (1-1,1); para t2— 3, "(4,4,-*3).
Los vectores normales a los planos tangentes son:
V =Cpi =(2-2,6) , N~ =CT2=P2-C =(5X2)

calculando el producto vectorial de las normales a los planos tangentes

ik
R‘i X »2 = 2 '2 6 = (-22,26,16)
5 3 2

La curva directriz resulta de interceptar la esfera E con el plano XZ entonces y —0 por lo tanto.

i(x +1)2+ (z+5)2 =55 .
D: \ la curva directriz
| y=o0

Sea P'(x',y',z") un punto de interseccion de ia directriz con la generatriz, entonces; la satisface.

i (x#1)2-+ (2\+5)2 =55

—<)
I /=0
. - X—x y—=y
calculando la recta generatriz del cilindro. G: dedonde
-32 26 16
OF—«r iy -z—z
: -<2)

-11 113

de la ecuacion (1) y (2) eliminamos los parametros X' ,z' de laecuacién (2) se tiene.

EKE yy Ly
-411,_]_13 13 13)
2—2 yy

8 ~13 13
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ahora reemplazamos (3) en (1) tenemos:

v 2 8y . .2 .
(X+--——+1) +(z--—- 15) =55, desarrollando se tiene:
13 13

169x2+185.y2 + 16922+ 286xy - 208yz+ 338* - 754y + 1690z = 5070

ix2-y2=;
13) Hallar la ecuacion del cilindro, si se dan las ecuaciones de la directriz i y y la
[x+y+z=0

generatrices son perpendiculares al plano de la directriz.

Solucion

(xz-y2 —7
Sea D: i , lacurva directriz.
[x+y+z=0

Sea P'(x'y',z') el punto de interseccion de la directriz con la generatriz, entonces si

P'ix.y'.z) e D setiene:

ix'z-y"2 =z
(D

[X'+y'+z'=0

como la generatriz es perpendicular al plano de la directriz, entonces el vector normal es la
N

direccion de la generatriz es decir a = (1,1])

ahora calculando la ecuacidon de la generatriz.

G -z = (2
: (2)

eliminando los parametros x',y',z' de las ecuaciones (1) y (2).

\x-x'=z-2" \X'=x-z +7'

ly-y'=z-2" [ysy-z+z " - 0)

reemplazando (3) en la ecuacién x'+y'+z'= 0 se tiene:
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27-X-Yy
X—2+7'+y—+7'+7'=0 => 7'=
. 2 Z-X-Yy 2X-2-Y
X'=jc-z2+ - = X'Z -
3
22-X-Yy 2y -z-X
Y'=Y-7 - = Y S A

ahora reemplazando en la ecuacién x'"+y'2—z"

-------------- , desarrollando se tiene.

X" -y" -2xz +2yz-2z +x+y =0

. . . . 2 2 2 .
14) Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera x~ +y” +z~ = 1 son perpendiculares
al plano x + y-2z + 5 = 0. Hallar la ecuacidn de este cilindro.
Solucidn

Considerando la curva directriz en el plano XY para esto z = 0, por lo tanto, la directriz es

, la curva directriz.

Sea P'(x',y',z') el punto de interseccion de la

directriz con las generatriz entonces lo satisface.

\x'2+y'2=1 1
s =0 - (1)

Y Calculando la ecuacion de la generatriz.

) X-x" y-y' z
G: 1 1 ) . ()

De la ecuacion (1) y (2) eliminamos los parametros x',y".
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15)

16)

2X +z
-2 3
_2y+z - @)
y-y=- y =
) 2x+z 2 2y+z 2 .
reemplazando (3) en (1) se tiene. (- )+ (- ) =1, desarrollando se tiene:

2%2+42 W2+ 22+ 2x2+2yz1 =2

Hallarla ecuacion de la esfera que pasa por las circunferencias x%+7° =25, y=2;
X2+22=16 ,y=3

Solucién
X2+22=25, y=2 - -
y Con los datos haremos un grafico para visualiza

el planteamiento del problema.

V. ||~CA ||= r =-JI6t2 +36t2 +25t2 = -x/308
x2+22=16 y=3  Del gréfico se tiene A(0,2,5) y en el A ACD.
r2=(2-b)2+25
. 2 2 . .
En el ABCE setiene r =(3-b) +16, por lotanto al igualar se tiene.
(2-b)~ +25= (3-b)~ +16 => b =-2. Luego el centro es C(0,-2,0) y el radio r*“ =41
X2+(y +2)2+22=41

Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por las circunferencias X +y2 =25,z = 2;
Xx2+y2=16, z=3

Solucién

Con los datos del problema haremos un bosquejo del gréfico.
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Sea C el centro de la esfera de Radio R luego en el

AACD: R2=(2-a)2+25. En el ACBE se obtiene:
RZ = (3-a) % +16. Luego igualando se tiene:
(2-a)2+25=(3-a)2+16 => 2a=-4 => a=-2
Luego el centro es C(-2,0,0) y el radio R =41 por lo
tanto la ecuacion de la esfera es:
E: (jc+2)2+y2+2z2=41
El eje OY es el eje de un cono circular que tiene el vértice en el origen de coordenadas, sus

generatrices forman un &ngulo de 60° con el eje OY. Hallar la ecuacion de este cono.

Solucion

Definimos a la curva directriz en el planoy = 1

jx2+z22=3 . .
D: & , la curva directriz

I y=i
Sea P'(x',y"',z") e DaG entonces se tiene si P'(x',y",z') 6 D entonces satisface a la ecuacion
{x'2+z'2=3
D: .

v=1
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. _ x-0 wv-0 z-0
ahora calculamos la ecuacion de la generatriz: G:
x-0 ~ v'-0” z-0

de donde G 2)

de la ecuacion (1) y (2) eliminamos los parametros x',y':

X X
= y X' ——
X
= y )

z z
—_= z'=—
z ? y y

i X
en (1) se tiene: (4

y y
18) Encontrar la ecuacién del cono, con vértice en el origen, cuyas generatrices hacen un angulo

de 30acon el vector unitario que forman angulos iguales con los ejes X, Y, Z.
Solucién
Por datos del problema se tiene i = (cosa, €os p ,cosy),

como eos” a +eos’ p +cos’y =1 =>3e0s’a =1

puesto que eos a = eos P = eosy

- Vi .S
Y cosa=x-— = U0=-—(11
m7P 2 3

i Sea r =(x,Yy,z) el vector de posicion de un punto

= *x >
cualquiera del cono, como por dato se tiene entonces, r .u =|| r |||| u jleos30a
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Hallar la ecuacién del cono que tiene el vértice en el punto (0,0,C) ; si las ecuaciones de la

2 2
XV
directrizson;. — +— =1, z=0
Q"
Solucién
2 2
—+— =1 o .
Sea D: a2 h1 lacurvadirectriz. Si P'(x',y',z') e D entonces lo satisface,
z=0
2 2
. .
— +‘yt = il ., .
D a b (1), ahora calculamos la ecuacioén de la generatriz donde V(0,0,C) es
z2’=0
o o A > - -
el vertice de la superficie conica. G :—JE—O— = —\—/———0— =2 ycomo z'=0
X'-0y'-0 z'-c
X y_z+¢C . -
G:—=—=-—-—  —(2), de las ecuaciones (1) y (2) eliminamos x\y'
X'y -C
X z-c XC
X =e
X' -C . c-z .
= | ...(3) , reemplazando (3) en (1) se tiene:
y z-¢ «CV
y -c y c-2
1,x.2 2 X yz (Z-CXZ
= L)+ — (AT =1, simplificando se tiene — +>d---z— =0
a c-z b c-z ab c

Hallar la ecuacidn del cono que tiene el vértice en el origen de coordenadas, si las ecuaciones

o ix2-2z+1=0
de la directriz son: i
[v-z+1=0
Solucion
x -2z+1=0 _ x'2-22'+1 =0
Sea D: \ Si P'(x\y',z') e D entonces D: i . (1)

[y-z+1=0 [r-z'+7~0O
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21)

_ ) x-0 y-O0 z-0
La ecuacion de la generatriz es: G:
x-0 v-0 z7-0
X 'y z
de donde G )
X . z
de las ecuaciones (1) y (2) eliminamos los parametros x',y",z"'
X z xz'
PRI
z
, e
4
y. 1 v
y' 7 . z
reemplazando (3) en la ecuacién y'+z'+1 =0
z-m
Z-V
74 X
F—7241=0 = x'-m w @
z-y
=m
Z -
2 ., . X 2 "z g
Ahora reemplazamos (4) en Jt' -2z'+1=0, se tiene: (---—--- ) - +1 =0 simplificando
zZ-y z-y
tenemos la ecuacion x2-z%+ y2 =(

Una vez comprobado que el punto M(I,3,-1) estad situado en el paraboloide hiperbdlico
4x2-7 2 =y, hallar las ecuaciones de sus generatrices que pasa por el punto M.

Solucion
Sea //: 4x2-z2=y = M(I,;3-1)eH =>4-1=3

Las ecuaciones de sus generatrices que pasan por M son (2x + z)(2x - z)=y, de donde

% %
L1:2x+z:k a 2x-z:k— —(D, L|1\2x-z =k a 2x+z :; 2
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de laecuacion (1) 2x+z=k => 2-1=k => k=

x V+1 z-1

-2

de laecuacion (2), 2x-z =k 2+1=k = k=3
Z,: 2X-1=3 a 2x+z:l Z2=2Xx-3 a v=12x-9
3

(x,y,z)eL2=>(x,y,z) =(x,12x-9,2x-3) = (0-9,-3) +x(1,12,2)

Hallar al ecuacion de la superficie engendrada por rotacion de la elipse h

=<
1]
o o

entorno del eje OY.
Solucién

Consideremos un punto arbitrario del espacio M(x,y,z) y que C es el pie de la perpendicular
bajada del punto M al eje OY al punto M lo trasladamos al plano OYZ mediante una rotacion
de esta perpendicular alrededor del eje OY y a este punto designamos por N(o,y,z) ahora

haremos el dibujo correspondiente a la superficie, mediante el cual daremos la ecuacion de

dicha superficie.
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CM=CN donde CM= x2+z~, CA =zt dedonde|zjl=Jx2+2z~ eee(l)
ademas es evidente que yl=y A

El punto M(x,y,z) esta situado en la superficie de revolucién si y solo si N(0,y1,zl) est4 en

2 2

la elipse dada, es decir: _y)\/+ =1 o~ (3)

2 2 2
. . y X +z L
de las igualdades (1) y (2) en (3) se tiene: -by +----- — =lque es la ecuacion buscada.
c
23) Hallar la ecuacién de la superficie engendrada por la rotacion de la hipérbola
2 2

X Z

—2—2~=1,y =0, alrededor del eje OZ.

a ¢
Solucién

Sea M(x,y,z2) un punto en el espacio tomado
arbitrariamente, y D el pie de la perpendicular trazada
desde el punto M al eje OZ. El punto M lo
trasladamos al plano OXZ mediante una rotacién de
esta perpendicular alrededor del eje OZ. Designemos

este punto en dicha situacion por N(x',0,y").

Luego|iDM || =|| DN | donde
[ DM ||=t/(*-0)2+(>-0)2+(z-2)2 =Jx

ademas | DN || =|jc| por lo tanto |X'|="x2+y~ ademds z=72 . Q)

El punto M esta situado en la superficie de revolucidn si y solamente si, el punto N esta en la
2 2
. .. X Z
hipérbola dada, es decir: si —y —y =1 —(2)
a~ ¢
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(V¥2+v2r  ~2

ahora reemplazamos (1) en (2) se tiene. ——-- -—-—-— - =1 simplificando
a c
x*+y? X’ : -
-—-—-j— - — =1, ecuacién de la superficie engendrada.
a c

X2 y2 ZZ
Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la ecuacion — T) ~~~=-1

a e

2 2
z X

se puede tener por rotacion de la hipérbola. \c2 a2 entorno al eje OZ y una sucesiva
y=20
contraccion uniforme del espacio al plano OXZ.

Solucién

Primeramente hallaremos la ecuacion de la superficie de revolucién que se va a generar.

Sea M(x,y,z) un punto del espacio tomado arbitrariamente y D el pie de la perpendicular
trazada desde M al eje OZ, el punto M lo trasladamos por rotacion de esta perpendicular

sobre el eje OZ hacia el plano OXZ. Asignamos a este punto en dicha situacién por
AI(x',0,2").Luego | DM ||=] DN ||, de donde

[DM |=ij(x-0)2 —0)2+(z-z)2 = x2+y2 'y |DN|=|xj, luego se tiene

M =-Ix2+y2 y z=2 como en el punto N(x',0,z') esta en la hipérbola entonces

2 2 2 2 2
Z X . Z X+ v . .,
— - —= 1>Por 1° tanto se tiene: ——j— =1 ... (1), es la superficie de revolucién
c a~ c a
engendrada, suponiendo ahora que se efectda una contraccion uniforme del espacio de la

a
superficie (1) hacia el plano OXZ con el coeficiente de contraccion q = E y que el punto

M*(x*,y",z") es el punto que se traslada M(x,y,zZ) como MM" es perpendicular al plano

a
OXZ tenemos que x =x" , Yy :Ey' , z=7" .. (2) ahora reemplazando (2) en (1) se

. z . o X"y X"y z
tiene. —5- - ——— Jrmm—n =1, simplificando—y - — —t—~~T =
c a c a b a b e

2 Q2
2 X +(b_y) 22 52 a2 2 2 2
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2 2 2
X z
25) Demostrar que el elipsoide escaleno determinado por la ecuacién -y +b—'\-h—j =1 se
a e
iy2 X2
. . +7-=1
puede obtener como resultado de una rotacion de la elipse: la b alrededor del
[ z=0

eje OX y una sucesiva contraccion uniforme del espacio hacia el plano OXY.

Solucién

Hallaremos primero la ecuacion de la superficie de

revolucion que se va a generar. Sea M(X,y,z) un

punto del espacio tomado arbitrariamente y D el pie
A de la perpendicular trazado desde M al eje OX.

El punto M lo trasladamos por rotacién de esta

perpendicular sobre el eje OX hacia el plano OXY,

designemos este punto en dicha situacion por

N(x,y,0) luego |DM|=| ||, de donde:

DM \=yi(x-x)2+(y-0)2+(z—0)2 ="jy2+z2 y | DN | =|y]

por lo tanto j\j="[y X = X (D
X2 y2
como — +—r =1, contiene al punto M siysolosi, el punto N estaen laelipse dada,
a
) X2 y?2
es decir: 24+ 2 -1 - (2)
a b
X2 y -2#22
ahora reemplazando (2) en (1) tenemos — +————b(‘,— =1 . (3
a

La ecuacidn (3) es la ecuacion de la superficie de revolucién engendrada. Supongamos ahora

que se efectia una contraccion uniforme del espacio de la superficie (3) hacia el plano OXY,
c
con el coeficiente g :F y que el punto M'(x",y",z"') es el punto al que se traslada M(x,y,z);

como MM" es perpendicular al plano OXY, tenemos:
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c
X'=x ,y=y',z2'=—z ...(4)

supongamos que M(x,y,z) es un punto arbitrario de la superficie de revolucion (3)

T b y
x2 Yy +(-2")

sustituyendo aqui sus valores de la ecuacion (4) se tiene ——+ i
a b2
2 2,
X y z
—2~+F +~T =1 oee(5)
a b e

Luego la ecuacion (5) es la ecuacién del elipsoide escalena.

lierclc”s Propttestr.”

Discutir y graficar las siguientes superficies:

) |x|+]y|=6-z , 2) 9x2+4y2-12z =0

3) z=In(x+>72) 4) X2+>2=Inz
x2 22

5) h— =4y 6) Jx +y[y +sfz =1
36 25

7) x2+z2=tgj' 8) X2 =2X +4z

9) y2+z=2 10) 4x2+972-22=36

x? Ax%y

1) 2- |x|+! 12> XZ~ 2xV + 2/ x

13) x2+z2 =4y 14) 4x2-9y2+122 =36

15) x2=2y+4z 16) 7 = |x2]-2|x| + |

17) 3x2-6/+222=6 18) x2- 3y2-4z=0
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1)

2)

1)
21)

23)

25)

27)
29)

31)
33)

34)

35)

36)

y¢ +2z¢ =seri”x ) z-xteyt-oax?y?
Ax + N =2 22) z=|y|

ie +z- 24) x1=\4

z+y -2y =0

z=(x+2y+(y-3y-9 28) |x|2z - 2x+2>j2=0

X +/+z -3(x+22)+(>'+8)=0 30) 8x2-4xy +5y2+22=36
2x —y +8z =-8 32) z=(x+2)2+(y-3)2+9
Discutir y graficar la superficie \x\2z-2x+z\y \2=0

Discutir y graficar la superficie 8x2-4xy+5y2+z2 =36
Discutir y graficar analiticamente la grafica de la superficie
a) x2+y2+22-3(x+22)+0'+8)=0

b) 2x2-y2+8z2=-8

Hacer una discusion completa del paraboloide de ecuacion x2-y 2-2x +4y+ =6

Hallar la ecuacion de la esfera de radio R = 3 y que es tangente al plano x + 2y + 2z = -3 en

el punto P(l,1,-3). Rpta. (x-2y +(y-3y +(2+1) =9

Hallar la ecuacién de la esfera que pasa por el origen de coordenadas y por la circunferencia

Rpta. x +y +z -10z+15.v-25z=0
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5)

6)

7)

8)

9)
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Hallar la  ecuacion de la  esfera que pasa por la circunferencia

\x2+y2+22-2x +3v-6z-5=0
i y por el punto P(2,-1,1)

[ 5x+2y-z =3
Rpta. X2+y2+22+9y-9z +14=0
Hallar la ecuacion de laesfera tangente en (4,3,6) al plano 3x + y + 5z - 45 = 0 y tangente

en (2,5,-4) al plano x + 3y -5z - 37 =0.

Rpta. (je-1)2 + (Yy-2)2+(z-1)2 =35

Hallar la  ecuacion de la  esfera que contiene a la circunferencia
X2+Yy2+22 +6X +4y~27 =25; X2+y2+z2+2x-6y+ 12z2=17 y  contiene al
punto (1,-1,2).

Rpta. 17(x2+y2+22)+ 176jc-66>'+2582-950 = 0

Hallar la ecuacion de lasuperficie esférica que pasa por la circunferencia de interseccion de
las dos superficies esféricas X2+y2+z2- 2x+2y - 4z+2=0,

X2+y2+z22-4x-2y-6z+ 10= 0y también pasa por el punto (-2,4,0).
Rpta. x2+y2+z2-19x-32y~21z+70-0

Hallar laecuacion de la esfera que estd en los planos paralelos nx: 2x-y +2z+| =0;

n2: 2x~y+2z-\7 =0 conociendo que P(1,3,0) es el punto de contacto de uno de ellos.

Hallar la ecuacion dela esfera que tiene su centroen larecta b 2x+4y-z-1 =0 a

4x +5y+z-14 =0 y es tangente a los planos x+2y-2z-2 =0, x+2y-2z+4=0.

Rpta.(x+ 12+ (y-3)2+(z-3)2=4

Encuentre la ecuacion de la esfera tangente en (1,-1,4) al plano il:2jt- y +3z-15=0 vy

tangente en (1,-2,5) al plano P2: x-2y+4z-21 =0
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10) Halle la ecuacion de la esfera concéntrica a x° +y +7%+ by- 4z+9 =0 vy tangente al plano

t: 2Xx-3y+2z+4=0.

11) Halle la ecuacion de la esfera cuyo centro esta en el plano XY y es tangente al plano

3x+2y-z-6=0en(157).

12) Se dan dos puntos fijos P y Q, demostrar que el lugar geométrico de un punto Pn que

satisface a la igualdad || PPO ||=n || QPO |j es una esfera (con n constante, n * 1).

13) Hallar la ecuacion de la esfera tangente a los planos XZ y YZ en el primer octante si su radio

es 5y pasa por el punto (9,2,6).
14) Determinar el centro y radio de la circunferencia

i(x-3)2+ (j +2)2+(z-1)2=100

| 2x-1y-z+9=0

Rpta. C(-1,2,3) , R=8

15) Calcular el radio de la esfera que es tangente a los planos 3x + 2y - 6z - 15=0,
3x+2y-6z+55=0.
Rpta. R=5

16) Hallar la ecuacion de la esfera con el centro en C(2,3,-1), que corta en la recta 5x

- 4y +3z+20=0, 3x-4y+z-8=0, unacuerda de longitud igual a 16.

Rpta.  (x-2)2+(_y-3)2+(z+1)2=289

17) Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera x2+y2+z2 - 8x- 2y +2z+10 =0 y que sea

paralelo al plano x + 2y - 2z - 3= 0.
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18)

19)

20)

21)

22)

23)
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Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene el diametro de la esfera

X2+y2+z2+2x-6y +4z-11 =0, que es perpendicular al plano 5x-y + 2z -17 = Q.
Rpta. L: x=5t-1,y=-t+3 ,z=2t-05

Hallar la ecuacion candnica de la recta que contiene el diametro de la esfera

X|~+y2+ ? -x+3y+2z-13=0, queesparaleloalarecta x=2t-1,y=-3t+5, z=4t-7.

Jt-05 y+15 z+05
Rpta. L: =- =

Hallar en la esfera (x-1) 2+(y+2) 2+(z-3) =25 el punto M més proximo al plano

3x -4z + 19 = 0y calcular la distancia d del punto P a éste plano.

Rpta. M(-2,-2,7) , d=3

Hallar la ecuacion del plano que pasa por la linea de interseccion de las dos esferas

2X2+2y2+222+3x-2y +z-5 =0 ; x2+y2+z2-x +3y-2z+1=0.
Rpta. 5x -8y +5z-7=0

El punto C(l,-1,-2) es el centro de una circunferencia que corta en la recta 2x - y+2z —12=
0, 4x - 7y -z + 6 = 0 una cuerda de longitud igual a 8. Hallar la ecuacion de la

circunferencia.

x-1)2+(y+1)2+(z+2)2 =65
Rpta, c [(x-1)2+(y+1)2+( )
1 18x-22y+5z2-30=0

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos A(3,-1,-2) , B(I,1,-2) y
C(-1,3,0).
C(x-2)2+y2+(2-3)2=27

Rpta. C
[ x+y-2=0
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2 i 2
24) Demostrar que el plano 2x - 6y + 3z - 49 = 0 es tangente a la esfera x +y~ +z =49,
calcular las coordenadas del punto de contacto.
Rpta. (2,-6,3)
25) Hallar los valores de A para los cuales el plano x + y + z = A es tangente a la esfera
x2+y2+z2=12.
Rpta. A= *6
26) Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera (x-3) 2+{y—1)2+ (z+2) 2224 en el
punto M(-1,3,0).
Rpta. 2Xx-y-z=-5
27) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera (x-3)2 +(y+2)2+ (r-1)2 =25
paralelos al plano 4x + 3z - 17 =0
Rpta. 4x +3z-40 =0 ; 4x+3z+10=0
28) Determinar la ecuacion del plano tangente al elipsoide x2+(>'-1)2+4(z+2)2=4
paralelo al plano tangente de la esfera X +(y-1D +@z+2) =9 en el punto
(-11.-2+Vs).
Rpta. 3x-6a2z+2V3+6V2-4 =0.
29)

Deducir la condicidn, segun la cual el plano Ax+Bv+Cz+ D =0, es tangente a la esfera
X2+y2+z2=R2.

Rpta. A2R2+B2R2+C2R2=D

30) Encuentre laecuaciéon de la esfera tangente en (1,-2,4) el plano n~x-j> +3z-15=0 y

tangente en (1,-2,5) el plano n2:x-3>,+4z-27 =0.
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31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)
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Por los puntos de interseccion de la recta x =3t-5, y-5t-11, z=-4y+9 y la esfera

(x +2)2 + {y-l)2 +(z +5)2 =49 se han trazado planos tangentes a esta esfera. Hallar sus

ecuaciones.

Rpta. 3x-2_ y+6z-11=0, 6x+3y+2z-30=0

Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la esfera x 2+y 2+z 2_ 9 paralelo al plano
X+2v-2z+15=0.

Rpta. x+2v-2z-9 =0, x+2v-2z+9 =0
Demostrar que por la recta x=4?+4, y-3t +1, z=1i+1| se puede trazar solamente un

plano tangente a la esfera x2+y2+z2- 2x+ 6y+2z+8=0 y hallar su ecuacion .
Rpta. x-y-z =2

i8x- 1ly +8z =30
Demostrar que se puede trazar por la recta ][ ) 0 , dos planos tangentes a la
X-y-2z =

esfera x2+y2+z2+2x-6y +4z-15=0

Hallar la ecuacion de la esfera que estda en los planos paralelos
orli2x- y+2z+1=0, N2:2x-_y+2z-17 =0, conociendo que /q(1,3,0) es el punto de

contacto de uno de ellos.

Hallar las ecuaciones de las esferas que contenga él circulo x2+y 2+:2=5, x+2y+ 3z= 3

y son tangentes al plano 4x + 3y = 15.

Encontrar la ecuacion de la esfera que es tangente al plano x- 8y +4z+ 7 =0 vy es

concéntrica alaesfera x2+y2+z2-12x-4y-6z +33=0.

Hallar la ecuacion de la esfera cuyo centro esta en el eje X y pasa por los puntos Pj (0,5,0) y

P2(-2,1,0).
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39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

Encontrar la ecuacidon de la esfera cuyo centro esta en el plano XZ y es tangente al plano

2x-y +z—4 =0 enel punto P(1,7,4).

Hallar la ecuacion del plano P que contiene a la recta L = {(1,2,3) + t(1,-1,0) / t e R) de
2 1

modo que dicho plano sea tangente a la esfera x +yt +z'=1.

Determinar la ecuacion de una esfera cuyo centro esta sobre la recta y €es

tangente a los planos Px: x+2y-2z =2y P2: x+2v- 2z+4=0.

Demostrar que el elipsoidle — +-—+— =1, tiene un punto comdn con el plano
81 36 36

4x - 3v+12z- 54 =0 y hallar sus coordenadas.

Rpta. c¢(6,-2,2)

Demostrar que el hiperboloide de dos hojas — +-—- — =-1 tiene un punto comin con el
4 25

plano 5x+2z+ 5= 0 y hallar sus coordenadas €(3,0-10).

2 2
X z
Demostrar que el paraboloide eliptico —9 h----- =24 tiene un punto comun con el plano
4

2x-2v-z-10 =0 y hallar sus coordenadas.
Rpta. ¢(9,5,-2)
Discutir y graiicar las superficies cilindricas, rectas cuyas ecuaciones se da.
x2-4z =0 b) yl+z =4

c) 9x2+4y2=36 d) v2+z=2
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46)

47)

48)

49)

50)

55)
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e) X2+y2-2v=0 f) 9v2-4z2=36
9) W V24,12 9 h) 23 +y2/3 =1

Dada la ecuacion de la directriz y los nimeros directores de las generatrices de una superficie

cilindrica. Hallar su ecuacion y su grafica.

a) y2=4x, z=0; [l,-1,1] b) x2+z2=1y=0; [21,-1]
c) x2-y2=1 z=0;[0,2,-1 d x2+y=1z=0; [2,0,1]
e) 4r2+z2+4z=0,y=0; [410] f x3+z3=1y=0; [3,I,-1]
g) 2y2+z2=2, x=0; [1,2,3] hy xz=1 y=0; [2,-1,0]

Hallar la ecuacion de la superficie cilindrica cuya directriz es y2+z2=1 x=0 con

generatriz ortogonal al plano x +2y- 2z- 4= 0.

. iy . . 7 7 2
Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera x +y +z - 2x+4y+22z-3=0,

son paralelas alarectax=2t-3,y=-t+7,z= -2t+5
Rpta.4x“+4y2+22+12y-6z+ 8xz-4_yz = 27.

Las ecuaciones de wuna recta paralela a la generatriz de la superficie cilindrica es
X+2y-z =4, 2x-y+1z+6=0,y laecuacion de su directriz es 2x2 + y2 =4, se pide

hallar la ecuacién de su superficie.

Encuentre la ecuacion del circulo que es perpendicular al plano XY, y cuya directriz es el

circulo en el plano XY con centro en c¢(4,-3,0) y radio 5.

Hallar la superficie cilindrica cuya directriz es la interseccion de las superficies
3x2->’+3z2=1 o 2x+3y-:-1i) y cuya generatriz son paralelos a la recta
x—1 v-4 z+2
[ =
-1 2 3
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56)

57)

58)

50)

60)

61)

62)

63)

64)

65)

Identificar y graficar la superficie x~ +y 2 +4r2 - 2xv +4xz- 4yz =1.

Graficar la superficie x 2+y2+5z2-2xz +4yz =\, ¢es una superficie cilindrica? Es caso

*

afirmativo hallar sus elementos.

Graficar la superficie x2+6y2+25z2+2xz-24yz-16 =0 en caso de ser superficie

cilindrica, hallar sus elementos.

Demuestre que x 2+4y2- 2xz +Hyz+5z2 =4 es una superficie cilindrica y conociendo sus

elementos, halle su grafica.
L - . . . X —
Encuentre la ecuacion del cilindro de radio 2 y tiene por eje a la recta —------ y=3-12

Halle la ecuacion de la superficie cilindrica cuya directriz es 4x2+z2+4z=0, y=0 vy la

generatriz tiene como numeros directores [4,1,0],

Pruebe que la ecuaciébn x2+y2+5z2+2xz+4yz-4 =0 representa una  superficie

cilindrica. Halle la directriz y la generatriz esboce la gréfica.

Hallar la ecuacion del cilindro circunscrito a las dos esferas

£, (jc—=2)2+(y-1)2+22=25, E2: x2+y2+22=25.

Demostrar que la ecuacion 2x2+2y2+4r2+4xz- 9yz =2 representa una  superficie

cilindrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y los nimeros directores de sus generatrices.

—
Hallar al ecuacion del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a =(2,-3,4), si las

Ix2+y2=9
1 *= |

ecuaciones de la generatriz son

Rpta. 16x2+16y2+13r2-16jrr+24]/z+16jt-24y = 26z
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Hallar la ecuacidon de un cilindro circular que pasa por el punto M(2,-1,1) si la recta

x=3t+1 y=-2t- 2, z=t+2, en el eje del mismo.

Rpta. 5x2+10y2 +13z2+ 12xy-6xz + 4yz+26x +20y-38z2+3=0

Demuestre que las ecuaciones dadas representan una superficie cilindrica y hallar la ecuacion

de su directriz y los nimeros directores de sus generatrices y construir su gréafica.

a) 4x~ +64y +z - 32xy+4z=0

b) 8x2-9y2-9z2- 6,ry+22v+ 12y +
0) X2+4y 2 +522 +2xz+ 4yz-4 =0

d) lix~ +2y 7+ 2z~ - 8w -6xz-2 =0

e) xz+2yz- 1=0

f) X2+522-2xz+8yz+4y2-4=0
9) 2x2+4y2-4xz +622+8yz-4 =0
h) ' +x2+2y2+2yz-2.xy-1=0

0 2X" +y2+3z2-2yz+4xz-2 =0
i) Z +4xXv+2y~-4Xx7 +6x~+4 =0

Dadas las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del vértice de una superficie conica,

hallar su ecuacién y hacer su gréfica.
a) H+t2=4, z=2, V(0,00) Rpta. x2+y2=z2
b) x2=2y, z=-2, V(0,00) Rpta. x2+yz=0

C) z~=4y, y=0,Vv(2,0,0) Rpta. z~+2xy =4y
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69)

70)

71)

72)

73)

d) y2+2z2=9, x =2, F(-410)
Rpta. 8x2-9v2-9z2- 6xy+2A+127+5=0
e) x2-4z2=4, y=3, K(-,1))
Rpta. 4x‘-1y2-16z2-4xy+ 16yz+12x+26y+48z =31
f) N=x3, z=2, F(0,0,0) Rpta. 4*3-/=0
Hallar la ecuacidn del cono circular, si los ejes de coordenadas son generatrices de él.
Rpta. xy+xz+yz=0
Hallar la ecuacion del cono que tiene el vértice en el origen de coordenadas, si la
generatrices son tangentes de la esfera (x +2)° + (y- D)%+ (z- ) =9.

Rpta. x2+4y2-47"+4"+12x2-6"z2 =0

Hallar la ecuacion del cono que tiene el vértice en el punto P (5,0,0), si las generatrices son
tangentes a la esfera x2+y2+z2=9.

Rpta. 9x~-16y2-16zZ2-90jr+225=0

Hallar la ecuacién del cono cuyo vértice esta en el punto (3,-1,-2) si las ecuaciones de la

\x2+y2-z 2 =i
directriz son:
[x-y +z =0

Rpta. 3X3-5_y2+ 7z2-6 xy+ \0xz-2yz-4x +4y-4z +4=0

x-2 _ _y+l_z+1 : : - -
La recta----—-—-= —— =---—- es el eje de un cono circular cuyo vértice esta situado en el

-2 -1
-z s - 5 7 -
plano 0YZ. Hallar la ecuacion de éste cono, si se sabe que el punto M (I,I,—2) esta situad«

en la superficie.

Rpta. 35*2+35/ - 52z2- 232xy -1 16xz+116.yz+232*-70"-116z+35=0
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74) Hallar la ecuacidon de la superficie cuya directriz es la curva C: x =cost, y=I + sent,

z=2+sent,y,ycuyo vértice es el punto V (I,1,-2).

75) Hallar la ecuacion del cono cuyo vértice estd en el origen de coordenadas, si se dan las

ecuaciones de su directriz.

2 2 2 2
X y X y- Z
a) — +7r =i, z=c Rpta. _ +~T "
a b a b C
) x2 22 L Rot x2 22 \/2
—_— 4+ — = y =) p a. - -
a c a T+ c ~Tr=1
2 2 2 Z2 X2
9 y] + L :ll, X=a Rpta. y2 + 2
b c B c a2
52 Vz 2
76) ' Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una hoja-—-y
4 9 16
son paralelos al plano 4x +4y +3z- 17=0.
X Vv-3 z X-2 'y z
Rata. G, —=-——-—-=— | G-ji-———-=—= —
1 0 -2 0 3 -4
77) Hallar la ecuacion del plano que es perpendicular al vector a = (2,-1,-2) y tangente al
2 2
. L Xy
paraboloide eliptico — +— =2z.
3 3
Rpta. K\2x-y-2z-A-0
78) Hallar los valores de m para los cuales la interseccion del plano n:x+my-2 =0 con el
. o X2 22
paraboloide eliptico-----1--—-—y , sea
2 3
a) Una elipse. b) Una parabola.

1
Rpta. a) m*0, m> ,perosi m= resulta una elipse degenerada, un punto.
4 4

b) m=0.
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79) Demuestre que las intersecciones del plano: /r:4x +5y+ 10z- 20 =0, con el hiperboloide de
X2 2 ZZ

una hoja--—-—- e =1, son generatrices de éste. Hallar las ecuaciones de estas
4

generatrices.

[Ly+2z=0 i2x-5z2=0
Rpta. Gj n N C|
1 x+5 =0 y+A =0
x2 vi o2
80) Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una hoja — +5 -------- 6 1, que
4 1
son paralelos al plano 6x +4y + 3z- 17=0.
. z y zZ
Rpta. Li\x=— , y=3; L2° =— , x=2
-2 3-4
81) Una vez comprobado que el punto A(-2,0,l) esta situado en el paraboloide hiperbdlico
2 2
LI A =z, determinar el angulo agudo formado por sus generatrices que pasan por el
1
punto A. Rpta. 6 =are.cos(—)
82) H4lar la ecuaciénde la superficie conica si su vértice es (0,-p,0) y su directriz esta dado por:
X+ V 2+z 2 :p"2 2 22
Rpta. x2+z2-y1- pz=0
y+z=P
83) Hallar la ecuacion del cono cuyo vértice esta en el punto (3,-1,2) si las ecuaciones de la
directriz son X o4y -z¢7l
[x-y +z=0
84) Un punto P que se encuentra sobre la recta que pasa por los puntos (4,2,2) y (-2,0,6) es el

vértice de una superficie cdnica, sabiendo que la segunda componente de P es 1y que la
directriz del cono se encuentra en al interseccion de la esfera x2+y2+z2-2x-4y-2z =3

con el plano z = 0. Hallar la ecuacién de la superficie conica.
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85) Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion generada por la rotacién de la curva dada

entorno al eje indicado.

a) C.z~ey, x=0, ejey Rpta. x+z= 2
b) C:y=3x,z=0, ejex Rpta. sz-yz-zzzc’
= — 0 ai 2, .2 _.
c) C:y=Inz, x=0¢jez Rpta. x“+y“=Inz
d) C:z2=2y, x=0¢ejey Rpta. x2+z2-2y =0
e) C.yliz =4, x=0ejey Rpta. y2-x2-22:4\
0 C:9x2+4y2=36, z=0 Rpta. 9x2+4y2+9z2=36
9) C:x2+2y=6,z=0 Rpta. x2+z2+2y=6
h) C:y2=2z, x=0 Rpta. y4-4x2-4z2=0
i) C.z=e* y=0 Rpta. z :e\lchryz
PAVAN
J) Cz=-———1, v=0 Rpta. vy 2+z2 . e
\+x ! (1+x )
86) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por rotacion de la elipse.
2 2
Yo 214 _ x> xP2’
b ¢ entorno el eje QY. Rpta. -j+ -—--- 2— =1
b c
x=0
87) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la elipse.
|*2 \/2 , Xz Vz +22
]aT+IT'1 alrededor del eje OX Rpta. — +- 5— =1
a~ b~

z=0
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88) Hallar la ecuacidn de la superficie erlge)ndrada por la rotacion de la hiperboloide

2 2
X 27=1 _ xZ+y? 7
a c alrededor del eje OZ. Rpta. -———-—-— =
a c

7=0

2 y2 7
89) Demostrar que el hiperboloide de una hoja determinado por la ecuacion. y =1,

a e

2 2
X A
se puede obtener por rotacion de la hipérbola —--—--- j =1 y =0 entorno del eje OZ y una
a ¢

sucesiva contraccién uniforme del espacio hacia el plano OXZ.

90) Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la  ecuacién
2 2 2 2 2
Xy~ oz z X
—Z"b—2~—2~= —1’ se Puec’e obtener por rotacion de la hipérbola — --y =17 =0
a e c a

entorno del eje OZ y una sucesiva contraccion uniforme del espacio hacia el plano OXZ.
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FIN< IONES VECTORIALES DE VARIABLE REAU)

Pre-RequiSitOS.-  Para la comprension adecuada de este capitulo de funciones

vectoriales de variable real se requiere del conocimiento previo de:

- Calculo de funciones de una variable real.
- Geometria Analitica.

- Reglas béasicas de diferenciacion e integracion para funciones de una variable real.

Objetivos.-  Establecer los conocimientos necesarios para el trazado de las curvas de tal
manera que en cada punto de la misma se determine

el triedro movil, asi como los planos osculador, normal y rectificante.

Al término de este capitulo el estudiante debe ser capaz de:

Describir las curvas en el espacio por medio de ecuaciones paramétricas y como

interseccion de superficies.

- Utilizar las funciones vectoriales para describir el movimiento de un objeto a lo largo de

una curva en el espacio.
- Definir el vector tangente unitario, el vector normal unitario y el vector binormal.

- Calcular los planos: osculador, normal y rectificante.

- Discutir la descomposicion de la aceleracidn en sus componentes tangencial ynormal.
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2.1

Introduccién.- Se ha estudiado la recta Len i?3 que pasa por el punto p0(x0,Yo>zo)
—»>
y es paralela al vector a=(a ,a2,a ) como el conjunto
, -
L={p(+ta/te R}. Luego a cada nimero real t le corresponde el punto pQ+t a de la

recta, a tal correspondencia le llamaremos funcién vectorial de variable real y que
-
denotaremos por / de donde su regla es:

f-t) - PO “ +V ' *0+V T *o+a ¥)

El dominio de la funcion f(t) es el conjunto de los nimeros reales y el rango de f(t) es la

—>
recta que pasa por el punto pO y es paralela al vector a, cualquier funcidn que tiene como

dominio el conjunto de los nimeros reales y como rango un conjunto de vectores se llama
funcion vectorial de variable real. En este capitulo estudiaremos a este tipo de funciones.

2.'2"""D'e'%mic%6‘n.-l' Sea | un subconjunto de los nimeros reales (ICR), se llamara funcion

2.3

_y
vectorial de una variable real: / : / —/?" sia cada elemento de | se le

—>
hace corresponder via / un elemento Gnico de Rn es decir:

donde las n funciones se denominan funciones componentes de la funcion vectorial f(t) y
son funciones reales de variable real, donde /. (t) se denomina la i-ésima componente de la
funcion vectorial; como caso particular daremos la siguiente definicion.

Deflnicién.- Sean fxf2,fyl-)R, tres funciones reales de variable real, entonces
V te DJf\ r\DJg niDJ.3 existe un vector definido por:

I(o=/,(*)7+/2(07+/3(0*
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al vector f (1) se le llama funcion vectorial de variable real, al cual denotaremos por:

I /e R——>73, tal que
______ (1) = (110,120 ./13(0)

donde /j(t),f2(i),f3(0 son las componentes de la funcion vectorial.

—
Observacion.- 1) £>f_,: IIJ)l,n DJE nD r= Dominio de / (campo escalar)

N
2) Rangode/ =R\ =RMAuR”™ u (campo vectorial)
N
Ejemplo.- La ecuacion /(/) =(1,2,3)+;(2,51)=(1+2/,2+5?3+/), D”=R describe una
7

funcién vectorial de variable real; el rango de esta funcion es una recta en R* y la
funcién es una correspondencia o transformacion de puntos sobre la recta real R en puntos

sobre la recta que pasa por (1,2,3) paralela al vector (2,5,1).

El punto OeR se transforma en /(O) = (1,2,3).
¥
El punto 1 e R se transformaen /(1) = (3,7,4), etc.

Si /(/) se escribe en términos de sus componentes tenemos /(/) = (/j (/)./, (f)»/3(0)

donde f\(t) =\+2t, /,(0 =2+5/, f3(t) =3+t son funciones reales de variable real,

=
Ilamadas componentes de la funcién vectorial /(/).

En general, si el rango de / es un conjunto de vectores de Rn podemos escribir:

% —=*

I =07, ... fn). donde/ (/) eslai-ésima componente de /(?).

La representacion de una funcidn vectorial en términos de sus funciones componentes nos
permite aplicar a las funciones vectoriales los criterio desarrollados en el célculo de

funciones reales.
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Ejemplo.-  Si /,(i) =jd+ax, f2(t) =y0+a2t, /3(i) =Zo+a3 son las funciones componentes,

entonces la funcidn vectorial f(t) es expresado en la forma:

[(0 =/j(0 *+/2(0 j+ £3(*) k =(xQ+al) i+(y0+a2)j+(z0+a%)k
=(x0 +ajf,>-0 +a2t,z0 +a3)

ésta funcidn vectorial representa una recta que pasa por el punto p0(x0,y0,z0) paralela al
N
vector a = (a”a”aj.

Es importante que: t eR y fue

N
transportado por / y procesado via

—_
regla de correspondencia de /

Po(x»>y8>70)
Y

transformandose en un vector en R3
con origen en (0,0,0), estos vectores
“trazaran” a la Recta L.

Ejemplo.- Si /,(f) =cosi, f2(t) =senr, para te [0,27t], la funcidon vectorial f(t) es

A N _)_
expresado por /(?) =cosi. ¢+seni.y,que representa una circunferencia en el plano
XY.
Ejemplo.-  Si /(?) =(3t, t ) es una funcion vectorial. Demuéstrese que el rango de / es una

2

parébola en R
Solucién
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Ejemplo.-  Si /(/) = (a.cosh/, ¢;senh/), a> 0 y b > 0. Demuéstrese que el rango de f ,es una
rama de la hipérbola.

Solucioén

un punto (x,y) e R si ysolosi/(/) =(x,y), para algin t de donde (acosht, b senht)=(x,y),
7

por lo tanto se tiene:

X_=cosh *t 2 2
(jic= ocoshi - X 2 2
_ entonces a2 2 =cosh®t- senh’t=1
[v = Asenhi y 2 ) a~ b
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T 1
X v!
como (x,y) esta sobre la hipérbola — — 7-= 1,y como x = aeos h t> 0, entonces el rango
a

2 2

de f esuna rama de la hipérbola. R7 = {(xyy) e R2/— ’;) =1}
a

Ejemplo.-  Trace la gréafica de la imagen de las siguientes funciones.

—

i) /(O =(cosi, sen/,2)
Solucién

Sea G = la grafica de la funcion vectorial, si (x,y,z) e entonces x =eost, y=sent,
f

z=2,paraalgint Asi, Vte R. x2+y2=eo0s21+sen2/=1 y z =2, esto quiere decir que

laimagen def{t) es la curva que estd en la interseccion del cilindro x 2+y 2 =1 y el plano

z=2.

Solucion

Si G = la gréfica de la funcion vectorial entonces (x,y,z) e G” implica x = 2t ,y = 3t
7 /
x? —
z=t2,de donde 3x =2y y z=— , esto quiere decir que la imagen de/ es la curva de
2

X
interseccidn de las superficies 3x =2y ,y z= v
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Operaciones Algebraicas con Funciones Vectoriales -1

Las combinaciones de funciones vectoriales 6 de una funcion vectorial en una funcion real se
obtienen mediante las operaciones del algebra vectorial, las cuales son dadas mediante la

siguiente definicion.

=

Definicion.- Consideremos las funciones vectoriales f,g:R ------ >Rn con dominio D vy
7

D respectivamente y sea (p: R ---—--- >R una funcion real con dominio Djf\ a

g

las funciones f+ g, f —g, <p.f y f-g, definiremos mediante la siguiente regla de

correspondencia.

1) (f+ g)U)=f(t)+ gU), Vte D("*=2 ne>n

f+g f g
2)  (f-g){t) =J(J)-g{t), Vte =D nD*
f-g f g

3)  (<p.H(®) =(p(t).f(t), D =D nD
<p,f P f

- -n
4) (f-g)(t) =d\i).g(i)= X

" (O _g!(o ) =
i=1 f-g f [s}
5 Sea J,g\ R -—-- >R funciones vectoriales, entonces la funcién producto vectorial

/ vg estd dado por: (f x g)(t) =f (t)xg(t), D
txg 1 g

6) La funcién compuesta de qx R-—- >R con f:R --—-- >R" es dado por la regla de

correspondencia:

(/o<p)(0) =/(cp(0) = (/i (<p(0) J 2(<p(0)  f,, (<P(0))
= ((/1 0Cp)(0,(/2 °<P)(0>—. (A 0(P)(/))

por lo tanto: locp = (/tocp, [ 20<p,..../,, ocp)
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Ejemplo.-  Si f(t) = (i\r2,i) y g(f) = t). Hallar (/.g)(1) y (/<g)(l)
Solucion
S f \) =/l =111 111-11 _
e conoce que (f.9)(\) =/(1).g(1) = WL~ —D =+ 41 =—
'
(/1" 3)(i)=T (i).vg(i) % 1 q 3 85

1 1:<4’ 9 36>
9 4

Ejemplo.- Sean /(/) =(t2+1,0,i3) y g(t) =(sent,-cosi,0).

Hallar a) f(a+b) b) g(t-3) c) I(senl)*g(t2+1)

Solucion
a) f(a+b)=((a+h)2+1,0,(a+h)3)=(a2+b2+2ab+1,0,a3+3a2b+3ab2+ 33)
b) g(i-3) = (sen(i-3),-cos(i-3),0)
¢) /(seni) =(sen2/+1,0,sen31), g(t2+1)=(sen(r +1), -cos(/2+l), 0)

i j k

7 (sen)*g(r +1)= sen" t+1 0 sens

sen(i2+1) —eos(/2+1) 0

= (sen3/.cos(/2 +1),sen3/.sen(i2+1),-(sen2/+I)cos(/2 +1))
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Consideremos las funciones vectoriales / ,g: R ------ >R , definimos por:

yli- [/ 1 rn =+ "21-1621 41
A = (2T —1—2/1 " V2~ T g(0 =([M r[li

Hallar D, D ,D*~
f K /+g

Solucion

Calculando el dominio de f ; D-,=Di. nDf nDr, donde f.(t) =—=-—-r—- ,
Jl h rf2i-11]-2/

12(i) =v'f2=/ , 13 =T)/|]. Ahora calculamos el dominio de cada funcién.
/j (?) esta definida si:
L-[1N]>0 a /[2r-111-2/%0 = I-[|i)] >0 =>[ifl<l=>/<2

f21-111-21*0 o [#0 v [2/-1]1-2*0

3
como [\2t—1]—2=0 => - —<t<2 entonces:

3
r[2/-111-2i*0 o /*0 v tt 5,2

Luego D, =<~w,2>n (<-00,0>u< 0,00>)n<-00,3/2 >u[2,»>
Dj; =<-00,0 >u< 0,3/2 >
f 2(i) esta definidasi 2-1>0 =>t<2 = D( =<-00,2>

/ 3(0 estd definidaparaVt£ R. == D{ =R
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Dr=DniDnD - (<-000>u< 0,3/2 >)n(< -00,2>)n/f
i

f 2 w3

DA =< -00,0>u <0,3/2>

7

- V2i-i n
Calculando el dominio de g; Z)-=Z> nZ) nD ,donde g, (i) =—7f-7— 02(0= %
g )@1 9 ) a9 %0 T o2

£3(0 =W+ Calculamos el dominio de cada funcion.

gi(t) estadefinidasi 2r—1>0 a [|I-/|]*0

2r —1> 0 a [|I-r|]*0 => t> — a 1ig<0,l] entonces ([|I-/]] =0 => 0</<1), donde

D= 2—,00) n (< -00,0Ju< l,00>) =< I,+00>, para g2(t) ,g}(0 esR. Luego D =<I,+00>
- 0

ahoracalculamos D ~ =D "a

7+9 7 9
3 3
D-, =(<-000> U <0,—)n<Il+o03=<,—
f+g 2 2
2) Determinar el dominio de la funcién vectorial /(/) = (In(i +1), /2 +2i-8)
Solucién

como 4=D nD ) donde fx(t) =In(/+1), f2(t) =-Jt2+2t-S.

/j(i) estadefinidosit+ 1>0 = t>-1, Df =<-1»>
f2(0 esta definido si
4 2 r2+2i-8>0 => (i+4)(i-2)> 0
Dy =<-00,-4 >u[2,00 >

=< -l1,00 > a(< -00,-4]u[2,00>)=10200> => ;)~=[2,00>
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3) Determinar el dominio de la funcion vectorial:
-* sent t+sent sen3f—sen/
AN Al T T-send” In(iHD) A
Solucién
sent . t+seni sen31- sent
Como DA=D nD nD donde /,(*)=—/2(i) = - 1 3(0 = mmmmmmeemeeeeeees L]
/ -i i * it] r-seni In(i+1)

Ahora calculamos el dominio de cada funcion.

/, (t) esta definidasi t* 0 Luego =R—i0}

f 2(t) esta definida si t-sent”O, pero t-sent=0 o t=0porlotanto Dj
/1 3(r) estd definidasi t+1>0 a t*0  te<-1,0>u<0,x> por lo tanto =<-10>u< 0,00>

D_.=D nD .nD (=<-1,0>u< 0,00>
I L/

4) Determinar el dominio de la funcién vectorial f(t) = (—1———:[r, (i+2)73/2, (i-4)“1)
+
Solucién
Como D*=D nD ,donde :
/ 1 2 3

. 1-/

/|(0—1_|_/2 Df=R

[2(0 =(+2)-32 = D~ =R-{-1},comoD -D nD nD =R-{-24}

2 o 7 1 A

/J(I’):(I'-4)'1 >, -* -«

5) Determinar el dominio de la funcién vectorial /(/) = (In(1+ 1), 2i

Solucion
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6)

7)

[,(/) = In(l +1) esta definidasi I+ t>0 = =<-l,00>

f2(t) =-Jt estddefinidasi t > 0 = Df =[0,«j>
2/ e 2,
f}(t) =-——- - esta definidasi 1- / *0 = t*x| =

or lo tanto =Z) nD,.nD,.=[01>u< l,00>
porlotanto 2) =z) nD D ,=[01>u

P
= /2-{-1,1}

85

1 _x
Trazar la grafica mostrando que la funciéh vectorial f(t) =t +t2j representa una

parébola.

Solucién

\x —t
como f(t) = (*>) = (t,t~)
y =t

Sea /(/) = (1—sen/,—2+sen/, 2seni) tal que t e R, identifique el rango de la funcion/.

Solucioén

V=X Que nos representa una parabol

Seaa=I-sent, pero como -I<sent<l =>0¢l-sent<2 =>04aéa?2

Luego /(a) =(a,-1-a,2-2a),a e [0,2] 6sea f(a)=(0,-1,2)+a (1,-1,--2)

por lo tanto f(a ) es un segmento de recta donde a e [0, a]

=>ae [0, 2]
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Solucion
Sea f.R -——-- >R1/ f{t) =(x,y) =e '(cos2nt, senln t)
IXx=e 'cos2nt 9. o o ’ 9
, X2+y2=e~2 & xc+yf=e S XSy
y =é~'sen2;rt
x2+y2>0
cuando t-----—- >+00, € -»0

—

N wdh TR ebh @
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9) Describase el rango de la funcién vectorial:
/(0 =(J—[e‘-e~")dt,j— (e' +e~")dt), a,/3 >0

Solucion

Sea:
» 2 > f (e -e ) c le +e ) .
f : [a,b] 5 ; >R (1) =(Ja——dt I8 -d

Si (x,y)e Rj=*fit) = (x,y) = (excoshi + cx,Bsenht +c2)

x =a cosht +c, 0-cj)2 (y-c2)2 .
=1 es hipérbola
y = Bsenht +c2 a R 2
a
10) Describase el rango de la funcion vectorial f(t) = (2cosi, 2sent, i)
Solucién

Si (x,y,z2)e R =1f(t) =(x,y,z) =(2cos/, 2senf, t) entonces se tiene:
7
X = 2 cosi
x2+y Zah
y =2seni, de donde
z=f, re R
z=t

Luego la curva est4 contenida en el cilindro circular, es decir, que es una curva hélice.
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11) Describase el rango de la funcion vectorial /(/) = (icosi, iseni, i)
Solucién

—*

Sea 7 [a,b]-——/ I{1) = (icosi, i,seni, i)

Si (x,y,2)E R =>/(/) =(*,y,z) =(icos/,/sen/,/), de donde
7

jc= /cos/
2,2 2 . . . .
y=/sen/ =>x"+y"—z" =0, es decir que la curva esta contenida en el cono circular.

z=t
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12)

Un punto se mueve sobre la curva y =V** +1, partiendo de (0,1) en el instante / = —1y se
4

mueve a la derecha, si la distancia del punto al origen es proporcional a t, hallar una funcion

vectorial que describa el movimiento.
Solucién

De la condicion del problema se tiene d(o,p) = kt de donde -Jx2+ v2 =kt, debemos

determinar la funcion f(t) =(x(t), y(t)) como C: y =-<j+1, v>0 entonces y2-x =1

(una rama de la hipérbola).

\x2+.v2=k2t2 fJ7pP?
Luego se tiene w o como y2-x 2=1 entonces:
[v2-x2=1 LT
116t2-1 ilgi2+1 . . ,
Luego x(t)*:.]—7 », y(t) :.J1 -2 [ ] por lo tanto la funcion vectorial que describe el
\%
* /16i2-1 116t2+1

movimiento del punto es:

s/(h=(_ r " i 2 3}
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Hallar el dominio de las siguientes funciones vectoriales.

->» /2 21
) I(N)y=(— ,2r\ — ) Rpta. D =R-{-2,-1}
t+2 r+1 7
2) 7(0=(A e, -) Rpta. 2 =*_{0}
1 7
_* 1
3) /(0 =(T. ° In(i+1)) Rpta.2) =<-1,0>u<0,*>
* 7
4) /(0=( , Ini, iln-) Rpta. D =<0,a0>
' 7
I 2" I-sec2(/-1)
5 I(»)-(« . t+yl-t | ——mm T—-) Rpta. D =<-l.I>
u-1 7
[— l-cos (r ) r- AN
e /w-ft/TT. - 4 .7 7 7 »»-m* -(»UHIi-")
4
7) 1(0 =(In(1+1). VF, In(l+1)) Rpta. £) =[0,00>
7
8) /(»)-(“.V9-i2) Rpta. D =[-3,0>u< 0,3]
1 7
9) 2()=(i+2, iy _|'-2) Rpta. %:*-{-2,2}
10) /(i) = (7774, V4w) Rpta. D ={4}
7

11) 7(0 =(In(/+1). Vi2+2r-8) Rpta. D =(2,»)
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1)

12) fU)=d It-f. I, V4-2/) Rpta. D =[0,2]

D

2)

3)

4)

5)

6)

f

Si /(/)=(acos/, Asen/) donde a>0, b>0 y 2 =[0,2n\. Demuéstrese que el
7

2

rango de f es una elipse en R

Mostrar que la funcién vectorial /(/) = (/+2, t~+I) tiene por rango una parébola y

hacer su grafico. Rpta. R, ={(x,y)e R2/y =x2- 4x+5}

Si f(t) =(h+aeos/, k+bscnt), a>0, b>0 y D =[0,2tt]. Demuéstrese que e

7
rango de f es unaelipse en R 2.
Si = (cb-e H)dO, J— (eb+<? °)d9) con A, > 0. Demostrar que c
N
rango de f(Q) es una hipérbola.
) \—t 2t ) E
Si f(t) =(——- - —)}, describese el rango de f .
i+r \+t
Rpta. R = e R212x~ +y2+2Xxy-2x-y =0j
/
—=
Encontrar el rango / vy graficar.
a) /(O —(2cos/, sen/, 4—) b) /(?)=( ., sen/)

Rpta. a) ={(x,y,z) e 23/ x" +2v" =2j
7

b) =j(x,_y.r) e R*/x =y a y=arc.senzj
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7)  Mostrar que el rango de la funcién vectorial f  definida por
I'(i) = (L+ cosi, seni, ZSenz—), iei-2;r, 2n\ esta sobre la esfera de radio 2 y centro

en el origen y sobre el cilindro (x—)2+v2=1.

8) Hallar el dominio y el rango de cada una de las siguientes funciones vectoriales.

) 7() = (Vf-2, —) b) /(1) = (-, V4-i2)
f- i
c) 7(i)-(V4-*, Vi-4) d) 7(0 = (V7. dJi—‘S)
e) = (1->/N)2) 0 /(«)=(, f, seni)
e g [/(i)=(I+2senf, 2-seni, 5) h) /(i) = (------- r, -—-—- f)
W+ 1+
Rpta. a) < 2,00 > b) <-2,0>vj<0,2>
c) {4} d) <5,0c>
N

9) ¢ Qué curva representa el rango de la fimcién / ?

a) /(i) =(3cosi+2, 2seni-3) b) /(i) =(2+3tgi, I+4seci)

Rpta. a) Unaelipse b) Una hipérbola

10) Dadas las funciones siguientes, graficar y hallar el rango.

a) /(/) =(cosi,seni) b) J'(t) = (3coshi, 5senhi)
t2 i3
¢ a(t)=(i,—,—) d) 7(0 =(7i,i2)
4 9
2
4 it r~\
e AQ=(-=f, +- ) o /(0 =(e,e .v2i)
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12)

12)

13)

14)

15)

9 T()=(i\/+1) hy 7(0=0.V<(2-7).V2(2-0)

) 7(0 =(3i-12,3<2.3/ +/3) o

—
i) I(r) =(-1+sen2fcos3/,2 +sen2rsen3i,-3 + cosf)

N
k) /(O =(cosi+sent, cosi-sent)

Delina una funcion vectorial /: [-3,3]--—--- >R de tal manera que su rango sea el
triangulo de vértice /~(2,-1,1), (1,3 y (1,0,2)

Defina una funcion vectorial del intervalo[a,b] sobre el segmento derecta deextremos
POy Pxde R".

Defina una funcion vectorial del intervalo [-2,2] en R? cuya imagen es el triangulo de

vértice A(3,2,-1), B(2,0,1), C(l,-2,1).
Proporcione una funcién vectorial del intervalo [0,1] sobre el segmento rectilineo que

une los puntos:

a) A(-1,2) ,B(3,5) b) POy PjenR2 c) A(l,4,7) , B(3,-2,1)
Rpta. a) /(i) =(-1+4i,2 +3i)

by 7(i)={P0+fn~/0<i<lI}
O 7(0={(1,47)+i(2,-6,6)/0</ <1}

Un punto P en el primer cuadrante de R1se mueve de tal maneraque su distancia al
origen es igual a la pendiente t de la recta que va del origen a P.

Hallar una representacion vectorial de la curva que describe P usando t como pardmetro.
2
Rpta. f(t) =(-ijJ=,-J===)
VI+i  VI+f
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16) Sea f(t) =(2t L,"4-t2), g(t) ={\nt+\),"Jt1+2/-8). Calcular (f+g) y su

dominio de definicion.
- - 4 3
17) Sea la curva C definida por: /(f) = (-jcosi, 1-sen f,-y cosf), t> 0. Demuestre que

C es una circunferencia y encuentre su centro y radio.

Limite de'una Funciéon'Vectorial de Variable' Reail

El concepto de limite de una funcidn real de variable real extenderemos para las funciones
vectoriales de variable real, para esto recordemos la definicion de limite de una funcion de

una variable.
Sea f una funcion real de variable real y “a” un punto de acumulacién de D - (el punto “a”
/

es un punto de acumulacion de D], si todo intervalo abierto que contiene “a” contiene un

punto t en £>7J distinto de “a”). Se dice que un nimero L es el limite de la funcién ffx) en “a”

si para cada e >0, hay un nimero 8 >0, tal que siempre quex e 2, y 0 < |x—al|<5
f

entonces |f(x) — | <e.

Si L es el limite de f(x) en “a” escribiremos asi: limf (x)=1L

X

para las funciones vectoriales el concepto de limite tiene el mismo significado intuitivo.
-

-
Luego por analogia tenemos la definicion de lim f(t) = b .
o
2.7.1  Definicion.- Seff f(t) una funcion vectorial y rn un punto de acumulacién de
— -
D -, se dice que el vector b es el limite de f(t) cuando t se
—= —
acerca at0 y se expresa como Iir}w f(t) = b siy solo si, para cada nimero real
o

= =
e > 0, existe un nimero 8 > 0 tal que |/(/)—b|<e siempre que

0< |/-i0]< 5, tg £)_,.

Es decir: tIi>¥,nf(t):b <> VE£>0, 365>0/0</-/0 <5 => |[f(t)~b]<e
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Ejemplo.-

95

Demuestre que ]!m21 f(t) =(6,4), donde f(t) =(3/, t2)
-,

Solucién

lim/(1) = (64) o Ve>0,38>0/0<|/-2|<8 = |/(1)-(6.4)||<e
t—

[17(0-(6,4)||=1/(31,r2)-(6,4)|=]|(3i- 6,r2-4)||=V (3r-6)2+(t2-4)2

<V (3r-6)2+V (12-4)2 <3i-2| +|i+2||/-2] (1)

Sea |[i-2|<5j=1 => -1 <f-2<1 = 3<r+2<5 = |/[+2|<5

| 7(0 -(6,4) ||<3li- +|i +2t- A<352+552 =¢

£
852=£ dedonde S2=—. Luego 3 5= min {1, —3}
8

2.7.2

Teorema.- Sea f:lczR -—-—-- >/?", una funcién vectorial de variable real,

- -
entonces limf(t)=L siy solo si lim fj(t) =L, i=12,..,n,
'»0

donde L =¢(¢, ).

Demostracion

VAN N

A 1 |
Si limf(t)=L entonces Ve>0,38>p,tal quesite I, 0<p~*o|<” entonces

17(0- L irEperof7(0- LEAL(/i (0- W 200", 2L (0™'¢J I

=A/(/i(0- a )2+1/2 (0 -)2+es+(/, (0 - £,)2 = (£i/1, - A)2)1/2<*
ademas |/. - - (M (/i ~Lj)2)h2 <£, porlo tanto, Ve >0, 38 >0 tal que
1=

0 < -/01k<b => |/¢- Ljl< £ esto significa que limfj(t)= L;j.
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* Reciprocamente.

Si limfj(t)=1Lj, i = 1,2,....,n para cada e > 0, entonces 3 5 > 0 tal que si
0]

0<|f-/(Q|<<5entonces |/i.- < ef.

Sea e >0 arbitrarioy sea ej = , tomemos 6= min{sx,<5,.....0n}.
v

Para tal 8 se tiene, te I, 0< I/- |'0|< S entonces | fj(t)-Lj ||<—g Vi=12,..,n,

«

entonces || f(t)-L [|= (¢ (/1(t)-Liy)L2<(¢(-jL)2)12 =€, por lo tanto,

E] E RS
= =
para cualquier £> 0, existe 8 >0tal quete I, 0<|f-/0|<8 => |f(t)—L|<e,
=% —
esto significa, que lint f(t) = L

t—*to

El teorema establece, que el limite de una funcidn vectorial es igual al vector
N

cuyas componentes son los limites de los respectivos componentes de /(/), es

decir:  Si /(f) = (fi (*»fi 0 pfs O)) entonces el limite se expresa asi:

fim £¢) = (lim /i (), tim / 2(9), im / 3(7))

En general si f (t) =(/, (t),f2(t), () el limite es dado por:

Ejemplos.-

/H_V‘Tf(t):(/|_i)£1/10/1(/),/!i>r}6f2( | Iimdf>/(l))

Calcular los siguientes limites.

/>0 1+ t t

Solucion
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t+0 i+

1 £

JE L d )= (Hmi— f,lim —

Jim
[rr->01+rr->ott->0r

_W«[(l+— )/ ll+77 /»«t2 Um , ~ _ )

-2 ,
=@ 1, 0-Lo—)=( -1-D

* *—=2/—3 | —5/+6-—»

2) 1im/(/) donde /(i) = =mmmmmmemmmm g
r-»3 i—3 t—3
Solucidn
o> C12—2f—3»  r2—5r+6-»
limf(t)=lim-----mmem- i+ lim---m-memmmmeeee i
1->3 i->3 t— 3t-»3/—3
[=3)(i +1 t —2)~*-*
= lim ( )i ) j (—Ilm)(¥+\))|+l|m(t 2)j
-»3 i—3 f—»3 i—3 t—3 i->3
> -» sen/ » cos/ —A>» 2»
3) limf(t) donde /(/) =------ 't emmmemenen jte °
t-yO i 2t
Solucién

4)

> sen/ osz-1
limf(t) =(lim--—-- Vi +(lim-------m- )j+{||me )k = (10,
r-*o r->0 / 2/

/ —0 r->o0

lim [a,,<n) donde a, =¢ (n2+/2) 12 ,
=l

Solucion

lim(an, bn) =(liman, limbj

n—>00 n—>co « —>00

£” - Z t no 1
Sin i

=4/ +j

97
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liman=lim¢ (n2+;2) 2=lim¢ ry-y =limX_ r... ~ = lim

&, 1 el ii+(i)2 " 'I'—>(;3/§:=i~|7.E'E

i
=Inx+Jl+x2 /" =In(l +V2)

Toviexe
) vl on 1 1 fi dx i\ n
Jimbn=lim / —— j-= lim _ PR, [ —
li=>m mo,jn +J  moil n  °l+x 0 4
n

1{lg%an,bn):(ln(l +V2)'3ﬁ)

UE
Si /(O y g(0 son Funciones Vectoriales de Variable Real tal que limf(t)=b vy

limg(t)= ¢ y i0 esunpunto de acumulacion de O-nD;, entonces.
) lim/(0+g(0 :#_<Vr\r/1/(0 +/_>/ g(i) = ft+ ¢
2) lim /(t)-g(O =limf(t)~ limg(t)=b- ¢
t-+t t~*t
3)  limf(t).g(t) = limf(t).lim g(t)= b.c
t->t t~*t

4)  lim (f xg)(t) = limf(t)x limg(t) =b xc

-»'0 MK -»'0
Demostracion

Demostraremos la propiedad (1)
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como limf(t)= a y limg(t) =b, entonces paracadae >0, existe un8 >0 tal que para
t~>t t->t
o] 0

| | A = g4 = > g
0<|?-/Q<4> entonces ||/(O-a llk— y MBa&i(O- |Il<—; aplicando la desigualdad
triangular tenemos.
17(0+J(0- (a+6) 1=1(7(0- fl)+(g(t)- H) 1<07(O- fl 1+1i (O- 6|<| +1 =£

| i -y - - >

Luego Vc>0, 38>0 talqueparaO<i-iJ< <Hentonces || (/(0+ g(0)-(fl+;0lI<E£,

por lo tanto lim(/(l) +g(t)) =a+ b= limf (t) + lim g(t)
t->ti
Las demas propiedades se demuestran en forma similar.
29  Teoremax-!

Si limf(t) = lim <p(0 =c, ent li tf (t) =
|t_|£rn0() ayll_nz) p0=c enoncest_|>rpo(p() (t)=ca

Demostracion

- -
Si /Iimf(t) =a y limg)(t) =c, entoncespara 0<e’<l (e' se hallara después).
-*r
0

existe 8>0 tal que |f-fo <8 entonces ||f(t) - a ||[<e" y |(p(t)-c|< c’, Luego se tiene.
KO |=lc+(<p(0 -c)|<M+|(KO -H <Ikl+e'<M+1

- - - - > S > . > -
q>(t)f{t)-ca =<p)f(t)~<p{t) a+(p{t)a-ca = <p(t)(f(t)~ a) +(cp(t)-c) a

I<p(o7(0~ca UMNcp(0(7(0-a) +{P(0-c)a || <|lcp(@ M7 (0- | +|cp(i)-c||]] a |

<(c+Deerf all = (cl+1+1a |e'<£
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£ . - -
Luego s' escogemos €'<-—--------m-m- y también £'<1, \\cp(t)f{t)-ca\\< e de donde

M+i+i

limqy(t) f(t) =ca

En forma similar a lo que se hizo del concepto de limites de funciones reales de variable real
se extendid al concepto de limites de funciones vectoriales, también se puede hacer en forma

natural para el caso de la continuidad.

Definicion.-  La funcion f(t)es continua en el punto tO desi para cada e > 0,
/
= =
existe un 5>0, tal que: |f(t)-f(t0)IKe siempre que te £,y
/

| | N
[-10°<5. Si i0 no es punto de acumulacién de O,, entonces f (t) es continua
f

en i0, puesto que hay wun 5 > 0, tal que “i0” es el dUnico punto en

- -
D”n< t0-d, tO+5 > y entonces para cualquier e > 0, | ||< £ siempre
/

quete DAn< t0-8,t0+5 >.

/
Si t0 es un punto de acumulacién de D_, entonces la definicion de continuidad es
equivalente a decir:  La funcién /(/) es continua en el punto tO si.

i) f{tO) existe, es decir t0 e {>f i) l,!i>t}1/(|'), existe iii) tI_i>rtn/(?) :/(*0)

211 Teorema.")

1(;) =f2t) i+ 2(7) j +/3(t) k continua en {0 siysolo si /e s continua en iOpara j=1,2,3.

Demostracion
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Si /(/) es continua en r0, entonces I_ikrp/(l') =/(f ), de donde :

Um(/,(i) i +f1(t)j+M Ok) =f 1(t0) i+ f2(t0) j+ M t0)k, Luego por el teorema 3.7.2

por lo tanto, por igualdad de vectores se tiene:

rl.'ﬂbf'(t) =f(t0). iI_|>r/r(1)f 2(0 =f 20n) .tl_|>rtr(1)h (0=h (o)

de donde IlimfjU) =fi{ta) parai= 1,2,3, esto quiere decir que f(t) es continua en i0,
para cada i = 1,2,3.

Demuestre el reciproco como ejercicio.

Ejemplo.- La funcién 7: R--- >R® definida por 7{i) =% +1 +\,'[2 -2t- 1, t+31 es continua,

pues sus fiinciones componentes son polinomiales y, por lo tanto, continuas.

Ejemplo.- La funcién /: R------ >R3, definida por:

, esdiscontinuaent =0, puesto que:
0,0,0) si t*0

|imf?t) = lim(t, t2, 200, % (0.0,0) = 70y

como limf (i) * f (0) entonces /(/) es discontinuaent=0.
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Ejemplo.- Analizar la continuidad de la Funcién Vectorial
m n
X - X CSCx- ¢ tgx
( ) si 1*0
, t -t sen/
1) = 1
(_ 1 _) si f= 0
2
Solucién
/ (f) escontinuaent=0si limf (/) =/(0)
<0
t"-t" csci-ctgf t"-t" l-cosf
Hmf(t)—Um( ----------------------- )= lim(~—-—— - —)—( 1, )—/(O)
=0 fot —tent t>0 t -t sen
como |I»r‘8 "(f)=/(0) =>/(f) escontinuaent=0.
Si ges continuaen t0y /(/) es continuaen <p(r0) entonces / o ¢res continua en 0.
Demostracion
Mediante el teorema 3.11, / o (p es continua f0 siy solo si fj o @ (i=l,2,...,n) es continua
en i=1in como es continua en f0 y fj es continua en (p(t0), concluimos que fj o (p es
continuaen 0 (por las propiedades de las funciones de variable real).
2,13 Propiedades de la Continuidad,-]

3 . . . . -
Sean f,g: | ——- >R~ funciones vectoriales de variable real continuas en el punto fo e I,
entonces:
i) /(/) £g(t) escontinuaen t0 ii) (A/)(f) es continuaenio,VAe R
NN - —>

iii) (/. g)(t) escontinuaen foiv) / (t)x g(t) es continuaen i0.
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Observacion.- Una funcion Vectorial /: R------ >R es continua en un conjunto /dD _, si la
/

2.14

-

funcién /(?) es continua en cada uno de los puntos de I.

Derivada de una Funcion Vectorial de Variable Real,«]

La derivada de una funcién Vectorial de Variable Real / ~  -——-- >Ri, tal que

/(O =/j (0 i+f2(0 j+ fJ(0 k »esta definida por:

/'(O :rlg)%

siempre y cuando existe este limite.

Notacion de la Derivada f\t) =D /(*)= E/(O
O
Teorema.- Si f(t) es una funcién vectorial dada por: f(t) =/ (t) i +fA(t)j + A,
-
entonces: I'(*)=//(O *+/2'(07+/3(0 k, siempre que

fi'(t), fi'(t), y fi'U) existan.
Demostracion

Mediante la definicién de derivada se tiene:

f(t+h)-f(t) » f (t+h)-f (t)» f(t+h)-f (t)_
f(t) = Iim-/-ﬁ--—+-—- e =hm _l S_ T+ 2 2— yn— —A
h—y0 h AC h h h

f.(t+h)-ft(t)
= lim----mmmme- 1 f+1lim 2 2-——-j + lim— =
/w0 A *>0 m»0 A

=/,(0 i+f2'(0J+f3'(t)k
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Ejemplo.- Si f(t) =(sen27r i, cos2tt/, 2t-f2)-calcular /'(/) y/'(O)

Solucion
/(1) = (sen27r/, cos27t/, 2 /- f) su derivada es:

f'{t) =(2ncos2nt, -2sen27r?, 2 -2 f), evaluando en t= 0 tenemos que /'(0) = (2/r, 0, 2)

*

3 —*  ~* i ~>
Ejemplo.- Si. Calcular /'=(— si /(f)=In(e'+|/Di~[|t+—]]
Solucion
como ie[3—,2 > =>para |’e[—3,2 > se tiene: — 3<t <2 =2 <t+—1<—5 = [U +—jll:2
2 2 2 2 2 2 2
e'd

Luego 7(0 =In(e'+|/])/-2 j .Entonces / '(O=— i-0]j :>/'(?) =
1 ' e +|d 2

2e3/2+2->
2e +3

Consideremos las representaciones de los vectores f(t),f(t +At)yf(t) como en la grafica.

La curva C es trazado por el punto final de la

z * -

representacion de posicion de /(/) cuando t toma todos

Nx +A - los valoresen D .
/
1

_x

Si el vector /(i +Ai)-/(f) lo multiplicamos por —
A

obtenemos un vector que tiene la misma direccién y cuya

0 longitud es — por la magnitud del vector
A At

C f(t +At)-f(t), ahora cuando At------- >0, el vector

f(t +At)-f(t)
At

la curva C en el punto p.

se aproxima a un vector que tiene una de sus representaciones tangente a
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Observacion.-

— -
1) El vector /' (ifl) es llamado vector tangente a la curva C: f (1) enel punto r0 e /.
— —> —
La norma |[|/'(io)ll es llamado la velocidad escalar de f en el punto t0 yf'(10)vector

velocidad.
2)El vector velocidad /'(*,,)> cuando es diferente de cero, determina recta tangente a la curva

—> —
C.f(t) enelpunto /(/ ), es decir:

L,={f(ta)+tf'(t0)/teR}
3) Asi como al vector velocidad se ha definido por V(t) =f'(t), el vector aceleracion se define
por a(t) =V'(l) =f"(t).

4) La rapidez de una particula es definido como la magnitud del vector velocidad, es decir:
| viy I s o IE +@2()y

Ejemplo.- Sea f:R ------ >R2, dado por f(t) =(3cos?, 3senf).

-
La imagen de / es una circunferencia de radio 3

2

X +y2 =9 paratodot e R, el vector velocidad de y es

N
/ ’(/) = (-3sen/, 3cosi)e

La velocidad escalar es constante.

v H/'(O 1=3.
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Ejemplo.- Hallar /'(/), cuando
a) = (/+3)\ send/) b) /(/) =(cos3i, sendi, /2)
Solucion
a)'(O = (~tX2 3(/+3)2,4cos4/) b) /'(1) =(-3sen3/, 3cos3/, 2/)
Ejemplo.- Una particula se mueve describiendo una hélice circular

f(t) =a.coscot i+a.sencol j+b.cot k, donde a >0, b>0, w>0, para cada

instante t, hallar:

a) La velocidad C) La magnitud del vector aceleracion
b) La aceleracion d)EIl angulo que forma los vectores aceleracion y velocidad.
Solucion
= > - - -
a) V(0 =f'(t) =-acosencot i+awcosa)t j+bcok
b) a(i) =V'(i) =-ac6 eoswti-aco sen«/ j+0k
C) | «(/) ||=i/a2cod cos2 o)/ + a 2wl sen2 dit = ao02
2 3 . 2 3
d) 6 =2(V,a), dedonde cos0 = F.a a“oy sen co/cosoi/ - a“oy sen colcos ral

Vifal aow
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216 Propiedades de la Diferenciacion.»]

Consideremos dos funciones vectoriales f(t) y g(t) y a g R, entonces:
1) Di{f(t)£g(t)) = Dif(t)£Drg(t) 2) D (a./(/))=a.D /(i)
3) Di(f(t).g(t)) =f(t).DiJ(0+1(0-£,7(0

4)  D'(f(i)xg{t))£ f(t)xDt g(t) + D*f(t)xg(t)

[2.17 ... Definicion.»]

—+ s :
Una funcion vectorialf (t) se dice que es diferenciable en un intervalo !, si/*(/) existe Vte I.

Observacion.- Sea /:/--—- >R® una funcién vectorial diferenciable; Si /'(*) es continua,
> »0»)

entonces se dice que f{t) es una curva de élase C\ En general si / ()
AN
(derivada de orden P de /) es continua, entonces se dice que / (/) es una curvade clase C P.

Ejemplo.- Para todo n > 0" la funcion vectorial /: R------ *R2, definida por /(r) = (f"+1, f*|/]) es

de clase C".

2.18 Teorema.-]

Si f(t) es una funcién vectorial diferenciable-en un intervalo Iy /(O es un vector
oo -
diferente de cero de magnitud constante y, direccion variable V t 6 |, entonces f{l) y

D f(t) son ortogonales.

Demostracion
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Sea k (constante) la magnftud de f(t), entonces f(i).f(t) = kz, luego diferenciando con

respecto atse tiene: Df(/(0/(0) =0 = 2 f(t).f(t)+f(t).Dif(t) =0

27(0.7(0 =0 = /(O2), 7(0 =0 como 7(0.0,7(0=0 =f(t)IDjU).

Ejemplo.-  Lafuncién vectorial /(0 =(cosi,sen/) Vte R, 0/(0#=1, Luego /'(0 =(-sen/,cos/),

Vte Rycomo: /(/)./’(/) =(cos/,sen/).(-sen/, cosf)»-cos/sen/ +cos/sen/= 0
=  _p > -
como /(0-/'(0 =0 entonces /(/) y /'(0 es ortogonal.
Observacion.- Las derivadas de orden superior de las funciones vectoriales estan definidas en

relacion con las derivadas de orden superior de las funciones reales, esto es:

Si /(/) esuna funcion vectorial definida por:

/(0 =/j(0 i+f2(0j+f3U)k, U primera derivada es: /"(/) =/,"(0 *+/2°(07+/3"(0*. la

— — — —

segunda derivada de /(/) es: ["(»)=f "(t)i+/ "(/) y+/3"(0 * > la tercera derivada de /(/) es:

—» _x .

"y =7/""(0 1+/2"(07+/3"(0k>Y sucesivamente, hasta llegar a calcular lan-ésima

—» ~#(I\0 1 —y

derivadade /(/) dadopor: / (/)= ;+/ 2W(0 j+ /3<n)(0 * -
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->(") -> [
Ejemplo.- Encontrar / (i), donde /(/) = i+ i

Solucion

->» 1 -» 1 » -» -21 = 1
IVY 2R 10* ~ 1~ [, ()=(2iT3F,+(I»

-» -231.23-» 123 -»
(0 =(w '"+a ~ 7

-i(n) (-2)".123...n-r 123.W -?
7 @t+3)m1 "+ (I-t)a+ld

-+(n) (=2)".w! 7 ni t
o7 0N (2+3rl+(1-?)"H1

2.19 Teorema.-]

Si g - >R es una funcién diferenciable en 'y /: R------ >R3 es una funcion vectorial

diferenciable sobre un intervalo que contiene a g(1) ={g(t)/1 e I}, entonces fog es

diferenciable sobre 1y — (f[g(t))) =f'{g(t)).g'(t), Vte L
Demostracion

Aplicando el teorema 3.15. se tiene: / ’(g(0) = (/1(g(0). f 2(g(0), / 3(g(0))
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=(/,7(9(0) g,(0.f2'(gmg" (), £3'(g(t)).g'V))
\=1  £-mf

=(/,'(4i0)X/2'(g(0). /3'(g(0)).9'(0 , por laregla de la cadena.
=/7(9(0)-¢9,(0, Vte L

Ejemplo.- Si g(t)=e ", te [000>y/(r) =(i, t2,—3), t e <0,00>. Hallara (/(g(i)))-

Solucion
Jtf(g(ty) =f(g(t)).g'(t), donde 7 (i) =(i,i2,j) =>/'(") =(Ur,f2)

7'(g(0) =(1,2g(0.g2(0)=(l,2 ", e-2ar)

Luego reemplazando se tiene: — /(g (i)) =f(g(0)-g(0 = (I>2e_af, e~2a,).(-cr e_ai)

=-ae _aléfl,é\e_a/,e-zatz

[2.20 Ejercicios Desarrollados™)

VI 12
1) Calcular si existe //'m(COSr ! , L
[-»0 t l-cos t
Solucion
. cost-Vi-t t . cosi- Vi-t . t
lim( , Y-(lim , lim —) . (D
/->0 tl-costt->0 tF*0zcost
cosi (cosi-lI) (VT-T-I) 1-cosi —f
lim = lim( )= lim( )
t->0 t t-*o t t i-*0 t i(VI1-/+1)
1 1
=-0+Ilim ., — =— .. (2)
I-*0yjl-t+1 2
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t i
lim-------- — =lim——=1 3)
»-»0l-cos i /-»0sen t
cosi-yl-i
ahora reemplazamos (2), (3) en (1). lim(-
-»0 l-cos i
o 1-VI+i t
2) Calcular si existe lim (-—--—----— J— . D
i->0 1-1 i+1
Solucién
I-vi+i ot 1-ViI+i t -1 0
lim(------------ R D= (lim , lim ,lim1) = (- , - , D=0,
r->0 1-i i+ 1 /-»01 -{/->00+1r-»01 -00+1
> cosi—VT-7 e -e sen3i-seni .
3) Sea /(i) =( , , ). Calcular limf(t)
t sen2i-seni In(1+1) [-»0
Solucion

Calculando los limites de las funciones componentes

. cosf-Vi-1 | . (l-cosi) Vi— —1lcosilll
lim =lim(- )= lim h—==— =-0+—=—

>0 i i-+0 t t 1-»0 i VI-i+1 2 2

. e2/-e/ . 2e2/-e/ 2-1|

lim =lim = =

/->0sen2i-seni r-»02cos2i-cosi 2-1

. sen3i-seni . 3cas3i-cosi 3-1
lim——-mmemme- lim memc - Woee e =2
t*0  In(l+0) /-»0 1 1 r , T

por lo tanto al reemplazar en cada funcion conpuesta

> . cosi-Vi-* ex-e' . sen3i-seni 1,
limf(t) = (limm—m- e , imes - Jim—m —) = (—12)
/-.0 I-»0 t r-*asen2i-seni r»o In(l+1) 2
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4)

5)
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* 4 -3 tghf In(sen2f)
Calcular lim g(t) cuando la funcion es dada por g(t) = ( — 3
q 7-6 t In(senf)
Solucion
Calculando los limites de las funciones componentes.
4'-3* , 4'-1 3'-1 4
4' -3 , _iZ t ~ f _In4-In3_In7
7'-6"7""07 -6 . '-1 6'-1 In7-In6 .7
--------- lim----mmmemeeee InT
t t->0 t t °
Ctghf  e-e ! 1 e-1 e?-l 1/ 1.
lim------ :Ilm———————llm —(
/>0 |/ *o(e +e )t t-toe +e 1 t 2 2
2cos2/

In(sen2f)  sen2f _ senr.cos2f sen/.cos2f _ cos2f
im-----mmmmeel = lim =2 1lim = lim =lim-—— =
»40 In(senf) /»0 cosf /-»0sen2f.cosi r>osenf.cosf.cosf /-»0cos t

seni
Ahora reemplazamos en cada funcién componente
4
tghf . In(sen2f) "3 X
| t) = (I ,I , lim— -y = (—y, 11
'mg() ('iﬂ A= im an) ¢ Y )
6
Calcular  él limite si  existe tli>rgf (/) donde la funcion es dada por

* sen(tg2f)
- tg(senf).'

a

senaf-senoi ¢ -d
Solucion

Calculando los limites de cada funcién componente

sen(tg2f) 2 sec2 2f. costng

im im—
/-»0 tg(senr) />o cosf.sec (senf)
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6)

1

e -e t t Ine“-lne" alne-Mne a-b
lim = Um = = = =1
/-»osefiar-sen bt r—*o senal b sen bt a-b a-b a-b
at bt
b'-1 a2-1 b
b'-a i i In/>-Ina n
lim -——————- = lim- ‘ a

/[->oc -d* mor'-1 d'-1 Inc-Ind

c c d

ahora reemplazamos en cada funcién componente.

e“ -eb> In—
Hmi(t) = (lim wpeen i ee o L))
t->0 tg(senl) mosenai-senof mOc
em
Calcular si existe I|m(—————, seni, \/|-|7)
t-*2
Solucion
12 para t>2
Como /iw[]ill =i
(-.2 [l para t<2
Luego 3 /|>W[|/|] por lo tanto 3 I|m( ------ , seni, VIi+7)
Calcular /I|m f(t) Si existe, donde la funcion es dada
-»0

- cos(senl) cosi-cos(senl') 1

10 =( sen (sem) i +n

Solucion

Calculando los limites de cada funcion componente

113

por
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.. 1l-cosiseni) ~l-cos(seni) 1- cosiseni)
im--—- A = lim im
/-»0 sen (seni)  »-»ol-cos (senl) r->0 (I-cos(seni))(l + cos(seni))
| 1 1 1
t ol+cos(seni) 1+1 2
cosi-cos(seni I-cosi) I-cos(seni 11
lim---------- S______? lim(- ( -——)— (z )): -—+—=0
>0 t t>0 t t 2 2
1 1 1 )
lim-—-—-—- = -z =—, ahora reemplazamos en cada funcion componente.
/>0|+7T 0+7 n
I cos(seni cosi-cos(seni 1 1 1
|.mf§6 56D i 020N it )= (2 0, )
r->0r- sen (senl) /-»0 i t-*ot +n 2 n
\
8) Calcular si existe Ilm[an hnJ , donde an—cos( )cos(— )cos(—) cos(—)
M>00
2a 2 a 2 a
K -0 -te —)
Solucién
lim(an, bn) =(lim a,,, lini b,,) . (D)
n-Kx- n->00 n—>ao
a a a a )
nlgroloa,rI —HEE? €0S-— ] cos—f cos—g cos (7)
sen?a
como sen2a = 2senacosa => €0Sa = -——--- , por lo tanto
2sena’
a a a
sen— sen’r sen-—r
a a a sena y 2 2 senfl
€0S—.C0S— .COS— ...COS—
9 9 7 « a a a ” a
ZSenz— ZSGH?F- 25en?r- ZSen—2 2”.sen—

ahora (3) reemplazamos en (2) se tiene:

) _ sena _ 1 sena
lima_ = lim-------m-—--- =sena, lim =
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limbn = lim(1—tg2 ~)(1-tg2~y)...(I-tg2—) )

n—»00 H—»00

eos®x - sen >x ~ f-tg_x
como C0S2x = - . 2--= (1—g Jt)cos x
sen“fc+cos x ¢ l+tg x

c0S2X
cos2x = (I-tg x)cos x =>1—+g x=
e0s” X
€0S— €e0S—  e0S— r
. . ctosa 2 2 n :
limb =limm ) ) a =cosa limm a )
N N N n_m
-t oo~ COSZ—r— coS —r  CoS — €0S—.20S—F . €0S— ... €05
2 2 2 2 2 2
a a
=eosa /« B=e0Sa.-
n-w a a a 0. @ sena  tga
€0S— €0S—.COS"----C°S—
2" 2 2 2"
ahora reemplazando en cada funcién componente en (1).
sena a
& "hy o= (n—:@a"' lim hn) = (et ’@Wv‘(ﬂitga
9) Calcular el limite si existe de lim (an, bn) , donde
n na+\
(/j2-1)(n2-2)(n2-3)...(n2-n) 3_2(an+1) 99<7m )
a. =— . K = 3 I(-—-—-
(«2+1)(n2+3)(n2+5)...(n2 +2« + ) y na
Solucién

lim(an, bnj = (lim an, lim bn) ; donde

n—»00 n —»00

. . («2—1)(«2-2)(«2-3)...(«2-n)
lima,, - lim—Z =2
tiram—o(« +D)(n +3)(n +5)..(Ww +2«+1)

t o - - "2.[(i-4-) 217-[(i-~r) n]"
= lim
n—ed 3 nz 3 2n+1 n. 2“?'
[(i+-V)"2]"2 Kl+- t >3 7' 2-[(L+izfi)2+1] "



Eduardo Espinoza Ramos

116
i «t]) 1
j-(1+2+3+...+n)
e 2n e 2
= lim m= |lim «(«t]) =e
«->00 —(1+3+5+..+(2«+]) B e — i—e
N /> N
2 n  natl
el —tr3(— T cafl 4
na+1 I*'2-<__rﬁ') na 2% na -2 lim— tg_a( __________________ Y—
lim bn = lim 3-2(-———-- ) = fon (1+—) 2 _g noena 2 na =gl
«-*00 n—>cti- ((a+1 . «->a na
1 n na+l 3 n2
de donde lim— tgT (—— D=t6$*tgT (I+*)=-F
por lotanto fon (a,, )= (lim an, limbn) = (e 3/2, e4/,t)
n—>00 «->00
[e +\e 2+..+iJen 1 1 1
10) Calcular lim(an, ¢,) .donde an-m i bn= + k..+
n n+l n+2 2n
Solucidn
lim (an, bn) = (lim an, lim bn) ; donde
n—>00 n—>00
nr~ 2 n 3 n n \In 2in 3In nin
Ve +le ~ + e +...+ye e +e +e  +..+e
fowa,, = limm = lim
n—>00 «—>00 «>®
= lim e ifc=e-|
1 11 11
/imbn = lim (---—--- hp-------- +o..+— )= lim (------ —F [+, -
«>00 «>00 /1+1 n+2 2« n—=m 1, 1.n
1+ - l+ - 1+ -
n n n

lim(an, bn) = (lim an, lim bn) = (e-\, In2)

«->00 « —>00
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11)

12)

Analizar la continuidad de la siguiente funcién:

r ’ senai ~sen t'
1 B +a
3 a-p

t=0
Solucién

La funcion f{t) escontinuaent=0 si 3|J_igaf(t) =f (0)

t- arctgt I ea-e N

=»
L limf (i) = (lim------j----- , . . -
uego r-% M (”PJ té ;[rgosenal-sen/?l)
) ) aea'-p%'rgt
=(lim-------- r—, lim
r-ro 3(1+/ ) t-foa cosca- B cos Bt 3 a-B

por lo tanto S#ig(ljf(t) =/(0); luego la funcién /(/) es continuaent=0.

Determinar si la funciéon /: R -—-—-- >R , dada por
7 seni
, 1 ,—=-), i r* ) )
/(O = i es discontinuaent=10.
(0,0,0), si 1=0
Solucién

La funcion f(t) esdiscontinuasi limf(t)*/(0)
r->o'

lim T8 = lim(t, ¢ 2oy = 0.0, * 770 = (0,0.0)

[-»0 »»0 f

por lo tanto / (i) es discontinuaent=20.
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13)

14)
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coszt—i -2
Dada la funcion /(i)=i t1 e iG<0,1> Hallar los punto de
L0,y /=0
discontinuidad.
Solucion

Los puntos criticos son 0 y 1. Analizando en el punto t = 0:

i) 7(0)=(101)

1

- cos™ i
i) I,]i;&J(t —(III&[M] A J )=(0,-1,0)

lime
t->0*

lim [/ =0, 0</<l=> =0
Jim 11 =0, porque 0</ <1 => []

_ eos2t-1 sen21
Al t->0*~_t2_ =1

/E;l&e‘ =0 y como I/i_r;bi(i)* (1,0,

por lo tanto f(t) esdiscontinuaent=0. Ahoraanalizandoent= 1

— —
/(1) 3, pues la funcién no esta definida, se concluye que f(t) no es continuaent= 1

1- eOSZ(t--- 1)
-» | I3 Jt
Dada la funcion vectorial/(<) definidapor/(/) =(\I-i i , Jii"

(i) 2 I~e~

a) Determinar el dominio de /(/).

b) Hallar lim/(/), si existe.

r->o0

c) Determinar los puntos de discontinuidad.

d) Es posible redefinir /(/) de modo que sea continua sobre el intervalo <0,1>
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Solucion
a a a
. . cosa eos7— eos(ﬁf* eos:-o.._l
limb,, = limm
a) Como el dominio de f es: " >& " >'c0s2— e0s2— eo0s2—  eos2— .donde
2 22 23 2-
2 1
i-cos W——) r
I o=V T7, /2(0= e jp4- dis=— 53i
(t_“A:) i«
luego =(ieR/1 12> 0j=[-11]
Df ={/eR/\-t2>C=[-11]
Dh =lieR/l-e2n *0 a [>0]=A+-{0}
o _ i 28 1 A :
b) Se observa que: lim - p-= lim-== r~= lim——=x t = ——pero  limo— 7=-,
4 "No+i-e2* »»0*  e2° >0+ 2e 2 i_e2n
~ir
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por lo tanto para que 3 limf (t), es necesario que en cada una de las funciones componentes
/=0

—

exista el limite, por lo tanto, 3 limf(t)
t

1
C) De la parte (a) se tiene que f(t) es discontinuaen t = "
d) Para que sea continua en t:Z, se tiene que redefinir la funcion f (t) si es posible; para

=1 -»

esto observamos que: / (— = lim f(t).
A" L
4
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-1 - — i
/(-4)= Ilrgf(t)z (lim11-t , |IIT1 1 7 c o Iwj 77f)=(—, 1, 2(1—-9))
4 “i o <*-? 4
I-cos2(r--) A
(Vw7, ».Xxeto A A |
-12 I_e
/(»H 4
Vi5 1 1
(_ ] 11 _______ ')x
4 2(1- ) 4
15) Una particula se mueve a lo largo de la curva /(f) =(<3-4fj i+ (/2+A4fj -3¢3j ¢,

parat = 2. Hallar la velocidad y la aceleracidon de la particula.

Solucién

= =
F (/) =f'(t) =velocidad de una particula

F(i)=73/2-4) | +(2/ +4) y+ (16i-9f2) & para t = 2 se tiene:

F(2)=87+87-4£

a(/)=V'(t)—/"" (O = aceleracion de una particula

a(i) =6t i +2 y+(16-18?) k, de donde a(2)=12/+2y-20k
16) Sea C una curva de ecuacidn vectorial /(i) =11 —=2t, t , 2e 1 Hallar la ecuacién de la
— —

recta tangente a C en el punto donde el vector/'(0Oes paralelo a f (t)

Solucién



Funciones Vectoriales de Variable Real

17)

121

Sea C: f(t) =[\-2t, t2, 2el( "j, derivando se tiene /'(O = (-2, 2r, 4e2(i 1)j, debemos

de encontrar. Li :\rf(t0)+t j‘go)/t&R

donde el punto f(t0) debe cumplir que

Si ;‘(IO)//fgt ) = 3 Ae R/E(\;O):Aj‘(to) es decir:

(1210,  2e2u)) =a(-2, 210, 412(°~1)

1-210= -2 A st
2

lo ~2io™

2e2(" B=4Ae2(° 0 ‘0=1

Luego:/(1) = (-1,1,2); /'(1)= (-2,2,4) =2(-1,U)

por lo tanto: ={(-112)+ f(-L12) /t e /?%}

Dados los vectores f(t) = (f,f2/3) y g(i)= (1, 1-/) calcular el coseno del &ngulo

formado por los vectores a.Dt m -g (o y Dt/ (0 *g(0 cuando t = 1, donde

a=(LL)

Solucion
TW-(«.»2.13) ') =, 2/, 312)
g(/)=d, i, 1-0 (i) =(0,1-)

ademas /()= (I,1,1) , g() =(L10)

') ={123)
(=011
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D, f(1).g(t) =/(1)+g'(1)+/'(1)g(1) =0+1+2=3

D, /() *«() =7/ (m)*g()+/(1)-ar(1) =(-5,4,0)

a.D, /(1).g(1) =(U,1)3=(3323)

c0s6 = & .D,[7(1).g0)]A [?(D* gd)] (3,3,3).(-5,4,0)
[aA7(D)-g(DHTTA?20)*g (I 1(3,33)ilii( 5A0) 1
-15+12 1
=—— == = =Z— m== =90 :arccos(_ ==
3v3 + V4l VI23 V123
18) Sean las curvas /_Zi)I :t\ez,te 1 t-\e j_,* (i) = (1, cosi, seni). Hallar en el punto de

interseccion el angulo de interseccién correspondiente.
Solucién

El angulo de interseccién es el angulo formado por los vectores tangentes a cada curva en el

punto de interseccion de ambos.

—

Sea PeQ: f(t)nC 2:g(t), entonces

LN
Psqg-.fco Ple ,e2,1-e )
Si = n , paraalginte R.
P g C2: g(i) P (I-t, cosi, seni)

Luego (e',e2',\-e ')=(1-1i, cosi, seni), de donde

e'=1-1
e2 =cosi i=0; ~110)
l-e =seni

ahora calculamos los vectores tangentes a las curvas en el punto t = 0.
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f'(t) =[e ,2e~",¢e ")

-
g(t) =(1-t, eost, seni) g'(t) = (-1, -seni, cosi)

parat=0, /' (0)= (12,1, g'(t) =(-10,), 17O |=Vvb, |U(0)|=V?2

1(0)-g°0@) = (@2.)).(-1L.0.) =-1+0+1_

eos( = 0

17(0) IHU ()| A

n
eos 0 =0 de donde 9 :?

N
19) Si f (t) es una funcion vectorial tal que |/(!)||=& donde k es constante. Hallar

7(o-d, 7(0
Solucién

> = -»
Como | /(O ||=k entonces / (t).f(t) =k ,derivando se tiene

7(0-0,/(0+¢>, 7(0.7(0o=0 =>2/(0 0,7(0=0
7(o.ot7(o=0

20) Hallar la ecuacién de la recta tangente de la curva f(t) = (sen?, cosi, 2seni- 1) en el punto
de interseccion con la curva g(i) = (cosi, 2seni, eos" i), ie[0,27r].

Solucién

Calculando el punto de interseccién de las curvas.
Pe Cj: f(t) nC2:g(t) =- PeCx:f(t) - PeC2:g(t)

Luego se tiene:  /(/,) = g(12), de donde i
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21)

Eduardo Espinoza Ramos
(senij, cosi], 2senfj - 1) = (cosr2, 2sent2, eos? i2j

senij = cos/2 2 senij —l=sen tx
cosil=2sen/?2 = (senrj-1) =0 = seni,=I

2senij-1 =eos t2
como cos/2=sen/, => cosi, =1 =>1{, =0

.n ~Aon L [ 3 X = N
para i, =—, f(—)=(10,1), ademas f'(t) = (cosi, -seni, 2cosi) => f'(—)=(0,—10)
2 o2 2

i-> n “*n /
La ecuacion dela recta tangente, esta dado por: L. ={If (?)+tlf 2(—) /teR

L, ={(1,0)+/(0,-1,0)//e /7

—
Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de Vn =10(1,2,3) bajo la accién de un

campo gravitatorio g =10mts/seg?2, si el disparo es hecho desde el punto (0,0,0) y no se
tomo en cuenta la resistencia del aire. Determinar la velocidad del proyectil y su posicién

cuando se encuentraenel plano P: x +y +z+800=0

Solucién

Las ecuaciones son:
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22)

reemplazando en (1) y en (2) se tiene:

7(0 =(0,0,0)+10(12,3)/ + é(0,0,-10)/2 tenemos 7 (0 = (1'/. 20/, 30/-5/2)... (3)

v =10(1.2,3)+(0,0-10)/ entonces v =(10, 20, 30-10/) —4)
Sea peC. /(/)nP = peC:/(/]) - peP

SipeC: 7(0 => p(10f.20/,30/-5r)

como |?eP => 10/+20/+30/-5/"+800 =0

[2-12/-160 =0 => (/-20)(/+8)- 0 => /=20

Luego el punto es P(200, 400, -1400)

v (20) = (10, 20,-170) y larapidez es: | v(20) |= / seg.

Sean C,: 7(0 =(l+f. e+, '2+"); t*0 ;C,  J(/) =(1—/, ed, 1+2/); />0.
+

Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la curvaGC;j en un punto de interseccion de C\y C2m

Solucién

Calculando el punto de interseccion de Cxy C2-
p<=Cj: f(t) nC2:g(t) => peCxf(t) a peC2:g(t)
SipsCx:f(t) = p[\+tx, e'[H,t[ +/,)

3 4,
/;6C2: g(t) => [>(-——- e 2, 1+2/2)
1+m

1+/7,, e'+l, [j2+]1) =(— ,ed2, 1+2/2
£/+ e+]+9 (1+12e +2/2)
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1+/,: .
1+ + 0

el+l=cd2 .. (2)  de laecuacion (2) se tiene: tx+\=4t2
ij+ii=1+2/2 «(3)
reemplazando en la ecuacion (1) se tiene:

41, = - => 4i, +4/, 3=0 = [,= —
1+/, -2 1 2

como i2 >0, entonces t, =— , reemplazando en (3)
§ +tl=2 = (, +2)(j-1) =0 = fj=1

Luego /(1) =(2,e",2j ademas /'(1) =(l,e2,3)

N -> v
La ecuacion de la recta tangente Lr ala curva C, es: Lt = {f(l) +t e R\
L, ={(2,e2,2)+i(l,e2,3)//e*}
e n
23) Considere el arco C de la hélice cilindrica descrita por C:/(?) = (eost, sen/, 1); te 0,—
.2

Demuestre que en ningln punto de C: /'(O es paralelo al vector cuyos extremos son /(O)

=>n
al(3)

Solucién
- —

Sea V(I)=/'(O =(-sen/, cosi, 1)

parat=0, P, (1,0,0); t:?, P2(0,1,?)

un vector en la direccion de la cuerda es PIP2 = (—1,1,—)
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24)

Si vil P2 =>BAe A tal que v(t) = APjP2, de donde

(-sen/, eos/, I) = (-A,A,?A) dedonde

-sen/ = A _n_
2 2 -
cos/ = A sen” /+eos [=2A —f
8 2
A —Y=1=>n =8 falso

n

Luego 3 Ae /?/ v =AP]P2 es decir:

. Considérese la hélice descrita por la funcion vectorial

/(/) =(acosdi/, asen«/, bcot), co>0. Demuestre que la recta tangente, forma un &ngulo

constante con el eje Z y que el coseno de este angulo es

\\
Solucién

2+h2

Sea 9 =Z(V(t), k), donde V(/) es la direccion de la recta tangente y k es el vector

direccion del eje Z

i
/'(/>="(-ato senl», acdcoscot, bco)

Il v()) |- orja2+b2 ,como eos0 = - A
Hv (DI1*

(-acosencot, acocoscot, b(0).(0,0,1) bco b

€0S0 = ---eeeeeeeeeen , L =— — por lo tanto:cos0=

Clila~ +A*“ coVa“ +b~ Va +b2
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25)

Eduardo Espinoza Ramos
Sean Cjy C2 las curvas descritas por las ecuaciones
C, /(i)=(e, 2sen(iH-—), i2-2) y C2: g(0=(i.2, /2—3j. Hallar el punto y el
angulo de interseccion correspondiente.

Solucion

Si p es el punto de interseccion de Cly C2, entonces

peCji /(/) n C2g(t) => f(tl)=g(t2),esdecir

(e'1, 2sen(/,+—), i2-2) =(/2, 2,12 -3), de donde
e'l=i2 L. (D
' 2 sen(i, +?) =2 ... 2)
AL2 =83 3)

=z - z 6
de la ecuacion (2) se tiene: 2sen(it+—)=2 entonces

cos/j =0 de donde tj =0 al reemplazando en (1) 6 (3) se tiene t2 = 1, por lo tanto el punto

- —»>
de intersecciones : /(O) = g(l) dedonde P(l,2,-2).

El angulo de interseccion, es el angulo formado por los vectores tangente a cada curva en el

punto de interseccion.

Luego calculando los vectores tangentes.
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26)

27)

Luego /'(O) -(1.0,0) ; g'() =(1,0,2)

1'(0).i°()
/0y njg'(nl

Sea eosa = -L =>a = arccos(-4 =)
V5

V5

Demostrar que la pendiente de la recta tangente en i =/, alacicloide x = a(t—sent);

y = a(l -cost) es ctg(;)

Solucién
dv
Por demostrar que mL - — =ctg(-f)
'odx 2
Ix = a(t-sent) dt = (I-cosi)
como: ] = |
[y =a(l-cosi) dy
e=asent
dt
dy
2seN—=.e0S——  €0S—
dy_ dt asen/j _  seni, _ 2 2 2 . .h.
IS s s —5 = ety ()
X a(l-cosry) l-cosiy Ysont sen—
dt i, 2 2

- mL,=ctg(-)

Bajo qué angulo cortalacurvax = a(l -eost), y=asent, z=at, alarecta que pasa por el
origen y forman angulos iguales con los tres ejes coordenados.
Solucion

El angulo buscado es el que estd formado por el vector direccién de la recta L con el vector

tangente a la curva en el punto de interseccion, es decir:
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28)

b)

Eduardo Espinoza Ramos

L={p0+ra/r&R), donde p0(0,0,0) y el vector

—

direcciones a =(eos6, eos6 , €0s6)

Sea biTa => b=(111) = ||¢>||=V3

Z=1(0,0,0)+/(1,1,1)/le R)
Seapei n Cf(i)=>pe L a peC: f(i)
Si pe L =$>p(ttt) paraalginte R

x=a(l-cosi0)=i0
-
peC: f(t) =iy=asenil=i0 =>r0=0

Luego para/,,= 0 se tiene P(0,0,0), y /'(O = (asen?, acost, a) => /'(0) = (0<,a)
Si ¢=/'(0)=(0,a,a) = ||c||=V2a

» 1L1L1).(0 2 _ V6 V6
como cosa = -4 = (L Q:"Z‘_'E):_i:: Y2 entonces /. a = arccos(—-)

e Mict n 3 3

Un muchacho lanza una pelota con una velocidad inicial de 60 p/seg. y un angulo de
elevacion de 602 hacia un muro de 50 pies de alto, que se encuentra a 30>/3 pies de distancia.

Si la mano del muchacho se halla a 5 pies del suelo:

Hallar la funcion vectorial que describe la trayectoria de la pelota.

¢Cae la pelota detras del muro 6 choca con él?. Si choca, determinar el &ngulo con que choca.

Solucion
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Datos del problema: V() = 60pies/seg., a =60s , H=50 pies
y = V0sena d =30>/3pies, y0=h=5pies, g=32p/ seg.
x =(v0cos602)! => x = 30i
/ at?
i6( y - vn+ 20y, + de donde
X = Vocosa
. gt2 ;
X v=/i+vnsen60a- =  =5+30V3i-16/2
d =30V3 ' 9

a) Por lo tanto la funcion vectorial es: /(f) =(30/, 5+30V3f-16/2)

b) Tenemos que: 30t =x pero para x0 =d =3073. Entonces 30i =303 => t=V?

ahqracomo >=5+30V3/-16/2 para i=-JI, y=5+ 90 - 48 = 47 pies.

Por lo tanto la pelota choca en el muro a 47 pies de altura, ahora para determinar el

angulo de impacto, calculamos /(/<,) con f0=V3 esdecir:/'(0 = (30, 3073 - 32i) v,

~* / i—\ 273
/ 'v'ﬁzlso,-zvé y comoa :arctgl => a = arctg(-—-—--- )= arctg(------- )
A ' X 30 15
29) Un proyectil es disparado”on rapidez inicial de 1,500 pies/seg. y un angulo de elevacion de
0®encuentre: *

a) Lavelocidad en el tiempo t, b)  Sualtura maxima,

¢) Sualcance, d) Larapidez con que choca el proyectil con el .suelo.

Solucion
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y - v0sen302./- igt = y= 750/-1%/

Eduardo Espinoza Ramos

x = v0 cos30fi/ = 750V3r, por lo tanto: /(i) = (750V3/, 750r —16/2)

a)

b)

d)

v(i) =/ *(/) = (750V3, 750-32/)

750
Alturaméxima=y'= 750-32/ =0 de donde / = _é_é_: 23.4375

750 750 375 | .
y=750/-16/2 => y=750(-----) - 16(--—-- )2= - pies de altura méxima
32 32 32
750
Sualance « p », .Razarte

X=750"3/ =>x= 750V3(—32 ) =30,446.25 pies
La rapidez con que choca con el suelo.

I v() =117 (1) |IF V(750V3)2 +(750/-16/2)2 =* || v (~ ) |I= 756.897 pies/seg.
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30) Consideremos las curvas descritas por las ecuaciones
Ci: f(t) =(n(i+2), e +1, —- )y C2g(i) = (In2r, 3r2-1, —2—). Hallar la
ecuaciones de las rectas tangentes en cada punto de interseccion de las curvas.

Solucién

Calculando los puntos de interseccion de las curvas.

Sea peC,: f(1) n C2:g(t) = f(tx)=g{t2), esdecir:

(In(ij+2), e +1, - y=(In2/2, 312 -1, - —), de donde
1+ 2
In(i, +2) = In2i. rnt2 =2r2 ..()
t g ot g . ij+2
e+l =3iZ-1 => iel=3i2-2 ..(2)de (1) setiene/2= - reemplazando en (3)
5 5+ 572,
=l+r2 ..(3)
1+1, 2 1+1.
2 I-+2 .
--------------- +1 =>ij +5?) =0 => i, =0, r, =-5
1+17, 2
para =0, setiene t2 =1que satisface a la ecuacion (2)
en cambio, t{=-5, i2 =2 no satisface a la ecuacion (2), por lo tanto se considera i, =0,

— —>
i2 = 1 obteniendo el punto P(In 2, 2, 5) es decir que se tiene /(0)=g(l),

ahora calcularemos la ecuacion de la recta tangente a la curva Cj: f(t) en p(In 2,2, 5

» ->» 1 2 5
Luego: Lt = {(In2,2,5)+i/'(0)/f e de donde /'(i) = (--—---- >2/e -——-——-) com
r+2 (1+1)
* 1 1
£(0) = (2—,0,-5) entonces: (In2,2,5)+ |'(2—,0,-5)/i e }
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2.21

Calculando la recta tangente a la curva C2: g(t) m

L -{(In2,25)+ig'(1)/fe /?}, de donde *'(r) = (y, 6r,])

L, ={(In2,2,5) +/ (1,6,3 /fe R}

Ejercicios Propuestos.

Calcular los siguientes limites si existen

5(-2> tgh?
1) lim{—-— - )
/-*0 7 -8 t
vi+l-1 Vt+27 3
2) lim( ----- —_
i-»0 Vf+11 Vf+162
cos :
3)Iim{'i::— (—-f)t?| e )
Vd-senf)2
2
- l-seni [l+cos2i
4) lim ( R
— o
2 2
T - Ini
5) limi-----—, - 21)
i f-1 1-/
sen7/ sen5f tg3i
6) limi » »
>0 t sen3  sen21
~seni l+cosf t
7) 7 L
t>7i t-7t t n
8  limfint e 3
4-f

Eduardo Espinosa Ramos

= J(1) =(1.6,)

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

0,0

(,-1,2)
75 3

( 13_12_)
, X
(-1,0,1)

No existe
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9)

10)

11

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

. l-cos5i -JI+tseni -1 25 1
lim(—- F—, A ) Rpta. (—, -)
>0t 2 2
R
lim(e”, --—-- bt +1 Rpta. (e,2,2)
f>i i-1 )

t+sent sen3t-seni
lim( , Rpta. (o, 2)
/-»0 i-seni In(r+1)

1+5  sen2f
imi-—m- -, -oomeeeeee Rpta. (In5, 2)

i»0 1-e ' In(l+/)

eZL-l1 sen" 3/
lim( J)
/>0 In(1-4/) In (1+2r)

. Va+of-i W+37-2
lim(— 7= — .1Tl=

L= Rpta. (—, 16)
(1+HVI+f2-1 VI6+57-2 25

»i /Int t2n- 1 sen/rt

~ 2sen’t+9sen’t e ™ 1- 5
limi- i,
R0 f2- 3t5 senai-senfti l—e
li VT+7-1 e~rseni-l| 8*-|'.)

imi , |
/=0 t In(l+1) 6 _g

n t
1-cosi 2arcsen?i "S€N(7Tam
limgi— j— | g

L 3 t )

m +— - (—8)In(i—3), 1 .

_*3 2 ]1- 5 i

e’ e sen3i-seni

I<I£B( sen2i-seni  In(I+1) L



136 Eduardo Espinoza Ramos

1
1) Calcular si existe limi\t\, i[|r]], —p =)
»->3 Vi+3
2) Si f(t) =(t+ ,I+4,7) determinar lim f(t) y lim f(t)
t->6~ t—6+
3) Calcular si existe /i>r1£([|f|], ylc+ 1, 4

1+ 207 | 2+ 20n

In( ) n( ) In(2 I)
4) Calcular lim[a,,,h\, donde a, = + e
»>u ! 1+ 20« 2+ 20« «+ 20«

hn=JIn+1 -V«+ 1)(V2«”+ 1- V" + 1Jsenl”

Rpta.
i| - In420 vz .
n(= )In420, — =-—---
TG vz + )
12 3 4 «+1
5) Calcular //m (an, 6n), donde  an=—(——t—+... .+ ),
« 3 45 n+2
l 2-1
ft. :; QU2+234+2118+..42 2 )
Rpta. (i, 5
i 1 b 2 4 2«
6) Calcular lim(an,bn), donde =df===( +—t—+ .+ :
VI+9« 4+« 4 7 3«+l
« 13 2n- 1
8 =D o N — ) (e
& V3«'+22+ 1( 8( 12) ( <2
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£ #2 +. +h

7 Calcular lim (an, bn), donde an = ----—- --—-—-—-—-—--
P> 2n +n—1

b, = EH ---------- T+---+"
(w+1)2 (n+2)1 (n+n)2
Rot (1 ) 1
pta. " T
8 2
8) Calcular lim (an, htj), donde
n
a,,=zL(n2+k2y 12, bn con /i =1+—
*= w
Rpta. (In(1+>/2), 4e 3/4)
9) Calcular lim(an,bn), donde an= " Y
"o *=i N +n

bn :i!i'l(an+b)(an +2b)...(an+nb)
n

a

H-

n (a+b) h

RPta- (]4'- v

10) Calcular lim (an, bn), donde
\+2n+2n2 4+4n+2n2 9+6«+2/;2 n2+2n(n) +2n2
2 In2 In3 In(n)
b,, = sen(2;r eos—( + +o.4—)

n In3 In4 In(n+1)

n
Rpta. (I-arctgz, 1

137
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11) Usando la definicion de limite demostrar que:

a) [/r()l(f2-5 4,1-20) =(-4,1,3)

1-»-

b)limf3t12- r3,3i2,3r+/3)=(2,3,4)
-

o lim (/, ijt(2-t), V2(2- 0 )= (L1 V2)

{R— / 1 2
d lim(- —r, V5r°l,-=) = (— ,3,~¥-
) '[-I*rTZ](l-rr ' V2) ( 7 BT/VZ)H

e) Iim(tzser%-,r3 eosl-, ?‘) =(0,0,0)
[-»0 / t

. 4
f) lim(sendat, e ,eosdbl)= (sendat0, e ", eos bt0)

12) Analizar si los siguientes limites existen:

a)  lim(—- ,Ir2-[|/+||]'|,/3)

r-»l 2 —1
b lim (t
) /-Iinllé i+i
¢ lim(vi2- 1, f, 1-ift)
3

d)  lim(20+ 1I[i-3[], Vi,
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I1.- Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales:
sen/
i m =Y t Sit*°
) ' &S
t2-1
2) =v—_,)sit*1
[(2, 0 sit=1
1—cosi .
sit<0
t
\-t-J1 +t
3) J«) = (-(1-HOL", ), sio<t<l
(2.-V 2), sit>1
2V3  sen4J5t
4) /(/):‘ Sll 6<o111>

0,1 si t=0

TIr o vi  evpar

5 (/) =
(2l p4ya  n ['] es impar
6 I(/) = (senr, -—, 2t) jiie[01>
(-1,0,3) Si tgpl2]
(-%-%[E?-E, isen—?—sﬂ%i sitg< 01>
7)) 1(0 =1
(-,0,2), Si fg [l 2]
i arcsen / .,
8) /(/) :J(4|4+5, """"" ) Sen/.Sen-)I, Sr 0
[(5, 0,0) , si t=0
-2 ) en i0=2

NIy e
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. _ i2-3
io) /(o =([M]+[|4-4 t—é+—t-),+1te< 24>

1) /(1) = ([li-31], 5",

sen‘ i-cos/(l-cosO

12) /()= @7

e5), /etf

) si0<t<n

[(0,0,5) sit=0
. 2arcsenf sen3i ]
(isen—, --—-- T I) 0<i<l
13) /(0 =1 2"
<0, Y 3) l<r<?2
VI+i-1 e +seni-l arcsen?i
, 0<t<l
14) /(i)y=i ¢ In(l +0 t
3, 2,0, /=0
t2- 1 VT-i  \fg-ift .1

15) f(t) = sen(i-1)’

@1.-1)

sen(i-1)" 1-i

, =1

Hallar los puntos, si es que existen, donde las siguientes funciones vectoriales no son

continuas.

1) /(O =(i,/, [12/1]);
i sent

2) f)y=j{t~T1)"
1(0,1)
[(-/,-2i, 0

re [o,§]

te<0'*l
t=o

s> je [-2,0]

3) /(O =" (Fus(( 2)2/3,

1+f
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((/+3)13(/-2) 213, h*3 L 2r+6) , t<-3

/ +2
203 )inU+4), V(i- DE+4)a), -3 </<1
( 12+1  ( ’ ’

(3/—=3, e'-e, sennt), t>1

4 I(x) =

1) Hallar el punto de interseccién de las curvas dadas por:

a) [(f) =(f\ -j, Ini), g(t) =(e~2, -*-y, In(/+1))
by 7(0=0+Le+l i2+1), g(/)=(~ , e4af, 2/+1), t>0
c) /() =(e2.2sen(/+y),/2-2), g(t)=(/,2,/12-3)

d) /(O =(costt/, [2- 22+5, 5ef), 0<t<1

" g(/) = (COSTTI, t+5, 4+cos/), 0</<I

N
2) Determinar el punto de interseccion de la recta /(/) = (9+3/, -10-4/, 7+2/) con el

plano YZ.
Rpta. (0,2,1)

3) Determinar los puntos en que la curva /(/) =(/ —L / +1, 3/) corta al plano
3X-2y —z +7 =0.
Rpta. A(3,5,6), B(0,2,3)

4) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva /(/) =(sen/,2eos/,2sen/-1) en el

punto de interseccion de la curva g(l) =(eos/, 2sen/, eos2/).
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5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

Eduardo Espinoza Ramos

Formas las ecuaciones de la tangente a la curva x=e (cosi+seni),

y =e (sen;-cosi), z=e enelpuntot=0.

-
En la linea f(t) = (cosi, seni, e'). Hallar el punto en el cual la tangente es paralela al

plano -J3x+y -4 =0.
vy 1 i
Rpta. P(-y, -, e*%)

Hallaren lacurva C. x=t+1 y =t2+ 1 z=1t3 el punto cuya tangente es paralela al

planox +2y+z-1=0.

Rpta.

- i
Calcular a.b, donde tf=(2,-4,1) y b= (tel, /senh2/, 2te~ r)dt

Rpta. 0

. dr d2 d3r .
Dado r =r(u), u= <p(X) expresar las derivadas —, -—--9-, -——r- por medio de
dx = dx dx

-» =-»

>
Jr  rf2r d r
du ’ rik2 * ¢m3 "

— — - —> =
Dado r(t) = a.coso t+ b sencot, dondea , 6son vectores constantes,Demostrarque:
< odr <X d2r , *
a) P* —— =waxb b) — —Ka'r=0.
dt ’ dt2
- - - 5>

Demostrar que si r(t)= aeni+; e~*dondea , b son vectoresconstantes.  Setiene:
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12)

13)

14)

15)

16)

17)

: . -r
Sea a una funcién vectorial definida por: a(t) = (- [, —— % Demostrar que el
por: a(t) = (3% 13 R Y

— —
angulo formado por a (t) y a '(t) es constante, esto es independiente de t.

Sea a(t) el vector de posicion de una particula en movimiento, donde t (t >0) es el
tiempo, describir la forma geométrica de la trayectoria y encontrar el vector velocidad,

aceleracion y rapidez del movimiento de:

71

a) cc(t) = (10cos2tt /, 10sen27r /) en t=—
4

b) a(/)=(1+i 2/3, 2-/3)en t=1

¢) a(t) =(cost’, sen/’, 2sen3/)

—

d) a(/)-(2 +3cos2?, 4-3sen2i)

Hallar el éangulo con que se cortan las curvas cuyas ecuaciones son:
*

t B
a(t) =(1-cos/, 4sen?, i-seni) g(t) =(sent, 1-cos/, /)

¥ 12

Si C tiene la representacion paramétrica é(i) = (cos/, seni, - ), te [0, 4n].
K

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los

planos coordenados.

¢Qué angulo forma con el plano XY la tangente a la hélice x = eost, y = sent,

en el punto t —7? Rpta. 70223'
4

En el tiempo t una particula tiene el vector posicion a(t) =(t +cosi, t+sen/),

Demostrar que: a (t) tiene una magnitud constante.
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

Eduardo Espinoza Ramos

Demuestre que la condicidn necesaria y suficiente para que un vector r (i) no nulo,

] * -*drét)
tenga médulo constante es que r(t).r'(t)= r(t).———a--—— =0.
t

Demuestre que la condicion necesaria y suficiente para que un vector r(i), no nulo,

—»

(t)

*oodr
tenga direccion constante es que: r (t)x r'{t) = ;*(;) >_-a.--- =0
t

*

Si C tiene la representacion paramétrica oc(t) = (cosi, sen/, ), t e [0, 4n],
K

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los

planos coordenados.

—_
Sea a(f) el vector de posicion de una particula que se desplaza sobre la esfera de

centro en el origen y radio r. Demostrar que el vector velocidad es perpendicular a a (/)

en cada instante.

n
Un proyectil se lanza con un angulo de elevacién de — radianes y con velocidad inicial
6

—

de 400 pies/seg. Determinar una funcidon f(t) que describe la posicion del proyectil en

funcién del tiempo. Hallar asi mismo el tiempo del recorrido.

Una particula P se mueve sobre la curva descrita por la funcion f(u) = (2u, u2, u3), si
en el instante t = 0 se encuentra en el punto (2,1,1) y se mueve de tal manera que la
tercera coordenada de su posicion se incrementa a razon de 2 unidades por segundo.
Hallar el vector velocidad de P cuando se encuentra en el punto (4,4,8) (Qué tiempo

tardara la particula en llegar a este punto?.



Funciones Vectoriales de Variable Real 145

24)

25)

26)

27)

28)

Sea C:. r =r(f), tal que r(t)*Oy r'(t) es paralelo a r(t). Demostrar que el

r(i)

vector es constante y que la curva descrita por r est4 contenida en la recta que
i "(Oli
pasa por el origen de coordenadas.

Averiguar si la curva descrita por /(/) = (sen2/, 2sen2/, 2eos/) yace en una esfera con

3
centro en el origen de R . Encuentre el médulo de v(r) y demuestre que la proyeccién

de éste vector en el plano XY tiene médulo constante.

Una particula parte del punto (2,0) en el instante t = 1y se mueve sobre la curva

x2 +y-7~-yi/x2 +y2 -x =0 en sentido antihorario. Volviendo a su posicidn inicial. Si su

rapidez es constante e igual a 4, definir una funcion vectorial que describe el

movimiento.

Un punto P se mueve con una velocidad constante de 13 pies/seg. en sentido horario

alrededor de la circunferencia x2+y2=25 donde X e Y estan expresadas en pies,

cuando P pasa por el punto (4,3). Hallar la velocidad angular del segmento AP siendo

AQ0,2).

Calcular la derivada de cada una de las funciones vectoriales en /,, =0

1 t ]
(/ sen— ) sit*0
I+e\/t

ay [(0 = t
0,0 si t=0

b /(*): (tzsen? 1+1 )2 si £*0
(10) si t=0

0 1) - (e21,i2sen— si t*0
(1,0) si t=0
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29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

Eduardo Espinoza Ramos

Sea /: R--—-- >R una funcion vectorial, tal que existen/',/", Demostrar que:

d
3T b /./'=
¢Si 7(0 = (12 + 1|[]i-3]], I7, —f==), existe 7'(4)?
V5 -/

* *|

- 2 a, 1+r -(m)
Si f(t) =(L+1i )cos/,e sen(Ar+c),—l§1t-), calcular /" (?)

Sea f:R -——-- >R* tal que /(0 =j* ’ f 2(t) =sen2t, f3(t)= arctg/,
calcular /' (0) si existe. Sug: Encontrar una formula de recurrencia para todo t en
/(0 y luego tome limite cuando t —0.

Sea f(t) =(e ,te ,e ), verificar que T(0) es ortogonal al vector (-1,0,1).

Hallar /' (i) de las siguientes funciones vectoriales.

a) /(0 =(arcsenf, In(I+5i), t )

b) /(0 = (coshi,senhdi, € 51)

¢) /(0 =(n(+%*2), e arctg f)
Parat>0, sea /(/) = (2t, V=, . 9(0 =(cosi, sen/, 1-1), <p() -e~i‘, calcular:
a) (fg)' b) (fxg)’ c) ((p/)’

d  (fo(py
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36) Hallar el punto donde se cortan las curvas:

Cl: a(t) =(e'2sen(/+y),/2-2)
C2: a(i) =(/,2,i2-3), asi como el angulo de interseccion.

Rpta. (1,2,-2), cos6 —=
V5

37) Dada la curva C, descrita por /: /cii-—-- >R3, tal que f'(t) =axf(t) y

— — —» —

f(0) =h, donde a y b son vectores unitarios. Hallar el &ngulo entre ay b tal que

la curvatura en t = 0 sea minima.

38) Considerar la hélice descrita por la funcion vectorial f(t)~ (aeosat asena),bo)t), m

> 0. Demostrar que la recta tangente forma un angulo constante con el eje Z y que el

coseno de dicho angulo es —J1. r, ademas demostrar que los vectores velocidad y

V<z2 +b?2
= >
aceleracion ‘tiene longitudes constantes y que Ivxal ——9——-—, v = velocidad,
I vil a +b
a = aceleracion.
2.22 Integral Indefinida.-j
Definicion.- S I »R" es una funcién vectorial de variable real dado por

—

f_(t) —(/, (1), f2()....../ n(0)> la integral indefinida def(1) es dado por:

\}(t)dt =(\ f\(t)dt +cx, \]f 2(t)dt+c2,..., jf,,(t)dt +cn)

=(J/i ()dt,y /2 (tydt) + (g ,c2...c,)) = Q(t) + ¢
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de donde D, Q(t) =f (t), para el caso de las funciones vectoriales de /: / - dadd

por/ (i)y=1/j (/) i+f2(t) j+f3(t) k, laintegral indefinida es dada por:

= _Jj(iiz +cj) 1+ f2{t)ydt+c2) j+ (" f3(i)dt+c3)k
Observaciones.-

1 d,J}(t)dt=(d,(Jrxm + ¢ ,)7+d, (Jr2m +c2)7+2>,(J/3m +c3)¢0

=/li(lo7+/2(0c7+/3(c *=7 (o

2) Las integrales J/J(iyti,2(i)iriT tienen por constante de integracion a c,,c2,c3

respectivamente que al ser multiplicado por i, j y k se obtiene un vector constante al cual
f-> > > > >

denotaremos por ¢ por lo tanto Jf (t)dt = Q(t)+ ¢ donde D, Q(t) =f(t).

223....Propiedades de la Integra} Indefinida.-]

Consideremos dos funciones vectoriales f(t) y g(t), ae R y ¢ un vector constante,

entonces:

1 \a.f{t)dt =ajf(t)dt 2. \ c.f(t)dt =c.\f(t)dt

3. J(7(0£g(Ddi=J7(0* 1 g(t)dtd- 137 (0¢'b/| 7(0 |*

Ejemplo.- Encontrar la  funcién  vectorial mas general cuya  derivada  es
> 1 > 1 - >
*(0=7-—_  I+— -] j+ct&tk
402 -JI-t
Solucién

D, 7(0=*(0=>7(0 =\h(t)dt+ c :J(l-’\r i+ \'/il f~2j+ctgtk)dt+ c
+t

- - —> - >
f(l) =arc.lg.t. i +are.sen.l.j+In(sen./) k+ c
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Definicion.-  Consideremos una funcion vectorial f:[a,ti\—=*R", definida por:

/(O =(/i(0*/2(0 *-"»/i»(0) entonces la integral definida de f(t) sobre

el intervalo cerrado [a, b] estd dado por:

/ n W

La integral J*f(t)dt siempre existe si cada uno de las integrales ~fj(t)dt, i=1,2,3..,n

existen.

En particular, si f (() es continua en [a, b] entonces j f(t)dt existe.

El primer teorema fundamental del calculo para funciones reales de variable real: “si f es
continua sobre el intervalo [a,b] y a, t e [a,b] entonces D, \f(t)dt =f(t) ”, puede extenderse
Ja

a funciones vectoriales de variable real.

Si f:[a,b]------ >Rn es una funcion vectorial de variable real continua sobre el intervalo

[ab] y te[a,b] entonces:

D, i'f(dt =f(t), V tGab]

Demostracion

Aplicando el primer teorema fundamental del célculo a cada una de las funciones

componentes.
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D, 31; f(t)dt =D ,{Jgfx(t)dtja\h U)dt,...,J(afjt)dt)
= (D, f/,{t)dt,D, \f1(t)dt, ,D, }fn(do) = /,(//),h (0O....7,(0)=7(0

D,fJ7(0<* =7(0, V te[a,b]

El segundo teorema fundamental del célculo para funciones reales de variable re:
; . rh
F' es continua sobre un intervalo [a,b] entonces ; F'(x)dx =F(b)-F(a) ”, puede extenderse
a

a funciones vectoriales de variable real.

{2.26 Teorema..]

Si F: [a,/>]-——-- »R", tiene derivada continua sobre el intervalo [a,b] entonces:
AR'(t)dt =F(b)-F(a)

Demostracién

Aplicando el segundo teorema fundamental del célculo a cada una de las funciones

componentes

PRtz (VR V2 ()l AR (D)
Ja Ja Ja a
={Fx(b)-Fx(a). F2(b)-F2(a)....FJb)- FJa))

= (/1 (b), F2(b)....F,.(b))-(Fx(a\ F2(a).....Fn(a))= F(b)-F(a)

Ejemplo.-  Calcular las siguientes integrales.

1) { (seni, cosi, tgi)<i/

Solucion
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pr/4, . jv/4 TtcM |v/4 s - LA
(sen?, cosi, tgijdt = (j*sentdt, jcostdt, jtgtdt) =(-cos/, sen/, Insec/J/ 0
)l -l v2 -l
=(-— , — ,InV2)-(-1,00) =(1-"~-, A~ InV2)
a4 / / ,
2) J(~ 2"'T— r.4*V
2 1+/ 1+Z
Solucién
f4 i t , f4 tdt f4  tdt f4
4 (— T "™rr-4 i 4" *»
=(™Mn(1+/2), VI+i2,i4)/*
= (—In17, VI7, 256)- (—n5,VJ, 16) = (-In— , VI17--JE, 240)
2 2 2 5
2.27 Propiedades de la Integral Definida.-]
1) Sean f,g:\a,b\--—-—--- >R funciones vectoriales de variable real integrable, entonces la
— —
funcién a ./(/) +/3 g(t), a, Je R esintegrableen [a,b] y
\] (af(t)xR g(t))dt =ct\ f(t)dtt I'SJ g(t)di
2) Si f:[a,b]-—-- >Rt es una funcion vectorial de variable real y c es un vector
constante entonces.
wof > > > = h = =-[/>>
a) 1 c.f(t)dt =c.\ f(t)dt b) c xf(t)dt - cx\ f(t)dt
Ja Ja Ja Ja
3) Si /:\a,b\----—-- >R" es una funcion vectorial de variable real'y [J/(/) || es integrable

en [a,b], entonces:

I 7(t)dt\< (\\7mdt
Ja Ja



152

2.28
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Curvas.

Existen muchas formas de definir una curva, asi por ejemplo podemos definir a una curva
como el rango de una funcion vectorial de variable real, también se puede definir como la

trayectoria de una particula en movimiento, por lo tanto para nuestro estudio a unacurva lo
— —+ — —
representaremos por medio de una funcién vectorial f (t) = x(t) i +y(t) j+z(t) k, al cual

-
denotaremos por C: f(t)j donde cada valor de t0 de t le corresponde un punto de la curva C

cuyo vector de posicion es f(t0) es decir:

f(10) = x(t0) i +y(t0) j +z(t0) k = (*(/0), y(t0), z(t0))

Observacion.- La pregunta que se pueden hacer es como una funcién Vectorial de Variable
Real donde los elementos de su rango son Vectores pueden generar una grafica (Curva).

En realidad al trasladar un elemento

- 3
te D/, via / a R vy transformado por

la Regla de Correspondencia en un
vector con origen en (0,0,0) de modo
gue su extremo se encuentra en la curva,
el “Paso” de este vector generara un
punto en la curva de esta manera la traza
de la Curva estar4 formado por las
“huellas” de todos los vectores
obtenidos al ser trasladados del D/,

(imagenes de f).

También a una curva C, se puede definir por medio de las ecuaciones.

x- M0

C te |
[y =fiO

Llamadas ecuaciones paramétricas de la curva C donde la variable t se denomina pardmetro.
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Ejemplo.-
1 Cualquier recta L puede representarse en la forma:
/()= a+tb~(al+bx)i+(a2+b2t)j +(ai +b3t) k

donde a = (aj,a2,cii) y b= (fe, ,b2,fe3) son vectores constantes y se dice que la recta L pasa

por el punto ,a2,a3) cuyo vector de posicidon es a vy tiene la direccion del vector

b = (bx,b2,b3).

Solucién

-
Las ecuacionesparamétricas de /(/) son:

ix = asenr Y: vz ]
_, dedonde -y+ -y =1 estaecuacion nos representa una elipse.
| y=fecosi a b
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3) Discutir la grafica de la funcion vectorial. /(/) - a.eos/ i +fesenij +tk
Solucién
X =acosi

Las ecuaciones paramétricas de lacurvason: C. y -bsen/ , te R

z=t

X =aeos/ X2 y2
, dedonde— +4/-=1, estoquieredecir quela curva Cse encuentraen el
y =bsent a b

cilindro eliptico,cuyadirectriz, es una elipse enel planoXY, y cuyasgeneratrices son

paralelas al eje Z.

t X
a 0
K a b
4 4
n 0 b n
2
3n a fe 3rr
4 V2 4
Y
©0,b,0) n -a 0 n
3n 0 b 3n
2 2
271 0 0 2n
Observacién.- Sea/ : /[ --—- >R" una funcién vectorial diferenciable, cuando/" (/) es continua se
dice que /(/) es una curva de clase C en general si / - >R" es

derivable de orden ken / y continua diremos que /(/) es unacurvade clase C
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* *
. r , : 1
Teorema.- Si f,g: -——>R" son funciones vectoriales de clase C~; entonces:

Jaf( N g (Ddt=F(1).g(1)/h-\F' (1) g (1) dt

Demostracion

u=f(t)

dv=g'(t)dt {v=g(i)

\]a 7()@1'(‘)dt = (1) 9(t) /b CIORROLL

Definicion.-  Se dice que una curva C e/?3 es una curva parametrizada, si existe una

du= f'(t)dt

funcion vectorial a: [a,b\------ >R3 tal que a[[a,b~=C, a la funcién

vectorial a (t) = a 2(t), a3(f)) se denomina parametrizacion de la curva C.
Ejemplo.- La curva a: [0,2/r]---—- >R2, definida por a (t) =(a.cosi, Aseni) es una curva
X2 2
parametrizada de lacurva C. — +X7-: 1
a b
i2x, x<0
Ejemplo.- I Lacurva C dadapor C: v= f(x) =\ x2 €S una curva parametrizada?
I— ."»0
Solucion

Six<0,parax=t y=2t Luego a (t) = (i, 2i), t<0

X >0, parax = t, y:?,luego

(i,2f) , >0
Luego lacurva a: R------ >R definida por a (i) = [ I2) es una parametrizacion
i,y), t<o

de lacurva C.



156 Eduardo Espinoza Ramos

) [x2+y2+22=25 .
Ejemplo.-  ¢Lacurva C dadapor C: 1 es una curva parametrizada?
z=3

Solucién
Si proyectando al plano XY, se tiene:
C. x2+y2=25-9 =16
C +y =16
parametrizando C se tiene,

Xx=4eost, y=4sent, 0<t<2n

Luego 3 a: [0,2;r]------ *R 3, tal que a(l) = (4cos/, 4senf, 3), 0 <t<2n

2.29 Ecuaciones Parainétrkas de una Corva en el Plano-)

Consideremos una curva C dada por la ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, es decir:
C. Fixy)=0
donde cada una de las variables es una funcion de una tercera variable t, es decir:
VAL | .

x = f(t), y = g(t), donde cadat e I. Determina un par de valores reales “X” e “y” que

satisface a la ecuacion F(x,y) = 0;

Las ecuaciones C: i , teR
1.v=g(0

Se llama ecuaciones paramétricas de la curva C y la variable independiente t se llama

parametro.

Nota.- El intervalo | puede ser abierto, cerrado, semi-abierto 6 < -oo, +00 > = R.
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Ejemplos.-  Dar una representacion paramétrica de la recta, la circunferencia y las cdnicas.
i) Parametrizando la recta L que pasa por /q(~0,v() paralela al vector a =(al es
decir: L ={(*, vO)+i(aj,«2)/1s RJ
como LaR2 => (x,y)&L <> (x,y)=(xn,y”" +tia*,a2)
u,>") =fx@+a,i, yo+a2l)
iX- x0+ax
L:i , te R son las ecuaciones paramétricas de la recta L.
{y =yn+a2t
ii) Parametrizando la circunferencia Cx2+y2 R2,
R > 0 se elige un &ngulo 9 formado por el semieje X
y el radio vector OP moviéndose en sentido
antihorario, se obtiene las ecuaciones x = R eos 0,
x> y=Rsen 0, 0 e[0, 2n]. Luego la circunferencia
dad ; i ij:Rcosd 0
ada en forma paramétrica es: C: 1 ,
P Lv = .Rsen0
e [0,2n] donde O es el parametro dado en radianes.
i») Parametrizando las parabolas de ecuaciones y :4px2 , X =4py2 , hay varias formas de

parametrizar para y =4px2, six=t , y=4pt2-

jx:t

[y =4pt

P: y=4pX2 , t&R , para x-4py2 siy =t ,x :4pt2

P: x:4py2:\4pt2 , teR

{t
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Ejemplo.-  Parametrizar la pardbola y —------ VX
Solucién
ix=i
I
Sea x=t ,y =ki = P: ®» \ -2 teR
2 p..-.,
- - - X V -
iv) Parametrizando la elipse — H——=1, se tiene: ()2+(f)2=1
a b~ a 0
X
—=e0s6 .
X = acose)
=bsen9
—=senG y
b
\x =acos9 06 0.2t
{y =bsen9 [0.24]
Ejemplo.-  La epicicloide es una curva plana engendrada por el movimiento de un punto p de la

circunferencia C que rueda sin resbalar sobre el exterior de un circulo fijo CO. Hallar

una representacion paramétrica de la epicicloide si C tiene radio r, C0 tiene su centro en el origen y

radio r0 y p esta situado inicialmente en (r0,0).

Solucion
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Sea A el centro de la circunferenciaC; 9 =Z( OA,/), | OB ||=r0, | BA ||=r
OA =)| OA ||cos0/' +|| OA ||sen0y => OA =(r0+r)eos9 i+(ro+r)sen0 j .. (1)
Sea B =Z(Ap,i) = Z(OA,AB)+ R +9=n

dedonde B =n-(9 +Z(OA, AB)) ..(2) => BP=rZ(OA,Ap)RS - r{9 pero

m9

BS =BP => rZ(OA, Ap)=riQ Z(OA, Ap)=- -0
Ahora reemplazando (3) en (2) se tiene: /} =n-(9 +_r 9)=n- -_r_g (4)
AP =11 AP |cosB i -|| AP |senBj =rcosB i-rsenB j

— = r+ r+r, ->» .

AP =rcos(n - 9) i'-rrsen(’\- _____ 9) j

AP ~-rcos(r+r°9)i-rsen(r+r° 9)j .. (5)

r r

Si P(x,y) es el punto mévil, entonces OP - (x,y) pero OP = OA+ AP, reemplazando se
0+r _ - .
tiene (jc,7)=%r+ro}eoso /'+Er+ro§sen0 y'-rcos-r ----- r 9 |»-rsen———————r91

0+ > 0+r
(x,y) :((r+ro)cosO-reos---}—---9) i +((r+ro)sen0-rsen(———|;—--)9)

Luego las ecuaciones paramétricas de la epicicloide son

X = tr+ro}coso-rcos(-[9-ir)9

y = .tr +r0)\sen 9 - rsen(-—--
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| Obtencion de la Ecuacion Cartesiana de una

Curva a partir de su|
[Representacién Paramétrica™"

Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva.

y =g(f

Se puede obtener su ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, con solo eliminar el parametro t por

métodos algebraicos o por medio de algunas identidades trigonomeétricas.

] N ) \x =at +b
Ejemplo.-  Hallar la ecuacion cartesiana de la curva. C:

[y =2t+c
Solucién

De la ecuaciony = 2t + ¢ despejamos t.

2
reemplazando en la ecuacion x =at +b
X :a(y—2_£)2+b de donde C:x-b :%(y-c) 2, que es una parabola.

jx =2(l+cos0)
Ejemplo.-  Hallar la ecuacion cartesiana de la curva C:

[y = 2sen0

Solucion

De las ecuaciones despejamos eos 0, sen 0.

X-2
== COS0 (x-2)2 V2
xoro % —e0s O +sen G =1
4 4
Y =sené (x-2)2+ /=4

s C (x-2) 2 +y2 =4, que es una circunferencia.
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2.31 Clases de Curvas.-]

Sea C e 7?3 una curva parametrizada, es decir, que existe una funcion vectorial
a: [a,b\-——- >773, tal que a (M ])=c , entonces:

. ) - .
i)  Diremos que C es una curva cerrada si a(a) =a (b) en caso contrario la curva C es una

curva abierta.

Ejemplo.- Lacurva a: [0,2;f]>R2 definidapor a{t) = (4cosf, 2seni) es una curva cerrada

—»> -
puesto que a (0) = a (2rc) = (4,0)

li) Diremos que C es una curvacon punto doble si a(lj) =a(t2) , t\*t2

Curva con puntos dobles

* Un punto de la curva C es un punto multiple (doble, triple, etc.) si corresponde a dos

6 mas valores diferentes del parametro t.
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i)

iv)

Ejemplo.-

Eduardo Espinoza Ramos

Diremos que C es una curva simple si no posee puntos dobles.

pie

* C se llama simple si a es inyectiva.

Si la curva C, esta contenida en un plano, la curva C es denominada curva plana, en caso
contrario se denomina curva alabeada, por ejemplo, la circunferencia, la elipse,

son curvas planas, en cambio la hélice cilindrica es una curva alabeada.

* i
Diremos que C es una curva regular si a (i) esdeclase C ya'(t) *0, Vte[a, b], en

este caso t se llama parametro regular.

La curva a: R— >R definida por a(t) = (4eo0s?, 4sen?, 51) es una curva regular,

puesto, que a'(/) = (-4sen?, 4cosi, 5)* (0,00) , VteR.

Observacion.-  En general una curva puede admitir mas de una representacion paramétrica, pero es

suficiente que en una de estas representaciones se cumpla la condicién de

regularidad para que la curva sea regular.

- =

Los punto p(x,y,z) de la curva C, en donde a'(t) * O para alguna representacion paramétrica de la

— —

curva C se denomina puntos regulares, pero los puntos en donde a'(i)= 0, se denomina puntos

singulares.
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2.32

Reparamatrizacién de una Curva Regular.«!

Definicion.- Sea C e* 3 una curva regular, o sea que existe una funcion vectorial

- i, —/ —
a:[ra,ft] —————— »* 4, tal que: a([&z,ft]jV: C y a’(f)*0; una reparamatrizacion
- >
de a(t) es una curva y =aoy/: [c,d\-——-- >R , donde y/:\c,d\--—-- es una

funcién diferenciable con y/'(u) * 0, Vu e [c,d] y sobreyectiva, ademas:

—> -
y(u) = (aoy/)(u) =a(y/(u)), Vue[c,d]

Observacion.

1)

2)

3)

Siy/’(t)>0 se conserva la misma orientacion en la curva reparametrizada.

Si y/’(i) <0 se invierte la orientacidn en la curva reparametriza.

. L, = . i3 .
Si la reparametrizacién y: a oyA \c.ci\-——- >R " es continua, entonces la curva

N A

a: [a%\-——>R €S continua .
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. = 2 - o \)

Ejemplo.- Sea a: [0,2tt]------- »R"™ una curva regular definida por a(t) =(cosi, senr).

1) Sea ifl: [0,1]--—---- >[0,27r] una funcidn real definida por y(u) = 2t entonces.

2.33

- - t .
y(u) =(a o \]/)(u) =a(y/(u)) =(cos2ra, sen2m/J es una reparametrizacion de la curva

a(t).
Sea {/: [0,2N]------- >[0.2;r] una funcion real definida por y(u) =2rc - u entonces.

I(w) =(a o y/)(u) =a (Vi(«)) =(cos(2tt-m ), Sen(2”-w)) es una reparametrizacion de la

—»

curva a (t), como y/' (u) =-1 <0 entonces se invierte la orientacion.

Longitud de Arco™)

Consideremos una Curva C definida por la funcidn vectorial /: \a,b\--—-—- >R" tal que

a(t)=¢1(i), I 2(0--»1,,(0) Y consideremos una particion de [a,b], /*= {i0,ij,...,/4},

donde a - t0 <fj <i2<..<tk= toda particion P de [a,b] define una poligonal definida

por los segmentos rectilineos de /(i0) a/(?) de /(ix) a/(i2 de ) a/(?*) para

el caso de P =|P/Pesufia particion de[a, b]J, denotaremos la longitud de este arco

poligonal por Lp, es decir: L= £ 1 1 1 1
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Definicién.- La curva C definida por la funcién vectorial / de [a,b] se dice que es
rectificable si {Lp I p e P} tiene una cota superior.

Si C es rectificable, la longitud L de C es el supremo de[Lp/p e P} esdecir:

L=sup{1tp/p gP}.
Si se obtiene una particion P2 de [a,b] agregando algunos puntos delaparticion a P, de

[a,b] entonces LR <Lp; a P2 le llamaremos refinamiento de P,.

Si P2 es un refinamiento de Pt entonces Lp <Lp .

Demostracion
Estelema es una consecuencia inmediata de la desigualdad triangular.

Sea i//l el primer tiempo de P2 que no estaen Pj entonces paraalgin i, ti x<iyj <tj y
I )-7(0-)U=M7 (ti)- 7 (V;)+7(V])- )

giim -)- 7(,-)i+ii 7(v>)-7(,-,)i

afiadiendo todos los puntos de P2 a Pxy obtenemos. Lg <Lp

Si / tiene una derivada continua sobre [a,b] y la curva C descrita por f(t) es rectificable

entonces la longitud de arco de la curva C es:

1)
e=f N7'(0 Ni

Demostracion
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Consideremos una curva Cen *3y P={i0, i j | wuna posicion de [a,b], por el teorema

del valor intermedio:

* > -» *

Lp =£ 11/(",)-/(to)I=£ ('] TURE) fi'(3" )1 Pra  algln
= 1=1

ti', tj", ti"""e<tj.,tij>, como /j', f2\ /3" son continuas [a,b] estan acotadas sobre [a,b]

supongamos |/j (0] — \f2'(t)\<M2, |/3°(/)|< AJ3 paratoda te [ab], entonces:
Kk e
LP=Zv MR+ M2+ (%i-ti-l)=(h~a)dM\+ 2+ M3
1=1

para toda particion P de [a,b], por lo tanto {Ip/p e Pj esta superiormente acotada y C es

rectificable, sea L la longitud de C.
ahora demostraremosque L ~frm dt

Sea e >0 cualquiera, como L =sup.jz, /p e /*} existe una particion Pxde [a,b] tal que:
L-e<Lp <L

-» h >
como || /'(/) || es continua en [a,b] entonces 3 JIﬁ I1'(O || dt, es decir:

x= i —i s i
f I (01 '\E)\WOSP limy H7'(/*) I(r, - im)

) Il /' (0ldt- SP|<s siempre que |P\< O, ahora bien:
IJfa W (e)\dt-L\ = IJra*||/-(O ldt- SP+Sp - Lp +LP- L |

<\\h}'{t)dt-Sp\+\SP-Lp\ +\Lp-U\
*a
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Luego [J \\f{t)Wdt-LA\<E., luego L= JJ|7'()1) di.

Observacion.- Si C./(/) =(*(/), _y(), z(/)) para ad t <b entonces la longitud de arco de la

curva C es:

L:Jfa nf (0 ndt :Jfa AX'(1)2+y'(1)2+2' () 2dt

Ejemplo.- Encontrar la longitud de la curva C definida por
C:a (t) =a.cosi i +a.sent j +ct k de A(a,0,0) hasta B(a,0,27ic)
Solucién

j/M = (a,0,0) 11i=0

Calculando los limites de integracion. .
[t2 =2jt

[/(™1 =(a,0,2rrc)
a(i) =(a.cosi,asen/,c/) a'(i) = (~a.sent,acosi,c)
|a'(i) ||[=Va2sen2t+a2eos2t+c2 =Val+c2
L= J1‘02,t|| a'(N]di :J£2n"a2+02dt =2nNJa2+c2

Ejemplo.- Hallar  la  longitud de arco de la curva C  definida por

a(t) = (a(cos/ +/sen/), a(seny - teos/)), a>0en [0, 2n]

Solucién

a(t) =(a(cos/ +/sen/), a(sen/-/cos/)), derivando se tiene
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: . . 2
Ejemplo.- Calcular la longitud de la pardbolay - x ~ desde x =0 hastax = 1

Solucion

Parametrizando la pardbola se tiene:

x=ty=t2luego a(i)=(z,i2), 0<t<1

= a'(0 = (1,2f) => |ja'(f) [|= Vi+4/2

i = = f '5\:'1_ -
i = fHa( fV|+4|\52 o +In(1+vs)

2.36  Vectores Unitarios: Tangente, Normal Principal y Binonnal -|

Definiciébn.- Sea C una curva regular dado por la funcién vectorial

= = - =
a(t) =x(t) i+y(t)j +z(t) k. El vector tangente unitario de la curia

S *(f)
C:a () enladireccion de a '(f) denotado por T(t) es dado por: T(t) = L

I« °(011
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como L(C) '(O2 +y‘(t)2 +z'(t)2dt, entonces definiremos S(t) = L(C) que es una

funcién longitud de arco. Luego S(t) =J \x'(t) 2 +y‘(t)-g +2'(0 2dt, de donde al derivar

setiene.  S'(t) ="Ix'()2+y'()2+="()2 =[la’(NI| => S'(t) =||a’(t) |

como r(f) :——g——l‘_o’\ = aII_(Q -da = 7(0 - Ifa
IF«'(011 s'(,) " rfs

como 7X0 es wun vector tangente unitario, entonces T(t).T(t) =\, de donde
derivando se tiene: T'(t).T(t)+T(t).T'(t) =0 = T(t). T'(t) - 0 por lo tanto T(i) y

T'(t) son ortogonales.

Definicién.-  Si C es una curva regular dada por C: a(t), al vector unitario que tiene la

-
misma direccion que T'(t), se denomina vector normal principal a la curva

Cenel punto f(t) al cual denotaremos por N(t) y es dado por N(t) =- T
ir (oil

siempre que |[r(O||*0.
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Observaciones.-

N 2 -
1) Como a'.\a,b\---—--- >R , es una curva regular, entonces la curva C descrita por a es

rectificable, la longitud de arco de C correspondiente al intervalo [a,t] sera:
t(t) = f||a'(u) ||[du entonces (i) =|| ot’(i) |
Ja

Luego ('(t) =la'(u) | <= a'(®)=£(T() ...(1)

Si la curva C descrita por a es rectificable, entonces la ecuacion (1) nosdice que la direccion
- =
del vector velocidad a'(i) es la del vector tangente unitario T(t) ylavelocidad escalar o

rapidez es dado por: f'(t)=la'(0n

- >
2)Si a'(t), es diferenciable en [a,b], es decir, existe a'(i) en [a,b]. Entonces | ”(t) y T(t)

existen en [a,b] y diferenciando tenemos :

a"(t) =i"(TO)+ ()T (1) 6 a” () =P (O)TE)+VOI T (DI N(t)

— —»

3) Si T'(t) = 0, Vte[a,b], entonces el movimiento es lineal.

Definicién.-  Sea a: [a,b\--——-- >Ri una curva regular tal que a ”(/) * 0, V t e[a,b], se

- — - —
conoce que T(t) y N(t) son ortogonales, por lo tanto T(t)xN(t) es

ortogonal tanto a T(t) como N(t), ademas | T(t)x N(t) ||=|| T(t) || N(t) || .sen902=1

- = = > -
entonces T(t)xN(t) es unitario, luego el vector T(t)xN(t) denotaremos por B(t) es decir:
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el cual es denominado vector binormal unitario, por lo tanto, a los tres vectores unitarios

7X0, N(0 vy B(t) que son ortogonales de una curva C, se denomina la TRIADA MOVIL
deC.

2.37 Vector Curvatura y Curvatura.-!

Sea a:[a,b]--—-- >R3 wuna curva regular tal que a([a,b]) =C, al vector curvatura
-
denotaremos por k (1) y es definido por:

donde T(t) es el vector tangente unitario.

- - -
Si la curva C:a(t) es dos veces diferenciable y si a*(t)* 0, la curvatura es dado por:

también al vector normal principal unitario se define por:
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Observacion.- Los vectores T(t),N(t), B(t) que son determinados en cada punto a(t) déla
curva C (tiene importancia en la ciencia y la tecnologia) puede tomarse
como un nuevo sistema de coordenadas de referencias, puesto que son vectores mutuamente

ortogonales que satisfacen las relaciones.

T(t).T(t)=I

T(t).N(t)=0 ; T(t).B(t) =0 ; N(i).B(t) =0
Observacidn.- La curvatura también se define en funcion de su longitud de arcocomoparametro.

Sea C. r (5)=X(s)i+7(5)j+Z(s) k, s e[0,l].

Diremos  quela curva C estd parametrizada por la longitud de arco siy solo sipara cadas
— -
e [0,1], r (y) es un punto de la curva C a una distancia de arco s del punto r (.?)

Curva parametrizada por la longitud de arco, generalizando: J|'0 i r'(u) || du = distancia de

—_
arco de r (0) a r (s) el parametro es la longitud de arco si y solo si:

FIr(u)lidu=s, donde |[r(j)]l =1

Luego una curva estd parametrizada por la longitud de arco si y solo si el vector tangente

N
r'(s) esde longitud constante igual a 1.
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Ejemplo.-  La curva, més generalmente, parametrizada por la longitud de arco es la circunferencia
de radio 1.

-y — > *
r (i) = cos(.v) i +sen(.v) j el parametro es la longitud de arco >'(s) = p[cos(— i +sen(— /],
P P

s g[0,27rp] es una circunferencia de radio p y de centro en el origen de coordenadas.

N
Observacion.- Consideremos cualquier curva parametrizada por la longitud de arco r (5); aunque

—»

la longitud del vector tangente r'(s)es la unidad, ladireccion deeste vector

puede variar al variar sy el vector r"(s) de esta variacion de direccion el cualllamaremos vector

N
curvatura y a su magnitud k = r" (5) | se denomina curvatura.

La curvatura da la variacion  en direccion por unidad de longitud de arco.
como r'(s) =1 => r'(y), r'(v) =1 derivando se tiene que: r'(.?).r "(s) = 0 Entonces r'(s)xr"(s)

Observaciéon.- No siempre se puede encontrar curvas distintas de la circunferencia parametrizada

por la longitud de arco. Por esto la curvatura se calcula en términos de un

parametro arbitrario t, que por conveniencia se interpreta como el tiempo.

Ejemplo.- Hallar los vectores tangente unitario y normal principal de la espiral conica

a (/) =(a.e0s?, ¢sen/) te [0,2t], a,b>0.

Solucién

a(1) =(a.eos/, ¢sen/) => a'(/) = (-a.sen/, seos/) => || «'(/) |=V«2sen2t+b2eos2/

>
a'(/ -a.sen/ h.eos/.
T0= ¥V o, A
LD | -Jalsen2t+b2eos2/ VaZsen2t+b1leos2/
?2e«}=(— ~ofc2cos’ m ;) = Ifwii= ,
asen't +b eos'/

L2 2 2..T 72 2 Y t
(a'sen t+b~eos"t)2 (a~sent +b  eos /52

S S
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-a.sent

[17* D] Vfl2sen2i+b2e0s21 4alsen2t+b2eo0s21

-* b. cosi -a.sen/
N(ty=(- = .. .. m-7- —
Va2sen2/+;2e0s21 \a2sen2i+b2eos21

2
Ejemplo.- Hallar la triada movil de la curvay =x ,z=2xen el punto x = 2.

Solucion

ly =x
Sea C: 1 , la curva en forma parameétrica.
h =2x

N

£ N / \ -
Sea a: [a,b]------- >R7!a(t) =(i,t2.2/) donde t- 10 =2=>«"(/) = (1"2/™) entonces

a'(2)~ (1,42 = lcc@|=V21 = T{2)= a'(2) 1 4 2
|« ’(2)” (V21,V2r ’-\/ZT)

—
La binormal también se calcula mediante la formula. 5(2) = ---------=--------2- de donde
la'(2>a"(2)|

i ]k
«"(N =020 = a'(2>a"(2)=1 4 2=(-4,0,2) = ||a’(2>a"(2)||=2V5
0 2 0

) 2) —— a _(__2_)__ a __g_2) L( 2_ T r;O ")

la'(2)jra™(2) i V5 Vb

() = r(i) 5 (i) = _
Vi =r().5(0) V21 V2T V2T (.Vi05’ #105 ’VIOS)

- A 0 —
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2.38 Planos: Osculador Normal y Rectificante.-

Consideremos  una curva regular a: [a,b]--»R3 tal que a[\a,b\) = C ¢ R3,entonces:

i) El plano que pasa por el punto a(/0) = (x0,V0,Z() "ue es Para™ ° a 'os vectores T(t0)
y /v(i0), se llama plano osculador, cuya ecuacion es dada por:
FO: fi(io)-[(-*',>',z)—t0.y0.Z0)] = 0
u)

El plano que pasa por el punto or(/0) = (-*0,;y0,20)Que es paralelo a los vectores N[t0)

y B[to),se llama plano normal principal, cuya ecuacidon es dada por:

PN oT ({0)[(*. y*z) - (x0,y0| 20)]=0

iii) El plano que pasa por el punto a(t0) =(*0,;0,20) que es paralelo a los vectores B(t0)
-

y T(t), se llama plano rectificante, cuya ecuacién es dada por:

Pr- M {0)-[(*,d.z)-(*0,>0,Z0)] = 0

Lr ={oc(t0)+tT(t0)/te R} , LN={a(i0)+A/v(r0)/Ae r}

I1b= {a[to) + B Ato)' B e /?}



176 Eduardo Espinoza Ramos

= / [ = >
Ejemplo.- Sealacurva C: ./(/) =\e3.e M.3V2/J. Hallar los vectores T y N y la ecuacién del

plano osculador en el punto (1,1,0)

Solucion

-7

Calculando el valor de i =t0 de tal manera que /(/,,) = (1,1,0)
(e3n, e_3°,3-Jli~ = (1L,10)
Calculando T(O) para esto /'(/) =(3e3,-3e 3i,3>2)

£1(0)=(3,-3,3%) = |i7'(0)||=V36 =6

1/'(0) I

Calculando fl(0)- ~ Ao~ de donde
17 (07 - (0)n

f'(t) =($e*,-3e~3,y>I2) => 7" (") = (93,9 3,,0) = 7"(0) =(9,9,0)

P k
/°0),/"(0)= 3 -3 372 =(-2772,277/2,54) => || 7'(0k7"(0) It 5472
9 9 0

5(0)
I/ *(ov/"(0) I
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2.39 Otra forma de Expresar las Ecuaciones de los Pianos: Osctiladorj
(Normaiy 'Rec'tific'anteT]

Consideremos una curva alabeada, es decir que no estd contenida en un plano, cuyas

ecuaciones paramétricas son:

X =x(t)
C. y=y(‘) . siendo tun parametro.
z=2(1)

donde su ecuacion vectorial es: C:a(t) =x(t) i+y(t)j +z(t) k

En cada punto de la curva C se puede definir un triedro trirectangular llamado INTRINSECO
ofundamental formado por los vectores unitarios, tangente, normal principal y binormal,

donde la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (x, ,yl,zl) es:

X —X, z —7Zi
LT:
x'(t) y'(t) z'(t)

La ecuacion de la binormal a la curva C en el punto (Xi es

x-x\  y-yi z-2\
B

siendo

A=y\t)z"{t)-z' {i)y"(t) , B=z"(y)x"(t)-x"(1)z"(t) , C=x"(t)y" (t)-y (t)x"(t)

La ecuacién de la normal principal a la curva C en el punto (xj,yl,z,) es:

X-Xj y_yi z-21
y\t) z'(1) z'(i)  x'(t) X'(t) y'(t)

B C C A A B

N
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El plano rectificante que es determinado por la tangente y la binormal, su ecuacion es:

y'(0 z'(t) z'(t)  x'(I) x'(t) y'(1)

X-x1)+ R z-21)=G
Pro g o XDF O ey, (22D

El plano osculador que es determinado por la normal principal y la tangente, su ecuacion
es:

FoEiooy-yi z~1z\
x"(t)  y'(t) Z'(t) =0 dsea PO: A(x-xX)+B(y-yx)+C(z-zx)=0

x*(t) y"(i)  z{t)
El plano normal que es determinado por la normal principal u la binormal, su ecuacion es:

PN: x,iil)(x-x1)+/(0 0 '-*1)+z’(/)(z-21) =0

Ejemplo.-  Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva.
X =e cost
C y=e sen/
z =-Jie

en el punto correspondiente at = 0 y la ecuacion del plano osculador en el mismo punto.

Solucioén
para t=0, x=1, y=0, z=V3. Luego P(1,0,V")

X=X, y-y, z-z.

La ecuacion de la recta tangente es:  LT: = =
x'(0)  /(O) 7'(0)

, de donde

x{t)-e cosi x'(t) =e eost-e sen/ x'(0) =
y(t) =e sen/ => 'y'(t) =e sent +e cosi "y'(0) =

z(/) = -Jie z'(l)=-j3er o =
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x—1 y-O0 z-ijl z-
T 1 1 V? '

La ecuacion del plano normal es:
PN: x'(0)(x-x1)+ v'(0)0/-.y})+2z'(0)(z-z1) =0
PN: (x-1) + (.f-0) +vi3(z-v3) =o

~ PN: x+y+-J3z =4

X-Xj y-v, z-z
j ecuacion del plano osculador es: Pt: J0) MO 2z(0) =0
x"(0) v"(0) z"(0)

xtft) =eleost-e Lsens x"(t) = - 2e; sen/ x"(0)=0
y'(t) =e seni+e'cost => ’v"(/)= 2e eos = v"(0)=2
> = or = 5 O =

X-1 y—0 z-v3
ng: 1 1 An=0 1q: "~3x+ "3y 2z+-38—0
0 2 VI

2.40....Curvatura.-]

Consideremos una curva C dada por la funcién vectorial f (/) =\ (/) i +/2(/) j +f3(!) k,
llamaremos curvatura de flexion o simplemente curvatura a la razon instantanea de cambio de
direccion de los puntos de la curva C, con respecto a la longitud de arco.

- - — - .
Si /(/0) YfU 1) son dos puntos de la curva Cy 7'G() y r(/j) son las respectivas

»

tangentes unitarias, entonces la curvatura en el punto /(/,,) es dado por k(tQ).



180

Eduardo Espinoza Ramos

I T{tx)- T (i)

limM .um h ~'o frao) Il
AT->0\S  'i=o S(tj)—S(to) 3 S(fj) S(i0)
nf'oo) M
h ~lo
T(t)

Observacion.- El cambio de direccidn es dado por 0 pero para 0 pequefio se tiene# « ||A7f.

241

Definicion.-j

Consideremos una curva regular CczR parametrizada por la longitud de arco es decir

3 y: [0,6]nn >R3 tal que: y([0,Z])=C. Sea T(S)=y'(S) el vector tangente

—
unitario a la curva en el punto y (S).

—>

A la derivada del vector T(S) se denomina vector curvatura de la curva y y denotaremos

por: H(S) =T’(S)=y"(S).

— - - -

Observacion.- Como T(S) es unitario es decir || T(S) ||= 1 entonces el vector T\S) =y"(S) es

N
perpendicular a T(S), por lo tanto el vector curvatura tiene la misma direccion que

el vector unitario normal principal N(S) entonces existe un nudmero real K(S) tal que

-

- -

T'(S) =k(S)N(S), luego ai numero k(S) se denomina curvatura de la curva en el punto y (S) y es

dado por k(S) = k(S) |
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jA1l Otra‘formadeia’

Sea 0 la medida del angulo en sentido contrario a

— ->
las manecillas del reloj desde i a T entonces

*

> - >
r(0) =cos0./+sen0.7 y por lo tanto

dT(G) > > dT(0)
-=-sen0./+cos0./ como --—---= es un
dd de

dT(G)

>
vector unitarioy T(6 ).-———d——e--— =0 ademas:

> dT 0 0

k=i__ 1= ¢ ¢

s Flgqi 8§ * o0 g k3l s
de

2.43  Teorema»-]

Para una curva plana descrita por la ecuacion C: r{t) =x(i). i +y(i).j demostrar que la

X \x'{t).y"_(t)-x"(t)r- O\

curvatura viene dada por laexpresion. K(i) = ——---tnie j2-feeeen- Pimm

(X'0)2+y" (t))
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Demostracion

D V(i} r'if}
Se conoce que k(t) =||—II, donde T{t)=— —

Hre(t) | [Ir'(Oll
como r(f) =x(t). i +y(t).j = r'(t) =x\t). i+y'(t).]
Ik'(i) I=Edx'(t)2+y'(t)2

r'{t) X' (t) 7, V' (1)
1L X2y (M2 X ()2+y'(1)2

2 X"y ()2-x" (0. (1).y () x {2,y ()X (Dic"(1).y' (1)

(X'()2 +y*(t)2}* 2 (x'(t)2+y(t)2)3'2
(ac*(02 +y (0 2)3/2
0i?(,)=_ m A LTy ()T)

(ic(o +7(/) )

aw=iia ?(oii_u'(o.y'(o-""(o-y(0oi V*'(02+ /(02

rcoll (FW2+y(02)32 'X'(t)2+y 0)2

\x'(t).y"\t)-x" (1) .y {t)\

A0 —

2 2 3/2
(x'(0 +7(0 )
2.44  Teorema”

Si una curva plana tiene la ecuacién cartesiana C: y = f(x), demostrar que la curvatura

en el punto (x, f(x)) es:

K(X) =— ~-—-—-h ~
(1+1'(*))
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. Demostracion

— — —
Expresaremos a la curva plana en forma parametrica r(t) =t i+ f(t)j de donde

x (t) =t, y(t) = f(t) de donde:

Jv(0=1 *(N =0
[y'u)=/(x) ~ y"(t)=f"U)

ERE « (). GL(OI+/ W ——Y ol
de donde se tiene: k(x) :V(JC)' ------ F—-
(7))
Ejemplo.-  Hallar la curvatura de la curva dado por: C: x=e‘+e ' , y-e' -e “en t=0.
Solucion
jx =er+e~" jx'=er-e~"* fx'(0)=10
[yre'-e-1 \y'=el +e-~r ly'(0y=2
| x"=er+e~' fx"=2
1 y'=e'-e~' y'=0

%,0).y,0)-x"©).y(O)  lo-4) i
(c02+7(0)2)32  (©+4)32 2

Ejemplo.-  Determinar la curvatura k de la curvay = In x en el punto (e, 1).

Solucion

i =Inx = /(*)= ==y (x)=—=
X X

1
de donde y’(e) =— => y"(e) = — -
€ e
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key= V@1 k(e)

Ly@ve (@ (D (14622

Definicion.-!

Consideremos una curva C :f(t); el radio de curvatura p(t) en el punto / (i) dela curva C

es el reciproco de lacurvatura en ese punto, es decir  p(0 :I(—EB.si k(t)*Q .

Llamaremos centro de curvaturade C en f(t) al punto C =f(t) + p(i) N(t), donde N(t)

es el vector normal principal.

El centro de curvatura se encuentra en el lado concavo de la curva.

Ahora consideremos un punto P de la curva donde k * 0, considérese el circulo tangente a la

curva C en P que tiene la misma curvatura.

EL circulo cuyo centro es el centro de curvatura y su radio de curvatura se llama circulo de

curvatura (o circulo osculador o circunferencia osculatriz).



Funciones Vectoriales de Variable Real

Ejemplo.-  Hallar la circunferencia osculatriz de la curva /(/) —(t,tz,t3) enelpimto t= 1

Solucion

Calculando la curvatura &(1) =|| T
1/ u
7'(0 = (1,21,3r2) => 7'(1) = (1,2.3) |17 °0)11=Vi4

i7'(011=Vi+4/2+9t4 de donde latangente unitaria

2t ht*
N/ I VI+412+9/4 VI+4[/2+9i4 VI+4r2+9/4

4/+ 18/ 218/ 12/ +6/
P _("(1+4/2+9/4)32 " 1+4/2+9/4)32 " (1+4/2+9/4)32

: 11 8
r(i) = (-

() ( vid > Tvi14 - 7v 14
Ny=— = 1 (11-89)

IZO0T I

185
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como la curvatura es k(i) 5|

1/ @Qu [

98
ademas el radio de curvatura es p(l)= M y el centro de la circunferencia
* V266

osculatrizes c=7(1)+ p(\)N(D) =(l,U)+-r==.-~r==(-11-8,9)

58 37 82
Qo 19’ 19°19)

Luego la ecuacion de la circunferencia osculatriz es:

58 37 82 686
—)2 —)? — %
(x+19) +(y+ 19)2+(z 19)

La torsion o curvatura de torsién es un nimero real que indica el levantamiento de una

curva Cen un punto respecto de su plano osculador en dicho punto.

Este valor estd determinado por la razon de cambio instantaneo del vector binormal respecto

B' -»
a la longitud de arco, es decir — , como este vector es paralelo a la normal principal N , es
u

decir —mes igual a N multiplicado por un nimero real; al opuesto de este nimero real se

—
denomina Torsion de la curva C en / (t) y denotaremos por t es decir:

B’
T =-rN = B'=-S'tN

Observacion.- Silacurva C: / (t) esplana, entonces su torsion es nula (t = 0), por lo tanto B es

constante, la ecuacion del plano osculador es el mismo en todos los puntos, al
reciproco de la Torsién se denomina radio de Torsion.
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Observacion.-
-
1) Si y:[0,¢]-—- >R3 es una curva parametrizada en términos de la longitud de arco, entonces
se tiene:
2) Si a:[a,b\------ >R3es una curva parametrizada arbitraria entonces se tiene:
(@' (t)xa” (). " (1)
t(i) =
la®(t)yxa"(t) |
Ejemplo.-  Hallar la Torsion de la curva a(t) = (i2,/,i4) enelpuntot=1
Solucién
a'(f) = (20,1,41 ) a'(l)=(14)
a(i) = (i2,i,i4) = a () = (2,0,12i2) a"()=20,12)
0'" (0 = (0,0,241) a'"(1) =(0,0,24)
[ T ¢
a'(h*gi"(h)=2 1 4=(12,-16,-2)entonces [a'(l)*a"(l)||="144 + 256 + 4 =V 404
2 0 »
(1) = a,(Djra"(l).a™() (12,-16,-2).(0,0,24) 48 12

404 404 101
la'(xa™ ()|
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|2.47 Formulade Frenet Serret™l

Las férmulas de Frenet - Serret, son las que describen el movimiento del triedro movil a lo

largo de la curva Cy son:
a Tt =k()S"(N(t)
b) B'U)=-rS'(t)N(t)

©) N(t)y=-m S ()T () +r S (/)B()

Las dos primeras formulas se obtiene de las definiciones de curvaturay Torsion.

La tercera formula se obtiene de N(I) = B(t)x T(t) de donde:

N'(t) = B'(0*2(/) + B(t) X f (/) = (-r S'(t)N(0)*T(t) +B{t)x(k(t)S'0)N(t))

=-1 5 ()(N(1), T(t)) +k(t)S" (t)(B(t) *N(t))

=rS'U){TU)*NU)) -kU)S'U) NU) *BU)

N'U) =rS'U)B(i)-kU)S'U)TU)

2.48

Consideremos un punto P e C: /(i) de una curva plana, el vector unitario normal v (7) en p

definiremos mediante. N = —9o.= 29T , de donde AT N
11 k dS ds
o f *

ahora bien T = cos0. i +sen0.j , de donde
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; = (-sen0. z+C0S0.7')—— de lo cual se sigue que T.N =0, por lo tanto N
ds dti dS ds

—>
es un vector unitario perpendicular a T y que apunta al lado céncavo de la curva.

Ahora expresaremos la aceleracion vectorial a(t) en términos de T(t) y N(t), es decir la
—»>
descomposicidon del vector a(t) en sus componentes Tangencial y normal a la curva

— —
C: f(t), puesto que el vector velocidad V(t) satisface.

> ij >

I:(I)HIF(I)IIY(I) =—.r(o

¢F () cS rfr(r) cS er(i) ¢5
X =S T TOrg e g o
de donde se tiene: a(t) = —p r T(t) +(— ) k N(t)

Luego a a(t) expresaremos en la forma:

= = —»>
a(t)y=ar(t) T(?)+({/) N(t) donde las componentes de la tangente y normal son:
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d2s ds 2
mo=—t y M OZ(ﬁ

para calcular aN (t) se necesita calcular la curvatura k, sin embargo, esto se puede evitar al

- -
advertir que T(t) y N(i) son perpendiculares por lo tanto:

1a(0 2= (M 0)2+ (M '))2

Ejercicios Desarrollados,-!

Una particula que se mueve por la sola influencia de la gravedad, tiene por aceleracion

— —
/" (/) =(0,0,-g) donde f(t) es el vector de posicion y t representa el tiempo, si la particula

parte desde el origer; cuando t = 0 con velocidad constante V(i) = (2,0,1) probar que:
7()=Qi,0,i-~gi2)
Solucidn

- —»>
Se conoce que a(t)=/"(0O =(0,0,-g), ademas

y(0-j/0)dt =1J(0,0,-g)dt =(c,,c2 -gt +c3) como

V() =(20,) = F(0)=(ci,c2%3)=(2.0.]) entonces cj=2, c2=0, ¢3=1 por lo tanto
V(/)=(2,0,-gi +1) integrando /(i) =iV (t)dt =J (2,0,1- gt)dt = (21+¢,,c2,t- g +c3)

como /(0) =(0,0,0) => /(0) = (q,c2,c3) = (0,0,0) entonces =c2=c3=0

> i2
1(i)=2i0,i-gy)
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2) Un movil se mueve con velocidad constante \Y/ > 0 silendo en trayectoria circular de radio
Iﬂ - OU|IO|) Jb \ Br.sr.rssBry- .
r, un cohete lo persigue con velocidad tamblen constante V partiendo del centro de la

circunferencia y manteniéndose siempre en la recta que une el centro y el blanco. ¢Cuando

da en el blanco el cohete?
Solucion
V cohete = V = movil = constante
radio = constante y V = constante entonces su vector de
—

posicién serd&: R =7?(cos0,sen0) y su velocidad seré

dé
V =R'(t) = /?(-senO,cosO)?
iVI|=V=R\Nsen20+cos20— =R— entonces
dt dt

\Y, =R-—-- ..(1) , parael cohete su vector de posicion sera
dr dr do
r =r(cos0,sen0) => V :_dt_: (cosO,senO)—dt+ r(-senO,cosO)—d-t

\V ||= %\ 2+r2( )2— = constante

J
v dt

(/2: — 2+r 2 2 .. (2
( dt) ( Glt) (2
. . de v
pero de la ecuacion (1) se tlene—(—j:[— -- — que reemplazando en (2) tenemos
r

dr V j—
V2 (/ir) 2+r 2y-} déspejando-terermos ( 2 V’Z(PFS'Z m )) = F :EyJR_] -r 2
t t t

R dr . .
----- . -...— =dt, integrando ambos miembros.

VyR -r
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3)

4)
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R(R dr a R r /R R ) RN

—| —==== = 1dt => —arcsen—/ =t de donde —arcsenl =i => t =--—--

Vo 2. r2 X y r/0 n 2V
03fu.Jd la x <nin:» b anu sJaai si no errcjmsii. >eob .iinsInfin: A * >(-/i9ini/aTt3

donde R y V son datos y ti constante.

Dada la curva engendrada por la funcion vectorial de variable real

/(1) =(-1+sen2i.e0s3i, 2+sen2i.sen3i,-3 +cos2i) (Estd sobre la esfera de radio 1y

centro (-1,2,-3)?
Solucién

-
Las ecuaciones parametricas de la funcion vectorial / (t) son:

Xx=-1+sen2t. eos3t , y=2+sen2t.sen3t , z=-3+ eos2t

—
La curva C: /(<) esta sobre la superficie esférica de radio 1y centro(-1,2,-3) si al eliminar

el parametro t de las ecuaciones paramétricas se obtiene la ecuacion de laesfera de radio 1 y

centro (-1,2,-3).

x =-1+senlt.eos3/  (x+1)2 =sen22t.e0s23t
my =2+senltgen3t =>(y-2)2 - sen2ltsen231
z =-3+e0s21 (z+3)2 - eos221

(x+1)2+(y-2)2+(z +3) 2 =seli22f(cos2 3t +sen23i) + eos2 2t)
=sen221+e0s22t = 1
(x+1)2+(j>-2)2+(z+3)2=1

Sean C, y C2 las curvas descritas por:
> f! B C2i T,
Q: /() = (I"senxiit, cosi, —-1) , ie[0,%j

C2: g(0) =(eB,\-€26,2-2ee) , 0 e R

Hallar, si existe, la interseccién de Cxy C2; en caso de que exista, hallar el dngulo de

interseccion.
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Solucién
. . 21
Alacurva C, seexpresa f(t)=(1-cosi, cosi, -i;l---l)
Si 3/?7¢ C,nC2 => peCXf(t) a peC2:g(d

] 2/ a, 2 Q .
entonces /?(1-cosi, cosi,—-1) =p(e ,1-e ,2-2e ) paraalgin t,0e R.
n

l-cosi=e e =1l-cosi -.(D

. /'< §)
cosi=1-e 20 eie = 1—¢osi ...(2) cosd = « (0)
21 e
F 1=2-2¢ .(3)
igualando (1) y (2) se tiene eB =ee 0=-0 ~'(0)=(ee,-2ee,-2e0)
o 3 i n
como e =— — => para0 =0 => {=— O =(-2,-2)
2 n 2
(R 2
Luego /(y) =(1,0,00=9(0) => 3pe C,nC2 / (’é) = {sent,-sent, 7|)
ahora calcularemos el angulo de interseccion. €0s6 =
M+4+4
1 1+ -
n
5) Hallar la representacidn paramétrica de la curva descrita por un punto P de una circunferencia

de radio a (a > 0) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta.

Solucién
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Supongamos que la curva es descrita por el punto P(x,y) y ademas supongamos que el punto
P comienza a rodar a partir del origen de coordenadas y la recta sobre el cual rueda la

circunferencia es el eje X.

Sea OM =are. MP =ad ees(l)
Enel ACQP, tenemos PQ=asen9 y CQ=aeos9

para ON = OM =NM =a9 - PQ =ad - asen9

entonces x=al0-asen0

y =NP=MQ= MC-CQ=a-a eos9 entonces y=a-acos0

Luego las ecuaciones parametricas de la curva son

x=a(0-sen9) , y=a(l-cos0) , 97271
es decir: /(#) =0(9-sen9, I-cos0)
6) Hallar la representacion vectorial de la curva C definida, como la interseccion de las

superficies z=J4-x2-y2, x2+y2-2y =0, dirigido de manera que z decrece cuando x

es positiva. Luego graficar la curva C y determinar una expresion para la longitud del arco.

Solucioén
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a)

b)

c)

De la ecuacion x2 +y2 -2y =0 se tiene x2 +y2 =2y que reemplazando en

z=V4 -x2-y2 resulta z="4-2y ahorasiy=t se tiene las ecuaciones parametricas

de lacurva, x =£72t-t2,y=t, z=j4-2t
[. f(t) =(x<j2t-t2,t,j4"21).

De laecuacion z="4-x2-y 2 tendremos que x2+y2+z2=4 que es la ecuacidn de

la esfera de centro (0,0,0) y radio r = 2.

La ecuacion x2+y2=2y y se expresa x2+(y-12=1, (z =0, x2+(y-32=1
circunferencia en el Plano XY) que viene a ser un cilindro de centro (0,1,0) y radio 1en

R 3y generatriz al eje Z, es decir:

Como / (f) = (£"2t-t2,t, >/4-21), calculamos su dominio es decir:
2t-12>0 a 4-2r£ 0 => te [0,2]

1 1 9t+2 f219t+2

1-f
)= L= X-:r=
=G LS X315 11/(011
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7 Una particular parte del punto (2,—V?In2) en el instante t = 0 y se desplaza sobre la curva

de ecuacion C: f(x) =(ex,e~x,-JIx),de tal manera que en cada instante t, la distancia
recorrida sobre la curva es 2t. Hallar una funcién vectorial en términos de t que describa el
movimiento.

Solucién

Expresaremos x en términos de t, mediante la condicién

X -»
2/= Jlnz\\f'{x)\\dx de dondef(xO) =2,— In2) entonces

(ex®,e~,-j2x0) = (2,—,-J1 In2) =>ex =2 => x0=1In2

f(x) =(ex,e~x,y/2x0) => f'(x) =(e*-e~x,J2)=> ||T (*)||= Je2x+2+e-2* =ex+e~X
= ~ = -e~ = r

21 J\InZ(eX +e~x)dx = (ex -e x)/ n? Zsenhx/ o

2t=2senhx-2senh (In2) => senhx =t+ senh (In2)

eln2-e- B 2~\ 3
jc=arcsenh(t + senh In 2) = arcsenh(t +% donde senh(In2) = ——— —---liee= —— = —
> * * 3 csenA(+4) i 3
g(0=17"' :/(arcsen(i+?) :(ear ) Aeenhre) i 4 e M2 arcs%nh(t+—))

8) Una funcién vectorial / satisface a la ecuacion tf'(t) =f(t) +tA, Vt >0, donde /f es

un vector fijo, calcular /" (1) y/(3) en funcién de A si f(\) =2A

Solucién

Derivando a la ecuacion tf'(t) =f(t) +tA se tiene:
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9)

fr(t) +tf"(t) =

-dt

I'(l) =c¢ y

tf {t) =f{t) +tA
N N
entonces ¢ =34

- -
como /(I) =2v4

(ty+A =f’t)=— = = A integrando /" (/) =— setiene.
t t

+c = f'(t) =A\nt +c¢

para calcular elvector  constante c se  sabe que
- -
f(t) +tA >
= f'(t) =-— -y como /(I)=2A =f(l)=/(l) +¢
t
- = = - = -

por lotanto f'(t) = Alnt +3A, integrando f(t) =(tInt-t)A+3At +k

—- > - =
= f(I)—2A+k = 2.4= 2’\4+& = ¢ =0 porlotanto

1(?) =(iln/-0~+37/ dedonde /(3) =(31n3 +6)~(

Si /(/) =-

—

-(eos/, sent), d > 0, describe una parabola, hallar el &ngulo que forma los

AN

D o
vectores f'(tx) yf ’(t2), donde f(tx) es el vértice y f(t2) el extremo del lado recto.

Solucién
/—* dcost dsent
9 1-cos; 1-cos/ )
-> d sent -d
'« =(-5p--T - -) - (2)

(1- c05|) l-cosi

Evaluando la ecuacion (1)
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10)

Eduardo Espinoza Ramos

Lado recta= LR =d(A\,A"), donde Aj(0,d), A2(0-d)

dcost2 dsenr2 n
:(016) =>re -

f(h)

=( 1—o0sf2 1—osi?

como el vértice es V = (——,0), entonces

» icosi, dseni, d 0
/(")) = (-~ L - L)=(— = * =%
) 1-cos/j \-cosil) ( 2 )

> dsenr -d =>n d > d
como /'(*) =( (1-cosi)T 1-cosf>_>/ (5) =(— ~d) y f'(n) —(0,—2)

ademas eos( = 2-35

nz: e
. ()l 4

eos0 = = 0 =arccos(2" )

Dada la elipse 18x* +50j® =1800, alrededor de esta curva se forma un sélido de manera
que todas las secciones perpendiculares al eje de las X son elipses cuyos focos estan sobre la
elipse dada, los ejes mayor y menor de cada seccion son proporcionales a los de la elipse
dada. Hallar el volumen del solido.

Solucion

Laelipse 18x2+50y 2 = 1800 se expresa en la forma

X2 y2 a =100 a =10
—r+— =1, entonces , ,
a b [b =36 6-6 -

X2 y2

La elipse transversal tiene por ecuacion ~a+-~"T=1>

como los ejes son proporcionales se tiene

a b 10 6 5
a'~b' ~ a'-b N a'~-3b'-
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11)

Segun la figura O'/, =c =y =—VIO0- x2 ()

y segun la propiedad de la elipse:
i

c'2+b'2=a'2=>c'2=a'2-b'2 como a'2 =—h"' setiene
3

2 25b'2 2 16, 2 2 2
=204 b'f=—h'2=>b2=9c2 (2)
9 9
2 9 9 2
reemplazando (2) en (1) se tiene: e (100- x )
16 25

el area transversal es:  A(x) =n a'b’

5, 21k :
A{x) =n-b' =——(100— ), luego

F :j)QA(x)dx :2{@% tt(100-;c )dx F =450nu 2
*i O

>
Sea la curva C descrita por [/, que reparametrizada tiene por ecuacién

S) 2~ *

s d2h( 2 i d 2t~ k.
h(s) =(— ------+1)/(0) y se sabe que ----—-- i =~ [(0)(—) e +k—jfi9)e - Hallar
/(0] ds ds ds

la ecuacion vectorial de la curva C en términos de t.

Solucion

- -
por determinar C: H(t) = H([j/(s)) = h(s)

como h(s)=(—+— +D70)=>Als)=(—-L_+0)7(0)
wou QI
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d2/i(i) 2> di 2t -»

ademas T =* J( Xg,_v) e + </'SI" /(0)e . (2)

de (1)y (2) se tiene:

? dt 2 i, d2t -* 1, o dt i dZ) .
k /(0)—) e +k?-f (0)e =0, simplificando £(—) +—7 =0, resolviendo esta
<y i ol

dt dp d2t
ecuacibnsea p=— = oL reemplazando se tiene:
)P ds ds ds2

i2+— =0=>kds+ =0, integrando As- —=c=%$ks -c =—.
ds p2 p p

—l:>dt—1—>dt—ds't dt-llf + t
P =i T = =sg integrando —Tn(o-c) c, entonces

(t-cx)k-\n(ks-c) => ks-c =e("“Q)*= AeK => Aei'=ks-c de donde

ct+Ael i .
=Vv'(i) ...(3) , reemplazando (3) en la funcién

h(S)=(_£_+1)/(0) => /i(i) = //(V(i)) = M5)

w01
c+Ael
h(s) = X(-c+" fa) =J/(r) = (— " - +1/(0)
11/(0)11

mmH{) = (— *— +1)f(0)
K1/(0) 1

12) Una particula se mueve en el plano XY, segln la ecuaciéon x =e 2‘cos3f ,y =e 2'sen3r,

encontrar la longitud de la trayectoria desde el puntot=0 at =n.

Solucion
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Sea C:. f(t) =(e 2 cos3i, e 2sen3f). derivando se tiene

f'(t) =e '(2cos3f+ 3sen3r, 3co0s3z-2sen3f)

/(0 E 4,{(2cos3f + 3sen3r)2 + (3cos3/-2sen3f)2] =J U e 2

Luego L=flIfU m =fV fe-2dt= /
Jo Jo 2 o]

$ = ) (1-<T2%)

13) Calcular la longitud de la curva cuyas coordenadas cilindricas son r=1, 0=t z=t, 0
<t<2n.

Solucién

Las ecuaciones de la curva en coordenadas cilindricas son:

x =rcosl X = cost
y =rsen0 => iy =sent

z2=z z=t
Luego C: f (() = (cosi,sen?, t), te[0,2n], calculando su derivada

f'(t) = (-senr,eosfl) de donde || f'(t) \="j2 entonces

L=jrn f'(t))dt=41Mdt= 24271 L=1jln
> f, ,
14) Hallar la longitud de arco de la curva descritapor: C:. /(t) = (3~xcosxi/x, JAxsenxdx, t)
Solucién
fi

0o >
Por determinar Z |[f'(t) ||dt, de donde

=1
Jo

! *{i) = (icos/,isen/,l) => N7 ‘(D=Vi2+]l +1 di
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15)

16)
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: . B freos« f/sen« r
Encontrar la longitud de la curva definida por: C: a(i) = (J0 ------ du,(J) ------- du, 4-Jt)
u u
- -
entret= 1y i=1ij, sabiendo que a (ij) es el punto donde a '(ij) es paralelo al plano YZ;
1 <i, <2
Solucién
-» su GS
como a(i) = (,ln —————— b du 4vt) derivando se tiene:
-* cosi seni 2 -* cosi, sent, 2
a'(0 = (---—--- je— ~jz) = <(*) = (L, -—--- 1,-;=
(0=~ i) = <) = Lol
como a.'(iX)//PlanoYZ => a'(ix) i =(1,0.0) entonces
» cosi, seni, 2
«(|) [ =0 = (------ L,---—-- L,-=).(1,0,0)=0
h h Vi
cosi, n
--------- 0 =>cosi, =0 => i, =—
' 1 2
ademas (i) = (C°5F ST 2y o geiy = v AT
t I -ft ‘
[k/2 f»r/2VI+4|2 -------- (Voff + |- |)(v5 +1)
1=1 |a’(|’l|<fr:J ——————————— =V2r+]- V5 +In(—
1 i 2V2 «
Una curva estd definida por las ecuaciones parametricas x=-Ja2-t2,
a+t | . 3 V?
y=aln( ... ) -1, longitud de esta curvadesdet=0 hasta i =— a es, alnc calcular
Va -i
el valor de c.

Solucion
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dx -t
x~-Ja2-t
*~-Ja2-t2
dy t2
wJal-t dt a2-t2
2 (a2-i2)2"

-yin(a2-t2) / 2 =alnc, donde

—Finfha t=alhc %> —ndtinc = c=2
2 4 J 2

203

'o az-f

17) Consideremos dos curvas, definidas por: Ci:/(0 =(te), 0 <t< 1
C2: g(i) = (i+ Ini,i-Ini), 1<t<e donde LIy i2 son sus longitudes, respectivamente,

ol
Calcular el valor de —.
LI

Solucion

La longitud de una curva estd dado por: L =f ||f'(t)||dt, calcularemos larlongitud Z,
Ja

—
que corresponde a la curva C{. f(t) =(t,er), 0<t<1

f(t) =(U") = [['(O1l=VI+eX

S =13177(0 Mdt - jA-dl+e2 dt

(D)

ahora calcularemos la longitud L2 que corresponde a la curva C2: g(t) =(t+Int,t-Int),

l1<t<e
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9’0 =(1+-4-y) =>1g'(0 11:"2'\‘Lrr

L2=£ Ng'() Ndt=V21*~ ~dt sea t=e => dt=eudu
parat=1 e“=1=>u=0, t=e, u=1

=A2ier A —dt=yi2jit I+e  ,edu= V2/ VI+e2' du=-JI\ M\+e2,dt
2 5\ t o g Jo

0]
¢ W,L-Ji +e2' dt

Luego ) =V2 = \V?
NV U e2dt

18) Hallar la longitud del arco desde t=0 a t=-JIn de la hélice conica de ecuacion

p:t,O:tl <P:_
4

Solucién
Sea C: p=t, 0=t = : la hélice conica que expresado en coordenadas esféricas se
tiene:
V re
= -——-/cosi
. 2
X= pcosOseiup
V2

C. y=psenOsen(p => C:'y=--iseni
2

Z= pcosy
V N

2
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19)

20)

=fx11 /' i = =N i- N i
L 50../(0 lidi o 2[|2V +In|i+ 1

/o

=Ay-[WI+n2+In(n+VI+Jt2)] = 8.6406

Hallar la longitud de arco de la linea r(t) = (e eos/, e' sen/, e) desde el punto (1,0,1)

hasta el punto correspondiente al parametro t.

Solucioén

Por calcular j*| r'(t)||dt, donde

—»
r(a) = (eaeosa, easena, ea) = (10,1) = a=0

- -
r(t) ={e cosi, e sen/, el)=> r'(t) =(eleost-e sen/, e sent+e' eos/, e')

= 1|r'(/)||=V 3¢’

L:}j "r\t)\\dt=_j,jse'dt =j3(e'-1I)
0 Jo

Consideremos la curva definida por la ecuacién Ci: ?t):(et eos/,et sen/,et);

7
C2:g(t) =+ L/ ,7+1) 14 t<2t, encuanto debe de incrementarse t para que la longitud

de arco de  se incrementa en -Ji(e—1) desde el instante en que C2 intercepta a C;j.
Solucién
Calcularemos el punto de interseccion de las curvas

/jeC,: 7(0 a C2: g(t) = f(tj) =9g(t2) es decir:

(e'leostj,e'jsen/j,ef]) = (t2+1 t2, t2+ 1), de donde:
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ehcos/j=12+1 ...())
w'lsen/j =/2 —(2)
/% =[2+1 (3)

de (1) y (3) setiene e'costl =e" => cos/j =1 2> tl =0.
Luego para tx=0, i2=0 que satisface la ecuacion (2).

Luego el punto de interseccion es P(1,0,1), de la condicion del problema se tiene

J|’ W' (t)\\dt=j3(e-1) de donde /'(/) =(ercost-e sen/,e sen/+e'eos/, e)
0

=> Wf'(.t)\\=j3e"' por lo tanto edt=j3(e-1) =e /'Q=e-I

e' -1 =e-1 = i=1, porlotantoel incrementodetesent= 1.

> / /
21) Consideremos la curva descrita por: /(/) =(/, acosh—, asenh—), demuestre que la
a a

distancia a largo de la curva desde (0,a,0) hasta PO en la curva, es proporcional a la
distancia de PO en el plano XY.

Solucién

J 5 t i
T\\F(t)\\dt  de donde /'(/) = (L, senh—, cosh—)
n a a

- /, /,
como /'>(/,) =(0,a,0) = (/,acosh—, «<senh—) =(0,a,0) => /,=0
a a

Luego f2JI +senh2—+ cosh?2—di = i 2.12(1 + senh2)dt
Jo V a a Jo V a

= -1 f 2cosh —di =*J2a senh—/ 2=-J2asenh—
Jo a aeo a
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22)

Sea P0e C: /(i) = /p~.acosh—, asenh—) por lotanto que L =kd(p0,P), k factor
a a

de proporcionalidad.
Z,=V2asenh?2 —="j2d(p0,P) donde &=V? por lotanto L es proporcional a d(p0,P).
a

Hallar la longitud de la curva definida por C:/(/) =(/, 1+/ ), desde el punto en que/(f) y

/'(O son paralelos y de sentido contrario hasta el punto en el que los mismos vectores son

ortogonales.

Solucion

-> : ~
Para determinar L= JI I/'(/) lidt, donde tx se encuentra con la condicién que /(/,) y
i

f'(tx) sean paralelos y de sentido contrario, es decir:

I(i) 111"« 1) =>3XeR/f(t) =Xf\tl)

2 -
de donde (tv I+/j)=A(,2ij) =1 2 =>A"r=16"=-1
[1+i] =2Atl
. -y ¥ _ _ _
para i, =1 se tiene /(D)=(12) y /" (D) =(12) como tiene el mismo sentido no se

considera tx= 1 pero para i, =-1 /(-1) =(-12),/'(—b = (L,-2) tiene sentido opuestos,

por lo tanto /, =-1 si se considera, ahora calcularemos t2 con la condicion que f(t2) y

—= — — —= —=
f'{t2)sean ortogonales es decir: f(t2)£.f'(t2) f(t2)-f'(t2)=0, de donde

(i2, 1+ 12)s(!, 2t2) =0 => 2i3+3i2 =0

dedonde f2=0 como /(/) =(/, 1+<2) = f'(t) = (I,2f) /' (0 1=Vvi+4/2
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L=J°11/ " (ONdi = J°VI+4i2/i =] t-J1+4/2 +In(2t+VI+4i2) /oA

=0-- [-V5+In(-2 +V5)] =- [V5- In(V5- 2)]

23) Sea C la curva en el primer ociante que resulta de interceptar la esfera x2+y2+z2=4a2,

a> 0 con el cilindro x2+ (y-a)2 = a2, verificar que la longitud de la curva C esta dado

Qu 18a2-t2
J— — -dt
" Vda -/

Solucion

por la siguiente integral | - |

x2 +y2 +722 =432
Sea C: , la curva de interseccion.
2oy -a)2=a?

Parametrizando la curva C se tiene:

x2+y2+z2=4a' yz+zi-(y-a)2=3a
de donde
x2+(y-a)2=a2 z2+2ay =4a2
4a2-72 . 4a?-7°?
y=- paraz=t, setiene: y=- o=2a— = y(t)=2a-
2a 2a 2a 2a

como x* =4a®-y?-z°2

x2=4a2-(2a-—)-t2
2a

m\jda212- t A o yldazt2-tA
X e s = x(i)~-
2a 2a
V43212 - i
Luego C: /(/) =( 2a ---—-- 1)
2a 2a
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- -, 1 dedonde |f'{t)|=

% 8a -t2
wt
“ l1l4a2-t2
24) Hallar una funcion vectorial de variable real que tenga como rango la curva trazada por un

punto P, que estd sobre una circunferencia de radio 1, cuando ésta rueda sobre el lado

interior del circulo de radio 4. ;Cuél es la longitud total de ésta curva?.

Solucién

At La ecuacion cartesiana es: x 33 +>23 =a 23 de donde
x=4c0s30, y=4sen30
x23 +y23 =423(sen2 0 + cos2 0)

x2A3+>23 =423 ; por lo tanto se tiene:

f(6) =(4c0s30, 4sen30), 0 e[0,27i]

1'(0)=(-12cos20sen0,12sen20cos0) => ||/'(0)]|=12sen0cos0
L:4o sen0 cos0 dO =24 sen2 0 =24, L=24u

25) Sea C una curva descrita por la funcion vectorial
a(0 = (Ji 2eos(Ku2)du,J\ 2sen(nu2)du, 2-Jit), t > 0. Hallar la curvatura k de C en
0 [¢]
términos del parametro longitud de arco S el cual se mida a partir del punto (0,0,0).

Solucién
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Como a(t) = (@@ 2cos;r u2du, 2sen;r u2du, 'V J/), derivando

a'(0 = (2cosh/2,2sennt2,2-J1) => |ot’(r)||= 4

parametrizando en funcidn de longitud de arco.

5=1(0)= flla’(011* =4f

S =L(V(S)) =4 V(S) =* )ﬁ(s) ==~
> fi/4 2 fild 2. 23i
a(i//(i)) =@ 2cosn u du, 2sen™u du,-------- ) =y(s)
-»'(_) (l mi2 1 7t S2 yi3)

= (—e08--—--- , —SeN------- | e
Y e T e T

2 2 2 2

-»"(S):(_,rs sennS e eosnS 0) como
Y 16 16 16 16

4'\:'i_il wf \ Isps\2 / 2ns2 2&52\ ns
els) Hy ) e '— “fpes — N5~ g

ns
por lo tanto k(s) =-—-.
16

26) Sea C la curva descrita por la funcién vectorial C: /(/) ={e eos/, e sen/,e), t > 0,

Describa la curva C en términos de la longitud del arco s.

Solucion

N
Por determinar g(s) =f(y{s)) dondet=y(s)

—» -
como f(t) =e (eos/,sen/, 1) = /"(/) =e'(cos/-sen/, sen/ +cos/, 1)

I1/'(/) ||=-Je2 [(eos/ -sen[)2 +(sen/ +cosl)2 + 1)] = -Jie’
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27)

28)

5 =j[l/ (OWdt=£ e’ di=J3(" -1
como V3(e;- )=s =e =lh—-==t=In(l+—p) =i/(s)
v3 V3

-* In(1+4r) i 10(1+4:) J 11K1+-4:)
g(i)y=/(V'(i))=( M3 cosIn(l+-~),e 3 senIn(l+-7),e \3)

- . V3+s S+ +s 5+ V5. 6 «_.
*<y) - _ )
-y —>
Si C es una curva definida en el espacio tridimensional y si B\t) existe, demostrar que B’(t)
-y ]
es paralelo al vector normal N(t).
Solucion
La derivada de un vector de modulo constante es perpendicular a dicho vector.
El producto vectorial de dos vectores paralelos es un vector nulo.
- > >
Luego tenemos B = Tx N derivando con respecto at
_y
B'=T'xN+TxN"' como N =
1771
TXN=Tx ~ =0 entonces B'=T'xN' => como W-LN entonces 2?'tAr

ini
Sea a latrayectoria ;)fi) = (2t,t2,lni) definido para t > 0, encontrar la longitud de arco de
;yentre los puntos A (2,1,0) y B (4,4,In 2)
Solucion
SeaC: a(t) ={2t,t ,In%) una curva definida para t > 0 debemos de calcular

L= ] a'(t) || dt, entonces calcularemos los valores de ay b.
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29)

30)

Eduardo Espinoza Ramos

a (a) = (2a,a2,Ina) = (2,10) fa=1

a (b) = (2b,b2,In¢) = (4,4,In2) |
| ]

a'()=(2,2t,9) = IEXQ He {4 +4i2+t4_: 214+

L= f la'(0 dt= [2(2t+)dt =3+In2
J

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y la ecuacién del plano normal de la curva
2 . 2
* =2i+1,y=t-1,Z =3f ,en el punto en que corta al plano XZ.

Solucién

La ecuacion de la recta tangente es:

N .
L ={po+1"'(t0)/1£R},donde P0 e L a Pxz

2 2 %
La curva en forma vectorial es f_%‘t) =@t +1,/-1,3i ) y f'(t) =(4f,l1,6/) como
-y -
Po(x,0,z) en/ (t) entonces t=1. Luego P0(3,0,3) y el vector tangente es /'(1) = (4,1,6).

L ={(3,0,3) +1(4,1,6) 11 e R}

=
La ecuacion del plano normal es:  PN:f'(l).(x-3,y,z-3) =0

PN:4x +y +6z =30

Sea C la curva de ecuaciéon vectorial C:. f(t) =(t,In(sect),In(sect +tgf)). Hallar la

ecuacion del plano osculador en el punto en el que la curva C corta al plano XZ.

Solucién

Sea Pxz : plano coordenado XZ.

— —
ps C f(t) « Pxz = pg C f(t) = p gPi=z
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31)

Sea p e C: /(/) => p(t, Inseci,In(sec< +1tgi)) para algun t real,
ysi pePxz = Insect=0 = sect=1=> t=0,%£2n, +4n,..,

Luego para t=0, P(0,0,0).

e Lzest i o= -= i)l

Como PO: B(0).((x,y,z)- (0,0,0)) =0 entonces calculamos el vector binormal B(0).

f(t) =(t, InsecZ, In(seci+ tg/)), derivando

7 -y
f'(t) =(l,tgt,sect) 170)= (10,0
7"(0 =(0,sec2t,sect.tgt) 7" (0)=(0,10)

(ITT»*(i)’®

13 j k
/m0)*/"(0)=1 0 1=(1,01) => U7'(0)x7"(0)||=V2
0 10

Ademés ; (0). /'(0)./*(0) ,4 0,1,
[I/'"(0>/"(0)I o V2
Luego P#:S(0).(x-0,>'-0,z-0) =0

1
po:1~ (-1,0,1)(x,7,2) =0
V2

PO:x-z=0

Dada la curvaC: a(/) = (i2+1, 8/, r -3).hallar el vector tangente unitario en t=I, escriba
N
la ecuacion del plano normal, plano osculador y plano rectificante en a ().

Solucién
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Como a (t) = (i2+1, 82, t2- 3) => a'(t) =(2t,%, 2t)

«'(1) = (2,8,2) => [a'(1)] =672

= :_4:2,8,2:_':’_ =,-i=
H A DL frjl( V5 3 5

a’(t)=(2t,8,2)) = 0"()=202) =a"()=2,02)

ik
a'()jta"()=2 8 2
2 0 2

(160,16) => ||a*(>a"()]|=16V2

fi(l) = L — (10-)
la'(hxa" (]| 2
= = -
[ j k
B _ V2 -72 2 1 2
AT =5(1),r(l) = 2 =(3-3’3}
V2 4Vv2
6 6 6

PN: _r(l).((",y,z)-(2,8,-2)) =0 entonces PN: X: (1,4,1).(x-2,y-8,z+2)=0
X+4y +z=32
PR: W(I).((;t,y,z)-(2,8,-2)) =0 entonces PR: -(2,-1,2).(jc-2,y-8,2+2)=0
PN: 2x-y+2z+8=0

P#: 5(1).((x,>"2)-(2,8,-2)) =0 entonces P0: XZ (1,0-1).(jc-2,y-8,z2+2)
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32)

33)

/. PO:x-z=4

Dada la curva parametrizada por a (/) = (3/2 -5,5-/, 5+ 3/2), hallar la ecuacién de la recta

paralela al vector curvatura y que pasa por el punto a (1) en donde el radio de curvatura es
minima.
Solucioén

Como a(/) =(3/2-5, 5-/, 5+3/2) => a'(t) = (6/,-1,6/)
la-() [=V728+1 5T =~z i b (6r.-160)
|| a'(OH \72i2+1

- 6 72/ 6
T{t) = ((72/2+ 1)3/2° (72/2+ )32 * (72/2+ )32}

> T' (A 1 72
k(t) =— -—--—--=——-—-71(6,72/,6) entonces k(t) =|| k(t) ||=
| a'(01 (?2/2+1)2 * (72/2+1)3/2
1 (72/12+ 132 . ) .
como R(t)= mo—: ---———--17: -----, Luego el radiode curvatura minima estara dado por la

curvatura maxima esto se dara parat = 0, aplicando el criterio de la derivada.

Luego Kmex = >/72 , parat=0 se tiene a (0) = (0,5,5)el vector curvatura k (/) = (6,0,6)

Un vector en al direccion de k(0) es a =(1,0,1) por lo tanto la ecuacién de la recta paralela

a k (0) es: L={(055)+1(1,01)/te R}
. . / 4-N3 5/4
Determinar la longitud de la curva Cdado por: C: x=— |, y = ——-- 1 , z = 3t, desde
2 5

cuando el vector binormal a C es paralelo al plano 2x - 3z = 0, hasta cuando es paralelo al

plano 18x -z =0.

Solucion
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Solucién
Calculando el vector binormal B(t) = rayx (0
i7Tw " (ou

como 7(0 = (? . t5l12Jt) => 7'(0 = (2t3,2"/313/2,3)
7"(0=(622,3v3/12,0)

J
Je(0'["(0 =2/ 23132 = (-9V3/12,18r,0V 3/7/2)
6r2 3v3/12 o0

Sea Pj:2x- 3z=0 de donde ™M= (2,0,-3)

B(t)/ / como 5//Pj => f'(t)xf'(t)//P lentonces

frt)xf"(t)xNi = NILf'(t)xf'\t) =0

(2,0,-3).(-9V3r1/2,18/2,6>/3r7/2) = 0, efectuando

-18V3/1/2+18V3z7/2 =0 => [U2(1-i3)=0 = Z=1

Sea P2:18x-z =0 de donde jV2 = (18,0,-1)

como f'(t)xf"(t)//P2 entonces

N2.ht)xf"(i) =0 = (18,0-1).(-9Vv 3f1/2,18/2,6V3z7/2) =0

-16V3i1/2+6>/3/72=0 => ZU2(27H/3/2)=0 =>_t=3
Oiifilg b 1tiinsQ ''29 6 t&inoaid ic

Luego S=| 2|/'(0\dt donde /'(0 =(2/3,273/3/123) entonces
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34)

/() ||=V4?26 +12i3+9 = 2t3+3

5 B 4 =/ Iampn =

> ?
Sea C una curva definida por la funcién vectorial C: /(/) = (1----- ,1-2/ i)-Hallar la

ecuacion del plano osculador de la curva, paralelo al plano x = -2.

Solucién

N
Se conoce que PO: B(t0).((x,y,z)-f(t0)) =0, es la ecuacién del plano osculador.

- =
Sea P: x=-2 dedonde N =i - (1,0,0), normal del plano
— ——
como PO//P  entonces B(t0)//i y como B(t0)// f"(t0) entonces

f'u o)xf" (t0)// i ,luego calculamos f'(t0)*f"{t0)

["(O =M r,-4M) f'O0) -(-4?0 ,-4"0’")

7 (0=(-8/,-4,0) 17"(io) = (-8i0,-4,0)
-410 -4t0 =(4,-8i0,-16i0)
—04n —4

f'U0)xf"(t0)=Xi , dedonde (4,-8/0,-16/0) = A(1,00) => [0=0 ,/ *(0) = (1,1,0)

/'(0>/"(0) =(4,0,0) n/'(o>/"(0) ||=4

por lotanto B(0)= { (®)j{ (0)- =(10,0)
17°0)-7"0)||

PO: (1,0,0).((x,_y,z)-(1,1,0) =0 PO: x =1
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35) Sea C una curva descrita por [:/--—- >R3, tal que /”{/):(O,seczf,secl.tgl'),

/'(0) =(,0,1), /(O)=(0,0,0). Hallar la ecuacion del plano osculador y el plano

rectificante en el instante en que C corta al plano x = 2n.
Solucién
/"(0 = (0,secz-/,secf.tgf), integrando  f'(t) =(cx,\gt +c2,sect +c”)
1'(0)=(Cj,c2,1+¢3)=(10,1) = cj=1,c2=c3=0
/'(/) =(l,tg/,sec/), integrando f(t) = (t+c],In|sec/|+c2,In|sec/ +tg/| +c3)
7(0)=(c,,c2,c3)=(0,0,0) = g=c2=¢c3=0
/(1) =(i,Inseci,In(sec/ +tg/)), derivando:
/'(0 =(l,tg/,sec/) => |/'(O ||=V1+t82/+sec21=V2sec/

como la curva corta al plano x = 2rr => t=2jr

I'(0 = (l,lgi,sec/) 1'(2%) = (10,1
/"(0 =(0,sec2i,seci.tg/) f (2tt)-(0,1,0)

i j k

f'(2n)xf*(2n) =1 0 1=(101) = |/'(27t),/"(27t)[|=V2
0 10

1 [ R ————— (-=.0,-=)

[[/,2jt>1"(27r)]|
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PO: B(27i).((x,y,2)-(2n,0,0) =0 entonces PQ: (- ,0,— -).(x-2n,y,z) =0

PO: x-z =2n

PR: N(2n).{(x,y,:)-(2n,0,0))= 0

i ik
N{2n) =B(2n)xT(2n) = -A2 0 A2 = 0.10)
A o —
2 2
PR: (0,1,0).(je-27T,}",z) = 0 PR: j =0, queeselplano XZ.
36) Formar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a lacurva C: x -

y=bsent.cost, z= c.cos’ t ,en el punto =",
4

Solucion
n a b c abe
Para t~—, x*— , "o~ ’ = (7 *)
4 0 2 2 2 2 2 2
x(7) = flsen t jc' (0 =2asenicosi
y(t) =bsent cost y'(t) =-bsen2t+bu
2(t) =ceos | 2'{t) = - 2ccosf.seni

para i:E, x‘(—ft):a, y'(—ft)=0, Z'(—fS:'C
4 4 4

4

La ecuacion de la recta tangente es:
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La ecuacion del plano normal es:
2 2
a“-c

N *’(ﬁ-(*-é) +/(TM.V-E)+Z’(ﬁ.( "72):° AN\ ax-cz = )

37) Sea C la curva definida por la funcién vectorial C: f(t) =(e cost,e'sent,te ),

determinar los vectores T, N, B y la ecuacidn del plano osculador cuando t = 0.

Solucioén
2 I'(O
T»(O) = vector tangente unitario = 10).
n.7T0)1

f(t) :(et cost, e' sen/, te‘), derivando /'(/) = (et'(cos/-sen/), e”‘(sen/+ eos/), el (t+1)

7'(0) = (11D => [|7°(0)[I=V3 7(0) = ("=,-j=,-J=)
N(O): vector normal principal unitario = T(O)
nT (0)]
N(O) = _ 1 (0y*(0y
(0) =5(0) Xr(0), donde 5(0) =
i7'(0>7"(0) ii

f ’(t) =(er(cost-sent), e*senz +cos/), e'(t +1)) =>/'(0) = (1,1,1)

/" (l) =(2sen/.e ,2cos/.e', 2e +/e') =/ ”(0) = (0,2°2)

1 (0)x/"(0) = =(0,-2,2) = |r (O)xf'(0)|=2"2 , porlo tanto:
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nm f\0),f"(0) 1 1

I/ *(0)x /" (0)11

- =
i j k
11 2 1 1
N(0)= B(0)xT(0)--
11 1
£ 1z

plano osculador PO: B(0).(p-f(0)) =0 donde 5(0)=-7=(0,-1,1), /(O) = (1,0,0)
V2
o P0:x-y-z=1

38) Determinar el plano osculador en /(0) para la curva C descrita por la funcion
1(]) =(/-sen/, 1-cos/,/)
Solucién

- - —»>
La ecuacion del plano osculadores:  P0 :B(0).(P-f(0)) =0 donde /(0) =(0,0,0) y

B(0) = — o170 = de donde /(/) =
[1/'(0)*7"(0)]|

1'(0 =(l-cos/, sen/, 1) = 7(0)=(0,0,])

/" (/) =(sen/, eos/,0) => /" (0)=(0,1,0)

i J k
[+(0)x/"(0)= 0 0 1=(1,00) = Hf'(0)xf'(0)]=1
o 1 o
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5(0)=4 ~ m _ =H 00
I/'«W " (011

P0:5(0).((x,y,2) -(0,0,0)) =0 entonces PO:(-1,0,0).(x-0,j.-0,z-0) =0
APO:x=0

39) Hallar las ecuaciones de los planos osculadores, normal y rectificante para la curva

determinado por x2+y2+2z2=6, x2-y 2+z2=4 enel punto (1,1,2)

Solucién

Cjx2+y2+22=6

Sea C:1 , " la curva de interseccidn de las superficies
[x2-y2+22 =4

ahora parametrizando la curva C.

ix2+y2+22=6 [>=#1 ) )
, por lo tanto si x = t, se tiene

\x2-y2+z2=4 [z=2V5-j
a: R——-- >R3 tal que a(t) =(t,\,-js~t2)

ahora calcularemos t = i0 para que a(/0)=(1,1,2), luego (t0,1,75-tl)=(,12) == /,=1

x"(0=0
x(t) =t roQ=1
>(0=1 y (U=o y(o=o
z2(0=V 572 (0= - G
z’(0 z (o_(s_t Ut

jic)=1,y()=o0,z-()=-—

*()=0,y(i)=0, z"(i)=-—
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40)

c=x,(i)y(i)-/(i)Ic"(i)=0

de acuerdo a 3.39, setiene: PO: j4(x-jc()) +¢?(j>-y())+c(z-z()) =0

PO:0(x-|)+-(§.y-|)+0(z-2):0 /. PO:y=1

PN: x'(D(x-x(IN)+/(D(y-y () +z'(D(z+z(D)) =0

PN:I(x-I)+0("-1)—2(z-2):O PN: 2x-z =0
y (i) z-(i) (X_X(I))+Z'(|) *'(D ~oxii) () M=o
B C C A (y'y(l))+ A B (z+z(h) =
1
[ J— 1 1 0
PR: & 2 (x-1)+ 72 l(y_D+0 _5(2-2)20 /. PR:x+z=3
0 0 0 8

Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y binormal a la linea y

x =z enel punto (1,1,1).

Solucién

ly
Sea C.i 2 La linea de interseccion de las superficies dadas.
X —z

ahora parametrizando la curva C, se tiene:

o 5 A
para y=t, x =t2, z=t*. luego C. f{t) =(t ,t,t )

calculando r=r0talque f(t0)=(1,11) setiene (ig”o”o) = (144) => fo = 1>ademas

223

:X,
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x() =12 x’(0 =2r xn(l) = 2
y(0=1 => w(O-1 = y”0=o0
z(/) = i4 z2'(1)=41/3 27 (i) = 1212

parafo=1, *'0)=2 ,y'() =1, z'()=4

i@(M=2,/"(1)=0, z"(l) = 12

A=/ (Dz'""(Q)-y"(Nz'(Q) =12 4=12
B=z@)x"(1)-je(1)z"(1) =-16 => B=-156
C= ()I'W-x"()/1H=-2 C=-2

PO: A(x-\)+B(y-\) +c(z-\) =0 entonces PO: 12(x-1)-16(_y-1)-2(z-1)=0

P#: 6x- %y-2z=3

X -1 -1 z—1
Lfj\ y , dedonde / wX31l - 26 - 722
y @ z'(y z'() x()  x() /(1)
fi c C A
x-\y-1 z4 T.*1_J-1_2z-1 , X1 y-1_ Jf1
A ~B ~ C L6] —1?———15— —, de donde D = yU = T
41) Sea C la curva de interseccion del cono z =-Ji. - -Jx2+y2 con el cilindro x2- (y-1)2=1

en el primer octante. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto de interseccion de la
— —

curva C con el plano y = 1 que contiene a los vectores T y B en dicho punto.
Solucién

CJ z=V2-V777
U2-cf-d2=i

Sea La curva de interseccion de las superficies dadas.

como C debe de estar en el primer octante entonces x,y,z > 0 ahora parametrizando la curva

C se tiene:

x = cosh/ lernas z=V?-V2cosh2/+2senh27
y = 1+ senhi z=V2-V2cosh2i+2senh2f
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Luego la funcion vectorial es dada por:

f(t) = (coshi, I+senhi,V2-V2cosh2i+2senh20

ahora interceptando con el planoy = 1setiene; y=1+senht=1=> senht=0 =>t=0

— —

Luego f (0) =(1,1,0) es el punto de interseccion calculando la derivada de / (1)

f ()= (Senht,cos’h/,_—zsenht cosht-2cosh t?

N2 cosh2t +2senhll

rm-(coshf senht (2cosh21+ 2senht)(2 +4senh2t +senht)- (2senhtcos 1+ cosht)2
'SeH * (2 cosh21+ 2senhlt)i‘2

3v2
"(0) = (1,0-7)

Sabemos que T(t)= f (1) y B(t) =-1
H/wil I/ ’(0-/" (011

'(0) =(01,~y-) = HU7’(0)

i J k
1(0) " (0)= 0 1 G2 2 ) entonces [1+(0)*17(0) =22
= - = (- === ,1) entonces | f' " =——
2 4 2 4
3V2
1 0
< 3 2 2V2

T(0)

como 7(0) y ¢?(0) estdn contenidos en el plano pedido, entonces la normal de

dicho plano es:
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i j k
iV(0)= 7X0)*5(0) = " " 1 (2,-3,372)
V) )78(0) VI V3 3v7

3 2 2l

V21 V21 v2i
-» * 1 <
P; AM(0)X(i,7,z)-/(0)) =0 dedonde P:—-j=(2-3,3"2).(x-Ly-1,z)=0
3Vv7
P: 2x-3y+372z+1=0

42) Dada la curva C:7(/) z (sen ?-Z,t +2,/2 +2sen/-1) .Hallar la torsién en cualquier punto y

. . n n
determinar la ecuacion de los planos osculadoresent=0, /=—,y t=—.

Solucién
La Torsion se determina mediante la expresion: x(/) = (XK /"X 0)-I"X0
I/W 'X O 112
como /(/) = (senc— . « 2., 0 +2sen/-1), derivando se tiene

/'(0 =(eos/, 2/, 2/+2e0s/) => ["(O =(-sen/, 2, 2-2sen/)

/"M<) = (-cos/, 0, -2cos/)
* m

* J k
['"(O*/[" (") = eos/ 2/ 2/+2cos/ =(-4/sen/-4 eos/, 2/sen/+sen2z, 2cos/+2/sen/)
-sen/ 2 2-2sen/

frit)xf(t).f"'(t) =(-4tsent-4cost, 2/sen/ +sen2/, 2eos/+2/sen/).(eos/,0,2e0s/)

= 4/sen/eos/ +4eos® /-4/senfeos/-4cos /=0 /. t ()20
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43)

ahora calculamos el plano osculador, que tiene como normal al vector B donde:

J(0- /<»/7<»
iTw T wii
= -
como f'{t)xf"(t) =(-AtsQnt-4cost, Itsent +sen2z, 2cosi +2Zseni)

J"(0)xf''(0) = (-4,0,2) => ||/' (0)*7"’(0) 1=2"5
2. 1
Luego 5(0) =(--yj,0,-*) ademas /(0) =(-2,2,1)

—

la ecuacién del plano osculador es dado por:  P0: f (0)) =0, de donde

2 1
PO: (~j=,0,4=).(x+2,y-2,z+1) =0 PO: 2x-z+3=0
V5 V5
. . . . -y \+t
Consideremos la curva descrita por la ecuaciéon C: / (i) = (\l +t” ,1, i-In(—===)) vy los
VI+i2

planos P: x+z=1y Q: x-z=1 hallar la curvatura y Torsién en el punto de

interseccion de la curva Cy los planos Py Q.
Solucion

_y.
Interceptando PnQ => a(t) =(1,i,0)

-
ahora hallaremos el punto de interseccion con lacurva C. f (t) es decir:

pOea(t)nf(t) = a(tl)=f(t2) esdecir (1,2,0) =\ +t2,L, t2-In( — ?-))
V1+i2
i+i2 =i
W=
l=r.
[t2=0
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como m J " r m y

11/'0)11 n/’(o>/"(o)ir
7,00 =(7 N~ AT /'(0) = (0,0,0)
77(0 = K- ,0,—idi_) N i) = (-10,0)
i 3 6f2+2 7"(0)=(00-2)

[ "(0- ((1- i2)V 2™ (i2_1)3)
ademds ||/ (O)]l=0 y ||/ ’(0)*/"(0) || =0 por lo tanto k(0) - — y lo mismo parai (0) =0
a
#
por lo tanto para hallar la curvatura y la torsion cuando t = 0 se hace de la siguiente manera.

AQ) = limk(t) 'y r(0)=limr ()

r->0

A
2
fro=/"(0= i2-1 O (L5270
2t
A_2)*2 (/2-1)2
I/ W " (01l= -----257T [/,(0H= U“T
R e A
t(hjA o .r(«)i._g”™)L -.iZ « B «o0,.,,,,*«)-
irfa-/2)52 T />0
ii/'(o «J

Calculando f'(t) xf" (/)«/”'(0-0 porlotanto x(t) =0 entonces r (0) = IJimot(/) =0 es

decir que es una curva plana.
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44) Sea C la curva definida por f(t) =(ijpt, t, 1), siendo p una constante positiva. En qué

punto de C el radio de curvatura alcanza su valor minimo, cudl es este valor.

Solucién

1
Como el radio de curvatura es p=—, entonces calcularemos la curvatura:
k

WO
1/'(0 13
= = ILHOIK 7 +: ademas f"(t)=( 0,0)
Apf 3/2 -» Jo ,,,
Ipt~1 mA—2—(0,01) ; |I/'(i>/"(<) 11=n*
Jpt~

||/'iou3':(Ft+i)3//2. oMo p:i: /MO N _ 2 si2,-prnan

para hallar el minimo derivamos respecto a t.

N =-w 12(N +)12[ N t+a-a =0 = t=o, t=-p
ip t t t2

dt
descartamos t = -p, entonces parat=o,p=o. Jo(0)=(0,0,1)
: . L . > ] ) ] i
45) Sea C la curva descrita mediante la funcién vectorial C: f(t) = (i-seni, 1-cosi, 4sen—),

calcular la curvatura y torsién en un punto de C donde el plano normal es paralelo al plano

Z=1.

Solucién
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La ecuacion del plano normal es:  PN:T(i0)((x,y,z)~ f(t0))=0
donde el vector tangente unitario T(i0) es la normal del plano PN

Si PN //Planoz=1 => /['(t0)// k =(0,0,1) entonces 31eR tal que f'(t0) =X(0,0,1)

dedonde /' (/) = - eos/,sen/s,2e0s—) entonces:

(1-cos/, sent, 2e0s— =(0,0,A) => /=0 y A=2

por lo tanto el punto donde el plano PNes// al planoz= 1 es /(0) = (0,0,0)

ahora calcularemos la curvatura k y la torsién t que esta dado por las expresiones

_ 1/ (0)* /" QU 17 (0)*17(0)-1"(0)
i7°(0) y3 117(0)-r7"(0)||2

k

/"(/) =(- eos/,sen/,2 eos—)

/'(0)=(0,0,2)
f"(t) = (sen/,eos/,- sent—) 7"(0) = (0.10)
/() = feostsens,—08hy 1O 0D
i j ok
/7°00),/"(0)=0 0 2=(2,00) => [/'(O)*I"(0)]|=2
0 1 0

(/" (0)*/** (0))./""" (0) = (-2,0,0).(1,0,-— =-2

. r)y*rron_2_1 I

i 7%(0) ii3 8 4 4
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46)

231

Si la curva descrita por Cj: /(«), corta a la curva C2: g(K) = ("-----, e4", 1+2«), ademas

700) = (le,l) , /'(0) = (1.e.0), f"(0) = (0,6,2), f"*(u) = (0,ewL,0)i. Hallar la torsion t de

Ci en el punto de interseccion de Cj y C2.

Solucion
f""(u) =(0,eu+,0) = f"(u) - (c,eul +Kk,r)
/"(0) =(c,e+*,r) =(0,e,2) c=0,k=0,r=2. Luego /"(«) =(0,e+1,2)
/'(«) =(c,e-=1 +k2u +r)
/ () =(c,e+icn=(leo) ==c=l,k=0,r=0
fr(u) = (l,e*H2w) = /(«) = (W+c,e"¢+f + +7)
f'(0) =(c,e+k,r) =(l,e,)]) =>c =1I/fc=0,r =1
Q: /(M) = (w+l,e“+1Me+1)
Sea POe C,:/(a)nC 2 g(«) => /(«,) = g(«2)

4,
(a, +1),e“1+1,u2 + 1) = (— m= & “2,1 + 2w2)
u2+1

M+ 1=
u2+1

u,+Hl A«
\e =e
pero 1+2m2 =«j +1 = w2 =—

up +1=1+2u2
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Luego 2M =w+1 => uj =1, « =-
para U >0 «j =1 Luego /(1)=(2,e ,2
1 2
0 e2 2 :2e¢
0 e2 0
i ik
J e2 2=(0,2,-e2) entonces [|/'(1),/"(1) |=4+es
0 e2 2
X=-
2 4+et
(1> (OU ¢
. . ) > S- Sens 1—eo0Ss s
47) Sea C la curva definida por la funcién vectorial C: f(s) = ( , , 2sen—), s
2 2

> 0. Hallar latorsién en un punto en donde la longitud de arco sea 2n.
Solucion

El punto donde se va ha calcular la torsion es en donde el valor del parametro es 2n.

Es decir f(2n) ycomo x /m(2n)x/"(2B)./""(2iQ
I}'(Inoran) I2
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0 0-1
~f'(2n)x " (2n ).f""{2n)
3 k
Stz vfrczjy= 00 0 -1 =(—,0,0) entonces " f(2n)x f"(2n) ||=2—
1
0 - 0
2
- -» - |
fr(2n)xf*(2n).f"(2n) =4 N ~=(
m/ " (2k)yx/"(C2n) |2
48) Sea C la curva en coordenadas polares descrita por la ecuacion r = e(g, dibujar el circulo

osculador indicando centro, radio y una porcion de C en un punto donde el vector normal
principal es paralelo al vector (-1,1).

Solucién

. . 0
La relacién de las coordenadas cartesianas y polares es x = reos 0,y = rsen 0 peror=e

entonces la curva C es expresado por:

C | , Lacurva en forma parametrizada

C: /(0)=(eflcos0,e® sen0) , derivando se tiene f' (0)=e° (cosO -sen0, send +cos0 )

La curvatura en coordenadas polares es:
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pero como p(0)= «(8) p(o)=V2 e° radio de la circunferencia osculatriz de
acuerdo a las condiciones del problema debemos de calcular el vector normal principal
N
7V (0)=7'(0) donde 7(0)=_/i® L =* |[|/'(0)||=Vzeo0
/' (0)11
' - +
7(0) = /" (o) e (eoso - seno,e0so +Seno) 1 (2080 - Sen o,c0S0 +5EN0)
V2ee
1 ()1l
-* 1 |
7(0) :—%r(-seno -co0s0, cosO -sen0) = ;r(seno +co0s0, sen9 - e0s9) ahora
Y v

— >
determinaremos el valor de 0 con la condicidon que N(6)//a =(—,1) => 3 Ae R tal que

> 1
N(9) = A1) entonces se tiene — p-(sen0 +cos0, sen0 -cos0) = (-A,A) entonces:
V2

A=—pr(sen0 +cos0)
V2
2S8€No =0 =>o0=0

1
A=—pr(cosO -sen0)
V2

Luego el punto /(O) =(1,0), como 0 =0 => p(0) =V radio del circulo osculador

11
C=/(0)+ p(0)JIVv() = (1,0)+V2(—Vl2:,\TE) => C=(0,1) centro del circulo osculador
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49)

- W= -
Sea C una curva definida por la ecuacién: W({t) = t\)]}i (t)dt, b constante diferente de

-
cero, en donde f(t) es una funcidn vectorial que cumple con la condicién de qu

I 7(011=1vy [7(0-7’(0-7 ":(0]*0. Hallar la torsién.

Solucion

9 4éhde

17'(0x7" (0i2 n7'(0*7" (on2

Jw 'fo-rxo]_ 7'(0*7"(07"(

como X =

C:W(t) =b)f(t)xf'(t)dt,con b*0 y |[7°(0l1=1 ; [7(0-7°(0-7"(01*0
W(t) = by~ f()xF* ()t = W(t) =b.f(1)xf"(1)

Wr (t)y=bf(t)xf(t) +bf (t)xf'(t) =bf(t)xf'"(t)
W (t) =bf(t)xf(t) => W' (t) =bf'(t)xf"(t) +bf(t)xf " (t)

como ||[/(i)||=1 => /(O-L/’I0O yademas (A xB).(C xD) = (A.C)(B.D)- (A.D).(B.C)

(A x B) x (C X D) = [ABD]C - [ABC]D
W (t). W (0 =b2(7(0 *7* (O)-(7(0 *7°(0)

=b2[(7(0.7(0x7°(0-7"(0)- (7(0.7°(0x7" (0-7(0>]
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=b2[(f(t) £{t)/" (1)) /(O -(/(O I"(i) I(»>))[" (»)] = /() /*(/}/"(O]/(O

=2/) 1" O (1 Q@/()*/"\t) +bt (1) xf" (1))

=63[/(0 /"(0 /" (0]2

T

W (OW* V" (Q3 =3[/ (r)/’(0 /7 (]2 . T=1
(V?'(OXIVME).OV’ (W ™(0)  b*[f(t)f" (1) (1)]2 b

50) Sea C la curva definida por la funcion vectorial C: /(/) =(1-y[t,4t )¢t~- 1|). Hallar la

torsion en el punto de interseccion de la curva con el plano x +y +z =4,

Solucién

Calcularemos el valor de t =t0 en donde se obtiene el punto de interseccién de la curva

—

C: f(t) yelplano P: x+y+z=4.
- —
Sea peC:f(t) a p =$ peC\f(t) a peP
Si pe C:f(t)=>p(\-Jt,4t \t2-1\) paraalginte R perocomo
pe P => 1--Jt +4~t+\t2—11=4 entonces \t2-1|=3 => t2 =4v,2 =-2 pero 3te R
A -

tal que ?“=-2 => [“=4 => [= %2, como el dominio de la funcion f(t) esparat>0

entonces t = 2, ademés 112- 11=t2-1, V te D, entonces: C: /(/) =(1-Jt,Jt,t~ -1)
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51)

RCEICERRAN

7" (0 = (4;3/2"~4f3/2"°) 7"(2)=(6 v (, 12)

-» 3 3

/" (/) =(-=57T,-177.0 v = (- ,0
(= 8r 8r ) @)= 32V2 ’ 32512

f\2)xf"(2)=
2V?2 2V?2 282

1 1

8V2 8V?2

I"(W " (2)="~ (U ,0) ~ [[7(2>7,"2)l| =]

7(27"(2).7"(2) =(1,1,0).2=(-1,1,0) =0

La torsion esta dado por la expresion

€(2) 1 (2> 17 (2)-1"(2) 0 Q r(2)=o0
n/(2)*/"(2) 2 (N2

Sea C una curva definida por la funcion vectorial [: | <rR---->R y sean a y b dos
. . , A . 1 —
vectores unitarios constantes que forman un angulo o, o < o d k, Si /(O =a*xf(t) vy

/(O) = b . Hallar la curvatura k(0) en funcién de 0 ¢para qué valor de 0 la curvatura k(0) es

minimay cual es este valor?.

Solucion

—» - > - —»

como 7'(/); :;n‘(t) entonces f'(O):;ixf(O):axb

f(t)= axf(t) =f ()= axf'(t) 3./"(0)=axf(0)
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/"(0) = ax(ax/(0)), ademés se tiene:

7"(0=f1*/'(0) = 7(0),7"(0) =7'(0).v(«J'(0))

como el vector a */'(0) es ortogonal al vector /'(O) entonces

N7'(0k7"(0) 1=f'm axf'm N=12'(0) MMa*7'(0)[sen| =|1//(O) ||l axf'(0) |

0001 (0) = axf(0) =axb atawes  [[/'(OK/O)|[=[I/'O)l|l| e (D)
000 2 b esortogorel d vedtor & ertaees
lax(axb) [=lla [l lseny =llaWaxb || =[ialjia [ilb I sen 0...(2)

ahora a reemplazando (2) en (1) se tiene
N7 °(0)xf*(0) =117 (0) |l @ [|24 b [ sen G - (3)

también [|7°(0) ||=]| axb ||=]l a ||ll¢ |lsen0 -(4)

7’070 1= 170 M Ansen9 = 1 =

m =]

N7'(0)I3  u7°(0)lilia |2, 2sen2 9 | * |lsen0
= => F(9) =- CSe;eCtge =0
Ib N9 f70)1
:>-C-O-S-O:O = cosd =0 =0 e
sen 6 2
F (9)=-0EQdgedtamecd.., (@sb@aﬂnesBrﬁn’rmpaa §-
1701 2
por lotarto: k(0) =——

11/(0)11
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52)

53)

Sea C la curva descrita por la funcion vectorial
-> S S S S . ]
C:. f(s) = (szen(—), é-cos(%, 425en(—)),4s > 0 siendo s la longitud de arco de C. Halle

la ecuacién de la recta que pasa por el punto en donde la longitud de la curva C es iy en la

direccién del vector curvatura en dicho punto.

Solucion

El punto por donde pasa la recta es cuando el valor del parametro s es n es decir s=n.
Osea /(tt)=(—-1,1, 2-~2) ademés k(s) =f ”(s) donde
2

> 1 1 v 1 S S 1 s 1 S 1 S
f'(s) = (- e0s—, —sen—, eos—) y f"(s) = (—sen— —e0s—, — sen—)
2 2 2 2 2 4 ' 4 2 4 2 4 4

- 1 V2 1 r
k{a) =/"(*)=(-, 0, —— )=-(2.<W?2)
4 8 8

Luego L={f(n)+1k(0)11b R}
L ={(—2 —1, 1, 2V2)+i(2,0,->/2)/i e R}

Encontrar la curvatura k, radio de curvatura p y el centro del circulo de curvatura C de la
curva definida por la funcién vectorial.

t 71 ufr7w

C;, 7(0 =( Ycos-——- du, sen------- du, 1)

Solucion

_k x|
—'___(M_Lt')_ , entonces
117" (OH3

Se conoce que K(t)

: att » 2 izt
f'(t) =(eos===, sen====,0) =>f"'(t) =(-tnsen——, Trieos====, 0)
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i k
ret Tt
sen- 0 =(0,0,7r 1)
7t 71t
-t n sen-—--- tn eos-——-- 0

1 1
1//(011=1 Y W/'(O*/" (011= « Luego k(t) =7t como p(t) =
k(ty 7t
5(0 = — = (0,0,1)
n7'(o*7" (011
i J
kA
0 0 =(-sen--—- ,€08----=-- ,0)
77 Ttt2 2 2
e0s- sen-
el centro del circulo de curvaturaes: C=/(0+ P(0"(0 de donde
b o nf i K t? nt
C=(J eos-——-- du, I sen-----=- du, I)+-----(-sen------- ,C0S------- 1 0)
0 2 0 Kt 2 2
oMU 1 nif ow o T L It
C=(1eos sen , | sen-———-du-\ €0s D
dn ~ tt ’-0 71t 2
3 . . . . 1
54) Sea C una curva en R descrita por la funcibn x=a(t), t> 0, si |jex(i) |i:t—|- y
+
- > 1 1 — *
B' (i) =---—-—-- =-(—,—1,—==m) parat > 0 y la torsién t (t) en cada punto a (/) e C es positiva,
(1+0 yi2l

determina t (t), a medida que t crece ¢La curva C se tuerce mas o menos? justifique.

Solucion
de acuerdo a la formula de Frenett-Serrett
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S'(O=-S"()«(i) N =1a'(O |[x(r) iV(r) de donde:

B’ B’(t
V' - rionew ® =jxo] nATE)  pero
la’©O1l la’(©1
. » B'(1)
13V(Oll=i H t(o]
a’ol
como lla’(i)||= — 27'(0 = =-—-—-- r(-1-13T =
Ol i+1 y ( 1+0 ( J2t)
(f+1)2 1
1+t fit 21t + 12 IF(OZVZ’?
+ i + :
a*(0 I li2it + 1)
cuando t crece, x(t) decrece menos.
55) Determina la ecuacion del plano osculador y la curvatura para la curva C descrita por la
funcién vectorial C: f(t) = (In(/+\)l+f2,———1——, In(l+0) en un punto donde el vector
1+t
tangente tiene la direccion de larectax - 1=y -2 =z-5, también hallar la torsion.
Solucién
1
7(0 =(In(f+VI+ig, % ,In(1+0), derivando /' (0 = ( fF---)-2.
i+i Vi+i2 (i+o i+i

el valor de t=1t0 se calcula con la condicion que f'{t)//a donde a =({,1,1) que es la
x-\' y-1 z-1

direccion de la recta L\ -, como/'(/)// a => f'(t)x a = 0, entonces
1 1 1

= (0,0,0)=>(- . 1) =(00,0)
VITT7  (1+02  1+i (1+02° 1+< JUJI'yiiTS (140

de donde por igualdad se tienet=0, como P#: ;?(0).(p-/(0)) =0, donde
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BO)-..{'(0)r{"(0). y 7(0) =(0,0,0)

I/(0)*/"(0) I
10 = 1 1 R

TV hA0+02 0k /'(0) = (L,U)
I ()= ( 2 7"(0) =(0,-2,-1)

(I+2Z)32 "A+ 23 "(1+2):2

i J k
/"(0)¢"(0)=1 1 1=(1,1-2) = | 7’(0)*7"(0)lI=V6
0o -2 -1
-* (0 i
3= (OO
0/ (0)jf/"(0) | Ve
P0O: ~*=(1,1,-2)«x,y,z)-(0,0,0)) =0 Po =x+y-2z =0
ahora calculamos la curvatura fr(0) = AN donde |/'(O) |I=-J5

11/'(0) 1B

Vo V2V3 V2 \VA
*(0) = ¢(0)=—
(V33 3Vv3 3 3

/*(0),/"(0)./"™*(0
encontrando la torsién x(0) = (0)./(0) (0)

ii7'(0>7"(0)ii2

-> -Z -2 -1
1" (*) = <zmmm- TT7 - T>- r), derivando
) (I+2z2y32 (1+233 (1+ 2)
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56)

/-» i S 2 T(0) = (16,2
0= V37 = /" =(-
® ((|+r§)§]é ’(1+r) '(1+r §) (0) =(-16,2)

[*(0)*/"(0)./'"""(0) = (L,4,-2).(-1,6,2) =-1+6-4 =1

,(0), /-(OV /" (0>./"*(0), I . 1(0), i
I I2 6 6

. ., . 2 2 -
La curva C es la interseccion del cilindro x“+y~+2(j>- x)=2 con el planox -

y -2z -2 =0, determinar la curvatura y torsién, asi como el plano osculador en el punto

(3,-1,1).
Solucién
Sea C:\x +V A 2-0 N curva de intersticio de las sugerficies dadas
[x-y-2z-2 =0
. . X-y-2
parametrizando la curva se tiene: x-~-2z-2 =0 => z=-—- 2 . ()

ademas x° +y +2(_y->2<)-2 =0, expresamos en la forma (x-1) +(_y+]1) 224

X -1 =2C0S0 . r , fx=1+2coso . r !

y+ 1=2sen0 ’ e [°>_2;r] = (v=_i+2sen0 0~ [0,"2"]- ..(2)

) I+2cos0 +1-2sen0 -2
reemplazando (2) en (1) se tiene: z= =eo0s0 - sen0
2

N
Luego /(0) =(1+2cos0, -1+2sen0, cos0-sen0) ademas /(0) =(3,-1,1) == 0=0

/"(0) =(-2sen0, 2cos0,-sen0-cos0) =>/'(0) =(0,2,-1)
/" (0) =(-2c0s0,-2sen0, sen0-cos0) => /"(O) =(-2,0,-1)

r
/' (0) =(2sen0,-2co0s0, cos0-sen0) => /"'(0) =(0-2,1)
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J
0 2-1 =(224) = [II'(0)x/"(0)]|=V24
0

N/ (<>>" (0)|| V24

/'(0) =(0,2,-1) => ||/*(0) ||=V5 calculando la curvatura /r(0) =
5a/5

/O3

[OXIM(0)./"O)_ (224).(0-21) 0-4+4 Iy
(V24)2 26

calculando la torsion x(0) =
W/ (0)jr/(0) |

para determinar el plano osculador se tiene: P0: B(0).(p-f (0)) = 0, donde /(0) = (3,—,1)

B(O)= {’(0*{"(0) = (-2.2,4) =4 - (-U.2)
17:(0)*/™(0) ||

PO: -j=(-1,1,2)[(x,*z) - (3-1,1)] =0 Pn: x-y-2z =2

57) El salto de un sapo es descrita por la funcion vectorial f(t) = (/2,|f]), calcular la longitud
. . - 11
recorridaen el intervalo -1 <t< 1, la curvaturay torsion en (——=)
2 V2

Solucion

Se debe calcular L= J | 7:¢o ndt= 25  f "(t)dt

> J(t ,t) para r>0 ->» J@2r, para t>0
como L f (1) =1 ,,de
[(i2,-7) parat<O 1(2/,-1) paral/<0
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£=£ 1/ 'Qke =£ 1/ (O-+F IVm)lbe =¢ -w +*+I"Yr +f*

=AW 4f2+ 1+ In 12 + -\/4f2 . [r-J4t*+1 +1In|2/+aA22+ 11]J
+1]/-i +2

i 1 V5+2 r r
=\5+- In(ss=—-) = V5 + In(V5 + 2)
V5-2

2

i(2,0) t>0 11 1
/,(0=U .r<0 =% 11/,/(0ll=2 Conf /('°)=\/f => Q= V2

7'(-7=)-(v2.) , ~f'(-~=)=(20
(Vz) (v2.) (Vz) (2,0)
_* 1
1 -1
como *(-=¢)=||— — — 1 donde || N=V22+1="5
V2 [/'¢-L) | V2

['(1) = (2i,1) para t>0 = |/'®H|=4 » +1

r(0=(t-2" 71 ). derivando r (i) =( /A2 32)
V4i +1 Vir +1 (4i +1) Gi +1)
HES:
7V(—erfi= (——,—) “erftonces A=) =" I V2 WL 3w« 2
V2 3Vv3’ 376 -h N (—H 2
V2

2.50 Ejercicios Propuestos.

— —

1) Calcular a.s ,sia=(2-41)y _b :Jo(ie" Jcoshzr, 27 " )dt

Rpta. 0
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular las siguientes integrales.

r - - r 2= =

a) J(4seni /+3cosij)dt b) J(te~' i+tj)dt
v . [n/2
c If:l‘t,t .e )dtd)(seni, cosi, tg
) . e )dtd)( g
e + o J ,te)dt
), J (e.te)
-
Hallar la funcién vectorial/, continua en el intervalo <0,+°° > tal que
- = 1A -
f(x) = xexA+ 3 f(t)dt Vx>0, siendo Aun vector fijono nulo.
jcdi

Rpta. f(x) =e*(x+1)A-eA

- -

Una funcién vectorial /, que nunca es cero y tiene derivada continua /'(i), V t,
-

siempre es paralela a su derivada, demostrar que existe un vector constante A y una

—

funcion real positiva \|/ tal que /(/) = y/(2) A, V t.

— — — —
Una funcién vectorial / satisface la ecuacion tf'(t) = f(t) +t A Vt>0, donde Aes
A - - > -A

un vector fijo. Calcular /™ (1) y /(3) enfuncionde A si f(l)-2A.

Rpta. /" (1) = A, /(3)-(6+31n3)A

- > N >
Dado un vector V * 0 y una funcién vectorial /, tal que: f(t).V =i, Vte Ry tal

¥ - -
que el angulo formado por f*(t) y V es constante. Demostrar que /' (/) esortogonal a
?'()-

. . L. 3 L
Sea una curva C descrita por una particula mévil en R . Dar una demostracion o poner

un contra ejemplo.
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a)

Si el vector velocidad es constante, la curva es plana.

b) Si el vector aceleracion es constante, la curva es plana.

c) Si el vector velocidad es peipendicular al vector aceleracion la curva es plana.
. L, 2 . -
8) Determine una funcion f: 1 <zR------- >R~ gque parametrice la curva indicada.
a) La rectay = 2x, recorrida del tercero al primer cuadrante.

9)

b)La cuarta parte del circulo x2+y 2 =3 que se encuentra en el segundo cuadrante,

corrido en sentido antihorario.

c) El cuadrado |id+|y| = 1 recorrido en sentido antihorario.

d) Elsegmento de lacurvay = |l- |x|| comprendido entre x= -2y x = 2 recorrido de
izquierda a derecha.

e) Elsegmento de lacurvay = \Ix2-1 I comprendido entre x = -2 y X = 2 recorrido de
derecha a izquierda.

. - 3 : -

Determine una funcién /: 1 czR------- >R que parametrice la curva indicada.

a) Laparte de la rectay = 2x = 3z que se encuentra en el primer octante, comenzando
en el origen.

b) La parte de la recta que resulta de la interseccion de los dos planos
X+2y-z=0,3x -y +5z=0, correspondiente a z £ 0, comenzando en el origen.

c) El circulo que resulta de la interseccion del paraboloide z —x2+y 2 con el

plano z =4 comenzando en el punto (0,2,4) con el sentido de recorrido

(0,2,4) —(-2,0,4)—(0,-2,4)—(2,0,4)—(0,2,4).



248

10)

11)

12)

Eduardo Espinoza Ramos

Encuentre una representacion paramétrica de las siguientes curvas dadas.

jz2=.2ax - i2 4,31
a) : 2 Rpta. C: a(t) = —=7?,1)
[9y =16xz 2a 3V2a
b) C x2+y2=9, z=0 Rpta. C. a(0 =(3cos/, 3sen/,0)
c) Cy=3x2, z=0 Rpta. C. a(t) =(t, 3/2,0)
2 3 > i2 /3
d Cx =4v,x =24z Rpta. C: «(*)=(", — ,—
4 24

e) C (cd)2+4(y-2)2=4, z=0

Rpta. a(0 =(l+2cos/, 2+seni,0)

2 2.2
f) o‘\§+§/y:;z =a”x+y")

Rpta. C: a(6) = (?(|-COSO), ?(I +cosé>),?sen#)

Dadas las siguientes curvas, encontrar su representacion paramétrica.

a) [GCMIx2 +y2-6x—4 y+12=0 , z=0
Rpta. /(/) =(3+cosi, 2+sen/,0)

b) x2+y2+z2 =4 , x+y-z=0

Rpta. f(Q)= m— ... (V2cos0, V2sen0,V2(sen0+cos0)
VI+sen0 eos#

c) jl2+z2=25 , x2+ | =10 Rpta. /(i) =(xVIO-i2, f, £<j25-12)

Sea a latrayectoria a (t) =(2/, t , Ini) definida parat > 0. Encontrar la longitud de

_y
arcode a entre los puntos (2,1,0) y (4,4,In2). Rpta. 3+1In2
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13)

14)

15)

16)

17)

Hallar la longitud de arco de las lineas que se indican.

a) [/ (0=(tcosi, tsenl/,/) , /e [0,2]

N

b) /_(/) = ((I +cos/)cos/,(I +cos/)sen/) , /e [0,2]

X a a+x aan a
c) y =arcsen— , Z=—In(——- ) desde (0,0,0) hasta (—, — ,—In3).
a 4 a-x 2 6 4

a 1
Rpta. L=—1+—n3)
2 2

a-J2 a-J2 a
d) / (0 =(acos/, asen/,alncos/) desde (0,0,0) hasta (——-é—- , --—-2---, —2In2)

Hallar la longitud de arco de las siguientes curvas

a) /(/) =(2sen2/sen 2/,21n(cosz), e [E?]

by 7()=@2l) ,le[-1,1]

Hallar la longitud de arco de la curva descrita por [/ (/) = (Zsen2/, sen2/, 21ncos/)
1 V3 V3 3 V3 1
desde el punto (—, --—, 21n(-----)) hasta el punto (—, ----- , 21n—).
2 2 2 2 2 2
Rpta. 21n(3+2V3)
Hallar la longitud del arco de la hélice conica C: a (/) = (ae‘eo0s/, ae sent,ae )

desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a).
Rpta. L =aJ?>

—
Calcular para la funcién vectorial definida por: a (/) = (acost, asent,ct) en
a

n
0 < t<—.,
2
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

Eduardo Espinoza Ramos

] . H>cosO fr sen 6 r
Encontrar la longitud de la curva definida por f (t) = (1 —m=~d6, | —=-d9,4jt)
« 40 »Ve
— —
entre t= 1y i=tj, sabiendo que /(/j) es el punto donde f'(ix) es paralelo al

plano YZ (1<, <2).

Rpta. 2> /5 ("~ - 1)

Una particula se mueve en el plano XY segin la ecuacion x-e 2/cos3i, y

y =e 2t sen3i, encuentre la longitud de la trayectoria desde t=0 a t=n.

t t
Considere la curva descrita por / (f) = (i, acosh(—), asenh(—)) demuestre que la
a a
distancia a lo largo de la curva desde (0,a,0) hasta PO en la curva es proporcional a la
distancia de PQal plano XY.
Sea la funcion r = g(0) con derivada continua en < a,b >. Demuestre que la longitud de

la curva es L=J Jg2+(g')2d6 .

a

Sea la elipse descritapor x = aeost, y =beost, te[02rc], 0 <b < a Demostrar que la
) ) firz 1 2 2 o

longitud de laelipse es: L=4 a yl-e eos idt, donde e es la excentricidad de la

elipse.

Hallar la longitud de arco de la linea C: x2=3y, 2xy = 9z desde el punto (0,0,0) hasta

el punto (3,3,2).
Rpta.L=5

Hallar la longitud de arco de la linea C:. z2 =2ax, 9y 2= 16xz desde el punto (0,0,0)

8a
hasta el punto (2a, — , 2a).

Rpta. L=4a



Funciones Vectoriales de Variable Real

25)

26)

Encontrar la longitud de arco de las siguientes curvas:
a) a (/)= (a(t-sen/), 1-cosi), a>0 longitud total
b) a (t) =(a(t-sent), 1-cosr, 4sen—2) , ie [0,2ttl
c) af(t)-(acos 3 f assen t), a>0longitud total.

—* t

t
d a () =(t-a tgh—, asecSi(-)) desde t=-a hastat = 2a
a a

Encontrar la longitud de arco de las curvas

251

a) a(/) =(i,Inseci,In(seci +tg/)), /e[O,—4] Rpta. =2 In(I+V2)
b) a (/) =(e cosi,e seni) , fe [0,2] Rpta. 41(e2-\)

-> n r-
c¢) a(/)=(/,Inseci,3) desde t=0 a t:—4 Rpta. In(l+V2)

d a (/) =(a(cos¢+/seni),a(seni-icosi)), a>0en[0,2/r]

Rpta. 2a”2

* C

- '2 c2
e) a(i)=(— eosS/,—b sen3 i) en [0,2;r]donde c2=a2-b2 , 0<b<a

a

Rpta

f) a (i) =(a(senh/-i), a(coshi-l)), 0<t<T, a>0

i V~cosh—+ Veosh T

Rpta. 2a(cosh?Vcosh r-1)-V2aln(

2.
1+V2
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*
_x t
27) Sea C la curva descrita por la funcion vectorial f (t) = a(t- sene, 1- cosi, 4sen?con

n-2
a > 0. Hallar la longitud de arco de C desde el punto «(---—2———, 1,2V2) hasta el punto

a(n,2,4)

28) Laporcién de una particula en el instante tes: x(t) = 1-eost, y(t) =t - sent. Hallar el

recorrido de laparticulaentret =0y t= 1.

29) Halle la longitud de arco dela epicicloide como funciénde (pa lo largo de la curva

r0O+r

_a> (9P =((r0+r)cos(p~rcos(------- ), (rO+r)sen(p- rsen(r ----- r---<p))
r

4r(rn-r) m
Rpta. L =------ 2-memem (1-cos— 0)
/b 2r
. . . _\) 2 _ 2a
30) Hallar la longitud de arco de la linea C. y =V2ax-x ~, z=aln(-—--- ) desde el
2a-x
origen de coordenadas hasta el punto (x,y,z).
V2-a+-Jx
Rpta. L=aln
yj2a —ifx

31) Hallar la longitud dearco de la linea C:. 4dax=(y+2z)2 4z2+3y2=3z2 desdeel

origen de coordenadas hasta el punto (x,y,z).

Rpta. ¢ =V2z
32) Dad -/>(,) (Btgi dx  f/senx freosx 0x.) dn) ®
ado =g e X,) —dx :
cgvi 1+ 1 «x 1 x Yo
7 >
0<f <—. Hallar la longitud de la curva a lo largo de / desde r=/,, hasta t= —
2 2
N N

donde 10 es el punto en el que g ‘(i) es paraleloa g (/).
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33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

Calcular la longitud del arco y parametrice la curva en el pardmetro S donde la curva es
. 2 2 2

dada por las ecuaciones x“ +y “+z° =a(x+y) , x+y = a.

Hallar la distancia que recorre una particula que se desplaza sobrela curva

2 2 2 1 V2
C.x +y +z = 1la x+ z=1desde el puntoa(1,0,0) hastael punto 3 (—,----- ,—1)
2 2 2

Rpta. L=--—n
4

a) Hallar la representacion paramétrica de la curva descrita por unpunto P de una

circunferencia de radio a (a > 0) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta.

b) Hallar la longitud de arco de la curva encontrada en a)

Sea C una curva descrita por la funcion a: [0,l]-» si a'(0)=(1,22) y

a "(t) = 21T(t) + A(t) N(t) calcular la longitud de la curva.

10
Rpta. L=—
3

Si C es una curva en R descrita por a(i) = (i-senl',l-cosf,-4cos;—),i g [0,2"1.

Hallar la longitud de arco C entre el punto de curvatura méximay el punto de curvatura

minima. Rpta. L=4"2

Sea C una curva de ecuacion vectorial f(t) = (/-seni,l-cosi,-4sen2—),/e \0,2n\.

Hallar la longitud del arco C entre el punto de curvatura maximay el punto de curvatura

minima. Rpta. L=4V2

Sea C una curva de R' cuyas ecuaciones paramétricas en coordenadas cilindricas son:

C.r=/j(r) , 9 =f2(t) , z=/3(i). Demostrar que la longitud de arco de C, desde el

punto t= ahastael punto t=bes: L = }A’\I(Dtr)2+r2(Dt9)2+(th)2dt
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40)

41)

42)

43)

44)

Eduardo Espinoza Ramos

En la ecuacion de la curva y2 = jc\ hallar la longitud de arco que une los puntos

A(l,-1) aB(l,1).

Sea g una funcidn real derivable en [a,b] y sea C la grafica polar r = g(0). Entonces C

— — —
esta descrita por f =g. u sobre [ab], donde u =(eos0,sen®©) pruebe que:

f*'(0)=9g"u+g u’

Un movimiento circular de una barra OA alrededor del punto fijo O, esta definida por
la relacion 6 - 0.15/2 donde O se expresa en radianes y t en segundos. Un bloque B se
desliza a lo largo de la barra de acuerdo a al relacion, r =3-0.40/2 donde r es la
distancia al punto fijo O, expresada en pies y t en segundos. Determinar la velocidad

total y la aceleracion total del bloque B, después que la barra OA ha rotado 30a.

—— —»
Rpta. | v ||=1JApies/seg , |l a||=1.80pies/seg2
> >
Sea a =a(u) lafuncidén vectorial del escalar u donde u a su vez es una funcién escalar
_p

del escalar basico t, suponiendo que a(u) y u = u(t) son diférenciables tantas veces

como sea necesario. Hallar la expresion para las derivadas de la funcion compuesta:

Hallar la trayectoria del movimiento para el cual el radio vector del punto movil

-p
. o dr -» -» -*
satisface a la condicién----- = a x r,donde a esun vector constante.
dt

*

Rpta. La trayectoriaes una circunferencia cuyo plano es perpendicular al vector a
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45)

46)

47)

48)

49)

Demostrar que la curva C: x:|+3t+2t2, y:2-2t+5t2, z:I+i2, es plana.

Hallar el plano en que se encuentra.

Rpta. P: 2x + 3y+19z =27

x=3/4+t2-3

Averiguar si es planalacurva. C. iy = 3t +t?+1 Si es plana determinar el plano
Z2=r4+2i3+1i2

a que pertenece. Rpta.x +2y-3z+ 1=0

Una particula se mueve sobre C aR 3 de tal manera que su aceleracion en cualquier

—= —= —= —=
instante t es asen/+ b, siendo a y b vectores constantes, si se parte del punto

2
(— ,2,2) con velocidad inicial (2,-1,2).

a) Por diferenciacion calcular aproximadamente la distancia de la particula al origen

ent=0.2 seg.

_* 2
b) Sia=(21,-2) y b =(—-2,-2) bosqueje alatrayectoria de la particula.

Rpta. [[/(0.2)]|=3

S ~> h h h
Lacurva y estadeterminado por y (t) = (be 1,be "eosi, be 'seni).
a) Determinar el rango de la curva e identificarlo (graficar).
b) Halle la longitud de arco desde el punto A(0,0,0) hasta B(b,b,0).

c) Parametrice la curva respecto a la longitud de arco.

—
Consideremos la elipse descrita por la transformacion f(<p) = (a sen (p, (3e0s (p) con 0

< (p < 2n, demuestre que la longitud de arco de tal elipse es 4a  ~1 -e 2sen2 (p d(p
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D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Eduardo Espinoza Ramos

Sea f(t) = (e’ cosi, e sen/,e’) , PO=/(0)

a) Hallar 7(0) , ¢V(0) , 5(0) b) Los planos fundamentales en 1= 0.

Determinar T,N,B,k,r para la curva C descrita por la funcion vectorial

f{t) = {c2 eos/, ¢’ sen t,d 2/)en cualquier punto ¢ y d son constantes.

- ——

Determinar T,N y B para cada una de las siguientes curva.

a) /(O =(eos/,sen/) , /e[0,2;r] b) /(1) =(/eosl, [senl,])
c) /(/)-(3/2,2+8/2,-5/2) ent=0 d) /(1) = (9cos/, 9sen/, 3)
N

Dado la funcién vectorial / (/) = (acosco/,asencol); donde a> 0, b > O.Determinar

T,N,B,k,z, VL

Determinar T,N y B y los planos osculador, normal y rectificante en /(0) para las

siguientes curvas:

a) /T/) =(/-sen, 1-cos/,/) b) - f(t) = (tcost,tsent,i)
c) /(/)=(/2,cos/,sen/) ent=1 d) () =(,1-1,1+/2en (1,0,2)

Dada la curva /(/) =(/ 2+1, 8/, t 2-3). Hallar el vector tangente unitario en t = 1,

escriba la ecuacién del plano normal, plano osculador y el plano rectificante en el

—-
punto /(1).

Hallar la ecuacion de los planos osculador, normal y rectificante a la curva
a(l)=( +le~"-1,/) ent=0.

Rpta. PN: x-y+z =2 ,PR:x+y =2 ,P0:x-y-2z =2
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Sea C una curva de ecuacion vectorial a (/) = (/, Inseci, In(seci + tg/)). Hallar los

=4+ >
vectores T,N y 5 y laecuacion del plano osculador en el punto en que la curva corta

al plano YZ.

Rpta. f(0) =4~(1,0,1) , N(0) =(0,1,0) , 5(0) =-~(-1,0,1) , P0: x-z =0
v 2 V2

Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y la binormal de la linea

X2 =2az, y 2 = 2bz en un punto cualquiera.

Hallar la ecuacion del plano osculador a la curva x2 =4y, jc3 =24z en el punto (6,9,9).

-» X
SeaC la curva descrita por la funcién vectorial f(t) =a(x-senx, 1-cosx, 4sen—), a
2

constante. Hallar la ecuacion de la recta tangente y el plano normal a la curva en el
plano (2n,0,0).

Hallar la ecuacién del plano osculador a la curva C descrita por

- /2 r3
/(1) :(i,;,g),para t= 2. Rpta. PO: 12x-6y+z-8 =0

Dada la funcién vectorial /(/) = (seni-2, /? +2,t 2+ 2sent- 1). Hallar la torsién en

n k
cualquier punto y determinar la ecuacién del plano osculadoren t=10, i = I t -2—:
expligue su respuesta. Rpta. t=0, PO: 2x+y-z+1=0

1
Hallar el vector normal y una ecuacidon del plano osculador para tQ~~ cuand®

/(1) = (arcseni, t,-(1-/)12).
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15)

16)

17)

18)

19)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la interseccion del plano XY <con el plano normal a la curva

* - » - * - » n
f (0 =eos/i+sen/j+tk enelpuntot=—
2

Sea la curva C: f(t) = (cosh/, senh/,/). Hallar la ecuacion del plano osculador en el

punto donde el radio de curvatura es minima.

Sean C y P la curva y el plano definido por: C: /(/) =(cos4/, sen4/,/) yP:
X + 4z - 3 = 0. Determine en que punto de la curva, el plano osculador es paralelo a P.

Hallar también la ecuacion del plano osculador.
Rpta. p{Q\,—) ; P0: x+4z = —
8 2

-» 1+/ 1-i
Si C es una curva con representacidn parametrica a(t) = (t,------ R ).

a) Calcular su torsion.
b) Determinar la ecuacion del plano osculador en el punto t = 1.

Rpta. a) t=0 b PO: x-y +z+1=0

Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal para la linea dadas en

los puntos indicados:

> k6av2 a-J2 k
*)  f(9) =(acosG,asend,-----) en p(------- jmmmmmeen —)
2n

-* t4 r3 /2
by /1 (i)= (—4 —3 ,—2), en un punto cualquiera ademas demostrar que la tangente en

todos los puntos de la curva C forma un mismo angulo con el eje OZ.
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aji ani2 k
1Y 1 8 z K
Rpta. a) Lt:-----—- =- T e j=—=—j— , PN: -x +y +
-aj?2 «V?2 A ’° Nf
n
L f6 2% f
by —=— === | PNI t X+ W+Z=— +— +—
t t i 4 3 2
a

20) Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal y el plano osculador de la curva

a(t) = (t,t* ,ts) en el punto (2,4,8).
X-2
Rpta. L —j—=£28—-=""" PN: x+47+12z= 144 | PO: \2x-6y +z-$ =0

21) Dadalacurva a(/) = ((|'2+1) i,8/j (I 2-3) k) . Hallar el vector tangente unitario en t

= 1, escriba la ecuacion del plano normal, plano osculador y plano rectificante en el

N
punto a (1).

22) Hallar los vectores T,N,B, la curvatura k, las ecuaciones de la tangente y la ecuacion

del plano osculador a las curvas dadas en el punto indicado.
a) a(t) = (e‘cost, ersent, er) , t=0

> t t
b) a(t) = (2COSh?, ZSenhz—, 2t) ,t =0

b) k=— , PO: 2y-z=0

na
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elsen/
23) Formar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a la curva X = — =,
V2
1 ~_e eos/ A puntot=0.
V2
V2
%
Rpta. L —=--—--- — a v=1, PN:2x+2z-~2 =0
1 1 w

24) Dada la ecuacion de la hélice C: a (/) =(acosi, asen/, R2-a2t). Hallar las

ecuaciones de los planos osculador, rectificante y normal en cualquier punto.

Rpta. Po:-Jr2-a2sen/jc- <jR2- a2 eosly +az=a”R2-a 2t
PR: cos/.jt+sen/.y =a
PN: asent.x- acost.y R2-a2z+(R2-a2)t=0

25)Dada lacurva C:x=6t , y=3/2 , z=/3,enel punto t= 1, hallar la curvatura Kk,

la torsién ¢, plano osculador, plano rectificante y el plano normal.

2 2
Rpta.£(l) =— ,r(I) =— ,Po :x-2y +22 =2 PR:2Xx-_y-2z2=7,PN:2x+2y+2-19 =0

26) Sea la curva alabeada C:x =e'sen2t , y-e eos2/ , z-2e , para el punto
P(0,1,2). Hallar la curvatura k, los planos normal rectificante y osculador y las rectas

tangentes, normal y binormal.

2V5
Rpta. £=—— ,PN:2x+y+2z-5,PR: x-2y +2=0 , P#: 4x+2>--52+8=0

w_x y-1 z-2 r X y-la x X 7-1
1 2 1-2 4 2 -5



Funciones Vectoriales de Variable Real 261

27) Formar las ecuaciones del plano osculador, la normal principal y binormal a las lineas

dadas en los puntos indicados.
a) Cy2=x,x2=z enelpunto (1,1,1)
b) C:x2=2az ,y2=2bz enun punto cualquiera-

c) C.a(t) =(e ,e~',-JIt) enelpunto (e,e_1,V2)

Rpta.
x—1 y-1 z-1 x—1 y-1 z-1
a) P, 6x-8y-z+3=0, LM = - y Lyt e = S e
! 6 -8 -1 31 26 -22
b) PO:-Jb(x-x0)-Ja(y-y0)=0, Inm A2=z0>

X-X0"y—yo _ z-z0
B yj2az0 yj2bz0 -(a+t+b)

1 r- x-e y-1le Z--J2
C) PO X-ey-V2z42 =0, LN: -mwcree Z ooz =
e -1/e e Sj2

x-e y-l/e z-V 2
1 1 -V2senhl

Ld

28) Demostrar que la tangente en todos los puntos de la linea forma un mismo angulo con el

eje OZ y hallar la tangente y el plano normal.
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C)C: 2x2+3y2+22=47 ,x2+2y2=1z, enel punto (-2,1,6)

d)C: x3+zi=a3 , y3+z3=bi,enun punto cualquiera.

y-8a z-12a
Rpta. a) L\ x-6a =--——-—-= - , PN: x+6y+36z = 2706a
6 36
1
by e yArliz~aT , r, 4, +,& £ +4
1 1

%2 w-20liz e p L E102. ZIZe £2£2. o
L 2 2 2 2 2 ! N e 2+ 2+ 2

~ ~ U
ozo W o *0 Jo Z0O

29) Mostrar que las tangentes, las normales principales y binormal de la linea

—

a (/) =(e cosi, e sen/, e) forman angulos constantes con el eje Z.

30) Mostrar que la linea a (t) = (2/ +3,3/-1, t2) tiene entre los puntosun mismo plano

osculador. Interpretar este hecho desde un puntode vista geométrico.
Rpta. PO: 3x-2.y-11=0 entodo punto de a (/)

31) Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal principal y de la binormal en un punto

- r4 /3 i2
arbitrario de la curva C: xzj Y :? , Z :7’ Hallar los puntos en que la

tangente a ésta curva es paralela al plano x + 3y + 2z -10 = 0.



Funciones Vectoriales de Variable Real 263

32) Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano osculador, de la normal principal y de la

i2
binormal de lacurva x =t,y = -t, z=— en el punto t = 2. Calcular los cosenos de la
2

binormal en este punto.

Elp{};- [ : X=2= W2 Z~2, P x+y =04, UN: X=2 M2 2-2
1 -

roo1 1 2 1 -1
Lb - X-2 y+2 z-2
1 1 0
sen i
33) Calcular el plano rectificante y el plano normal de la curva C: x =sent, y = —-—--
2
1
z=—(i-senicosi) enel punto t = . Rpta. PR:y =0, PN:x=0

34) Unacurva C en el espacio estd definidapor: C: x = arctg (s), vy =-Y-23-In(|’ 2+1), z
= s-arctg s donde s es la longitud de arco. Hallar
a) Los vectores T,N, B
b) El radio de la curvatura y el radio de torsion.

Rpta.

a) T= N = oo B = e 2
i +1 5 +1 5+ 1

»  i+-j2sj+s2k * —J2si+(1-i2)j+-j2sk -* si--j25/4'+k
r N ; 2"

V2 s V2 2
b) R=-—(ass +1) , p=— +1)
2 2

35) Hallar los planos osculador, normal y rectificante para la curva determinada por:

X2+y2+22=6 , x2-y2+z2=4 enelpunto (1,1,2).

Rpta. 2x-z=0, PO:y-1=0, PR: x+2z-5=0
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36) Si C esta descrita por /(/) = (cosi,sen i,[|— |]), re [0,4w]. Halle todos los puntos de
7

C donde tiene un vector tangente paralelo a los planos coordenados.

> 4 3
37) Sea C una curva descrita por la iuncion vectorial f(s) = (—cosi, 1-sens, - —cosi).
S S

Hallar |W (])+ T(~) + B(™) || +k(s) + X(*)

38) Hallar las ecuaciones de la tangente, ecuacion delplano osculador de la curva

x2+3y2=1 x2+3y2+z2=>5enel punto (——2).
2 2

1 1
X— y—
Rpta. L —p-=—p az=2 , P0:z-2 =0

3

39) Dadalacurva C: x2-2yz=0 a y+z--J2x-1=0.

1 11
a) Hallar la ecuacion del plano osculador en el punto (-—= ,——).
2V2 4 4

b) Hallar la curvaturay la torsion en dicho punto.

40) Un punto se mueve en el espacio seglnla ecuacion vectorial

a (i) = (4cosi, 4seni,4cosi).

a) Probar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuacién del plano que contiene a .

dicho elipse.

b)  Probar que el radio de curvatura es 2>/2T(l + sen21) 32
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t
41) Hallar el angulo formado por el plano tangente a la curva x =21-—-- , y =t

3
z=2/r-—en el puntot = 1, con el plano rectificante, de la misma curva en el punto t
=2

71
Rpta. G= arccos(;l) = 38ar"

42) Formar las ecuaciones de la recta tangente, el plano normal, la binormal, el plano
osculador, la normal principal y el plano rectificante a las lineas dadas en los puntos

indicados.
a) C\ x=t2,y=1-f ,z=/3 enel punto (1,0,1)
b) x2+y2+z2=3,x2+y2=2 enelpunto (1,1,1)

- . 41 yf2
c¢) C. a(t) =(sen/, cosi, tg/) enelpunto(——é—,--——z—,l)

@ C.a(/)=(/3-12-5,3/2+1,2/3-16) en el punto correspondiente al valor del

paréametro t = 2.

Rpta. a) L, : = ~n: 2jc->"+3z-5=0
Jt-1  y z-1
Ld: ------=—= - | PO; 3x+3v-z-2 =0
B 3 3 -1 ° '
x—1 v z-1
Lk\ ------ =— = , PR:8x-llv+9z+1=0
8-11-9
x-1 v
b) L.:--—-- R az=1 , PNix-y=0
1 -1

______ =i az=1 , PR:ix+y-2=0
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\A Vi
c) Lr— =Z-=-—-- 7="=-—— , PN:VIX-VIy+4z=0
Vi -V 4
X_Vi v_vi
— =)= jJ-=— , PO:VIX+3VIy+z-5=0
5 Vi 3VI 1
\A Vi
X mmmmmee Y _J
L, !-——-—=-———=-" = PR: -13x +3y+4->/1z+V1 =0
N 13 -3 -4j2
x+1 y-13 z
d L\ = =- , PN: 2x+3y+6z =27
2 3 6
x+l y-13 z
Lb: ------= o= — 0 PO:6X+2_y-32=20
6 2 -3
x+l v-13 z
Ln: - R =— , P,:3x-6y+2z=-81
3 -6 2

43) Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las siguientes curvas.
g2, -
a) Cz=x"+y ,y=x enelpunto(1,12)
b) Cx2+y2+z2=25, x+z=5 enel punto (2,2V3,3)
44) Hallar la ecuacion del plano normal a la curva z = x2 -y 2 .Y =x en el origen de
coordenadas. Rpta. PN: x+y =0
45) Hallar las ecuaciones de los planos osculador a las curvas dadas en el punto indicado.
a) Cx2+y2+z2=9, x2-y2=3 enelpunto (2,1,2)
b) C:x2=4y , x3=24z enel punto (6,9,9)

c) C:x2+z2 :a2 , y«gz =b e%cua%quierpuntoalacurva (x0,y0,z0)
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45)

46)

47)

48)

50)

Rpta. a) 4x-y-z=9 b) 9x—6y+2z=18
C) b xOx-a yOy+(a -b )z0z=a b (a - ?3 3.2

Hallar las ecuaciones del plano osculador a la curva C: xZ-y2+z2=1,

y2-2x +z=0 enelpunto (1,1,1)

En qué punto del plano XY hard impacto una particula de la cual se sabe que para el

tiempo t = 0 estaba situada en el punto (0,0,1600) y que su velocidad estd dada por

_»
V (t) = (500,1000, -321), donde t representa al tiempo. Determinar también el radio de

curvatura o de la trayectoria de la particula cuando t = 5.

~266740,000

Rpta. Punto de impacto P(5000, 1000, 0)
(1'275,600)3/2

Un hombre observa que un insecto se posa en el extremo del minutero de un reloj, de
radio r, al medio dia y empieza a caminar hacia el centro del reloj con una rapidez V
constante. Si el reloj funciona normalmente, hallar la curvatura de la trayectoria del

insecto, observada por el hombre, después de t segundos.

Determinar las constantes reales a y b de manera que las curvas
Cx:4x2+4xy+y2-10x-10y +11 =0 , C2:(y+bx-\-b)2-a(by-x+1-b) =0 se

corta ortogonalmente en (1,1) y tengan la misma curvatura en ese punto.

curva. Hallar la torsion de la curva en el punto

t=0.

Demuestre que si R(t) = (/j(t), / 3(0) es la ecuacion vectorial de la curva C y

1D, R(t)*D?R(t) |
k(t) es la curvatura de C, entonces. k(t) =

1D, A(»)|3
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51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

Eduardo Espinoza Ramos

Sea C la curva descrita por /(/) =(212,1-/, 3+212) y PO el centro de curvatura de C

en el punto donde la curvatura es maxima. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por

1 25
P() paralela al vector curvatura. Rpta. L= {(—,1— )+/(-4,0,4)/1 ¢ R\

Sea C, la curva descrita por la funcion f(x) = (x+1,e3 x, In(x2+2x +1)-In4) y C2

la curva descrita por g(x) = (—, 4°/ixf-1, -In x). Hallar la torsién de la curva Cx en
X

el punto de interseccion de estas curvas.

Hallar la curvatura k(jr)y la torsibnt (4) para la curva Cdescrita por:

- > 4 3 . .

f(s) = (—=cos.v, 1-sens, — cosi) siendo s la longitud de arco de curva C sobre que
s s

superficie se encuentra la curva C. Rpta. k(in=1r({=0,3x+4z=0

Hallar la curvatura k yla torsion xde la curvadescrita por lafuncion

N
/() = (acost, asen/, bt)

‘Sean las curvas dadas por: CX\ /(1) =((3/1—3,3/2,3/+/3) teR,

s bs r~i  j -»
— —), c=ya +b", C3: h(t) =(acos/, ¢sen/). Hallar

> S
C2: g-(5) = (acos—asen
C ccC

la suma de los valoresde la curvatura total de las curvas.

*

4 3
Sea la curva C definidapor: /(/) = (—eos/, 1-sen/, - —eo0s/) , t> 0. Demuestre que
C es una circunferencia y encontrar su centro y radio.
] 2 .
Una particula se desplaza en el plano R alo largo de la curva C de ecuacion
l J—- . V3 .
y =In(x+yx -1), x >1con rapidez constante — mis/seg y parte del punto (1,0) en
3

el instante t = 0. Hallar la ecuacion de la circunferencia de curvatura de C en el punto

en que se encuentra la particula después de haber transcurrido 2 seg. desde su partida.
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58)

59)

60)

61)

62)

63)

Hallar la curvatura k y la torsion x de la curva descrita por

f(6) =(a2eo0s0, a2sen0,b29) en cualquier punto, con a,b constantes.

Hallar el circulo de curvatura de la curva descrita por

C: f(t) =(cosi+isent,sent-t eost), t>0enun punto de donde el vector tangente es

paralelo al eje X.

t2 3
Sea C una curva de ecuacion vectorial a(/) = (2r, —a=,—).
V2 3

—
a) Hallar el centro de la circunferencia de curvaturaen a (0)

b)¢Cuél de los puntos />j(0,V2,V2), p2(2-J2,2-J1,0) y p 3(>/2,0,0) pertenece a la
circunferencia de curvatura?

Rpta. a) C(0,2-j2,0) b) solamente p 2

) > |—2tCt
Dada la curva parametrizada por a(t) = (——, J%e

Kz

r . .
dx, t). Hallar la circunferencia

1
de curvatura de C en el punto donde la curva intercepta al plano x +y +z =

3 3
Rpta. C(2,3,— ), radio i?=—J6
2 2

Hallar el radio de curvatura de la curva a(t):(3t-t3,312,3t+t3) en el

punto (-2,12,14).

-» S S S

Sea la curva C: y (s) = (-p+ D(cos(In(—p + 1), sen(In(—p + 1)), 1) donde s es el
V3 V3 V3

parametro de longitud de arco. Determinar, para el punto (1,0,1) € C, las coordenadas

31
del centro del circulo de curvatura ¢estan los puntos px(1,,— , p2(0,2,-1) sobre
2 4
13

él circulo de curvatura? Rpta. C(--—--,-,1) , pxesta
2 2
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64)

65)

66)

67)

68)

69)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva C, descrita por

~>
g(t) :(t3 +6, 3/+ 4, tz) en un punto de interseccién con la curva C, descrita por

7(?) = (t2-3, 3i-5, In(ed' +/-1)).

Hallar el centro de la circunferencia de curvatura y el plano osculador de la curva

C:a(t)eR3 teR en a(0)=(0,01), si se sabe que a'(0)=(0,0,2)

* t - * *

3 2 K S S
r>(l) =-(9,1-2), 7’(/) esparalelaa (-/,—-1,/) ya™(t) =2t T(t) +2N(t).

Rpta. C(0,2,I) , PO: x=0

Si una curva plana tiene por ecuacion cartesiana, y = f(x), demuestre que el centro de

curvatura C(m,n) en un punto p(x,y) de la curva es:

y y

Probar que, la curvatura y la torsién de la curva alabeada r (t) =e' i+e~"j +J2t k

y[2 2
son k=-r= __Zl_ sech't

1 > > >
Demostrar que la torsion dada por la formula r = — (T(t).(T'(t)xT"(t)) donde k es
k

—

la curvaturay T es la tangente unitaria.
N
Dada la curva parametrizada por a (6)=(0 - sen6,1- eos6) 0 < 0 < 2nysealL la

. . L
recta que pasa por el centro de a circunferencia de curvatura de la curvaen 6 = —, en
3

la direccion del vector curvatura. Hallar la interseccion de L con el eje X.
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70) Si un punto se mueve dé manera que los vectores aceleracion y velocidad, siempre tiene

maddulo constante, probar que la curvatura es constante en todos los puntos del camino y

expresarla en fiincion ||V |y || a|l. Rpta. k =

71) Demostrar que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones parametricas son

2 2 2 1

X=X(S),y=y(s),z=2z(s) esdado por: p = +—j-+—y) 2
ds ds ds

-
72) Hallar el radio de torsion de la linea a (/) = (eos/, sen/, cosh/)

73) Hallar el radio de curvatura de la linea a(t) =(Incos/, Insen/, N, 0</<—, -
2

mostrar que la torsion en cualquier punto suyo es igual a la curvatura en este punto.

Rpta. p =V2csc2/ ’

74) Demostrar, que si a curvatura de torsién es igual a cero en todo los puntos de una curva,

estd es una curva plana.

75) Hallar los puntos donde la espiral r = o, tiene curvatura maxima, justifique su respuesta.

Rpta. (0,0,0)

76) Si C es una curva descrita por la ecuacion vectorial/(/) = (/-sen/, 1-cosi, - 4 eos—),

/ e 10,2717 . Hallar el centro de curvatura en el punto donde el radio de curvatura es

maxima.

Rpta. C(rc,-6,0)
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77)

78)

79)

80,

81)

82)

Eduardo Espinoza Ramos

Una particula se desplaza en el plano R1 a lo largo de la curva C de ecuacion
_ \}1 — . Js
y =In(x+Vx -1), x> 1, con rapidez constante —2 mts/seg. y parte el punto (1,0) en

el instante t = 0. Hallar la ecuacion del circulo de curvatura de C en el punto en que se

encuentra la particula de haber transcurrido 2 seg. después de su partida.

2/
Rpta. x2+(y +— —In(3+2-\/2))2 =81

Demostrar que la curvatura de la curva y = In x, en cualquier punto (x,y) es

P 2
— TIF. Demostrar también que la curvatura maxima absoluta es —— lo cual
(x2+1)32 3
V2  In2
ocurre en el punto (--é-, ----- é -).

Sean f>0 y g > 0 fondones diferenciables arbitrarios de valores reales, definidas

en IcR, considérese la curva:

C F(i) = (\]f(t)sentdt, Jf(t)costdt, jg(t)f(t)dt).Hallar la curvatura y la torsion

deC.
Sea C la curva descrita por f . demostrar: t
« /’(Olil

Sea r = f(0) es la ecuacion polar, demostrar que su curvatura es dado por la férmula.

12(0)-1(e)/" (0)+2/2
(12(0)+1,2(0»32

I
k=*

3
SiCesunacurvaen R , descrita por /. Demostrar que:
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83)

84)

85)

86)

87)

R IAONANCY _n.t)*rit).rt)

a) by T
ii/’(oir ii7,(0*7" (0ii2
9 50= 7°(t>77 O e
T i'krio | 1(7,(0-2,(0)-?2"(0ll

Si  la trayectoria de wuna particula esta definida por x=1i2-1 ,y=2t2—% ,

z=r2+5r, t>0 donde t = tiempo, encuentre los componentes tangencial y normal de

la aceleracion.

Una particula se mueve en el espacio sobre una curva C de manera que su vector de

posicion / (t) en cualquier instante satisface la ecuacién / (t). ¢ =€  donde C es un
- ( ¥
vector constante y su vector velocidad V(t) forma un &ngulo constante 6 con c,

0 <0 <—. Hallar la componente tangencial de la ecuacién en el instante t.

Encontrar las componentes tangencial y normal de la aceleracion en el instante t = 2

para el movimiento de una  particula descrita por la  curva

12
a (0 = (In(/2+1), 2 arctgt, 2V/2+1). Rpta. aT=0 , aN=
5v30

Una particula se mueve a lo largo de lacurva a(t)-{t" -4t, t2+4i, 8/2-3/3) para

t = 2, hallar la componente tangencial y la componente normal de la aceleracion.
Rpta. ar =16 , aN =2-JI3

Una particula parte del reposo del punto P(2,2,3) con una aceleracion

a(t) =2t i +4t j +3t k calcular después de un segundo de la partida.

a) Latrayectoriade la partida.
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88)

89)

Eduardo Espinoza Ramos

b) Las componentes tangencial y normal de la aceleracion.

b)=V29 , aN=0
Una particula se mueve sobre la curva x = 3t2, y = 2t3, z = 3t, encontrar para t=1.

a) Lacurvaturay torsion
b) Los componentes tangencial y normal de la aceleracién-

2 2
Rpta. a k=— b Q —2 , —6
P ) 27 27 ) !

Una particula P desliza sin rozamiento a lo largo de un alambre arrollado en forma de
hélice circular recta. Si tomamos el semieje positivo Z hacia abajo, las coordenadas
cilindricas de P en el instante t son r= &, z = b0 en donde ay b son constantes positivas.
Si la particula parte de r = 0, 0 = 0 con velocidad inicial nula y cae por accion de la
gravedad, la ley de la conservacion de la energia nos dice que su velocidad después de

haber descendido una distancia vertical Z estd dado por yi2gz

d6
a) Calculese la velocidad angular—(—j—— para 0 = 2rt.
t

b) exprésese 0y Z en funcion del tiempo t.

c) Digase si hay componente de la aceleracion en la direccion de la binormal.
Rpta. a) W

c¢) Como la aceleracion esta contenida en el plano osculador, nunca existe

componente de la aceleracion en la direccion de la binormal.
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90)

91)

92)

93)

94)

95)

dr d 5 r d 1r r
Demostrar que ----- — Ir-X— t~=—I-
ds ds2 ds p2

N

Demostrar que la aceleracién a de una particula que se mueve a lo largo de una curva

*

v > v2-* -
.T-\N, donde T es el

> ->
en el espacio con velocidad V viene dada por: a=—
dt p

N
vector tangente unitario a la curva, N la normal principal y p es el radio de curvatura.

Sea f(t) = (eoswt, sen wt,e Awl); A, w constantes reales:

a)  Calcular la curvaturay torsion en el punto t= 0.
b)Calcular el vector normal y binormal en el punto t= 0.

v 2

f
Encontrar la curvatura de la curva C definida por: x(t) = eos——du,

Sea S el s6lido encerrado por el cilindro parabdlico z=4-y 2 y por el paraboloi.de
eliptico z=x2+3y2 y C la curva de interseccion de ambas superficies. Hallar la

longitud y la curvatura de C.
seal(r) =(i-y ,i2,i+y)

a) Calcular T(t), N{t)

b) Evaluar ?(0), N(0), fl(0)

¢) Hallar los planos fundamentales en t= 0.
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96)

97)

98)

99)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular la torsion en cualquier punto de la curva, que se obtiene al interceptar las
.. jXx2+y2+22=6
superficies.
\X2+y2=2
> 1 > o1
Sea Cj: = ,?Ini) y C2: g(t) = (e'~ '_t_:_l’ln(i_l))' hallar las ecuaciones

del plano osculador, normal y rectificante de CI en el punto de interseccion de Cxy

C2.

Sea la curva descrita por / (r) = (eosr,sent, coshr) . Hallar la curvatura y torsién para

cualquier t.

Una particula se mueve en la trayectoria x =e\ y - e~", z =-JIt parat=0, hallar:

a) Lacurvaturay torsion de la trayectoria.

b) Los componentes tangencial y normal de la aceleracion.

Rpta. a) *= , T=~—

4 4
b) aT=0, aN=V2

- —=

100) Demostrar que si la ecuacion vectorial g(s) esta dado por C: g(s) = (x(s), y(s), z(s)),

donde s es la longitud de arco, entonces la torsion en el punto donde a longitud de arco

es s, esta dado por: 3(s) = (P7(|'))(_$'(j)xg"(i)).g,"(j) , asi:

X'(s)  yiy o z'()

3(55) = (*""(*)2+/"(*)2+Z1(5)2r 1x"(s) y"(s) z''(s) donde P(s) es el radio de
x*{s) y”'(s) z"(i)

curvatura.
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CAFTI uJLO 111

3. FUNCIONES REALES PE VARIABLE VECTQRIAL]j

Pre-Requisitos.- Para la comprension adecuada de este capitulo de funciones reales de

variable vectorial se requiere de los conocimientos previos de:

- Rectas y planos en /i3.
- Superficies.

- Célculo diferencial de funciones reales de variable real.

Objetivos.-

Definir las derivadas parciales de una funcion de dos 6 més variables.

- Proporcionar una interpretacion geométrica de las derivadas parciales.

- Discutir el criterio de las derivadas parciales de segundo orden para extremos relativos.
- Utilizar la diferencial total como aproximacién de Az.

- Mostrar la relacion del gradiente con la derivada direccional.

- Mostrar el uso del gradiente para hallar el plano tangente a un superficie.
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j31

Eduardo Espinoza Ramos
Introduccién]

Sea f:/czR - *R, una funcion real de variable real donde el rango y dominio son

numeros reales. Ahora veremos funciones cuyo rango son numeros reales, pero el dominio

serd un sub-conjunto de R", es decir, funciones del tipo f: UcR " =----- >R, llamada
funcién real de n variables reales 6 bien funciones reales de variable vectorial (a los

elementos de R" lo veremos como vectores), 6 bien campos escalares.

Tenemos pues que una funcién /: UCiR" ------ >R es una regla que asocia a cada n-ada

ordenada de nimeros reales (x,,x2,...,X,,) e U, donde el conjunto U es el dominio de fy su

.
rango de fes el conjunto de z e R, para los cuales existe x eU tal que z=f(x) es decir:

rango de / ={ze R/z- f(x), x e(/}, se observa que cada una de estas funciones esta

constituida por:

1. Sudominio Uc R”

— — —

2. Unaregla que asociaacada x e U el nimero f(x)eR, imagende x bajo f.

Esquematicamente se tiene:

Usaremos indistintamente las notaciones f(x1,x2,—x,,) o f(x) para denotar la imagen

-y
bajo f del vector x = (x!,x2,..., xn)e R
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3.3

Una funcion real de variable vectorial f 6 de n variables es una correspondencia de un

conjunto A de vectores de Rn, aun conjunto B de nUmeros reales y denotaremos por

—5
/: AcCR"™ - >B ¢ R, tal que, para cada vector x = (j¢j ,x2 ) eA, existe uno y sélo

—

un elemento f(x) e B.

El valor real de la funcion f se denota por z =f(xI,x2,....xn) donde las variables
Xj,x2,...,X,,,5¢ denominan variables independientes de la funcion f y z variable

dependiente.

Dominio y Rango de una Funcién Real de Variable Vectorial.)

Consideremos la funcion f: Rn--——- >R , el dominio de existencia de la funcion f,

denotaremos por D f , y es el conjunto definido por:

Df = {x =(x1,x2,...,X,,) eR"13ze R . 2=/(xi,x2,...,xn)}

al rango de la funcidén f denotaremos por Rf y es el conjunto definido por:

Ejemplo.-  Determinar el dominio y rango de la funciéon / (x,y) =V25-x2-y 2

Solucion

Como z=f(x,y) = z=JIS-x"-y2, luego z es real si, 25-x2-y 2 >0, entonces

x2+y 2 < 25, que representa a una circunferencia y el interior de la misma.

Luego Df ={(x,_y) e R1/x2+y2 <25}, cuya representacion grafica es:
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Ahora determinaremos el rango, como z="25-x2-y 2 entonces z >0a .2 =25 -x~—y",

de donde x2+y2=25-z2>0, V(xy)eR2.
25-22>0 =>2z2<25 0 -5<z<5 ,perocomo z>0 A Rf={ze R/0< z< 5}

Observacion.- Sea f: Acz R" —R, una funcién con dominio A, definamos la grafica de f como el
sub-conjunto de Rn#l denotado por:

graficade / = Gf ={(xv x2,...,%,,,f(x1,x2,...,x,,))/(xi,x2,...,xn)e D}c Rn+l, para el caso de

la (uncién f:R 2 —=*R tal que /(x,v) =ey/25--x"-V2'su grafica es en el espacio R 3.

z=f(x,y) =725-x2-y1,z>0 => z2=25-x2-y2, esdecir, paraz>0,x2+y2+z2=25.

para y=0, x2+2z2=25 es semicircunferencia en el plano XZ.

x=0, v2+z2=25 es semicircunferencia en el plano YZ.

2 2 .. .
z=0, x“ +y " =25 es semicircunferencia en el plano XY.
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Observacion.- Una manera muy practica de visualizar la grafica de una funcién de n variables es a
través de las curvas de nivel, paraesto consideremos la funcion f: R 2->R tal
que z = f(x,y), cuya gréafica de esta funcion es una superficie en R . Supongamos que la superficie z
= f'(xy) se corta mediante una familia de planos paralelos al plano coordenado XY, que son de la
forma z = f(x,y) = k (k=0, £1, £2....xn) cuyas intersecciones son curvas, que al proyectarlo sobre
el plano XY, tiene por ecuacion f(x,y) = k, a estas curvas se le llaman curvas de nivel de la funcién f

en ky al conjunto de curvas de nivel se llama mapeo de contorno.
En forma similar para el caso f: R} R, se obtienen f(x,y,z) = k llamadas superficies de nivel.

Ejemplo.- Sea f :R2->R tal que z =f(x,y) =x2+y 2, hallar las curvas de nivel y hacer la

gréfica de esta superficie.

Solucion

Determinaremos las curvas de nivel, haciendo z = k, es decir x2+y 2 = k que son familias de

circunferencias.

34  Operaciones con Funciones de Varias Variables]

Definicidon.-  Consideremos dos funciones de n variables f,g: R" —R, con dominios

Df y Dg, respectivamente, entonces definimos las operaciones siguientes:

i) (/xg\x)=f(x)xg(x)y xeDri; =Df n Ds

i) (f.g\x) =/(.0.g(.t),V.VE Dff = Df n £p
i) A/xeDflll —Df n Dg-{jr/g(x) =0}
g ii(-v)
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Definicién.-  Consideremos f:R" ---—->R y ¢ R----- >R dos funciones con dominios

Df y Dg, respectivamente, entonces definimos la funcién compuesta por:

(go f)(x) =g(f(x)) =g(f(x,,v2....X,,)), donde Dgof ={x eDf/f(x)e Rfni)"}

Ejemplo.- Dado g(x) = are.eos x, y wb(,»=w 16, encontrar la funcibn g o f y su

dominio.

Solucion
Calculando el dominio de las funciones gy f donde D =[—j]

y Df ={(x,y) e R11x1+y2-16 >0}, calculando la funcion go f es decir:

(gof)(x,y) =g(f(x,y)) =arccos-"ff2+y2-16 , calculando el dominio de go f es decir:
Dgof ={(x,y) &R2/f(x,y) & } =\(x,y) e fl2/Ix2+y2-16 e [-41]j

i(x,.y) e R2/-1 <yi>2+y2—\6<1j:{(*,y) ER2/0< y2+y2- 16< Jj

={Gr.v) € R2/16<x2+y2r17}
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3.5

1

2)

3)

Ejercicios Desarrollados]

283

Hallar y representar graficamente el dominio de las ocho funciones siguientes:

z=/(x,y) =In(x +y)

2=1(x,y)=

Solucién
La funcién z = f(x,y) esta bien definida, si se cumple,
x2+y>0, que nos representa la parte del plano por

encima de la pardbolay = -x 2.

Luego Dj ={(x_y) e R2/x2+y >0j

Solucién

La funcion z = f(x,y) esta bien definida, si
V-V7>0 a x > 0,dedondey >Vx a x > 0,
que nos representa la parte del plano sobre la rama de la

pardbolay =V 7,y aladerecha del eje Y sin incluirlo.

Luego: Df = {(x,y) ¢ R~1y >-Jx]|

Solucion

Sea z=f(x,y)=h(x,y)+g(x,y)=\*Ix2-y 2\+\JIxy\, donde h(x,y)=\"x2-y2| vy

g(x,y) =\Ixy\ luego su dominio son:

Dh={(x,y) g R2/x2-y2>0j=|(X,y) g R2/x>y Vv Xx<-y]

DX:{(x,y) e R2/Xy>0}= {(x,y) g R2/(x> 0a v>0) v (x<0 a,v<0)}
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yel dominiode z = f(x,y) es Df =Dh n Dg

Df ={x,y)eR2Ix>yvx<-y)n\x,y)ZR2/(x>0aj/>0)v(x<0a>'<0)}

Df="x,y)eR2 >0)v(x<0Oaj<0))}

Df =|X,y)eR2/(x>yvx <-y) n (x>0Ay >0)v(x£yvx <-y)n(x <0Ay <0)}

:.Df =|(x,y)efl2/(x>y vx<-y)n(x<0Ay<0)}

4) z=f(x,y) =-j(x2+y2-a2)(2a2-x2-y2), a>0
Solucién

La f mcion z = f(x,y) estd bien definida si se cumple que (jc2 +y

de donde se tiene:

(r2+y2-a2>0a2a2-x2-y2>0}/(r2+y2-a2<0a2a2-x2-y2<0)

(c2+y2>a2ax2+y2<2a2)v/(t2+y2<a2ax2+y2>2cr2)

(a2 <X2+y2ax2+y2<2a2)<t>=(a2<x2+Yy2<2a2)

:.Df =\x,y)zR2la2<x2+y2<2a2)
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=f(x,y) =.
z=f(xy) \x2+y2- 16

Solucion

. . - ) X2—v
La funcién z = f(x,y) est4d bien definida si se cumple —=—- — >0, luego la
xe+ y - 16

solucién de esta inecuacion se obtiene de la manera siguiente:

S — >0 o (x2-Y>0AX2+y2-16>0) V (X2-y 4 0ax2+j>2-16 <0)

<> (j<xzaxz2+Yy2>16) v (x2 <~ax2+Yy2<16)

Dr=\x,y)e R2/(y<x2ax2+y2>16) v (x2<yax2+y2<16)}

Solucion
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7)

Eduardo Espinoza Ramos

Como z =f(x,y) =arcsen(_¥) o senz=X , pero como la variacién de sen z, estd
ic X

y

entre-1y 1, se tiene: -I<senz<l <> -1< £<1, desarrollando la inecuacién
X
-l <—<1 » -l<NMN<l =*£+7Z>0 Ao ~ < o
X X X X X

Luego Df ={(x,y)&RI I X+y >0 a y x <0}

Si X+y >0 <> (y+X>o0ai >0) V (Y+X <o0ajec< 0) ees(A)

Si — —¢ 0 <= (>»-i<0ax>0) V (j-i>0ax<0) (B)

Graficando la region se tiene:

z=/(*.y) =j-dy2-1 1+ 1

Solucién
Sea z = f(x,y) = h(x,y) + g(x,y), donde h(x,y)=\"y2-11, g(x,y)=\JIl-x2\,
luego sus dominios son: Dh- \x,y)eR2ty2—1> O}Z\X,y)eR2l>\\/y<-I\
Dg =j(x,y) eR2/1- x2(= Jx,y) e R2/-1<x <},
y el dominio de la funcion z = f(x,y) es:

Df =Dhr\D%- j(x,_y) e 722/ y>1vj <-1}n \x,y) &R21-\<x<\]
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8)

z= f (x,y) = V.vsenx
Solucidn

La funcién z = f(x,y) esta bien definida si se cumple:
ysenx>0 <> (y>0 a senx>0) v (y<0 a senx<0)

O (y>0 a 2itn<x<(@n+\)it) v (y<0 a

287

(2n+D)N<x<{2n+2)n)

Df={(yy)e R /(y>0 a 2nn<x<(@n+1)n) v (y<0 a (R«+\)n <x< (2n+ 2)it)}

Y

-2n n

Determinar el rango de la funcion f(x,y) definida por:

1

2 2
X +V

si 0<x2+v2<1

f(x,v) = Wx2+v2 si 1<x2+v2<3

yjx2+y2- 1 si 5<x2+y?2
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10)
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Solucién

Calcularemos el rango en cada regién donde f(x,y) esta definida.

St 0<x<+v %<l => l<——t <@ = -»< ---------1-j-<-1
X +V X +y
~00<2-—-1--<i = -go<2< 1, luego para la region 0<x 2+y2 &l el rango es
X +v
Rf =<-to.1],
. )] b 11 _ L,
Si 1<x~"+y "<3 = f(x,y)-[\x~ +y ], entonces redefiniendo la funcién f(x,y)

considerando el méximo [| [] entero en la region 1<x2+y2 <3

il si 1<x2+i2<2

2 si 2<x2+y2<3
Luego paralaregion 1<x2+y2<3 el rangoes Rf ={l1,2}
Si54x2+v2 setiene f(x,y) =Jx2+y2-1
Luego 5<x2+y2 =>4<x2+7"2-1 =>2</x1+y2-1 =f(x,y)
Luc;0 para 5<x2+y2 setiene z¢2, por lo tanto parala region 5<x2+y2 el rango es

Rf =[2,00> Rf =<-00,l]u{l,2}u[2,00 >=<-00,l]u[2,00>

Sea/: R2----- *R una funcidén definida por z =f(x,y) =-y/l-x 1-y 2. Hallar su dominio,

rango y graficar.

Solucién
La funcion z = f(x,y) esta definida si 1- x2-y2>0 => x2+y2<\

Luego Df =[(jcy) e R2/x2+y2 < I} Calculando el rangode z=f(x.y) =J1-x2-y 2:
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Como x2+y2<1ly VXx,yeR, x2+y2>0 0N x2+y24 1= -1<-x2-y2<0
0<\-x2-y1l<\=0<”M\-x2-y2<1 == 0<2z< 1 = 7z e [01], de donde
*,=[0.1]-
Para graficar: Como z="\-x2-y 2, z>0 dedonde x2+y2+zz =1, se tiene:

7 =0, x2+v2 =1 circunferencia en el plano XY.

y =0, x2+z2=1 semi-circunferencia en el plano XZ.

x=0,y2+z2=1 semi-circunferencia en el plano YZ.

11) Sea z =x f(—), determinar las funciones fy z, si z=Jl +y2 .Parax=1
X
Solucién

Como z=JI +y2 parax =1 entonces z=/ (y) =ij\ +y2

v | J
Luegosi z=xf(—) y f (y)=y1+7 , entonces
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|*_2+
12) Determinar F(x), si F(y—):-v-- ------ y_ , X, y>0.
* y
Solucion
y -JX' +y2 |l x* | 1 . y
Como F (%) = = 1+ = 1+ , haciendo «=—
X > I y2 J ft2 *
] I 1~ -Ju2+1 V*2 +i
se tiene F(u) - FU):
Ir +7 " 7 tr
. A . f -f i ]
13) Dada la funciéon F(x,y)= (x)9(y) -(y)g(x). Hallar F(a, Iﬁ; en particular, poner
g(xy)fixy) a
f(u) =u\ g(u)=u2
Solucién
f(x)g(y)-fy)g(x) . Y ()« («)
FXy)= -g¢y)M - * F@? = [

( )2- ("r)a a—1

€ — -
a,=) =22 - F(a,/m=-
Fa )= =) . (al=-
14) Expresar el volumen z del cono en funcidn de su generatriz x y la altura y.
Solucion

Por Pitdgoras en el AABC se tiene x2=r2+y2 .. (1)

de donde r2=x2-y2, ademéas h = y = altura, el volumen del

nrzh
conoes: V-=- entonces:
V= T(x2--y2)y:T(x2*"y-S)

z :V(x.y)=?(x2y -y 3).
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15) Expresar el area S del triangulo en funcion de sus tres lados x, vy, z.
Solucién
g El perimetro del tridngulo ABC es: 2p =x +y +z
X+V+z
p=— i— (1)

Luego el area S en funcion del semiperimetro p es:
c S =<Jp(p-x)(p-y)(p-2) - ()

ahora reemplazando (I) en (2) se tiene:
Bt LV GRS D G S)
W=5(x,y,2) ==J(x +y +2)(y +z- X)(x +Z2- y)(x +Yy - 2)

16) La funcion z =f(x,y), que satisface idénticamente la relacion f(mx, my) = mkf(x,y) para

cualquier m, es llamada funcién homogénea de k-ésimo orden, mostrar que la funciéon de

*
k-ésimo orden z = f(x, y) siempre puede ser representada en forma z=x F (l)
X

Solucién

Sea m = —. Reemplazando en la funcién f(mx, im»=m f(x,y), se tiene
X

FOLD2 = %, v), de donde f(x.y) =x‘/(1, ). Como /(I, —)depende de—
X X X X X

entonces F(-) = f(l, —). Luego, f(x,v) =xkf(\,—)=xkF(—).
X X ' X X

17) Construir las curvas de nivel de la funcion f(x,y) =8-x -2vy.

Solucion
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18)

Eduardo Espinoza Ramos

f(x,y) = k, es una curva de nivel para cada k e Z. Luego 8-.r2-2y =Xk, entonces

k - .
X’ =-(2y+k-8) =>x =-2(y +--—-- g) , representa parabolas que son las curvas de nivel.

Hallar el dominio, rango y construir las curvas. De nivel, para k =0y k= 1, de la funcién

f(x, y) = sen (y - x).
Solucién

Sea z = f(x, y) = sen(y - x) en donde las variables X, y no tienen ninguna restriccion, por lo
tanto Df = R2. Ademéas -1<sen(y-Xx)<1l => -1<z<1 porlotanto RT=[-1], para

las curvas de nivel se tiene: sen (y-x) =k, de donde parak=0 se tiene sen(y -Xx)

=0 =>y-x=nn por lo tanto las curvas de nivel para k= 0 es un conjunto de rectas y para k

. K . .
=1 se tiene sen(y - x) = 1 => y-x =—y2nn, las curvas de nivel es un conjunto de

rectas.

Lineas de nivel k=0 Lineas de nivel k=1
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19)

Dado /(je,y.:) =yx2+y2-4:-2x , hallar el dominio de f, rango y construir la superficie
de nivel parak=0y k=1

Solucion
Sea (0- f (,i,v.z2)= Ix2+y~-42z-2x, ia funcion es bien definida si x2+y2-4z-2x> 0,
luego: Df ={(x v,z) e R*/X2+y2>4z+2je]| como X2+y2-4z-2x>0 =
X" +y2-4z-2x >0 => rij>0. Luego 7?-=[0.to>
La superficie de nivelson o= f(x, y, zZ)= k , k ez para el caso en que k = 0 se tiene
A 2 ) 2 2 )
je + - 4z-2e=0, de donde x "+ y-4z-2x =0 completando cuadrado se tiene

(x-1) 2 +y 2 =4(z +4% es un paraboloide elipti°co.

Ahora la superficie de nivel para k= 1 es -Jx2+y2-4z—2x =1 entonces

*2 2 42-2 jc=1de donde (*-1) 2, v2: 4(z+—A) es un paraboloiae ell'ptiéo.
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o ] ) 1+JIx2+y2+1z2
20) Hallar las superficies de nivel de la funcion u - In(— : e )
-V *2+ [+ *2

Solucién

\+Ix2+f +r2 ] )
Seau = ¢ entonces In(—--, ~ A —)=c levantando el logaritmo se tiene:

\--Jx +y~+z

ud77¢7 ¢ _ 2 2. .9
-ec=k = 1+Jx2+y2+z2 =k-k-J.x4“+y“+z

1-yIx2+y2+z2

I+k) "x2+y2+z2 = k-1 => yjx2+ j2+22 = -~ =>x2+y2+22=(-—-- )2
£+1 fc+ 1

Las superficies de nivel son esferas de centro en el origen.

fo.6  Ejereick

l.- Hallar y representar graficamente el dominio de las siguientes funciones:
1) f(x,y) =-ix-Jy Rpta. Df ={(x,y) e R2/x> 0,y>0, x2>y|

-1
2)  f(x,y) :arcsen(-y————-) Rpta. I-x<y<Il+x, x>0
X

l+x<y<l1l-x, x<0
3)  f(x,y) = In(xy) Rpta. |sy32cuadrante sin la frontera

2 2
4)  f(x,y) =In(36-4x2-9y2) Rpta. <t <1
4

5 f(x,y) =3*"xylIn(y-4x2) Rpta. Df ={(x,y) e R21xy <0 a y> 4x2}

6) f(x,y) =Jsenn(x2+y?2) Rpta. 2n<x2+y2<2n+1|
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

2 2
X +V 2. 2 2. 2
f(x, v) :arcsen(-----t----)+ arcsec(x +y ) Rpta. I<x +v ¢4
PN 2

f(x,y) = arctg(-------fj) Rpta. Df = R2
l+x y
f(x,y,z) =Jx+Jy+Jz Rta. Df =j(x,y,z) e [?3/x>0 y >0 z> 0o}
f(x, v)=4x +Jxy Rpta. Df - {(*,y) e R2Ix >O,y >0}
X
f(x,y) =arcsen(----------- )
X +y
Rpta. Df =j(x,v) e R2/y> 0. y>-2x}u{(x,V)jy <Oa y<-2x]

N25-
f(x,y) =-—--——- ——_X Rpta. Df = {(*,y) e R2Ix * O, x2+y2< 25|

f(x,y,z) = (x+y)-Jz-2 Rpta. Df ={(*)y,z) e R*tz> 2}

f(x,y,z) = arcsen x + arcsen y + arcsen z

Rpta. Df =|(jc,.v,z) e R3/-1 sx&l, -I<y¢l, -l<z<lI}
f(x,y)= . Rpta. D, ={(x,.y) g R2/x2+y2< 25}
N25-x2-y2
f(x, y, z) = In(xyz) Rpta. I, lll, VI, VIII ociantes (excluyendo fronteras)

f(x, y, ) = arcsen x + arcsen y + arctg z
Rpta. Df ={(*y,z) e A3/|x|<1,|M<I}

f(x, y) = In(x In (y - x)) Rpta. y>x+1; x>0

X<y<x+1l ; x<0
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

Eduardo Espinoza Ramos
f(x,v) =In(jrv —"*- y5+*2y2)
Rpta. Dj = {(r,_v)/0<x <1l o x2<y <>/7Tu{(jr,y)Ix >1a 4x <y <x2]

u{(x,y)/jr<Oa y <x2]

f(x,y) =-)ix2-4 +"4 -y 2 Rpta. Df = {(x,y) e R2/nx\>2 a4 |yjz I)
f(x, y) =Inx -1In (seny)

Rpta. Df =\(x,y)/x >0. 2nn<y <2(n+ Ltt} nez

f(X,y) = —-mmmm-v Rpta. Df =\(x,y)/x-2y >0. v—2jc> 0}
V.v-2*

/(x,y) = arcsen|2y(l +jr2)-1j

1
Rpta. Parte del plano comprendido entre la linea y = ------—1y su asintota, incluyendo
1+ r
la frontera.
[(*,>") =arctg(V*2->'2) Rpta. Df = {(x,y)/x>y v x<-y}
f(x,y)=[\x\]+yij\-y2 Rpta. Df = {(*,y) e R2!-\ <,y0 Jj

f(x,y,z) =-Ix2+y~ +22-4 +In(9-x2-y 2-22)

Rpta. Df ={(x,y,z)/4 <x2+y2+22< 9j

f(x,y) =—=2 Rpta. Df =[(x,y)Ix2+y2< 1}
yl-jc -v
fix, y)=aresen (x +y)

Rpta. Labanda comprendida entre las rectas paralelasx +y=1 y x+y =-I|
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29)

30)

31)

32)

33)

f(x.y,z) -X2-y2-22 Rpta. Df =\(x,y,z)Ix2+y2+2z2

f(x,y,z) =aresen( , L] Rpta. La region del espacio exterior al cono
P X" +V
[

*2+4/ - ; 2=0 m,-Ixr7f<Z<J~X2+\p

f(x.y,z) =
In(1—r2-y2-z2)

Rpta. El interior de la esfera x2+y~ +z2 < 1, excepto el origen de coordenadas.

f(x,y) = mx2-y  +1- 9w

f{x,y) =W]+ -y2

Determinar las curvas de nivel y graficar las funciones siguientes:

i)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

rXx
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I(*y)=— Rpta. Familia de pardbolas ky r x

f(x Rpta. Familia de rectas que pasan por el origen en el 1£
y 32cuadrante y :e2kx

z=-Jx2-; Rpta. Hipérbolas equilateras x2-y 2 =k

Z=y[xy Rpta. Hipérbolas equilateras xy = k

z=1-W -|y| Rpta. Contorno de rombos |x|+ [y = 1- k

z=In(x2+y) Rpta. Parabolas y =k - x 2

Z = are sen xy Rpta. Hipérbolas xy =k, lk|<1
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8)

9)

10)
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2X 7 2
Z=— - Rpta. Familia de circunferencias x +y = 2kx
X~ +Yy
z=e* Rpta. Familia de circunferencias x2+y2=Ink ,k> 1

z="/100-25%x2-4>"2 Rpta. Familia de Elipses.

Hallar las superficies de nivel de las siguientes funciones:

a)

b)

c)

d)

f)

1

2)

u=x+y+3z Rpta. Familia de planos x + y+ 3z =k

u=(x2+y2+z2)2 Rpta. Familia de esferas x2+y2+z2 =k, k> 0.

2, 2

X + - . .,
U = -mmmmmmieen Rpta. Familia de Paraboloides de revolucién x +y = ke

i+JTT/77
u:In(—V-Z—: .............. ~)

I--y)x +y2 +z°

Rpta. Familia de esferas x? +y2 +7% = (-':----)2
c+1

w= 5/'g(sen(x 2+y 2+z 2)) Rpta. Familia de esferas

2

u—x 2+y 2.z Rpta. Familia de hiperboloides

Expresar el volumen V de una piramide cuadrangular regular en funciéon de su altura
“x” y de su arista lateral “y”.

Rpta. V=— (y2-x2)
3

Expresar el area S de la superficie lateral de un tronco de la pirdmide hexagonal

regular en funcion de los lados x e y de las bases y de la altura z.

2(x + 2 T
Rpta. 5= ——Si——ﬂy}4z-+3(x-yf
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3.7

3)

4)

5)

6)

a)

b)

d)

Probar que la funcion z = F(x, y) = xy satisface a la ecuacion:

F(ax + bu, cy + dv) = ac F(x, y) + be F(u,y) + ad F(x,v) + bd F(u,v).

Probar que la funcién z = F(x, y) = Inx.Iny, satisface a la ecuacion:

F(xy,uv) = F(x,u) + F(x,v) + F(y,u) + F(y,v), X,y,u,v > 0.

Hallar los valores que toma la funcion f(x, y) = 1+ x -y, en los puntos de la parabola

y = x 2y construir la gréafica de la funcion F(x) =f(x,x2)

. . . 2av
Construir las curvas de nivel de la funcion z = arctg( )

,m,a>0
X +vVv -a

Rpta. Familia de circunferencias.

Distancia entre Dos puntos.- A la distancia entre los puntos A(xx,x2 xn) y

B(yj ,v2 Vv,,) de Rn, definiremos por:
d(A,B)-M(yl-x{)2+(y2-x2)2+...+(yn~x,,)2

Bola Abierta en Rn Una bola abierta de centro enel puntoa e i'y radior >0,

denotado por B(a,r) es definido por el conjunto:

B(a,r) =|x g Rn/d(x,a) <r}

Bola Reducida en Rn  Una bola reducida de centro en el punto a eRny radio r

> 0, denotado por B'(a,r) es definido por el conjunto:

B'(a,r) ={*e Rn/0<d(x,a) <r}=B(a,r)-{a\

Bola Cerradaen R " B(a,r)={xe R”/d(x,a) <r}
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Observacion.- Entenderemos por una vecindad de un punto a e R , a una bola abierta con centro

en el punto a.
Ejemplo.- En el espacio n-dimensional se tiene:
1.- Paran= 1, setiene larectareal R.

B(a,r) =(@a-r,a +r)

a-r
- E-----4 j- ., B(a,r) =[a-r,a+r1]
-r a a+r
4- -f- B'(a,r) = (a-r,a +r)-{a]
a-r -r +r
2.- Para n = 2, se tiene el plano R’
Y
( ! fl(a,r) = {(x,.y)e R2/(x-a”*)2+(v-a2)2<r2}
W, /
%
Yt

fl(a,r)={(*>») g R2/(x-a"2+(y-a2)2<r2}

—>
X

B'(a,r) ={(x,y) e R2/0<(x-ax)2+(y-a2)2<r2}

= fl(a,r)-{a}
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3.- Para n = 3, se tiene el espacio R*.

B(a,r) = {(x,y,z) e A3/(x-a,)2+(y-a2)2+(z-ai)2<r2}

P.«  Conjunto Abierto en
Un conjunto Ac R™es abiertoen R",siysolosi,VxeA238>0,tal que B(x,8)c A.

Ejemplos.-

) A= <a,b>, intervalo abierto es un conjunto abierto en R

2)  A={(c_v) g R2/x <oj esun conjunto abierto en R2.
3) A=]|(jc,y) g R2/y >o0j no es un conjunto abierto.
4) Rny (> son conjuntos abiertos en Rn.

39 Conjunto Cerrado eo R"J

Un conjunto Ac Rnescerrado en R", siy solo si, C A es abiertoen R".

Ejemplos.-

1) A=[ab]c R, escerrado. 2) A=[ab>c R, noescerrado.

3) A={(x,v) g *2/xylJ,escerrado puesto que , CA=R2- A es abierto.

4y A={(x;y) gR2la<x<b a c<v<dj, esunconjunto cerrado.
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3.10 Punto de Acumulacién de un Conjunto En R°1

Llamaremos punto de acumulacion de un conjunto Aa R", a un punto pf e R" , si toda

bola reducida B'(p0,r) contiene algin punto de A; es decir: B‘(p0,r)riA * sV r>0.

Ejemplo.- Sea A=j(x,y) e R~/x <0,y <o}c R2, el punto (0,0) es un punto de acumulacion de

3.11

A, y ademas cualquier punto de éste conjunto es un punto de acumulacion.

Limite de una Funcién de Varias VariabiesJ

Definicién.- Sea /.: D c/i"->R, unafuncion de n variables definida en un conjunto

abierto D¢ R" y Aun punto de acumulacién de D, entonces el limite de la
= - -
Funcién / ( x) cuando x se aproximaal punto A (lim f(x)= L), es el nimero real L, si y

X ->A

- —»>
solo si, paratodo£>0, existe 8 >0, tal que, si 0<|| x-yf||<6 entonces \f(x)- L\<e,

esdecir: limf(x) =L <> Ve>0, 38>0/si0<||x-A |<8 = |/(x)-Z,|<e
X—A

Esta definicién en términos de vecindad es :

Xli{rAf(x):L o0 Ve=>035>0/VxeB'(Ab)<z DJr =f(x) e B(L,e)
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Interpretacion Geométrica dei Limite de una Funcion de Dos Variables.]

3.12
. 1 . - .
Consideremos f'.AczR"-—-—-- >R , una funcién definida en el conjunto AczR~ y sea
(a,b) e R~ un punto de acumulacion de A, por definicion de limite se tiene:
lim f(x,y) =L o V£>0,3>>0/0<|(c,vV)-(@A)|<S =>\f(x,y)-ZI<e
(x,y)->(a,b)
Ademas 0<[(x.y)-(a,¢)|<8 olj:-<2|<(5 « |y-¢>|<¢>
Ejemplo.-  Demostrar que: lim 3x+2y =\2

(jr.v)-»(2,3)

Solucién
Se debe demostrar que: V £>0, 35 >0/ 0<j|(;c,_y)-(2,3)]| <8 =>|3x+2y-12|<c
paraesto se tiene que:  0<|| (X,.¥)- (23)|I<§ => [x-2|<5 A|y-3|<5 see(l)

Luego operando en la forma: [3jc+2}>-12| =|3(x-2) +2(_y-3)| < 3\x- 2|+2\y- 3 .. (2)
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por lo tanto de (1) y (2) se tiene: |3x+2_y-12| < 3|jc-2| +2|j>-3| <35 +28 =58 = ¢

c
es decir, que es suficiente tomar 8 = — de donde:

Ve>0, 38 =j/ 0<|(jcjk)—2.3)]<5 => [3x+2y-12|<e

lo cual demuestra que: lim 3x+2y=12
(x.)->(2,3)
Ejemplo.-  Demostrar que: lim x2+2xy=3
(x.¥)->(3,-1)
Solucién

Se debe demostrar que: Ve > 0,35 >0/0 <j|(,r,jv) {3.—)| <8 =>|jc2+2xy-3" <e
como O0<||(x,))-(3,-1)]|<5 =>|jc-3|<(5 a 1y+ l|<(5
ahora a la expresion |x2 +2xy - 3| expresamos en términos de [x-3| y \y+1], esto es:
\x2 t-2jqv—3| =|(jc2-9) +2y(x-3) +6(j'+1)]
=|(x +3)(x-3) +2y(jc-3) +6(y +1)] <\x+3|jc- 3+ 2)y|lic- 3+ +1...(0)
Sea |[x- J<t5 =1 = —A<jc—3<1l => 5<x+3<7 => |jc+3 <7
\y+l< =1=>-1<y+1<l = -2<y<0<2 => |>'<2

ahora reemplazamos en (1), setiene:fx2 + 2xy-3||<7<52 +4S2+682 =11S2 =e=> S2 = £

por lo tanto si escogemos 8 =min{l,—}, se tiene que |jc2+2xy-3|<£ siempre que

0<|(x>>)- (3,-1)]] <8  por lo tanto lim X2+2xy =3
(r.")-»(3,-1)
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XV
Ejemplo.-  Si f(x, y):m\;lr, V (x,y) m(0,0), probarque: lint f(jc,y)=0

vA(0)
Solucidn
Se debe demostrar que: Ve >0, 38 >0/ 0<||(x,y)-(0,0)|<8 = |. - -~0|<e
M+M
como 0<f(x,>)-(0,0)j <5 <=>|x|<5 a |y|<<5
ahora a la expresion |, » . - 0 lexpresamos en términos de |x|, lyl, es decir:
H+H
i——— o, |—? —
M +b'l Ul+l.vl  Tjel+ 17
por otro lado se tiene |x| <-J*2+y 2. +y2
mKk2+y?2 +>/vr =W+M « ittT AT i— 7 "t2)
M+M VWX +y
ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:
Xy 2 w2
Ixl+ 17 [*|+]|.y] ~Ix2+ V2
. . E . XV .
por lo tanto, si elegimos 8 =— se tiene que: |——-0]|<e, siempre que
2 H+M
0<](jc,y)-(0,0)1 <8, lo cual demuestra que: -=0

lim
(1,>)-*(o,n) x| + |y|

Ejemplo.-  Demostrar que  lim x°+y’ =5
Or,y)-»(1,2)

Solucion

Se debe demostrar que: Ve >0,38 >0/0 <J(x,*)-(1,2)]| <5 entonces |x2+>"2-5j<e
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como 0<|(,t,>")-(1,2)|<<5 o|jr-1|<<5 a |v-2|<<5
ahora a la expresion [jc2 + y2—5 expresaremos en términos de |ic—|, |y - 2j, es decir:

if2+yi _4=]Gr2- D+(y2- 4)[=|(x+D(r- D+ (y+ 2)(y- 2)
<A+ V- J+[y+2iy- A « @
Sea |[x-l|<S,=1 = - 1<x-1<1=>1<x+1<3 =>|jr+l|<3
ly-2]<52=1= <.y-2<|=>3<_y +2<5 =>|y+2|<5
ahora reemplazando en (1) se tiene:

x2+y2-1j < 3R+5=8R=e => 52=—

por lo tanto, si se escoge 8 =min{l, —} se tiene que |.t2+ y2- f§<£ siempre que
8

0 <i(.x.y)-(1,2)| <5, lo cual demuestra que: lim x2+y2=5

{313...Propiedades de Limites.]

Si /, g0 Rn-——-- >R, son funciones tal que: Jim f(x) y lim g(x) existeny si A es

X —>A x —>A

punto de acumulaciéon de Df n Dg entonces:

1) lim(f(x)xg(x))= limf(x)% Jim g(x)

X A x —>A X —*A

2) Jim f(x).g(x) = lim f(x).Jim g(x)

X —>A X-> A X -*A
-» lim f(x)
3 im L2 6 dimgoo*o ™
XA g(*) g(x) *FA

X-+A
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Nota.-

3.14

Nota.-

La demostracion de estas propiedades es lo mismo que las propiedades correspondientes para
las funciones reales de variable real. (Ver Andlisis Matematico | para Estudiantes de Ciencia
e Ingenieria).

Teorema]

Suponiendo que la funcion /: Dcz R~-——-- >R, esta definida en todos los puntos de

una bola abierta de centro (ab) excepto posiblemente en (ab), entonces

—
lim f(x,y)=L o V curva = y(t)) que pasa por (ab), (es decir

a(/n) = (x(f0), y(t0)) = (a,b)) se tiene: lim  f(x,y)=limf(x(t),y(t)) = L

Este teorema es muy Util en el sentido: Si encontramos dos curvas a (t) = (x(t), y(t)) vy
- : -y
P(t) = (x(t), y(t)) que pasan por (ab), (es decir a(t0)=(x(t0), y(t0)) = (a,b)l

P (tl) = (x(tl), y(tl)) = {a,b)) tales que: limf(a() = v lim/(/} (/) = L2 donde

-»/,, i-»i,

entonces lim f(x,y) no existe.
(xy)->&>)
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Si la funcion f: R2------ >R, tiene limites diferentes cuando (x,y) se aproxima a (x0,v0) a
través de dos conjuntos diferentes que tienen a (jc0, vO)como punto de acumulacién, entonces

lim f(x,y) no existe
(->8->(Wo)

Demostraciéon

Sean T y S, dos conjuntos diferentes de R2 que tiene a (x0, yn) como punto de acumulacion

y sean: lim f(x,y) =LI y lim f(x,y)=L2
(*>)>(Wn) (**)>(Wo)
Supongamos que lim  f(x,_v) existe, entonces por el teorema 4.14 se tiene = L2,

Ix.y)-*(x0.y,)

pero por hipotesis tenernos  * L2 por lo tanto se tiene una contradiccion, por lo tanto.

lim f(x,y) noexiste

(r.V)»(wo)

Ejemplo.-  Calcular el limite “-T(O_STJ. .V (xy) * (0,0)

(r>) +y

Solucién

Sea a(t) =(t,t) =>a(/n)=(/0,i0)=(0,0) => /0=0

Sea p (i) =(i,2i) => /3(/0)=(0,0) => r0=0

XV Xy
como lim j-—j* lim—r~—- entonces 3 lim_ —-—j
(’\>-¢(0.0)x_j +yJ (*5)*(00) X+ V Gy)»00)x” +y
T s
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2 2

X VvV
Ejemplo.- Determinar si lim_ f(x, existe, donde f(x,y) =—-—-—--—
Jemp (r,>-)-»(0,0)'( ) (.y) X +y

Solucién

Tomamos dos caminos diferentes que tenga (0,0) como punto de acumulacion.

S=lx_y)eR 1)’=x} y T- {(xy) e R2/j' =4x}

x* x°
lim f(x, v) =lim——<=Ilim— =0
(a,™ >0.0) X-*02x A0 2
S
16x 16x
lim f (x,y) = lim-—- —= lim-—-- =0
(Vv)—00) V-*0I7X = 17
T

de acuerdo al teorema 4.14, no se puede afirmar que ( Iir;1f0(6<, y)=0,
v,.y)->(0.

)

es decir , tenemos que demostrar este limite.

lim f(x,v) =0 <> Vg>0, 30>0/0 <||(r,y)-(0,0)]| <O => |/(x,y)-0|<£E
(v,v),(0.0)

ademas 0<||(x,_y)-(0,0)]| <S «m |[x|<5 a |.y|<5

oy ot ey
I/(X,Y)'OJ - X2 2

=|x|2<S1
+y x2+y?2

luego tomando se tiene:

2.2
X
I(x.y)-ol= 7 -0 :e siempre que 0<||(x,y)-(0,0)]| <8

por lo tanto queda demostrado que limf(x,y)=0
(><,.V)->(0-(0)
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3.16 Continuidad de una Funcién de Varias Variables]

A) Definicidn de Continuidad para una Funcion de dos Variables.
Una funcion f de dos variables es continua en un punto (x0,>0) de una regién abierta
R si f(x0,yfi)estd definido y es igual al limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende

a(x0,>'0),esdecir, si lim f(x,y) =f(x0,y0).
*>)—=(Wo)

La funcidn f es continua en la region abierta R si es continua en todos los puntos de R.
B) Propiedades de las Funciones Continuas de dos Variables.-

Sea k constante, f y g funciones continuas en (x0,y0), entonces las siguientes

funciones son continuas en (x0,>0):

D kf 2) fxg
/
3) fg 4) A con g(xo,yo0)*0
Ejemplo.- Determinar si f es continua en (0,0) donde:
Yo s (xy) *(0,0)
f(x,y) = w+Ww
0 , si (x,y) =(0,0)
Solucién

Primeramente f(0,0) = 0, ahora veremos si se cumple i f (x,y) =/(0,0) =0, para
©0) P 00

esto calculamos el limite por caminos.

T y=x,a(t) =(t,t)
a (lo) ~ (to’”0) =(0,0) =>1tg =0

lim f(x,y) =lim--r7=1lim~ =0
(x,y)— jr->(0,0) »->0 2]|/]| /-*0 2

S: y=3x, /3(/) = (i3/)
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B (lo)—Uo0'3/f))—(0,0) =>/()—0

/2 fi
f'(x, v) = lim—¥j= lim 2 = g

lim
(jr.v)—j-*(0.0)" /=04|f] r>0 4

como lim = lim f (jc. v) = 0, entonces demostraremos que efectivamente
(jr.v)—i-><0.0) (.t,y)— »(0.0) '

i f(x,v) =0, para esto V6>0,31 >0 tal que si 0<||(x,v)—0,0)1<8 entonces
(r5i00

(f(x,y) -0| <€ ,dedonde O< |(,r,_y)-(0,0)] <5 o | X|<<sa| y|<8.

/(x,v)-0 = o X <WX\W=82=e , por lo tanto es suficiente tomar
W+H W+L
, de donde lim f(x,y) =0=/(0,0), se concluye que es continua en (0,0).
Ejemplo.- Determinar si la funcion f definida por:

XV
27 2 e (*,.>)*(0,0)

f(x,y) = x +y es continua en (0,0)
0 . (xy) =(0,0)
Solucién
Como f(0,00 = 0, f estd definida en (0,0), ahora veremos si se cumple que

lim f (jc, v) = (0,0) = 0, para esto calculamos el limite por caminos.

T:a()=(//) =>a (/)= (/n./0)=(0,0) =>t,,=0

lim f(x, v) = lim—j -
(*>>)—=»(0.0) t»02iz 2

S :R(t) = (tAt)~> B(t() = (t0Atn) =(0,0)=>tQ=0

- . 4r2 4
lim f(x,v) =!|m-|———’r:- como
1

(jev)—500) i>ol7 7
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lim f{x,y)* lim f(x,v) = 3 lim f(x,y) por lo tanto f(x,y) es
jr-HO.0) (*y) —3—0,0) = (AT,.v)->(0,0)

discontinua en (0,0).
C) Definicién de continuidad para una funcién de Varias Variables.-

N
Una funcién f de varias variables es continua en un punto a =(a,,a2,-,a,,) de una

region abierta D de R" si f(a) =f(ax,a2,...,an) esta definida y es igual al limite de

/(*,,.t2,..,*,) cuando (x,,x2,..*,) tiende a (ala2,..a,),es decir, si

IREE S I 1]

Jimef(x) =f(a), donde x =(xx,x2,...,xn),a =(al,a2,...,an).

La funcion fes continua en la region D si es continua en todos los puntos de D.
D) Continuidad de una Funcion Compuesta.-

Si g es continua en (x0,y0) y f es continua en g(xn,vn), entonces la funcion
compuesta dada por (fog)(x,y) =f(g(x,y))es continua en (x(I,v0)es decir

lim  f(g(x,y))=f(g(xa,v.,)).

Ejemplo.-  Consideremos la funcién f definida por :

1—e0s(x—y) .
, parax*y )
f(x,y) = X-.y . Probar que f es continua en todo R 2
0 , para x =y
Solucioén
1-cosz
Sea /(x,.y) =goF(x,.v) =g(F(x,y)), donde F(x,y) =x-y vy g(z) = z

[o , z=0

F es continua en todo R2 y g es continua en todo R entonces g o F es continua en todo R2.
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3.17 Ejercicios Desarrollados]

l. Mediante la definicidn de limite demostrar que:

D

2)

(omdg0 < YIsenS =0

Solucién
. 1
Consideremos f(x,y) = (x+ y)senx—, entonces

lint f(x,v) =0<=Ve>0,3<i >0/0<]|(a, v)-0011<8 =>|/'(x,y)~0|<e .
(.1,.y)->(0,0)' " 1 [ I

Ademés 0<]||(x,y)- (0,0)]] <8 <=>|ic] <8 a [] <8 entonces

\f(X, y)- 01=| (.r+ y)sen —I<|x Ilsen —|+ 1y |j sen —i \x |+ 1y |es decir:
X X X

e n e
[f(x, y)-01<|x|+1ly| <8+8=28=e => 8=—. Luego sitomamosS =—tenemos

\f(x, y)—0) <|M+]y| <28 =2(y) =e, siempre que O0<||(x,y)-(0,0)|<8, lo cual

1
demuestra que lim  (x+y)sen—=0
(.v,.v)-»(0,0) X

lint -Jxz-Jy+Jx =2
(v.y.2—>(149) y

Solucion

Consideremos f(x,Yy,z) =txz- Jy +J X, entonces

lim yfxz-Jy +4x=20 Ve>0,35>0/0< ||(x,y,z)-(1,4,9)i <8 donde
(.f.y,2)->(1,4,9)

FIxz-Jy+Jx- 2<e.Como 0<||(x,_Vy,2)-(1,4,9)|| <8 o |[x - 1| <5[y-4| <<5]|r-9| <5
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se tiene: \J~xz-Jy+Jx-2\ =\yfx(Jz-3)+4 ( J x -2)|

l])-(-———(z 9)+——4—( 1)—V—_-A:——1y por la desigualdad triangular se tiene:

Vz+3 V*+i -sjy+2

\f(xy, z)- 2|<|V*||~r~—].’|z 91+ 1— — No—k+1jJ- —Ny-41 1)
z+3 X+ +2

[r—<5j=1 = —d<-—r-1<1
0<x<2 = |V*]<V2<2

como: 0< V* <V2 ()]
1<-jx +1 <V2 +1

1 <pi-<F
v2+1  Ix+1 ',, V

ly-4| <s2=1=>-1<y-4 <1 entonces 3<y<5b
Ja <-Jy <V5 )

V3+2< +2<V542

V5+2 -Jy+2 A3+2 y +2
[z-9] <83 =1 => -1<z-9 <1
8<z<i0 = |V*]<V2<2

2V2 <-Jz <Vio @)

2V2 +3<Vz+3<Vio +3

Vio+3 Vi+3 2V2+3 v?2+3
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reemplazando (2),(3) y (4) en (1)

|/(x,y)-2j<282+482+82=e => 81 ~~- Luego 38 =min{l,"\.
3) lim x2+v2-4x+2v=~4
(av)-*(Vi)
Solucidén

Consideremos f(x,y) =x2+y2-4x +2y, entonces

315

im_ f(x,y)=-4 <Ve>0,35 >0/0 <|(jr, v)—«3,—l1<5 => I/’(.r,_v)+4t<e

(jr,.yg-*<3~l>
ademés 0 <|(jr,_v)- (3,-1)] <5 0 \x- 3<5aly+1<5
[f(X,y) +4=]r2+y2- Ax +2y +4j =|(X - 3)(,r +1) + (>>+ (> +1)
<|l.r+1|,v-3|+|y + ljly + |
ahora acotando las funciones |jt+ 1y |y+1| se tiene como
ld—3<&=1=>-A<jr—3<1
3<x +I<5=>|x+I|<5
\y+I <5, =>\Wy+1<1
reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:
I/(jc, v) +4] <552+52 =€=> a3 por lo tanto 35 = min{}, g}
4) lim yfx - Jv - -Jz+Ixv +-Ixz +Jvz =7

Solucion

Consideremos f(x,y,z)=~J-Jy - -Jz+Jxy +-Jxz +Jy z, entonces

(1)

.(2)

—3)
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Iim149)f(x,y,z) =7<>Ve>0,35>0/0< .”(X'.V’Z)' (1,4,9)1l|<8
=>[f(x,y,z)-T\<e
ademas O< [|(v,v,r) —(1,4,9)jj <8 <=>|v- < Sal|y- 4<5a]z—9 <s
\f(x, ¥,2) - nN=|VX - -Jy - *[z + yfxy + -Ixz + <lyz -
=\yfxUIx - +J z (A - D+Jz(Jy-2) +2(Vz-3) +(V *-I

FIJly ~ +2Vo— J -1

— W4 x-\\+\4z \~J—-\\x- n+iVin I>"'-4 1
V* +1 Vv+ 1 -Jy+2
2 x-1
z-9M (©
*“\[z + 3 *J~x +1
2
ahora acotando a las funciones -Jv", como:
ly- <5t =1 —A<je-1<1
0<x<2 => j%/xj<-\/2<2
0<V*<V2
I<ac+l<Vv2+1 @
1 1 , 1 ,
< - — <1 => {-p== 1<t
1+ VT-i ~\[x+H
[v-4j<8j=I -l<j-4<1
3<y<5h
a3 <-Jv<V5 = |-/v| <yj5 <3
N3+2< +2< +2 (3)
R S S S

N5+ 2 *Jy + 2V3%+2 *Jy +2
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|z-9j <5, =1 => -1<z-9«<1

8<z<10
272 <-Jz <VIO <4 => |Vzj<4

2V2+3<Vz+3< ViO+3 4
' <-j=i----< - <1 = |-{)/i———— <1

VIO+3 Vz+3 2V2+3 z+3

ademas jjc— <52, |>’-4|<82, |z-9]|<82 —(5)

reeemplazando (2),(3),(4) y (5) en (1) se tiene:

\f(x,y,z)-1\ <2S2+482+4S2+282+82=¢

de donde 135, =eentonces 52 = —egpor lo tanto 35 = mini L'—crsl
- 1 1 13’

5) lim  x2Jy+\>yfx=6
(v..V)»1.49) ve "

Solucién

Consideremos f (x, v) =x2Jy +Yy j X , entonces

lim =6<>Ve>0,35>0/0 <||(*, v)-(1,4)| <5 =>|/(jr, v)-€) <e
(v.>)-H1.4)

Ademas 0 < ((jic V) —<{1,4)]j <5 <>{v—1|<5 alj>-4|<5

\VF(XL,Y)-(V\=WX2Jy+yIx-N=\x2(Jy-2)\+2(x2-1) +y(Ix-1) +(y-4)

=\X2-=1— (y-4)+2(x+mx-1)+y-7i-(x-1)+(y-4)\
4 y + 2 sIx +i

<II2l— L_[lv-4f+ 2+ 1" -1+ |y ||-=!— [|x-1[+]y-4]...(])

V.V +2 yiX +
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Como |,t-1 |<S| =1 1< -1<1

0<x<2 = [j9<2, [x+I|<3

0<-ix <-J2

I<Vx+I<V2+]1 @)
I« L <«i ' «a

J20+1 \[x+1 Afx+ 1

| v—4 k51=1 => -l<v-4<1

3<y<5 = |y <5

A3 < <-Js J

Fii+2<-Jy +2 <a/5 +2 3
1 l<-t:1— ’<!-17:._’ k1= <L
Vs:2 4y+1 J3+2'" Ny
¥
como |x-l|<<52 .|ly~4)<52 4)

reemplazando (2), (3), (4) en (1) tenemos:

\.f(x.y)-0|<442+682+552+S2 =¢ de donde 16,2 =e=>S2 = —

por lo tanto 3S = min {I,—}
16
lim -J-x -Svz =0

Solucion
Consideremos f(x,v,z) =J-x-Jyz, entonces

lim f(x,v,z) =0 o Ve>0,38>0/0 <||(jc,y,z)-(-1,1,D]|< 8
(x,y.z)-»(-1,U) ’

[f(x.y,z)-g<e
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«e

Ademés 0<||(x,.y,z)-)-1,1,1)|<8

X+1<8 aly—1<8 a |z-1| <8

S (x=D)-dy-j2— (z-1)—~ — (v-1)
mfx-| Vz+1 Jv +\
z\-r L— \\x+i\+\fi\\-2— iiz-n+i*—iiv-ii (1)
'J-x +1 Vz+1
1 — 1 1
Ahora acotando las funciones — — ,Jv e =—
V A+ Vz+1 Jy +lI
i
como |[x+ lj<Sj =1=>.1 <x+ 1<
-2<x<0
0<-X <2
0<-77N7 <V2 . (2
1<'sl- x +1 <~32+1
R . | I- 1<1
N2+ 1 -J-X +1 al~x +1
ly-1 <8, =1 => -l<>e-I<]
O<y<2 = |Ay|<V2<2
0<-Jy <V2
0<-A>+1<-J2 +1 (3)
1 1 1
~F — ~r— =* |'T=— Iq
V5+1K r <[ T +1ly +1
|z-1| <8,=1 => -1<z-1<1
| 1
K- F--<1: <1 (4)
d2+1 Vz+1 Vz+1
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como |x+ 1< S2 ,\y-\\<S2, |z-1|<52 —5

reemplazando (2), (3), (4) y (5) 4 en (1)

\f(x,_y,2)-0| <S2+2S2+S2=e=> S2=— por lo tanto 35 =min{1,—}

lim Jx -Jy +Jz +Jai =6
4,9.16)

Solucion

Consideremos f(x,y,z,a>) =-Jx -Jv +Jz +Jai, entonces

lim f(x,v,z,a) =6 <> Ve>0,35>0/0 <|(x, v,z,0>)-(1,4,9,16)1 < >
(i,y.z,ra)-»(1.4.9.16) ( ' ) < I . ) ) ¢

=>|/(x, V,z.w)-6| <e
como 0 <|(x,>',r,w)- (1,4,9,16)] <5 0 |x -1<5a|v-4|<5a|z-9| <5 alio- 16) <5
1/(x,Y,2,(0)-" =\Ix-ry+Jz+Ja-" =\(Ix-\)-("y-2) +(Jz-3) +(Ja-4)|

1 GgrD)—r (v-4)+ r* (z-9) +-pJ—-(«-16)1
-IX +1 Jy +2 Jz +3 Vw + 4

41+ 1-W— 11r- 91+\—=1' ————— [|lw-16) ,,.(1)
Ix +1 -Jv +2 Jz +3 Vw+4

1 1 1 1
Ahora acotando las funciones como:
IXx+1 Jy+2 Jz+3 Vwt+4

1
¢Ix-1] <5 =1 => | I<1l

()

i<i

©O-16) <5, =1 => |-=i— 1<1
V® +4
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como |x-1|<52,[y-4|<52, i2~9| <S2,|©-1é| <S2 —(3)
reemplazando (2), (3) en (1) se tiene.

\f(x,y,z,(0)- é1<5, +52+S2+S2 =e=> SZ:Ipor lo tanto 35 = min{1,4—}

XV
8) lim -y T =0 , V(V)*(0,0)
(*.v) ->«),i» |.1] + Jvi
Solucién
) XV XV
lim rr-4T =° <> Ve>0,35>0/0<||(x,v)-(0,0)|<5 => |, \ .-0|<e
IX+_v P+ v

Ademds 0 <||(x,y) - (0,0)]<5 0 [x]<5alyj<5

1— 2
WX\ +\y| I*I+1Lv| I-v+]v| x|+ |y\
. XV
Luego tomando 5 =e se tiene |--—--- - |<e
v 1+ Lv

Siempre que 0<f(x,.y)-(0,0)| <5, con loque se demuestra quc:* lim~*f(x,y) =0

1. Calculo de Limites

1) Calcularel limite  lim-y t—r-, si existe
(x.y) m)x+y

Solucion

Para ver si existe  lim —-— j, tomaremos dos camino, si estos limites son iguales,

X.)=00) x +y

intentamos demostrar y en el caso de ser diferentes diremos que no existe el limite.
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XV

lim _,2%_7 * I|m—5— =3 Jim
(*>9)-(0.0) X~ + ¥~ (*.v)- »(00)x2+ 2 (it>)-»(0,0) X2+ y2
Al ' Y ¥

y+4x y —y
2) Hallar ~ lim f(x,y) siexiste, donde f(x,y) =—*— —"-yj—
¢>00)

Solucion

A la funcidn f([x,y) expresaremos en la forma

t n 1v(*4+4xzvz—v4) X4+4xzyz+y4
f(x,y)\=\-mmmm e MG 2'\ 2
(X +y ) x+y)

r

i
Ademas x4 = (x2)2 < (x2+.y2);y4 = (y2)2 ¢ (x2+y2)2

x* +axty +y4 <Y Ay )X Fy )+(x Yy ) =6y —()
reemplazando (2) en (1) se tiene

Hex i<y |(.-.‘l_f_f12(_2_y_2 +v4) 6. V|)§X2 P gy

(x +v) (* +.v2)2

lo tanto 0 <\f{x, y)| < 6lyl, de dond li O< i I'(x,y)|< lim oyl
por lo tanto <1{x y)| olyl, de don e(*,>-|)[2(o,o) u,y>'&“o.oy| (x,y)| yL*,.>-).(o.o)]1
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0< lim |If(x,y) <Oentonces lim \f(x,y) =0, de donde
(j£jO-K0.0)1 ] (.v.v)=>(0,0) e

: . x*v+axiv+y s
lim f(x,v)- lim —1—j-——2=

(i.v)-i(0.0) (ic.i>)->(0,0) (x +y )
- X
3) Demuestre que lim  f(x, y) no existe, para la funciényf(x,v) =In(----- ) donde x
(.r,v)->(0,a) . a-y
< a, y<a
Solucién
Para demostrar que no existe ( I)im( )f (x,y), es suficiente tomar dos lineas que pasan
V.y)->(a.a)'
por el punto (a,a) y que los limites sean diferentes.
={(x,y) e R2/y =2x-a}y L2- {(icy) e R2/y =4x-3a)
lim  f ax L Jim = lim In—= -1n 2
(><,y)ITrJT‘| (X,y) X —ya deX +(L X —ya 2 im n(_ ---------- )_ imin—=-In
i a-x 1 . .
lim f (x,y) = lim In(-—----- )= limln—=-1In4
(x,y)-*(a,a) x-*a a—4x+3a «x+a 4

lim f(x,y)+ lim f(x,y)=$3 lim f(x,y)

(x,y)">(a,a) i.x,y)-*(a,a) (x,y)->(a,a)

1
xvsen—, x *0
X

0 ., x=0

4) Seaf(x,v) =

Determinar @ lim_ _ f (x,y) y verificar dicho limite, mediante la definicion.

yHH00)

Solucion

Observamos que la funcién esta definida en todo R1. Luego tomaremos dos camino».

S ={*>>) g /?22/x =0}y r={(x.y) £ R2/y =x;j
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2 1
lim f(x,y) = limf(0,y) =lim0=0 vy Jim  f(x,y)=limx sen—=0
(*]1)->(0,0) y->0 y->0(ir,y)->(0,0)’
(*y)eS (ijier

por lo tanto intentamos demostrar que el limite existe y vale cero.

i f(x,y) =0 Ve>0,35>0/0<j(x,y)-(0,00L <5 => |/(*,>")-0|<£
s Tog) ) e Hx)-00)1 |/(*.>)-0]

I/(X.y)-0|=IXySenX-IZIJ'CIIYIISGHX-I<IJ'rI|y|<52 =e

Luego tomamos <= y asi se tiene que jxysen—|<e siempre que
X

0 <|I(x,y) —0,0)| <'S, lo cual demuestra que lim  f(x,y) =0

4xy2- 3x3

5) Comprobar que no existe I|m
) p q 05) x>y
Solucion

Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0)

S={(x,y)e R2/y =0} y T={(x,y)e R2/x =y2-y}

lim

(x,y)-(0,0) x2-y?2 >»->) (y2-y)2-y2

Iim(y-I)(I+6y-3y2)_ 1
y=*0 y —2 2
4xy2-3x3 0-3x3
i B im =50 = lim - 3x=0
(xy) >(00) % -y -»0 X -0 *>0
4jty2-3jc3 4%y2-3%3 3
como iim 1y I¢ —_— "———'y—* «m 5— --------- S—, entoncesi( te—5

(0000 x -y (o)) | it -y G0 X
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6) Calcular si existe (*)IILH(W f(x,Y) dlonde Jf(X:Y) x-3) +(y 1)

Solucion

A la funcion f(x,y) expresaremos en forma factorizada.

o X - BXy- X2+6x+9y -9  x2(y-1)- 6x(y-1)+9(y- 1)
f(x*y) = (je-3)a+0 - L2

(x2- 6x+9)(y-1 (jc- 3)2(y -1)

OOV = g (v-1)2 (x-3)d+ (y-1)2

Tomemos dos caminos que pasen por el punto (3,1)

T:{(x,v)e RZ'y :|+(X'3)2}

(jr,.)’)l-?@ |)f . y) = ||m fix, _)_Jlf”>n3(.x 3)4+(— 1)2

. 3(x-3f . 3(x-3)
lim . m= lim . =
«3 9(r-3)4+(i-3)2 »3 9(j-3)!+1

lim  f J0+2(x-3) ) =lim oo 2§32 2

m o fO0Y) = o i O+ 26-3) D=limg Ty =g
Luego como lim f(x,y)* lim f(x,y)=>3 Ilim [(x,v)

(t..y)-K3,1) (V>)-"@.)"
T S
4xy2-3x3
7 Comprobar que no existe lim Y X

(r>>)>00) X2- v2
Solucién
Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0)

S={(x,v)E R2ly =0} y T={(x,y)e R1llx=y2 vy)

xly - 6xv- x2+6x 9|_v 9

325
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y 4xy2 3x3_ . (y2-y)(4y2-3)(y2-y)23(x-3) n o
m =1lim —, ; , =
(.roOT>(O.O) x2—y2 y->0 (y2-y)2-y2
(y-)(I+6y-3y2) 1
m = -
y=>0 y-2 2
im nm,, }x=0
(*,y)—=(,0) X -y *»0 X -0 *—0
4xy2 —3jc3 4xv2 4xv2 3x3
como lim —-i%—’l lim = —z———- %— entonces 3 lim —
(o) Xy Ao Xy (0D x~-y
11, Ejercicios Sobre Continuidad
1)  Analizar la continuidad de la funcién
~ix2+y?)
) si (x,.y)*(0,0)
I(*>>)=i x +y
si (x,y) * (0,0)
Solucién
e-(V+Vv>
a) Si (x0,y0)*(0,0) => f(x0,y0)=—-——j-=/(*0,>0) de donde
*0 +yo

limf (x,y) =f (x0,y0) entonces ffx,y) es continuaen R2- {(0,0)}
(X.y)~>(x0,y<i)

b) Veamos si f es continua en (0,0). Si (x,y)-»(0,0) => x2+y2=0+.

cxzd) e’ 1 1
Seau-x2+y2 L e t== lim—]im=— =+00
(r50-(00) X L +yE U6t u «>otle '

Luego f(x,y)x f (0,0) = f no es continua en (0,0)

04 500)
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2) Analizar la continuidad de la funcion
i
Iy si (x,y)* (0,0)

w+w

f(x,y) =
0 , si (x,y) =(0,0)
Solucion

Para que la funcion esté bien definida, y > 0
a) fnoescontinuaenS={(x,y)eR2/Y < 0J

puesto que si, y<0 ~ y por lo tanto 3f(x, y)

b) f es continua en T={(x,y) s R2!y > O}puesto que si (x0yo) e T entonces

*0-JTo | .
J (xo>yo)=1—pij—i y porlotanto jimf(x,y) =/(*.,y0)

c) Ahoraveremos si fes continua en (0, 0).

Sea C= {(x,y) e R2/y =x,y >0} entonces

XJ Xyfx X
————— y—F: li A = Iim——)—/—— =0, ahora demostraremos que

lim : int
(irvy+0.0) x| + | wl 2% x> 2

lim f(x,y)=00 Ve>0,3; >0/0<f(jc,y)-(0,0)|<<5 =>j/(.v,y)-0] <e
(AO)-»(0.0)

0<ij(x.y)- (0,001<8 =>|x| <8 a1y <8

*do»de
N+ M I*1+ M 1*1
\y\<c2 => 38=¢2
f es continua en (0, 0) puesto que lim f (x,y) =0, por lo tanto f es

(x,y)-»(0,0)

continuaen {(x,y)e R2ly & 0}
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3) Analizar la continuidad de la funcion

) 9
Xcqgsyx +y sen - X .
/Ty s o0 si(xy)* (0,0)
f{x,v) = myx +y X +3'

si (x,y) =(0,0)
Solucién

2, ol

r0cos”“+yn sen2x0
a) Para (x0,.y0)* (0,0) =>f(x0,y0)=
VV+3v,2 V +V

2,2 2
xcos-Jx  +y sen” x

lim  f(x,y)= lim y
(+"-»(*Wo) \x2+y2 X +y¢

[0cos™x62-302  sen2x0
= /(*0°\0)

Luego, como fiw  f(x,y) =/(x0,v0), entonces f es continua en todo
i?2- {(0,0)}, ahora analizaremos si es continua en (0, 0).

Sea S={x,y)eR /y=0}

xcos/x2+yT sen” x xcpsfx|I senzx
_____ [ A S J— R ) N

Jim i
(rj)>00) ~x2+y2 * 4> ) W *

0 si x>0

. por lo tanto 3 lim f(x,y), luego la funcién f(x,y) es
[-2 si x<0 (i ,.>.)->(0.0)"

discontinua en (0, 0)

Y si (x,y)* (0.0)

L, L2 2
4) Sif(x,y)= 1| Xty . Determinar si f es continua en (0,0)

0, si (x,y) =(0,0)
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Solucién
La ftincion f(x, y) es continua en (0, 0) si y solo si lint  f(x,y) = /°(0.0) =0, por lo
(i.>")-»(0.0)'

tanto, calcularemos el limite de la funcion f(x, y)

XV
lint — =f(0,0)=0, para que sea continua, para esto tomaremos dos
(>m .(00)I x2+v2

caminos diferentes.
Sea S={(x,y)e R2Z/y=2x} y T={(xy)e R /y=5x]

Xy X (%) W 2X 0

ahora para decir que lim__ f(x,y)=0; debemos demostrarlo, es decir:

(irv)>0.0)'
V e> 03<5 >0/0 <|(x,v) —H£0,0)|j <5 =>|/(.v,>)-0]| <e

Ademés 0 <|(x..v)-(0,0)| <8 o|,v| <8a|y<8

Luego tomamos <5=6, tal que =~ = - e 0=>f(x,y)es continuaen (0,0)

i 4
si (x,y)* (0,0)
5) Dada la funcion f definida por: f(x,y) =' (x +v )

0, si (x,.v) = (0,0)

Determinar el conjunto de puntos donde f es continua.
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Solucién
Si (xo,v0)* (0,0) =f(x0,y0)=— 522 entonces
(*» +y'0)
4vy4 4x v 4
w (X, y)= lim =—-T71-%-—17 =/(x0.n,)
(vy)»(v,,v,,) (a >)->(-v,,v,) (X~ + V ) (X W0-)

Luego como //m 1(x, y)=./(x0y0), la funcion f(x,y) es continua V (x,y)*(0,0).

Ahora veremos si es continua en (0,0), es decir que veremos que Ssi
lim f (x,v)=/(0,0) =0 para esto tomaremos dos caminos que pasen por (0,0).
Sea S =j(x,y) e R2/y =}y 7'={(x,y) e R2/y =0}

) 4x5 ) 4x(0)
lim =lim——=1im4x=0 vy lim /[(x,y) =lim—j---— =1im0=0
jt=0 X J=>0 (X,Y)-*(X,,y0) jr>0(x +0) 0

Luego demostraremos que lim __f(x,y)=0
V.

) V)->(0'0)
Ve>0,35>0/0<|(x,y)- (00)j <5 =>|/(x,y)- GI<E£

Ademés 0<||(x,.y)-(0,0)j<5 o|x|<5 a|><5.

(x*+y ) (x +y (x +v )
.« £ £ 4xyd
por lo tanto |x|<—, luego tomamos 5 =— de tal manera que |———~~—0KE,
4 4 x +y)
siempre que 0<iji(x,_y)-(0,0)||<5 lo cual demuestra que

_lim  f{x,y)=/(0,0) =0 ypor lo tanto f(x,y) es continua en todo R7.
(I!y)_>(0!0)
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6) Dada la funcion f definida por:

M
si (x,y)*(0,0)
f(x,y) = x 2+ yf' . Determinar si f es continua en (0,0).

0 . sio (x, v)=(0,0)
Solucion

Para que f(x,y) sea continua en (0,0) debe cumplir:

i) (0,0) e Df, o que esté definida en (0,0) es decir f(0,0) = 0, existe.

ii) Que 3 lint f(x,y) vy para esto primeros tomaremos dos caminos

(v)»(00)
S={(*y)gR2ix =0} y T={(x,y) e R2/x =y 3}

0 v
lim  f(x,y) =lim— =1im0=0 vy lim  f(x,y) = lim
(x.y)-+(0.0) VoY  y-+0 (v.v) ;(0.0) | ->®9 + y6 Z
S

por lo tanto como lim  f(x,y)*

, li f(x,
Grvh=+00) D7 g Y
T

entonces 3 lim f(x,y) , luego f(x,y) no es continua en (0,0).
(vy)»0.0)
7) Dada la funcion f definida por:

xzy
2 4, si(x,y)*(0,0) . . .
f(x,y) =\y +.v . Determinar si fes continua en (0,0).

0 . si (x,y)=(0,0)
Solucion

Para que f sea continua en (0,0) ae cumplir:

i)  Quef(0,0) =0 existe,esc. r (0,0)s Dr
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8)

ii)

i
Dada la funcion f definida por: f(x,y)=1i x-y

Eduardo Espinoza Ramos
3 lim f(x,y)\ para esto tomamos dos caminos que pasan por (0,0) tales
(ir.~)-»(0,0)

como:

5={(cv) e R2/v=0} y T={(x,y) &R 21y =x2)

lim f(x,v)=Ilim "' -Mm=lim -=0
< — a0+ x DX

X4
lim [ (xy)=lim—-—— t =-

(v.i) — =>0.0) a-*0x + w 2

por lo tanto como lim f(x,v)* lim f(x,v)
(jr.y)— --.(0.0) ' (x.y) ~—>(0.0)"

entonces 3 lint  f(v,y) ,luego f(x,y) no es continua en (0,0).

(A.r) ->(?1,0)

y £ *
. Analizar la continuidad

X+y , siy=x

en todo su dominio.

Solucién

2
La funcién dada f(x,y) tiene su dominio en todo R analizaremos la continuidad en la

‘orma siguiente:

2 2
Si y*x => f(x,y) ==Y =x+y analizando Ila continuidad en la region
X~y
y * x se tiene si (x0,y0) es un punto de la region y * x, entonces
lim  f(x,y)= +y0=/(x0,y0) entonces f(x,y) es continua en la
(a,v)->(a0.)e,)
regiony * x.

Ahora analizaremos la continuidad en todo los puntos sobre la recta y = X, sea

(X,,,y0) puntos sobre larectay = x.
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9)

f(x,y) = 1, six +y°=1

lim f(xy) = lim x+y = lint x +x =2x0.
(x,y)-*(.x0,y0) (x,y)—*(x0,y0) X-+x0
Luego para x0*0, 3 lim f(x,y), por lo tanto f(x,y) no es continua en

(x,y)->(x0,ytt)

y=xx*0 parax=0, lim 0)f(x,y) =/(0,0)=0, lo cual demostraremos,

es decir, Ve >0, 3 8>0, tal que, 0<]|(x,_v)-(0,0)|]<5 =>|/(x,_y)-0j <£

ademas 0<[|(x,y)-(0,0)ji<(5 => |x|<<5 a |y|<<5

lyGe._y)—o|=|x+ <|x|+|y|<5 +5 =£ =>5=— Luego tomamos <5=—

tal que, |/(x,y)-0]| <£, siempre que 0 <|(jc,y) —(0,0)|<<5, lo cual

demuestra que  lim  f(x,y) =0, entonces la funcion f es continua en 0,0,

( ,.y)-»(0,0)
por lo tanto diremos que la funcién es continua en todos los puntos en que y=Xx y

en el origen.

/. f(x,y) escontinuaentodo R2

Dada la funcion f definida por:

2xy?2 2
o ,sil<x +y <1

X + v

2_42

X'+y2 , si x~+y~>16 (jc.y)=(0,0)

estudiar la continuidad de la funcidn f sobre su dominio.

Solucién

De acuerdo a la definicion de la funcién su dominio es todo (x,y) de R~.
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. . 5 ). 2 _ _ 22 o
Analizando paia la region 0<x’+y~ <1 =>/(x,y) =—=*-- es funcion racional,
X" +y
entonces es continua en la regibn 0< +y2< 1 Ahora analizaremos en la region
x~+y2>1, es decir la parte exterior a la circunferencia x~+y*‘ =1y como ia funcion
f (x,y) =x2+y2 es polindmica, es continua en todo su dominio, en particular en la

region x2+y? >1.
. - ) T 2 .
Ahora analizaremos ic continuidad en la circunferencia x“+y =1, es decir, veremos

si existe el limite en cualquier punto (x,,,y()) sobre la circunferencia, o sea x@+y@ = 1,

para esto consideremos dos caminos S =j(x,y) e R2/x2+y 2> 1j, si nos acercamos al
punto (x0,y0j a través del conjunto 5= i(x,y) e R2/x2+y2>1j y sea
T={(x,y) e R2/6$%2+y 2 <I| y si nos acercamos al punto (x0,y0) a través de este

conjunto T={(x,y) e R 10<x2+y~ <lj

lim  f(x,y)= lim  x%+y ZX0+y; =1 ».(1)

2xv?2 2x2y2  2x0(1-x2)

----- J=~ - @

J(x,y)= hn-1>(.v,,>',,)§ D X()+y0] :)_4)+(|-X0)

lim,
(xy)—r+ixay,,)

y por lo tanto de (1) y (2) se concluye que 3 lim f(x,y), luego la funcidn f(x,y)
no es continua sobre la circunferencia. Analizando la continuidad en (0,0), se tiene:

i) f(0,0)=0, lafuncion esta bien definida.

|i) Ahora veremos si 3 lim f(x,y), para esto tomaremos dos caminos diferentes

-H0.0)

que pasan por (0,0) sea, S =j(x,y) e R~/x =y 2} entonces:
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lim  f(x,\)= lim—-Y—4'=1 ysea T=\(x,v) e R/ v=0l, entonces

(x.y)—"->(0,0)" ' >0V + V
. oo2x(0) 0
lim f(x,y)=lim—--—-- = lim— =0. Por lo tanto como
(Jt.v)— jr-*(0,0)" ' X-+i)X + 0x-*0X
lim f(x,v)* Um f(x, v)
(v.v)—"-.(0.0) ' (v.v)—p-»(0,0)
entonces 3 lim  f(x,y), luego la funcion f(x,y) no es continua en (0,0), por

lo tanto la funcién es discontinua en la circunferencia x2+y2=1y en el origen

(0,0).

10) Dada la funcién f definida por:

]:L*2+~T— 2
I(.r,v) = X +y

0 . si (jry) =(0,0)

>si (x,y) * (0,0 . . .
(ey) = ( ).Determlnar5|fescontlnuaen (0,0)

Solucion

La funcion f(x,y) es continua en (0,0) si lim f(x, y)=f(0,0), para esto
(itv)—>(0,0)

consideremos S =|(jc,v) e R2/y =mxj una familia de rectas que pasan por el punto

(0,0), entonces:

2 2
lim f(x,y)= lim  (x +—-¥3(.-5)= lim(x TS )
(<) —j-» (0,0) (r.v)—"-*(0.0) X 4y 0 X 4 Mex
2
7 mx
= ||m(X H 2>—- "):0
X >0 X +m

paradecirque 3 lim f(x,y) =0, debemos demostrar dicho limite, es decir:

Ve >0, 35 >0/0<|(™,y)-(0,0)|<5 => |/(x,.y)-0|<c
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ademéas 0<||(.i,v) - (0,0)||<5 => jid<& a [|>j<<5

X +y X ty X +y

ademas se tiene (a" -|yj)2>0 => x4+>72> 2[>|.x|2

es decir —j —<1—.(2)
2WWX\2 ~ x*+y 2  “ xd+y2 ~ I\x\

reemplazando (2) en (1) se tiene:

(, HsW ;+W W sW;+k L V < s

+y 2 2
N .
entonces %(il< VE o, Luego tomamos 6 =312 ) que:
V3 VvV 3
i( )d«i{t’2< 2e e
X,.y < . ——e=
2 23
siempre que 0<|j(x,y)- (0,0)|] <8, lo cual demuestraque _ lim f (x,y) =0
(Jrvy)_»(o!o)

La iuncion f(x,y) es continua en (0,0)

11) Analizar la continuidad de la funcion f(x,y)=[\x2-x +y\]

Solucion

[(x,y) = [x2-x+>j]=[|(x-~)2+(y-")|], cuando se tiene (x-")1+y-* =k,
k e z, la funcibn no es continua, para esto tomamos un punto en la pardbola

12 1 .
(x— ) +y — =k y consideremos una curva C,en el interior de la parabola, es decir:
2 T4
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(x—2)2+ v—4 <k = [|(x—2)+(lv—4)l]:A—1 porlotanto

(IIP%I_i»r(nmw)f(x,y) =k —1 (D

en forma similar tomaremos la curva C2 en el exterior de la pardbola, es decir en

por lo tanto lim f(x,y) =k 2

de (1) y (2) se tiene que: lim f(x,y)* lim f(x,y) entonces
(x,y)—— >(Wo) r.y) >(t,.y.)

3 lim f (x,y) por lo tanto la funcién f(x,y) es continua en la regién

(*,>>)->(*,, J'0)

R2-[(x,y)zR2/x2- x+y = k|, graficamente seria:

Y
w_ Moyg)™
/ /* S\ \\
/
/
/ /o \
* / \ .
L7y R
0 X
3.18 Ejercidos Propuestosj
l. Mediante la definicién de limite demostrar que:
X2+2x-v =4 2) lim 3X2 -

lim
(tv)*(2.4)

x2+v2=2 4) lim x2-yl

3) lim
@ir,N->(L1) (xy)-+0.1)



338

5)

7)

9)

11)

13)

15)

17)

19)

21)

23)

24)

25)

26)
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lim x2+y2-4x+y=4 6) lim 2x2-y2=-I
(x.y)->(3.-1) (x,y)->(2,3)
lim x +2x-v =4 8) lim x2+y2- 2x+2y=2
U>)->(24) (r.y)->(i.i)
lim ett* -eny +4x-8y =3 10) lim  -\jv2- x2 =yj5
(a>0>21) (x.y)n23)
lim yfx+Jy+Jz=3 12) lim -J-x -Syz =0
(x.y)-t(i.11) (vy,2)->(-U.l)
. ) 2x3- 3
lim yfxz-Jy +yfx =2 14) lim V =0
@ir,>V)->(1.4,9) (mv,\)—>(0,0) X2 + V2
ffm  x2Jy +v-Jx =6 16) lim J-xJ-y =1
(ir.y)—>(1,4) “ (rv)>(-1-1)
Jxv +5v2 .
Im = =2 18) lim =
(r>)>(i) t+2y (xy)->00)y 2(x2+y 2)
. . 2Xz-v 4
lim X2v2- vZ2- 54z =-17 20) lim
(.t,vj)->(-3.1.4) ' (vy.z)->(3-2,1) YZ +x 1
lim Yy Xyz - 6

(x,.v,z)->(1.4.9) ]

U.yjr)-»(0,1,4) Xz-y

li ~Jx-Jy-4z7 +Ixy +Jyz =4
Cynag YT T T

lim X2+2Jxy +z2+2x =13
(*,y,Z)->(-4,-|,|)

) lim 2x2y+z2+-Jz+\+Jy-2 =25
(jr>v)->(1,6,3)

(xyzf)13~0«f)1/3+f13=1
(w3 >>)—>(l,1,ll)
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27)

28)

29)

30)

. Xy 22-9v23-1J
lim R — ' ¢ N
»31) yz +X
. V2VX +2x2-y-J
T -

(vv_r)-»(1.-2,4) 3z+4y

lim Xyz-2xz—JIxv-J3yz+ijlx - Ifiy+2-Jlz=-1JZ

2.V2)

lim xv 1
(.r,i")-»(0.0)

z

Calcular los siguientes limites si existen:

1

3)

4)

5)

6)

7)

8)

2, 2
X +V
lim -r~- o B
<m0 I x2+y2+i_1

(jt,.y)-*(0,2) S

sen(x3+ v3)

lim Jrmme1—
x>0  x” +y

m
M-»(0.0) Xy

(ry oy A2 T

. Jxv-2 + x3y3-8
lim — ' . =

AT.V)—»(2.1) J x 2\I12 — 4

x'Ev + sen(n—xl)
lim Foemee-
(vn»(12)Jy2x-cos2jtX

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

1

V3

339
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9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

| (xz +y2 )sen(l—.
(x.y

2 2
X Vv

UN)- »(OO)X +yJ

X+y

(x,"MOO )X +y

lim (@+—»

(x,y)-*(aj,k) X

_ x2-
lim —o---t
(*o0 >(0 0)X +V

0*/\

(l%)>(00)x +y

l-cos(x" +y2
im 90, )P
(x.AM-M0.0) (X +y Ix y

1- c05|sen 4xv)

(it. v)>(00) sen (sen3xy)

1-cos(senh(x + v))

(vv)—>(00) senJ' (senh(20c + 2y))

cos(sen(jr+ -cos(X+ v
(senr+ y))-cos(x +v)

lim -—- 1

U.y)-»(0,0) (X+y)

m
Gty)->20 I+x+ y

arcsen(xy 2)

lim
C*>0>(21]) arctg (3xy 6)

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

ek

Eduardo Espinoza Ramos
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21)

23)

25)

27)

29)

31)

32)

34)

35)

36,

37)

lim X4+ 3x2y2+ 2xv3
(>)>00)  (x2+y2)2

1 1
(x+v)sen—sen—
; X y

lim
(v.v)->00)

X+ V+ Z

lim
(vv)»00) x+2Z
. X222+2
lim
(*,.vj))-»(0.0.0)X2+y2+22

i X+ V-2
im
@jr.vj)-*d.2j) 5.r: + v2-z 2
13

1. 2
xyzsen(— t-z7)+x'y z

lim 2
(ty.2>000) In(l+XV2

\/x2+’ v_r —1 x2_+xy 2
- h—j—"-y

(tV)>(00)x y +(x-y)

(at,v.z)->((),0.0) (x y - Z4)

lim XV
(r-v>00) X2+ V6

22)

24)

26)

28)

30)

33)

lim

XV-2X-V+2

(rv)-»@(,)x +y -2x-4v+5

lim
(i.v)-»(0.0) XV+y

| 1

341

lim (- -
Cem>00)xy 1- xy I+xy+x‘y

scn(x4+y4)

lim
(rv>00) x2+y2

lim
(;r.v)-»(4.ir)

(i, )>(00)

Rpta.
P 2

2 \
X sen—

X

X y
(x +y )sen—s-.cos-y
y X

Rpta. -1
8
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1. Problemas sobre continuidad

D

2)

3)

4)

5)

6)

Determinar si fes continua en (0,0), donde:

X+ Vv

——=T -V 0.0)
X +y

0, si (-r,v) =(0,0)

I(*, V)=

Rpta. Discontinuidad en (0,0)

Determinar si la funcion f es continua 6 no, donde:

sen (x-y)
, para x|+ y *0
f(x,y) = m +M Rpta. Continua en todo R
0 , para (x,y) =(0,0)

[\, .2 T L 2,2 ..
I-x“-y ,osii X T4y T
Averiguar si es continua la funcién: /(x,v) =

8 .M .r2 +2v > 1
Rpta. Es continua en todo R~
Determinar si f es continua en (0,0), donde
, Si (,r,v)* (0,0
f(x,y) =
0 , si (x.y) =(0,0)
ix2

si (x,y)*(0,0)
Determinar si fes continua en (0,0), donde f (x,y) =; lid+ |1

0 , si (x,Vv)=(0,0)

2 2

. . . — , & (x,.v)"(0,0)
Determinar si fes continua en (0,0), donde /(x,y) =“Xx +y

0 , si (x,y) =(0,0)
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7)

8)

9)

10)

11)

Determinar si la funcion f es continua en todo R donde:

sen(xv)
» para (x,y)*(0,0)
f(ry)= %
1 , para x=0v y=0

Analizar la continuidad de la funcién

—f---- 7 Si ,¥y,2)* (0,0,0
f(x,v,z) ="'\x +y1-+z st (xy. )™ )
0 , si (x,y,z) =(0,0,0)
2 2 2
X +V + Z +7T
3-3sen(-

, (x,y,z) * (0,0,0
Sea: f(x,y,z)-\ (x2+y2+122)2 (xy.2) = ( )

, (x,v,z) =(0,0,0)

Analizar la continuidad de fen el punto (0,0).

Estudiar la continuidad de la funcién en todo R

Y k) 20.0)

f(x<y) =
0 .+ (xy)=(0,0)

Analizar la continuidad de la funcién f en (0,0) donde:

XCOS-X/X 2 +V 2 sen 2 X

X242

+ v

. si (x,y)*(0,0)
I(*>y)= mpx2+y2

, Si (%, y)=(0,0)
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12) Analizar la continuidad de la funcién f en (0,0) donde:

X Vv
T+ V+- si (x, v)* (0,0)
flx,vy=) % x%*+v?
0] , si (jr, v) =(0,0)
2 2
X Vv
2 2 W (x,v) *(0,0)
X4y
1, i (xy)=(0,0
1 :
) si 0<x2+y2<1
X +y
14) Estudiar la continuidad de la funcion f(x,y) = *2 21 si 1 _x2+y2<3

Ww2+y®-193 si 5<x2+yz

15) Dada la fiincion f definida por:

2XV~ . 1 2
— -——]-, si 0<jc*+_v <1

X" +y
f(x,y) = 1, si Na +2y'=1

X2+ Vv2, si x2+v~>l 6 (x,v)=(0,0)

16) Determinar la region de continuidad de la funcion f definida por:

I p— 2 . « I*.1-1 *10.01
I (xy) =

0 , si (x,y) =(0,0)



Funciones Reales de Variable Vectorial 345

17) Determinar la region de continuidad de la funcién f definida por:

sen(y-x )
---------- , Sy *X
f(x,y) = y-x
1 , Siy=x

18) Determinar los puntos donde la funcién dada es discontinuidad y la region donde la

funcién es continua.

sen(In3 1) .
, Si \x+y *0
In3'
ml , Si [x+y|=0
, ,y) * (0,0
19) i f(xy) = 1ax|+13y| = OVIT00
-1 ’ (X1 y) = (0,0)

Analizar si la funcién f es continua 6 no en el punto (0,0).
20) Analizar la continuidad de la funcion flix,y) en el punto (0,0) donde:

fo,22 2 .

2X°V X -xXy+1

—:—"-"sentf( )
f(x,y)=ix +v

- S X* -y
0 , SI X=-y
21) Analizar la continuidad de la funcion f(x,y) si:

3 3 3 3
Senx "~ cosy  +Ccosx .seny )
, si (x,v)*(0,0)

f(x,y)~
» sl (xy) =(0,0)

22) Estudiar la continuidad de la funcion en todo R

xV
f(x,y) = [x3[+]yl3

, si (X y) *(0,0)

, st (xy) =(0,0)
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sen(xv)
) . (X¥)*(0,0)
23) Seaiafiincion: /(x,y)= | X Yy

O » (x,y)=(0,0)

Analizar la continuidad de fen el punto (0,0)

2(v+1 . 0 vix <0
si x*0 , vy,
X33y
24) Sea: /(x,y) =
(y+1)x : 2
—- , St O<y+x , 0 x=0
vV +V+1

¢En qué puntos sobre el eje Y, es f continua?

¢En qué puntos sobre la pardbola y +x =0, fcontinua?

Eduardo Espinoza Ramos

XV
’ (x,v,z,m) * (0,0,0,0)

25) Es la funcion: f(x,y,z,u) :\’x2 +y2+zz+u2 3
0 , si (x,y,z,w) =(0,0,0,0)

Continua en el origen?. Justifique su respuesta.

26) Determinar los puntos en los que la funcién es continua

sen (x—y) :
o St XI*ly« o
IC»y) = WHly|
0 , si x=y =0

27) Analizar la continuidad de la funcién

XV(X - 1 1
, , -sen— .sen— , (x,y)*(0,0)
/(*y) = X“+V X \4

0 , si (x,y) =(0,0)
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28) Analizar la continuidad de la funcion g(x,y) en (0,0) donde:

(-JIxy)2
g(x,y) = x3+y3
tg(—+)  si (x,y) =(0,0)

si (x, v)* (0,0

29) Estudiar la continuidad de la funcion f(x,y) =
COS----hCOS- —

tg(x2+y2)

si (x,y) * (0,0
30) Analizarsi lafuncion /(x,y) = x?+y? (x.y) = (0.0)

si (xy) =(0,0)
Es continua en (0,0) ¢es continuaentodo R ?
X2+y2

31) Demostrar que lafuncion / (X,y) = x| + |y
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) * (0,0

Es continua en el punto (0,0).

L oS A) o Zcensxy) * (0.0)

32) Sea /(x,y) = sen (sen3xy)
0 si (x, v) =(0,0)

¢f(x,y) es continua en (0,0)? Justifique su respuesta.

320....Derivadas Parciales™

Para las funciones de una variable /: / ¢: R -—-—-- >R, definidas en el intervalo abierto | de R,
se ha definido la derivada de fen xn e |, denotado por /' (x0) como el valor del limite

/(x0+AXx)-/(x0)

/'(x0)= lim
Ar-*0 AX

cuando este limite existe.



348

3.21

Eduardo Espinoza Ramos

Si /'(x 0) existe, au valor nos da la pendiente de la recta tangente de la grafica de la
funcién y = f(x) en el punto (x0,/(x 0)) por lo tanto las funciones importantes a estudiar

son las funciones diferenciables por darnos informacion a partir de su derivada, el simple

hecho que /'(x 0) existe nos habla del comportamiento suave de la grafica de la funcién
alrededor del punto (x0,/(x0)), el signo de /'(x,) nos habla del crecimiento y/o

decrecimiento de las funciones alrededor de un punto etc. por lo tanto el concepto de
diferenciabilidad también es importante para funciones de varias variables.

Luego a continuacion trataremos de las derivadas parciales.
Definicion.)

Consideremos la funcién f:DczR -—-- >R, de dos variables definida en un conjunto

abierto D ¢ R 2, entonces las primeras derivadas parciales de f se define:

i)  La derivada parcial de f con respecto a x, es la funciéon denotada por DX , tal que su

valor en el punto (x,y) e D esta dado por:

o, 0 . &x
siempre y cuando exista el limite.

ii) La derivada parcial de f con respecto a y, es la funcidon denotada por D2f , tal que su

valor en el punto (x,y) e D esta dado por:
iim -

siempre y cuando exista el limite

Ejemplo.-  Calcular DX(x,y) y D2f(x,y) sif(x,y) =2x2y+xy2+x-5y

Solucién



Funciones Reales de Variable Vectorial 349

f(x +Ax,y)-f(x,y)
AX

DX (x,y)= lim
(x,y) Al

Ax—0 Ax

. 4xy.kx +2(&x)2 +y Ax+ Ax
mlim

2
= lim 4xy +2Ax +y +1=4xy+y +1
po A y y yt+y

= DJ(X,y)=4xy+y2+I

En forma similar que D2f(x,y) =2x2+2xy- 5

Observacién.-  La definicion de derivada parcial dada indica que si z = f(x,y), entonces para calcular

DX (x,y) consideramos que y es constante y derivamos con respecto a x, en forma

similar para calcular D2f(x,y) consideramos que X es constante y derivamos con respecto ay.

Ejemplo.-  Calcular D,/(x, V) y D2f(x,y) para f(x,y)=5x-3x°y’ +3x"y
Solucién

Para calcular DIf(x,y) consideramos a y como constante es decir:
DIf(x,y)=5-6xy2+9x~y

para calcular D2f (x,y) consideramos ax como constante es decir:
D2f(x,y) =-6x2y +3x\

Observacidn.- Al proceso de encontrar una derivada parcial se llama diferenciacion parcial.
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3.22 Notacion para jas Primeras Derivadas Parciales™

Si z = f(x,y) es una funcion de dos variables, entonces las derivadas parciales DX (x,y) VY

D-,/(x,y), se denotan.

df(x dz
DX (x,y) = -———a—)z--— =fx(x,y) = _dx ZX, derivada parcial de f con respecto a x.

dz
D2f (x,y) = -———a—---— =/ (xXy) - _dy: z ,derivada parcial de f con respecto ay.

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto p(a,b) se denotan por:

a ...Al.héi e =/,(«.
[
-------------- fja.b)
%
: df(x,y) df(x,y) -
Ejemplo.- Jallar-—----==-, - -—— y evaluar en el punto p(l, In 2) para la funcion

ck dy

2

J\x,y):xeXy

Solucién
Sf(x,
&(X,y) BX*V+2X2 (.y) =eltt2+21n2el2 =2 +41n2
) ye dx
ck P(14n2)
= =
&(le) 3 &(le) In2
-e =2

Sy )



Funciones Reales de Variable Vectorial 351

3.23 Derivadas Parciales de una Funcion de Tres e mas Variablesj

El concepto de derivada parcial para funciones de dos variables puede extenderse para

funciones de tres o mas variables en una forma natural.

Si w = f(x,y,z) es una funcién de tres variables, entonces se tiene tres derivadas parciales, los

cuales se obtienen considerando cada vez dos de las variables constantes, es decir:

Para definir la derivada parcial de w con respecto a x, consideramos que Yy, z son constantes,

dw f(x +Ax,v,z)-f(x,v,z
osea. — =fr(x,y,z) = lim ( L= ) 1 )
dx aj->o At

Para definir la derivada parcial de w con respecto a y, consideramos que X, z son constantes,

§ f(x,y+Ay,z)-f(x,y,z)
m
A0 Ay

Swo o, ‘
osea. — =fylx,y,z)=
dy

Para definir la derivada parcial de w con respecto a z, consideramos que X € y son constantes,

dw . f(x,v,z+ Az)-f(x,y,2)
0 sea. — =fz(x,y,z) - lim
dZ az-»o AZ
En general si /: D ¢ci" -——-- >R es una funcién definidaen el conjunto abierto DczR”,
. . df df df .
entonces hay n derivadas parciales -—, -—- ey m— , con respecto a la primera, segunda,

ckx  dxz  rkn

tercera,..., n-ésima variable y denotaremos por:

df(xx,x2,...,xn) i f(xI,x2,...xi+Afj,....xn)-f(x1,x1.... xn)
im
dxi A, -.() A,

donde i=1,2,3,....n

Para hallar las derivadas parciales con respecto a una de las variables consideramos las otras

como constante y derivamos con respecto a la variable indicada.
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i dw dw 2 2
Ejemplo.- Hallar — , — , — donde w=xz +vx +zy
dx dy dz
Solucion
dw dw
W=XZ +yx +zy => — -7z +2Xy , — =X +2yz ,
dx dv dz
; df(x,v) df(x,v) 2 2
EJempIO- Ha”ar __________ y T n— dOI’]de /(r,v) :In(lr +y +Xy)
dx dv
Solucion
df(x,v 2X + df(x,
F(x.y) =\n(xe +vz+xy) = OOV XY (x.v)
dx X HyT Xy dy

Ejemplo.-

2

Hallar DIf(Q,0) y D2f (0,0) si existen, donde:

» st (x,y) *(0,0)

f(x,y)=-\x +y
0

. si ((ty) =(0,0)

Solucioén

aplicando la definicion de derivada.

/(Ar,0)-/(0.0)

DJ (0,0)= hm
av-»0 AX A0 AX
Ax.(0)
= Fi'm _g/_A_\f_)___T__O_____ hm ___0__
Ajr—»O AX Ar »0 AV
I+ /(0,0+ Av)-/(0,0) . /(0,Ay)-/(0,0
856y = nm ¢ V):1(0,0)_ . [(0,AY)-/(0,0)
AV Av Ay->0 Av
O.Av
------ AT-0
0+ A
= tim Y hm

| 0+AX,0)-1(0.0)

2XZ+Y 2

2V+X

X +y 2 3>
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Ejemplo.- Hallar Dj/(0,y) y D2f(x,0) si existen, donde:

i .
EN) i oy 00)
f(x,y) =\ x'+y
0 . si (X, y)=(0,0)
Solucién
a) Siy * 0 entonces, por definicidn se tiene.

, 1 (0+Ay,v)-/(0,v I(Av,y)-1(0,
Dj/(0, v)= hm O+AyVv)-1(0, V) _ hm (Ayy)-1(0,y)
Ar-»0 Ay Av-»0 AX

Ayv.(Ay2-y 2) n

Ry +y2 ® v(%\xz-v 2)’ v(0-v 2)’
= lim = lim ------- O [ —— 2— ~~y
ai-»o Ay a*-»o Ax + )A O+y

Siy =0, Z),/00)= lim -----mmmmmmmmm- 0 comoDY(0,j') =- siy * o0
y ) Am oy y y y

Z)[/(0,0) = 0 entonces se tiene D,/(0,y) =-y paratodoy.

b) Si x "m0, entonces por definicion se tiene:
Ay.X.(x~ - Ay2) 0x(x2-0)
[(x,Ay)-/(x,0) X2+ Ay2 x2+0
A0 AvAy-0 Ay
Ay.x(>§2- Ay2) x(x72-Ay2) Xx(x2-0)
“ABCARTK YA TAme XA X w0

3 . I"(0,Ay)- f(0,0) ”
Six =0, Z>/0,0) = lim ------m-mimrmmmmc =0 comoD2(x,0) =x para x " 0 vy
A0 Ay

D2f (0,0) =0 entonces: D2f(x,0) =x para todo X.
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Interpretacion Géométrka de las Derivadas parciales de una Funcion del
Dos Variables!

Sea f: DczR~--—-- >R, una funcion definida en un conjunto abierto D e R~, cuya grafica

es la superficie Gf ={(*,y,f(x,y)) e R*/z=f(x,y) , V(X,y) e d} c R*.

Si (,r0,y0) e D, entonces la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (jr,,,y0) por
definicion es:
I (x6+ Avy.)- 1 (MLY(6)

= lint
\r->0 Ar

en donde y =y0 se mantiene como una constante, pero y =yn es un plano paralelo al plano
coordenada XZ que pasa por el punto Q(x0,y0,0)e D y que al interceptar a la

—

superficie z = f(x,y) se obtiene una curva a que pasa por el punto (x0,y0,f(x0,y0)) e Gf

ahora calculando la pendiente de la recta secante Ls que pasa por POy Penel planoy -y 0,

es decir:

f(xo+Ay,y0)-/(jr0,y0)

de donde la pendiente de la recta tangente Lr es:

it - gim /CTHATY0)-/(x0yn) - df{x0,y0}
Ao i

Pn(xo>yoJ(x0’yn))-

Entonces la ecuacion de la recta tangente L, sera:
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Expresado en forma simétrica se tiene:  Lt: =5 - a Yy=Yyo

dx

de donde el vector direccion de Lt es:

al,- (1,0--—-—-—-— ), En la misma forma, para la derivada parcial de f(x,y) con respecto

ayen el punto (x0,.v0)-

<y(Wn) = vns0+Av)~/ (1p.M0) = ,

dy Ay-»0 Ay
df(xQy0) : *
Luego ---———d ------ es la pendiente de la recta tangente Lt' a la curva p en el punto
y
. df(jr0.y0) :
Po(x0, VO, f(x 0, Vv0)), en la definicién ————(—j—— — a x =x0 se mantiene como una constante,
y

pero x =x() es un plano paralelo al plano coordenado YZ, Lugo la ecuacién de la recta

_ df(xu,ya)

tangente L, 'sera: Lt’=z-20= —-—mmmmteml (y-.v0) a « = xo
dx

L. . v-vO0 Z-20

ExEresado en forma simétrica se tiene: LN —+=~y,—- r a Xx=xn
' 1 <y(W o) 0
dy

. .. -* df(x0,v0)

de donde su vector direccion de L." es: alL, '=(0,1,----—--—----—--
dv

f(x,y) = ige(n?’|"+_l%\)//)| - ()7 00)
-1 ’ (X!y) = (010)
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[3.25 Plano Tangente.)

Consideremos la ecuacién de una superficie z = f(x,y), el plano tangente a la superficie en el

punto Po(xo0,yQz0) es determinado por las rectas tangentes L, y Lt', cuyo vector normal es:

i k
| | 0 1 AU o°’.vo) 5 .
dy dx dx
1 0 )
dx

Luego la ecuacidon del plano tangente a la superficie z = fIXy) en el punto /8(x0,y0,z()) es

N
dado por:PT: N.((x,y,z)-(xQyQ,ZQ)) ="

| N
P («3T( 0V0> O'VO),-I}\.Q/*-Xo,y-yO,Z—Zq)':O’

dx
. #'(Wo), . <r(®*n.vn), C
pri — A (*-*0)+— ;- 0;-.v0)-(2-20) =0
a
Ejemplo.-  Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie z= 3.r +y~ +2 en el punto
(-1,2,9).
Solucién
> dz dz
Calculando el vector normal N = (— -
X p dy
dz dz
— =6X — =-6
3 _ dx dx
Z2=3x2+y2+2 =>
2y dz —
oY dy

PT: N.{(x.y,z)-(-\2,9)) =0, ecuacion del plano.

PT: (-6,4,-1).(*+1, v-2,z-9) =0, de donde m PT: 6x-4y+z+5=0
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Ejemplo.-  Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie : =" \-x2-y2 en el punto

P{(a,h,c) donde c=4\-al—hz.

Solucién
dz a
f, 2.~ yi\-X2-y X oyjl-a2-1 ¢
2Syix oy dz v dz b b
yjl-x2-y1 yil-a2-h2 a

0z dz
La ecuacidn del plano es: PT\d— (x-a) +— (y-h)-(z-c) =0, de donde

X r, A
a b
PT: — (x-a)-—(y-b)-(z-c) =0 PT: a(x-a) +b(y-b) +c(z-c) =0
c c
Ejemplo.-  Encontrar los puntos de la superficie z = xy(l - x - y) donde el punto tangente es

paralelo al plano coordenado XY.
Solucion

Como el plano tangente debe ser paralelo al plano coordenado XY entonces la normal del

plano tangente es un multiplo de (0,0,1) por lo tanto:

dz

— =y (\-2x-y) =o

dx

& resolviendo el sistema se tiene.
—=x(l-x-2v)=o0

dy

11
los puntos (0,0),(——, (1,00 y (0,1), por lo tanto se tiene cuatro planos tangentes

1

horizontales a la superficie en los puntos.  (0,0,0), (?

—%, (1,0,0), (0,1,0)
27

o~3|H
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Ecuacion de la Recta Tangente a la interseccion de Pos Superficies En)
un Punto Pado.|

Consideremos las ecuaciones de dos superficies z = f(X,y) y z = g(x,y) de tal manera que se

cortan en una curva C.

La recta tangente a la interseccidn de las dos superficies en el punto Po de la curva C, es por
definicion la recta de interseccion de los planos tangentes a z = f(x,y) y z = g(x,y) en el

punto P().

Para hallar la ecuacion de la recta tangente a la interseccion de dos superficies en el punto

Pfi(xo,yo0,zn), se determina el vector normal al plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el

punto PO.

dx dv

y el vector normal al plano tangente a la superficie z = g(x,y) en el punto P{),

dx dy

La recta de interseccion de estos planos tangentes es perpendlcular asusnormales n y vy

> — —>

comolos vectores ¢y vno sonparalelos, entonces el vector" xves perpendicular a j
-
y vde dondew— n xv =(a,b.c) luego la rectade interseccion de los planos tangenteses:

Ejemplo.-  Hallar la ecuacion de la recta tangente a la interseccion de las dos superficies

Zz=x'+2y2, z=2x2-3y*‘+1enelpunto (2,1,6).

Solucion

calculando las normales a cada una de las superficies
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3,27

dz dz dz dz
(— »— ,-1)=(@4,4-1) y v=(— ,— ,-1)=(8,-6,-1)
dx p dy p Alp fy p

ahora calculamos el vector direccion de la recta tangente:
i k
a=nxv=4 4 -1 =-2(52,28)

8 -6 -1

. X-2 y-1 z-6
Luego la ecuacién de la rectaes:  Lt\
5 ~ 2 ~ 28

En forma similar que las derivadas ordinarias, es posible hallar derivadas parciales de una
funcién de Varias Variables de segundo, tercer ordenes y superiores, siempre y cuando tales

derivadas existen.
A las derivadas parciales de orden superior denotamos por el orden de su derivada.

Por ejemplo hay cuatro derivadas parciales de segundo orden de z = f(x,y):

d d\f

12 Derivar dos veces con respecto a x.
dx dx dx~ I'

2a  Derivar dos veces con respecto ay.

32  Derivar primero con respecto a X y a continuacion con respecto ay.

d df d¢f

—(—)=— =/,
dy(dx) dydx "y

4a  Derivar primero con respecto ay y a continuacion con respecto a x.
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El 32y 42caso se conoce como derivadas parciales cruzadas.

Se debe observar que hay dos tipos de notacién para las derivadas parciales cruzadas.

d cj, diIf o - . .
ﬂ) =——, orden es de derecha a izquierda indica que primero se deriva con respecto a

dy (k' dydx
X.

(fy)x ~ fyx>orden es de izquierda a derecha indica que primero se deriva con respecto ay.

Si /: Da Rn-——-- >R es una funcion definida en un conjunto abierto D ¢ Rn, entonces la

derivada parcial de f con respecto a la i-ésima componente (i = 1,2,3...n) es:

f(x1l,x2,..,xi +&xi,...,xn)-f(x 1,x2,...,xn)

D ,f(xl,x2,...,xn)="lim
Av, —0 AX,
Si Dif:DaR"--—-—-- >R, es una funcidn definida en un conjunto abierto DczR", entonces

la derivada parcial de D jf con respecto a laj-esima variable se le Ilama derivada parcial de

segundo orden y denotaremos por:

d2f(x V X )
N

Di(Dif(xI,x2.....x,,))=Djif(x,,x2.*,) = — — =fxy i,*2..... xn)
dxfc

dondei=12,...ny j=12..n

Si Djif:Da Rn--—- >R, es una funcidn definida en un conjunto abiertoDe. R", entonces

la derivada parcial de Djif con respecto a la k-ésima componente se le llama derivada

parcial de tercer orden de fy denotaremos por:

Dk(Djif(x x,X 2,...,X,,)) = Dkjif (x I,x1,...,x,,) =3 ~fa'fa'fa Xn) = fx.y, (xi,x2,...,X,,)
j i

dondei=12,..n ,j=12...n.y k=12.3....,n
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En esta misma forma se puede hallar las derivadas parciales de orden superior si es que
existe.
dz d-z dz dz

Ejemplo.-  Hallar —z-, —z-, ~—-, ——- Si z=x4-3x2y2 +ya
dx dydydx dxdy

Solucion
Z=X4—3X2y2+y4 => — =4x3-6Xy2 ; ——=12x2-6Yy2 ; -—— =-12xy
yary dx y dx2 " dydx
/4
R he S L R
dxdy
3.29 Definicion.
La funcién /: R >R, se llama funcion armdnica, si verifica la ecuacion de Laplace, es
decir, si:
Ejemplo.-  Probar que la funcion /(x,y) = x3y-xy * es armonica
Solucidn
df(x.y) 5,2, 3 d 10 Y) _guy
— dx y-y dx2
f(x,y) =x y-xy df(xy) 3 9 it
iy =x" -3xy afix,y) _ XV

d2f(x,y) [ d f(x,y) _a
dx’ dy'

por lo tanto la funcién f(x,y) es armonica.
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3.30 Teorema.- (lgualdad de las Derivadas Parciales Cruzadas)\

2 ) ) df df d2f d2f
Si :DQR - >R, es una funcién continua para lo cual — , —, ———- R son
dx dy dydx dxdy

continuas en la regién abierta Dcz R~2 , entonces para cada (x,y) 6 D se cumple.
d2f(x,y)
dydx dxdy
Demostracion
Sea h(x,y) =fy(x,y), V (x,y) e D, entonces si yo es una constante cualquiera tal que

(x,30)e D

Tenemos f(x,y) =f(x,y0)+f(x,y)-f(x,y0)=f(x,y0)+J h(x,t)dt.

Luego derivando con respecto a x se tiene: I @e,j) =/ (x.y0)+iyhx(x,f)dt

derivando ahora con respecto a y, para lo cual usamos el teorema fundamental del calculo, se

S e 2f(. X, d~f(x,
tiene fv (x,y) =hx(x,y) = fyx(x,y) ¢ ~( x~y) A (x y~)

Observacidn.- Una consecuencia de este teorema es que se puede intercambiar el orden de la

derivacion de una funcién de varias variables.

Si por ejemplo:  /: R2-—-- >R, es una funcién que tiene derivadas parciales de orden superior

by , . . . . hd 2
continuas en algin conjunto abierto de R , entonces:

211 = fi2i = -A12 7211 = [2121 = /1221 y as*sucesivamente.

d~f(x,y) d~f(x.y)

Observacion.- La igualdad =

dydx dxdy
continuas.
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Ejemplo.- Sea z = In(x2 +y2), Hallar las segundas derivadas parciales.
Solucién

z:ln(x2+y2):>E: X SOz 2y
A Xx2+y2 dy x2+y2

d2z 2(y2—x2) . d2z 2(xl-y2)

dx2 (x2+y2)2 Q-2 (x2+y2)2

d2z 4xv d z 4xy
dydx (x2+y2)2 ' dxdy (X2 +y2)2

Los incrementos de la funcion y = f(x) y de la variable x se ha definido por:
Ax = dx Ay = fix + Ax) - f(x)

también se ha definido el diferencial de la funcién y = f(x) por dy =f'(x)dx, en forma
similar daremos los conceptos de incremento y diferencial para las funciones de dos o mas

variables.

Definicién.-  Consideremos la funcion /: R ---—--- >R tal que z = f(x,y), entonces el

incremento de la funcién fen el punto (x0,V0)e Df que denotaremos por

Af(xo,y0) estaexpresado por:

AAXP,y0)=f(X0+A» .vo+Aay)-/(.r0,y0)

para el caso de las funciones /: R ---—-- PR tal que w = f(X,y,z), el incremento de la funcion f

en el punto (xo,yo0,z0) e Df es:
¥ (xo0,y0,z0)=f(xo+Ax, yot+Ay, zo+Az)-f(xo,y0, z0)

donde Ax=dx , Ay=dy , Az=dz
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Funciones Pifere»i<

Definicion.- La funcion f: DcR ~ - >R es diferenciable en el punto (x0,v0) si

<f(Wo> df(xo,y0)
: Py

de manera que todo vector (Ax, Ay) tal

existen

<r(x0,v0 dt
r(x0v0) | dt(x{vya)
ck dy

Av+/MAc +ijAV

Que (T0,j0)+(Av,Ay) e D se tiene: Ai(xo,y0)=

donde ambos £j y e2 -> 0 cuando (Ax,Ay) -> (0,0) y diremos que f es diferenciable en la

region D si es diferenciable en todo punto de D e R2.

Teorema.- (Condicion Sttffctentepara laPiferenciabHidid)]

Si fes una funcién de x ey, con /, fx,/ continuas en una region abieruD ¢ R2, entonces

f es diferenciable en D.

Demostracion

Sea S: z=i(x,y) la ecuacion de una superficie donde f , f x, fy son continuas en (x,y).
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3.34

Sean A, By C puntos de la superficie como se muestra en la figura; del grafico veremos la

variacion de la funcién f desde el punto A hasta el punto C que es dado por.
Az=/(x+AXx, y+Ay)-/(x,y)
=[/(x +AX,Y) - 1(x,y)] +[/(Xx +AX, y +Ay) - [(x +AXx,y)] = Azx+ Az2

Entre Ay B, y es constante mientras que x varia, por lo tanto por el teorema del valor medio,

hay un valor xj entre xyx+AXx tal que Az, =/(x +AX,y)-/(X,y) = f x(xx,y)Ax - (1)
En forma similar, entre B y C se fija x, mientras que y varia, luego un valor y,, entrey, y, y +
Aytalque Az2=/(x + Ax,y + Ay)-/(x+AX,y) =/ Mx+At,yj)Ay —(2
Luego de (1) y (2) se tiene: Az= Azx+Azz =f r(xi,y)Ax +f v(x+ Ax,vX)Ay

Si definimos £1'y e2 por £ =fx(xxy)-fx(x,y) y e2=fy(x+ Ax,yx)-fy(x,y) se

deduce qué: Az=Azj+Az2=1[e, + /r(x,j")]A v-i-+/t)(x, v)jAy

=fx(X,y)Ax +f (X,y ))Ay+ exAx + e2Ay

Entonces por la continuidad de f x yde / vy, adem&s, x <xj <x+ AX e y <y, <y + Ay, se
sigue que e, =0 y e2 —0, cuando Ax ->0 , Ay —0 en consecuencia por definicion se

tiene que f es diferenciable.

Teorema (Piferenciabilidad implica ce»dnuidad)l

2
Si /: DczR --—-- >R es una funcién diferenciable en un punto Po(xo,y0) entonces f es
continua en /},(x0,y0).

Demostracion

Como f es diferenciable en ")(x0,y0) entonces
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donde ambos el y e2 —0, cuando (Ax, Ay) —(0,0) sin embargo, por definicién, sabemos
que Af(xo,y0) viene dado por:

A/l'(*0,y0) =/(*,, + AX, yn+ Av)-/(*,,y0)
Luego haciendo x - xfi+Ax, y =y0+ Av, obtenemos
[ yx,y)~J(x0, v0) - <(>5,y0) Ax+ S T O)Av+ e,AX + e2Av
t
A (* 0*M0), N (W 0) e TR
= s (12 0) dey o)+ *i(*-*o)+«20'->")
ahora tomando limite cuando (x,y) —(xo,y0)
se tiene: lim (f(x,y)-f(xo,y0)) =0, dé donde lim f(x,y) =f(xo0,y0) lo
(x,y)->(x0.y0) (*,>))-»(*0->'0)
cual significa que f es continua en (xo,y0).

Observacion.-  Si una funcién /: R°—— >R es continua en un punto, esto no implica que f sea

diferenciable en este punto.

Ejemplo.- Demostrar que la funcion /(x,y)=]Ix*+>3 es continua en (0,0) pero no es

diferenciable en (0,0).

Solucién

) f(0,0)=0 , 1) 3 lim f(x,y)= lim »/x3+y3=0
(ir.y)-*(0.0) (x.y)->(0,0)

1) lim  f(x,y) =/(0,0) =0
(jr.jr)-»(0,0)

por lo tanto fes continua en (0,0), por otro lado

cf(x,y) X2 c?(x,y) y2
A yi(x2+y2)2 . % "N(x3+]) 2

no existe en (0,0), luego f no es diferenciable en (0,0).
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3.35

Diferencial Tota! y Aproxhwacionjj

Definicién.- Si /: R2----- >R es una funcion diferenciable en (x,y) e R2 entonces la

diferencial total de fes la funcion dflXy) que es expresado por:

dtix,y) =

&(X.Y) g+ &XY) o
i fiv

donde Ax=dx , Ay=dy.
En forma similar para la funcién f: /f3---—-- >R, donde f es diferenciable en (x,y,z) e R*

entonces la diferencial total es la funcién df(x,y,z) que es expresado por:

. df{xy, df(x,y, df(x,y,
c%‘P(/x,y,z) = .y Z)dx+ (x.y Z)dy+ (x.y Z)dz
dx dy dz

ahora haremos una comparacidn entre Af(x,y) y df(x,y) para esto se tiene:

Si/: DczR2---—- >R es una funcidn diferenciable en el punto “oi*0'~0) e D,entonces

<f(xo,y0) dT(xo,y0 . .
(xo.y )Ar+ (xo.y )Ay+sIAx+e2Ay . (1)

A; (x0,y0) = "

donde el y e2 —0, cuando (Ax,Ay) —(0,0)

. df(xo,y0) . & (xo0,y0) .
@ (x0.y0) = HXCYD 4y, & (X004 )
dx dy
Luego de (1) y (2) se tiene: Af(xo,yo)zdf(xo,ya) (= aproximadamente igual)

pero como 6 fUO,y0) =f(xo+Ar,yn+Ay)-f(xo,y0)

<?(xo,y0 & (x0,y0
o,y )Ax+ (xo,y )Ay, entonces

af(xo,y0)=
dx dv
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[ (0 + Ax, yo+ Ay) - /(x0,y0) = CHXO)AH T(W.0) Ay
oV

f(x o0+ AX, y0+Ay)i/'(xO,y0)+«A(XV O)A*+ frito IO)Ay

En forma similar para el caso de la funcién f'.D czR 3--—-- >R se tiene
f{x, + Ar,y0+ Ay, z0+ Az) = /(*0,y0,z0) + At D) Ay+ £(W p. o)
<3
. - : . Al-  df
Ademas, también se tiene; error relativo =— =—, error porcentual = 100— = 100—
/ / / /

Ejemplo.-  Hallar el valor aproximado de y(5J32)2+(11.97)2

Solucion

Sea z=Jxx2+y2 ,x=5 , y=12 , Ax =0.02 , Ay=-0.03

f(xn+ Ax, y0o+ Ay) =/(*,,,y0)+ <f((\j{v O)Ax+ <f(\.N O)Ay
X

dv
dz _ X
A(5,12) 5
— 13
=Nx2 +y & y A(5,12) 12
13

<f(5,12) " (512)
/(5+0.02, 12-0.03) =/(5,12) + — == -(0.02) + — " (-0.03)
X y

V(5+0.02)2+(12-0.03)2 = V25+144 + — (0.02) - — (0.03)

b ymmmmmmmmae r 1.0-0.36 0.64 [ P r
V(5.02) +(11.97) =13+ =13+ = 13.05 V(502) +(11-97)2 = 13.05
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3.36 Derivacion de la Fundén Compuesta]
Teorema (Regla de La Cadena).-
Sea /: R2--—-- >R una funcion dada por z = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de

x ey Six=g() e y=h(t) siendo gy h funciones derivables de t, entonces z es una

dz dz dx dzdy

funcidn derivable de ty i
dt  dx dt dydi

Demostracion

Hacemos un diagrama para la regla de la cadena de una variable independiente.

como g Yy hson funciones derivables de t, sabemos que Ax y Ay tiende a cero,

cuando At -» 0, y como f es una funcion diferenciable de x e y.
dz dz
Az = Af(x,y) = — Ax-\---- Ay+E Ax+E- Ay
dx dy '

donde £, y e2 -» 0, cuando (Ax, Ay) —(0,0)
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Az dz Ax dz Ay Ax Ay
Luego para At * 0, tenemos — = — — +£,,— +£, —
Aidx Al dy AI At At
dz Az dz dx dz dy dx dy  dz dx dz dy
de donde se deduce que: — = lim — =— .— +— - ro(—)+0(—)=— —
d A-»0At  dx dt dy dt dt dt dx dt dy dt
dzdz dx dz dy
dtdx dt dy dt
Ejemplo.-.- Hallar — siz :x2+y2, x=e' | y:e't
dt
Solucién
dzdz dx dz d . dz 2
— =— y =2xe +2y(-e ') =202 - 2e " /. E =267 -2¢ %
t

dt dx dt dy dt

Observacion.- La regla de la cadena del teorema puede extenderse a un numero cualquiera de

variables, si cada xj es funcion derivable de una sola variable t entonces para
w="f(xvx2,»;Xn) tenemos:

dw Av dxx dw dxz aw iy,
dt <G dt dx2 dt dxn dt

Observaciéon.- Si /: De. R2--—-- >R es una funcion tal que z = f(x,y) es diferenciable en x ey .

donde y = cp(x), entonces la derivada total de =z respecto a x es calculado

mediante la expresion siguiente:

dz dzdz dy
dx  dxdy dx
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3.37 Teorema (Regla De La Cadena: Dos Variables Independientes).!

Sea /: R2-—- >R unafuncién dadapor z

xe ysix=g(st ey=

existen y estan dadas por: — = — .-——--h—

= f(x,y), donde fesunafuncion diferenciable de

dx dx dv dv
h(s,t) donde ) —,
ds di ds dt
dz_ dz dx dz dv
(D

ds dx ds d> ds

Demostracion

dz

e . Y_2)

dt

dz dx dz
dx di dy

Demostraremos la parte (1), la demostracién de la parte (2) es semejante:

si se mantiene at fijo y s cambia en cantidad As, entonces Ax = g(s + As,t) - g(s,t),

Ay = h(s + As,t) - h(s,t)

dz dz
Az =— Ax+— Ay +eiAx+elAy ...

dx dy '

ademas, pedimos que ex=0, e2 =0 cuando Ax = Ay = 0 ponemos como requisito para

que £j y e2 que son funciones de Axy Ay sean continuas en (Ax,Ay) = (0,0), ahora a (a)

como f es diferenciable, entonces:

Az dz Ax ,dz Av
dividimos entre As* 0,tenemos — — .— 1—+

As dx Av dy As

AX Ay

As ~ A5

tomando limites en ambos lados cuando As se aproxima a cero, obtenemos

Az dz Ax dz Av AX —K

lim — =— lint-—--- I— lim —h lim el lim --—--- ¢ lim e2 lim
Ai-»0 Av  dx As—»o As dy A->0As As» As*0As A0 A0 As

oAz f(x +Asy)-f(xy) _df(xyy) _ dz
tenemos lim — = lim = =—

As>0AiI Ao A? ds ds

. AX glv+Ai,f)-g(i,/) dg(sj) dx

lim — = lim - —

Ai->0 As  Ai-»0 As ds do

Ay . h(s+ As,t)-h(s,t) dh(s,t) dv

lim — = lim = =—

A0 Ay Ai-»0 Av ek ds

ds
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. dz dz
, — existentodas,entonces

di

ot

(a) donde £, —0,e2—0 cuando (AxAy) —>(0,0)
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dx dy
como F F existen y g, h son continuas con respecto a la variable S, por tanto, tenemos.
s ds
lim Ax = lint g{s+ As,t)-g(s,t) =g(s,)~g{s,l) =0
Aj—0 As—»0
lim Ay = lim h(s+As,t)-h(s,t) =h(s,t)-h(s,t) =0
AT—»0 As—0
por lo tanto cuando As se aproxima a cero Ax, Ay se aproxima a cero, entonces lim ex=0,
As-+0
dz dz dx dz dv
lime2=0. Lueg0 — =— — +-—V—
As—>0 ds dx ds dy ds
haremos un diagrama para la regla de la cadena de dos variables independientes
Ejemplo.-

dz dz dx dz dy 1 i+1 2(|+1) 2(t+iy
— = — — +— +— = 2X.-+ 2y (—5") = - 3=

ds dx ds dy ds t S t S

dz dz dx dz,hd 1 +1 2(r+1
[ N — ____l_y_ 2X. ( ————— r—)+2_y— _____(_J_J ) ( J )

di dx di dy di i3 s2
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33S Teorema (Regia De La Cadena Geiieral)J

Supongamos que /: DczR"--—-- >R es una funcién diferenciable en (xi>x2.....xn) tal que
u=f(xl,x2,....xll) y que cada xj es una funcién de m variables vy, ,y2, es decir

xi =x(yl,y2,....,ym), Vi=123,..,n

Supongamos que cada derivada parcial-;E-, i=123,..,n,j=12..m existen, entonces u
XJ
yryrtsyms y
di du dxj du du fon

dyx dxx dyj dx2 dyx dxn dyx

(h  du dxx du dxz du  fon
dy2  dxx dy2 dx2 4, Ay dy2
cii du dxx du dxz du

de fym

La demostracion de este teorema es una extension del teorema anterior.
Ejemplo.- Si z=1f(x,y) donde x=rcos9 , y=rsen0; probar que:

dz * dz, dz i 1 dz,
(-5x> dv dr r ds

mediante la regla de la cadena se tiene:
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dz dz 3c +dz dy 3c dy

— =— — +— —, como — = cos0 ,— =sen9, entonces se tiene:

dr 3c dr dy dr dr dr

dz dz dz .
— =e0s9— +sen0 — , elevando al cuadrado se tiene:

dr 3c dy

— )2 =c0s20(—)2+2cos0sen0— — +sen20(—)2

(dr) (dx) Bxdy (dy) ©
dz dz 3c ,dz dv dx dv .
— =— -1 como — =-rsens, -L-= reos9, entonces se tiene:

de 3c de dv de de de

dz dz dz N
— =-rseno — +reos9— , dividiendo entre r.

de dx dv

1 dz ‘dz dz )
———=-seno — + cos0 — , elevando al cuadrado se tiene

r de dx dv

1 dz dz Ak
—-(— ) =sen 0{) -25en0cosOiz .-(-j-z--i-cosz()’(— § ()
r de 3c dx dy dv

sumando (1) y (2) se tiene:

dz7 1 dzo i o dz5 7 T dz. 7

(—) H—r(— ) =(sen” 0+cos 9)(—) +(sen 9+eos 9)(—)

dr r do dx dy
dz, dz, dz7 1 &7

)+ (gy) = (g + (17

Una de las aplicaciones de la regla de la cadena es en la determinacion de la derivada de una

funcién definida implicitamente.

Supongamos que X e y estan relacionados mediante la ecuacion F(x,y) = 0, donde se supone

que y = fi(x) es una funcion derivable en x.
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Para hallar d_ usaremos la regla de la cadena: z =F(x,y) = F(x,f(x))
X
---------------- » X
Z
KY e »X
dz dF dx dF dv dz GF. dF dv
—=— .—+— .--como— =0 entonces— +— =0.
dx dx dx dy dx dx dx dv dx
d~_
dF dv a.
Si — *0 dedonde — =—
dy dx
dy

Un procedimiento andlogo puede usarse para hallar las derivadas parciales de funciones de

varias variables definidas implicitamente.

Definicién.- Sea F: Da R - >R, una funcion definida en el conjunto abierto
DczR2. Sedice que laecuacion F(x,y,z) = 0, define z implicitamente como

una funcién de x ey, cuando existe una funcion F: U <R2------ >R, definida en un conjunto

abierto Uc R2 tal que F(x,y,2) =0 o z=f(x)y), V(x,y) e U.
Ejemplo.-.- La ecuacion x2+4y2 +22=25, representa implicitamente a las funciones.

==f{x,y) =ij25-x2-4y2 , z-g(x,y)=—225—x2-4y2

Si la ecuacién F(x,y,z) = 0, define a z = f(x,y) implicitamente como funcion diferenciable

de x ey, entonces:

dF dF
dz dz \ dF
dc ( 9F
e ~dF y .z

dz dz
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Demostracion

Sea w=F(x,y,z) =0, y Z=f(x,y) entonces su diagrama es:

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dw dw dx dw dz dw
—=— —+— —, como — =0
dxdx dx dz dy dx
aF
d—Frg——'—:—.d—z =0 de donde _dz: —~<fv
dx dz dy dy d~_
dz
dw dw dy dw dz dw
— =— —+— —, como — =0, entonces
dvdy dv dz dv y
dr_
dF dF dz dz dy
--—-+-— . — =0 dedonde — =—=r
dy dz dy dy
dz
d=_
dz fa dz dy dF
dx dy dz
dz dz

Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implicitamente con un

numero cualquiera de variables.
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|3.41 Teorema Pe La Funcién Implicita]

Sea F: UcR"+l|-—---- >R, una funcién con derivadas parciales continuas hasta el orden
k > 1, definida en el conjunto abierto U, si un punto x =(x\ ,x'2 ...... X'n,x'n+t ) e U es tal
dF(x)
-* rF(x) . i5rntl fici .
queF(x) =0 y - * 0, entonces se tiene; ——  —memmmmmmme Vi=123,..n
1

—

donde la funcién xm{ =f(x) =f(xj,x2....,xn) estd definida implicitamente por la

_>
ecuacion:  F(xj ,x2,..-,X,, ,X,#1) = 0 <> x,,H = f(x)

dz dz
Ejemplo.-.- Hallar—, — donde: xeosy+yeosz+zeosx=1
dx dy

Solucion

Sea F(x,y,z) =xeosy +yeosz+zeosx-1, calculando las derivadas parciales

%

dF dF dF
— =eo0s*-zseny, — =-XSenv +cosz, --—-=-y senz+eos*
dx dy dz
dF_
dx cosy-zsenx ZSenx-cosy
ysenz+cosx COSX-ysenz
dz
dF_
dz dy XSeny +eosz Xseny-cosz

ysenz+cosjt cosx-ysenz
dz
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j3.42' Ejercicios Desarrollados]

l. Hallar las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones.

D

2)

3)

l/Jx2+y2-x
z=In( ——===---)
X +y +X
Solucién
-5x| +yI - X - Y r2------ r
z=In(—=====—-)=lIn(yv +y -x)-In(y.v +y +.0
myX +v~ +X
X X
—1 peeee ees +1
dz Jx2+y>2 ifx2+ V2 1 1 dz 2
JXx2+y2 -X -Jx2+y2+x -Jx2+y2 Jx2+y2 dx Jx2+y2
y y
dz m\jx~ +y 1 X~ +y2 y 1 1
* = IHR2-X~/ XY 2AX =\ MK 2s y 2 - - IXHY2+X
dz 2X
dy yex®+y’
z=f(x,y) =\e™ 'dt
Solucidn
* N
225?emafz-|[e LI S —:—eg]* , —=e$m
* y dx dy
G 06+ 2 Z2NPHY2: 22
Solucién

2.2 2
o):Qé WAk +y2ez? =220 2 2+y2+22)
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fia 2 i X+l +Z 2x iU 2 2 2
i =xIn(x 2+y +2") + - e 5 e =x+xIn(x +y +z )
dx ’ 2 Xx~+y +z <&
2 - B
co) 2 2472 x +V +Z 2v «U 2 2 2
— =vin(x +v Z)+ ; i t—y — =v+vin(x +v +z )
2 X +y +z~ dy
od i 7 0 xZeylez? g deo 12
— =zIn(x +y +r°)t—-- 1 57 — =z+zIn(x*+.v +1~)
dz ' 2 X +y +z~ dz
4) z=f(x,y) =e"}cos(x-v)
Solucion
z=ex*’cos(x-y) => F zextycos(x-y)-e* 'sen(x-y)
X
dz , )
d_ =e>wcos(x-v) +el>sen(x-v)
y
5 (o= f(x,y,2) :e«I +arctg(ﬁ)
z
Solucién
3xv dm 3vz?2 <Ha . 3xz2
«=e +arctg(— ) => — =yz€* + 4 ' 22 ,~ =xz& +-4— TT
z Rc Z +9x y 0/ z +9x y
dm _ bxyz
)9é +1—TT
dz Z +9x y
6) z=arctg(In(xv))
Solucién
1 AN
dz X 1 dz 1
z = arctg(In(xv)) => — = ————— = % R el 2o

dx I+In_"(xv): x(I+1n xv)' d&> 1+In (xy) y(I+In2xv)

7) Si z=1] sentdi.Hallar zr-z

r

Solucién
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8)

9)
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; dz dz
z=J sen/di=-J sentdt = — =zx=-senx , — =zv=seny
dx dv
. 2 2 2 éfo du du 2
Si u=xz +yx +zy ,probarque----- I—+— =(x+y +2)
dx dy dz
Solucién

du 2
— =74+2Xxy
dx

2 2 2 du 2 .
u=xz° +yx" +zy 3 = X +2yz sumando se tiene:
y
du i
— = 2XZ+y
dz
du du ¢H 222
DA +ih:x +y +z +2(Xy+xz+yz) = (x+y +2)
dx dv dz
du du du ( )-.
4+ — + — = X+y +z
dx dy dz
w
Calcular > u=3 cosi%dt , v=  sen? dt
Solucién
fv 2 f< 2
u= | cosi “dt=-1 eost dt = u =-eos*? , m :eosy2

Ix

f, 2 fr
u=J’sent dt=-) sent%t = vr=-senx’ , v :senyz

U, Vv, -cosx?
vy W cosy2

-sen*

2
_ 2 2 2 2 _ 2 2
=cosx seny  +senx cosy =sen(X -y )

seny
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iy

2)

3)

dz dz ; 2 2
Demostrar que x-—- lyg =2, si z=In(x +y +x¥)

dx " dy
Solucidn
2 & 2x+e/ dz
z=\n(Xx +y +xv) = — = — —f _ - 2
dx x +y +xy ty x

dz dz  2x2+xy 2y2+xy 2(x2+y2+xv)

Xe +Y— = — e 4T — 2= I R
dx dy x+y+xyx+y+xy x+y +Xy

dz dz i \ix
Demostrarque x; +y— =xv+z Si z=xy+xe
"
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dz
dx

dy
Solucion
\ix _, dz iV dz Jj
Z=Xy+xe = — =y+ey --—-- ey y — = e
dx X dy
dz dz YiX yIx yiX Wf
X— +y— = Xy+xe -ye€~ +Xy+yé -xy +xy+xe =
dx dy
dz dz
X— +ty— =xy+z
dx dy
Demostrar que, z = f(x+ay), donde f es una funcién diferenciable, entonces — =a— .
Solucién
Sea z = f(u) donde u=x+ay
Z = f(u)-—
dz dzdu dz dz_  dz du dz
— =———-=— =/"(«) , — =———--=a— =af'(u)

dx dudx du dv  dudv du
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dz dz dz dz
a— =af'(u) y — =af'(u) entonces — z-a—
dx dv dv ex

4)  Sii =f(u) F(v), dondeu =x +y, v=y/x y ambas son funciones arbitrarias, 'lemuestre

) dz+ dz (U E
que: XEX y—dy—u (WF (V)

Solucién

dz dz
aplicando la regla de la cadena para x t'ene:

dzdzdudzdvrrrdu~rdyv y
dx dudx dvdx’ e
dz dz y dz dzdz vy dz
dx du x2 dv dx du X dv (9]
dz dzdudzdv du dv 1
Ify=lhlh*lh~dy' C °" 6 ljy=1I
dz dz 1dz dz dz ydz
@
sumando (1) y (2) se tiene:
dzdzdzvdzdzydz dz
X— +y— =X +y-----
dx dy du x dv du x dv du

Z_f’() ()
wF(v
du

dz dz dz
porlotanto x— +y— = (x+y)— =uf'(u)F(v)
dx ' dy du

dz dz
X— +y— =uf(u)F(v)
dx dy
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5) Lasustitucién x =e\ y = e transforma f(x,y) en g(s,t); siendo g(s,t)= f(e'\e"), si se

sabe que f satisface la ecuacion en derivadas parciales.

2¢ V. 2dy  sf df d2g d7
(’7 +V — ~+x— +v— =0, demostrarque—-+ ,9 =0

dx m fly-  dx (Y ds a2

Solucion

g(s,t) =f(xy)

dg di dx df S dx s
— X— ¢onde x =¢ => — =g =X
ds dx ds dx 3

d2g dx df d cfr dx df dZ‘ dx df 2d 2

= A X(— ) EX— X — y

_—="— — X_ —_—

ds" ds dx ds dx ds dx dx ds dx dx
d2 df 2d:f
—f =x— +x —V *«0)
ds dx X2
dg dfd $ . d )
X :——————y=y— donde y =e ::>—y=e =y
di dy dt dy dt
i . L — EL
dt2 dt d ~dt dy dy dt dy
d f_ X emmmeee *S
dy -t
dgdf d df dg d2f d2g df  2d2f
—(—=)=—(—=)—=y—y porlotanto —r-=y— +y —j- .(2)

dt dd dy dy a dy2 az dy dy2
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6)

sumando (1) y (2) se tiene:

d2g d2g 2d2r df di n
— —+t— —=X —y+y —t-+Xx—+y— =0
ds2 a2 dx2 dv dx * dv

Eduardo Espinoza Ramos

d2g d2g n
—r +~“T=
ds di2

V=X +y +2

dF dv dF dF

7 dv

Dado F(x+v +z,x +yz+22): 0, probar que: (y-x) +(y-z)---z--h(z-x)
Solucion
F(x+y +z, x2+y +z ):F(u,\z/) uzonde u=x+y +z,
. o dzodz o . .
se debe calcular las derivadas parciales d_ , F por derivacién implicita, es decir:
X ay

dF_ d=
dz fa dz dy
dx~~& dy~~& _

dz dz
d= dFfa dFdv. dF_ dF dF dF du
dx dudx dvdx du dv dy dudy dvdy du
dFdF du dF dv dF dF
dz dudz dvdz du dv

dF dF dF dP_ dF dF
A bk e o & a Tt
dx dF~ dEdf,' dv- g, dE - _dFy,,dF

dz du dv dz du dv
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(y-)+(y- %
0X dy
¥L +2x— — +2y —
=(y- DHy-*<g*, & )it (r- >>)[(§—"Qd
du dv
Eii+ox— — +2y—
=(y
— +2z— — +2z2—
Sw dv du dv
dF , dF
(z-y +x-2z) — +(2x(z-]')+2v(x-2))—
_ . du _
=(y- F ___ dF
— + 27—
du dv
dF dF dF . dF
(X--y)— *+2z(x-y)—T — +21z-
AR (/X0 g R Y X 4y =0
du dv du dv
z n
-X) +(y-z) - h X)ee =0
(y-x) +(y ) e (2 )dy

7 Si a :x3/(-V z Demostrar que: x-(-j———\yoo) z@ =’3x3f{y—,zj)
k X dx dy dz X X

Solucién



386

8)

Eduardo Espinoza Ramos
3 2 2 &(U'V)
X— =3x f(u,v)-x -X Z oee
dx ( ) y du dv )
_d_(igz X 3 (.if(U,V) ﬂj = XI .df(-ul) entonces Vd_&l :XZy_d__f_(_EJ_'_\L) (2)
dy du d> du dy du
dco  3df(u,v) dv. 2 df(u,v) a 2 df(u,v)
— X =X entonces z— =Xz —(3)
& v o dz dv dz dv
sumando (1), (2) y (3) se tiene:
da da da 3 3
Xty — +Z--— =3x f(u,v)=3x f(u,v)
ér &
n2e d dz d
Dado z :u(x,y)e«-lﬁv R =0. Hallaray b. tal que———-l-z-- ek, z=0
Solucién
7 :U(X,y)eajﬁfw = /‘_ - eajr+6y; +au(le)e a><+b)h
dx
& =e”+by’?—l—1——lau(x,y)),— =e — +bu(x,y)e , — =e '(— +bu(x,y)y rvu
dx dx dy dy dy dy
d ZZ- aXer%’ge(—’ +bu(x,y)) %gby ,(g__Z_EJ__ vb@
dxdy dy dxdy  dx
dZ du d2u du
u =e (a— +abu(x,y) +vb—)
dxty di' dxdy dx
d2u ) dZ arHyv  du du
pero como ------ =0, entonces se tiene: - =e (a---—-- labu(x,y)+b—)
dxty dxdy dy dx
dz dz dz
COM Q-----nmmmmmmmmmmmem +2=0, entonces reemplazamos

dxdy dx dy
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9)

eax+by(a ® +abu(x,y)+b +au(x,y) -
dy dx dx

-e ax+hy(g +bu(x,y))+u(x,y)eax+tby = O
y
eax+by[(a - )— + (A_1)— (ab- a-b ~[)u(x,y)] = O de donde
dy dx

du du .
(a-1)— +(&-1)— (ab- a-b - \)u(x,y) =0 por igualdad
dv dx

a-1=0
6-1-0
\ab-a-b-1 0

Demostrar que la funcion z =ey <j>(ye2y ) satisface a la ecuacion.
( 2 )dz dz
X -y~)— +Xy— =xvz

d " dy

Solucién

Sea Z:eyﬁyé il):e'q>(u) donde u:yez*2

0 (U ) 11
W . d<j>(u)  d<f>(u) du du x TTJ
aplicando la regla de la cadena se tiene: ! (): Ll , donde — =—e vy
dx du dx dx vy
dij>(u) d<f>(u) du x 2y
ey <t
dx du dx vy
2 , 1
d<t>(u)  d<t>(u) du du  2y2 x_ 2V
, donde — =¢ ' - 5-e

dy du dy dy
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G - GG du (BT, X8 (1
dy du dy y
2
como 2 =eV0(w), entonces: % =gV = X oY 32
dx dx y
dz v d<b(u) ml X2, )
— =e<t>(U) +& --—------ =e >+e (e ~ -—- re' )<
dv dy
xz 2 ><2
— =e><ft(u)+eyely <t>'(u— je ye2> 0'(u)
N
y
) o3V L
2~ Xe 27 22
(X +y )= ==——e  <I>'(u)xye>e2y *(«) - (@)
2
3
v xyeyij)(u) +xyeyely <> ----y--eyeZy <P —@
sumando (1) y (2) se tiene:
XZ
77 _
ey )=xyz

2 VANVAN y _ y
(x“+y“)-—-Ixy— =xyeas>(u) =xye *<p(y
dx dy
d d
-y 2)--Z--t-xy—Z =xyz
dx ’ dy

dz dz
10) Calcular el valor de la expresion E :ad— +b€ si <j>(cx-za, cy —bz) = 0.
X y

Solucioén
Sea a =<j>(cx-az, cy-bz) = <j>(uv), donde u=ex -az , v=cy-bz, ademas

du du dv dv
dx dz dy dz
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11)

0) = 0(U,V)

como la funcién $>es implicita entonces

dx

dco
Luego calculando---- , —-

dco dco du
dx
dco
dz
dco
dz dx
dx deo
dz
dco
dz dy
dco
dz
dz dz
a— +b— =-
dx dy
Si

Demostrar que:

dco

dx
dto

dz

du dx

dco du
du dz

z= f(x +y,

389

dco
dz dy
To~ty=H »
dz
dco  deo . )
, -, se tiene mediante regla de la cadena.
dx dv dz
dco deco  deo dv dco
du dy dv dy dv
dco dv dco  deo
dv dz du dv
0co dco
c--—- c—
du du
d@  doo d@  doo
- ——-- —_ a— —_—
du dv du dv
do) dco
c c
dv dv
dco dco  deo
-a - a— +b
di dv du dv
dco dco dco dco
ac— be— cla— +b— )
du dv du dv  _ c aiz +biz =c
deo  deo dco  deo deo  deo T dx d
— +b— a— +b—  a— +b— y
du dv du dv du dv
x -y)y fesuna funcién que tiene derivadas parciales continuas,
dz dz df 2 df 2
—— =(=) (=)
dx dv du dv
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12)
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Solucién

Si z=f(x+y,x-y)="f(uv) donde u=x+y, v=Xx-y.

Z = f(u,v)

aplicando la regla de la cadena

dz cf du df
1
*dx du dxdv dx du dv dx du dv ©
dz df du df dv df df dz df df
—=—  —+— — =— - — entonces — =— - — (?))
dy dudy dv dy du dv dy du dv
o ] dz dz df df df df , df ,
multiplicando (1) y (2) se tiene: — .— -(---——y—)()—(—) (=)
dx dy du dv du dv
dco
Si w=f(x,y,z) =x2+y2-z , x=ercost, y=ersenf, z=e. calcular: d
r
d(o
a
Solucion
rX=
io = f(i,y,z) =
7.

aplicando la regla de la cadena se tiene

den don dx  don dy dx r . dy r

——T e — - donde — =e cosi ,— =¢ sent

dr dx dr dy dr dr dr

d 2 ? 2 d (ot
——9—):2xe senf+2ye senr=2e »eos r+2e rsen t ;- =le 2deo

dr dr
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da> d&> dx rai dv da) dz dr r dv r dzz
— =t — — , donde — =-e sent ,— =e cosi ,-—- =e
dt dx dt dy dt dz di di di di

da) A y i L, x A2
—a——:zx(-e senf) + 2ye "cosi-2ze '=-2e senicosi+2e senicosf-2e =-2¢e

t

13) Demostrar que la fiincidn z, determinada por la ecuaciéon F(x - az, y - bz) = 0, donde F

dz dz
es una funcion diferenciable cualquiera de dos argumentos, satisface: ag +bd— =1
X y
Solucion
Como F(x - az, y -bz) = F(u,v) = 0donde u=x-az, v=y—bhz
du dv  du dv
dedonde — =1, —=1 ,—=-a ,— =b
dx dy dz dz
F(u,v)

aplicando la regla de la cadena se tiene:
dF dF du dF dF  dFdv dF
dx du dx du dy dvdy dv
dF dF du dFdv dF dF
dz du dz dv dz du dv

dF dF dF dF
dz dx du du dz du
oh~= dF ~ dF~ dF dF entonces - 7 dF dF (D)

— — -a - b— a— +b—

dz dz du dv du dv

dF_ dF_

N dy dv ” dz dv
dy~ dF_~ b& ennces gy~ N4t

dz dt dv du dv
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multiplicando (1) y (2) por ay b respectivamente

dF LdF
a — = dab - - Ay
dx dFr dF ' dv JF~M.dF
a-——-- yn— - ae—— vb —
du dv du dv
S (a dF b dF dF Qo dF'il't) 1 n a
a— +bh— = A = _a« dv_= L+ é*x =1
& dy dF dF+ dF . dF dF,__dF Idordy
a - no— a-—- hft— a— +to0— .

du dv du dv du dv

14) Siz=f(x, V), x =<p(r,s), y = y(r,s) hallar fdrmulas para — %
dr2 ds2

z = f(x.y)

aplicando la regla de la cadena se tiene:

dz _dz dx

dz dg
l——— sta expresion derivamos con respecto ar, se tiene”’
dr dx dr dy dr

d .dz d dz dx dzd
— == (F .

) efectuando
dr dr’ dr dx dr dv
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393
aplicando la regla de la cadena para calcular
d dz s dz 8 8z ga fix s 8z 8y
o  ax dr ay ) SEOEE g gy dx a8 ~Z¥L &) df
8 dz d2z sxx 82 8y
— (—)=— Bt e — -(2)
ar -~ dx dx~ dr sysx drr
8 8z g 8z dx 8 8z dy
8r sy ex gy sr dy dy drr
8 8Z 827 8X 82 8y
— _d):_______m(3)
8r X dxdy sr sry ar
reemplazando (2), (3) en (1) se tiene:
d2z 82X 8z dx 8 2z sx 8 2 dy) d2y L8z sy(szz dx d22
srz  sr2 dx 8r 8x2 dr dydx arz dy sr — dxdy dr dry 8r
827 _82Z"dx,2+ d2z +2 _NE d2* 3z |82y sz
gri drz2 dr 'sy2 dr dydx'dr'dr* dri dx* dri dy
. dz .
en forma similar para el caso de — —se tiene.
d2z _dZ"™xs2 | dZzMy 2 |[fdZ dx dy _"dX ckrd2y
852 dx2 8sJ dy1 &dydx ss ss s8s2 8x 8s2 dy
15) Si f es una iuncion diferenciable de x e y, ademas u=f(x,y), x-rcosO,
cU 8u sen®© su ¢h . 8U e0Se 8U
y = rsene, muestre que. — =€0S0-------mm-m-=- — , — =senfi— +--—-- —
dx 8r r 80 8y 8r r se

Solucién
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aplicando la regla de la cadena se tiene:

du du dx ,du dy _dx dy
— =— .—-1—, donde — =¢€0s9 =sen0
dr dx dr dy dr dr dr
du du du
— =c0s0— +sen0 —
dr dx dy
du du dx du dy
— =— , donde tenemos que:
de  dx dO dy de’
dx dy du du du
— =-rsen0 ,— =rcosé? — =-rsen9.— +rcos0 —
de de de dx dy
de (1) y (2) se tiene el siguiente sistema:
du du du
e0s9 -——i-rsen0 — =—
dx dy dr du du
despejando — y —
du du du dx dy
-rsen9 ----- yreos9 — =—
X dy 9
du
— sen9
dr
du du du
reos9  rcos9 — -rsenS —
du  dg dr
entonces
dx eos9 sen9
-rsen9 reos9
du
eo0s9 —
dr
du Cii du
du -rsen9 d_G c0s0— +rsen# —
d9 dr entonces
dv  €0s9 sen9 r

—+sen0 reos9

Eduardo Espinoza Ramos

@
@
se tiene
du du sen9 du
— - €089 — -
dx dr r do
du eos9 du du
—_— T e +sen0 —
y r do9 dr
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du
16) Si f y g son diferenciables de x ey, u = fix,y), v=g(x,y) tales que ’

du dv du

dy  dx dr

Solucion

u =f(xy)

mediante la regla de la cadena se tiene:

dudu dx du fy dx dy

T +— donde — =c0s0,— =sénd

dr dxdt dydr dr dr

du _du du

— =c0s0.— +sens —

dr dx dy

du ck dx dudy dx dy

— = - o ,donde — =-r seno ,--—-=rcosO
de dx 36 dy ds de der

du du du
— =-rsen0 — +rcos0 —

de dx dy
du du du
— =c0s0 —1sen0 —
dr dx dy
Luego de (1 2) se tiene:
gode (1) y (2) U d "

— =-rsen0—rcos0 —
de dx dv

= -— , entonces si X = rcos0 , y rsen 0, muestra que: — =

395

()

. (a)
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17)

Eduardo Espinoza Ramos

mediante la regla de la cadena se tiene:

dv dv dx dv dv dv dv dv dv
= ,donde— =co0s0, — =scn0; — =cos0— +sen0 — .. (3)

dr  dx 'dr dy dr dr dr dr dx dy

dvdv dx dv d
— y h 1, donde tenemos que:

de dx de dy de

— = -rsen#,— =rcos0; — =-rsenG— +rcos9 — o (4)
de de de dx a>
dv dv dv
— =¢0s0-—-hsen0 —
d | dr dx dy
Luego de (3 4) se tiene el sistema
gode )y (4) dv & dv (P)
— =-rsenG— h----
de dx dy
dvdu dv du_ .
Como — =- — ,— =—, entonces se tiene:
dxdy dy dx
dv du du du du
— =-sen0(-— )+rcos0O — =r(cos0--—- i-sen0—)
de dy dx dx dy
dv du du 1 dv
— =r—, por lo tanto se tiene;: — = ——
de dr dr r dO
/\
du_. rsen0 dUduvr cos0 ndv rsent: dvid Ll!w coswi)— =
de dx dv dv dx doO
J n™v n dv dv
=-ricos»----—- t-senw—)=-r
dx dy dr
dv 1du
por lo tanto: — —---------
dr r dO

z
La ecuacion /(= y —) =0, define a z implicitamente como funcién de x e y, sea esa
X X

., dg dg
funcion z = g(x,y). Demuestre que: x— +— =g(X,y).
dx dy
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Demostracion

y 2 y z
Seaa =f (—,—) =f(u,v) donde u=—,v =—
X X X X

«0 = f(u,v)

aplicando la regla de la cadena se tiene: — =--— .— h——-, donde

du y dv z

dx X dx

dco 1 da da
- x70@m i)

da da du du 1 da 1 da
— =— .— ,donde — =— entonces — =--—---
d¢=> du dy dy x dy x du
da da dv dv 1 da lda
— =-—.—, donde — =— entonces ----- = e
dz dv dz dz x dz X dv
da _ 1 da da
dz dx x2 y du+Z dvl; da. da. 1 dz da dax 1
dx da ia» -Nju +z2°
dz X dv ch
da lda da da
dz dy_  x du du dz du - ©
dy da lda
dz X dv dv dv

sumando (1) y (2) se tiene

da
dz dzda da 1 du dz dz x.y)
. N =N ~ N~ N =z7=AN X— +y— =g(X\y
X Y dy Taut 2 gy yda =12 y) dx ~ dy

dv dv
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18)
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3 1 doz az2d 2 dz
Siz=—(d(ax +y) +y/(cct-y)), mostrar que— j =—------ y —)
y dx y dy dy

Solucién

z=—(5(oor+ v)+y/(ax-y))=—(<5(u)+y/(y)) donde u=ctx+y, v=ax-y.
y ' y

1
z=—(¢>(k)+il/(v)), u=ca+y, v=ax-y

y
dz dz du dz dv du dv
—=— —}— — donde— =a ,—=a
dx du dx dv dx dx dx

1 dz 1 dz 1
como z = —(<5(«)+ i/'(v)) =>— = —S'(u),— =—y/'(v).
y du vy dv y

dz a
—=—(>'(M)-fV(v)).
dx vy

aplicando la regla de la cadena se tiene:
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d2 a?z
—f= — (5'(M+V/'(v) (D
dx

aplicando la regla de la cadena en el diagrama (*)

Id; =y +V(V)) +-L[m-- (5(w) +v(v))-"+ («(*)+ V(V)))hb duoydvoy

- N-(5(u)+ill(v)) +—( "(u)-\i/'(v)) y2 — =-8 (u)~ y/(v) +y (s "(u)~ \i/'(v))
dy y y dy
dv
+y(5" (W) -------- V' {V)d—)=-8'(U)+y/'(V)+8'(U)- </(v)+ v(¢ *(«)+ yf'(v)
y
3 Dz
— (y2—) =y ($"(«)*+v'V))
dy dy
az d 2dz. a-z2
—( /—)—— (8 "(U)+y,"(V)) -(2)
y dy dy vy
d2 d d
de (1)y ) se tiene: —7 =—5- 2y =t
dx y dy dy
. 2 dz dz
19) Siz=f(x ,xseny,x+y), Hallar— ,—
dx dy
Solucién
Siz=f(x2,xseny, x+y) =f(u,v,t) donde u=x2, v=xseny , t=x+y
______ *X
z = f(u,v,t)
aplicando la regla de la cadena se tiene:
dz dz du dz dv dz d| du dv di
— = —+— —+ , do de——2x — =seny, — =1.
dx du dx dv dx dt dx dx

dx dx
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dz dz dz dz

— - 2X— +sen y— h—-

dx du dv dt

dz dz dv dz dt dv di

— =— .— h—.—, donde — =xcosy ,— =1
dy dv dy dt dy dy dy

dz dz dz

— = XCOSYy.—-y—

dy dv di

20) Una funcion es definida por una ecuacion de la forma co=xv/(—) probar que

XV
. N 2dco 2 do
satisface a la ecuacion, x —(—j———-y d: G(x,y)co yencontrar G(x,y).
x ' dy
Solucidn
X+y v
Sea (o=xyf ()=uf(—9, dondeu=xy, v=x+y.
Xy u
aplicando la regla de la cadena se tiene:
dea dco du dea dv du dv > da dco
— = — + — donde— =y, — =1 entonces ---------- =y - + oo
dx du dx dv dx dx dx dx du dv
2 deo 7 dci) 2 deco
X — =X~y-—+X —
dx J du dv @
dco dco du dco dv du dv dco dco dco
— = -——-— H—, donde— =Xx,— entonces -— = X------------ y-—-
dy du dy dv dy dy dy dy du dv
dco dco dco
y =Xy - ty — 2
dy du dv @

restando (1) y (2) se tiene:
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2 dm 2 <0 2 da dm dm
X - y — =(x y Xy )— +( -y )— =xy(x-y)— +(x-y)(x+y)—
dx dv du dv du dv
deo .dco
= (x-y)[xy — +{x+yj= - - (3)
ou dv
dco v Vv v dw %
pero— =/(-)— I'(-), - =/'(-) - (4)
U] u u u cv u

reemplazando (4) en (3) se tiene:

2 dm 2dm
X -

Fl (e yituty = {)\”+vf<)]—(x yyuf(® 7) =6(uy>m

de donde g(x,y) =x- .

d2z d2z
21) Dada la funcion z =f{x,y), x=e cosv, y =e senv. Calcular——+

dx dy

Solucion
Mediante el resultado del ejercicio (14) se tiene.

d2z d2z dx2 d2z dv 2 d2z dx dy dz d2x dz d2

2= 2 )+ 2o ) +2 Lo 2%+ LY . Q@
du dx du dv du dydx du du dx ai dy ai ©
dx d 2x
X=¢€e eosv = e eosv E=e eosVv
ai du
j )
y=e senv <Y =elsenv 4% oUseny
al du2

reemplazando (2) en (1) se tiene:

d2Z 2 2 d2z 2 d2z U d2z ,dzdz .
— T=e (e0s v—r-+sen v—r)+e sen2v--——- +e (cosv— +senv—) ... (ij
ai dx dy2 dydx dx dy

. d2z .
en la misma forma para — —; es decir:

dv
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22)
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d2z d2z dx 2 d"z dy 2 ~diz dx dy dz d2x dz duy

. (4
dv2 dx2 dv dy2 dv dydx dv dv dx dvz2 dy dv2
d2
x=eueosv %:_e”senv X:-e eosv
= .3V dv2 (5)
dv _ u sP
y =e" senv d__e eosv =-e senv
dvz
reemplazando (5) en (4) se tiene:
d Z 2 2 d: 2 3 7 aw dz dAz .dz dz
—T=e (sen v—r+cos v— 7~)+e sen2v---—--- -e (cosvi-senv—) ...(6)
dv“ 3X % dy& 3x ya-
sumando (3) y (6) se tiene:
827 3827  u ¥z 82z §2; &z -200%% 8%
—t-hx-=e¢ (—t+— , dedonde >yt 9
duz dv2 dx2  dy2 '
. A du . X-y
Aplicando la regla de la cadena, hallar — y — si u=--——-- ,X=1gs , y=tgt,
3s di I +xy
n n
cuando s=— ,t=—
4 4
Solucién

Mediante el diagrama se tiene:

X *S
u
y t
y mediante la regla de la cadena.
du du dx du -(I+ dx 2 k
— =— — ,donde — = 5(, —JQ see s, cuando s =t=—, setiene: x=I, y=I
ds dx ds dx (1 +xy) ds 4
du dx du dudx 1 du
Luego — =1,— =2, entonces — =— — =—2)=1 — =
dx ds ds dx ds 2 éfc
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du du dv ¢h—l jo) Al 2K
— =— — ,de donde— =r-,— =sec icuando s=t=—, se tiene: x=1, y=I
di dy di dy (1+xy) di 4

du 1 dv ¢h du dy 1 (\i
Luegp — =— ,— =2 entonces — =— — =(— )(2) =-1; —

dy 2 di a dy di 2 dt

23) Aplicando la regla de la cadena, hallar—qtéz—i y da si &= u2+2v , u —T+ v
dx dy y
cuandox = 1,y = 2.
Solucién

aplicando la regla de la cadena se tiene:
dea dadudadv™~dca A 1 &) i y+1
dx du dx dv du du dx y dv X2

------------------------- ,cuando x = 1,y = 2, setieneu = 1, v = 3 entonces

dx vy X

da

— =1-18=-17

dx

da dadu da dv~A~rdu x+1 dv | da *
g Ai dy dv dy ty y2 dy x du

AN

da 1
cuandox=1y=2 u=Il,v=3, entonces ————:2(—2)+6(I):-I+6 =5
dy

403

24) Sea f(x,y) =x2ne >4r.Hallar un valor de la constante n tal que f satisfaga a la

- . di{xy) d dfixy)
siguiente ecuacion: =4— (y

dx dy dy




404

25)

Eduardo Espinoza Ramos

Solucién
y !/ \2 H 211
j‘{\x>y)7X2n€~y/\x J’W vY'.y); *7£—y!4x - 7£7yl4x
dy 4x 4
y;\ﬁx,yy yx2b e_.v/4jr - |’7]? ! x ' - /éxmﬁz«jr e m
dy 4 dy 4 16
df(x X) 4 x2™2 2 .
4— (y- ) =e *4jr(y----------- *2" 1 (1)
dy dy 4
f(x,y) =x2% yI** = =2nxIn-'e-y,4x+— -—- e~y,AX
dx 4

& (X, h X/yx2n~2 2n u
____(___X_) = (_Y____T_L_l_+2 nx ) ..(2)

ey/4><( _X _________ X Zn)lz\/e y (y ________ +Zr{)zéx )<2nl
CrteY M (x) =x2" e ( +2«x), simplificando
4
y _y . 1
X =—+2nx => 2n+N)x =0 = 2/i+1=0 n=—
4 4 2
2 32 -2
. z Z 01z ) ]
Dada la ecuacion A—r+ 2B--—-—-- +—r =0, siendo A,B y C constantes, determinar
dx dxdy dy

M y N también constantes para que al efectuar el cambio de variables t = x + My,

d z
u= x+ Ny, resultaunaexpresion de la forma---—--- =0
dudv

Solucidn
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»X X »X
-y >y * _ Yy
»X am »X
*y »
] ] dz du dt du
aplicando la regla de la cadena, se tiene; —  ------+— — ,donde — =1, — =1
dx dtdx du ¢k dx dx
dz dz dz d'z d dz dz d dz d dz
— =—+— ,entonces —==— (— - )=— (—)+— (—) (D)
dx dt du dx dx dl du dx d dx du
d dz d dz di d dz du d2z dt d"z du dZ dZ
2
dx dt dl dl dx du dl dx dl2 dx dudt dx dt dudl @

d ( d§ d dz) dtid( (;z du d2z d2z1
= (— ——— e [ — ) — T 3
dx du dl du dx du du dx dtdu du y ®

. d2z d2z d2Zz dlz dzZ
reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: —y = ——+
dx dl dudl dldu du

d2z %z 2822 22z

- 2. 4)
dx di~ dtdu du
dz dz dt dz du dt du dz dz dz
—=—  —%— — ,donde — =M ,— =N,entonces — =M —+N—
dy dt dy du dy dy dy dy dt K
dz d dz dz d dz d dz
—=—(M—+N—)=M— (—)+N—(—) )
dy dy dt du dy dt dy du
2 2

d dz d dz dt d dz du d2z Néz d dz I\/|d22 Ndz ©

. — +N- =—(_)y=M—rr+N -
By =TGR T @Ol d  dia  dy @’ dle dudt
d dz d dz dt d dz du r(:"22 dZ d dz Md22+Nd2§ @)

_ = — (_ \a=M -——-- —5..

B (BD=T BTy +Tu BT diau o @ G du

reemplazando (6), (7) en (5)
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d2z 2d2Z d2z dZ 2d2z

—T=M MN-+ NM---+N —T-

dy dt dudt dudt du

d2z 2z dZ d

92202 oun-2Z +N S .(8)

dy dt~ dudt du

d2z d m dz Ndz )= M ( )+ (dz ) )
= — —)=M— (— —

dxdy dx di du dx dt dx du

d dz d dz dt d dzdu dZ dZ
= + = —4

dx = dt dt dt dx du dfdx dt  dudt

d dz dz dZ
— )= +— ...(10
dx( &t dt dudt (10)

d dz d dz dt d dzdu dZ d2
dx du dt du dx du dudx dtdu du

d dz d2z dZ
& AT al T -(H)
reemplazando (10), (11) en (9) se tiene:

d2 d2z dz dz dZ

=M + + N +
axdy - MY T TV au Y o

N
6&2 O2 2 gZ 2 82 2 82§
------ =M *-+M — +N-—-+N ..(12)
dxdy dt dudt dtdu du
por lo tanto de (4), (8) y (12) se tiene:

b 822 n B2

A T=A +2A 4 A
o, dt dtdu du
2 2 "2 a2, ~2
02 0 0 2 0 0”2
2B - -ZBM—y+ZBM ------- +28Nt28N—y sumando se tiene:
dxdy dt dudz dtdu du
d2z 2d2z d2z 2d2z

C—rr—CM — X-+2MNC------- +CN —r
dy2 dtz dudt du
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26)

407

s 1> d2
(A +2BM +CM2)1—y+ (2A+2BM +2MNC+ ZBN)~—+(A +2BN+ CN2)— * =

8u8t

2

8u

como —S———Z—:O, entonces se tiene: CM 2+ZBM +A=0y CN 2+ZBN +A=0

dua

-2B+74B2-4AC -B+Jb2-AC
M ==
2C ~ C

_-2B+<4B2-4AC -BxtJb2-AC
2C ~ C

Si ces una funcion de u y v donde u? -x 2+y2+z2 , ztgv:y/x2+y2,

su 8u 8u 8(0
que: X --—- yy— +z— = u—
8X dy dz 8u

Solucién

........ Y tgv = Jx2+y2 , de donde:

V= arctgn].ES >_X +y 24,2

<X
*y
kZ
»X
Kz
aplicando la regla de la cadena se tiene:
dm 8@ su dw sv suU X 8V Xz
= ---—+.— ,dedonde — =—,— =-
8X 8U 8X 8V 8X 8X U 's8X U2Jx2+Yy2
2 2
8o X 8(0 Xz 8(0 8(0 X 8(0 X"z 8(0

8 u8u u2Ix2+y2 dv 8 u 8u w2777 dv

Demostrar

@)
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da dadudadv™*?cki vy dv yz
dy du dy dv dy dy u dy u2Jxz2+y2
da vy da yz da da y da da
dy udu uz2lxz2+yz2 dv dy u du UJy,+yr dv
da da du da dv du z dv \x +y
— =— --— ,dedonde — =— |, — - y —
dz du dz dv dz dz u dz u
7 L1}
da 1z da yg(~ +y2 da da z2 da zjxz2+y2 da
= z
dzu du uz dv dz u du dv

sumando (1), (2) y (3) se tiene:

da da da x +y +z da X z+V z zJx +y _ da
X— +y  +Z— T e — (- )

dx dy dz u du u2dxz+y U dv

u2 da zJx2+y?2 Z.]X2+y2 da
=-e— (-0 27 my 27 )—
u du u u dv

da da da da
X === Yy ------ +z— =u-—-
dx dy dz du

27) Hallar 2),/(0,0) y 22/(0,0),si existen, de la funcion:

3_ 3

= -y, si (x,y) * (0,0
fxy) = +yy si (x,y) * (0,0

0 ,si (x,y) = (0,0)
Solucion
D ,/(0.0) = Lim ~) = Um ALIQ ————— =Lim — =Liml=1
A—>0 h A-»0 h->0 h />0

A/(0,0) =1

_O)
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0-k-

BT (070) = Lim 10.7)-1(0.0) _ [ O+ki " yim 7= Lim-1=-1

*-*0 h *-»0 *»0 k *-»0

~d2/(0,0)— i

28) Hallar £>,/(0,0) y D2/(0,0), si existen, de laiuncion:

— X, 5 (x,y)*(0,0)

X+ +y
(0] , si (x,y)=(0,0)
Solucion
0
....................... /(/.,0)-/(0,0 .. \Y;
Z)j/(0,0) =Lim ( )/ ):Iim =0
*-»0 h *>0 A
0 0
/(0,*)-/(0,0) 0+i2
D2/ (0,0)=¢/m w.- — -=Lim - =
*_>0 * *_»0 A

29) Hallar 2),/(1,-1)y 22/(1,-1), de la funcién definida por:

, Si x+y*0
X+y
1 , Si x+y =0
Solucién
(T *,-1)-/(1,-1) N .
Dx/*(1,-1) = Lim , €s por definicion de derivada

a-»0 h

(I+* r-(1+*)!

) [+h -\ . 1+2A+ A -\-h-h
=Lim m=Lim- =i«m—-=1
h=>0 *>0 »0 h



410

30)

Eduardo Espinoza Ramos

FO\, -\ +k)-f(1,-1)

Da2f(1,-1)=Lim ; , €s por definicion de derivada
*-»0
1—{—+*)2-1 -\ +2k-k2 1
=Lim _< =Lim =Lim (----- v2-k) =
*_»0 I+ /fc-1 *->0 k *>0 Kk

Luego Dj/(1,-1) =1y 3Z2)2/(1,-1)

Dada la funcion f(x,y) definida por:

ex+ey+ Y si(xy) *(00) d2f(0,0)  dif (0,0)
f(x,y)= X +y hallar — Y g
X
2 si (Ty) = (0,0) xay
Solucién

En estas derivadas parciales se tienen dos casos: cuando (X,y)#(0,0) y cuando
(x,¥)=(0,0).

Si (xy)*(0.0) =>f(xy) =e*+ev+ Y dedonte ) ¢ X YW2IXZ,

X“+y dx (x +y)

df(0,0 r f (x,0)~f (0,0 r ey-+\-2 w ex-I r X
( )-: Lim ----( ----- ) ----- ( ----) Lim 4 L|m =Lime =1

dx -0 jr->0 X »0 X x->0

df s — e i * *
por lo tanto: (x,y)  eX+ (x|+y ) si (*>0 * (0,0)

dx
1 si (x,y) =(0,0)

df(x,0) df(0,0)

; dx e -1 0,0
[uego—‘i——l—(%-g—)-: Lim dx =Lim =1, por lo tanto. —( --2-
>0 X X=0 X X
; df(x, X (X 2
En forma similar para calcular® 7(0.0) mSi(x,”) * (0,0) => ( y)_ y ( 22 y2)
dxdy dy X -r-y

di(o,0) r, f(o,y)-f(o0) r. ey-1
=Lim =Lim
dy — y-*0 y y->0 vy

=1
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y x% -y
df(x,y) & +— ——— si (x,v)*(00)
por lo tanto: (x +y )

d
Y 1 si (x,y) =(0,0)

& (x,0) df(0,0) X2
: 1+— -1
d2.f(ofi d d
2.1(e ).: Lim _--X __________ _y T4 A S— = Lim— =

dxdv jre=(! X x-t0 X

d f(0,0)
dxdv

31) Dada la funcién f(x,y) definida por:

2_ 2
_oxy(e2e-—) , Sito(x,y) *(0,0)
f(x,y)= X +y
0 , si (x,y) = (00
df{o.y)
muestre que: a) --—---—--—--—--=-y ,paratoday
dx
di(xfi)
=~X, paratoda x.
dy
Solucién
,2 2.
*-y) O
a) i) s y*01:S>‘_95_V_V_f_¥_)_:|_r|m_f__(__)_(__'_Y_2_'__r_71_Y__)__ Lim-XY.X2+y2
dx X —>0 X«-to x
y& Y 3
Lim 2 2 =-V
x—=0 X + V
. A 70,0 r. /(x,0)-/(0,0 r. 0-0 A
i) siy:O:>---( ------ ) -= Lim ( Ul ):Lim =0
dX x-*0 X x-*0 X
df(0,v) . <7(0,0) -
por lo tanto---------==-y s y*0 y — --—-=0 siy=0
dx dx
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df(0,y)
se concluye que-———--2=-y, paratoday
dx
X2-y2
b) i) si~O a. Urn**=*: °
dy 0 y y-*0 y
RS
- Lim-—-5--5-=— =x
y-*o  x +y X

5ix, = £ m =¢(lwm N -/ ) =010z 0=0
q

A_xQ y—0 vy
por lo tanto---------- =x si x*0, y -——m- = si x=0
y dy
se concluye queﬂf—(—)g-'—) =x , paratoda x.
dy
32) Dada la funcidn f(x,y) definida por:
2 2
X -y
xy (—=—=j) , si (x,y) *(0,0)
f(x,y)= X +y
0 ,si (x,y) =(0,0)
. Ldf(Vy) df(x,i'l . . .
Determinar si --------- y - son continuas en (0,0). Es diferenciable en (0,0)?.
dx dy
Solucion

Haciendo las mismas operaciones del ejercicio (30) se tiene las derivadas parciales

siguientes:
x4+2x2y2-y4)
&{x,y) - r-yf ) »osio(xy) * (00)
ix (x +y )

, si (x,y) =(0,0)
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X(x4-4xly7-y4)
ff(*y) — 5m-mm 2~2---- ) .« (xy) * @,0)

0 , si (x,y) =(0,0)

. df(x,y) . . . df(X'V)
La funciéon--------=-- es continua en (0,0),si Lim = -t =/"(0,0)= 0.Ahora
dx (*¥)-*(00  dx

calculando el Lim  -—-—-—--- , A través de un camino que pase por (0,0),
(x,.y)-»(0,0) dx

) ]
S= |§(x,y) eR Iy-x)', Lim -—----+=— = Lim x =0, por lo tanto para S este
(jr._y)-»(0.0) X jr—0

limite existe, debe valer cero.

Luego lo demostraremos:

Dado >0, 38=?/ si0<||(x, V)—0,0) <8 => |.df_%¥xi)--0|<e, ademas
0< |(If.y)-(0,0)[I<5 0 |x| <5 a |y|<¢
I~ -o |. |~ 4f~ Z-/ nyf '+ fS + r "t
dx (x +y ) (x2+y2)2
adems i[x4=(x2)2<(x2+y2)2 - ifx2<x2+y2 de dondexzy 2<,(X2 +y %.2

| /-0 "2)2s(x2+j2)2 [y2<x2+y2
Luego x* +4x°y > +y* & (X +y )2 +4(x* +y )+ (x* +y? ) =6(x* +y’) ..(2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

| -01<ly 16(4 ~ 1-1=6)y|<e => |y|<;=8
dx x +y ) <

(x

- £ df(x, v) L
por lo tanto es suficiente tomar S =— para que se tenga | — 5 0 1<e , siémpre que
6 X

0<|]l(x,y) - 0011<s, con Ioh*que se demuestra que (X‘yl)__i»nso‘o) dx =0, luego

: df(x, y) .
concluimos que - —” —es continua en (0,0).
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en forma similar se demuestra que -------- 4 ) es continua en (0,0), y por lo tanto la
funcién f es diferenciable en (0,0).
2y _
. - —2——-Y ,si (x,y)* (0,0)
33) Dada la funcién f (x,y) definidapor: f(x,y)~ x +y
0 , si (x,y)= (0,0)

Determinar si —4 y d son continuas en (0,0).¢ Es f diferenciable en (0,0)?.
X \'

Solucién

df(x,y) df(x,y)

Para calcular las derivadas parciales se considera dos caso :

dx dy
Si (xy)*(0,0), y si (xy)=(0,0)
. . df (x, v) 6Xy df(x,y) 3x2(x2-y 2)
D st Goy) ™ (00) “l2. 22" 2. 22
& " x2+y? dy (x“+y°)
ii) si (xy) =(0,0), calcularemos ------—-—y
dx dv
df(0,0 f(x,0)-f{0,0 0-0
(00 fx,0)-7{00) . 0-0_
dx Jj=0 x-*0 X
<T(0,0)0 r /(0,v)-/(0,0 r 0-0
( ):Lim( )¢ ):Lim =0
dy y-fo y V-»0 Y

por lo tanto se tiene las derivadas parciales.

6xy3)

df(x,y) ——= ), si(x,y)*(0,0)
=Hx +y )
dx
, si (x,y)=(0,0)
3X (X -y )
tf(x,y) _(x2_+y r)r- sio (XTy)*(°<°)
dv

0 ,Si (x,j)=(0,0)
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. df{x, df(x, . .
Las iunciones afix.y) y (dxy) son continuas en (0,0), si
X y
: df(x,y) &(x,y)
Li ——-mmme- =0, m e =
(x,y)->(0,0) dx ' u>)-»(0.0) dy

consideremos dos caminos que pasen por (0,0): i) S ={(x,y) e R2/y =Xj

) df(x.v) 6x4 3 df(x,v .
Lim -t -Lint---—--- t~t =—"0,Luego ----—------ no es continua en (0,0).
<t>)-Koo)  dx jt50 (2x ) 2 dx
t i i df(x, V) 3x2(x2 4x2) 9
iii) T\(x,y)eR~ ly = 2x!, Lim - = Lim *0
*(r,.v>-»(0.0) dy (x| +4X ) 25
df(x,v)
Luego ---------- no es continua en (0,0).

por lo tanto si las derivadas parciales no son continuas no se puede concluir nada sobre

la diferenciabilidad.

Lo cual puede ser 6 no diferenciable en (0,0).

3(Ax)2Ay - <I(0, O) df(OO)
Como Af(0,0) = f(AX,Ay) = -—-—--=-m-—-m- 5, ademas  ---------- y e
(AX) +(Ay) dx dy
- df(0,0) di (0,0)
entonces se puede escribir:  A/(0,0) = Ax+ Ay+E£jAx+e2Ay , aqui se
dx dy
3AXAY 35Ax)
tiene dos posibilidades quefj =-----5-——-— j ye2=00 £ =0 y €2 = -mre-dmmr-teemv 2
(AX) +(Ay) ‘ (Ax) +(Ay)

ahora es suficiente considerar una de las dos posibilidades:

. . 3At.Ay . . -
Lim £ = Lim ----——-2-—-— - paraesto consideramos el camino siguiente:

(ArAy)»00) AL>0 (AX) + (Ay)

S= i(Ax,Ay)c R2/Ay = An)I; Lime, =Lim —TF=—*0
(Paav)->00) te->n2Ax 2

por lo tanto f no es diferenciable en (0,0).
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La altura de un cono circular es de 30 pulg. en un cierto instante y crece a razén de 2
pulg./seg, el radio de la base en ese mismo instante es de 20 pulg./seg. y crece a razon

de 1pulg./seg. Aqué velocidad crece el volumen en aquel instante?
Solucién

Datos del problema:

altura = y = 30 pulg.
radio = x = 20 pulg.
X L pulgiseg. , <=2 pulgse
ril pulg./seg. , it pulg./seg.

2R tix 2y
Volumen del cono: V=

, ) dv .
ademas nos pide calcular — velocidad con que crece el volumen
dt

dv dv dx dv dy

reemplazando los datos.
di dx di dy dt R:

dv. 2nxv dx nx dy 2AOn 400n 800/r
— — + -= 1)+
dt 3 dt 3 dt 3

dv 200 )
~jr~rn pulgmlsege

El radio de una esfera disminuye a razon de 2cm/seg. y el radio de un cono recto inscrito
en dicha esfera aumenta a razdn de 1 cm/seg. Calcular la rapidez con que varia el
volumen del cono cuando el radio de la esferaes 10 cm. y el radio de la base del cono

6 cm.
Solucién
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Datos del problema:

radio de la esfera = R=10cm.

radio de la base del cono = r=6 cm.

R . dr
—=-2cmiseg., — =1 cm/seg.
di dt

volumen de la esfera :V:EZ R , volumen del cono :V:§ n h
Del gréfico se tiene: h = alturadel cono = R+5
ademas S2=R2-r2 dedonde S="R2—2

reemplazando (2) en (1) se tiecne: h =R +"R2-r2

nr2h kr2 r—z—-j
reemplazando en el volumen del cono, V=—-—=—— (R+"R -r1")
. dv . dv dv dr dv dR .
como nos piden —  se tiene: , de donde al calcular se tiene.
dt dt cr dt oR dt
dv  2nr n_---— 7 Kr dr Jr R drR
. (C (S+VFT7,-17F-7)_ .— (,7TF _ T, -

reemplazando los datos del problema se tiene:

— =2j(— 1+l 2ti1+ —J(-2)=63n - 54tc=0ti
LTS, 762

417

. (1)

. (2)

. (3)
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36) Una pared hace un angulo de 120acon el suelo, una escalera de 20 cm. de longitud esta

recargada contra la pared y su parte superior estd resbalando a la rapidez de 3
cm/seg. Qué rapido estd cambiando el area del triangulo formado por la escalera, la
pared y el suelo cuando la escalera hace un angulo de 30s con el suelo.?

Solucién

Haremos el gréfico de acuerdo a los datos del problema.

. Xji fi dA
Area del triangulo = A = };—12— = —y—A:—xy, nos piden calcular i ?, entonces:
|
dA dA dx dA dy dA  -JI dA -J3x
di dx di dy dt dx 4 ° dy 4

dA V? dx V3 dy
dt4 ' dt 4 dt

- Q)

dx d
se conoce que cuando 0 = 30°, ?: -3 cm/seg y x =Y, luego debemos calcular —dy y
i t

para esto se tiene mediante la ley de cosenos, z2=x" +y-2xy eos30a

20=x" +y 2 -xy derivando implicitamente respecto at, se tiene:

dx dv dy dx dx . dy
0=2x—+2y— -x — -y — de donde (2x-v)— <(2y—jc)— =0 como x =y
dt dt dt tdt dt

%
entonces — =---—-
di di

dA dx
por lo tanto — = (----V —----- X) — , perox=y => — =0
dt 4 4 dt dt
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37)

38)

La longitud de una caja rectangular crece a razén de 3 cm/seg., suancho decrece a razén
de 2 cm/seg. y su alturacrecea razén de l1cm/seg. ¢Cual es la rapidez devariacion del

dv
volumen (? )en el instante en que la longitud es 15 cm. ancho, 10cm. y altura 8 cm.7
|
Solucidn
Datos del problema:

x = longitud = 15cm.

} y =ancho = 10cm.
/ X z = altura =8 cm.
dz
ademas 2(: 3cm/seg.,—dy: -2cm/seg.,— =1 cm/seg.
dt dt dt

el volumen de la caja es: V=xyz, donde su derivada total con respecto ates:

dv dv dx dv dy dv dz

- (1
dt dx dt dy dt dz dt @
dv dv dv
— =yz, —_:XZ, —_— = Xy (2)
dx di’ dz

. dv dx dv dz
reemplazando (2) en (1) se tiene: — =yz — +Xxz— +Xy— .. (3)
dt dt dt dt

reemplazando los datos en (3) se tiene:
dv

=80(3)+120(-2) +150 (1)=240-240+150, por lo tanto tenemos:
dt

dv 3
— =150 o /seg.
dt

1 2
La energia cinética de una particula de masa my velocidad v es k=—mv . Si el erroi
2

maximo al medir m es del 1% y al medir v es de 3%, calcular cudl seria

aproximadamente, el error maximo al calcular k.
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Solucién

- - m s - W
El error maximo de m al medirlo es 1%de m =----- , el error maximo de v al medirlo es
100

3v .
de 3% de V =---—-- , el error maximo de k se obtendra cuando los errores en las

100
mediciones sean maximas. Por lo tanto como k :2—mv~ de donde = > y —=mv
m Vv
V2 m Vv
ademéas dk = — dm + mvdv como dm = --—-- y dv = -—--
2 100 - 100

(Bv) v2m 1 6
= R p— )

—_ . + mv
2 100 100 2100 100

7
dk = k.---—-- = dk = 7% de k.
entonces el error maximo que se cometeria, seria de 7% del valor de k

M3'." Ejercicios Propuestos™

dz dz |
1 Hallar— , — si:
dx dv
ix2-y2 dz  xy2J2x2-2y1
a) z=arcsenj—--——- 7 Rpta. — =-j-j—;——5—
Tix +y : dx yl(x -y )
dz x2yV2x2-2y2
dy W x*~y. )
. 2
7 2 1 i JT dz 2XV +y
b) z-In(xy"™ +yx +y/ll+(xy" +>x ) ) Rpta. — = Ry p—

dx +(xy2+yx2)2

dz 2Xy + X2
dy -JI+ (xy2+yx2)2
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4)

5)

6)

7)

©)

d)

Si:

Si:

Si:

Si:

Si:

Si:

_ sen(n ry) dz
Z =Xye Rpta. m = ve8™'"* O+ n *ycos;r *.v)
X
— =x32axrrV)(l + ;rxvcos;rxv)
y
i- dz  1-x2- v2—\jx2+y?2
z:(x2+y2)I VT +T Rpta. — - i —y—2
I+7Ix2+y2 & (+4X +y )
dz 1-x2-y2-J.
. 2V
dv {|+y|/>? +.V2')2
Xty , X+ dz 1 ixy-x-
z=J1-(-—-- Y ) +arcsen(----- y—) Rpta. — —~ y y
XV XV dx X2} Xy+x+y
dz 1 Ixy-x-y
dy y2}ixy+x+y *
XV . dz dz
2 =—1—, verifique, que Xx— +y— -z
X+y dx dy
X-Vv dz dz
z = arcsen(—), verifique, que x— +y— =0
X+V dx dv
3 7 3 . dz dz
z=x —3Xx y—2y ,verifique, que x— +y— =3z
dx ' dy
X+V . du du du
u = sen(-—-—), verifique, que X — +y— +z— =0
z dx dy dz
. du du du
u=xiy+y2z+z2x, verifique, que — +— +— = (x+y+zY
dx dy dz
1 dz dz
=—2 2 Demostrar que: x— +y— =-2z(l +z)

X +y -1 dx ' dy

421
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. X+V +z du du du
8) Si: u=—2—i-----2 12 « Demostrar que:xx— +y — +z— =0
(x +y +z) dx dy dz
dz dz . 2 2
9) Demostrar que: x— +y— =2 si z=Ln(x +y +Xxy)
dx dy
dz dz . VIX
10) Demostrar que: x— +y— =Xxy+z Si z=Xy+Xe
dx dy
. z du du du
11) Sii U= - , probar que: x— +y— +z— +u =0.
XYy+YyzZ+X2 dx " dy dz
. y z X du du du
12) Si:u = —+—+—, probar que:x— +y— +z— =0.
X Xy dx ' dy dz
. 9 \ix 2du du 2
13) Si: u=y~+tg(ye ), probarque: x —+y— -2\ .
dx dv '
. e @u 1ch  @u
14) Sii u= —F—-+—ppbabargue: — +— +— =u(xy+xz+yz-1).
e* +e} +ez dx dy dz
. X-vVv+z n du du du
15) Si: u=(—- — ) .probarque: x-—ty— +z— =0.
X+y-2 w dx dy dz
. du du du
16) Si: u=(X-y)(y-2z)(X -2z), probar que: — +— i--—---- =0
dx dy dz
. z du du du
17) Si: u= ——  ,probarque: 3(X— +y-—-vz—)=«.
yix2+y2 dx dy dz
. X-y du du du
18) Si: U —x-\--m-m-- , probar que:----- t—+— =1
y-z dx dy dz
. X2 X 1 1 . 2 dz 2 dz  x*
19) Demostrar quela funcion z = — satisface laecuacion x — +y — =— .,
2y 2 x y dx dy y
20) Demostrar que la funcion z =y *”* sen’, satisface la ecuacion x” — +xy =

X dx
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) t ] ¢% &%
21)Si: z=e (xcosy-yseny). Demostrar que: —j +——=0
dx dy
B 3% ¢i% _
22) Demostrar que la ecuacion —7+—r =0, se satisface por
dx dv
i2 o A
z = Uiyjx +y "~ +—arctg(—)
2 X
2X .
23) Si: V = arctg(—--——- 7), Demostrar que:
X -y
dv dv . dv dv
X—+y— =0 i) — 7+—r-=0
dx dy dx dy
., d~v div d~v . 1
24) Demostrar que la ecuacion —-o——-7: *+—y =0 se satisface por ¥ ——» =
dx dyl dz2 y2 +7°
12 . od e 1 d e (y
25) Demostrar que 4= Ae senpt.cosqx, satisface a la ecuacién F —= F’~ +AF )
X c i t

. 2_ 2
siempre que p“ =c“q” -

] §2u S S
26) Si: u= (1 + x) sen h (5x - 2y), comprobar que 4—7 +20------- +25—y =0
dx dxdy dy

d 2z dz dz
27) Demostrar que la funcién z =f (x).g(y), satisface la ecuacién z------ = —
dxdy dx dy
] ] .odz odz d2z
28) Demostrar que la funcion z = g(x) + vg' (x), satisface la ecuaciéon — ------ (y ------
dx d>  dxdy

. y i’z i’z
29) Si:  z = arctg—, mostrar que — 5— = --—--—- y
X dy~dx  dxdy
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30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

Eduardo Espinoza Ramos

. i~2 2 i d2r dir d2r 2
Si: r=Lnyx +y +z , mostrarqgue: ——t—t—=Y=~>
d dy dz r
X2Inr <R2Ini- d2Ilnr 1
é)-(Z 3y2 322 ~ r2
) an u 2 92U
Si: u= Aeos (mXx + at)) + B sen (n(x - at)), probar que: —T~a —T ~ ABna
di dx1
constantes.
_ . 8% QA% g2
Si: z=(x-y)Ln(x+y) verifigue que:— 5— 2 -------- +—5=0
dx dxdy dy
) X cz dz 0z
Si: z=ye' +xe probar que -----=—;—+—;—
dxdy dx dy dy dx
. 1 1 1 d2u d2u d2u d2u d2u d2u
Sii u- + + ,mostrarque: —5-+—5+—r+2 + + =
X-V y-z z-y dx dy dz dxdy dxdz dzdx
. t oy dz dz d2z dZ d2z 2
Si:  z=Ln(e%*e’), mostrar que:(— +— =lyque—=—=(-----) =0
dx dy dx2 dyl  dxdy
. - dz dz
Demostrar que si z = 2xy + xf (y/x) entonces: x— +y— =1z-2Xxy
dx ’ dy
. X 2d2 d2z 2d2
Si:  z= f(—); demostrar que: X — r+2xy-------- +y —r =0
y dx2 dxdy ' dy2
. v .. o dz dz
Si: z= (x+y)f (—), donde fes una funcién arbitraria, demostrar que: x ----- vy— =12
X dx dy

Si:  V(x,y) = xf(l)+#(¥), donde f y g son funciones arbitrarias de l demuestre que:



Funciones Reales de Variable Vectorial 425

40) Si f(x,y) es una funcién de x e y donde x - eos h (u+v),y =sen h (u - v) demuestre que:
d *f(x d” f(x FXT=77T<7d fix
LRSI CTININ GAR A3 EULMILTY
du dv dxdy
1r dz ald 2dz
41) Si:  z=—[f{itx+y) +g(ax- y)\ mostrar que:—~=— «— (y —
v dx~ v* dv dv

d2v /,il«.-2fxfF f +/;1/

42) Si: f(x,y) = 0. Demostrar que: — r-= -———
dx~ ify)
43) Probar que si f(x - a>y - bxo, z - cio) = 0 entonces acox+bo)y+co)z = 1
44) Demostrar que la funcién z =f (jty)+-Jxyg(~) satisface ala ecuacion:
2d : 20*
X —2—y —~=0
dx dy*“
d2z d2z
45) Dada la funcion z = f(x,y) donde x = e cosv y=e senv Calcular — —4-—-- -
dx dy
"2 -2

46) Sea la funcion F(x,y,z) - xy 223 +(x-3)~5(y+2) 7(z -1 n.hallar O—JZ- y 2 & enlos puntos

de la superficie de nivel de F que pasa por el punto (3,-2,1).

. 9 2V .
47) Si: y=f(x at)+ g(x + at), mostrar que: —X:a — = cualesquiera que sean las
a dx
funciones fy g derivables dos veces.
° -z X - =7
48) Mostrar que la funcién z = arctg—, donde x = u + v, y = u-v, satisface la relacion

y

dz dz u-v

du dv v2+u2
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49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)
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du du
Si:  u=senx + f(seny - senx), mostrar que — cos.v+— C0OSy = cos*cosy cualquiera que
dy dx

sea la funcién derivable F.

Mostrar que la funcion z’:f(lx Jlrv~), donde f(u) es una funcién derivable, satisface la

» dz dz
relacion y— - x— =0.
dx dy
y 1dz 1dz z
7= 2--—--2 'mostrar = -——-- H-------=— cualquiera que sea la funcion derivable f.
f(x -y ) oxdx oy dy vy
. dx dy dy dz dx
Si:  F(xy,z) = 0. Demostrar que: — .— =1, — .— .— =-1.
dy dx dz dx dy
. d2u du .
Situ=f(x) +g(y)+(x-y)g'(y), comprobar que (X-y)----------- =— ,(f,g sonfunciones
dxdy dy
derivables dos veces).
. 2 2 ldz 1dz z ., .
Si: z=yf(x -y ), comprobarque:------ M- - (fes la funcion derivable)
xdx ydy vy
2 32 32
. az 0z az
Si: z=xf(x +y) +yg(x +y), mostrar que: —5— 2------- +—7=0
dx dxdy dy

Dado z=/ (y2-x2,y-x), una funcién con derivadas parciales desegundo orden

dz dZ
dx2  dxdy

continuas. Halle:

Dada la funcion f(x,y) =eaxtyg(x,y), donde gx(x,y) = gy(x,y) = 1. Hallar los valores de

las constantes ay b tales que fx(x,y) =fy(x,y), 1+fxx(x,y) =a+fxy(x,y).

La ecuacion sen (x+y+ z) + sen xz = 1, define z como una funcién implicitade x e y

. dz dz
Determinar — , —
dx dy
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. du d u d'u . 2
59) Si: z,uy vdependende xey, hallar — , —— -——- ,siendo u+v =X, v+co =y,
dx dx dzdy
2
co+u =2z.
60) Sea la superficie S: z:y'x2 +y2 +(x2 +y?')3’2 y N =N(x,y,z) un vector normal a la

>

superficie S en cualquier punto (x,y,z) * (0,0,0), si 0 es el angulo formado por el vector RI y
el eje Z. Hallar lim eos(@
(*.~>-4(0.0,0)
. 1
61) Si: f(Xi,X2,...,XN) = =mmmmmmmmmm e ecalcular fxy +
(xf +x2+...+.xR) 2

u u dz dZ
62) Dada la funcion z = f(x,y) donde x =e cosv, y - e senv, calcular— y-i r-
dx dy
63) Si: u=F(xy), x=reoshs,y =rsen hs, calcular: ~uiy
64) Sea f(x,v) =xyex Hallarel valor de la constante “n” tal que satisfaga:
o 7 dof . x/v, X X2
Ie){ r +(;])’/ (J,_Ol)’(r) =e (» --y----yr>
65) Sea [ 0?7 - >R, una funcion diferenciable. Hallar la expresion en la que se tr
. df df ) . \" - \"
ecuacion x-----hy — =0, mediante el cambio de valores x -e ”+e ,y ~e e’
dx dy
a2 . a
X X 2d 8
66) Sean u-e cosy, v=e senv y = & V), unafuncionde ¢ .Si — —— —= 0,(pmedbe 4
du dv
d%c0 8%
que —r +—r =0
dx dy
67) Si z = f(x,y) es solucién de la ecuaciéon F(x + y + z, Ax + By) =0, Ay b son constantes.
dz dz
Demuestre que B— - A — =c,c constante. Hallar el valor de c.

dx dv
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68)

69)

70)

71)

72)

73)

74)

75)
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cx+v SEN((xX+ y)/) dC{x,y)
Sea G(x,y)=J —— di f-|a|| ....................
- I dx
2 2 2 VU du du
Dado u=xyzf(x y+z,y z+x,z x+y). Hallar —, —, —
8x 8y dz

Si x+y=(W+V)'] x-y =(u-v)npruebe que:

Vv 2f 2 ¢V
U -V )((' —)g n(x - y (— —‘—;j— —sjéonde f es cualquier funcionde xey.
Sea la funcién z dada por la ecuacion x° +y 217% = f(ax +by+cz) donde fes una funcién

cualquiera diferenciable y a,b,c constantes. Demostrar que.

dz dz

(cy-bz)— +(az-ex)— -bx- ay.
dx dv

Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacion F(x - az, y - bz) = 0, donde F es una

dz dz
funcion diferenciable cualquiera satisface a la ecuacion: a ——-vb— =1
dx dy

Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacion y = x f(z) + g(z) satisface a al

d2z dz 2 2dz dz d~z d2z dz 2_o

ecuacion:
ax™ dy dx dy dxdy dy2 dx
_>§y_(_><%___>_/ 2) , si XV AD
Si f(x,y) = X+y ' probar que /12(0,0)=-1, /21(0,0)=1
0 , si(X,y)=0
e*+ey+ 2 V2, si(x,y)7t(0,0)
Dada la funcién: / (x,y) =* X +y " .
2 , si (x,y)=1(0,0)
. a2m o <?7(0,0 d2f(0,00 . d2f{0,0
Hallar ) y (0.0) Rpta. ( )— :{l —) --------- = +00

dx dxdy dx ’ dxdy
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76)

77)

78)

79)

80)

81)

x° arctg(y—)-y ! arctg(i) , si (x,.y)*(0,0)
Sea f(x,y) = X y probar que /12(0,0) =-1,

0 , si (x,y)=1(0,0)
12100)=1

X" +y 2 N
—_— , sty +x7*0

Hallar fx(-1,1) y / ( —4,1) de lafuncion f(x,y) = Y  *tX

Rpta. fx(x0,y0)=-1, fy(x0,y0)=6yn para (x0,y0) puntos de x =y 2

\ 2_x2

WA~2-——-T ' Si (*.>')* (0,0
Dada la funcion f definida por /(x, y) = iX X +y F(>)700)

0 , si (X, ¥) =(0,0)
Calcular 212/ (0,0) y D2If (0,0).

Sea la funcion F(x + z, 2x + 2y) =0, donde z = f(x,y). Si F es una funcion con derivadas

parciales de segundo orden continuas, halle la expresion en términos de las derivadas

6‘%
parciales de F para calcular
dydx
X2+Xz
yz+—--—- , si x*0 ,y*0
Dada la funcién f definida por: f(x,y,z) =" X2+y?2
, six=0 ,y-0
d d &
Hallar — (— (— ))(0,0,0).
dx dy dz
. &% é’z(o
Si co= F(xy, Jx2+z¢), halle -—--—-- +

dxdy dydz
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82)

83)

84)

85)

86)
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2
X -y, .
Dada la funcion f definida por: f(x,y) = Xy(;:;” 81 (0y) w0.0)
0 ., si (x,y) =(0,0)
Determinar 212/(0,0) y 22/(0,0) si existen.
Rpta. 212 (00)=-1 , D2/(0,0) =1
2 2
Si la funcién f es definida por: f(x,y) ="' ;(4':-\y4 cst @) T 00)
0 , si (x,y)=(0,0)
Determinar 242/ ( 0,0) y D2i/(0,0) si existen.
Rpta. Dnf(0,0)=0 , D2/(0,0)=0

Demostrar que si la ecuacion implicita F(x,y) = 0 define y = y(x) se verifica que:

0 Fx Ry
dly 1

Fx F,, Eg=*
dx1 (Fyf

Fy Fyy

Considerando la funcidn f(x,y) definida por:

2 2
3jev(———f) , si (x,y)*(0,0
f(x,y) ="' g (x +y ) Cy)™ ). Hallar: [/ 3y(x,y) y /7(0,0)
0 , si (x,y) =(0,0)
<1 df df .
Hallar — , — ,— , donde fes la funcién dada por:
dx dv dz

X
a) [/ (xy)= arcseny— Farccos—
*

y

b) f(x,y) =x\ny-y\nx

c¢) f (x,y,z) =xysenz+xzcosy+yzlgx
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87)

88)

89)

90)

91)

92)

Si z = (>(x,y) es una funcién real de variable real, diferenciable en R. Demuestre que la

funcién dada satisface la expresion indicada.

a) f(X,y) = X2<i>2(X y) , X_f;r___zy_ =27 \Y
dx dy

b) f(x,y) = y<t>(x+y) , Y(~-——)=7
dy dx

df di’
c) f(x,y) =x"<p(Bx+y2), 2xv--——-- 3x— =4yz
' dx dy

df(x,v) = x<f>(xv ) 3, 3x— .d)];_ =3z
dx dy

e)  f(x,y) =ex*v<ixxey) X— =z(x-1)
dx dy

Constate que la funciéon z = sen(;t~ + y"") satisface la ecuacion v~ ~r~x =0
“odx dydx dv

2 S
2 2 d “u 2.d a
Constate que la funcion u=(x-at) +(x +at) satisface la ecuacibn —t =a — T

dt dx

(ecuacidn del calor).

2 .y . .1
Sea z=g(x +y 2) donde g es una funcion real de variable real, dos veces derivable.

d2z dz dz
Demuestre que: Y—1r - X === — =0
dx dydx dy

. d2z d2z dz
derivable, demuestre que: y;t ~ X == 0
X

.z 2 K4 .9»
Sea I ~ S >R una funcion de clase C~, considere la funcion

F(u,v) = f(uv,-(u2-v2)). Demuestre que  (u2+v2)[(|™)2+(N)2]=(-")2+(~~)2
2 dx dy cu dv
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93)

94)

85y

96)

97)

98)

99)

100)

101)
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Sea f(xxx2,...,xn) = In(jrj,x2,jr,....xn). Calcular ¢_,----- (u,-.h

Sea f(xxx2,....xn)=— H—-+...+ " 1.Demuestreque vy ,, t,—O
*9 *3 i:|

§* x?osy - veosxdZzdz
| Z = - ,hallar — y — " para x=y- 0.
I+ senx +seny dx © dy

A .
Sii/ =In(l +x +y2+z~), ha'llardi,di,di para x=y=z= 1
x dv dz

Hallar » 83’4) , d’\83'4) si f(X,y) =x+y-Jx2+y
X Yy

Dada /(x,y)= 7 7 7 " tX'y>,i0'0>. Determinar "°d'°> Dy
X v
0 si- (x,y) - (0,0)
Rpta | M =W )=1
dx dy
Sea f(x,y)= 7 7 7 ' ‘e ¢ "™ Calcula, N°-°> AN ° 0>
dx ' dv

0 si (x,y) =(0,0)

Sea w=(x+z)ey+z donde z =f(x.y).

Bemostrar qu e aw. 1__@1’1’ = (1+x+ z)(l’r’r——c—j—Z h——d——z )<7V+Z
dx dv dx dy

Calcular — y — si
dx ~ dy
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102)

103)

104)

105)

106)’

107)

a) 3x2+y2+z2-3jcv+4.t-15=0
b) z=(x2+.y2)sen.tz

C) yexzcos3at=5

d) zeyz+2xea -Ae” =3

r i dw dw
Dado w= sen(t—)+ Ine—) compruebe que t—&E—L r—OI =0.
r r

Si w=x2+y2+z2, x=rsenqeos 0, y=rsen psen0, z = rcoscp.

, dw dw dw
Calculdr — , — , — .
dr’ dp’ dG

Si z=x2y -y 2x,donde x=ueosv, y=usenv.

Hallar 8z | dz
du dv

Dada la funcién u(x,y,/) =e“(m -+ )K sen mx.coany . Verificar que satisface a la ecuacion
u, = k{uxx +Uyy) para cualquier eleccidn de las constantes my n.
Si G(x,y), se transforma en H(u,v) mediante la transformacion x=u+v, y =uv~. Hallar:

d2H(u,v) d2H (1))
dudv dudv

Una funcién /: R” -——-- >R es homogénea de grado r e R, si para cualquier t e R,

f(t, x) =trf(x),si z=f(xy) es unafuncion homogénea de.grado r> 1 y declase Cl,
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3.44 Derivada Dircccional y Gradiente de pna Funcion de Varias Variables]

Para z = I”x.y) se ha definido las derivadas parciales — , — de la siguiente Ibrma.
dx dy

ff(x0 v0)_ lint [(+»0+ Ax,y0)-/(x 0,y0)
dx A0 AX

dT(x0,yfi) i f(x0,yn+Ay)-f(xn,y0)
= lim
dy A-*0 Ay

gue representa la pendiente de las rectas tangentes en dos direcciones diferentes, en la
direccion del eje X y en la direccion del eje Y respectivamente. Luego para determinar la
pendiente de la recta tangente en una direccidn arbitraria, definiremos un nuevo tipo de
derivada llamada “Derivada Direccional” para esto tomemos z = i(x,y) la ecuacion de una

superficie y F (x0,y0) e D”, la pendiente de la recta tangente en la direccion del vector

Lo Y L -
unitario /j - (a,b) arbitrario, la cual mostraremos en el gréfico.

El punto P(x(), v0,z0) se encuentra en la superficie S: z = f(x,y), la recta tangente Lt ala
—

curva C es la razén de cambio de z en la direccién de n .
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Si Q(x,y,z) es otro punto de Cy P',Q" son las proyecciones de Py Q en el plano XY,

entonces el vector P Q" es paialele al vector ja, entonces P'Q"=h n = (ha,hb) para algin

h real por lo tanto (x- x0, y - y0) = (ha,hb), de donde

ix-xo0=ha X:,r0+ha
entonces , entonces
ly- w- I> y =vy,,+hb
Az z-z¢ f(xu+ha,y(Q)+hb)-f(xn,y0)
h~ h ~ h

si se toma limite cuando h — 0, se obtiene la razén de cambio de z (con respecto a la
VAN

distancia) en la direccion de ¢¢, la cual se llama derivada direccional de f en la direccion

—
de fj .
Definicidon.-  La derivada direccional de f en el punto P(x0,y0) en la direccion de un
_N
vector unitario fx = (a,b) es:
, . f(x0+ha,y0+hb)-f(x0,y0)
BAf(x0,yn)= | - [ imite existe.
G T(x0.ynm)= lim i si este limite existe
Definicion.-  La derivada parcial de f en el punto P(.x0,yl),z()) en la direccion de un
vector unitario fj=(a,b,c)es
1y . f(x0+ha,yn+hb, z0+hc)-f(x0,y0,z0) . o .
D-,f(x0,y0,z{)= hm si este limite existe.

h>0 h
Generalizando y usando la notacion vectorial.
Definicion.-  La derivada direccional de f en el punto x0, en la direccion del vector

unitario /i es: lrj-f(x Q:hmﬁ)-(pj-h--nﬁ)-:ﬂ)-(p-) , Si este limite existe.
fi h—0
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Ejemplo.-  Hallar la derivada de la funcién f(x,y) =xi-xy-1y1 en el punto P(1,2) y en la

direccion que va desde este punto al punto N(4,6).

Solucion

_ > —
Sea a=PN=N-P=(46)-(12=(34) = | al=5

— a 34
el vector unitario es ji = = (— ), por definicion de derivada direccional se tiene:

i*n 55

(W) +*0)-1(1,2) I (1ry .2 +—)-/(1,2)
h K h

n
D_,J{1,2)= lim
f h>0

(g 3~ W+ Q@410 227 )2 (- 2: 9

—jim——o = E-- pmmm————— pmm—————————
*-»0 h
27 3 122 37 1 27 2 12 37 37
= lim{----- h +—h -— h)—=Hm(---—-- —-h-—)=-—
*>0 125 25 5h h=0 125 25 5 5

Observacion.-

1

2)

3)

La derivada direccional da la razén de cambio de los valores de la funcién f(x,y) con respecto a
N

la distancia en el plano XY, medida en la direccion del vector unitario n = (a,b).

La derivada direccional D® f(P0) representa geométricamente la pendiente de la recta tangente

alacurva a enel punto PO.
N >

Si el vector unitario se toma n = i =(1,0) se tiene

f(x0+h,y0)-f(x0,y0) df(x0,y0)

D-.f(x0,y0) = lim
u h-+0 dx

es decir que se obtiene la derivada parcial de f con respecto ax.
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- —
n=j

4)  Si el vector unitario se toma = (0,1) se tiene

r e f >yo+h)-f(x0,y0 df(x0,y0
Py, Y= fim LX02Y0xN)-F(x0,y0)_ df(x0,y0)
u h>0 h oy

es decir, se obtiene la derivada parcial de f con respecto ay.

Ejemplo.-  Hallar la derivada direccional de f(x,y) = x2- y 2 enel punto P(4,3) en la direccion
"=V?2,0 0+ )
Solucién
- | = — | |
Como =-=(i+j)=—=(1,1)=(*7=, =), por definicion de derivada direccional.
v2 v2 V2 V2

I((4,3)+A (-p,-=))- /(4,3) f(4+-j=, 3+-")-/(4,3)
0,/(4.3). I.,» -~ lim £ - £
y AP /| AP fi
= lim = lim = /im------ =Vj2
h>0 A0 A *>0 h

-»

Sea f una funcién de dos variables x e y y sea ¢i =eos#. / +sen0. j un vector unitario,
N

entonces la derivada direccional de f en ladireccion del vector n se denota por Z) »/ y
N
es expresado por:

f(x+hcosg,y+_hsen6)-f(x,y)
h

S,
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3,46 Teorema]}

Si f es una funcién diferenciable de x e vy, entonces la derivada direccional
—» —» VAN

de f en la direccion del vector unitario /i =cos0. i +send.j es:
df(x,y) .
DN f(x.y) = -T—coso +— d——senO donde 0 es el angulo formado por el vector
X y
H con el eje OX.
Demostracion
— I —

Il ji [=~a2+b2 =1 por serunitario n

a
e0s0 = — .
1 ja =cos0
b 2= sen0
sen6 = —

si se define una funcién g de una variable h mediante g(h) =f(x0+ha,y0+hb) entonces

por definicién de derivada se tiene.

g (0) = Iim£(°+A)'g(0): hm #)o#)
0 h h-*o h

f(x0+ha,y0O+hb)-f(x0,y0) ,, ,, )
V- = D-%(J (X0,y0) (1)

*»0 n

por otra parte podemos escribir g(h) = f(x,y) en donde x =x0+ha, y =yo0+hb,

luego por la regla de la cadena se tiene.

Sf(x,y) dx df{x,y) dy
- —+ Jp—
dx dh dy dh

g'(h)

df(x, df(x, df(x, n &(x, n
( y)_’a+_ ( y)_.b:_ (x,y) eost 4 ( y)_
dx dy dx dy

si se sustituye h =0 se tiene x =x0,y =y0
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g ( 0 ) - _q_f_(_)_(_q_l_y__qz COS0 + __gf_g_)i?_’_}/_(_)_)__sen#n (2)

dx dy

comparando (1) y (2) se tiene:

£\ 1% . #XWo) g+ 6
¢V I(x >vo)—----——a)-( ----- cos0 + ------ YA sen

df(x,v) .. df(x,v)
D-f(x,y) = cosOH sen#
dx dv
Ejemplo.-  Hallar la derivada de la funcién z = f(x,y) = x° -Xy-2y enel punto P(1,2) y en la

direccion que forma con el eje X un angulo de 60a.

Solucion

#m(1,2 df (1,2
D.f(12-= éx )c03609+ ((}{/)sen 60a

aF0y) Z oy <TA2) 5 5=
f(x,y)=x2-xy-2y2 => dx d?(
df(x, y) —_x-dy df(i2) - 1_g=_9
dy
V3 973

D 7 f(1,2) :O(i)- 9— =-Z

Si f es una funcion diferenciable de X, y, z, entonces la derivada direccional

—_— VAN N

de f en ladireccion del vector unitario /i =cosa. i +eosfi.j +cos/. k , es:

df(x0,y0,zQ N df (x0,y0,zn)
co

n n c¢f(x0,y0,z0)
D~ f(x0,y0,20) = —----- 11----- cosa + cosy

s/3

donde a, pyy son los angulos directores de ju
Demostracion

La demostracion, es similar al teorema anterior, se deja como ejercicio.



440 Eduardo Espinoza Ramos

Ejemplo.- Hallar la derivada de la funcién f(x,y,z) =xy~+z3-xyz en el punto p(1,1,2) en la

direccion que forma angulos de 60®, 45ay 60e respectivamente, con los ejes coordenadas.

Solucion

<N1,1,2) #(1,1,2) #(1,1,2)
Z) vii11,2) = - i -c0s60g+ cos45at — mmcos60a
&

yiz.=yl-\z di(112) _
dx ' dx -
f (X,y,z) =xv2+23- xyz .y, 2) _ 2XV - Xy #11.2) - g
dy dv
4T<x.y.z)m312_v #(112) _ 1
dz dz
ahora reemplazando se tiene:
1 -Jl | 1 11
D~f(1,1,2) = (-1)(9+0.-—- +11(-)=— +— =5
n 2 2 2 2 2

Ejemplo.- ¢Cuédl es el valor del angulo O para el cual la derivada direccional de

f(x,y) =J325-x2-y 2 enel punto p(1,2) es minimo, y cual es éste valor minimo.

Solucién

Sea n - (cos0, sen0) el vector unitario, entonces:

/(1,2) =— -— eos® h—#—xg) sent? (1)
dx dy
g #m(1,2) 1
X -i25-x2-y 2
il dx 2Ng
f(x,y) ="25-x2-y2
vey) ’ df(x.y) = y #e(1.2)___1
dy -j25-x2-y 2 dy -5

ahora reemplazando estos datos en (1)
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cos0  senO cosd  sen0
D >/(12)= = N-=F(0) = F(0)=—  -—-
2V5 V5 215 V5
} . sen0 cosO
ndmeros criticos- =0 => tg(0) =2 => O=arctg2
2>/5 V5
cosO sen0
F”(0) =— p-H-7=—evaluando en 0 = are tg 2.
2V5 V5
2 1
como sen0 =—=+ , co0s0 =—=
J5 Js
12 5 1
F'(arctgz)=-+ - =— =-> o
1 5 10

por lo tanto 0 = arctg 2 corresponde a un valor minimo. Luego el valor minimo de la derivada

. . cosO senO 1 2 1
direccional es:

Si f,g: Da Rn--—-- >R, son funciones diferenciables en el conjunto abierto D<zRn,

entonces se tiene:

1) D->(ftg)(x) =D~f(0x)xD"™g(x)

2) DN (f.g)(x) =f(x).D-+g(x) +g(x)D->f(x)

g(x)D~>f(x)-f(x).D->g{x)

3) = e s , S8 g(x)&0, Vx gbh
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349 Gradiente dé paa Fundoal

13,5

Si la funcién /: Dcz Rn--—--- »R es definida en un conjunto abierto DczR"™ en donde
Dif (x ), D2f(x),...Dnf(x) existen, entonces el vector gradiente de f es denotado por
V/(x) =graf(x) vy es definido por: graf(x) =Vf(x) =(DJ(x), D2f(x) D,,f{x))

para el caso de la funcién /: DczR 3------ »R definida en un conjunto abierto D e R*, en

df Sf df . . df(x,v,z) df(x,y,z) df(x,y,z)
donde — , — , — existen, se tiene: Vf(x,y,z) =(
dx dv dz dx dy dz

Si las funciones / ,g: D¢ Rn--—--—-- >R, son diferenciables en D, entonces se tiene:
1) V({/xg)(x)=VFi(x)xVg(x)

2) V(a./(jc)) =aVvf(x)

3)  V(f-g)(x) =f(x).Vg(x) +g(x).VF(x)

5 Vo) = 0)-VI()-1(*).V 9 (x) S 300> A

8 (9(x))2

FormaAlternativa de iaPerivada Direccionalj
1)  Si fesuna funcidn diferenciable de x e y, la derivada direccional de f en la direccion del
vector unitarion es.

D-+f(x,y) = V/(x,.y)./i
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ii)  Si fesuna funcion diferenciable de x,y,z, la derivada direccional de f en la direccion del

—

vector unitario jj es.

y,z2)=VI/IXy,2).l

Ejemplo.-  Hallar la derivada direccional de la funcién f(x,y) = (x—)y2e*y en (0,1) en la
direccion hacia (-1,3).

Solucion
_y.

Como £>_,/(0,1) = Y f (0,1). n, entonces calculamos

df df , , ;
VI(x,y) =(—,—)=(y e +(x-l)y ,Hx-~ye” +x(x-1)y ev) dedonde

dx dy
V/(0,1)=(1-1,-2 +0)=(0,-2) = V/(0,l) =(0,-2)
Seaa = AB =B-A =(-1,3)-(0,1) =(-1,2) donde A(0,1) y B(-1,3)

como a=(1,2) = |a|=-A+4=-35 => |a|="5

Si¢=-4-=(i,- 1), ahoracalculando Z) _>/(0,1) = V/(0,1).J =(0,-2).(— .40
[la || " V5 5
4 4 4
£> >/(01))=0— =e=—p dedonde £> /(0,) =—p
\Y V5 V5 il V5
Ejemplo.-  Hallar la derivada direccional de la funcion f(x,y,z) = xy + yz + xz en el punto p(1,1,1)
—_

« yen ladireccion del vector a = (2,1,-1).

Solucioén
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Como a =(2,1,-1) => | a\=%*J6, entonces un vector unitario en la direccion de a es

a _2 1 1 _ df Sf df
= ﬁ—) =>Vf(x,y,z) S(— — ,— )=(y+z,x+z,x+Yy)
lay a6 V6 Vo dx dy dz

ademasV/(1,1,1) = (2,2,2) como D_+/(l,I,I) =V/(111).

2 1 1 4 2 2 4 2V6 2V6
=(@222)(> =— = D_>/(1,1,1)=— -
V6V6VEVEVEVEVES3 n 3

Observacion.- Si a es el angulo entre V/(x) y © entonces.

DAfCx) =VFCx). i HIV/("X) ||| |lcosa =|| V/(x) | cosa
es decir: £>-»/(*) =|| V/(x) ||cosa ademés sabemos: -1< eosa <1

- IVE(x) < VE(x) |[cosa <|| V/(X) |

—» —->
por lo tanto en cada punto x el valor méximo de la derivada direccional es ||V /(x)|| y el valor

_y.
minimo de la derivada direccional es - V/(x) ||.

Entre todas las direcciones a lo largo de las cuales la funcion f crece, la direccion del gradiente es la
del crecimiento mas rapido, mientras que el gradiante cambiado de signo sefiala la direccion de

maxima disminucion.

X
Ejemplo.- Para la funcion f(x,y) = - , en el punto (3,2), hallar la minima derivada

direccional y el vector unitario en esa direccion.
Solucion
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Calculando el gradiente de f, es decir:

df cf y - X 2
V/(Xry):(,_ 7_):( — Y, r) n VA312):(_
i2r 25

n X+jT (x+y) 25

La derivada direccional minima se produce cuando el vector unitario fi y el vector gradiente
V/(3,2)
[/(3.2)i

V/'(3,2) tienen sentidos opuestos, es decir: n = -

como VA3,2)=(—,-—) = iVI(3,2)|=—
)= ) T WA=

" m 3,2) 2 3 2 3
[r(3.2)]* <VI3’_ 713, t_VI3'VT3l

y la derivada direccional minima es: D_|?|/(3,2) =-iV/(3,2)|i = ’c

Ejemplo.- La distribucion de temperatura de una placa metélica estd dada por la funcion

1)

T(X,y) =xe2y +y*ex.

¢En qué direccion aumenta la temperatura mas rapidamente en el punto (2,0)? ¢Cual es el

coeficiente de variacion?.

¢En qué direccion decrece la temperatura méas rapidamente?
Solucién

En el punto (2,0) la temperatura aumenta mas rapidamente en la direccion delgradiente
Vr(2,0).

VT(X,y) =(— ,— )= (e2v+y ZX, 2xe2v + 3y2ex)
dx dy

Vr(2,0) =(1+0,4+0) =(1,4). El coeficiente de variacion es iV7°(2,0)|=-JIi

La temperatura disminuye més rapidamente en la direccién de -VF(2,0) = (-1,-4)
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Ejemplo.-  Hallar la derivada de la funcién z = arc.tg(xy) en el punto (1,1) en la direccién de la
bisectriz del primer dngulo coordenado.

Solucién
Como la direccion del vector unitario es la bisectriz del primer angulo coordenado, entonces

o - VI VI
el vector unitario es U = (COS452, sen452) = (-——, -—---)

2 2

sea z = f(x,y) = arc.tg (xy), calculando el gradiente

df df y X i 11
wx,y)=(—,—)=(— - — ) = V/il)=(-,-
A R I el I Z UL CIR) -
Luego Z) (1, |)_V/(ll)/l_(. )i*( ! VI)— + = Vi v vl
J 2 2" 4 4 2
Ejemplo.-  La ecuacion de la superficie de un cerro es z=900-2*2-2y 2, donde la distancia se

mide en metros, el eje X apunta al Este, y el eje Y apunta al Norte.

Un hombre esta en el punto correspondiente a (6, - V14, 800).
1) ¢Cudl es la direccion de la ladera mas pronunciada?.
1) Si el hombre r,c mueve en la direccion NOR-ESTE ¢esta ascendiendo o descendiendo? ¢Cual

es la rapidez?

1) Si el hombre se mueve en la direccion SUR-OESTE ;esta ascendiendo o descendiendo?
¢Cual es su rapidez?

Solucién
i La direccién de la ladera mas pronunciada es la direccién del gradiente de donde el vector

-» V/(6 —V|4)
unitario en la direccion del gradiente V/(6, V14) €S U = t-—-—-——-- de donde

|/(6 -ViEH[
VI(X,.y) = (— ,— ) = (~4x,-4y) yV/(6, - VI14) = (-24, 4VN) de donde
dx dy

-» 3 VI VI L, ) .
u=(---- , - ) es la direccion de la ladera méas pronunciada.
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i) Graficando de acuerdo a los datos se tiene.
Para la direccion Noreste tenemos 0 = 45a entonces

- VI V?
/i = (cos45fi, sen452) = (-, ----- )como
2 2

VE(6, - VIi4) = (-24, 4Vi4)

f{6,- VI4)=VIi(6, - Vid).i

Ji
AL

. Jl
D_>/(6,- VI4)=(-24,4714)7- R -) =- 1272+ 2V28 =- 12-D{+4"1 5 -6.39

por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 6.39 m/seg.

> V2
iii) Para este caso se tiene 0 = 225®, entonces n = (cos225fi, sen 225®) = (------- R )
2
por lo tanto 2) >/ (6, -VT4) = (-24, 4Vi4).(-:’\2-, - '\2) = \2-J1-4ji =944
11
por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 9.44 m/seg.

Ejemplo.-  La derivada direccional de una funcién z = f(x,y) en el punto p0(l,2), en la direccion
haciapj (2,3)es 2yj2,y en la direccion hacia p2(l1,0)es -3. Calcular la derivada

direccional en p0(l,2), en ladirecciéon hacia p3(4,6).
Solucioén

f(1,2) = 2v2

"\

D _*f(x,y) =? D »f(1,2) = -3

»l

D »f(l,2) =2
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calculando pOp, =(1,1) => HPoPill=V2 entonces n, = PnPi
(varva"
IPoPi Il
Pop2=(0,-2) => HIIPOP2 I=2 entonces |i2 = =(0,-1)
11POP2
PnP,=(3,4) => ||POP3 =5 entonces n3 =-P * —=(|,1)
1HPOP3 I
como D-*f(xyy) =Vf(x,y). , entoncestomemos Vf(ly2) = (ad), de donde
n
DANf(12)=V/02).¢ =(a,b)(-T~,-7r>="“=+"7= =212 = a+b=4 .. (D)
D >/(1,2)=VI/(,2). =(a.i)(0,-1) =0-¢>=-3 =>b=3 dedonde a=1
»2
por lo tanto £>_>/(1,2) =V /(12)./ij = (L3 (-~ )= -+ — =3 Z) >/(12)=3
/13 3 > 5 5 ~3

Definicidn.- Si la ecuacion de una superficie S es dado por S: F(x,y,z) = 0, donde Fx,Fv,Fz
son continuasy no todos ceros en el punto /~0(;t0,_y0,z0)de S,
entonces un vector normal a la superficie S en el punto pfi(:cO,y0,zn) es

N = VF(x0) y0,20) *

Definicidn.- Si la ecuacion de una superficie es dado por S: F(x,y,z) = 0, donde F es

diferenciable en el punto po0(x0,y0,z,,) con VF(x0, \0,zn)* 0. Entonces

el plano que pasa por pO(xa,y0,zn) y que tiene como normal N =VF(x0,yn,zn) se

conoce como el plano tangente a la superficie S en Pn cuya ecuacion es:
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P: N.[My,2)- (X,,ynz0)]=0 ~

-

como N =VF(x0,y0,z0) = (F,(x0,y0,2n), Fv(x0,y0,z0), Fr(x0,y0,z0))
(F,(x0,y0,z0), F,.(x0,y0,zfl), Fz(x0,y0,z0)).(x-x0,y -y 0,z-z0)=0
N A*O» VO MEF - *0)+ F, (*0.yO.c.O)(.V- W)+ (*0. Wp ) (Z~2Z,)=0

Definicion.-  La recta normal a la superficie S: F(x,y,z)= Oen el punto /~0(x0,y0,z0)e S
esla recta que pasa através del punto pO y sigue ladireccion del

vector normal el plano tangente a la superficie S en el punto p{ y su ecuacion simétrica de

la recta normal a S en p0(x0,y0,z0) es:

(x-x0) _  (y-y0) _ (Z-Zp)
Fr(x0,yn.z0) F,(x0,y0,z0) Fz(x0,y0,zQ

Ejemplo.- Hallar la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a la superficie
x3/2+y3/2+232-17 enel punto (4,4,1).

Solucioén
SeaF(x,y,z) =x32+y32+z32-17 donde la normal del plano tangente a la superficie es

* dF dF dF 3 — $ — 3 — » 3
V=(— ,— ,— )=(—Vx, Jy, —Vz) enel punto (4,4,1) se tiene NV=—(2,2,1)
dx dy dz 2 2N 2 2

P: jV.((x,y.2)-(4.4,1)) =0 entonces P: (2,2,1).(x-4,y-4,2-1)=0
P:2x+2y+z= 17 , LN =}(4,4,1)+/(2,2,1)/le I?%}

Ejemplo.- Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie
4x2+y2-16z=0 en el punto (2,4,2).

Solucion
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Sea F(x,y,z) = 4x’+ y 2 -162z, donde la normal del plano tangente a la superficie es

-~ dF 8F dF -»
N=(— ,— ,—)=(8x 2y, -16) enel punto (2,4,2) es N =(16, 8, -16) =8(2,1,-2)
dx dy dz

P:tf.((x,y,2)-(24,2)=0 = P:(2,1,-2).(x-2,y-4,2z-2)=0
P:2x+.y-2z=4 , Ln={(2,42)+i(2,1,-2)/ ¢ /B
Ejercicios DesarroUadosJ

Sean los puntos A(1,1), B(4,5), C(5,4). Hallar la derivada direccional de la iuncion

f(x,y) =iJ2x2+2>/2y + 5 en la direccion de la bisectriz del angulo BAC en A.

Solucion
Y
AB=B- A= (3,4
vV ! 34
I I"VC(5,4) —
AC=C- A= (43)
Ly
» - —> —> —> —
0! X AD = AB+AC =(7J) => HAD ||= 7V2

n /1 1V

A S TR I/
»AD H )

NX,Y) =(%6,"Y) = (2v2x,2V2)=>V/(U) = (272,2-72)

/(1,1) =VI@L1).i =(2V2, 2V2). =2+2=4 £>_>/(11) =4

Sea /(x,j\z) =100(ev +Inz), Hallar la derivada direccional de f en la direccion

a =(2,0,1).

Solucion
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Calculando el vector unitario en la direccion de a = (2,0,1); es decir:

—

I «ll ~ ~
V V V
Vf(x,v,z) =(— ,— ,— )= 100(ye”.jce”,-), como D_>/(x,y,z)
dx dy dz M
-> 1 2 1 200ve'0 100 100 » 1
V/(x,y,z). ju=100(ve ,xe ,-).(-j=,0,-j=) =—"=— +0+-"=- =L (2ye +-)

20 siy) *(0,0)
3) Sea f(x,y) = x +y

1;si(x,y) =(0,0)

Hallar los vectores  en los cuales existe la derivada direccional £>-»/(0,0).

Solucién
Consideremos el vector unitario @ = (cos0, senQ) , entonces:

B5->(0,0) = h (C-0)+*ti)~F00) . f(hcos9, hsen9) —/(0,0)
H h>0

h h-*o h

2h2sen0 cosfi

= Um h2e0s29 +h2sen29 = jimsfn20_ ..
h>0 h h>0 h

sen20-1
Luego /(0,0) = lim-----s-mmmmv existe si sen20-1=0 y en este caso Z 0,0) =0,
g D(( ) dim-—-— y )ﬁ»T( )

es decir, la derivada direccional existe, si sen 20 - 1 =0, de donde sen20 =1 20=— 6

Sn k 5n .
20=— o0sea0=— 06 0 =— , como el vector unitario es u - (eos0, sen0) entonces
2 4 4

-» n n v? v2  F 5r 5n -Jl -
u = (eos—, sen—) = (-, —---) 6 u = (eos— ,sen— )= , )
4 4 4 4 2 2
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4)

5)

Eduardo Espinoza Ramos

Si /: R —— *R es una funcion tai que /(x+y)=/(x)f(y) y £> */(0)=1 vy
' ' \%

/( O)=1, Demostrar que D_>/(x)=/(x)

Solucién
~ _ f(x+h n)-f{x) f(x).f(h~)-f(x)
f = | =h
1RO A h 50 h
=lim/ (x)(~N-f—)=/(*). lim — =f(x)>_*(0)=/(x).1=/(x)
A-»0 h A0 A Al
D.+f(x) =f(x)
- i
Sea la iuncion f(x,y,z) =e* "™ y C la curva de interseccion délas superficies

2x +y+z=2; 2x2+y-z =0.
Hallar la derivada direccional de f en el punto (0,0,0) y en la direccion del vector curvatura de

C .enel punto (0,1,1).

Solucién
2x+y+z= 2
Sea Cii ; lacurva de interseccion de las dos superficies.
[2x1+y-z2 =0
Ahora parametrizaremos la curva C.
i2x+v+z=2
) oy =l-x-x ,z=1-x+x

i2x 2+ v-2z=0

Luegoparax =t y =1-t -t2, z=1-t+t2

por lo tanto la curva C en forma vectorial es: C:a (i)=(/, 1-t-t 2 + t2), derivando se

tiene: a’(/)=(l,-1-2/,-1 +2/),a" (/) =(0-2,2) como a(i0)=(0,1,1) = /0=® "e

donde: a*(0)=(l, -1, -i) , a"(i) =(0-2,2).
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6)

El wvector curvatura k(0) tiene la direccion de la normal N(0), de donde

* J k
NN~ 0 )N (0) A~ entoncesa-(0),at(0)= 1 1 1 =(-4-2-2)
lla'(0)x a*(0).ta'(0) || 0-2 2
i I k
a‘'(0)ja"(0)ja'(0)=-4 -2 -2=(0-6,6) => | a’(0)*a"(0).ra'(0)||=6V2
1 -1 -1

por lo tanto el wvector unitario en la direccion del vector curvatura es

df df cf
H=jVv(0) = (O,-—1 — ), ademas /(* ,y,z) =e “entonces V/(x,y,z) = (— ,— ,C—
V2 V2 dx dy dz

VE(x,y,z) = (I~ i~ ext) = Vf(0,00) = (111

calculando D ~ f(0,0,0) = VV/(0,0,0)."~=(1,1,1).(0,—p,-J=)=0—p +4= =
n V2 V2 V2 V2

D_*/(0,0.0) = 0

Hallar los valores de las constantes ab y ¢ tales que la derivada direccional de
f(x,y,z) =axy2+byz+cxizl en el punto (1,2,-1) tenga el valor maximo 64 en la direccién

paralela al eje Z.

Solucién

La derivada direccional méaxima se produce cuando el vector unitario p y el vector
Vf(x,y,z) tienen la misma direccién, y como el valor de la derivada direccional tiene el

valor méximo 64, en la direccién paralela al eje Z, entonces Vf(1,2—1)// eje Z
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df df df 2 22 3
Vf(x,y,z) =(— ,— ,—)=(av +3cx z ,2axy+bz, hv+2cx z)
dx dy dz

V/(1,2,-1) = (4a +3c, 4a-b, 2b-2¢)

como V/(U,-1)//(0,0,1) = 3A.eR tal que V/'(1,2,-1) = A(0,0,1)

(4a+3c, 4a- b. 2b-2c) =(0,0,A

4a+3c=0 b = 4a
4a-b =0 4a
2b-2¢=A  C7 38

ademas iV/(1,2,-1)]| = V(4a + 3c)2+ (4a-¢,>)2+ (2A-2c)2 = 64

={l0+0+(Ba+—) =64 entonces 32a=196=>a=6, b=24, c=-8

La ecuacion de una colinaes f(x,y) =74-x2-7xy-4y2, el eje Y, sefiala hacia el norte y
el eje x hacia el este; un hombre esta en el punto (-1,5,8) sobre la colina y se mueve hacia el

Nor-Oeste ¢ Esta subiendo 6 bajando? ¢En qué direccion descendera mas rapidamente?.
Solucion

Calculando el gradiente de f(x,y) en el punto (-1,5)
df df

VI(x,v)=(—, —)=(-2a:-7y,-7x-8y), de donde
dx

V/(-15)=(-33,-33)

Si el hombre se mueve hacia el Nor-Oeste, entonces el

3 . » 3n

angulo que da su direccion es 2 y por lo tanto el vector

N o - 3tt 3n -J2 . N
unitario en esta direccion es n = (eos— , sen— ) = (-———-- , - ) y la derivada direccional
4 4 2 2

de fen el punto (-1,5) es:
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SJoyfl o 3372 332 )
Dﬁ’\f( 1,5) = V/'(-45). Iu =(-33,-33).(——,— )=— ———— =0 es decir
¢ ¢ ¢ 4

D->f (-1,5) = 0, como la derivada direccional es cero, esto quiere decir que no hay variacion
n

en la funcion, por lo tanto el hombre al caminar hacia el Nor-oeste no sube ni baja, es decir

gue se desplaza siguiendo la trayectoria de una curva de nivel.

El hombre descenderd méas rapidamente si se mueve en la direccién contraria al vector

gradiente, es decir en la direccion del vector (33, 33).

8) Consideremos la funcion f definida por:

2

X,,-2" si (x,y) * (0,0)
f(x,y)= X +y

0 si (x,y) =(0,0)

Demostrar que f tiene derivada direccional en cualquier direccion en (0,0) pero no es
diferenciable en ese punto.

Solucion

Consideremos el vector unitario n = (cos0, sen0) , entonces:

, /((0,0)+Aji)-/(0,0 /(Acose, /jsen0)-/(0,0]
£ 700 = tim! (OO AID-0,0)_ ¢ jsen0)-/(0,0j
i n 0 h
h2e0s20./jsen0-0 h* e0s20.sen0 c0s20. senO

. 1
= i - Te55 OFSER 0y ass eg's 0Fséh 0

4 i
I e s T T éLsen '0) ~ LA

e0s20
-, sisen0*0
sen0
. . f(hcos0,00-/ (0,0 . 0-0
Sisen 0 =0 entonces D >f(0,0) = lim = lim----—-- =0
[ 0 h o h

por lo tanto a la derivada direccional expresaremos asi:
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e0s20
D',f(0,0) :i Seno
0 si sen0=0

si sen0*0

Luego la funcion f tiene derivada direccional en toda direccion.

Ahora veremos si f es continua en (0,0), para esto se debe tener lim _ f(x, v) = /'(0.0)

(e)X00

Luego tomaremos un camino que contenga a (0,0) como punto de acumulacion.

5={(Ary) 6 R2/y =x2]

XA 1
lim f(x,y) =lim—--—-j =- *0=/(0,0)

(x,/)-»(0,0) x-,0 x + X 2

por lo tanto f no es continua en (0,0), Luego concluimos que f no es diferenciable en ese

punto.

9) Calcular la derivada direccional de f(x,y,z) =x¢+2y2-z2 a lo largo de la curva de

interseccion de las superficies 2x2+ 2y 2- z2 =25 a x2+y2 =i1 enel punto (3,4,5).

Solucion

—

Por calcular 0n/(3,4,5) = V/(3,4,5). /i,(X donde n=

————— sier



Funciones Reales de Variable Vectorial 457

10)

dF dF dF

VF(X,V, z) = (4x,4y~22) = ,
(y,2) = (4x,dy=22) = (0 o ) IVE(3,4.5) = (12,16,-12)
1/ IAy7 IAJ VG 3,4,5 = 6,8'10
VG(xyz)—(——— —-)-(2x2y -22) IVG( )= )
dy dz
— -»
i ] k
a =VF(3,4,5)iVG(3,45)=12 16 -10 =20(-4,3,0) a 11=100
6 8 -10
i :(-iA'T3 o>

VAX,.V,z) = (é\ AN LN =(2x,4y,-22) = VI(3,<4,5) = (6,16,-10)

-» 4 3 24 48 24
D_>/(3,4,5) =V /(34)/5)./i =(6,16,-10).(— ,-, 0)=— +—+0=—
i 5 5 5 5 5

24
£> >/(3,4,5)=—
n 5

Si la ecuacion F(x,y,z) = 0 define implicitamente a una superficie S, entonces el vector

VF(x,y,z) es un vector normal a la superficie S en el punto (x,y,z). Halle, la derivada
direccional de la funcion f(x,y,z) = x> +xy+y +y~ enel punto (1,2,1) y en la direccion de
un vector ortogonal a la superficie z = 2x2 - 3y2+1 en (2,1,6).

Solucién

El vector ortogonal a la superficie S{: F{x,y,z) =2x2- 3y2-z + les:

dF(2,1,6) <5F(2,1,6) dF(2,1,6))

dx dv dz

VF(2,1,6) = (

2 2 dF dF
VF(x,y,z) =2x -3y -z+1= VF(xyz)-(— — ,— )=(4x,-6y,-1)
dx dy dz
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VF(2,1,6) = (8,-6,-D => ||VF(2,1,6)|| = VIOT

-»  VF(2,1 6) 8 -6 -1
como H = t-------mmme- =(-
ivF(2,i 6). VToT* VTOT’ VToT
\ vl -y-
VE(X, ¥,z) = XR+xv+v+22 = Vf(x,Vv,z)= = (2.x+y,.r +1,2z) de donde
rix cy (k

VE(1,2,1) = (4,2,2).

D/AF(1,2,1) = VF(1,2,1)./1 =(4,2,2).(-7L=, -~ L, -~ L)
/i Vioi viol vioi

32 12 2 18
VToT ViéT VioT VToT

D_»/(1,2,]) =-j==
vioi

Sea la funcion f (x,y,z) =x2+cos(x+y) - z2. Halle la derivada direccional de f en el punto
/~0(1,—1,1) y en la direccién de un vector ortogonal a la superficie de nivel de f que contiene a

Po-
Solucion

Primeramente hallaremos la superficie de nivel de f que contiene a p{ es decir:

c=x2+cos(x+y)-z2 lasuperficie de nivel, como contiene al punto p()(1,—,1), entonces

c=1+1- 1=> C= 1 Por lo tanto la superficie de nivel de f que contiene al punto p () es:

F(x,y,z)=-X+cos(x+y)-z2-1

dF dF dF

ahora calculamos el vector ortogonal a la superficie de nivel VF(x, v,z) = (— ,
ex (,\’ dz

VF(x,y,z) = (2x-sen(jt+y),-sen(,v+y),-2z) de donde VF(1,-1,1) =(2,0,-2) tomando

»  VF(1,-1 1) 1

1
el vector unitario u = jj------------ = (~7= ~i=)
FEINVEQID T V2 v
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f(x,y,z) =x2+cos(x+v)-z2 => Vf(x,y,z) =(2x-scn(x+y),-scn(x +y),-2z) de
donde V/(l,-1,1) =(2- 0,0, - 2) =(2,0,-2)

D »/(1,-1,1) =V/U-1,1).f =(2,0-2).(j=, 0, -~J=) =JL +JL =252

D_>/(1 -1,1) = 2V2

y 2 :
z
12) Mostrar que la ecuacion del plano tangente al elipsoide ~ +7Y +-2 =1 en cualquier punto
a b e
. - x0x v(y z0z
suyo M(x0,y0,z0) tiene la siguiente forma: —j-+— 1
a b e
Solucién
X2 f/ 2 z
Sea F(x,y,z) =— +b— +—— 1. Lanormal al plano tangente en el punto A/(x0, y0,z0)es:
a e

* i \ dF OF dF 2x 2V 2z
N=VF(x(),yfi,z0), dedonde, VF(x,y,z) =(— ,— ,— )=(-T.~T>T)
cx dy dz a b e

N = VF(x0,vo,20) = (—Yy-, b —r-), la ecuacion del plano tangente esta dado por:
a c

P: TV ((x,y,2)-(x0,>0.20)) =0

2x0 2v0 2z0
P (— <-rr>— Ux-x0,y-ya,z-z0)=o0
a b e
WLIi21 _£0* VvV V . ) OV yev A _
r a2+bZ+CZ~a2+b2+ZZ~1 e a2 b.2e 2
13) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = ey sen(x+2z) en el punto en que el

plano tangente es paralelo al planoti: 2x+z-5=0

Solucion
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Consideremos la funcion F(x,y,z) =z-eysen(x +z).

La normal del plano tangente a la superficie es: N = VF(jr0,>'0,20) dodde

dF &F a&F wv
VF(x,y,z) =(— ,— ,— )=(-e cos(x+z),-e sen(x+z), 1-e cos(x+2z))
dx dy dz

N = VF(xn,jO0,:0) = (~ey"cos(.r0+z0), - e y"'sen(x,, +z0), \ - e y""cos(x,, +2,,))

t™M
—=

comort 2x +z-5=0 sunormal es Nx=(2,0,1) ademas el plano pedido P es paralelo al

plano jrentonces VF(x0,yQz0)1/Nx =>3A e R, talque:

VF(x0,yn,z0)=A(2,0,1)- e y"cos(xn+z,,),-eNV sen(x0+z0),l-er"cos(xn+z,)) =(2A,0, A

-ey'cos(.r0+zn)=2A
-e\asen(jrn+2z0) =0 =>x0+2z,=0

1- ey>cos(x0+2z0) = A

rn=2A
como x0+zn=0 => e =2 =>yn=In2
l-evV'=A

ademas z=ey(x+z) =>z0=2sen0=0 => z0=-x0=0 por lo tanto el punto de tangencia
es ~0(0,In2,0)

P: Af.((x,.y,2)-(0,In2,0)) =0 entonces P: (2,0,).(x,_y-In2,z) =0 P: 2x+z=0

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie definida por x = ucosv,
K
y=usenv, z=2u,enelpuntoenqueu= 1, v= T

Solucion
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15)

La ecuacion de la superficie dada por S: X = ueos v, y = usen v, z= 2u, expresaremos en

forma cartesiana.

2 2 2
x —WCOSV x =« €0SV 2 2 2
_ _ 2 2 2 __*+J =M
y=usenv = y=wSen v =
2 2 ~4¢

Z=2u z =4u

Luego 5:z =4(x2+y?2), definido en forma implicitaes S: F(x,y,z) =4x2+4y2Z-z2

. a yi2 yi2
ademédsparau= 1, v=—, X = -, Y= - , z2=2
4 2 7 2
N =VF(-"~, 2) donde VF(x,y,z) =(8x, Sy, - 2z)

VF(— ,— ,2)=(4"2,4V2, -4)
2 2

- 4 2
La ecuacion del plano tangente es: P: N\(x,y,z)-(-—,-—-,2))=0
2 2

P: 4V2,4V2,-4).(X--—,_ y— z-2)=0 P: 42x+42y-z2 =0
2 2

Hallar el valor de k para que se verifique que en todo punto de interseccion de las dos esferas
(x-k)2+y2+z2=4; x2+(y-1)2+z2=1, los correspondientes planos tangentes sean

perpendiculares uno al otro.

Solucion

A las ecuaciones de la esfera expresaremos por:

F(x,y,z)=(x-k)2+y2+z2-4; G(x,y,z) =x2+0>-1)2+z2-1 vy sea /Xxn,y0,zn) el

punto de interseccion de ambas superficies .

Sean u; y #2 1°s planos tangentes a las superficies donde

Ni = VF(x0,y0,z0) = (2(x0-k),2y0,2z0) y M2 =VG(x0,y0,z0) = (2x0,2(y0-1),2z,,)
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como n{ln2 son ortogonales entonces VF(xn,y0,z0)xVG(xa,y(),zn) donde

VF(x0,y0,20).VG(x0,y0,z0) =0

(2(x0- k),2y0,2z0).(2x0,2(y0- 1),2z0) =0 de donde : +2% = kx0+y0 ...(1) ,
ademas P(xfi,yn,z0) esta en las dos superficies esféricas :

(r0-k)¢+yl+zl =4 - (2) x0+Cvo_h2+zn=1 . (3)
por lo tanto de (1) y (2) se tiene 2kxn+4- k2 =kx0+y0, dedondey0=kx0-k 2+4... (4)
de (1) y (3) se tiene 2y0=k x0+y0 de donde yn=kxfi .. (5)
de (4) y (5) setiene k2=4 => k=2
por lo tanto los planos tangentes son ortogonales cuando k toma los valores k = +2.

(x-2)2 (y+3)2 2
9 +7Z

paralelo al plano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y es perpendicular al plano 2x

Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie =1 que es

+y-z=0.
Solucion

-

Sea P: N.(p-po)=0, elplano pedido.

P,: el plano que pasa por (2,-2,3) y (3,3,-2) dedonde a - (3,3,-2) - (2,-2,3) = (1,5,-5)

—» P/IPj allP
P2:2x+y-z =0, con normal N2 = (2,1,—1) como p = => a, N2//P

J.P, N2 1P

por lo tanto lanormal de Pes N =a* N2

k
N= 5 -5=-9(0,11)
1 -1
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17)

: (x-2)2 (y+3)2 . .
Si F(x,y,z) =—--"-h--"—---——+z -1 si P(x0,y0,z0) esel punto de tangencia

2 2 >
entonces VF(x0,y0,z0) = (—(x0-2),-(y0+ 3),2z0) como VF(x0,y0,z0)//N =>3A ei

- 2 2
tal que VF(x0,.y0,r0) = AN (—(x0 -1),9—(y0+ 3),2z0) = A(0,1,1) de donde
» 5

*0-i) =
%( 0-)=0 x0=1
2 9
‘mN0'0+3)=A =>y0=-3+%-j2
2z0=A V2
2°=+—
P: (O,1,1).(x-L,y+3%-jV2,z£-~) =0 y+z+3-2yj2 =0y P2y +z+3+272 =0

Demostrar que los planos tangentes a la superficie xyz = m (m es una constante) forma con

los planos coordenados tetraedros de volumen constante.
Solucion
A la superficie definiremos por F(x,y,z) = xyz - m. y sea /20(x0,y0,z09) un punto de la
4

.- , > L F. 8F dF
superficie => x0,y0,z0 = m, ademés la normal del planoes N =, —CD-() %eildonde el o7

—>
punto p0(x0,y0,z0) es N = (y0z0, XaZq, x0y0) .

5
Luego la ecuacion del plano tangente es: P: N.(x- x0,y-y0,z-20)=0

P: (yo20’¥0- %V0)-(*-*0"y-yo< z~z0)=0 => P: y0zOx+xrzQy +x0y0z-3x0y0z0=0

r»toai0lToq,*=* {£+«*)*+ (I+*'0+ o* -»*098abidftqifs I»asoPo (0x,0j ,0x)ad oraos

1 Zr)3
como V:-\-’; %\, donde A =y0z0, B=x0z0, C=x0y0, D =-3x0y0Z0
0 d

K = =l W 0|=£" - K=2f mes una constante.

=1 |0 i‘W 13,
6 J-0Z0™0”0-Vo 6 (x0y0z0)2 2
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Determinar la ecuacion del plano tangente al elipsoide x2+ (y-1)2+4(z+2)2=4 que sea
paralelo al plano tangente de la esfera x2+(y-1)2+(z+2)2=9 en el punto
(-1, 1,-2+V8).

Solucion

A la superficie definiremos por la funcionF(jt,j',z) =x2+ (y-1)2+(z+2)2-9, de donde la

-> r -+ dF dF dF
normal al plano tangente es N. = VF(—, 1, —2+V8) dedonde N. —(— , F , E
dx dy dz

Nx=(2x, 2(y-1), 2(z+2)) enel punto (-1, 1, -2+78) se tiene: TV, =(-2, 0, 2°8) que

es la normal del plano tangente a la esferaen el punto (-1, 1, - 2+.8).

Sea G(X,y,z) =x2+(y-1)2+4(z+2)2- 4, de donde

£
N =VG(x0,y0,z0) = (2x0,2(y0-1), 8(z0+2)) es la normal del plano tangente al elipsoide,

como los planos tangentes son paralelos es decir:

NJIN =>3Ae R talque N = ANX, de donde (2x0,2(y0- 1), 8(z0+2)) = A(-2,0,2"8)

por lo tanto:
2x0 =-2A A=-Jfn
2(y0-1) == = jy0=1

8(z0+2) =2V8A
z,=-2+-—A

como p(x0,y0,z0) estaen el elipsoide se tiene: x2+ (y0+ 1)2+4(z0+ 2)2 =4, por lo tanto

R+2A =4 => A =— => A=
S

VI
Luego »yo=1»z0=-2+ 3
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-+ dG dG dG 2 > 4 /
como N = (-, - R enelpunto (—=,1,-2+-——) es N=-=(-1, 0, 2V2) de
dx dy dz V3 3 v3

donde se tiene: P: 7V.(jc-;c0,y -y 0,z-20) =0 dedonde P:x-2-j2z+2-j3-4-J1 =0

19) Demostrar que los planos tangentes a la superficie -Jx +Jy +-Jz = interceptan en los

ejes coordenados segmentos cuya suma es constante.

Solucién

Calculando el plano tangente a la superficie en el punto PO(xa,ya,zl)
a itW* P4 (d.\ii~ V. jinoi; r

Sea F(x,y,z) =-Jx+Jy +-Jz --J~A donde la normal al plano tangente a la superficie en el

punto PO{x0,y0,zQ) es: N =( ), la ecuacion del plano es:
2jy0 2Jzq

-* 1 1 r-
P: M((j: +v+2)-(x0,>0,z0)) =0 entonces P: =x +—==y +—=z =JA

VXo V"0 Vzo
Ahora encontraremos los puntos de interseccion del plano con los ejes coordenados.
SeapePnejeX =>y=z=0
x=jAx0 => P(jAx0,0,0)
Sea QePnejeY = x=z=0
y =jAy0 dedonde Q(0, ~ Ay0, 0)
Sea RePnejeZz = x=y=0

dedonde z = (yjAz0 ,R(0fi,~jAz0) de la condicion del problema se tiene:

[OP]+30Q |+ 10R |= es unaconstante, es decir:
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1 OP ||+ 10Q ||+ 10R||=JAx0 +jAy0 +jAz0 =4a(Ix0+Jy~r+~ ) =Jala =

N

—> —>
|OP ||+ 10Qj+10R|j=A esunaconstante

20) Dada la funcion X +2y2 +37 =21, trazar a ella planos tangentes que sean paralelos al
plano x+ 4y + 62 =0
Solucién

= -y
Sea N =VF(x0,y0,z0) la normal al plano tangente P donde N = (2x0, 4y Q 6z0) vy sea

— -» —>
rc:x+4y+6z=0 donde Nx=(1,4,6) como PUn => 3 Xe R tal que N =XN{ entonces

A
(2x0, 4y 0, 620) = A(1,4,6) => x0=—,y0=A,z0=A

como +2MN+3zg=21 =»----- h2A2 +3A2 => A=4+2
4
Luego el punto de tangenciaes p0(x1, + 2, £ 2).

N
Laecuacion del plano tangente es: P: N.((x,y,z) -(x1, £2,+£2)) =0

P: (1,4,6).(xxl,yx2,z+2)=0 P: x+4y+6z=%21

1 Gradiente y derivada direccional.

1) Hallar el gradiente de f, en el punto indicado:

I(,.y.z)=V 7vT7T7. m m

b) f(x,y) =\n"jx2+y2, P(1,2) Rpta. (™ ,n)

-¢)  f(x,y,z) =xeyz, P(l,4,2)Rpta. (e8,2e8,4e8)
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2)

3)

4)

d) f{x,y, z) =sen3x. e0s2 xjtgx, P(O,—Z,—4) Rpta. (0,0,0)

e) /U,y,z)=3z+zd+/+23 P2l Rpta. (1,1,2 +2In2)
f) Hallar ~(4,2) sif(x+y, x-y)- xy+y2 Rpta. (3,-2)
g) Si f(x-y-z,y-x-z,z-x-y) =xy+y2+yz. CalcularV f(2,2,2)

h) Si f(x +y, x —2y + 3z, 3x - 2z, w—1) = xyz + z. Hallar el gradiente de f en

21.-2). Bpta. 283 829 3%
(21-2) pta (450’45’0 450’%

i) Calcular VF(4,2) si F(x+y,X-y) =x2y +y2
-
En cada ejercicio calcular Z)_>/ en el punto P para el cual /u es un vector unitario en
ti

la direccién de PQ :

a) f(xyz)=Inx+y+z P(1,0,0), Q(4,3,1)
b) fix,y,z)=4x2+y2+22, P(1,1,1), Q(7,8,0)
c) f(x,y) =e*cosy+eysenx,  P(10), Q(-3,2)
d) f(x,y) =x2+xy+yi, P(1,2), Q(1,3)

e) f(x,y) =e*arctgj, P(0,2), Q(-2,5)

1 3
Hallar la derivada de la funcion z = arctg(y—) en el punto (— — ) perteneciente a\{a
X 2 2

circunferencia x° +y Z.2x = 0 en la direccion de la tangente a ésta. Rpta. L
2

z
Calcular la derivada de la funcion w=arcsen(—=----) enel punto M (1,1,I) en la
X +y

1
direccién del vector MN siendo N(3,2,3). Rpta. -
6
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5)

6)

7)

8)

9)

10)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la derivada de la funciéon z = In(e* +ey) en el punto (1,2) perteneciente a la

parabola y 2 =4x, en ladireccion de ésta. Rpta. 2

Calcular la derivada de la funcion z =x > - y % enel punto M(1,1) en la direccién del

vector que forma un angulo de 60a con el sentido positivo del eje X.

Rpta. 1->/3

Hallar la derivada direccional de z=3x 4—xy +y Sen el punto (1,2) siguiendo la

direccion que forma con el eje X un angulo de 602 la tangente a esta.

Rpta. 5+1

Sea f(x,y,z) =In(x2+y2+:z2). Hallar la derivada direccional de f en el punto (1,3,2)
a lo largo de la curva de interseccion de las superficies 5,: 36x2+4y2+9z~ =108 y

SV x2+y2-5r2=0, si al mirar éste, desde el origen de coordenadas, el sentido es

36
horario. Rpta. Z> »/(1,3,2) = — 1=
n 7yl194

Sea f(x,y,z) =xy 2+y %3%+2%. Hallar la derivada direccional de f en el punto (2,-
1,1) en la direccién de la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies
iSj: 36x2+4y2+9z2=108 y S2:x2+y2-5z2=0, en el punto (1,3,2) y en la

direccion en que disminuya.

La temperatura en el punto (x,y,z) en un trozo de metal viene dada por la formula
f(x,y,z) =e2x+y+iz grados, ¢En qué direccion, en el punto (0,0,0), crece mas

rapidamente la temperatura? Rpta. En la direccion (2,1,3)
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11)

12)

13)

14)

15)

16)

Si C es la curva de interseccion de las superficies 5j: 7=X +2y2 y
S2 mz=2x2-4y2+2. Hallar la derivada direccional de

f{x,y,z) = x° +y %47 *+eosn xy, enel punto (2,1,6) alos largo de la curva C.
206
Rpta. /)_>/(2,1,6)=- - =
n V266
%
Si C es la curva de interseccion de dos superficies 5,: % +y2 =7 y
S2m 25472 =2x2+2y2. Hallar la derivada direccional de la fiincion
f(x,y,z) = xZ +y 2.7 2, en el punto (3,4,5) alos largo de la curva C.
Rpta. D_>/(3,4,5) =0

Sea C la curva de interseccion de fos cifindrosx 3-y 2= ly x+z =1 enelg

octante. Hallarla derivada direccional de la funcion f(x,y,z) =x2+y2+z2, a los

VI V1 VI

largo de la curva en el punto (——é— , —2 ----- )

VI VI VI V6
Rpta. DA f{— ,— ,— )=—
n 2 2 2 3
Hallar la derivada direccional de 'f(x,y,z) =x2yzi en el punto (1,1,-1) y en la

direccion de la tangente a la curva de interseccion de la superficie z = 3x2+y2+1 con

7
el plano x = 2 en el punto (2,-1,14). Rpta. £) >/(2,-1,14) =+*~p
n V5

Hallar la minima derivada direccional y el vector unitario en esa direccion para

X \%
f(x,y)=-—- en (3,2). Rpta. D_+f(3,2) = —-
y n 25

Dada la funcion f(x,y,z) = (x-1)2+2(y +1)2+3(z-2)2-6, encontrar la derivada
> > >
direccional de la funcion en el punto (2,0,1) en la direccion del vector i +j +2k .

14
Rpta. O_>/(2,0,)=—j=
n V6
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17)

18)

19)

20)

21)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la derivada de la funciéon n :i, donde 2r :§< +y2 +z2 , en la direccion del
r
. 1
gradiente. Rpta. —.
r

4x 2
Dada la distribucion de temperatura T(x,y) =48-——-3y . Hallar la razon de

cambio de temperatura.

) En(1,-1) en ladireccién del enfriamiento maximo.

-
ii) En(1,2) enladireccionde i.

iii) En (2,2) en ladireccion que se aleja del origen.

Si u=xy +yz + xz encontrar la razén de cambio de u en el punto (-1,1,7).
i) Enladireccion del punto (-1,1,7) al punto (7,7,7). Rpta. 10
U) Enladireccion del punto (-1,1,7) al punto (1,3,8).
Ui) En ladireccion perpendicular al plano 3x + 4y - 12z = 12.
La temperatura es T grados en cualquier punto (x,y,z)en el espacio R3 vy
60
TE—-—-- r-----5-----, la distancia se mide en pulgadas.
X+y+z +3
) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto (3,-2,2) en la
36
direccién del vector -2 i +3j —6k Rpta. =
U) Encontrar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de T en
(3.-2.2) Rot (96c) 153
-2,2). pta. (- T ,
10010 10 100
El cambio de temperaturas correspondiente a los diversos puntos (x,y) de una placa esta
X
dado por T(x,v) =—-—— — Hallar la direccion de maximo aumento de temperatura en

X ty
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22) La temperatura distribuida en el espacio estd dada por la funcidn

n n
f(x,y) =10 + 6 cosx cosy + 3 eos 2x + 4 eos 3y, en el punto (—,—). Encontrar la

direccion de mayor crecimiento de la temperatura y en la direccion de mayor

decrecimiento en la temperatura.

L L 9v3 373

Rpta. Mayor crecimiento en la direcciéon (----- 2— -------- 2 --)
- oo, 973 3V3

Mayor decrecimiento en la direccion (--—2— ———————— 2 )

23) Hallar la derivada direccional de / (x,y,z) = 3x2+yz+z3 en el punto (1,1,1) segun la

direccién de la recta de pendiente mas pronunciada (mayor pendiente) que caracteriza la

- 2 3 /
superficie z=2+3y cosx+x en el punto (ji, 2 ,20)

14+ 100¢ 2
Rpta. £>_/(1,1,1) =
WI+2572
24) Hallar la mayor razon de cambio de la funcion
2 N N

f(x,y,z) =e™x 3 cos(™N(x+2>")+3J# z, enel punto x0,donde x0 es el punto en el

primer octante de la superficie 22 =x"-2 y2 +3v- 6 en el que el plano tangente es
paralelo al plano 3x-—y -z +8=0. Rpta.|v/(3,2,1)|| = 151.97

25) Calcular el valor de la derivada direccional de la funcion z =In(x + y) segln la direccién
de la pendiente, mas pronunciada que caracteriza la superficie 2z = \n(e* +ey) cuando

z=1. Rpta. Daf(x,y) =
Ved-2ee

26) Sea f(x,y)=x2y ¢Qué angulo forma el vector direccidn con el eje X positivo, si la

derivada direccional en (-1,-1) es 2?.
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27)

28)

29)

30)

31)

32)

Eduardo Espinoza Ramos

El potencial eléctrico es V voltios en cualquier punto (x,y) en el plano XY y

\Y, =e Ixcos2y, ladistancia se mide en pies.

n
)  Encontrar la rapidez de cambio de potencial en el punto (0,—) en la direccion del
4

- - - n - n -
vector unitario —eosz i+ sengj Rpta. -1

II) Encontrar la direccion y la magnitud de la méxima rapidez de cambio de  V en

(0..). Rpta. (0-1) , |[VK|=2

Si f(x,y) =4x 24 9y 2, encuentre la direccion en el punto (2,1) para la cual la derivada

1
direccional de f tiene el valor cero. Rpta. = ,,  (9,-8)
V145

Si f(x,y) = 169—c2-y 2, encuentre la direccion en el punto (3,4) para la cual la

1
derivada direccional de f tiene el valor cero.  Rpta. +—4,-3)

En qué direccion es que la funcion f(x,y,z) = (x+y)2+(y +z)2+(x +z)2 crece mas
rapidamente en el punto P(2,-1,2) ¢Cual es la razén instantanea de cambio f por unidad

de distancia en esta direccion.

Rpta. direccion (-10,4,10), max = [jv/j = V216

El potencial eléctrico V en el punto P(X,y,z) en un sistema coordenado rectangular, esta
dado por V=x2+9y2+4z2, calcular la razon de cambio de V en P(2,-1,3) en la

direccion de P al origen.
¢Encuentre la direccion en la que la razon de crecimiento de V es maxima en P? ¢Cual

es la razon de crecimiento minimo?.
Un objeto esta situado en un sistema de coordenadas rectangulares de tal manera que la

temperatura T en el punto P(x,y,z) esta dado por T = 4x° - y2 +167 , calcular la razén

— —_- =
de cambio de T en el punto P(4,-2,1) en al direccion del vector 2 /+6j-3 k. En qué

direccion a partir de P aumenta mas rapidamente T?. ¢(Cudl es la razén de cambio

méaximo en P?.
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33)

34)

35)

36)

La ecuacion de la superficie de un cerro es z=1200- 3x’ -2 y ? donde la distancia se
mide en metros, el eje X apunta al este y el eje Y apunta al norte, un hombre esta en el

punto correspondiente a (-10, 5, 850).

t)  ¢Cudl es la direccion de la ladera méas pronunciada?

ii)  Si el hombre se mueve en direccion del este, ¢Est4 ascendiendo o descendiendo?

¢Cuadl es su rapidez? Rpta. Subiendo a 60 m/seg.

iii) Si el hombre se mueve la direccién del Sureste Estd ascendiendo o

descendiendo? ¢Cual es su rapidez?. Rpta. Bajando a 20->j2 m/seg.

Una funcién /: R2--—-—- >R definida en el punto (3,4) tiene las siguientes derivadas
direccionales o 3 en la direccion al punto (4,4); 1 en la direccién al punto (3,2).

Determinar V f(3,4). Rpta. V f(3,4) = (3,-1)

2
Una funcion /: R -——-- >R tal que z = f(x,y), tiene en el punto (1,2) derivadas

direccionales 2 en la direccién al punto (2,2) y -2 en la direcciéon al punto (1,1).

Calcule la derivada direccional de fen (1,2) en direccion al punto (4,6).

1
La funcion f(x,y,z) tiene en el punto P(2,-3,5) las derivadas direccionales — en la
3

3 1

direccion al punto A(0,1,9), — en la direccion al punto B(5,-3,1) y —en la direccion
5 4

al punto C(4,-2,7). Calcular la derivada direccional de f en la direccion al punto

D(1,3,6). Rpta. D->/(2,-3,5) =
( ) P n ( ) 52-738
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37)

38)

39)

40)

41)

42)

Eduardo Espinoza Ramos

La superficie exterior de una montafia se describe mediante la ecuacion
h(x,y) =400-0.0Ix - O.O4y2. Supdngase que un alpinista esta en el punto (500,
300, 3390). (En qué direccion debe moverse el alpinista para ascender al mayor ritmo

posible?

Hallar la derivada direccional de la funcion f(x,y,z) =x2+ y-z % en el punto (1,1,1),
en la direccion del producto vectorial de la normal a la superficie S: 2x+y -z - 2en
el punto (1,1,1) y el vector a = (1,0,1).

Hallar la derivada direccional de F(x,y,z) = xzyz3 en el punto (1,1,-1) y en la direccién

de la tangente a la curva de interseccion de la superficie z = 3x2+y2+1 con el plano x

7
=2 enel punto (2,-1,14). Rpta. D _»./(2,l-)=%x-p
n V5

Sea f(x,y,z) =2x2+2xy-y2-5x +3y-2
I) ¢En qué direccidn crece mas rapidamente en el punto (1,1)?
ii) ¢Cual es la derivada direccional de f en esta direccidn y en ese punto?.

Demuestre que la funcion f definida por:

M s k) * 0.0)
()= fx +y
0, si (x,y) =0

tiene la derivada direccional en toda direccidn en el punto (0,0) pero no es diferenciable

en (0,0).

r- 2X V. N
Sea f(x,y) :\V sen.y+X—-;--)-/J , para (x,y)*(0,0)

[ 0 » para (x,y) =(0,0)

En qué direccién existe la derivada direccional en el punto (0,0).
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43)

44)

45)

46)

47)

48)

Un avidn se mueve segln su plano de equilibrio con la funcion / (x,y) =x2+y2, si hay

. V2 W2
un viento cuya direccién es (—- ,-----).
2 2

I) ¢Cual es la velocidad del avion con direccién al viento?

II) Si el viento cambia de direccion en 45fi en sentido horario ¢;Cual es ahora su nueva

velocidad con respecto al viento?.

2 2 2

X z
Demostrar que la derivada de la funcion u =— hb—yj-+— en cualquier punto M(x,y,z)
a e

2u
en la direccién que va desde el origen de coordenadas es igual a ------ , donde
v +y? +7°

Sera F una funcion diferenciable con dominio en R3 tal que F(y,—,In|/(xz2)|) =0,

F,(3,v2,0)=1 F2(3,v2,00=2, F3(3,v2,0) =1 f una funcion diferenciable con
dominio en Rtal que /(2) =/"' (2)=1

Halle la derivada direccional de f(x,y,z) = xsennyz + 2ytgjix en el punto (1,2,3) y en la

*
direccion de la recta tangente a la curva dada por las ecuacioneszx -Zky 2+z =14,

X+2y-z=0.

¢Qué angulo forma la tangente de la linea z =yl+x2+y 1 ,x =1 enel punto (1,1,-y/3)

con la direccion positiva del eje de coordenadas?

X2+y2
¢Qué angulo forma la tangente a la linea z = BaaE y =4 en el punto (2,4,5) con la

direccion positiva del eje de abscisas?.
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49)

50)

51)

52)

53)

54)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la minima derivada direccional y la direccion del vector unitario en la que se

X
obtiene para f(x,y) :---;---- en (3,2). Hallar también dos vectores unitarios para los
Xty
cuales la derivada direccional es cero.

> 1 -» - i
(3.2), p.=(-3,-2) .
VI3

Determinar los puntos (x,y) y las direcciones para los cuales tiene su valor méximo la

derivada direccional de f(x,y) =3x +y , si (x,y)2 es in punto de la derivada

x2+y2=lI.

Hallar la derivada direccional de la funcion f(x,y,z)=xeyz +yexz +zexy en el punto
P0(1,0,2) en la direccion que va de PO al punto Px(5,3,3).

. n oixurrrob nto sldsnndiaiib néiaoi/l Bnu H
Demostrar que la derivada de la funcién u = f(x,y,z) en la direccion de su gradiente es

igual al modulo de este.
jrr—y2

¢En que direccién la derivada direccional de f(x,y) =——
X +y

en (1,1) es igual a
cero?.

La distribucion de temperatura de una placa metalica viene dada por la funcion

T(x,y) =xely +y3ex.
a) ¢En que direccién aumenta la temperatura de una placa metalica en el punto (2,0)?
b)  ¢En que direccién decrece la temperatura mas rapidamente?

Rpta. a) V T(2,0)=(1,4) b) -VT(2,0) = (-1,4)
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55) Hallar la derivada de la funcién u=xy2+z3-xyz en el punto M (1,1,2) en la direccion

que forma angulos de 60°, 45°, 60° respectivamente con los ejes coordenados.

Rpta. 5

1. Planos Tangentes a una Superficie.

1) Escriba las ecuaciones de los plano tangentes y las normales en los puntos indicados,

para las superficies dadas.

a)z =-\x2+y2-xy en el punto (3,4,-7)

b)

c)

€)

x-3 y-A z+1
Rpta. P: 17x+ 12y +5z2=64 , L.

17 1
z= arctgy—en el punto (1,1,,—”)
X A
_n
Rot p 5 71 L Y —1 y —1 z
a. Pix-y+2z=— , — =i =1t
P y 2 1 -1 2
X y z a-J3 b-JlI c-Jl
— F7ry +— =1enelpunto (- e == )
a b e 2 2 2
Xy 2 n a-Ji b-fi cy/3
Rpta. P. —i— h—=v3 , L: a(x )=b(y-—- )=c(z-
abe 3 3 3

X3+y3+z3+xyz =6 enel punto (1,2,-1)

x-1 y-2 z+1
Rpta. P: x+I1ly +5z-18 =0 , L\ =N =
1 n 5

3x4-4y I+4xyz2-4xz3+1=0 en el punto (1,1,1)

x-l_ y - 1_2—1

Rpta. P: 3x-2y-2z+1=0 , L:
3 -2 -2




478

2)

3)

f)

9)

h)

)

Eduardo Espinoza Ramos
(z -x~)xyz-y' =5enel punto (1,1,2)

Rpta. P: 2x+y+1lz =25, L: -----= sormozm -

4+)x2+y2+z2 =x+y +z en el punto (2,3,6)

X-2 y-3 z-6
Rpta. P: 5x+4y+z=28 , L.
5 4 1

x]j2+y1/2+21/2 =4 en el punto (4,1,1)

X-4 y-1 z+1
1 2 2

Rpta. x+2y+22=8

x2n +y 2n +z2n = 14 en el punto (-8,27,1)

*+8 v-27 z
Rpta. P: 3x-2y-6z+84=0 , L - =
3 -2 -6

x2+y2-3z =2 en el punto (-2,-4,9)

Rpta. P: 4x+8y+3z+22=0 , L:

Hallar la ecuacién del plano tangente al elipsoide x~+2y +z = 1de tal modo que sea

paralelo al plano x -y + 2z = 0.

Rpta. x-y +2z=; x-y +2z= -

Sea S una superficie de ecuacion x +y +z - 4y-2z+2=0, porel punto (1,1,2) de S

pasa el plano x +y- z = 0yla superficie 3x2+2y2- 2z = 1 que originan las curvas de

interseccién con S respectivamente. Hallar la ecuacion del plano que pasa por las

tangentes a dichas curvas en el punto dado.

Rpta. x-y+z=2
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4)

5)

6)

7)

8)

Encuentre una ecuacion del plano tangente en cualquier punto (a,b,c) de las superficie
S: x12+_y1/2+z12 = kv, y luego muestre que la suma de las intersecciones de este
plano tangente con los ejes coordenados es una constante.

3 2

X X
Sea la superficie S: z=-y+ — . Demostrar que todos los planos tangentes, en
y y

cualquier punto de S, tiene un punto en comdn.

- Ly . 2 +2 z-1
Escribir la ecuacion del plano tangente perpendicular a la recta X—)—r—:y—j— =—

para la superficie z = xy.

Rpta. P: 2x+y-z=2

Trazar un plano tangente a la superficie x2-y 2= 3z, de tal modo que pasa por el punto

X z
A(0,0,-1) y que sea paralelo a la recta —= y—: —.
2 1 2

Rpta. 4x-2y-3z2+3=0
En la superficie x° +y2 +7° -6y +4z= 12. Hallar los puntos en los cuales los planos
tangentes sean paralelos a los planos coordenados.
Rpta. Enel plano XY, (0,3,3), (0,3,-7)
Enel plano YZ, (5,3,-2), (-5,3,-2)

En el plano XZ , (0,-2,-2), (0,8,-2)

9) Mostrar que el plano tangente a la superficie xyz =a3, en cualquier punto cuyaforma

es un tetraedro de volumen constante con los planos coordenados.

10) Mostrar que las superficies X + 2y -Inz+4 =0 y x*-xv-8x+z+5=0, son

tangentes, esto es, tiene un plano comun tangente en el punto (2,-3,1).
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11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)
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.. 2 2 2 2 2
Demostrarque las superficies x = +y £7 =ax y X +y “+z =by son ortogonales

entre si.

2 2 2

. X z
Trazar el plano tangente al elipsoide —T+:)LT+ —~2 = de talmodo que corte
a e

segmentos de igual longitud en los semi ejes positivos.

\,laz +b2 +c?
Determinar la ecuacion delos planos que pasan por la recta
L={(1,—0)+i(l,-1,0)/i e /?} tangentes a la superficie 2x2+4y2-z =0.
Rpta. P: z=0

X2
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie — +y2+7z2=126, que es

ortogonal a la recta tangente en (2,1,6) a la curva de interseccion de las superficies

i63
z2=xX2+2y2, z=1x2-3y2+\ Rpta. 5x+2y+28z% 1663—83:0

(x-2)2 (y+3)2 2
1 ; vz =1, quees

paralela al plano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y perpendicular al plano

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie

2x+y-z=0.

Sea S la superficie definida por la ecuacion F(yz—x, z-y, -\/ix2 +y2):0, por

P(1,2,1) de S se trazan planos perpendiculares a los ejes X e Y determinando sobre S

dos curvas, hallar el plano que pasa por las rectas tangentes a dichas curvas si

DtF(3,—1,V2) =—1, D2(3,-1,V2) =3, D3(3,-1,V2)=J i

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie x2 +y2 - z2 =1, que contiene a la

recta de interseccion de los planos Pj: x+y+z=1, P2\ x+3y-3z=3.
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie 6x° - y 2.32°+4 = 0, que pasan

porlarecta 4x-3z=0,y=4.

11 2 y2
Hallar la ecuacion del plano que pasa por (1,2—,—2) que es tangente z = 3x +—4 en el

punto (2,a,b) y es ortogonal al planoy + z= 0.

Rpta. 12x+y-z = 13

Dada la ecuacion de la esfera x2+y2+z2=4 y la ecuacion de la recta
L={(4,0,0)+i(-1,I,1)/i e R}. Determinar un plano que pasa por L y sea tangente a la

esfera.

Rpta. 2x +(1-j5)y +(1+j5~8.

. 2 2 2
Trazar a la superficie x” +2y~+3z" =11, los planos tangentes paralelos al plano

11
x+y +z=1. Rpta. x +y +z+ —==0
V6

¢En qué punto del grafico de la ecuacion x° +4y” +16z° - 2xy - 12, son los planos

tangentes paralelos al plano XZ?.
Rpta. (2,2,0)y (-2,-2,0)

L2 2 2
Formar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie x“+2y“+3z° =21y

paralelo x + 4y + 6z = 0.

Rpta. x+4y+6z+21=0

Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie

x¥? +y¥% +7%% = %4 enel punto (3,3,4).

Rpta. P: x+y+z=12 , L: x-4=y-4=z2-4
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25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)
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Determinar el plano tangente a la superficie x2+(y - 1)2+4(z+2)2=4 que es paralela
al plano tangente a la esfera x 2 +(y +1)2+ (z+2)2 =9 en el punto (1,-1,2+V8).

Rpta. x+2VIz+2VI=0 , x+2VIz+6*VI=0

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie x2- Ay2-4z =0, que intercepta al

3
plano XY segun la recta x +Ay-i— = 0.
2

(x-1)2 (y+2)2 2
h +z

Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie =1, que es

paralelo al plano que pasa por los puntos (1,-1,2), (2,2,-1) y perpendicular al plano
x+y-z=0.

2 2

X \%
Demostrar que una ecuacion del plano tangente a la superficie z=—T+~J en Punt0
S a p
. 2*0 2y0
(xoy'zo) es z+z20=— x+—]y.
a p

Determinar la ecuacion del plano tangente que pasando por la recta
X2
L={(4,21)+i(4,-3,0)/r e Ji}, es tangente al elipsoide — +>»2+z2=1

Sean las superficies Sx: x2y' +2x+zi =16 , S2: 3x2+y2-2z =9, S, y S2, se

interceptan con la superficie S: X2 +3y2 +2z% =15. Determinando dos curvas Ciy
C2, respectivamente, las que pasan por el punto (2,1,2). Hallar la ecuacion del plano que

contiene a las rectas tangentes a estas curvas en dicho punto.

Determinar el valor de m para que el plano x-2y-2z + m = 0 sea tangente a la

superficie de ecuacion x2+4y2+16z2-144 =0.
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32)

33)

34)

35)

36)

37)

Sea S una superficie de ecuacion x2 +y 2472 -4 _y-2z+2=0. Por el punto (1,1,2) de
Spasa el plano x + y- z = 0y la superficie 3x 2+2y 227=1 que origina las curvas de
interseccion con S respectivamente. Hallar la ecuacién del plano que pasa por las
tangentes de dichas curvas en el punto dado.

Rpta. x-y+z=2
Sea C la curva en el plano YZ definida por la funcién z=1Iny, y> 1, se rota la curva C
alrededor del eje Y generando una superficie S.

Halle la ecuacién del plano tangente a Sen el punto (V2,e2,-J1)

Rpta. ->i2x-— y+sj2z =2
e

Sea P unplano tangente a la superficie x2+3y2+4z2 =8 en el punto (a,b,l) y sea x
+ 3y = 8, la ecuacidn de la interseccién del plano P con el plano XY, se pide hallar el

punto (a,b,l)y la ecuacion del plano P.

Rpta. x+3y+4z=38

Sea x0(2,1,7) un punto que pertenece a la superficie S descrita por z=x2+xy+yi,y
L la recta tangente a S en x0, de mayor pendiente. Halle la ecuacion del plano que

contiene a L y es paralelo al vector normal de S en x0.

2 2
¢En qué punto del elipsoide X Y v7? = 1 la normal forma angulos iguales con los
4 4
. 4 4 1
ejes de coordenados?. Rpta.x = 1—3 Y = 1—3, z=+— 3

Encontrar elangulo entre la recta L= {(-2,5,12) + t(4,1,-3)/1 e R} y lanormal a la

esfera x2 +y2 +z2 =121, en el punto de interseccidon de larectay la esfera.

Rpta. cosO
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38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)
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Las tres ecuaciones F(u,v) = O , u=xy , v=-Jx2+y2 definen una superficie en el

espacio XYZ. Hallar un vector normal a esa superficie en el punto x=y=1,z=V?,si

se sabe que: D,F(1,2)=1y D2F(12)=2.

La superficie z= 2x? +72 es cortada por la curva x = 2 yy=t-12z-t 2. 1, en el
t

punto (-1,1,3) cuél es el angulo formado entre la normal a la superficie y la tangente a la

curva?
Hallar el plano tangente y normal al hiperboloide x2+y2-2z 1=18 en (3,5,-4).

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie

S: eMsenx +exzsen+te**senz =0 en el punto PO(0,n,2n).

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie

F(x,y,z) =yzesenx+xze3eny+xyeserz en el punto P0(?r,0,0).

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z=e* cos(y+z), en el punto

donde el plano tangente es paralelo al plano P: y +2z—3=0.

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie

—)5—2—— (———\—/—2— 1——%52 lconelplano y=1 enel punto (1,1,1).

4 2

Escribir la ecuacion del plano tangente al elipsoide x2+2y 2 +r2 =1 de tal modo que

sea paralelo al plano x—y + 2z =0.

Hallar el plano tangente a la superficie z=ey sen(v+z) en el punto en el que este

plano es paralelo al plano n: 2x + z—5 = 0. Rpta. 2x+z=0
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3.55. Aplicaciones n Parciales, Maximos y Minimos
Canciones de Varias Variabiesj

a) Definicion.- La funcion f.DczR 2----- >R, definida en un conjunto abierto

Dcsz,tiene un valor maximo absoluto sobre el conjunto fi1c i 2, si
existe un punto P(x0,y0)e D tal que f(x,y) < f(x0,y0), V(x,y) e D, en este

caso f(x0,yQ) es el valor maximo absoluto de fen D.

b) Definicion.- La funcién /: DczR2——>R, definida en un conjunto abierto Dcz R2,

tiene un valor minimo absoluto sobre el conjunto DczR?2, si existe un
punto e D tal que f(xO0,yfiy<f(x,y), V(i,}»)eD, en este caso

f (x0,vn) es el valor minimo absoluto de fen D.

Observacion.- Si la funcion /: DczRZ— >/?, es continua en un conjunto cerrado DczRZ,

entonces existe al menos un punto P e D donde f tiene un valor maximo absoluto

y al menos un punto Q e D, donde ftiene un valor minimo absoluto.

c) Definicién.- La funcién /: D<zRn---->R, definida en un conjunto abierto DczR",
tiene un valor minimo relativo en el punto x0 e D, si existe una bola
—»> — -
abierta B(x0,e)czD tal que f(x0)<f(x) , Vjce B(x0,e)czD.

d) Definicién.- La funcién /: DczR" — >R, definida en un conjunto abierto DczR",
—
tiene un valor méximo relativo en el punto x0 &D, si existe una bola

— -y —>
abierta B(x0,c)czD, tal que : f(x)<f(x0) , Vx e B(x0,e)czD.

Observaciéon.- A los valores m&ximo y minimos relativos de la funcién /: DczR"-—--—-*R le

llamaremos extremos de la funcioén f.
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3.56 Teorema]
Si la funcion f: D<zR”---->R, definida en un conjunto abierto DczR", tiene un valor
extremo en i70 cDh vy Dkf(xb) existe, entonces Dkf(xio):O, Vk=12.3,..n
Demostracion

— —>

Si la funcion f tiene un valor méximo relativo en xfi e D entonces 3 B(x,,,£)cfl tal que:

i f(x7n+h/j7.)~ f(x-o)
f(x)E f(x0) , Vxei?(;c0,£), luego /<m <0 donde
*>0* h
—> - -4 —

Hk =(0,0,...,1,0,...) esto es debido a que, para cada x0+hfik e B(xg,e) se tiene

= > -
-* o . ) f(x0+hnk)-f(x0)
f(x0+h nk)<f (x0), esto nos implica que si h >0 se tiene <0

) f(x0+h/Jk) - f(x0) » )
ahorasi h< 0, entonces ftm >0, como Dkf(x0) existe se tiene que:

h>0 h

BDkf(x0)= hm f(x0rhpk)-T(x0)_ zm f(x0+hpk)-T(x0)_ 8 donde Iﬁkf(xa):@‘.

*_>0+ /i />->0 A

por lo tanto, los valores extremos de una funcién, /: Dcz R"-—->R, definida en el conjunto
abierto D puede ocurrir en puntos donde las primeras derivadas parciales de f son ceros.

1o t i n u i S b ; - ; notan:'lsJ

Sea la funciéon f:DczRn-—->R, definida en un conjunto de abierto DczR". Los

puntos x() e D donde todas las derivadas parciales de primer orden de f son ceros o

no existen, se llaman puntos estacionarios o puntos criticos de f.
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Ejemplo.-  Hallar los puntos criticos 0 estacionarios de la funcion:

f(x,y) =x2y2-Sx2-8xy-5y2

Solucion

df(x,y) Q

. n , para calcular los puntos criticos o estacionarios

=1Ixvl- 10*- 8v=0 ...(2)
dx

@ Xy) =22y -8x-10y =0 .2
\"

8 4
de la ecuacidn (1) despejamos x =— y: —:——-Y--- ahora reemplazamos en (2)
2> -10 vy -5

2y(—~y —5 )2-8(—y —5)-1Oy =0, simplificando y(y4-10y 2+9) = 0 entonces:
y - y -

y(y2- 9)(y2-1) =0 ,dedondey=0, y=+1, y==3

para y=0,x=0, (0,0); paray = 1, x = -1, (-1,1)
y=-1, x=1(1,-1),y=-3, x=-3, (-3,-3)
y=3, x=3,(3,3)
Luego los puntos criticos son (0,0), (-1,1), (1,-1), (-3,-3), (3,3)

Observacion.- La condicion necesaria para que una funcidn tenga extremo relativo en un punto,

donde sus derivadas parciales existen, es que este punto sea un punto estacionario o
- . . g .. . -z 2 2
critico, sin embargo esta condicion no es suficiente, por ejemplo, la funcion f(x,y) =y~ -x "~ cuyas

derivadas parciales son:
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df(x.y) =-2x=0
dx
de donde x=y=0,
arey) oy -0 ’
dy

a pesar de esto la funcidn no tiene maximo ni minimo relativo, en este caso, a este tipo de puntos se

denominan puntos de silla.

Observacion.-  Un punto critico que no es de un maximo 6 minimo relativo es Illamado punto silla

(6 de monitor ).

|3.58 Criterio de la Segunda Derivadaj

Sea f : DczR —y R una funcion definida en el conjunto abierto D de tal manera que las

derivadas parciales primeras, y segundas de f sean continuas en la regién abierta D que

contiene un punto (a,t?) tal que ------1--= =0 vy —df(f—a—‘—t—)—)—:o.
dx 8y

Para determinar si en dicho punto hay un extremo relativo de f, definimos la cantidad

A:d2f(a,b) d2f(a,b) d2f(a,b) 2
dx1 dy2 dydx
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i) SiA>0 y —+—y-—2>0 ,entonces f (a,b) es un valor minimo relativo.
dx

U SiA>0 vy d y <0, entonces f (a,b) es un valor maximo relativo.
X

iii) Si A< 0 , entonces (a,b, f (a,b) ) es un punto silla.
Sv) Si A = 0, este criterio no da informacion.
Nota.- En forma practica se puede recordar la férmula A en el criterio de la segunda

derivada y que viene dado por el determinante.

d2f (a,b) d2f (ab)

= dx2 dde siend _q_z_f_gja_l_b_z = de(a' b)
d2f(a,b) d2f(a,b) dydx dxdy
dxdy dy2
Ejemplo.-  Determinar los extremos relativos de la funcion f (x,y) = x2+xy+y2-6x +2
Solucién

Calculando los puntos criticos 6 estacionarios

dfxy)
dx =2x#y -6 =9 DX = (4.-2)
p -
df(x,y) =x+2y=0 y~~2:
dy

Luego el punto critico es p (4,-2)

8f(x.y) ay (4-2)

dx2 dx2
d2f(x,y):2: d2f (4,-2) =
dy2 dy2

d2f(x,y):1 d2f(4,-2) -
dydx dydX



490 Eduardo Espinoza Ramos

Ahora aplicando el criterio de la segunda derivada

A d2f(4,-2) d2/(4,-2) (d2(4,-2)"2
dx2 dy2 dydx

A=(2)@2)- () =4-1-3 =>A=3
<r/(4,-2)

dx2
cuyo valor minimo es f (4,-2) =10.

=2>0, entonces en el punto P (4,-2 ) hay un minimo relativo,

comoA=3>0y

3.59 Matriz Hessiana de una Funcion de Varias Variables]

a) Definicién.- Una forma cuadratica F : R" -» R, es una funcién cuyo valor en

a = (axa2,....,an)es dado por:

F(a) = a.a . donde //=[/i..l €S una matriz simétrica de orden nxn,
i~j J:| . J i J\nxn

esto es:

hx  hx2 "

h2 h22 o

H =[hXj] = y H*=H
J Jnxn
.1 KI -

En forma simétrica la forma cuadratica esta definida por:

hx hp w a
hX h2 ... h;  «i

F(a) =a Ha' =(ax,...,an)
=1 Fl

Ll hn2 ... hmJ a%y
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Observacidn.- Se observa que el desarrollo de una forma cuadratica en términos de las variables
a, ,a2,...,an, corresponde a un polinomio homogéneo de grado 2, en

donde los coeficientes de los términos cuadraticos ic ( )son los elementos de la diagonal de la matriz

simétrica H, y cada coeficiente de un término rectangular aiajes el doble del elemento hj- de la

misma matriz (i*j).

Ejemplo.- Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadratica F:R2 -> R definida por
F(x],x2)=x11-x %2+ 3jc22

Solucion

Observar que hn es la mitad del coeficiente (-1) es decir hX2= - k2 , como la matriz es

simétrica hl2 = h2

1
1 —
Luego H = 1 2
— 3
L 2 .
Ejemplo.- Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadratica F : R R definida por:

F(xx>x2,x3) = x,2+X2 + X2,Xx%2+2xli+6x2x3.

Solucién
1
1 — 1
2
1
H= — 1 3
2
1 3 1

b) Definicidon.- Sea f :DeRn->R, una funcion definida en el conjunto abierto D.

Entonces la diferencial de segundo orden con respecto a las variables

independientes x,,x2,...,x escero, es decir: dz=df = — dxxH-----dx2

1 8x2
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d2z =d2f =-2(~d x x+-* dx2)dxx+ ~ (*-d x x+~ d x 2)dx2

CXi CXj cX2 CXj ii] 0X 2

Q f— !/xi(;jc! + df LXZWXX+ -rS-V—- Lxlgxz + 8_225_ dx2dx2

“dxx dxxdx2 dx2dxx dx
dx d
La matriz correspondiente a esta forma cuadraticaes: // = axx dhoch2
dX d2f
dx2dxx  dx2

dof _ j o

Esta matriz H sera simétrica si
dx2dxx  dxdx2

c) Definicion.- Consideremos la funcion /: DcR" -» R definida en el conjunto abierto
Dtal que existen gf y - Vp =(xx,X2,...,X,,) € D
OX\ ~ dxjdxj o '

La forma hessiana de la funciéon f en el punto p e O,denotado por H (f (p)) estd

definida por:

m M to&j

Luego a la matriz hessiana de la funcion en el punto p seré:

d2f daf d2/
dx?2 dxxdx2 dxxdxn
@ s fdx daf
dx2dxx dx22 * dx2dxn
H(f(P)) =
d2f d2f d2f

dx,,dxx  8xn8x2 fon'
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Ejemplos.- Hallar la matriz hessiana de la funcion: f(x,y,z) :x2+y2+z2 -7xy+5x-3z
Solucion
léx =2x-Ty +5 dxL dxadv dxdz
ji
— =2y-1Ix
dy y dy dvadx dzdv
— =2z-3 e2f =2 , |~ =0)" /=0
8z dzl dzdx dydz
d2f d2f d2f
o an e 2
H(fy )= :2; 7 2 0
X z
y dy2 y 0 0 2
dof  sX dof
czdx dzoy dz2
3.60...Criterio paralosMaxinosy Mmimosj

Consideremos la funcion f

493

:De. Rn -» R, en donde sus derivadas parciales de segundo

orden son continuas en un conjunto abierto DaRny sea x0e D un punto para el cuél

D\f(xQ =0, D2f (x0)=0,...,Dnf (x0) =0, supongamos que el determinante de la matriz,

Hessiana H ( / (x0))se denota por:

Dn/(*o) D\iJ(x0) s+ Dx,f(x0)
A _i>2i/(*0) 722/ (x0) +* D2nf(x0)

Dnl.f(x0). Dn2f(Xo) e Nalf(x0)

Entonces:
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)] x0 corresponde a un minimo relativo si A, >0, A2>0,..., A,, >0 cuyo calor minimo es

/(*o0)-

ii)  xncorresponde a un maximo relativo si A, <0, A2>0, A3<0,...,cuyo valor maximo

es f(x Q).

Ejemplo.-  Determinar los extremos relativos de la funcion f (x,y,z) =4x+xy-x Z. y 2.2 -yz

. . Solucién
I 7S ——

Hallaremos los puntos criticos de la funcién f.

— =4+y-2x =0
q y

X
X =3
A :X_Zy_z =0=> y =2=> p(\Z,-\)
dy
z=-1
— =-y -2z =0
dz y
d2f o Vit
dx2 dxdy dxdz
& ) , d2r _
dvdy dydz
d2.i
52/=0 = =-2
dzdx & dz2
d2f d2f d2f
dx2 dxdv dvdz 2 1 0
_ 32(: d 2f dVd 1 -2 -1
yax  dy2 ydz 0 -1 -2
s 2f df d2f
dzdx dzdy dz2
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A =-2<0, A2=3>0,A3=-4<0 entonces f tiene un maximo relativo en el punto

p(3,2,-1) ysuvalores f (3,2,-1)=6.

Ejemplo.-  Hallar las dimensiones de una caja rectangular (cerrada) de maximo volumen cuya

superficie total es Am2

Solucion

Sean x,y,z las dimensiones de la caja rectangular, por lo tanto el

volumen de la caja es V=xyz

El &rea total de la caja rectangular es:

A-2xy
A =2xv+2xz+2yz = z=-
2Xx+2v
Xy (A~ 2xv)
COMO V = XYZ = --=-=mmmmmmmmeee , x>0, v>0,xy<A.
2X+2y

el cual se desea que sea maximo.

dv _ y2(2A-8xy-4x2) —0
8x (2x +2y)2
dv x2(2A-Sxy-4y2)_O
dy (2x+2y)

resolviendo el sistema de ecuaciones

A A
x=J— , y =J—es un punto critico de V que corresponde a un maximo relativo cuyo

| L. A_Aj
valor maximo es: V= u
6\6

Luego las dimensiones de la caja son:
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3.61

3.62
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Extremos Condicionadosj

Muchos problemas de optimizacidn tiene restricciones o ligaduras en los valores que pueden
usarse para lograr la solucidn dptima, tales ligaduras tienden a complicar los problemas de
optimizacion ya que la solucion Optima puede ocurrir facilmente en un punto frontera del
dominio., para superar estas dificultades usaremos una técnica que se conoce con el nombre
de “método de los multiplicadores de Lagrange” y para esto daremos las definiciones
siguientes:
a) Definicion.- Consideremos una funcion f:DczR"—R definida en el conjunto
abierto D y sea p(xxx2,...,xn)e D, se dice que las variables
X, ,X2,...,xn satisface condiciones de enlace si, existen funciones x,<2,...,<pn\R" —R

tal que:

HL(x1,x2,...,xn)=0
1 (X,,X2...,Xxn)=0

*)

in (xi,x2,...,xn)=0 ,m<n

b) Definicion.- Consideremos una funcion f:DczR"~>R definida en el conjunto
abierto D. Diremos que el punto POe D corresponde a un

maximo condicionado de f (minimo  condicionado de f) Si

f(p) <f(pn) (f(p0)<f(p)) VpypO que cumplan las condiciones de enlace (*).

..M¢étodo de ios Multiplicadores de Lagrange]

Supongamos que se maximiza 0 minimiza, una funcion de dos variables z = f(x,y) en donde

las variables estan sujetas a la restriccion g (x,y)=0.

Luego se construye una funcion introduciendo una incognita A llamada el multiplicador de

Lagrange. F (xy.A) = f(x,y) + Xg(x,y) - @
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Ahora determinaremos los puntos criticos o estacionarios de F, es decir:

dF(x,y, k) _ df(x,y) +" dg(x,y) =Q

8x dx dx
dF(x,y, k) _ df(x,y) +” dgfx,y) =Q @
dy dy o "’
dF(x,y, %) _ _
dk =g(x,.v) =0

al resolver el sistema (2) se obtienen los puntos criticos o estacionarios, luego se evalda la
funcién f en cada uno de los puntos criticos, el mayor valor de f es el méaximo de f sujeto a la

restriccion y el menor valor de f es el minimo de f sujeto a la restriccion.

Ejemplo.-  Maximizar la funcion f (x,y) =e'xy sometida a la restriccion *2+y2-8 =0
Solucidn

Calculando los puntos criticos, para esto definimos la funcidn F introduciendo la incognita k.

F(x,y,X) =f(xy)+ A(x2+y2-8) de donde F(x,y, A)=e*y +A(Xx¢,+y¢—8)

— =yexy+2kx =0 \ =-A
dx yexy 2X

xe™y
— :Xexy+2ky:0 ==k =- -
dy 2y

AX 24y2-8=0 *2+' 2=]
dk .

=> x2=y2, dedonde 2x2=8 => x2=4 => x=%2 ,y =%2
2X 2y y y

Luego los puntos criticos son Pj (£2,£2), P(+2+2) y como f(x,y) =exy => /(x2,£2) =e4

J(+2,42) =P

Luego el valor méximo es /(£2,t2) = ¢



498 Eduardo Espinoza Ramos

Observacion.- En algunos casos las ecuaciones de las restricciones pueden reemplazarse en la

funcién que se va maximizar o minimizar asi el problema se reduce a los m&ximos
y minimo sin restricciones. Sin embargo este procedimiento no siempre es factible, especialmente si la
funcién que se va a maximizar o minimizar tiene mas de dos variables y varias restricciones.

Entonces para estos casos se aplica el método de los multiplicadores de Lagrange del modo siguiente:

Sea f: DcR" ——-- >R una funcion definida en el conjunto abierto D tal que existen derivadas

parciales de f hasta el segundo orden inclusive, para obtener los extremos condicionados de

z=f(x1,x2.e¢¢,* ) sujeta a las condiciones de enlace:

<PI(*I>*2...% ] =°

f(xI,x2,...,xn) =0

<p,,(Xi,x2.... xn)=0 , m<n
se procede del siguiente modo:
i) Construimos la funcién de Lagrange.
f(Xi,x2... xn, \ ... Thl) = f(x x,x2,...,xn)+\<pi(Xi,x2,....,xn)+...+\npm(x|,x2........ xn)

donde \ ,” ,ees, An se llaman multiplicadores de Lagrange.

il) Los extremos incondicionados de F (condicionados de f) se obtiene ha partir de las

ecuaciones siguientes:
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OF__ 0
dxx
dE —0
dxi

EL =0
dxn

dF
d\
dF _
dxr

F _,
dx,,

Sea PO uno de estos puntos

Se construye la forma cuadratica: B(dx,,dxl....dx_)= 7 .2 bLdxidx, lo cual se
*=i i
. . 2 d2F . .
obtiene a partir de: A(dxl,dx2,....,dxn)=d F =/ ./ -dx.dx, y de las diferenciales

== dxidxj

de las condiciones de enlace.

d<pl (xI,x2,...,X,,) =0

d<p2(xlyx2,...,X,,) =0

d<P(XLX2,....Xn) = 0

Asociar a B su matriz correspondiente y estudiar el comportamiento en cada punto critico.
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Ejemplo.-  Hallar los extremos condicionados de f(x,y,z) = xyz, estando ligados las variables x,y,z
por las relaciones <pj(x,y,z) =x+y -z -3, $2(X,y,z) =x-y-z- 8

Solucién

Definiendo la funcién de Lagrange
F(x,y,z,A, p ) ="1(x,v,z) +\<pl(x,y,z)+ Pq)2(x,y,z)
Calculando los puntos criticos
F(xy,z,A.,p) =xyz+ AX+y-z-3)+ P(x-y-z-8)

dF

— =yz+X+P=0 ..(2)

dx

— =xz+X-p =0 ..(2)

dy

?E =xy-k-p =0 ..(3)

dz

~2r=x+y-z-3 =0 ..(4

& y 4)

=
8 .y-z-820 ()

de la ecuacion (1) y (3) eliminamos Xy p.
yz+xy=0 = yx+2z)=0 => y=0 vx +z=0

si y =0, no existe solucion, luego suponemos para y * 9 se tiene z = -x reemplazando en la

ecuacion (4) y (5) se tiene.

por lo tanto /*(— »~y>-~") es un punto critico.

>4 j=2\ uxiuxj
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dipj (x,y,z) =dx+dy-dz O
dy = 0,dx = dz
d(p2(x,y,z) -dx-dy-dz =0

ahora reemplazando (1) en A(dx, dy, dz) se tiene

501

82 d2F d2rF
A(dx, dy,dz) = — —dxdx + dxdz- dzdx + — —dzdz
dx dxdz dzdx dz2
82F dxdx + (2= 12—y dxdx 4d—%§dx =(— d—2+F2 d2F _d2F 1-—)dxdx
dx¢, dxdz dzdx dz dx2 dxdz dz2
= (0 + 2y + 0) dx dx = 2y dx dx = B(dx)
por lo tanto B(dx) = 2y dx dx, entonces
; 1 5 1 i
B(dx)fp) = -5 dx dx => An =-5<0. Luego,——) corresponde un maximo
condicionado de f.
1) Hallar los extremos relativos de la funcion ~ f(x,y) =xi+yi +9x2-3y2+\5x-9y.
Solucion
Calculando los puntos criticos de f(x,y)
df(dx’y) = 3x2+18x+15 =0
X
@

a0y _ 909 6y-9 =0
dy

resolviendo el sistema se tiene:

[3(x +1)(x+5) =0 Ix=-1, x=-5
i3(v+1)(v-3)=0 y—1.y=3

Los puntos criticos son:  Px(-1,-1) , P2(-1,3) , P, (-5,-1), P4(-5,3).
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Calculando las segundas derivadas d f(x>y) =62 +18, ~ -A*)*) 5y g d f(x,y) _*
c'r? 8y '

2 2 2

aplicando el criterio de la segunda derivada: A=m'""*_Vm" 2
cor dy Syck

para (-1,-1), A= (12).(-12) -0=-144<0

Luego se tiene en P,(-1,-1) un punto silla paraP2(-1,3), A=(12).(12) -0= 144>0

A2/ 13)
y como 1= =12>0 entonces se tiene un minimo P2(-1,3) cuyo valor minimo
cbr2
es f(-1,3) =-34
para Pj(-5,-1) , A=(-12).(-12) -0 =144 >0 y como ™ " =-12 <0, entonces se

dx
tiene un maximo en P3(-5,-1) cuyo valor maximo es f(-5,-1) = 30, para P4(-5,3),

A=(-12).(12) - 0 = -144 < 0 entonces se tiene en el punto P4(-5,3) un punto silla.

Hallar los extremos relativos de la funcion z =f(x,y) =x3+y3-15xy.
Solucién

Calculando los puntos criticos de la funcién f.

5,-0 ...L

dx (O]

df(x<y) _ _lsjc_o ..., 2,
8y

X
de la ecuacion (1) se tiene y =— , reemplazando en (2)

4
3(? )-15x =0 => jc(jt3—125)=0 => x=0, X =5
5

parax =0, y=0, Px(0,0) punto critico , x=5,y=5, P2(5,5) punto critico
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calculando las segundas denvadas Ej——z—f—g-x:k}fl =6Xx d—Zf(—Xt‘\i)—: ey d2f(xy): -15
dx2 Sy2 dydx

aplicando el criterio de la segunda derivada

A d2f(x,y) d2f(x,y) .d2f(x,y) 2
dx2 dy2 dydx

para PI(0,0), A|*(00) =(0)(0)-(-15)2=-225 <0, entonces

para /2(55), A|P(55) =(30)(30)-225 =650> 0 y como
2

P{(0,0) un punto silla

_ 30> o0, entonces 3
dx1

minimo relativo en el punto 77 (5,5) cuyo valor minimo es f(5,5) = -125.

3) Hallar los extremos relativos de la funcién f(x,y,z) =4x+xy-yz-x2—y2-z"*
Solucién
Para encontrar los puntos criticos:
di(x.y.z) =4+v-2jt =0 ..Q0) MiX
dx
di(x.y.z) =x-y-2y=0 ..(2)
dy
dfeoy2) .y o720 .3
dx
jy =2x-4
de las ecuaciones (1) y (3) se tiene : i[ ) = 7= 2-X
y=-¢z

en la ecuacidn (2) reemplazamosy=2x-4,z =2- X

X-(2-x)-2(2x-4) =0 => x=3 para x=3, y=2 , z=-1

d2f(x,y,z) 2 d2f(x,y,z) ~ d2f(x,y,z) *
dx2 ’ dydx ’ dzdx

=> P(3,2,-1) punto critico.
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Szdv

d2/(x,y,z) =1 d2/(s,.y,z) _ 2 d2f(x,y,z) }

d2f(x,y,z) =0 d2f(x,y, z) = d2f(x,y,z) =_2
dxdz dydz dz

d2f(x,y,z) d2f(x,y,z) d2f(x,y,z)

dx2 dvdx dzdx 21 1
_ d2f(x,v,z) d2f(x,y,z) d2f(x,v,z) o 1
dxdy dy2 dzdy 1 -2
d2f(x,y,z) d2f(x,y,z) d2f(x,y,2)
dxdz dydz dz2

-2<0 ,A2=3>0 ,A3=-4<0
Luego ftiene un méaximo relativo en(3,2,—1) y su valor maximo es f(3,2,-1) = 6.

Hallar los extremos relativos de la funcion (maximo y minimo) de la funcidn.

z :fTX,Y)S=tX2+y2)e'(f*+/)_(/* 2. 2y
Solucion

Para encontrar los puntos criticos, cada una de las derivadas parciales igualaremos a cero.

df();,y,z) =x[e~(x +\2-2x2-2_y2)-2] =0
X
= X =y =0
— 4 =y[e~(r2+>2)(2-2jc2 —=2>2) 2] =0
y

Luego P(0,0) es punto critico, ahora aplicamos el criterio de la segunda derivada

8 /(N> =e-(&V) "4 +4x2y2 0jr2_2y2+2]-2
dor
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d.25Z)=g"N)j&A+4)2y 2 _[0v2_ 202H5-2
dv

dvdx
d-f(x,y)\ -0 . d f(x,y) =0 d2f(x,y) —0
dx1 | dydx

_a2(x,y) df(xy) _(d f(x.y).2 0 0=0

A
dx dy dydx

como A= 0 puede ocurrir que exista extremos o0 no, entonces para esto se tiene:
V(x,y) e R2 , x1+y* >0 => -(;c2+.y2)<0
de donde 0 < e'(*2+y < 1, multiplicando por

jc2 +v2 = >|a¢’(’x 2 +y Z)e-GrM ix %+ y 2, restamos

2 asi 2.2, (%) L2, 5,

~(x2+y2) => -(*
como f(x,y) =(x2+y2)e~"x +v }-(jc* +y2)<0 entonces f(x,y) <0 V(ry)e/T
entonces en (0,0) existe maximo y cuyo valor maximo es {0,0) = 0.

so- s - -z 2_ 2 ~ i -
Hallar los valores maximos y minimos de la funciébn x =e x y (2x +3y ) en el circulo

X2+y2<4.
Solucién
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encontraremos los puntos criticos en el interior de la region.

Es decir haciendo cero a cada una de las derivadas parciales.

o =2xe {xI+y2)k - 2x2-3y21=0
X

)
~ =2ye-(xlI+y2)\¢-2x2-3y2]=0
ay

el sistema (1) es equivalente al sistema siguiente.

x(2-2x2-3y2)=0 x=0v 2-2x2-3y2=0
de donde se tiene:

x(3-2x2-3y2)=0 y=0v 3-2x2-3y2=0
X =0 a >m= 0
_ /i(0,0)
X=0a3-3x2-3y2=0

P2(0,£1)
2-2X2-3y2=0A_y=0

3(£1,0)
2-2X2-3_ v2=0a3-2x2-3y2=0

puntos criticos en la regidn interior del circulo ahora hallaremos los puntos criticos en la

frontera de laregion x2+y 2 =4,

z =e-(x2+yl)(2x2+3y2) = e~(xI4+y2)(2x2+2y2+y2)
z=e 4(8-y2) = d—y=2ve 4=0 => y=0, x=4%2
Luego PA(x2,0) es punto critico

z =e~(X2+y2)(2x2+3y2) =e HxZ+y2)(3x2+3y2- x 2)
z=e~4(12-x2) => E(:-er 4=0 => x=0, y=4+2

Luego Ps(0,£2) también es punto critico por lo tanto
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6)

z =flx ,y)>: e'(*2+¥)/(%x 2+'3y 2)
f(0,0)=0 , /(0,+1) =— , /(#1,0)=—, f(£2,0)=4- >/(0,+2)=—f-
e e e e

El valor minimo es fi[0,0) = 0 y se encuentra en el punto (0,0) el valor mé&ximo es

3
/ (0,£1) = —y se encuentra en el punto (0,+1).
e

Hallar los extremos relativos de la funciéon f(x,y) =x’ +y3 +9x° -3y2 +15*-9y
Solucién

Encontrando los puntos criticos de f(x,y).

S/(x,y) =3x2+18jc+15=0

i e

-ey-9.0
8y y

resolviendo el sistema se tiene:

I3(x+DN(x+5) =0 x=-1, x=-5
13(y+1)(y-3)=0 ~ y=-1, y=3

los puntos criticos se obtienen combinando las soluciones:

H(-1,-1) , 72(-1,3) , P3(-S,-i) , PA(-5,3)

8 f(x.,Y) —gx+18 81/(-1-D-qp

dx2 fir2
d2f(x,y) ~6y-6 32/(-1,'1):_12
dy2
d2(x,y) _ 9D =0

dde dde
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d2/(-1,-1) g2/(-1,-1)d2/(-1,-1) 2=_144<0
dx2 5y2 Syfir

Luego se tiene  (-1,-1) es punto silla.

A=_d2f(- 13 52/(-I,3)_(_32/(-I,3) )% - (12)(12)—0 = 144> 0
dx2 ' dy2 dvSx
a¢ rs_|
como A>0 y ————=12>0 entonces en el punto (—1,3) se tiene un minimo
dx

relativo, cuyo valor minimo es:  f(-1,3) = -34

dx¢ dy' dvdx
d/(-5,-1) . o
como A>0 vy =-12 <0 entonces en el punto  (-5,-1) se tiene un maximo
dx2

relativo, cuyo valor minimo es: ~ f(-5,-1) = 30.

A . j V g g M V =C1w=_1i<o
dx2 dy?2 Sydx

como A<O0, setiene que PA(-5,3) es punto silla.

Hallar los puntos estacionarios de la funcién z=x’y’(12-x-y) que satisfagan la

condicién x > 0,y > 0, y analizar su caracter.

Solucion

7=fx,y) =x¥y2(D2-x-y) =M2xy2-x 42 -x 3

df(x,y) _36x2y2-4x3y2-3x2y3=0
dx

..(1)
3f(dx.y) =24x\v-2x4y -3 xy =0
y
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el sistema (1) es equivalente escribir en la forma.

IX2y 2(36- 4x - 3y) =0
Xy(24-2x-3y) =0

, como x>0, y>0

se puede simplificar el sistema
i36-4x-3y =0

[24-2x-3y =0 x=6,y=4 porlotanto P(6,4) es punto estacionario
- X_ y =

— =1llxy2-12x2y 2- 6xy3 S7(6,4) _

dx -2,304
d2f(x.y) =12x%y - 8’y -Px’y? 97(6.4) =-1728
dydx dy2
¢7(6,4) _
" U =24,1-24,"-«,V =-2590
a=¢7(6:4) 07(6,4) ¢7(6.4) _ o304y as00) -a728)
a* dydx
A=2985984 >0 y como ¢1(6:4) =-2304<0
dx2
Entonces en el punto P(6,4) existe un méaximo.
8) En el plano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden

entre lastresrectasx =0, y=0, X+ 2y-16 = 0yel punto buscado sea el menor posible.

Solucioén
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) ) \Ax+ flv + cj
Sabemos que la distancia de un punto a la recta esta dado por: d(PL) =— [
' <Ja2+b?2
Luego calculando las distancias se tiene:
‘(1) =M = d~(pa)=a; , d(PL)IM => d2pl2=hl
la+ 2ft-16]| 2 (a+26-16) 2
'woo- joz o * 4a4",v' — b5
por condiciones del problema se tiene:
2 2 2 2 2 (i2+ 2/>16)
S=d (p.Lj)+d'(pi2)+d => S=a +b +- e
ahora calculando los puntos criticos.
2
D,5=2a+-(a+2A-16)=0 . (1)
4
D2S =2é+—(a+26-16) =0 .(2)
de laecuacion (1) se tiene: b =8-—3a .. (3)
de laecuacion (2) se tiene: 2a+9b-32*0 --(4)

8 16
reen”>lazando (3) en(4) se tiene: 2a+9(8-3a)-32 =0 = a=—,b=—

i 8 16
por lo tanto el punto critico es PO(~,—)

ahora veremos si este punto corresponde a un maximo o a un minimo.
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| 12 816

entonces existe extremo, pero como p =— >0 entonces el punto pn(——)
0 5 5 5

8
corresponde a un minimo, por lo tanto el punto buscado es pO(~,—).

9) Trazar un plano que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro recortado por

dicho plano del triedro coordenado sea el menor posible.

Solucion

Consideremos la ecuacion simétrica del plano.

X z
P: —i-—)f—-l— =1 como p(a,b,c) e P entonces:

ros t
ab e rsc
—H-—-t—=1 de donde t=----------—--- .. (a)
r s t rs- as—br
sabemos que el volumen del tetraedro es: =—rst (de la figura).

6
2.2 2

. ) rsc

sustituyendo el valor de t se tiene:  V(r,s) =
6(rs-as-br)

ahora calcularemos el punto critico.
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dVvinr2rs c(rs-as-br)- (s-b)r s ¢"_q n

dr 6 (rs-as-br)2

dvV _ 1 2r2sc(rs-as-br)-(r-a)r2s2c

~Z ~ =1V 9 )~V v-w
0s 6 (rs- as - br)

de la ecuacion (1) se tiene: r>0, s>0, ¢>0 y

(rs-as-br)2>0 => 2(rs-as-br)-(s-b)r =0 de donde rs-2as-br =0 —d
de la ecuacion (2) se tiene:

r>0,s>0,¢>0,(rs- as- br)~>0=>2(rs- as- br)—s(r- a) =0 =>rs-as-2br =0... (4)

irs- las-br =0
Luego (3) y (4) se tiene: \ => br-as =0 => br=as
[rs-as-2br =0

as
de donde r =F reemplazando en (3).

--l-J-———Zas-as:O => s=3b,r=3a

entonces pO0(r,s) =p0(3a,3b) es un punto critico reemplazando p0(3a,3b) en (a) se

. 8laXx2c 9 . .
tiene t = 3c ademas Wmn =-----------=—abc y la ecuacidn del plano pedido es:
18a;
X z X z
P:—+—y+—:1 P: -+-y+-:3
3a 3b 3c abe

Sean dados n puntos AAx~ry~rzn, A2(x2,y2,22), Arx"y~z™), ..., An(xn,yn,zn). En el
plano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden entre
todos los puntos dados buscado sea la menor posible.

Solucion

Consideremos un punto en el plano OXY, P(x,y,0) por condicién del problema se tiene:
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F(x,y) =" Jd2(P,Ai) = +(V->'1)2+-+(0-2))2]

1=1 1=1

ahora encontramos los puntos criticos o estacionarios.

dF(x,y)

ix =£2(x-x,) =0 ()

1=1

d
Fgwy’—zz(y y=0 .

n n
de la ecuacion (1) se tiene: ~2(jc - x;)=2"~I(x- Xj)=0
=i i=i

n

n n n n IX'I
NMNj(x-Xj)=Z]x-2_jxi=nx-¢ " xi =0 dedonde x =——
H =i =i =

de laecuacién (2) setiene 7,2(y-y.)=2",(y-vVy.)

X(v Yi)=X-v- X .vi="v- X vi=0
i= i=l i=l H
I, Z», 1,,.
de donde y=— . Luego el punto P(---—-,J--—---- ,0) es punto critico

d2F(x,y) 2 8F(x,y) ,n a2F(xy) Q
dfec2 T2 '

d2F(x,y) d2F{x,y) d2F(x,y) 2
dx2 dy2 Sydx
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como Alp >0 => 3 extremo en P pero como - m = 2« >0, Luego la funcién F(x.y)
dx¢

v

tiene un minimo en el punto. P(—— — 0
n n

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie de la ecuacién siguiente
X+y+z+xy-x2-y1=0, en el punto de la funcién representada por dicha superficie tenga

un valor extremo ¢Qué clase de extremo es?

Solucion

Sea z=f (x,y) =x2+y2- x-y-xy, ecuacién de la superficie encontraremos los puntos

criticos de f.

3t(x.y) =2x-1l-y =0

dx x=1 .
de donde P(1,1) punto critico

df(X’y):2y-l-x:0 y =l
dy
dx2 dy¢ dydx
daf(x,y) d2f(x.y) ,d2f(x,y))2=4_| =3>0 entonces existe extremo relativo y
dx2 Sy: dydx

d f(x,y)
dx¢

como >0, entonces en el punto P(l,I) existe un minimo.

para x=y=1=>z=-1 => Qf11-1)
N =VF(x,y,z) =(2x-y-\, 2y-x —,-1) entonces N =VF(1,1,-1) =(0,0,-1)

PT: iV.(JE-Il,.y-1,z+1) =0 entonces PT: (0,0,-1).(jc-I,_y-l,z+1) =0 PT:z+1=0
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12) Una caja rectangular sin tapa debera tener un volumen fijo. ;C6mo debera hacerse la caja
para emplear en su manufactura la cantidad minima de material?

Solucion

Sean x,y,z las dimensiones de la caja de volumen fijo V. V =xyz

de la condicién del problema, el &rea lateral de la caja estd dado por: A= xy+2xz+2yz ...(1)

como V=xyz =>z=— - (2)
Xy
) 2V 2V
reemplazando (2) en (1) se tiene: A =x\h h=-----
y X
oy xa P
X Yy X
.. (a)
— =*=— =0
\ 2

al resolver el sistema (a) se tiene: x =y =\j2V.

Luego el punto P(\j2V~ 2V )es punto critico y mediante el criterio de la segunda derivada

corresponde a un minimo, ademéds z =— de donde para x =y =\j2V, z=1j2V por lo

tanto las dimensiones de la caja deben ser x =\[IV ,y =\I2V ,z =12V
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13) Determinar entre los triangulos de perimetro dado el de &rea méaxima.
Solucién
Sean Xx,y,z los lados del tridngulo, cuyo perimetroes: 2S=x+y+z
ademés el area de un tridngulo en fiincién de su perimetro y lado es:
A=iiS(S-x)(S-y){S-2) .. (1)

como 2S=x+y+z = z=25-—~Xx—y )

reemplazando (2) en (1) se tiene: A~=S(S-X)(S-y)(x+y-S) =f(x,y)

Luego f(x,y) = S(S-X)(S-y)(x+y-5)

4 2537 252t- 352v+25xv+Sy2=0 (D)
X

y>=-352%+Sx2+253- 2ySy+2Sxy =0 .(2)
&

restando (1) y (2) se tiene:  Sx-Sy-x 2+y 2:O de donde

ygSy :XIZ-SX (y———f?ZZ(x)28é> X =y
2 2

Luego y = x reemplazando en (1)

2S3-2S2x-3S2x +2Sx2+Sx2=0 simplificando 3x2-5Sx +2S2=0

5S+>/2552-2452 2 2 25

X = = x=S3 ,x =—S , z=2S-x-y para x=v =—S§ ,
6 3 '3 ~ 3
2S

gue mediante el criterio de la segunda derivada se tiene un area méaxima, para x =y

es decir el triangulo de perimetro dado de area maxima es un tridangulo equilatero.
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14) Hallar el maximo y minimo de z =f{x,y) =eos x +eos2y, estando ligados las variables x e
y por larelaciony - x = —
4

Solucién

Sea g(x,y) =y - X - la restriccion de x e y definimos la funcion F(x,y,A) por:
4

F(x,y,X) = f(x,y) + Xg(x,y) =eo0s2x+ eos2y +A(y-x~ I)

ahora encontramos los puntos criticos.

dF(x.y. k) -2 eosxsenx- A=0 (1)
dx
dF(x,y,k) =-2cosyseny+ k =0 -(2)
dy
dF(x,y,k)
=y-X-- =0 (3
dk g 4 o

A= —2sen X cosx = - sen2x

de (1 2) se tiene:
Wy @ [A=2senyeosv=sen2v

restando estas ecuaciones se tiene:  sen 2x + sen 2y = 0 ()]

n n
de la ecuacion (3) y = X+I, que reemplazando en 4 se tiene sen2x+sen(2x+—2) =0, de

sen2x
donde sen 2x +eos 2x =0 => sen 2x = - eos 2x, por lo tanto. --—--—--—--=-1 = tg2x =-1,
C0S2X

despejando tenemos que:
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nn n n +
Luego Pt(+k—, — bk—), k e Z son puntos criticos, ahora aplicaremos el criterio
8 2 8 2
para los extremos condicionados: d 2F —/ >/( _&q_Z_fE_ =dxjdx {(xI =x,x2 =y)
xfa J

dg(x,y) =dy -dx =0 => dy=dx

F F F
ademds B(dx) = (d— r-+ 2(-j ------ +d— —)dxdx = (-2 €0s 2X - 2 e0s 2y) dx dx

dx2  dxdy dy2

Vv * k
B(dx)| =-2 ——;—(-1)*+---2——(-1)* dxdx = (-1)*2V2 dxdx

por lo tanto: si k es impar Au >0 => al punto Pk le corresponde un minimo condicionado.

sik espar Au <0 => al punto Pk le corresponde a un méximo condicionado.

Determinar los valores extremos relativos de f si existen.

® /(x,y)= 18x2-32y2-36x-128y-110

1 64
b) f(x,y) =4xy2-2x2-x c) f(*,y) =-—mm- +Xy
Xy
2x+2y+l1
d /(x,y) =x3+y3-18xy g) f(x,y) =—-—=—
X +y +1
f) /(x,y)=x3+y3+3y2-3x-9y +2
Xy Xy
9) z=—2(47-X-y)(—3+I) hy z—xy (1—x-y)

) z=x2+xy+y2-3x-6y J  /(x,y) =x3+y3-15xy
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2)
3)
4)

5

6)

K} f(x, v)=y[(a-x)(a-y)(x +y-a)
) f(x,y)=x\yi-3x-12y+20
H f(x,y) =x2+xy+y2-2x-y

m) f(x,y) =x4+y4-2x2+4xy-2,v2
n) f(x,y) :xy]] 1— 7 b—’\7°) f(x,y) =\-{x2+y2)Vi
a

P) f(x,y)=-T rg) f(x,y)-—*—+y, x>Q0y>0

) J(x,T)=4-(x2+ /) 2/3 s) f(x,y) =x3-3xyl +2y3

9 f(x,y) =e2#x 405 y_cosy

«)  f(x,y)=xi +>'3+3xy2-18(x +.y)

Calcular los valores extremos de la funcion /(x, y) = 3axy- x3-y ’.
Determinar ios extremos relativos de la funcién f(x,y) = (x - y)(xy -1) si existen.
Hallar los extremos de la funcion si existen f(x,y) =x2+y3- 6xy+3x+6y-2.

Hallar los valores extremos relativos o puntos de ensilladura de ias siguientes funciones:

a) f(x,y) =x+6x2-y2+9x+8 b) f(x,y.) =x2-3xy2+2yA
Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) f(x,y) =Ln(x" +y2+17) b) /(x,_y) = (5x+7.v-25)e ir+n+v 1

c) f(x,y) =x-2y +LnJx2*y 2 +3arc.tg~ , x>0.
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7) Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes:

a) f(x,y,z)=4x+xy-yz-x -yl-z

b) f(x,y,z):-)53-?3——3xy-3xz-3y2:—22 -5x-2

2
c) f(x,y,z) =x2+y2+z2-xy+x-2z
2 2«
y© oz 2
d f(x,y,z) =x+—+—+—, x>0 ,y>0 , z>0
4 X 'y z
e) f(X,y,z) =x2+2y2+z2+xy-2z-1x +\2
) f(x,y,z) =x2+xz-y+y2+yz+3z2
g9) f(x,y,z) =31njr+21n.v+51lnz+1In(22-x-y-2)
8) Hallar los valores maximos y minimos de la funcién z =x2+2xy-4x + Sy enel rectdngulo
limitado por las rectas x=0, y=0, x—1, y=2.
9) Determinar el maximo y minimo absoluto de las funciones.
a) f(*,y) =*% b) f(x,y) =x2-y 2 enlaregion x2+y2Z 1.
10) Determinar el méximo y minimo absoluto de la funcion / (x,y) =x3+y3- 3xy en la region
0rx<2, -lay¢2.
11) Hallar los valores maximos de la funcién z=x y (4 -x-y) en el triangulo limitado por las

rectas x=0, y=0, X +y=6.

12) Hallar los valores maximos y minimos de la funcién z = sen x + seny +sen (X +y) en el

) Jr X
rectangulo, 0<x<— , O0<y<—.
2 ‘ 2
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13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

. L 2 2 L,
Determinar el menor y mayor valor de la funcion z=x "~ +3y+x-y en eltridngulo cuyo

borde son lasrectas x=1, y=1 x+y= I

Determinar el mayor y menor valor de lafuncién z = xy + x +y enel rectangulocuyo borde

sonlasrectas x=1,x =2,y =2, y=3.

Determinar el menor y mayor valor de la funcién z =x2-xy+y2-Ax en el dominio cerrado

cuyo borde son las rectas x=0, y=0, 2x+3y -12 =0.

Determinar el menor y el mayor valor de la funcion z=1-x2—y2 en él circulo

(je1)2+0>-1)2<1.

Determinar el menor y mayor valor de la funcion z = sen x + seny + eos (X + y) en el

. 3k 3n
dominio 0<x<-—-— , O<y<— .
2

Determinar el menor o mayor valor de la funcién z = eosy + eos (X +y) en el dominio

0<x<7i , 0<y<n.

. . . .z . .. 2 2 '
Un disco circular tiene la forma de la region acotada por la circunferencia x ~ +y” =1si T

grados es la temperatura de cualquier punto (x,y) del discoy T=2x2+y2-y, encontrar los

puntos més calientes y mas frios en el disco.

Hallar los valores minimos de la funcion z=x2+y2 en el circulo (x —>j2)2+ (y--j2)2<9

Si la temperatura en cualquier punto de la esfera x2+y2+z2=4, est4d dado por

T =3x13y2/3*1/3. Hallar los puntos mas frios y mas calientes de la esfera.

La temperatura en grados centigrados en cualquier punto de la regién limitada por las rectas
x=0,y=0,x+y =3, estd dada por f(x,y)=8x2,4xy+5yl -4x-8y. Determinar la maxima y

minima temperatura en la region incluida las lineas fronteras.
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)
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Hallar los valores mé&ximos y minimos de la funcién z =x2—y2 en él circulo x2+ y2<4.

Sealafiincion f(x,y) =x2- 2xy+2y2-3x +5_y. Determinar los extremos de f en la regién

encerrada por las curvas ly] = x+2 ; x=0.

Hallar los extremos de la funcién f(x,y) = sen x + cosy + cos(x - y) en la regién definida por

n n
0<x<—, 0<y<—
2 2

Determinar entre los triangulos inscritos en una circunferencia el de mayor area.

En el plano XQOY, hay que hallar un punto M(x,y) tal que la suma de los cuadrados de sus

distancias hasta las tres rectas x =0, y=0, x—y + 1=0, sea la menor posible.

Determinar entre los rectdngulos de area S dada, el de menor perimetro.

Desarrollar el nimero “a” en tres sumandos positivos de modo que el producto de estos tenga

el valor maximo.

Representar al nimero “a” en la forma de producto de cuatro factores positivos cuya suma sea

la menor posible.

Trazar un plano de modo que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro

recortado por dicho plano del triedro coordenado sea el menor posible.

Dados tres puntos A(0,0,12), B(0,0,4) y C(8,0,8) en el plano OXY. Hallar un punto D tal que

la esfera que pase por estos tres puntos tenga el menor radio posible.

Inscribir en la esfera dada de diametro 2R un paralelopidedo rectangular que tenga el mayor

volumen posible.

En el plano x +y - 2z =0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias

que miden entre dichos puntos y los planos x + 3z = 6; y + 3z = 2, sea la menor posible.
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35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

Hallar la ecuacidn del plano que contiene el punto (1,2,1) y que corta en un tetraedro de

volumen minimo en el primer octante.

¢Cudl es el volumen del mayor paralelepipedo que puede ser inscrito en un elipsoide

Se quiere construir una cisterna metélica abierta para agua, con un tridngulo rectdngulo como

base y lados verticales. Si el volumen de la cisterna debe ser de 2m . (Qué disefio redundara

en el area del metal.?
Encontrar la distancia minima entre el punto (0,-2,4) y los puntos del plano x +y -4z = 5.

Un paralelepidedo rectangular tiene tres de sus caras en los planos coordenados y el vértice
opuesto al origen en el primer octante y en el plano 2x +y + 3z = 6. Encontrar el volumen

maximo que puede tener este paralelepipedo.

Encontrar las constantes a y [i de tal manera que:

-

I- (senx - (ax2 +fk))2dx, sea minimo.

2 2

. . Xy ) .
¢En qué punto de la elipse ~ +~b: 1» la tangente a ésta, forma con los ejes coordenados el
a

tridngulo de menor area.?

Hallar el paralelopipedo rectangular de volumen maximo que tiene tres caras en los planos

) X y z
coordenados y un vértice en el plano —+—+—<=1
abe

Demostrar que en el interior del triangulo ABC, hay un punto P tal que:

(d(P,A))2+(d(P, B))2+(d(P,C))2, es minimo, identificar el punto.
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44)

45)

46)

47)
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Encontrar las distancias méaximas y minimo desde el origen hasta la superficie

X 4 V.4 7.4
= +b(—) +(3) =1 donde a>b>c>0.
a e

Encontrar el volumen maximado por los planos x =0, y =0, z=0 y un plano tangente a la

2 2 2

Lo Xy 2 .
elipsoide — hb——+— =1, en el primer octante.
a e

Encontrar los extremos relativos de la funcion dada en cada uno de los casos, sujeta a las

restricciones dadas.

<wn
Il
N
D

2
a) z=Xxy para X +

b) z=xm+ym(rn>1) para x+y =2, (x>0, y>0)
c) x:xzﬁz-y para Xy —H =1

K
d) z=eos x+cos y para y-x =—

11 1 1 1
e) 2=%+y para 3 +y =3

f) z=aeos x+beos y para y-x =—
g) z=25-x2-_y2 para x2+y2-4y =0
h) :=4x2+2 v2+5 para x2+j>2-2.y=0

|) z:x2+y para x2+y2=© J) z=Xy para x2+y2=4

Encontrar los extremos relativos de la funcién dada en cada uno de los casos sujeta a las

restricciones dadas.
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48)

49)

50)

51)

a) f(x,y,z) =x3+y3+zJ para x+y+z=]I
b) flix,y,z)=x*+y?+z* para - by =1 “(a>B>c)?
a e

c¢) fixy z)=xy2z3 para x+y+z= 12 jc>Q y>Q z>0)

QO _ 111,
) Oy, 2)=xyz para — e

e) i'(x,y,z) =af{a-x)(a-y)(a-z) parax+y+z=2a (a>0)
) f(x,y,z) =x2+y2+z2 para 3x-2y +z-4 =0
) f(X,y,2z) =xyz parax2+2y2+4z2= 4

h) f(\,y,z) =y3+xz2 parax2 +y2+z2=1

i) f(x,y,2)=x2+y2+z2 paraxyz=1

j)  f(x,y,2) =xyz parax2+y2 +z2-1

k) f(x,y,z)=x+y+z parax2 +y2+z2=9

Sea C la curva de ecuaciones x2+z=8, x2+8y2-z =0 x >0. Hallar el punto de C mas

alejado del plano z=10.

. . - .. . . 2 2
Hallar las distancias maximas y minimas de un punto de la elipse jc “+4y “=4a la recta

X+y=4,

Sea C la curva de interseccion de las superficies x2+z2=2y, x-y +z+3=0, encontrar el
punto , en la curva C, que esté mas alejado del plano xz.

i
Sea C la curva de interseccion de las superficies >=1+(z-1)2; x = 1, hallar el punto de la

curva mas préximo al plano XY.
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52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

50)
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Calcular las dimensiones exteriores que debera tener un cajon rectangular abierto, del que se
dan el espesor de las paredes 5y la capacidad (interior)V; para que al hacerlo se gaste la

menor cantidad posible de material.

fl ,
Determinar las constantes a y b para que la integral )*(ax+b- f(x)) dx, tome el menor

valor posible si: a) f(x) =x1; b) [/ (x) =(x1+1)-1.

Encontrar los puntos en la curva de interseccion del elipsoide x 1+4y2+4z2 =4 y el plano

X +4y - z =0 que estén més cercanos al origen y encontrar la distancia minima.

La seccion transversal de una batea es un trapecio isdsceles.
f(x,y) =x2-2xy +2y2-3x +5y

Si la batea se construye doblando los lados de una franja de metal de 18 pulg. de ancho,
¢Cuales serian las dimensiones, para que el area de la seccion transversal sea maxima.?

siendo h, L las variables independientes.

s 4
Los hiperplanos x +y-z-2co =1, x-y +z+co=2, se cortan en el conjunto j en R

Encontrar el punto dej que diste menos al origen.

Supongamos que tenemos una curva definida por la ecuacion
G(x,v) = Ax2+2Bxy +Cy2-1 =0. Encontrar la distancia maxima y minima de la curva al

origen.

Encontrar la distancia minima entre la pardbolay =-x 2 y el plano 2x +y +z =4,

En el plano 3x-2z =0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias que

median entre dichos puntos y los puntos A (1,1,1) y B(2,3,4) sea la mayor posible.
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60)

61)

62)

63)

64)

65)

66)

67)

68)

Encuentre las distancias més corta del origen a la curva dada por la interseccion de las

superficies xyz=a , y=bx, a>0, b>0.

En la superficie x2+96y 2+962 2:96, hallar los puntos cuyas distancias a,

3x+4y + 12z = 288, sea la menor posible y la mayor posible.

Hallar la distancia méas corta entre el elipsoide de 36x2+9y~ +4z~ =36 y el plano

2x+y +z+4 =0.

Encuéntrese los punios mas cercanos al origen de la interseccion del hiperboloide de una hoja

x> +y?-z? =1 yelplano 2x+y+z =0.

En la pardbola 2x 2-4xy +2y 2-x-y- 0, hallar el punto méas préximo a la recta

9x-7v+16 =0.

Dados los puntos A(4,0,4), B(4,4,4), C(4,4,0). Hallar un punto M en la superficie de la esfera
X2+ v2+z2=4 de modo que el volumen de la piramide MABC sea el mayor posible.

Rpta. M(-2,0,0)

Una fabrica produce taladros y sierras cuyos precios por unidad son S/. 500.00 y S/. 70.00

respectivamente. El  costo de  producir X sierras, y taladros  es

2 2
C(x, y) = 45x+32v ———;%+ %0 h;(; Halle los valores x e y para que la utilidad sea maxima.

Rpta. x=9102, y = 12288
Hallar los puntos sobre la superficie z = x2 +y 2 que estan méas proximo al punto (3,-6,4).

En que punto de lacurva x=asent, y=beost, te [02rc] larecta tangente a esta curva

forma con los ejes coordenados un triangulo de area maxima.
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|3.65 Funciones Homogéneas y Diferencial ExactaJ

a)

Definicion.- La funcién f:DczRn -> R, definida por z=f(x x,x2,...txn), se llama

homogénea de grado Kk, si para cualquier nimero real X, si se cumple:
I(Ax1,AX2,...,AX,,) = A f(x1,x2,...xn)
Ejemplo.- Las funciones siguientes son homogeéneas:
1) f(x,y)=x2 +y2+xy , homogénea de grado 2

v
2) f(x, v)=xsen—k-y eosy— , homogénea de grado 1
X X

3) /(*,y)~x 3e x~+y 3seny—, homogénea de grado 3
X

\% \
4) f(x,y,z) =arc.tg—+arco.sen— , homogénea de grado cero
X X

Propiedades de las Funciones Homogéneas
lero. Sea z=f(x,y.) una funcibn homogénea de grado X  entonces

Z =X X<t>¥~) =y X y/(i), donde (> y y son funciones de una sola variable.
*
y

Demostracion
Como z =/ (x,y) esde grado X, podemos escribir:
_ y .

z =x.—) y por homogeneidad (A.. x).

X
, Vv v y i,y .
z=x /(1,—), llamemos <—)=/(l,—) tenemos z=x $X—); en forma similar

X X X X

puede hacerse con la variable y.
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2do. Si z = f(x,y) es una funcion homogénea de grado X entonces cualquiera de las

derivadas parciales de primer orden es una funcién homogénea de grado X - 1.
Demostracion

Por la propiedad lera, tenemos que z =x l(<p(y—), derivando como producto y aplicando
X
t

la regla de la cadena: — =XxK ) + xx ~N~) = XXX 19(M- x*-2 ) ahora si
8x X X X X
reemplazamos (x,y) por (rx, ry ), 9y ' no se veran alterados de modo que en los
factores x X 1y x| 2 ser& posible factorizar r'~ * lo cual prueba que o es homogénea
X

de grado A.-1. w _

3ero. Teorema de Euler.- Si z=f (x,y) es una funcién homogénea de grado X

entonces xiz w dz =Az
dx ' dy
Demostracion
Como z :xk<)>(y—), derivando se tiene:
X
dx X X dy X
multiplicando por x a — se tiene: x— =\xx<((-)- x*-1 )...(1)
dx dx X X
multiplicando porya — setiene: 'y  — =xx1v8'(--) -2
dx dx "X

sumando (1) y (2) se tiene: x— + y— =Xx; é(—9)=kz LX— =+ — =Xz
dx " dy X dx dy
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4to. Teorema de Euler.- Una condicidn necesariay suficiente para que una funcién

/(x,,x2,...,xn), definida y diferenciable enunaregion

abierta D ¢ R n, sea homogénea de grado X es que la funcion f debe satisfacer la

relacién de Euler: x,it-XZ—d:t..x,,"—:)ifm ,X2,..jen)s
8x{ dx2 dx,,

5to. Siz=f(x,y) esuna funcion homogénea de grado X, entonces.
x2—y+2xvdZ+y2 )2

dx2 dxdy"dy?2

Demostracién

Como el teorema de Euler establece una igualdad de funciones,

xE +viZ—Xz .

dx dy
Calculando las derivadas parciales, se tiene:

dz

_( —

dz

R D — Z
dx dx dy) d{%()
d dz dz d .. .

efectuando estas derivadas parciales se tiene:

dx & ydydy dx
d2z ¥d22 dz ,Xc_iz

dz% dzd22 , dz

“dydx y@ dy dy

multiplicando por x a la primera ecuacion y por y a la segunda ecuacion.

tenemos:
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2d2% dz dz , 8z
X ==+ X ———— h XV - = Ajt—
dx dx ' odxdz dx

d2z 2 82z dz. z .
XV === t-v + W+ v— A\L sumanuo las dos ecuaciones.
' dvdx dv ' ody dv

de22 dz 2 dZ dz dz , .xdz dzs 2d2
—=+2XV X —T-

+y +—irtX—+y—=M— +v—)
dx " clxdy dy dx dy dx " dy dx
dxdy ' dv2
X2NA- 42Xy — 4y 2—~=X(k-1)z

dx2 e dxdy y dv2

[3,66 Diferencial Exacta]

1)

2)

3)

Ejemplo.-

Una expresion de la forma M(x,y)dx+ N(x, v)dy se denomina diferencial exacta si

existe una funcion f.D aR 2 —R tal que df(x,y) = M(x, v)dx+ N(x,y)dy.

Una expresion de la forma p(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dv+R(x, v,z)dz se denomina

diferencial exacta si  existe una  funcibn f:DczR*-+R tal  que

df(x,v,z) =p(x,y,z)dx+ Q(x, v,z)dy+ R(x,v,z)dz.

Teorema.- Supongamos que M y N, son funciones continuas con derivadas

parciales de primer orden continuas en D. Entonces la expresién

M(x,y)dx+ N(x,y)dv es una diferencial exacta si y solo si d = 6 V(x,y)e D
y X

Examinar si (e* seny-2ysenx)dx +(e* eos y+2eosx)</v es una diferencial exacta.

Solucion
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X 8M r
M=e seny-Zysenx --d---:e coy-2 sen.t
Y
Kfr:ercosy+%cosx —d(—j—N—:e’cosv—Zsenx
X
dM dN e .
como —-—-=— es una diférencial exacta.
dv dx

4)  Teorema.- Supongamos que P, Q, y R, son funciones continuas en D entonces,

P(x,v,z)dx +Q(x,y,z)dv +R(x,v,z)dz, es una diferencial exacta en

dP=dQ dP_dR dQ dR
dv dx' dz dx' dz dv

Ejemplo.-  Determinar si la diferencial dada es exacta (2xv +z2)dx+(2vz+x2)dy+(2xz+y2)dz
Solucién
dP
\p =2xy+z2 dy X dp__dQ_
[Q=2yz +x2 N-o=2X dy dx
dx
\(P=2xv +22 Ejldaz_-l’ _—
\R=2xz+y2 » — =2z * dz »
dx
dQ
iQ=2vz+x2 dz~ dQ dR
jli=2xz+yv2 * — =2y *
dv

por lo tanto la expresién dada es una diferencial exacta.
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Observacion.- Suponiendo que M(x,v)dx +N(x,y)dy sea una diferencial exacta entonces,

3/(x,y) tal que

L(;(’X) =M, 9-f-Q(-’-)-/-)-: N ; se puedé tomar cualquiera’ de
X

estas dos ecuaciones, d Z1 = M(x, v), integrando respecto a X.
X

/(*«y) =Jal(oc, v)dx +g(y), derivando respecto ay.
)~ 9 (x yyax+g 1] = N(x, y)

dy  dyJ

g\y) :N(x,y)--E-fM(x,y)dx,integrando gy)=J [ 1V é a r , y)dx]dy
y_

o /(*.y) =IM (X, y)dx+J [N(x,y)-~JM (x, y)dx]dy

Ejemplos.- Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la funcion f de la cual es diferencial

total.
1) (3*2tg>>—2Xy— Ydx+(x xc~ y+4y3H-?;:-/~)dy
Solucién
aM _ 3jc2 see? v - oy

M =3x2tgy-"~-+122
X

N 2 2
—q——:3x see y-———§-y—

dx 7 *3

N —je3sec2 .V+ 4.V3

dM _ dN - df(x, - df(x,y) —..
como----—-— —, es exacta, entonces 3f (x,y) tal que aréey) M vy --Q-LN
dy dx dx dy
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dr*' W) =M =3x2tgy - integrado /(x,Y) :J(3x2tg y-" T)dx+g(y)
dx X xJ
/(x, V)= x3tg v+¥ +9g(y), derivando
X
X'V = X3sec2y +-~r +Qg'(y) = N =x3sec2y +4y3+-"~
X X

g'00 =4y3=>g(.v) =y 4 entonces f(x,y) =x3tgv+-"y+y4d
X

2) (2xyz - 3y Zz+ 8xy2+ 2)dx +(x2z - 6xyz+8x1ly +1)dy+(x2y - 3xy2+ 3)dz
Solucién
dP
\P =2xyz-3y2z +Sxy2+2 ay
|0 =x2z - 6Xyz+8x2y + 1 ag dy dx

= 2Xz- 6yz+16xy
X

ap _ )

\p =2xyz-3y2z + %42+ 2 az =2xy-3/ dP = dR

[[?=x2yz-3xy2+3 al? _ 2xy-3_y dz  dx
80- 2 A

|@ =x2z - 6xyz+8x2y+| az  * A dQ  dR

\r =x2v-3xv2+l w
ai'

= x 2 -6xv n

por lo tanto la deferencial dada es exacta, ahora calcularemos la funcion f (x,y)

df(x,y, z)

) =P = 2xyz- 3y2z+8xy2+ 2, integrado
X

/(X,y,2) = \] (2xyz - 3y2z +8xy2+ 2)<fr+ g(y, 2)
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f(x,y,z) =x2yz-3xy2z+4x2y 2+2x+g(y,z), derivando

g = X2 - 6Xyz+9xy +gY(y,z) = Q =X2Z-6XVZ+ SX2y+:
y >

gy (y,z) =1=>g(v,z) =y +h(z)

f(X,y,2) =x2yz-3xy2Z+4x2y2+2x+y+h(z), derivando

df():j'.y'z|.=x2y- 3xv2+h(z) =R=x2y-3xy2+1
z

h(z)=\ =>h(z) =r f(X,y,2) =X2yz-3Xy2z+4X2y 2+2x+Vv+z
1) Probar que las siguientes funciones son homogéneas y hallar su grado:

< ... .3 .3 s 35 15

a) j(x,y) =ax +by b) J(x,y) =4x vy +z

axv2+’bg< y x3 -3V
0 f(x,y) =—-mmm- d) f(x,y) =In(— —)
X+ v X +y
- — *
e) f(x,y) =Axl+2By+cy2 f) s 2f(X’2y) = +V
yx +y

2) Mostrar que la funcién homogénea de orden cero z=f(ytx) satisface la relacion

dz dz

x—+y— =0.

dx dy
3 Si /(,.,)-*1Ing ,probar que: +
) o) Lx) P q dxL dydxdy.,

. ) L _ lf: Z Yy, N |
4) Mostrar que la funcién homogénea de k-ésima orden u=x F (—,—), donde F es una funcion
X z
derivable satisface la relacion x— +y— +z ~ =ku.

dx dv dz
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5) Demostrar que z=(ax+by)a (cx+dy)l“y z=axay' a+bx*yl” son funciones

homogéneas y comprobar en cada caso , ei teorema de Euler.

6) Demostrar que si ¥ (x,y) es una funcion homogénea de grado n y <p(x,y) es una funcién
homogénea de grado 1-n, entonces la funcién f(x,v) = <ji(x,y) + <p(x,y) (que en general no

es homogénea), satisface la relacion.

fiX¢ oxdy dy
7) Para la funcion homogénea z = axa , demuestre que x—d + V'_d =(a+P)z
X v
X 212Z+2xv-q-2-§--+ v Z—dzi: (a+p- )7
dx dydx dy
8) Siy=1/(.t,,x2,...,xn) es una funcién homogénea de grado r, demuestre que:
X2 X3 Xn . ., . .
Yy =X (— — ), siendo (> una determinada funcion de (n-1) variables. Deducir que
*i *i x\
. . . X—dj dv dv —
la derivadas parciales son homogéneas de grado (r-1)y que xx—=-hx2—— 1.+ xn =rv.
dxj dx2 dxn '
9) Determinar cuales de las diferenciales son exactas, en caso que sea una diferencial exacta,

hallar la funcion para la cual es diferencial total.

a) (x3+3x2y)dx+(x3+y3)dy b) (2y-—)dx+ (2x+—)dy
X y

C) @e* +2xy)dx +(xexy +x2)dy @ (x2+2xy)dx +(y3- x 2)dy

e) (x +cosx tgy)dx +(y3- x2)dy

| 5% |
f)(3x2Iny -x 3)icc+ (jf + tgx.cos.v)rfv
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10)

1 .t2 Inx
g) (2*Iny +— )dx + (--------- -)dy
XV yy

h) (ey + eosx eosy)dx - (senx.seny-xey)?
i) (2x-y +3z)dx+(3y +2z-x)dy +(2x+3y-z)dz

i) (2xv +2z2)dx +(2yz + x 2)dv + (2xz+y 2)dz

1 v z 1 x z 1 X v
K| (——i"-—)dx+(— —dy+— - —j-— )
vz xz X'y X2y z Xy Xy yz Xz

537

Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la funcién f de la cual es diferencial total.

a)  (sen>'+_ysenjr+—)dx+(xcos_y-cos;c +—)dy
X ' y

1 X 1 X x |
b) (—sen----y"cos—y+l)<£c+(—eos-—)—/ ----- -sen—+— )dy
y y X X X X y

c) (3X2t9 vy )dx+(x35e2e y +4y° +§¥) dy
X X
d) [acos(ax+by)-b sen(dx +ay)\dx + \bcos(ax + by)-a sen(fcx + ay)\dy

2 :
\ +sénxeos X)' X ) ) ]
j —dx +( j i-senv)d[v
cos Xy cos X>

€)

2
X
f) (xInj>+ vinx+y)dx +(— +x\nx)dv
2

g) (e*sen_y-2vsen;t)ift+(edrcos_v+2cos;t)<(v =10

h)  (2xy3+ycosx)dx+(3x2y 2+senx)rfv

v X
i)(— jl_:-)?rCl y)dx+(— Xryarc- X Wy
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Demostrar que la diferencial dada es exacta, y hallar la funcién f de la cual es diferencial

total.

1 z 1 x y
a) Z)dx +( AV C— )dz
y X zy X z

b) (2xyz- 3y2z+ 8xy2+2)dx+ (x2z-6xyz +8x2y + l1)dy + (x2y-3xy2+3)dz
C) (x2-y)dx-(x-3z)dy +(z+3y)dz
d yzdx +xzdy +xydz
e) fzc' +ey)dx +(xev-ez)dy +(~vez +e' )dz
2
f)  (2xcoSy-3)dx-(x~ senvV+z )dv- {2yz- z)dz
g) (2y3-8xz2)dx+(bxy2+\)dy- (%x2z+ 322)dz
Determinar la constante a para que la diferencial sea exacta.

a) (x+ ve2x} )dx +axe2x>dy

D) (= .2,

X y y

c) (eax+y+ 3x2y 2)dx + (2yxi +eax+>)dy
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4. FUNCIONES VECTORIALES DE VARIAS VARIABLES.

Pre-requiSitOS.- Para la comprensién adecuada de este capitulo de las funciones
vectoriales de varias variables se requiere del conocimiento previo de:

- Calculo diferenciales e integral.

- Funciones vectoriales de variable real.

- Funciones de varias variables.

- Superficies.

Objetivos.- Establecer los fundamentos necesarios para la interpretacion del gradiente de
una funcidn de varias variables, la divergencia, el rotacional, de tal manera

que al concluir el estudio del presente capitulo el estudiante debe ser capaz de:
- Utilizar estos conceptos en las integrales Curvilineas.

- Enel teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de Stokes.

- Las aplicaciones en fisica, quimica e ingenieria.

- Las aplicaciones de la integral de superficie para la determinacion de la masa de una

superficie y la densidad de flujo de un campo de velocidad a través de una superficie.

Se ha estudiado las funciones reales de variable real o funciones reales de una variable

f: R-- >R, asi mismo se ha estudiado las funciones vectoriales de variable real

_>

f: R-——- >R", también se ha estudiado las funciones reales de varias variables

/: Rn-.... >R, ahora estudiaremos las funciones vectoriales de varias variables que
—

denotaremos por /: R'------ >Rm.
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41  Definicionj
Una funcion vectorial de variable vectorial es una correspondencia de un conjunto A de

vectores a un conjunto B de vectores de tal manera que para cada vector X e A existe un

vector f(x) e B, es decir, es una transformacién del conjunto A en el conjunto B.

—
Si A es un conjunto de Rn y B es un conjunto de Rm entonces diremos que / es una

funcién de R" en Rm cuya notaciénes /: Rn-—-- >Rm.
- -
Ejemplo.- Las funciones /: R------- >Rny /: Rn-—- >R son funciones de este tipo de
funciones.
- -
Ejemplo.- La funcion F definida por F(Xx,y) =(x+4, y +5) es una funcién vectorial de dos
variables.
Ejemplo.- El gradiente de una funciéon de Rn en R es una funcion de R” en R". Si,
f(x,y,z) =x2y +yz = VE(x,y,z) =(*-, ", M), de donde

ox ay oz
VI(x,y,z) =(2xy,x2+z, y).
Luego F :RI-—>R3 tal que F(X, Y, z) =Vf(x,y,z) = (2xy, x2+z, y)

Observacién.- Las funciones vectorialesde unaparte del plano R2 o delespacioconrangoun

conjunto de vectores de R 2 es definido por:

F:Da R2---—--—-- >R2 tal que F(x,y) = P(x,y) i+Q(X,y)]
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F:DaR -—-- »R" tal que F(X, y,z)=P(X, y,2) /+Q(X,V,2) ]

Si el rango de la funcién vectorial es un conjunto de vectores de R}, estas funciones son

definidas por:
F:Da R2-—-—-- >R 3 tal que F(x,y) =P(x,y) i +Q(x, y) j+ R(x,y) k

F:Dc Ry-——-- >Ry tal que F(x,y,z) =P(x,y,z) i+Q(x,y,z) j*+ R(x,v,z) k

donde P, Q y R se denominan funciones componentes o fiinciones coordenadas.

-
En los problemas fisicos, a las funciones vectoriales F de R™ en Rw le llaman campos

vectoriales.

Ejemplo.-  La funcién V:R - >R 3 es el campo de velocidades de una corriente estacionaria

de un fluido (es decir, con velocidad independiente del tiempo).
A cada punto (x,y,z) del fluido corresponde un vector V(X,Y, z) velocidad de una particula

en el punto X . V(X,y,2)=Vi(x,y, z) i+V2(x,y, 2) j+ V3(x,y, z) k

Ejemplo.-  Consideremos la curva.

N
F(x,y,z) =P(x,y,2) 1 +Q(x,y, z) j+ R(x,y, 2) k

campo de vectores tangentes a la curva.
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Ejemplo.- Sea S: F(x,y,z) = 0 una superficie.

Campo de vectores normales a una superficie.

Ejemplo.-

Campo de velocidad de un cuerpo en rotacioa

Ejemplo.-  Suponga que un objeto esférico de masa M (por ejemplo la tierra) tiene su centro en el

origen.

N
Deduzca la formula del campo gravitacional de la fuerza F(x,y, z) ejercida por esta masa

sobre un objeto ubicado en el punto (x,y,z) del espacio.

Solucioén

Supongamos que se puede manejar el objeto de masa M como un punto de masa situado en el

origen.
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. . . > . gnm L
Sea r=xi +vj+zk entonces, la magnitud de F sea [|i*||= --—-—-—-- > F esta dirigida
ii'-Y
N
hacia el origen, es decir, F tiene la direccion del vector unitario----- — concluimos que
e
4.2.  Limite de una Funcion Vectorial de Varias VariablesJ
Estas definiciones son extensiones de las definiciones de las funcionesestudiadas.
— -> -»
Definicion.-  Se dice que el vector b es él limite de la funciéon F en a y escribiremos
——» —
lim F(x) =b si para cada numero e>0, existe un numero 8>0,
x—*a
— —_ = —_ = —

talqueer)_F yOo<||jr-a||<& entonces |F(x)-b ||<e.
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Teorema.)

Sea b=(b],h2 e Rm, F=(FI,F2,—Fm) lina funcién de F : R" ------- >Rm y a
e e -y

es un punto de acumulacién de DF entonces lim F(x) =b si y solo si

X —ya

-y
lim Fk(x)=bk, V k= 1,2,3,...,m; lademostracién de este teorema es similar al caso de las

X -*a

funciones vectoriales de variable real.

Propieda

Sean F,G: R” - >Rm funciones vectoriales tal que lim F(x)=h y Ilim G(x)=c,
entonces:

. -y -y

I) lim XF(x) =Alim XF(x) =\b , Aes un escalar

i) _lirr_]»(F(x)J_rG(x)) =lim F(x)£ lim G(x) =htc

S
X —ya x-yax —ya

i) 1im F(x).G(x) = lim F(x). lim G(x) =b .c

X-ya x-ya X-ya
v) dim NELX) [I=]] Tim F(x) =] &l
v) Si cp R"--mm- *R una funcién real y a un punto de acumulacion de DF'
- = o
entonces: lim (<pF)(JC) = lim <p(x). lim F(x)

X-ya X-ya jc =0
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45

4.6

4.7

Continuidad de una Funcion Vectorial de Varias variables.!

Definicién.- La funcién F es continua en el punto a de D , si para cada e >0, existe un
F

5 >0, tal que: | F(x)- F{a)|<e, siempreque X €£>_ vy || x—a||<8
=
Teoremaj

La funcion F es continua en a si y solo si cada una de sus funciones componentes es

—>
continua en a . La demostraciéon es similar al de las iinciones vectoriales de variable real,

por lo tanto se deja como ejercicio.
Derivadas Parciales de Funciones Vectoriales de méas de ana Variabkj
Sea F : R3---->R 3 una funcién vectorial definida por:

F(x,y,z) = FI(x,y,z) i+F2(x,y,z) j+F3(x,y,2) k

N
La derivada parcial de F con respecto a x se define por:

?2,<r,v.z)-"- im n*+lu.y,:)-h*.y.z)
dx a*-»0 Ax

siempre que él limite exista.

N
De modo similar definimos las derivadas parciales de F con respecto ay,z asi:

im h*.y+to.t)-h*.y.z)

dy Ay»0 Ay
X _dF _ F(x,y,z +Az)-F(X,y,z)
P00y =5 ST Az

siempre que estos limites existan.
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Las derivadas parciales de orden superior se pueden definir de esta manera.

-1 d2F ddF . d¢F d .dF.
Fxx(x, v,z) == Y- =—(— ), E X, V.z) = 2 - P

(x vi2) =2y= =65 WOV s T vy
;1 .2y d2F d idF;\

X, y = — - = e J—
yy dyl ay Ty

4,8 Reglade las Derivadas Parciales de Funciones Vectorb

Sean F y G funciones vectoriales diferenciables de x, y, z, y $ es una funcién escalar

diferenciable de x,y,z entonces.

i) — (F+G) =FX+GX, ) — ((pF) = <p.Px+<pxF
dx dx
Q -> > F
ili) y (F.G) =F.Gx+Fx.G iv) e (FXG) =FxGx+FxxG
X X

(mantener el orden de los factores)

Si F(x,y,z) =F\(x,y,2) i +F2(x,y,z) j+ F3(x,y,z)k . Entonces su derivada parcial esta

dado por:

Demostracion

Por definicién de derivada parcial se tiene:

_dF _ . F(X+tkx
Futey af= G, = g AHE L
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:/!uFx(x+Ax,y,z)-Fx(x,y,z)?;!Fz( X+ A X >
A AXAX

Fi(x+Ax,y,z)-Fi(x,y,z)"

Ax J
OFX. 6F2 . dFL7 4 dF dFx-* dF2 dF3-*
—-i+—1L i+—1Kk, F==—-/+ — -/ +—-Kk
dx dx dx dx dx dx dx

Ejemplo.- Si F(x,y)=exy i+ (x-y) j+xseny k, calcular FXFy,FxxFy

Solucion

F(x,y) =ey i+ (x-y)j+xseny k dedonde se tiene:

Fx= — e* j-i-—-(x-y) j+— xsenyk =ye” i+j+senyk
dx dx dx

Fy:—d i+—(x-y)j$—xsen_y£d =xexy i-j+xcosyk
dydy

i j k
FxxFy =ye* 1 seny = (xcos™+seny) i+x(seny-yeosy)j-(x +y)exyk

xe** -1 xcosy

Si F: Rn--—-- >Rm es una funcién vectorial diferenciable en x entonces cada una de las

*

funciones componentes Fj, es diferenciable en x , luego a la funcién matricial definiremos

por:
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¢W *)  ZFj(x) .. ZW *)
D\F2(x) D2F2(x) .. D,FZ2(c)
DF(x) =
< Fm(X D2F (x) .. D Fm(x) S
se llama matrizjacobiana de la funcién F de R" en Rm.
Ejemplo.- Hallar el valor de la matriz jacobiana en el punto (x,y,z) de la funcién
F(x,y,z) =(xy, y2,x2z).
Solucion
ox oy "t0) KP}) y x 0
DF(X,y,Z) = %-CVZ) s CV2) 0 2y O
dz
X i 2xz 0 x2
¢(A) |-(A) ¢(A)
0X eV £7
Sea F wuna funcion de i?" en 7?m , si la matriz jacobiana de F es continua sobre un
conjunto abierto D a R" entonces F es diferenciable sobre D.
Ejemplo.- Si  F(x,y,z)~ (x2+yz, zsen xy). Demuestre que F es diferenciable en cualquier

(x,y,z)eR

Solucién

El valor de la matrizjacobiana de F en cualquier punto (x,y,z) es dado por:
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8,2 v 8 .2 a. 2
— (X +3'2) — (X +yz) = (X +yz
¢ e’ 200 wyay 08 y2) 2 2y

DF(x,y, z) =
— (zsenxv) — (zsenxy) — (zsenxy) YZCOSXy XzCOSXy Senxy
Sx oy dz

la matriz Jacobiana es continua en todo (x,y,z) de R entonces F es diferenciable en (x,y,z).

|4.12 Gradiente fe «na Fimcton ENailarj
Sea <j>(xy,2) una fiincion escalar; al gradiente de la funcion escalar $>(x,y,z) denotaremos por

grad (3, y es el vector definido por:

dip -
rado)=— i+ 7+ 2k
grad(o) = o yJ o

Ejemplo.-  Si €(x,y,z) =xy +yz + xz Hallarel grad 91,1,3)
Solucion

Si <)(xy,2) = Xy + yz +xz sus derivadas parciales son:

§>(x,y,z) =y +z 84>(1,1,3):4
8x 8x
dlp(x,y,z):x+z A"<U L,3)-4
8y
>y y 2 =x+y &) (113) =2
8z 8z
grarf(0(1,13)) = A(18'1’33'.?+ 0’\(;'1'3l§'+ 09&;'1'3)]1?, gra</(4(U3) =4 i+474 2k
X y z

El operador vectorial diferencial es dada por:

ve2 fel ]7+Eh
k
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El operador vectorial diferencial no es un vector, sino un operador, sin embargo puede
considerarse como un vector simbdlico. Si <j)(x,y,z) es un campo escalar, entonces () V es un

operador, mientras que V $da la importante funcion vectorial llamada gradiente, en forma
> m — —
similar si / es una funcién vectorial diferenciable, entonces / .V y / xV son operadores,

- -
mientras V ./ y Vx/ daimportantes funciones escalares y vectoriales respectivamente.

Nota.- El operador diferencial V se lee NABLA.

114  Introduccion del Operador Diferencial V al Gradiente.}

d . d . *d7 do do . doﬁ*
Como V=— i+— j+— k ,entonces: grad(0) =V$=— i+— j+
dx dy dz dx dy dz

4.15 Propiedades del Gradientej

Sean ¢y y funciones escalares diferenciables y ¢ una constante.

1) Mcop) = ok 2)  MPty) =+ Wy
3) M) = P + 4)  V/(uyv,w)=— Vmt— Vv+-"-Vw
du dv dw
Ejemplo.-  Para un vector arbitrario constante a , mostrar que: V(a, r) =a, donde r es el

vector de posicion.

Solucion

> —» —>—>
Sean a =(ax,a2,a3) y r =(x,y,z) =>a.r =alx+a2y +a3z

V(fl, r)= d(a,r)- 7 d(a - > i(akr)—é\. |+a2]+a3k =(alya2,a3) = :
dx dy dz
—- > —

V(a, r)=a
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Ejemplo.-  Si = 4>(xy,z) Mostrar que V<t>dr =d§

Solucién

i+yj+zk ,sudiferencial d r =dx i+dy j+dz k , calculando el gradiente de ()

Sear =X
0
V<, = d<_t>lz+di> /‘+E>’[i
dx dy dz

=(— i+— y+— k).(dx i+dyj +dzk) =— dx+— dy+— dz =d¢
(dx dyy dz ) v ) dx d>)// dz

Ve=dr = df>
416 Divergencia de una Funcion VectorlaM

Si una funcién vectorial es f =(f\, fi, fz), donde fx,f2,fi son funciones escalares,
—

entonces el producto escalar de la funcion vectorial / y el vector simbdlico V es decir:

- - —>
V / se denomina la divergencia de la funcién vectorial y se denota por div(f)=V ./ es

decir:

a) Teorema.- Si [/ y g son dos funciones vectoriales, mostrar que

V.(/+g)=V./+V .g
Demostracion

— —> - =
Sty =(/1.12./3> Y g =(gl,g2-g3)>entonces f+ 8 =(.fl+gl’'f2+82’f3+gl)
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b) Teorema.- Si (>es una funcién escalar, entonces la divergencia del gradiente de 9 es
d2¢, d2¢, d2e

¢iv(grad>) =—
dx2 dy2 dz2

Demostracion

Como grad®="4="- i+ rj+"T" => gra,(0)=|" i+ -j+"-lc
dx dx ay dz

dy
div(gTad<d®) = V.(V») _4d de d do )+ — (7 )d:+d4> da  d2 d2
& & ay ay & & a*?

La divergencia delgradiente V.V se escribe como V2. Entonces V.(V(j)) se escribe

como V.V0=V 25> AloperadorV 2 le llamamos el Laplaciano, es decir:

i jiom -2 % v .
|_ap|aC|ano = (/ =Y Y+ VY entonces se tiéne:

dx dy2 dz2
v2, (S2+d2 d2 sV a?2fa 2i
V iP={— 7+ — y)<P = ro+ r--t--—--T-
Sc ay az------- dx dv dz

Una funcion escalar ¢>se dice armdnica si es continua, tiene segundas derivadas continuas y

satisface a la ecuacion de Laplace.

V2 =0
Ejemplo.- Mostrar que la funcién —, donde r =|| r ||= (x2+y2+2z2)1,2 es una funcién
r
armoénica siempre que r * 0
Solucion

Claramente —es continua, puesto que jc2, y2,z2 y r son continuas entonces el Laplaciano es:
r

ay
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12 {x2+v2+z2yV2 +iL (*2 <n - 124n 0 (x2+ y2+22) 12
dx2 ' dv2 ! dz2

de donde la primera y segunda derivada parciales de — con respecto a x son:
r

w +y2+z22ru2=-x(x2+y2+z2r 32

d (X 2+y2+2Z2r V2 =-(x2+y 2+2z22r 3/2 +3x2(x2+y2+12z2r 5'2
dx

en forma similar, las derivadas parciales de — con respecto a las variables x,y,z.
r

i1 (x2+Y2+2Z2) v2 =-(X2+y2+22yV2 +3y2(j(2+y2+1z2j-5U
dy

GL(X2+y2+422yV2 __(x2+y2+22y V2 7N 272 +y 2+ 2)7SI2

dz2

Luego al momento de reemplazar en (1) se tiene:
V2(=-(X2+V2+2z2)"3/2 +3*V  +y2+2z2)_5/2 -(X2+/] +z2)-32+
r

+3y2(t2+y2+22)"5/2 - (x2+y2+22)-3/2 +322(x2+ y2 + 22) 2

=-3(x2+y2+22)'32+3(X2+y2+z22)(x2+y2+22)"5/2

= _3("2 +72 +22}-3/2 +3(x2+/ +7r2}-5/2 _q

Como satisface la ecuacion de Laplace, la funcién —es armdnica.
r
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4.18

Nota.-

Eduardo Espinoza Ramos

Rotacional de una Funcion Vectorial.}

Si una funcién vectorial/ =(/j,/ 2,fa)dondef x,f 2, son funciones escalares con

primeras derivadas continuas entonces su producto vectorial o cruz con el vector simbdlico V

es:

S —
b
Vit =0 (i 2 + K d d
=(r- "+j+-T- + + =
X ((rex Jay kf?zx( I J ) dx dy &
A fi
Mi <2 df\ - df2 o, T
dy dz dz  dx dx dv

Llamamos a esta funcién el rotacional (roi f) de la funcién vectorial / es decir:
Rotacional f =Vxf

N
Vx f no necesariamente es perpendiculara / .

1) Sean / y g funciones vectoriales entonces:

Vijc(/+ g)=Vxf+Vxg
2) Sea ()una funcion escalar con segundas derivadas continuas entonces:
V*(V() =0

3) Sea/ una funcidn vectorial con segundas derivadas continuas entonces:

V.(VX7) =0
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4) Sean / y g funciones vectoriales, entonces:

(fxV)g =f.(Vxg)

{420 Ejercidos Desarrollados,!
1) Si $= <) donde u = u(x,y) entonces mostrar que \g>= \KHt) = I>'(U)Mw
Solucion

* AN
Como el gradiente de es: Mj>=V$(u) =£d>| h861 +8—6 k
. B 8y oz

fiuz,

. f(M’);_“)’('"/°+<)>(«)dFu;3+<u(]])§Z =4>(m)(— |+E&-J +-%l.;k) =~

2)Si r=|| r||=(.v2+y2+z2)1/2. Hallar Vr" y V(—, donrde n es cualquier numero real.

Solucion

Sea = <) =r"’, por el ejercicio anterior se tiene:

Vr' =— (r")Vr = i - T+-, i Jt -k %)
dr VX2 +y2+22  Ix24y2+12 -IX2+y2+12

*¢ -
=] am (xi by ¥ zk) = nm2r
yX +y +z

para n se tlene: V(A= — *3_?
r r

3) Hallar la divergenciade /(*,y, z) = xyz i+x2y ’z j+yz3 k

Solucién

555
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4) Hallar el rotacional de f(x,y,z) =xyz i +x2y2j+yz3k
Solucién

Como el rotacional es dado por:

> -»
i j A
d d d
Vx/ =
dx dy dz

xyz xy 2z v

= Cly(VZS) - F Oy 217+ [ y2) - (yza)l7 + [ (xey2z) - Cly(XyZ)] k

(z3-x2y2)i+xyj+(2xy2z-xz) k

5) Hallar (V<> y (/IV)g en 1,1, si I(x,>\z)=(-y,X,2),

a(jr.j.z) =3Asz| /+2xy’ j-x/\]yzk y <(>(xy.2) = Xyz.

Solucién

o dt)0y.2)-p <90Ce. 2™ d<tzloy g %y Ty

Como
dx dy dz

tenemos (/.V)<() = /(3> = - y(>2) + X(Xz) + z(Xy) = -_y2z + X 22 + Xyz
N

—»> S
Por tanto, en (1,1,1), (/.V)(l,I,1) =-1+1+1=1; ahoracalculando (/.V).g
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=-3yz2i-2y4 j+2xy2z k+3x2z22 i+6x2y2j~x*zk +6xyz i-x yzk
=(-3y 222+3x222+6xyz2) i+ (-2yd+6x2y2)j +(2xy2z- x3z - x2yz) k
= > = > >

por lo tanto en (1,1,1) se tiene:  (/.V).g(@L1L) =6 /'+4 j+Ok =(6,4,0)

¥ >
6) Mostrar que: dr.vy/ =df

Solucién

> -* > 3 57 5 0 5 5

dr.V=@Exi+dyj+dz k).(— /‘+i5j+—k=dx-9--}dy —————— tdz —

dx dy dz dx dy dz

@r V) =dx3 gyl 9%, AF 40 g 9F qumdf =gy
dx dy dz dx dy dz
7) Demostrar que:  V.(<ji./) = )>V/+/.V(t>
Solucién
dx dy dz dx dx dy dy dz 0z

ok P DR

o g Ty * 13 Y =V T+ /- e

X

8) Hallese el gradiente de la funcion <p=wv— Si u=3xex+y, v2=x2+1-y,
-Jw

W=3x2+1+2 .
Solucién

Por propiedad de gradiente se tiene:
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reemplazando (2)en (1) se tiene:

V<p=2(3xex+y)(x2+1-y)[(3xex+3ex) i+ j] +3(3xex+y)2(2x i- j)

_(6x i+ k)
25i3x2+1+2z(3x2+1+ 2)

dr du .
9 Demostrar que: —-\Ju = - ,siu=uXxy.zt
) q (Olt y) T (xy.z1)

Solucién

Siu=u(x,y,zt) ladiferencia total es:

du =3 iMoo U, QUge o, du_ dudx, dudv, dudz du
dx dy ' dz dt dt  dxdt dydt dzdt dt
:(_qz(___§_+$/£ +_q_Z_Ej_y_)u _du:(drlv)u+_du dr .V)W:ﬂ'I du
dt dx dt dy dt dz dt dt

dt —dt
10) Determinese la  divergencia y el rotacional  de la  funcion  vectorial

f(x,y,z)=xeosz i+ylInxj-zlexk
Solucién

Calculando la divergencia de / se tiene:

VAN N\ 0 VAN
div(f) =VvV/ =— (xeosz)h-----
dx

Inx) + — (~z2ex) =cosz+Inx-2zex
dy(y ) GIZ( )

Calculando el rotacional de funcién vectorial /
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_dGzzx) d

~
I win 917312 (xeosz)- 2 (-2 % )y+t=-Injo)y—2%e82)y/
8y 8z 8z 8x 8x

=(0-0) i+(-xsenz+zTer)j+(l- o)k =0 i+(27er +xsenz)j+ lk
X

11) Siendo f(x,y,z) =x y i-2xz j+2vz k . Hallar rot(rot f)
Solucién
- - >
i j k
d 8 d
rot(rot f) =V.r(Vx/) = d d =VX[(2x+2z) i-(x +2z)K]
z
X2y -2xz 2vz
-
i j k
8 8 g =(2x+2)i
8x 8y 8
2x+2z 0 =(X2+2z2)
12) Si f(x,y,z) =2yzi-x2y j+xz2k y ty(x,y,:) = 2x2yzi
Hallar a) (/.rv)<i> b) IX(V(t»)
Solucién
a)

(V<> =[(2xyz i-x 2y j+xz2K)X(™- i+~ j+ k)N
8x d dz

-

1 i k
J
2xy -X2y x22<b:[i(-x2y4—x224-)+j(szE--2yz-L)+k(2yz-L+x2yJET)ft
d 8 8 8z dy 8x dz dy 8x

dx 8y 8z
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I“(Xy5<P+X22 )i+/(\XZZE]3>'2'yZ—)j+(2yz@>+x2 5d>)\1;|'
dy ex dz dy
=-(6x4y 222+2x325) i +(4x2yz}-12x2y2z3)j+ (4x2yz4+4x3y 223)k

b)  fx(vtf) =(2yz - X7y | +x2kxCE i+ )
dx oy 0z

i
2yz -x2y x222{42y—-x22—)/+(‘xz ify 2yzdfy) /+(2vz£0+x y%ﬁ*
&> 3 & dy dv

dx dv dz

=-(6x4dy 222 +2x3z25) ¢+ (4x2vz5-12x2v2z3)y'+(4x2yz4 + 4x3v2z3)/t

|4.21 Ejercicios Propuestos.}

l.- Escriba la matriz Jacobiana de la funcién en el punto indicado.

1) [:i1722 - >R2/f(x,y) =(alx+bly, a2x +b2y) en P(x0,y0)
0,

2) [« /0- ------ b#llf(x,y,z):(x,x+y,x+y+z) en P(x0,y0,z0)
2

3) f P77 >/? [/(x,Yy) =(senx, senxeosy, eosy) en P(O,A

4) /1 R3—>R2!f(x,y) =< -, {z +x2)(z+y 2)) enP(l,1,1)
1+ 21

5)  f:R ——>R4/f(t) =(t,t2,t\t4) en P(l)

6) /:R2---—--- >R* [f(x,y) = (xy,y*,exy,xey,yex) enP(l,2)
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Il.- Demuéstrese que f es diferenciable en todos los puntos (x,y,z) de/?, y determinese
/

£>/(*,y, 2)

1 f(x,y,z2) =(xz, y +2) 2)f(x,y,z) = (xy, y 2, x2z)

3) f(x,y,z) =(—, 2y +1, xz2) 4) f(x,y,z) = (x2y,ze\ x+1z)
y

I11.-  Gradiente, divergente y rotacional.

1) Sid»(xy,2) =xy +yz + zx. Hallar \&>en (1,1,3). Rpta. (4,4,2)

2) Hallar la divergenciay el rotacional de la funcién
- > - -
f(x,y, 2) =(x-y) i+(y-2) j+ (z-x) k .y
g(x,y,z) =(x +yz)i+{y +xz)j+(z¢+xy)k

Rpta. V./ =3, Vx/=@111), V.g =2(x+y+z), Vxg =0

3) Si $(x,y,z) =3x2-yz y f(x,y,z) =3xyz2 i+2xy3j-x 2yzk .Hallaren (1,-1,1)

a) W b) V. Q) Vxf A

e) V.@4./) ) W(<>T) 9) V2¢
Rpta. a) (6,-1,1) by 4 C) (-1,-8,-5) d -15 e) 1
f) (-3,-41,-35) g) 6

4) Siendo <t>(x,y,z) = 2xz4-x 2y . Hallar \&>y Vg~ en el punto (2,-2,-1)

Rpta. 10?-47-167?, 2793
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5) Siendo f(x,y,z) =2x i-3yzj+xz k y (>(tj\z)=2z-x3y
Hallar /\<3> y f xVfy enel punto (1,-1,1)
Rpta. 5, 77-7-11*%

6) Hallar Vy siendo W= (x2+y2+z2)e™x +y +z . Rpta. (2+r)err

7) Siendo V$=2xyz3 i+x2z3j+3x2yz2k, hallar <j»(xy,z) sabiendo que <i(1,-2,2) = 4

Rpta. <Kx,y,z) =x2yz3+20

g) Siendo = (y2-2xyz3)i+ (3+2xy-x2z3)j+(6z3-3x2yz2)k , hallar ip

Rpta. $=xy2-x2yz3+3y+—zA+c

9) Hallar div(2x2z i-xy2z j+3yz2k) Rpta. 4xz-2Xxyz +6yz
10) Hallar $=3x2yz-y2z3+4x3y +2x-3y-5, hallar V2%
Rpta. V20=6yz+24xy-2z3-6Yy2z
11) Siendo f(x,y,z) =3xyz i+2xy j-x yzk y $=3x -yz.Hallar
a) V./ by /I\V<p> c) V() d V.(V?®) enel punto (1,-1,1)
Rpta. a) 4 b) -15 c) 1 d =
12) Siendo f(x,y,z) :Ixz_i*-yzj_:3xz' k y &=x"yz
Hallar a) Vxf b) rot(gf) c)  Vx(Vx/) d) VIlroi(/)]

e) rof(grarf(((t/)) enel punto (1,1,1)

Rpta. a) i+j b) 5i-3j-4k ¢ 5i+3k d) -2i+j e 0
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13) Siendo F=x2yz, G=xy-3z2. Hallar:
a) [VF.VG] b) V.[VFxVG] c)  VX[VFXVG]
Rpta. a) (2y2z+3x2z-\2xyz) i+ (4Xyz-6x22) j+(2Xy2+x*-6x2y) k
b) o

C)  (X2z-24xyz) i- (12x2z+2xyz) j+(2xy2+12yz2 +x3)k

14) Calcular: a) Vr2 b) V(rsa+r7) c) VI[I(r)+g(-)],
E
7 2 71,7 _ . N
donde r =x+y +z y f(r), g(r) == son funciones arbitrarios de r y —
r r

Respectivamente.

Rpta. a) 2r b) r2(4+7r2)r ¢ r~3[r2/'(r)-/'(r-)] r
15) Siendo f(x,y,z) =yz i-3xi j+2xyzk y g(x,y,z) =(3x, 4z, -xy) y $=xyz
Hallar a) 1*(V*) b) (IxV # c) (Vxf)xg
Rpta. a) -5x yz i+xy z j+4xyz Kk
b) -5x2y22i+xy32j+4xyzsk
) -16z3 i+ ($x2yz-\2x22)j+32xz2k

16) Calcular: a) V(a.r) b) Vi/(r)(a.r) c) V(a.r)(b.n)]
> > > ¥y -

donde r=xi+yj+zk , siendo a y b vectores constantes y f(r) una funcién

arbitrariade r.

_y.
Rpta. a) a b) f(r)a+f‘(r)(a.r)7 c) (a.r)b+(b.r)a
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17)

18)

19)

20)

21)

22)
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Sif(x,y,z) =2z i+x2j+xk y $=2x1ly 1zI1 . Hallar (/*jcv4>en el punto (1,-1,1).

Calcu

a)

Rpta.

lar:

div(x3y i+y3zj+ z2 k)

a)

3x2y +3y2z +1zh)

Rpta. (-8,-4,4)

b)

div[(x2+y2+z2)(x i+y j+2z K)]

2(2x +2y +z -2)

Dado f(x,y,z) =x2y i+(4xz+y2)j+(5z2+xy2)k, calcular rot(f) y hallar su

valor en los puntos (1,1,1) y (1,2,3).

Rpta. 2x(y-2) i-y2j+(4z-x2)k;

Si A=x2i+y2j+z2k,

a)

Rpta.

(AxV)xB

a)

-2 A

~2i-j+3k-,

B=xi+yj+zk calcular:

b)

(BxV)x A

~4j+1\k

b) -2x(y+z)i-2y(z+x)j-2z(x +y) T>|+

Dado V=xz3 i-4x2yz j+3xz3k . Hallar rot(rotV)

Rpta. z(19z- 14x) f+8 yzj+ (3z2 - 4x2) k

Si N-x2y2+y222+72x2, V=xy i+yzj+xzk , calcular:

a) rot(grad <)

Rpta.

a)

0

-

b) div(rotV)

b)

0
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23) Hallar la divergencia de cada una de los siguientes campos vectoriales.

a) f(r)7 b (a.7)7 C) rnf(-27
> > > y -y = = > =
d (xi+yj)xr € axr ) (xi+yj)x(zj+ xk)

1 ., o 1
donde /(—) es una funcion arbitrariade — a es unvector constante, wez+
r r

Rpta. a) 3f(r) +rf'(r) b) 4(a.r)
0  @+r(— ) d) 0 e 0
r r
f) y + X

24) Usar laidentidad: div(tf>V) = V.(* V) = <i=div(M) +V .(V 0), para hallar:

a V.(r"7n b V.[(a.7)7] c) V[r(vr2)]

N
donde a es un vector constante.

Rpta. a) (n+3)r" b) 4(a.r) c) sr

—»>

25) Se definen las funciones escalares $y y mediante las ecuaciones <= a.vr?

y/ =b .Vr-3,donde a y b son vectores constantes, calcular:
a) bjotthr)-r a.roi(yr)
b) brotldiv(r r)(a xr)]+5r a,rot[div(r r)(bxr)]

C) ra<>y r)
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26) Por medio de la identidad V<f>=V.VO0.Hallar: a) V2(r4) b) V 2(Inr)

Rpta. a) 12r2 b) 3r2

27) Demuestre que V2 (Nif) =~V2il/ +2V$.VV+v/V2$, donde | y y son funciones

escalares.

28) Demuestre que el campo vectorialV =(xyz) (x i+y j+z k) es Solenoidal

solamente si m+n=o.

29) Demuestre que(yz i+zx j+xy k) es alavez irrotacional y Solenoidal.

30) Silas segundas derivadas parciales de las funciones §>y y existen, entonces, demostrar

que:
\ v2
- = —»> > > =
31) Sivx/= 0,donde f(x,y,z) =(xyz)m(xn i+ynj+znk), mostrarque m= 0 o bien
n=-1.

.
32) Demostrar que V/(r) = —r
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F

[CAPITULO V

'fiwnrro at 'nn»r i?«1

Pre-RequiSitOS.- Para la comprensién adecuada de éste capitulo de las integrales
multiples se requiere del conocimiento previo de:

- Métodos de integracion.
- Geometria analitica.

- Superficies.

- Coordenadas polares.

Objetivos- Establecer los fundamentos necesarios para la interpretacion y aplicacion de
la integral doble, al finalizar éste capitulo el alumno debe estar en capacidad
de utilizar la integral doble en el célculo de areas, volumen, centro de masa, etc., asi como

también el calculo en coordenadas polares y emplear los jacobianos.

En el estudio de las integrales ordinarias @(x)dx, la funcion f(x) es definida en un
Ja

intervalo cerrado [a,b], ahora estudiaremos las integrales dobles de la funcion f(x,y) definida

sobre una region R, al cual denotaremos por J}(*, y)dxdy
R
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Consideremos una funcion f definida en el rectangulo:

|R={(x,y) e Rx R/laxx< b a c$y<d}

Consideremos una particién p del rectanguloR y para esto

sea px={c0,d } una particién de [ab] y

5 ;‘( P2 ={yo>yi....... yn} una participacion de [c,d],

llamaremos particion de R a un conjunto de la forma:
P =Pi*P2 =\xf,yJ)<zRxRIxi

ep2}
Y
n Ja
T ! = j
_________________
C=Y, == e "]‘:" ---------
0 *1

La particion P del rectangulo R, descompone al rectangulo R en m x n rectangulos, es decir:

Rij ={(*,>0e R2/xj_i <x<Xj a yi_i <y <yi]j
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En cada rectangulo Rjj, la funcion f toma un valor méximo My y un valor minimo m{ ;

Luego se tiene:
My(areade RiJ)=Mij(xj -xi_1)(j';--yj_l)=M iJAXj.Ayj
mij (dreade Rjj) = mjj(xj - iw )(Vy-y ) =mij Axj.Ayj ahora formando las suma se tiene:

m n
MijAxj.Ayj ; Y 2L mr
»1 y=i Hy=

que reciben los nombres de suma superior p de f, y se denota por:

m n
f(p)=_YLMir"Ayj
[3f(p) =YL Mi yi

y suma inferior p de f, y se denota por:

L/(p) = 1 1 my.Axt-Ayj

Ay

En forma similar del caso de las funciones de una variable se tiene:
Si f es una funcion continua, existe un nimero | que satisface la desigualdad.

< Uj-(p), paratoda particion p de R.

El Unico ndmero | que satisface la desigualdad Lf (p) <1 < Uf (p) para toda particion p de

R, se denomina la integral doble de f sobre R 'y que simbolizaremos por:

ijf(x,y)dxdy
R
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Funciones integrables.]

Definicion 1.- Una funcion f:DczR~--—-- >R, es acotada en D, siexistenr, s e R, tal
que: r<f(xy)<s, V(xy)e D.
Y
Sea f: DaR2-—-- >R, una funcién acotada en

la region cerrada D del plano y f(x,y) >0, V
(x,y) e D. Trazaremos rectas paralelas a los

ejes y denotaremos por i\,r2,...,rn los

rectangulos contenidos en D aR

Luego el conjunto p ={rl,r2,...,rn} constituye

una particion de la region D.

La norma de la particién p representada por |P Ise define como la longitud de la diagonal

mayor de los rectangulos contenidos en D.

Consideremos el i-ésimo rectangulo rj, i =1,2,...,n contenido en D, el area es

A(ri) = Axr Ayj, y sea (xi,yi) un punto del rectangulo rj.

Luego la suma de Riemann de la funcién /: DaR 1-—-—- >R, asociada a la particién p sera:
n n
i=\ 1=1

Geométricamente la suma de Riemann representa el volumen aproximado del s6lido bajo la

superficie z = f(x,y) Yy que tiene como base la regién cerrada D.
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Definicion 2.- Consideremos una funcién acotada en la regién cerrada D,
n

f: Da R2-——-- »R, el limite de la suma de Riemann es
1=1
n
un nimeroL,siVe>0, 38>0, talque: |~ f(xi,yi)A(ri)-L|<e, paratoda particion

conlpl<5 vy (xj,yi)e ri, que lo representaremos por:

siempre y cuando el limite existe.

Definiciéon 3.- Una funcién acotada f:D aR - >R, es integrable sobre la region

n
cerrada D, si existe el nimero real, L = lim/ (xt,yt)A(rj) . A éste
i=i

nimero L se le llama integral doble de fen D y se representa por:
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laterpr~an~6fl Ckométriéa de la Integral Doble,}

Sif:

2
Da R -—--->R, es una funcion integrable en la region cerrada D y f(x,y) > 0,

V(x,y)e D, entonces V(S)=ff/(x,y)dA es el volumen del sélido S bajo la superficie

D

z = f(x,y) y que tiene como base la regién cerrada D.

2a

3a

4a

ba

Si la funcién /: DczR2--—--—--»R es continua en la regién cerrada D, entonces f es

integrable en D.

Si la funcién fAD a R 2------- >R es integrable en la region cerrada D y ke R, entonces
kfes integrableen D y jjk f(x,y)dA =k f{x,y)dA
D D

Si las funciones f,g:Dc:R2------- »R, son integrables en la region cerrada D, entonces

f+ gesintegrablesen D, y
Jleeyyx vy~ = IE>aa Dby
D D D

2
Las funciones f,g:DczR -——-- >R, son integrable en la region cerrada D y

fix.y) > g(x,y), V(x,y) gD, entonces: \l}(x, y)dA > \1]g(x, y)dA
D D

Si la funcién /: D ¢ R 2— —*R, es integrable en la regién cerrada D y m y M, son

respectivamente los valores minimo y méaximo absoluto de f enD, es decir:

m < f(x,y) s M, V(xyy) e D, entonces mA(D)<,Af(x,y)dA<MA(D), donde
D

A(D) = &reade la region cerrada D.
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62 Si lafuncion /: DeR -----—-- >R, es continua en la regién cerrada Dy D =DIvD 2,

donde D, y D2 regiones cerradas disjuntas, entonces.

L x, vda =3jf(x, y)da+II(x, y)da
D Dj D2

7S Si f(x,y) >0, V(x,y) eQ yDcii entonces Jj"f(x,y)dA<jjf(x,y)dA

d n

g* Silafuncién/: Dcz R2------ >R, es continua en la region cerrada entonces:

1\f(*,y)dA <
D D

Ejemplo.*  Hallar my M de la propiedad (5) en la integral doble a « 1+4y2+9)dxdy, donde D

. 2 2
esel circulo x™ +y~ <4.
Solucion

Calculamos los puntos criticos en el interior de la regién

f(x,y) =x2+4y2+9.

df{x,
xy) _ oy = 0
dx
X-y =0
df(x.y) y
=Sy=0
dy

Luego el punto critico es Pj (0,0) ahora calculamos los puntos criticos en el borde como

X2+y2=4 => y2=4-x2 => F(x) =f(x,y) =x2+4(4-x2)+9

F(x) =-3x2+25 => F'(x)=-6x=0 => x=0,y =42 => P2(0:2)

parax2=4-y2 = F(y) =f(x,y) =4-y2+4y2+9
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574
F(y)=3y+13 = F'(y) =6y =0 =>y=0,x =122 => [3(+2,0)
fi0,0)=9 , fCt2,0) =13 , f(0,£2)=25
Luego el valor minimo es f(0,0) = 9 y el valor maximo es f(0, £2)= 25 de acuerdo a la
propiedad 5 se tiene.
mA(D)< \11*2+4y2 +9)dxdy <M A(D)
D
o(4ity< JYJC + 4y 2+9)dxdy < 25(ati)
36n < | < IOON
Ejemplo.-  Hallar my M de la propiedad (5) en la integral doble \11*2+y2)dxdy, donde D esta

D
limitada por las rectas x=-2, y=3, y=x+2, y=-2

Solucion

Graficando la region D.

D={(x,y)/-2<x<3 a -2<y<x+21

f-.DczR2------- >SRIf{X,y) =x2+y2

calculando los puntos criticos en el interior de la region.

aY) Coy =g _
dx =" =y> ix=0 (00)
40y _py g y =0 ’
dy

ahora calculamos los puntos criticos en el borde de D.
parax =-2, F(y) =/ (-2,y) =4 +y 2 entonces

F'(y)=2y=0 y=0 entonces P2(-2,0).
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5.7

parax =3, F(y) =f(3,y) =9+y2 => F'(v) =2y =0O=>y = O entonces p 3(3,0).
paray = -2 , F(x) = f (X,-2) =x2+4 => F'(x) =2x => x =0 entonces ~40,-2).
paray = x + 2, F(x) =/(X,X +2) = x2+(x +2)2=2x2+4x +4 => [r'(X) =4x+4 =0
entoncesx=-1, y = 1, entonces ~(-1,1); parax =3,y =5 => pa3,5)

ahora evaluamos la funcién f(x,y) = x’ +y2 en los puntos criticos f(0,0) = 0, f(-2,0) = 4,

f(3,0) = 9, f(0,-2) = 4, f(-1,1) =2, 1(3,5) = 34.

Luego el valor minimo es f(0,0) = 0 = my el valor maximo es f(3,5) = 34 = M, de tal manera

que: m<f(x,y) <M, como el &reade D es A(D) =22.5u

Luego por la propiedad (5) se tiene:  mA(D) < j*J/(x ,y)dxdy <M A(D)
D

0(22.5) < PIH{t2+y 2)dxdy < 34(22.5) entonces O< JJ(x2+y 2)dxdy < 765
D D

Calculo de Integrales Dobles por Medio de Integrales Iteradas]

Consideremos tres casos para el calculo de las integrales dobles.

12 Caso.- Si f: DaR 2--- >R, es una funcion continua sobre D, donde
D={(x,y)zR2/a<x<b ac<v<¢J esun rectangulo.

Y

Emnbmhi
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W\ f(x,y)dxdy =\ \f{x,y)dydx = ,y)dy)dx - (D

b a ¢ a C

W\ f(x,y)dxdy =\d\B{x,y)dxdy =\ J(\b{x ,y)dx =dy ...(2)
c a c a

D

a las integrales de (1) y (2 se llaman integrales iteradas de f.

2- Caso.- Si f'.DczR’2 >R, es wuna funcion continua sobre D, donde

D=|(x,y)e R~la<x<ba (p(x) <y <y/(;c)j es una region cerrada en

R2y VI [a,b\--—-- >R son funciones continuas en [a,b], tal que <p(X)<v{/(x), V xe[a,b].

La integral iterada de f sobre D es:

T*> yydxdy =¢ F(x, y)dy)dx
D
32 Caso.- Si f:D<zR2-— >R, es una funcién continua sobre D, donde
D={(x,y) g R2lc<y<d a (p(y)< X< y (y)] es una region cerradaen R 2

donde (p, y/: \c,d\ -> R son funciones continuas en [c,d], tal que, <p(y)<y(y), Vye[c,d],
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La integral iterada de f sobre D es:

\l}(x, y)dydx = J (\] f(x, y)dx)dy
D o e

Ejemplo. dexd_y donde D: 0<x<1 , O<y<l1
1+ Y2
Solucién
v
1 JJ 1+y2 Jo Jo1+y2
0 :
s, - /! -
o T Y = A 1
0 1 W JB3l+y2)'o'? Jo3(1+_y) 3 lo T2

Ejemplo.-  Calcular la integral doble JJxly eosxy2dxdy donde D:0< x < (Ky< 2

Solucién
j X 2y eosxy2dxdy = r Ixy eosxy2dy)dx
7t
2 _ /2 xsenjr2 /2
‘Jo 2 /o
V/2xsendx r
» — — i?

Ejemplo.-  Calcular JJ Ixdxdy donde D es la regién limitada por 4y = x2, x-2/ +4= Q
D
Solucién
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Calculando los puntos de interseccion

2
- X

XxX=-2 ,x=4
-2y+4=0

4
r7
|| 2xdxdy=J (| §2xdy)dx

3

= 3% (x(x+4)——)dr=18
-2 2

Ejemplo.-  Calcular \11<d/4,donde &zj(x,>0 612/0<j><2 a 0<x<"A-y2|.

Solucién

/1 agd=132( x dx)dy
D

[1x2 [TV 1f2
=) — y=-1 0(4-y2)dy

0270 2
1 y3 # 8
Sgly- g P
Ejemplo.-  Calcular laintegral doble \]J_ dxt/ly donde D es un dominio acotado por las rectas
D-Vv

x =2, y=x vy lahipérbolaxy = 1.
Solucion

Graficando la region D que es limitado por las

lineasx=2,y=x,xy=1
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Ejemplo.-  Evaluar la integral doble JJi*' 2 -y 2)dxdy , donde R esta limitada pory =x2, x =y 4

Solucion

Graficando la region R y calculando los puntos de

interseccion

X" = v
= x2=x8 = x=0,x=1
Ix=y
ff(xU2-y 2)dxdy (xv2-y 2)dx)dy = i (AxV2 -y 2x) dy
o '3 'v4

Ejemplo.-  Calcular la integral doble  J'j*(xj +|y|)istaly

Vv
y=x+| \S y=1-x Solucioén
Sea D = {(x,y)/ Ixl 1yl < 1}. Graficando la region D se
1 Dt *
v y:x-]_ Se observa que: D = D2kjD3kjD4
y=x1 >
1
J/« +M)dxdy = +H\y\)dxdy+r<\ \+\O)\)dxdy+AT(\+\)\)dxdy+ JI(xj+|jj)<frr>-...(1)
D D, D2 Di D,

ahora calculando cada una de las integrales.

1J (M+\Wdx dy = JJ (x+y)dx dy = Jo (Jo(x + y)dy)dx

fi y2 n-x fi 1 x2 1
=1l (xjr=— )/ dx=\ (- Ydx = - (2
J ] 'Do » 2



580

j5.8

Eduardo Espinoza Ramos
J) (M+\>\)dxdy :J} (~x Ty) dxcy = (\]\]'*'I'y)dy)dx

fo 1 X3

fir+
=5 oy dx=J (~---- dx =- 3
Gy o )ox ©)

7

1+ e oy = 3 x-smpamay =\11(3_jr_1(-x - y)dy)dx

y2y fO 1 0 , 1

:j!(-xy-—z )/dx:- Jz(l:lx )dx =- 2 4)

J sy =l o- e = b X - yygac= ©
ahora reemplazamos (2), (3) y (4) en (1): \WA +\)\dxdy =—+—+—+—=—

Célculo de Areas y Volimeaes por Integrales Dobles.]

12 Consideremos la funcién f:DczR ------- *R, continua sobre la region cerrada D. El
volumen del s6lido S bajo la superficie z = f(x,y), que tiene como base la regiéon D es

dado por la expresion:

V(S) =jif(x,y)dA

2a  Consideremos la funcion f :DczR ——-- >R, continua en la region cerrada D, tal que:

f(x,y) = 1, V(x,y) e D, entonces el &rea de la regién plana D es dado por:

A(D)=jjf(x,y)dA=\]\]dA
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Ejemplo.-  Calcular el volumen del sdélido Ilimitado superiormente por el paraboloide
z2=4- x2 -2y 2 e inferformente por el plano XY.
Solucién
z=4- x2- 2y2 Proyectando al plano XY, se tiene z=0 de donde:
x1+2y2=4 ,y=0, y=%-j2 , x=0, x=%2
4-x*=
2
4-x2 =4 (1 m 2fPd* =41 (] (Ao
=412[(4-x2)y - Ly 3] 2 dx=a\\la~x2-\y 2)y H 2 dx
Jo I é ; d Jo 3 P 0
- X
send == il—\—/—g rnI24 €o0s .’0.2 €0s0.2 e0s0dQ
2 3 Jo
X x=2sen0
dx = 2cos0d0 «W 2 rri% dry. 642j2 r’r’f-,zt%#eosie 2 Al
eos d?) ) “do
r*=o ib=o 3 Jo 3 Jo ”
X=2 0 =
2c0s0 =V4 - x2 T
2 w2 J 2 (1+2co0s20+cos229)dd
4cosD =4- x2
&2 fit?2 1+ COS40 1672 fi2 3 c0s40
= I (1+2co0s20 + )do = | (—+2co0s20 + -)dé
3 » 2 3 Jo 2
1832 3x send40 /2 ,
(— +sen2 o0 +----—--- )/ -A-j2nu
2> 8§ 70
Ejemplo.-  Hallar el area por integracion doble de la region limitada por las parabolas y =-Jx,

y =2jx, ylarectax =4.
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Solucién

A(R) =\\écdy -[(py)dx

=k . ys dx=) (24x-3x)

= Z:?XVl;g= 2 A(R):-é,l 2

Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados, los planos x = 4

ey =4y el paraboloide de revolucion z=x2+y2+1

Solucion

V =jj zdxdy = JJ (x2 +y 2 +1)dxdy
(x2+y2+1)dy)dx =18623w3

Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados y el planos
X Vv

--=1
abe

Solucién

Z=c(1-*-£)
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=\\zdxdy =\\c (I-~--)dxdy = i (/ c(\---~-)dy)dx
D D ° p ° Q b
_ Xy y 2y 4 (I-f) ,g_ -fa o X X ]'* _ beqr 2
_Elzc(y a2b )1/0 I Joé’;(l Al a ;(1 a”f ZJ jgl ? ox
2 3 a'o 6 6

59 Cambiode) Orden de Inte:

En muchos casos una integral iterada puede evaluarse mas facilmente si se invierte el orden

de las variables en la integracion. Esto se obtiene conociendo perfectamente la region.

Ejemplo Calcular ,J(;Z,JO cos2yVI- P2sen2x dxdy ,0<P2<1

Solucion
[0<x<y

Sea i, i => D=UX,y) &R2!0<x<y a o0<y<—1}
jo<y<— 2

Graficando la region de integracion D se tiene.

e
j\]eos 2vVI-P 2sen2dxdy =

= JI(D) (jo e0s2y-\/1-P2sen2xdy)dx

=- 7J025en2xVI - P2 sen’ x dx

oo
-(1-P2sen2x)32/ \(\-P 2)m -\]
pe 3P
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Ejemplo.-  Calcular la integral doble T(;L{ ——E—-dx dy
Y x

Solucion
i0iiy <1
Sea D: \ . Graficando la region D.
[y ¢xiy

e-2
—J (er-xex)dx =—(2e*-xe*)j -
20 2 0

Ejemplo.- Evaluar la integral Jf04Jf2 ycosx' dxdy

Solucién
foay <4

Sea D: } _ Graficando la regién D.
iJy<x<2

E4{$yycosx 5 dxdy= [)4({‘:'/ ycosx5 dx)dy

* 1>
jTZ f 2yCOSX dy)dx= ‘J.-(]JilCOSX S/ Ioldx
112, , senx5 /2 sen32
—J X cosx dx = --------
20 0 '0 10

Ejempk».-  Calcular la integral 1414 -2 ily<ic
0"x

Solucién
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y' JO<*<4
- Sea D: ] | Graficando la region D.
. =y [x0 v<4
M 2 afv 2
AR Y Jve v, =J0 (J_Oe vdr)ey
4 X*
"1 b s 1]
Ne'dy] .-V D

) 0" 2 0 2

. _.i;.iv/\dydx = 5(1-9 *6)

1) Calcular la integral doble JJcos(x+”)dtcd>', donde D es un dominio acotado por las rectas
D
x=0,y=n,y=x.

Solucién

n
\]J cos(jr+y)dxdy = cosix+7dy)”

_f VN
= E sen(x + v) de = g (sen(x + tt) - sen 2x)dx

n ( ( ) coszx)//* (-1 1) (1 1)
7T -~ =(-cos(X+;r)+--m-mmmm- =(-1+-)-(I+-) =-2
X\ 2 0 2 2

\]los(x +y)dxdy =-2
D

2) Calcular la integral doble JJXZydA ,donde D esta limitado por y =2x+1, y=x2+1.
D
Solucién
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2
= x +\=2x+\
[v=2x+1

y=x +1 X =2x =x =0, x =2
son los puntos de interseccion

2 (2 t2x+l fax2y2 12x+\
V\L ydA-> A “.tx yiy)é‘-> — h , jdx

JEx2ydA =) — f(2x+1)2-(x 2+ 1)2lalx :\] (2x3+ x4 --—-- )dx = —--
D o2l 0 2 35

3) Calcular la integral doble \1](ydxdy en la que el recinto de integracion S esta limitado por los

K
ejes de coordenadas y por el Astroide x =Reos t, v=Rsen i, 0<t <E

Solucién

JX=ncos 213 Ty U3 _ 213 .y :(R2/3 X 2/3)3/2
=(R23-x 23)32 [y=Rsea t

ff f* C{Rvi-xvi)vl
))xydxdy =1, (.JO xydy)dx

Rxyl /(i23j23)32 1f*
:J(-g/-/( J)dx:-lx(R -x ) dx
‘o 2 /o 20

T2

FA(* 2-3R4IX 20 +3/723 43 - x 2)dx =,

4) Calcular la integral doble jj xydxdy, donde D es un dominio limitado por la elipse

X2 v2 ) )
—— ~ -=1 y situado en el primer cuadrante

a h2



Integrales Dobles 587

Solucion

2 2 2

-r-+~—2-=1,de dondeo <x<a a 0 <y <—Ja2-x2
a b2 a

\Wxydxdy = \]O (*nydy )dx
D

ﬂXy 77Vl X o 22, ., v, L 2 3vj
=D— ~/r * =), 7~ (a “*)ix=— j_,j\a X-X )dx

b2 a2x2 b ra* a', a'c® ab? - N
222 2 4 Yo 2a27M 47 say 8 WY )
5) Calcular la integral doble J"J"(x"'+ 2%2)<¢4, siendo R: A= VX,y=-X, x=0,x=4
R
Y Solucion
y =VX

Graficando la region R se tiene:

/" T \]\](Xy‘+2x2)<i¢',44=\']be_jF(jiy+2j02)</>’)<£c

0 A X r
4 2 [J* a4 3 X
y = -X =1 (iz/z +2x2v)/  dx= .J0 (7 X +—92 +2 x5)3dx = 179.81
6) Calcular mdxdy, donde D esta limitado por las rectasx =0, y = 0, 2x - y=4.
D *+1
Solucién
Graficando la region D se tiene:
- T > t[2y-I f2 fo 2y-1 f2y -y /o

4x1-18x+20
- -dx = 36-421n3

X+1
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7) Calcular J K +y 2)dxdy, donde D es la regién acotada por la recta y = x y la parébola

y =X
Solucién

Grafieando la region D se tiene:

Jjy =x x=0 O<x<1
=X - XxX=> , D\ \
lv =*2 X~ [x sy ax

\i(x2+y 2)dxdy (x2+y2)dy)dx
- W
D

:j’()\x 2y+—7 )./))(de:,flo(:sx 3-*%4- = )dx

3
Ji(x2+y2)dxdy = —
35

8) Calcular la integral J]"(X+2y)dxdy, donde D es la region limitada por las rectas y =- =

y=3,y=1x="7.

. Solucion
Y‘I
Graficando la region D se tiene:
x=2y-1
3 I(x +2y)dxdy =] Ax+2y)dx)dy
/ ' ..... X =
1,0 -
,% % N -\]1(— +27F)/2> (24+18.y-6y2)rfy
0 1 5 7 X

=(24y+9y _y)/;= (72+81- 54)- (24+9- 2)=68

m (*+2y)dxdy = 68
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9) Hallar la integral doble t 7 I x-y\dxdy
Solucién
. .
10 1 = D:\'(x,y)eR2/0<i<1 a 0<v<1)
|10<j><1 ' o
Yk . - -
Graficando la region D se tiene:
1 / _
\x-y si x>y
x-y\ =1 . Luego D =D ,u D2
(.y-x si x<y
 //
0/

/ I JI* yrdxdy = X naxay + Iy

= \]J(X'y)dxdy + \lly - x)dxdy
A

=1 (- +1 (1 y~xW ) dx

irr-ydxdy-[ixyn) /*dx+\\"--xy)/rdx

fl X fl 1 X2 11111
=1— dx+\ ( X+—)dx=— =— i\\x-y\dxdy~»
«2 « 2 2 6 2 2 6 3
10) Calcular el valor de laintegral i i h  x2\dxdy
Solucién

0<x< 1
N=> E)= (X)) €7 10<X<1l AO<y<lj
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11)
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Graficando la region D se tiene:

por lo tanto: D= DxkjD2

-x 2\dxdy =" y - x2\dxdy +*\y - x I'\dxdy
D Di Di

- Jdn(i0 (*2- y)dy)dx +Jo(j2(y- *2)dy)dx

2

||y-x si Ay>x

x“-y s y<x2

(x y- 2)/ dx+j(y—2*-x2y)1/’112dx: Ii4dx+j‘(2—x +— )dx

fi .1 X5 X3 x n 11 1 11
:J(X =X + —)dx :(___4.7) = - — 4+ —=—
2 5 3270 5 3 2 30
,|,|*
Calcular la integral ||| - 2|senydxdy

Solucién

Ubiquemos la region D de integracion.

1 2 X4
ffi | 11
JIJly-X N\dxdy = —
D1 1 30

il<x<4
i = D={{x,y)/\<x<4 a 0<y<n
[Oaydan
Y
Graficando la region D se tiene:
ix-2 si x>2
|x -2|= _
[2-x si x<2
0 1 2 4

por lo tanto D =DIluD 2 entonces

ff.}(—2| sen ydxdy = \HX 2|senydxdy + \le 2| sen ydxdy
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j'i*ic- 2Jsenydxdy =h ; (2- x)senydy)dx +J (J (x-2) senydy)dx

D
:lli(x-Z)cosv/Gx-b?(Z-x)/Gx: ¥4-2x)dx+§-22x-4)dx
= (4jc-jr2)/j+ (jc2-4jt)/* =4-3 +0-(4-8)= 1+4 =5
JO ,\i\x-2\senydxdy:5
12) Calcular la integral JJix —y +V)dxdyy donde D es la region limitada por las curvas

D
y=(x-1)\l,y =l+yi~\
Solucién

Graficando la regién D, y para esto calcularemos los puntos de interseccion.

>, =(*-1)3+1 (x-1)3=>jx- 1 => x =1 de donde y=1
[y=tx- 1+1 (x-1)9=x-1 = (x-1)8=1

X-1=+1 => x=2,x=0. Luego laregién D es:

D= Dxq§ D2

JJ(x -y +1)dxdy-j~ (x-y +Ddxdy+jj(x-y+1ypxdy...(1)

JI-yH)Zafr=bF" (x-y+nyay)ax =jo- - (x-y+ 1) /i d
D

= Y - [[(~X3 +3*2~ 2x+17 - (x-1/x~1)2)dx = = - (2>
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592
ff f2 p+Vv7T fi i [i+VAT
A
=-y {2[(*- V*3 1) 2- (x- (*m-1)3)2]dx = 14 .. (3)
ahora reemplazamos (2), (3) en (1): i}(x-y+Ddxdy ="+ jj=1
D
13) Calcular la integral doble - y)dxdy, sobre la regién D por arriba de y =|x- 1y
u
debajo de y = 4-|jc|
Solucién
Graficando la regién D, de donde se observa que:
LI —L/j M2 vj LJj
Luego a la integral doble expresaremos en la forma
J<2*yigtiv =] &-Y)ictvH] (2x-y)i K (@)iaty w (@
D Di D2 D,
4+ 2[4+ 8x +2x-15
Biox-yyaxdy =T I Rxyyrtyyox=Imaxy - Ly " ax= j;’; , Ciee
0,
1 8x , 45
= - (- X —15x) / -
2 3 i - 8
i 18jc-15
JJI(2x - y)<¢*ey =JQU (2x- v)Av)ax =JQ(2xy - ~-) [ dx=1Jq -dx

i1 gF2-'55]/1-3
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14)

15)

-X

ff 512 ,G4-x /2 V2 /4
Nixyaxdy =), @ @enayox =3 xy-—), " ox

D
1 2 1 5/
=—J (-%x2+26x-15)dx =—(— — +13x2-15x)] i
25 n 25 2_27
24~(_3)=24+3=8
Evaluar j* jyxy2(x3+y3) I/2dxdy +" jyxy2(x}+y}) I/2dxdy
o - i
Solucién
Ubicando la regién sobre el cual se realiza la integral
rx
M o Xy2(xi +yir v2dy)dx
- A A =
'f(X3+/)]l3/_-|Xf(V 2" 2 =
J INy2(x3+ [r 12igcfl'v+{ J, xy2(x3+>'3)“1/2i¢cely = 470 21

11

Calcular la integral ff[|—|] —e'* dxdv , donde D es la regién plana limitada por las rectas
JJ X yy

X=1,xXx=2,y=%X1Y=3X
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Solucién

Graficando la regién D.

Ahora definimos el maximo entero de [|—|] en la region Dx
X

/\:1
X
—=2
=2
2<—<3 = [j—]]=2
=3
JI[ljudren*n =J3J3[1"] dxdy +* [\ W dxdy
D x \y O x iy d2 x 7y

iijner dxdy +2iij»erdxdy=ij(J J"erdy)dx +2jj (» Jrerdyfdx

= 2xe'xj dx+27~ 2xe”x jr dx=\" (2xe”N-2xe)dx +44 )icC

(en-e)x2/ %+I(e"-e|i)x| FI’ =6e”-3e"-3e

[J[I-113~-eniEri/>" =3(2eVI-e ,/l-e)

16) Calcular el area de la region comprendida por: D: y=x 2, y 2 =X, por i.ntegraci.én doble.

Solucién
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17) Hallar el &rea de la regiéon R limitada por las curvas y =x2-x, y =sennx
Solucidn
Dibujando la regién R.

Luego la region R es dado por.

595

y = senrcx
R={(c_y)/0 <x<la Xx2-x <y<senn
Luego el rea es dado por:
A(R) =JJ dxdy
y=x2- X R
J1 hsenjut n .
( dy)dx = | (sen(;rx)-x +x)dx
0 Jx2-x o)
costar x3 x2 /i 1 11 1 2 1
=(-ms — +—) /= (= [ +1)-(— 0O=-+ - ¢
T 3 20 "M 3 n n o6
2 2
18) Hallar el &rea de la region R encerrada por laelipse— +Jl;y =1, a,b>0.
a
Solucion
Luego laregion R descrita por R= {(x,y)/-a<,x<,a a — 4a2-x2"y”" —yla2-x2}
a a
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=A(R) =\\dxdy =\a (\ frV

abn
a a
19) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z=x2+y2, los planos
coordenados y el plano x +y = 1.
Solucién
V =jjzdxdy =jj(x2+y2)dxdy = _[(_[ (x2+y2)dy)dx
D D
3 <i_413+6jc2_ 3;c+l j
=i N =\' =
50\)( 2+ 3r)//(I)de SO dx 5
1
,oor . fl zdxdy:Fu
20) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los planos coordenados y los planos x =a,y=by

XZ y 2
el paraboloide eliptico z=- —t— .

Solucioén
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V=\\zdxdy =ii(j~+7~)dx4y

T 1fa f* x2 > lfas 2 >3 1 alb ab3
f = — +F )Mdx =-J n(TX +—0)<&=-(— N )

20 0 p »
Es§hM §il
ar K= llzdxdy = —(— +2143
6 P 4
21) Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x2+ y2 —a2, x2+z2=a2
Solucién

Calculando el volumen de octava parte del cuerpo dado en la figura.

YT X:qudxdy, de donde
b
K 8JJzdxdy =8JJ-Ja2- x 2dxdy
D D
sifi
a X =81°(Jla * Ja2-x2dy)dx =8 ,-Ja2-x2y /" *“ * dx
..0(}0 y) %0 Y1’
a\ 16a3
o(@ -*2)<fr=8(a x-—)/ 0=8(«3-y ) =
16a
w A =g)Jzdxdy =—-—u
22) Hallar el volumen limitado por las superficies y2=x, z+x= 1, z=0

Solucién

Proyectando al plano XY, se tiene.

v=JJ zdxdy = JJ(l- X)er™ =Jq(In_ (1- x)dy)dx
D D

V=P@l-x)y —dx=2P(- dx = 2P(x1R2 - x3/2)dx
“b | -Vi 0 0
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= 2[—x3/2 ~—=x5/2]/" = 2[———]- 0= 2(— ) =
3 5 /o 3 5 15 15

r-fqdxdy=—u

23) Calcular la integral \] J Igx2dxdy

Solucién
Ubicando la region D sobre el cual se calcula la integral

i0<yg¢l

: ][y<x<1 = D= &x,v)/0< v<la y<x< 1,

Graficando la regién D.

JJ tgx 2dxdy :\0 (J tgx 2dx)dy
. y

fi , N
como la integral J tgx dx se puede calcular por ningin
y

método de integracién, en este caso se cambia el orden de

integracion.

” tgx 2dxdy = (\] tg x 2dx)dy = h(\htgxzdy)dx
d

y

= jAxtgx2,r =-jlnsecjr2”™ =—In)secl| jitgx2dxdy = yIn(secl)
D

24) Evaluar la integral Jf 1 X_ -dydx
0 Xjx2+y2

Solucion

iOux<,a
H N

Ubicando la region D sobre el cual se realiza la integral D: i
[xEy<a
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Graficando la region D.

4 X (a Ca X
|| sdxdy =) (J - dy)dx
D-Jx"M+y2 "o XX 24Yy2

A (V2y-y)dy=~r y 2/"=r -a 2

25) Calcular la integral JO JJy ey/xdxdy

Solucioén

Ubicando la regién se tiene:

fo-~ -1

|[y|)7<x<1 => Z7)= %(jc,v)/o <>>< 1 a er<X<|\!

Graficando la region.

I(') ery e>[Xdxdy = ib J er eylxdx)dy

1

LN ) dx :*61xey/x,/0 dx

=\b(xex-x)dx =((x-1)ex--y)/ *

=(0-1)-(-i-0) ={
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JjSIi Ejercicios Propuestos.!

1) Calcular la integral sobre e x+Kflyeosydxdy, si laregién D es el rectangulo
D
0<x<n,0<y<—. Rpta. (e-1)(e’1-1)
2) Calcular la integral doble Jj*ex+ydxdy, donde D es la region 0<xda 1,0<y < 1
Rpta. (e-1)2
n

dxd
—Xj—— VIRY, , donde Des laregion 0<x¢ 1,04 y<l.

Rp,. w 2+72 ,

4)Calcular la integral jjx 2yexydxdy, donde Des laregion 0<x<I, 0¢; ya 2

D
Rpta. 2
5) Calcular las siguientes integrales.
a) \] \]x-2\senydxdy Rpta. 2(1-eo0s2)
b) I,oi W 2+y)dydx Rpta. 6

c) (8x2 +2y)dydx Rpta.
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S) I J0 |cosjrvldxdy Rpta. 2ti
171
b) J) ‘]0 sen2 x.sen2y dxdy Rpta.
6) Calcular la integral doble \]\]k+ donde D: [-I,I]x[-1,1].
D
8
Rpta. -
7) Calcular la integral doble dxdy, donde D:Ixl <1, O0<y<2
D
20+3n
Rpta.
12

8) Calcular J"J/(Xw)dxdy, donde D: [-it,6]x[-2,2]

[y-senx| si -n<x<n a -27_y<2
X +y si X<5+y2
si x>5+y
73
Rpta. 61+y |+ s8rr-;r2
nn
9) Calcular a * ,y)dxdy, donde D: [-1,2]. T ,TJS|endo
. n2
|*-tg.y| si W<l a \W<—
* 1 siy >k 3n Rpta. 2+
= L Slyes-- — a. —N
n*,y) {>5 P
3r Irx

Calcular la integral doble //* > ¢ y2)<#cly, si la region D esta limitada por las lineas

10y

y=x,x=0,y=1y=2 Rpta. 5
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11) Calcular |'J'(3jc2-2xy +y)dxdy, si laregion D estd limitada por las lineas x =0, x =y 2,

D

5 Rot 244
= 2. a.
y p vl

-1 ,
i/ dxdy, donde D esté limitada por y =4 -x ,y=0.
+1

80
Rpta. 4arctg2- —

n senx.dxdy ftin
---------- ==, donde D=\(x,y)|0<x<?, O<y<x}

Rpta. iln3
P 4

14) Calcular JJcos(jec +y)dxdy, donde D es un trapezoide limitado mediante segmentos de rectas
D

de los puntos (9 ,0), (n,l), (-n,t—i) , (-n—,O).

Rpla.

15) Calcular J* Jxy—y™ dxdy , donde D es un triangulo de vértices en los puntos 0 (0,0),

A(lO,I)yBD(I,I). Rpta. 6
16) Calcular Jjexldxdy , donde D es el interior del tridngulo de vértice (-7,-6), (5,3), (0,0).
n
R pta__3__e_8__ b_(i(_?:}'_S_'_ A
56 91 24
17) Calcular JJy Inxdxdy, si la region D esta limitado por las lineas xy = 1, y = -Jx,x = 2.
>
| LR

18) Calcular JJ (2Xy -3x2)dxdy, donde D es limitado por y =In|x|,y =0,y = -2.
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19) Calcular JJ(X +y)dA , donde D es la region limitada por xy =a2, 2(x + y) = 5a.

D
Rot 9a3
pta.
8
20) Calcular \1]*+ y)dxdy , si la regiobn D se define por las desigualdades x2+y'<9.

D

2x 432

y>— +3 Rpta.---------

' 3 169

21)Calcular JJ||x| - |yl —jdbtrfy, donde D=DXJD2 siendo Dx=[0,3]*[-2,2] y D2 el

D

triangulo formado por las rectasx =0,y =2, y = 8 - 2x. Rpta. ---—--
3

22)Calcular la integral doble JJsig(x2-y 2+2)dxdy, donde D es la regién limitada por
D

, , An . 1+V3
X +y <4, Rpta.--—-—-- i-81n(—= 4
3 v2

23)  calcular JJN|N-X2Jdxdy, donde D x2<y <4
D

Rpta. -3(4-3V2+4V3)
24) Demuéstrese que si f(x,y) = g(x) h(y) entonces
A F(=y)dydx ={\ g()d)(\h(y)dy)
25) Hallar el valor de \jx2y~I-x3-y3dxdy, donde D es laregion limitada por las
. 3 3
b'neasx>0, y>0, x~+y~ <1. Rpta.
27>/3

26) Calcular JJXZy 2(a3-x 3- y3)112dxdy, donde D es la region limitada porx >0, y >0,
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27) Calcular JJ ydxdy , donde D es el recinto dado por: x2+y2- 2y <0.
D
Rpta. 7

28) Calcular jjxy2dxdy, donde D es el recinto dado por x2+y 2-2x< 0.

D
Rpt n
pta. —
8
29) Calcular las siguientes integrales dobles.
2 3
> f.i dydx Rpta. —2
i
k2.4 ]
b) fJ"Jt’\vs_enk xdydx Rpta. -—]
J J ed - 3e2+2e
c) ) J ex+ydxdy Rpta.
i o 2
senx.dxdy Rpta. 0
-y
e) l\l'/l.l(i)/ydI Rpta. 1
e2-2
% 3 JIfc+yWydx Rpta.
3.qi L2.4i
e -1 et 1
Rpta.
& f M P 3 2 e
2f3/ 34 25
h i f,— dyd Rpta. —e_ -
) Ov4—.er yax pta 'e2 6
D j*jXx h2(-)dyd Rpta. | CSCh4j) 2tghl
- Ssee - X a. N(l======—==1J) -
J2'}t X X y P Q"csch2 g

n fl+cosx 2 4

Io% y senxdydx Rpta. T
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k IG;u’ZfIi 4d d R 157-16
1 7 T ——

)b ded W T

| JCn/Z IBIP> , ' vdxd R 12

) a2 X sen ydxdy pta. T

30) Calcular la integral doble jjxjydxdy, donde D es la region encerrada por y =X2,

y=-x2+1 Rpta. — 7
15%2

31) Calcular *j(2x +2y)dxdy, donde D es laregion acotada por las curvas y =x3, x =y 2

D
53
Rpta. —
70
32) Calcular las siguientes integrales dobles.
G Na2-x2 2 3
a) J )\"™+y) dydx Rpta. —a
4e3+9e2-7
) *Inydydx Rpta. 2

33)Calcular Jj"(| +x) sen ydxdy, donde D es el trapezoide de vértice (0,0), (1,0), (1,2), (0,1).

D
3
Rpta. 2—i-cos|+sen|-cosz-259n2

34) Calcular JJex#ydxdy , donde 2) = {(x,_y)/Ix|+ | < ||
1
Rpta. e—
€

35) Calcular las siguientes integrales dobles.

- J (x2y+xy )dyax Rpta. —
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fifi-V 31
J X+ vVax Rpta. —
b) I r(x+y)dvdx pta. -
f2 2 1672-2
c) yx dxdy Rpta.  -------m----
2 32
0 Sof(m Xy dydx Rpta. 3
K2-4
e) jﬁ‘ysen(x x)dy dx RPta* TZPEI_
ed-3e2+2e
ex+ydx dy Rpta.
@G Qjal- 3
8) JgJ@y dydx Rpta. a
*[2 1 Jt2 +8
hy Jdy ¢ @+ i—-f)dydx Rpta.
° ° ViV
36) Calcular *xcos(x +y)dxdy , donde D es el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (rc,0), (n,n).
3n
Rpta.--—--
37) Calcular JJcos(j: +y)dxdy, sobre el trapezoide definido al conectar mediante rectas los
n n
puntos (£7t,—)y (x—,0). Rpta. 0
2 2

38)Calcular \] K +Yy)dxdy, donde D es un dominio acotado por las parabolas y =x2 e
D

y2=x. Rpta. -----

39) Calcular la integral doble jj\x+y\dxdy, donde D: [-1,11x[-1,1].
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40)

41)

42)

43)

44)

Calcular la integral doble JJyj\y - x 2 \dxdy , donde D: x| <1, 0<y<2.
D

Calcular la integral JJy”*e”~dx dy, donde R esta limitada por x =y2x =4y 2,x =4.
R

Evaluar jj\x2+y2|dxdy donde D: 0<x, O<y, x+y=I.
D

Calcular las siguientes integrales:

a) JJ(*2+v2)dxdy, donde la region D esta limitada por las rectas y = X,
D

X+y=2ax=0. Rpta. A a4

b) JJ(X+2y)dx dy, donde la region D esta limitada por las curvas y =x2 e y = yfx
D

Rpta.
P 20

¢) JJ(- y)dxdy, donde la region D esta limitada por las curvas x2=4_y,y=1,x =0,
D

(x>0). Rpta. —

d) jj*a2+x2dxdy, donde la region D esta limitada por las curvas y2-x2=a2,
D

x=a,x=0,y=0, (y>0). Rpta, & 23

Calcular la integral Jje x+ydxdy, donde la region D esta limitada por las curvas y =ex,

D
x=0,y=2 Rpta. e
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46)

47)

48)

49)

50)

51)

52)
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xdxdy ., .
——, donde la region D esta limitada por las curvas y = x tg x,
DEX +y
K1
=X. Rpta. --—--
¥ P 32

Calcular la integral JJ"iJx)>-y2dxdy, donde D es el trapecio con vértice A(l,l), B(5,I),
D

C(10,2), D(2,2). Rpta. »

Calcular la integral JJy dxdy, donde D es un triangulo con vértices 0 (0,0), A(1,1), B(0,1).
D

Calcular el area limitada por las lineas y =4x-x 2, y 2= 2x (fuera de la parédbola)

Calcular el area de la region limitada por las lineas x =y 2-2y,x +y =0

Rpta. ?UZ

, - . . 2
Encontrar el area de la region en el primer cuadrante acotada por las pardbolas x " =4y,

x2=8-4Y. Rpta.

Hallar el &rea de la region limitada por las lineas vy 2:4(\-x), x2+y2 =4 (fuera de la

parébola). Rpta. '(2n ~8—)uz

Hallar el &rea de la region encerrada por las gréaficas de x2:4y, y 2 =4X,X +y =3,
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53)

Hallar el &rea de la region acotada por las lineas

a)

)

c)

d)

e)

f)

0)

h)

J)

K)

1)

m)

n)

y =X +2, y=x+4

y =X,y =x+2

*=v2, x=2y-y2

y =X, X-y =2

>=W. 4y =4x2+1

x=y-y , x+y =0

x2=4y, 2y-x-4 =0

y =x3-2Xx, y=6x-x3

y2=2x, x2+y2-4y =0

y=x2-9, y=9-x2

y =4x~X , y =X

y2=9+x, y2=9-3x

y+12 =x2, y =W

y =ex, y =Inx,x=1,x =2

y=ex, y=-x2,\ =-2, x=2

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

Rpta.

om2

16W2
(ti-—)u*
3

72 u?2

36 u2

68 U2
(e2-21n2 +1-e)ug

(-y te2-e~2)u2

609
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54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

Eduardo Espinoza Ramos '

Hallar el area de la region plana limitada por la parte de arriba por x2 +y2 =2, yen laparte

de abajo pory = x°. Rpta. (£+i)u2

Calcular el area de la region del plano XY, acotado por las graficas de las curvasx =y 3,
Xx+y=2 y=0. Rpta.4—u2

Por medio de la integral doble, hallar elarea de la region D comprendida entre las curvas

y2=4-x y y2=4-4x. Rpta. Su2

Por integrales dobles, calcular el 4rea de la region D acotado por las curvasy=x4,

y=7-6x2. Rpta. ~r«2
- T Zy 2 . _,2
Calcular el volumen del cuerpo Limitado por las superficiesz=x +y ,” y =x",
88
y=1z=0. Rpta. ----- ul
105

Calcular el Volumen del solido cuya base de la regidn en el plano XYacotada por las curvas

y =4 -x2, y=3x ycuyo techo esel plano z=x+4.

Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide hiperbdlico z-x1 -y 2 vy los

planosz=0, x = 3. Rpta. V =27«3

Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies del paraboloide hiperbélico

z=xy, elcilindroy =Jx ylosplanosx+y=2, y=0,z=0.

3,
Rpta. V=—u
P o

Hallar el volumen del sélido en el primer octante limitado por las superficies x+z2 =1,
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63)

64)

65)

66)

67)

68)

69)

611

Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x +4y +z=1 z= 0.

Rpta, o ¥

Hallar el volumen del sélido

indicado.

a) Eltetraedro acotado por los planos coordenados y el plano z = 6 - 2x - 3y.

Rpta. 6u3

b)  El tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano 3x +4y +z-2=0

Rpta. 20u3

c) El soélido del 1ler octante limitado por la superficie 9x*> +4y? =30 y el plano

9x +4y-6z = 0.

Rpta. 10 m3

Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies.

a) z=4-y2,y+z=2,

by z=vy, z=x>+y?.

Xx=0, x=2

Hallar elvolumen encerrado entre las superficies

Calcular el volumen

z+2y-4=0, y=0.

Calcular el volumen

X+y+z=3,x +y+z=4

del solido

del sélido

Rpta. 9u3
Rpta. —
32
X +3y -z=0 , 4—y =z
Rpta. 4ku'
. - 2 )2
limitado por las superficies z=x , Z=4-X,
27V2
Rpta. --------
10
- . 2
limitado por las superficies y=2x,y =2x ,
1
Rpta. —u
3

Calcular el volumen del sélido en el primer octante acotado por los planos coordenados y el

plano 2x +y+z = 6.

Rpta. 18u3
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70)

71)

72)

73)

74)

75)

76)

77)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el volumen de la region limitado por el cilindro x2+z= 1 y por los planos

4
x+y=1 y=0y z=0. Rpta. —u

Hallar el volumen del solido limitado por la grafica de z=1-x2-4y2 e inferiormente

por la grafica de x’ +4y2 -4z = 1. Rpta. TG u®

Hallar el volumen del sélido limitado arriba por y2=a2-az y abajo por z=0 y dentro de

x2 +y 2:2a . Rpta. —na u
4

Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano x +y + z = 8, arriba de

z=0vyentre losplanos x+2y=8 , x-2y = 8. Rpta. 1700

Hallar el volumen del sélido en el primer ociante limitado por el paraboloide z =x2+y 2, el

cilindrox %y =4y los planos coordenados. Rpta. 2n u

Hallar el volumen del sélido limitado superformente por el parabolofde 2x2 +4y2 =4-2z e

inferiormente por el paraboloide 2x2+’42y =4 +4z. Rpta. —=2
\Y

Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z=4-y 2 arriba de z= 0y dentro de

2 2 512 3
las superficies cilindricas y -2x =0 , y =8-2%*. Rpta. -yJZ-u

Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z = 2x + a, arriba de z = 0 y dentro de

X2+y2=2ax. Rpta. 37a3u3
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78)

79)

80)

81)

82)

83)

El plano XY vy la superficie y 2. 16- 4z cortan al cilindro x 2+y 2:4x. Hallar el volumen

de la regidn limitada por estas superficies. Rpta. 15n w3

Calcular el volumen de la regién sobre el plano XY dentro del cilindro x 2+y %= 4 y debajo

de paraboloide 2z+x2+y2 =16. Rpta. 28ttu3

Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 4z= 16-4*2 -y2 arribadez =0

ydentrodex2+y2:2x. Rpta. T6nu 433

Hallar el volumen del sélido limitado por x +y 2 =az y x2+y 2 =2ax, en el primer octante.

Rpta. 3na2

Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por el paraboloide 2x2+42=4-z e

inferiormente por el paraboloide 2x2 +4y2 =4 +4z . Rpta. "2-
V2

Calcular las siguientes integrales dobles.

» bag/.ey‘xdxdy Rpta. >
ni2zf _ i A dydx Rpta. mi
b> JD 0 4-sen y 2
fi I+x 4e-9
0 WX~ vy Rp,i‘-
8
0 "i fhy o dx dy Rpta. =

fffl2 tn/2 seny
| I — —dydx Rpta. 1
0o X |y

c)
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84)

85)

3
n y* dxdy
9 ("Iy' 4 tgx 2)dxdy
h) ( x e lydydx
i) Jfol ny — dxyfy

Cambiar el orden de integracion:

a) 50033 f(x,y)dx)dy
c) J,(IM(x,y)dy)dx

) f(f f(x,y)dy)dx

Jo J2

(El(*«y W fc

< [>“'y)dy)dx
77 '

(i c—~rrd-*2
k)Y 1jE \IZ r7 Ax’y)dy>*

9 |

Rpta.

Eduardo Espinoza Ramos

y
Rpta. °©

In2
Rpta.

-[2V5-V2+In(~")-i(532-23/2
y o) !

b)

d)

h)

»

D

Rpta. 1-cos 1

Ji(j2jf(xy)dx)dy

4 JIf.-x2

y)dy)

6 f-l+Ju+Ax-x1

. f(x.y)dy)d
F < impl2end | OYIAVIAX

JQ(\X(x,y)dy)dx

Representar en una sola integral iterada a la suma de las siguientes integrales.

£ 0T

N+ £ - tE xr Ayr k£ *xix<y

R Jul=
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86) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales
1*2/3 f-y/3 f2 f2
J.L f(x,y)dxdy+11/ f(x,y)dxdy +
-6 Yy vy 2/3 —4+¥—I
6 f-2 #M@-({F-Z)Z (*2/3 f-2

f2 f2+VIN-(>'+2):

RP*a- J 6J/+y-4 f(x,y)dxdy

87) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales.

2 2

Ca

2 /.
toi f‘l-)f&r-L)|*2+y,)|a*<y+g~iﬁ (x" + /2) i/22<&¢y ., a>0

RPta- \DKT (x* +yTY i dydx

88) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales.
i1~ JI(*.y)dydx +JeVV2 3 ~) dydx Rpta. J[~

(2 cx f2 7 4(7r+2)
89) Demostrar que: J 1 sen( ————— ) dydx +J I sen(-—--- )dy dx = ------- —
iov> 2y -Jx 2y n

90) Calcular a siguiente integral doble.\]ol(’)‘(jCZ +_yZ)<feL'J?v+\] )L NX2+_ y2)ix<ly

91) Calcular la siguiente integral doble

X 2e
Rpta. 4e +—

615
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92) Cambiar el orden de integracion escribiendo la expresion dada en forma de una integral

iterada de segundo orden.

a) £( fx,y)d0dy+1 (p f(x, y)dxdy
T T

b)  InQO (*,y)dy)dx+1 (£/(..

O Jo(E/(*, y)dy)dx+1 (2~ /(x, y)dy)dx

2 xt 0
d) | MM~ E(x, y)dy)dx+e 3 (jJA1—/(x,

o) W21 papac T yyayax

i
i1 < 2 rlva4jr-ic2-3
i(V yAdy)dx+J, AV X’y Ady)dx

93) Hallar el valor de IO(EO (x2+y2)dx)dy3I f.]o(f (x2+y 2)dx)dy.

94) Sea f-s-?-n-—)gdx, calcular en funcion M, el valor de:
X
ff f (f . $°Ldx)dy.
k> X 032 i J U+ X

95) Calcular f2(P dx)dy + f*(f]— dx)dy .
Ji Ji X J2 Ji X

f0 _pl9797
96) Calcular 5-|(\[]_}9=Fg>¥ dy)dx + |Jo(|th-3 y dy)dx

97) Calcular la integral jjy~e~dxdy, donde R esta limitada por x =y 2, x =4y 2.
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5.12

Integrales Dobles Mediante Coordenadas Polares.]

En ésta seccién veremos cémo se realiza el cambio de variables de una funcion f(x,y) de las
coordenadas (x,y) a las coordenadas polares (r,0). La transformacion de las cartesianas a las
polares se ha estudiado en el libro de Andlisis Matemético Il para estudiantes de Ciencia e
Ingenieria, aqui veremos su efecto sobre las integrales dobles.

Consideremos una regién DczR2 acotadapor a <0< B y a<r<b; es decir:

Trazando rectas a través del polo y circulos con centro en el polo, se obtiene una particién P
de laregién D, que viene a ser unared de “n” regiones llamadas rectdngulos curveados.

A lanorma de la particidn representaremos por IPl y es la longitud de la diagonal méas grande
de los rectangulos curveados.

El area del i-ésimo rectangulo curveado ri es igual a la diferencia de las areas de los sectores

circulares, es decir:

-2 2 i _
Arj) =-J(Of y-(0, -0]-i)=j(r,+ fiXr,-ri_l)(ef-ew )=ri.Arl.Afl,

donde ri=a"*"1 Ad=riorid, AQ =0,-0,_
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Consideremos una funcién /: De. R2------ >R continua sobre D y sea (rj,9j) un punto en

la i-ésima sub-region con 0i X<9; <0j , luego formando la suma de Riemann se tiene:

‘¢I_Jf(ri,9i)A(ri) =~ 1f(ri,9i)ri.Ari.A9i
b= =

tomando limite cuando IP] — 0 se tiene:

n n

| A)A(rt)= lint £/(»},0,)rj.Arj.A9j
M-*0 f=1 M-*0 f=1

a este b'mite denotaremos por jjf(r,&)dA , es decir:
D

Wi(r,0)dA =\\f{r,9)rdrd9 = lim  ]f(ri,9)rj.Art.A9i
d d i=i
Observacion.-  Sobre la region D en el plano coordenado polar situaremos una superficie z = f(r,0),

donde f:DczR2--—--- >R es una funcion continua sobre D con f(r,0) > 0, en D.

Luego el sélido comprendido en la region D y la superficie z = f(r,0) tiene un volumen V _

dado por:
V(s) = ['Jf(r, QrdrdQ

D
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5.13 integrales Iteradas en Coordenadas Polaresj

Consideremos dos casos para el calculo de las integrales mediante coordenadas polares,

ler Caso.- Consideremos la region polar D dado por: D= (r,0)/ a < a cp(0)< r < y(0)}

ysea / :Da R2--—--- >R , una funcién continua sobre D.

Luego la integral en coordenadas polares es:

2do Caso.- Consideremos la region polar D dado por: D={(r,0)s a< r¢ba (p(N<0a y(r)}y

sea f: DeR 2--——-- »R , una fiincién continua sobre D.

Luego la integral doble en coordenadas polares es:

JJi(r, 6)dA=¢£ f(r, 0)rdd)dr



620 Eduardo Espinoza Ramos

Observacion.- Para pasar de una integral doble en coordenadas cartesianas a una integral doble en
coordenadas polares se tiene la relacion:

x=reos(0 , y=rsen0 , por lo tanto:

JJt(x, yydxdy - JJf(r eos0,r sen Q)rdrd6

Ejemplo.-  Calcular la integral doble JJ-J1-x2- y 1dxdy , donde D es la cuarta parte del circulo

x2+y 2<1, que se hallaen el primer cuadrante.

. Solucién
y
*xt+ye=l Sea x=reos0,y=rsen0
X2+V2=1=>r2=1=>r=1
| 0 \]\]yjl—x2— y 2dxdy =JJ-vi- r2rdrdQ

D D

- T U _ -1 lrdr)dd
Jo 0] )

jjjl-x2-y2dxdy =j*/2-pi-r2)32/1=-2j,0-1)d0=2iM =]

Ejemplo.- Calcular la integral doble jjydxdy, donde D es laregién encerrada por la cardiode
D
r= 1+eos 0, sobre el gje X.
Solucion

Sea x=reos0, y=rsen0

10<6<n
"0<r<l+eos8

Ahora calculamos la integral doble, mediante coordenadas

polares.
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J | ydxdy =| | rsen Qrdr.dQ=||sen U.r2drdti
D D D

f fiicos) (n 400D
iil (Aﬁl r' sen0 dr)dO =57 sen0 / , 9

1 . . (1+ cos0 e 1 10 4
—  (I+cos0) sen0 {0 > — [0—16]
3 o - 12 -o 12 ]

Ejemplo.-  Calcular ﬁ +v Jdxdy , donde D es la regi6n en el primer cuadrante acotado por la

D
. .2 2 2 .
circunferencia X~ +y "~ = a~ y los ejes coordenados. -

Solucién

Sea x=reos0, y=rsen0

2 2 2 2 2

X +vi-a®" =>r"=a =>r=a
0<G <

2): i
0<r<a

Luego cambiando a coordenadas polares mediante la

transformacion x =reos 0,y =rsen 0 se tiene:

\]\]e +y*dxdy-Jje rrdrdQ:\] ( e r rdr)dG

(Vi2 e i 1fﬁ/2 _az2
] —— d6= — ; (e -1)dQ
Jn 2 o 20
e ® -1 m/2 e 1t K
7 /10
Ejemplo.- Hallar el volumen de la regién en el espacio limitado superiormente por el cono

z=Vx2+y1l, dentro del cilindro x2+y2 = 1y sobre el eje X.
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Solucioén

Sea x=rcos0, y=rsen0 , f(x,v) =-IJx2+y2 =>/(rcos0,A-sen0) =;

i0O<6 <n
0<r<l

V =\ (x,Y) dxdv:\ﬂ.rdr.dG :52 (Berdr)dG ZSOTI 0 :50—] =-_«3

D DO

Ejemplo.-  Hallar el area de la region plana D ubicada en el interior del circulo r = 3cos 0 y en el
exterior de la cardioide r = 1 + eos 0.

Solucion

Graficando la circunferencia, la cardioide.

Calculando las intersecciones para obtener los limites para 0

1 Kk n
Ir =1+cosOcos0 = - => Q=—, —

Cn/3  1*3cos0 »

ndxdy:J @ rdr)dd =
nJ3 1+COS0

rn /3cos0 1 (7173 r

— =-1l 29-(1 + n
VS Lt LIS 9-(1 +cos0)
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1 f*

/3 s 1 f*/3
(8cos 9 -2cos0 - \)d6 :—2J (4(l+co0s20)-2cos0-1)d6

2 -*r13
1 f>r/3 1 iit/ 3 7
=—J (4c0s20-2cos0+ 3WO:—2(25en20-25en0+30)/ = tm
2 -1t/3 « %13
|5.14 Jacobiano de una fundén de n VariablesJ
a) Definicion.- Sea F: Se R2------- >D ¢ /J2 una funcién (transformacion) continuamente

diferenciable dado por F(u,v) = (x,y), donde x=x(u,v), y = y(u,v).

El Jacobiano de F es dado por:

OX dx

J(U,V): d(X!y) du dv
d(u,v) & o

du dv

Ejemplo.- La funcibn F.R -——- >R que transforma coordenadas polares en coordenadas

cartesianas esta dado por F(r,0) = (x,y) donde x = reos 0, y = r sen 0 entonces el

Jacobiano de F es:

dx dx
7(I’,0):-d(x'y) <r 30 cos0 - rsen0 .
5(r,00 dv dy senO rcos0
~dr &

ahora daremos la definicion en forma mas general.
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b)

Eduardo Espinoza Ramos

Definicion.- Consideremos una funcién g definida en un conjunto cerrado D, es decir:

Supongamos que F: Ua Rm--——-- >Rm es una funcion continuamente diferenciable y

uno a uno en un conjunto abierto U.
Si S es un conjunto cerrado contenido en U tal que g es la imagen de F en S; es decir:

F(s) = D = {(*i,x2.....xm) e Rmt (Xj,x2....... X,) = F(yl,y2....... Y,,) =

=(REim *ym)-Fi (yi y2.....ym)--"Fm(yi-y2....... >«))}

Como las funciones coordenadas son  =Fj(yy...... ym), ... xm=Fm(yl,y2,....,ym)

entonces el Jacobiano de F es:

dx1l dxx 3Xj
dyx dy2 ' . dym
dx2 dx2 dxx
dyj dy2 *
Iy | d(*i,*2....,xm) y
>yi,~,ym) =
Vv d(M,y2...>\n)
dxm  dxm

QA dy2
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Ejemplo.- Sea F. R3-—-- >/?3una transformacion definida por F(yx,y2,y3) =(xx,x2,x3) donde

X =2yj-3y2, y2= 3y2- =y2- y3, entonces el Jacobiano de F es:

dxx dXi dxx

fy\ dy2 dy3 2.3
8x2
Jphy2yiy=0 0 70 00 08 0 =6
dyx fyz dy3 R |
dx3  dx3
dy, dy2

5.15...Cambio de Variables en las Integrales DoblesJ

En las integrales ordinarias el método de sustitucion nos permitia calcular integrales

complicadas, transformandola en otras mas sencillas, es decir:

££(x)dx =j*f(g(t)).g'(t)dt

En forma similar existe un método para las integrales dobles, es decir, que se transforma una

integral doble de la forma jj*/ \x, y)dxdy, extendida a una regién D del plano XY en otra
D

integral doble j jF(u ,v)dudv extendida a unaregion S del plano uv.
Para esto se vera la relacion entre las regiones D y Sy los integrandos f(x,y) y F(u,v).

El método de sustitucion en las integrales dobles es mas laborioso que en las integrales
simples, puesto que en lugar de una funcidn ahora se tiene dos funciones X e Y que

relacionan a x,y con u,v en la forma siguiente X =x(u,v), Y =y (u,v).
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Geométricamente, puede considerarse que las dos ecuaciones definen una “aplicacion” que
hace corresponder a un punto (u,v) del plano uv, el punto imagen (x,y) del plano XY y que la

aplicacién puede expresarse mediante una funcion vectorial.

—

En el plano trazamos el radio vector r que une el origen (0,0) con el punto (x,y) de la region

D, el vector r depende de uy v, y se puede considerar como una funcidn vectorial de dos

variables definida por la ecuacion:

r (u,v) =x(u,v) i+y(u,v)j Si(uv)e S

esta ecuacion se llama ecuacion vectorial de la aplicacion. Como (u,v) recorre puntos de S, el

vector r(u,v) describe puntos de D.

La formula para la transformacidn de integrales dobles puede escribirse asi.

JJf(x, y)ydxdy = JJ f(x(u, v), y(u, v))i7(u, v)|dudv

donde el factor J(u,v) es el Jacobiano de la aplicacion.

Ejemplo.-  Sea R laregion triangular del plano XY limitado por: x =0,y =0, x + y= 1, encontrar
"y
el valor de \\ e x+y dydx
R
Solucién

Transformaremos laregiéon R: x=0, y=0, x+y=1

X
[u=x-y 2

[v=x+y v-u

Sea



Integrales Dobles 627

x+y=v=1=>v=1

D={uv)/v=-u, v=u,v=1}

Calculando el Jacobiano J(u,v):é A se tiene
u,v

dx  dx 1

1

_dxy)  du dav 2 2
U= gy o @ 11
du dv 2 2

jjex+ydxdy =fje"' \j(u,v)\dudv =—jjevdudv=—j*(j evdu)dv =—J vevj dv
r B 2 \ 2

r

e-e ffi e-e
=TV
it

" eOSXy L
--------- —dA, donde D es la region limitada por las

pardbolas y=x2, x =y 1, x2=4y, y2=4x

Solucioén

Transformando la region D: y :xz, Xx=y , x =4y, y =4x para estozhacer%os el

cambio de variable siguiente:
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Y _q
\x =y
dx=y2
[4x=y o4 .
X X 1< M4
X 2 1<v<4
ly =x
[4V= X2 2
— =4

por lo tanto la region D se transforma en la

R=|(wyVv)e R~/ <u<s a 1<v<as]

Graficando las regiones se tiene:

X \Xx =uu\ 2n
2 Iv-«2IV Is

XV =uv

g 23,23 24y v

J(u,v) = du dv 3 3 i 4
d(uv) by dy | u2i3v-2"3 °°°
~du dv 3 3

region

F

donde
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5.1n

|7 A— — dA = JTueoswvly(w, v)|¢/udv =— ueoswvdudv=Jj (jjl cosuvdv)du
=~ senuv/ du=—\(sen4 du =o "B posid K
=3 senuv,i u—§ I(sen u-senu)du =3 7 -cosi A

1 cosio cos4 15 eos 16
(e0s4 —-------- )- (- +eos ) —C084 —--—-—--- -~ eos 1
3. 4 4 ."3.4 4 J

= TZ [5cos4 - eos 16-4 eos ]

Aplicaciones de la Integra» Doble.]
Iro. Centro de Masa de una LamlIna.-

Consideremos una lamina que tiene la forma de una region cerrada R en el plano XY, y sea p
la medida de la densidad de &rea de la lamina en cualquier punto (Xx,y) de R, donde

p: Ra R2 ------ »R es una funcién continua sobre R.

Entonces la masa total de la ldmina R esta dado por:

M =JJp(x.y)da

i)  El momento de masa de una lamina R con respecto al eje X es:

Mx =jjyp(x,y)dA

ii) El momento de masa de una lamina R con respecto al eje Y es:

My =jjxp(x,y)dA
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Luego el centro de masa de la lamina es el punto P(x,y) donde:

jjxp(x,y)dA jiyp(x,y)dA

x My R R
M JIPx,y)dA JIP(x,y)dA

R R
2do. Momento de Inercia de una Lamina.-

Consideremos una particula de masa m que se encuentra a una distancia d unidades de una

recta L, entonces Illamaremos momento de inercia de la particula respecto a L al nimero.

[/ =md2

El momento de masa de una particula, usualmente se le llama el primer momento y el
momento de inercia el segundo momento de la particula respecto a L.

Consideremos un sistema de n particulas de masas m},m2,...,mn situados a distancias
dl,d2,...,dn respectivamente desde una recta L, tiene un momento de inercia | que se define

como la suma de los momentos de las particulas individuales.

n

1~ 2Cmidi

1=1

El momento de inercia de una ldmina que tiene la forma de una region plana Sy una funcién

densidad p:S <zR"------ >R continua, puede encontrarse respecto a cualquier recta L.

En particular, los momentos de inercia de la lamina respecto a los ejes X e Y estan dados por:

[, =3IV 2p(*,y)dA |, 1y =JIx2p(x,y)dA
S S

El momento polar de inercia alrededor del origen O esta dado por:

/,, =IX+1y =jj(x2+y2)p(x,y)dA
S
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Observacion.-

rectasx =a, y =

Observacion.-

Observacion.-

objeto.

Consideremos en el plano XY una l&mina S que tiene una densidad continua

p'.SczR2------ >R, entonces los primeros momentos ,M2de S respecto a las

b, estan dadas respectivamente por:

M= JJ(x-a)p(x.y)<¢d  M2=0d(y - b)p(x,y)dA

Los momentos de inercia de la lamina S respecto a las rectas Ll:x =a, z=0;

L2-y =b,z=0; Ly x =a, y =b son respectivamente.

N =jj(x-a)2p(x,y)dA ; 12 =jj(y-b)2p(x,y)dA
s s

=JJ[(* - a)2+ (y- b)2\(x,y)dA

El radio de giro de un objeto respecto de un eje L es el nimero R definido por

R donde | es el momento de inercia respecto de Ly M es la masa total del

=J—
VM

Ejemplo.-  Encontrar la masay el centro de masa de la lamina en la forma de una region rectangular

acotada por las rectas x = 3,y = 2 y los ejes coordenados.

Si la densidad de area en cualquier punto es xy 2 Slups/p 2

Solucién
Sea p(x,y) =xy

M =JJpOt,y)dA =JJ xy2dxdy

:l)(ixyZdy)dXZBO i /odng\édx = |2slups
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Mx =\\y p(x,y)dA =\\ xy*dx dy =\ (j* xy*dy)dx = Nx =4 dx=18

M. =jjxp(x,y)dA =jjx 2y 2dxdy =jo(~J~)/0r* == i) x~dx =24

- My 24
x=2
~ M ~ 12~
- 3
- Mx 18 3

W M ~12~2
Luego el centro de masa es (x,y) - (2,?

Ejemplo.-  Encontrar el momento de inercia de la ldmina homogénea de la forma de la region

acotada por 4y = 3x, x =4 yel eje X, correspondiente al eje Y, si la densidad de

Solucion

ly =jjx 2p(x,y)dA donde p(xy)=p

R

ly =iSxIPdxdy =90 (SaA X1pdy)dx

o . x3dx
0 0 4 o

3P x4f =48p slugsl//?2

Ejemplo.-  Encontrar el momento de inercia de la lamina homogénea de la forma de la region
acotada por la pardbola x" =4 —4y y el eje X, si ladensidad

de areaes p slugs/p
Solucién
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S.17

D

2)

Ix=y"p(x,y)dA =)\y 2pdxdy

=p f2(i0 4
P I2(64-48x2+ 12x4-x§dx: ————— p
192 -2 280
Ejercicios Desarrollados!
Calcular la integral doble 32 <4, donde R es la region en el primer cuadrante
acotado por el circulo x2+y1=4 vy losejes coordenados.
Solucion
I x2+y2=4"'  Pasando a coordenadas polares
>
< x=reos9 , y=rsen0, donde el Jacobiano es J(r,0) =r.
° ahora sustituyendo en la integral dada, se tiene:
: 2z X

JJ b Jo Jo 2 '0

, -4 - = - AN

) 42b2(e4 1)do 4(1 )

Dada la region R en el primer cuadrante entre los circulos x2 +y2 - az, x2+y =b
xdy

2

d
0 <a<b. Calcular el valor de la integral doble JfT '
X +V

Solucion
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634
Graficando la region R, pasando a coordenadas polares,
x=reos0,y=rsen 0, donde el Jacobiano es J(r,0) =r.

-)do
RXx +y 0 »r o "ar)
e Pag =02 40 = in 3
=4 Inry Qdd =g, do =56
3) Calcular la integral doble graficando la region sobre el cual se calcula
P« lu2-x2 2 2 v2)-2
Pluz2 2LETNEI2R Gy
Na2_x2_y?2

Solucién
Ubicando la region sobre el cual se realiza la integral

i- 2 2 2
J-a <x<a ix“+y” =a

D: L
'ifaz-xziyai\h-z-xz \x =%a
pasando a coordenadas polares

x=reos0, y=rsen 0, donde el Jacobiano es J(r,0) = r.

ahora pasando a coordenadas polares se tiene:

JJS(X2+y2)-2a decly = fa fl2-*2 3(x2+y2)-2a dv d
XY=2 2 4a1x1 Na2 x2_y2 v

y
CX fa 3r —2a o ja g , 2ar
als gr. g 2 do
-1« i
AU 0 ioJa2-r2 ANJT A2

2 2, S 2 23/2
oL AT (3F -28)-2(a’-r?y ,IgdG

= j**(2a3-2a2)d8 = 8(a3-a2)y =4x(a3-a2)
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4)

5)

Calcular la integral doble

x2+y2<1 x>0,y>0.

=J; (iarcsenr2+\

635

2 2

i—x"-y

— 7 -dxdy, donde D es dado por las desigualdades
+y

Solucién
Graficando la region D, pasando a coordenadas polares

x=reos0 , y=rsen 0, de donde el Jacobiano es

ahora reemplazando en la integral dada se tiene:

L:’err)dQ

Ifdd =£ (™ ) «j(* -2)

Calcular la integral doble pasando a coordenadas polares j\yjR2-x 2-y 2dxdy donde D €s

. 2 .
el circulo x“+ v i

Solucién

Graficando la region D: x2+y ’=RX, completando

cuadrado (x - %)2+_yZ = _’1‘;_

pasando a coordenadas polares: x =reos 0,y =rsen0,

, d(x,y
donde el Jacobiano es J(r,G) = -------->- =r
d(r,G)
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W2+ D(v2- =0 = v=tl

para v2=-4(x-i) =>4uv2=-4(il2- v2-1)
uv2=-u2+v2+1=>u~(v2+1)=v2+1 dedonde (u2-)(v2+D=0 => u=+\
Luego D = {(u,v)/-1 <u<la -1<v a1}

como x =u®-v?, y=2uv, calculando el Jacobiano

dx dx
_3(%Y)  du v

J(u,v) =
(.¥) d(u,y) dy dy
du dv
-2u 2v
“m J(uwv) = =4(u +v )
2v.2u

:"(u2-v2)2+4u2v2 =

ahora reemplazando en la integral doble

WtIx2+y2dA =jj(u2+v2)\j(u,v)\dudv
R D

=4jj(u2+v2)2dudv =16j (J (U2+v2)2dv)du - 16j* («4v+y u2v3+~~)j ~du

D
. 448
4 2 2 1 448 ff/)/(2+y2dA:
= Jo(" +3U+5H) "45" JIvA

1) Calcular \]\]"4x2+y2dxdy, utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y =u2-v

R
donde R es la imagen de laregion D= {(uv)/ 1<u<2 . -l<v< 1}

Solucioén

. d(x.y) N
Calculando el Jacobiano J(u,v) = d --------- , es decir:
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12)

dx  dx
J(u,v)=d(x'y) w o 0 =-2(v2+u?)
duyv) & @ 2u -2v
du av

X2 + y2 = yj4un2+(u2-v2)2 = w2 +v2, ahora reemplazando en la integral doble

YI
1 JJ-NAx2+ y 2dxdy =\\ (u + v 2)\j(u, v)\dudv
D r o
0 1 2 X , oA , 1432
1 = Jj*2(«2+v2dudv =2 (3 (W2+v Dinyrfu=- .5
. ff(2x-y) dxdy . . _
Calcular la integral doble , si D es la region en el plano XY, limitado por

» 14X +y
lasrectas y=2x, y=12+4x, y=4x, y+2=2x.
Solucién

Transformando la region D: y = 2x, y=2x-2, y=4x, y=4x + 12 para esto hacemos el
cambio de variable siguiente.

\2x-y =u 0<w<?2

\

= \ , dedonde R={(uv)e RxR/0”u<2 . 0O<v<l12f
[Ly-4x=v [O<v<12

Luego la region D del plano XY se transformando en la regién R del plano uv, cuyo grafico

€s:
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Ahora calculamos el Jacobiano
U+v dx dx 1 1
2X-y =u X =— S(X.Y)  du  dv
J(u,v) = d dy 2 2
IV-4x- v B d(u,v) y o 5 1
A =~(2u+v) du dv
1-4x +y 20 0 l+v
_ 1{2.I | //12d _In13|f2, _4I .
== 0u n( +v)/O u—---g—-J0u~du =—In
. dxdv=-1Inl3
Wee/ill - 4x+y 3
(x-y)dxdy o -
13) Hallar la integral doble , donde R es el cuadrilatero de vértices (2,0), (4,2),
h 13+J2 - v2
(2,4), (0,2).
Solucion

Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del
paralelogramo.
Transformando la region R en otra region mediante el

cambio de variable.

_u+v
\u=x+y X__g i2<u<b
[v=x-y u-v -2<v<?

Luego la regién R se transformaen laregion D =j(u,v) ei"/2<«<6 a -2<v<2j cuya

gréfica es:
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ahora calculamos el Jacobiano

u+2v dx  dx
X__ _______
\u=x-2y 5
= Juy~ 40V du v
[v=2x+y v-2u d(u,v) d
14 5 1

25 25 25 5

gl =01

1
; - 5
vy = 5
5

Luegft reemplazando en la integral doble

|| (x-2v +3)2e 2+ dxdv =] | (u+3)2evH\J(u,v)\dudv =—1| (u+3)2e " Idudv
R D D

ZAS (i (u+3)'e" "dv)du=-\ (u+3)2\e4-1]du =-———-- (u+3)3/
SJo J-i 5 0 1 J 15 0

[216-27] =— (e -1) J”X- 2y +3) 2e x+y+ldxdv :—5 (ed—1)

10) La region R se encuentra en el semiplano superior del plano XY y esta limitada por las

pardbolas y2 =4(l1+x) y el eje X, calcular JJyjx2+y~dA, haciendo el cambio de

variables x =u2-v2,y=2uv.

Solucién
Graficando la regién R y =4(l+x) de donde
y2=4(x+l) ; y2=4(x-I)

Transformando la regidon R, a otra region.
y2 =4(.r+l) = 4utv~ =4(l+wW -v2)

U2 =14 -v? W2(v2- 1) = 1- V2
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U2+ (v2- D=0 => v==I
para y2=-4(x-1) =>4u"v~ =-4(u~-v“-1)
u2v2 =-u~ +v2+1 5> M (v2+1)=v2+1 dedonde (u2- N(v2+1)=0 = u==+1
Luego D= {(u,v)/-1<u<1l. -1<v <1f
7

2 .
Como x=u -v , y =2uv, calculando el Jacobiano

dx dx
dx.y)  qu v

J(u,v) =
(u.v) d(u,v)y dy dy
du dv
-2u  -2v 5
=4 2
oy gy Auerv2)

5/x 2 +y2 :-\Wu1 -V 2)2 +4u% 2 :(u2 +% )

ahora reemplazando en la integral doble

ofjV¥2+y2 =)+ v22J(u,v)\dudv
R D

4JJf(W2 +v2)2dudv = 16f (f (ul+v2)2dv)du —16Jf m4v+§m2v3+—)/ du

r*( 4h—m+])\du 448 /. ﬁJx +¥2(JK 448
Jov 3 45
11) Calcular \\yj~x2+ y2;rdy, utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y =u2-v 2

R

donde R es la imagen de la region D= {(u,v)/ 1<u<2 . -1Sv< 1}

Solucién

. d(x, y) _
Calculando el Jacobiano J(u,v) = --—----—--- , es decir:
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12)

dx dx
:d(x,y) du dv VY u
duyv) % d 20 v
du dv

J(u,v)

=-2(v2+u2)

l‘\4j2c +57 = y|4w2v2 +(«2 - v2) 2 = u2 +v2, ahora reemplazando en la integral doble

31/4"2 +y 2dxdy = Il(u2+v2)\j{u,v)\dudv

R D

=JJ2(i/2+v2)2dudv =2 (N(W2+v2)dv)du =-1j532

. ff(2jc>>) dxdy B .
Calcular la integral doble | , i D es la region en el plano XY, limitado por
” -4X +]

lasrectas y = 2x, y= 12 +4x, y =4x, y + 2 = 2x.
Solucién

Transformando la region D: y =2x, y=2x -2, y=4x, y=4x + 12 para esto hacemos el
cambio de variable siguiente.
[2x-y =u i0<u<, 2

=>

1 , dedonde R= {(uv) € RxR/0”u<2 . 0<v<12}
[y-4x =v [O<v~™I2

Luego la region D del plano XY se transformando en la regién R del plano uv, cuyo grafico

€s:
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Ahora calculamos el Jacobiano

dx  dx
u+v 1 1
\2x-y =u d
2 = J(U,V) = (X'y) du dv 2 2
[y-4x =v duvy ¥ 4 5
y =-(2u+v) ’ i
du dv
2x-y)2 - , i f
JIE2XIIZ gy = I3 uvaudy =2 (R
1-dx+y i+v 2 « o0 l+v
12 2 /i2 Inl3 2 ,
-— lu In(l+v)/ du=--—- 1u du=—Lnl3
20 ‘o ? 0
.lmjw ) A».*to 13
-4x+y "3
] , donde R es el cuadrilatero de vértices (2,0), (4,2),
* yil3+x —y*
(2,4), (0,2).
Solucion

Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del

paralelogramo.
Transformando la regién R en otra region mediante el

cambio de variable.

u+v
u=x-+y - i2<u<6b
lv=x-y u-v 2<vy<?2

y —

Luego la regién R se transformaen la regién D =|(m,v) e R2/2<u<6 a - 2<v<2j cuya

gréfica es:
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Calculando el Jacobiano

y
2 dx dx 1
o sy =40V w2 2
d(uv) 9~ o 1 2
0 2 Mmma6 X du dv 2
-2 por lo tanto reemplazando en la integral dada se tiene.
x-y)dxd vdudv
J (x-y)dxdy -‘]f_l- {j(u,v)\dudv ——jj
« i1/13+x2-y2 VI3+«v 2 DVI3+w
..o B ydu .
_ 2 yav = — ] A(13+w)12jAdv
2 ~2 2-J\3+uv
51V 17-205

:jZZEVI3+6v-V|3+2vJaV e

(ic— 51->/7-205
B -\3+x2- y2
14) Calcular jj2~(x2-y 2)sen”(x-y)2i¢4, donde Z)= {(x.y) e i?2/Ixl +17ja lj

D
Solucién

Transformando la regién D, mediante el siguiente cambio de variable se tiene:

M X+y i-l<mel
lv=x-y 1 <vet

643

Luego la region D se transforma en la region R donde R = {(u,v)/-1"udl o -1Sv< 1}

ahora graficamos las regiones.
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15)
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Ahora calculamos el Jacobiano

+ x = E+V dx dx 1 1
U=Xx+y
como 2 = J(u,v) :d(\)/(,y) du dv_ 21 21
[v=x~y u-v d(u,v) dy_ ty;
y=- du dv 2

Luego sustituiremos en la integral dada.

Jj"2n(x2 -y 1)sen n(x - y)2dA =Jj"2nwvsen nv2dudv

fl

=] (P"uvsen"v 2dv)du =—:|']ﬂ ueosjivzj/I du=—1Jf:l-‘U(COS7tU-COSH)dU =0

Calcular la integral doble jj'cos[(2x- y)2+2(x+y)2]dA, siendo D la region en el primer
D

cuadrante acotada por 2x2+y 2 =4y los ejes coordenados.

Solucion
Y
Dibujando la regién D acotada por 2x° +y° =4
A D
siSli...t T K YA a0o
VI . 2 (R)e* (8
2 cambiando de variable se tiene.
n
i x=-j2 rcosO 0<b><—
2 , Ahora calculando el Jacobiano
y =2rsen6 O<r<1
¢k dt
Ar.0)= d(x,y) dr 59 42cos0 - Versen0 = 2-12r
d(r,0) dy  2sen0 2rcos(
5r  dQ

ademds (2x-y)2+2(x+y)2=3(2x2+y2)=4r2
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Luego reemplazando en la integral dada

JJ'CoS[(2]f-y) 2 +2(x +y) 2J1A = [*Je0S 3(2*2 +y 2)dxdy
='fcosi2ran(r, 0)|drdQ = JJcosi2r22-j2rdrdQ

r-ff fi , [-ffsen 12r2 /i
:2v21-0 (I cos\2r .rdr)dd =2V2] ~—---mmm- . do
(o] Jo

V? IffsenIZ'/O _>[2n sen12
12 Jo ¢r =

16) Calcular la integral doble j"Jcos(-----—)dxdy, donde D es la region limitada por las rectas
* *>>

X+y=1 x+y=4 x=0, y=0.

Solucién

Transformando la region D: x+y=1 x+y=4, x=0, y=0 para esto hacemos la

sustitucion siguiente:

u+v
u=x-y X = m
[v=x+y v—u
y:
u+v V-u
para x=0=---é--- = v=-u ; y:O:--————2 = v=w

X+N=v I<v<4
Luego la region D se ha transformado en la regiéon R=|(u,v) e R2/v=-u,v =u, 1<v<4}

Graficando las regiones se tiene:
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dx  dx 1 1

AU,V):g(X’y) du dv 2 2
d(u,v) dy dy 11

du dv 2 2

Ahora sustituiremos en la integral dada

JJCOS(;:—;)dxdy = J\]eos—\j(u, v)\dudv = TJDJ cos(v—) =dudv

1f4 fv u 114 u v
=—I1 (I eos—du)dv =—1 vsen—/ dv
20 v v 2 i V' o~y
ij4 ) j4 v2 /4 seni  15senl
= v(senl-sen(-1)i/v =Jvsen\dv=sen1— j =8senl-
17) Calcular la integral j*J-nydxdy, donde D es un dominio limitado por la linea
D
2 2
oyt A oxy :
(-----i-—) =—= situado en el primer cuadrante.
2 3 V6
Solucion
Cambiando de variable se tiene:
\x =452u IT 2 2
xy =J6uv como (-)E-——l—x--)' =2
b =V3v Yy 2 3 V6

entonces (u2+v2)4 = uv, ademas tenemos
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mIxy =VEVWY =v 6 (m2 + v2)2 => IXy = %JIZ(u2+ v2)2

<Q*>>)
d(u,v)

Ahora calculamos elJacobiano: J(u,v) =

2t <&

Juvy=A &V . =36 =J(u,v)=-J6
V3

A @

Luego reemplazando en la integral dada

\\ 4*y dxdy = JIVE(M2+ v 2) 217 (s v)i<iuiry =2 6855 (w2 +V2) 2wty

D R R

ahora pasando a coordenadas polares se tiene:

fu=rcosG ) - .
@ +v7Y)y -r
v=rsen0

como/?: («2+ v2) 2 uv :>r8 :rzsenO costi , de nde r

la integral

VATV 2 YA Q= VY )

i 6"G5

«r

1 ffsen20 cos20 /y 1
=W )~ I~ d0=~~W "0=""/6

sen20

647

, reemplazando
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18) Calcular la integral ||e arcigé X*Y )dA,  donde:
X-2Yy

D
D={(*>0/1<2x2- 2xy+5y2<9, (1-,J)x +(\+2-J0)yZ 0, -Ji(x+y)Zx-2y}

Solucion

Haciendo el cambio de variable se tiene:

\u=x+y u? =x? +2xy +y?

[v=x-2y V2 =x? -axy +4y?
Uu+v2=2x2-2xy+5y2
como 1<2x2-2Xy +5y2<9 => 1<u2+v2 <9
(1- «j3)x +(1+2§3)y <0 = 2v
mJ3(x+y) >x-2y => -J3u>v
Luego la region D se ha transformado en la region R donde:

R=|(mv)/m<V2vaV 3~va lau2+v2"9|

Graficando la region: Suponiendo que:
1
u=-=v => th =
V3 V3

u=-Jiv => tg0 =v3 = 0 :?
ahora reemplazando en la integral dada.

JJe (@r 25155 ‘arctgi-—-—)igd=JJe (" #)arctg(—\j(u,v)\dudv
n X~ 2y p v

d(x,y)

calculando el Jacobiano J(u, v) = d(uv)
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. 2“|+V dx dx 2 1
| U=Xx+y X~
—du dv 3 3
—x entonces J(u,v) =
v=x-Ly y_TU v 1LY (uv) dy dy 1 1
du dv 3 3
jle <X 2y+5y *arctg(——- —)dA=—jje (u +v 'arctg(—dudv
. X-2V 3, v
n n
w=rsen( — <,Q<—
pasando a coordenadas polares se tiene: A= J(r,0)=r, 6 3
v =rcosG
1<r <3

ff -(27-2v+5/) arctg(Z liL P = A ffe-C2h2) arctg(* )(furfv
JJ x-2y 3 Y

n 3
=| ffe~rl arctg(-r - SCn ®|J(r, 0) |dr dQ=" ff(i e~r2arctg(tg 0)r ¢r)rfb
3 reos© 3in Ji

R [§
1r— 2 Ir e-r €9 —
i M el,- - — «-mT /I
12 9 36 144
19) Calcular la integral doble — el/2|+3> dxdy, donde D es el triangulo limitado por
y
4-2% )
y = - y los ejes coordenadas.
Solucién
\u=x+y \x =3u-v
Haciendo la sustitucién por: .
[v=2x+3y [y=v—2u
x=0=3u-v v=3u
ahora transformando la region D se tiene: ¢ y =0=v-2u - VvV—2U

2x +13y =4 =v v=4

Luego la region D se transforma en la region R = {(u,v) / 2u <v <3u, v=4}
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ir ¢k
d(x, 3 -1
J(u, v) = (x.y) 3v =3-2=1
d(u,v) -2 01
9m dv
ahora reemplazando en la integral dada.
dxdy =\jJ*e™\j(u,v)\dudv = =Jg(J * e~rdu)dv
D ' y R R 7

= 2ve”jrdv=2(er -eM)jvdv=16(er-e")

20) Calcular F\jxydxdy donde F ={{x,y)/(—+~"Z<—}, y>0.

Solucién
iX X .y [x
comoy>0 = —l—<—i=~ , x>0
6 2 4 |6
2
=> 2Xty < 4N =>y<-2x+4 N = 2 H4ANNAS 0 => X220~ 0<x<-
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2 2
sea X =s61 dx =\2tdt para x=Qt=0; x-~, t=—
3

JJ A A (320 (-2x+4N) 3N = A UBV2I(-1212+41)3/212/A
F6

=8V O f/3/2(-12/2+41)32  =64%6] 13(1-31) 3V V i dt ()
Sea 3|':sen20 = dt:gsenOcosode
Jr3VA(1-31) 3241 = femmmmmeeen (1-sen20)32—sen0 cos0 dO=— isen70.cos40 ¢0
27 3 81J

:8—1J (-e0s100 -3c0s80 + 3cosb0 +cos4 0)sen0 i/0

50fe0560 heos.40 3e0s20 1

= 1
1 3 7 5
=A (1.30- [z~ +£A)| i(iz3i> _i] L (2)
81 1 7 75

reemplazando (2) en (1)

<L*>1_3h*L */i

E
128"6 12876236 32-"2
[0(0--) (—+n----)]— ( =
1375 8133x35 81
~ .\ (- 2>=«Wu- «t)l X
N el-x =
e xtydydx
)
Solucién

Ubiguemos la regidn sobre el cual se realiza la integracion.
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—
>0
>
>N
S

Sea D: j7 , graficando la region

Aplicando Jacobiano se tiene:

X+y =u IX=u-v

Calculando la regién R en el plano uv, teniendo en cuenta la transformaciéon x = u—v,y=v

y =0, v=0
Para x=0, v=u , luego se tiene:
x+y=u=l = u=1

RP={(«,v)eli Iv=Mv=0, K-}
Graficando la regién R se tiene:

J f~Xe x+ydydx =f f e x+ydxdy
D

. I _
=JJe" 13, v) 1dudv =J (lj e udv)du
R

:f](ue- U)du = (e- 1)ui2 jﬁ* -s-l

n 2xy(2-3x
_)é_(____-_)dxdy, donde (

2 2 1 i
x¢.0, y>0,y <—-x)
F x +2y 2

» Solucién
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2xy_(2\- 3/)\()

La funcion no es continua en (0,0), pero es acotada en D, puesto que 0 < —] L es
X +y
pues integrable.
i
Graficando la region F se tiene.
2xy(2x - 3x)
o 'o x%+V\ﬁ'y'_4y)dX
=j"™(2- 3X)[In(1- x)- Inx\dx = §-
23) Una regién R en la parte superior del eje X esta limitada por la izquierda por la recta y = -x
1/2 2 2

y por la derecha por la curva 3(x2+y ) -3x=x +y .Hallarsu area.
Solucion
A(R) - JJ dxdy
R

pasando a coordenadas polares

ix =reos0
= J(r,G) =r
[y =rsen#

como 3(x2+y2)2 -3x =x2+y2 => 3r-3rcos6 =r2 dedonde r=0,r=3-3¢e0s0
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A(R) = JJdxdy = JJ|3(r,0)idrdd = JJrdrdo = (i”~rdr)dG = r 4G
1 3-3 02dG-9J [-2cos0+ 2Gd6—8br V22
A (3-3co0s0) =% (I-2cos0+cos G) _(1629)«

Calcular la integral doble JJ"~16-x2-y 2dx dy, donde D es la region limitada por la

inecuacion x 2+y 2 <4y
Solucién

Para graficar la region D completamos cuadrados en la ecuacién x2+y 2-4y =0 es decir:

(y2-4y +4)+x2=4 esdecirque: x2+(y-2)1<4,.
Pasando a coordenadas polares

x=reos0, y=rsen0, dxdy=rdrd0

x2+y2=4y => r2=4rsen0 => r=4sen0

La region D es coordenadas polareses: D= {(r,0)/0<0<7n a 0<r<4sen0}

Reemplazando en la integral JJ-J16-x2- y 2dx dy se tiene:
D

JITYNBR y 2dxdy =JJ* N6 r 2rdrde = (J 6-r2rdr)d6

10 --(16 '2%//45eno 4G = - - {[[(1B-165en20 7 64]dG
= 0--3(.\1 -r2) /9 —"f[[% sen20)2 -64]
64 i 64 cki
=— (835304)(‘,0 =— ?fl J—;(l—sen OC)COSO]dO
Jo

64 sen30_ jn 64
=— [0-sen0+-——-x5-- A=—n
3 L 3/03
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25) Calcular la integral j*j'xydxdy, donde D es un dominio limitado por la elipse —g b
2
y situado en el primer cuadrante.
Solucion
X 2
Graficando laregion D : Xy +Y =1
a b2
A la ecuacidn de la elipse expresamos (i)2 +(%)2 =1
a
pasando a coordenadas polares se tiene:
=rcosl _
X =areos6
— rsen0 y=brsenG
dx dx
. _4 0 aeosG -rasenG :
Calculando el Jacobiano J(r,0) = de donde J(r,0) = abr
d_ dy bsenG brsen6
dr dG
Jnydxdy = j"j"arcosOhr sen0.\J(r,6)\drd6
D D
_J I r2sen6 eos0.abrdrdG=a2b2jjr 3sen0 cosO drdG
D
n 1
=f12:)2 i~ (f r3sen6 eosQdr)d6
Jo Jo
2 2f 1L 212 22
ah 5en Geos6 dQ = -------—-- sen2 G /72 _am
8 /o
26) Encontrar el area de la region en el primer cuadrante del plano XY limitado por las curvas

X2+2y2=1 x2+2y2=4, y=2X, y= 5X.

Solucion
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Dibujando la region acotada.

cambiando las variables se tiene

2,% 2_'
x“+2y° =
= = + => <« <
2 T2 u=x2+2y2 l<«<4
x +2y - =4
—=72
= v=— => 2<vy<}5
X
—=5
f=JL+JL

Luego la region D se transforma en la region R, donde R ={(«,v) e R2/I<u<4 a 2<v<5j

ahora calculando el Jacobiano

cc dx
—_d(x,jQ du dv
J(u,v) =
(V) d(uyv) dy dy
du dv
du du
2x 4
duy)  dx  dv nd

8(x, y) dv dv ~ )
dX dy X 2

0("-v) _ Y§2 — ) ...24:§(x,>>)|
d(x,.y) 2eh()e =2+ 4ve duy) 244y

por Io tanto 7(m,v) = > *Y) [

d(u,v) 2+4v2

A(D) =\\dxdy =\\\j(u,v)\dudv = {{ dudv =J (f -- U=)dv=f —
0 A2+4v 2+4v?2 22+4v

=-yrarctg(V2r)/ =— [arctg5-72 - arctg2V?]Ju2
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27) Hallar el &rea de la regidn limitada por la linea (x2 +y2)2 = 2ax°

Solucion
Dibujando la region comprendida pasando a coordenadas polares

x=reos0,y=rsen0 = J(r,0)=r

r4=2ar3e0s39 = r=0,r=2ae0s39

y* AR) =3 axdy = JJpr, 0jardq = Jhardg

(t f2ocos30 iy - IZoeos39d - 6 d
:Z!b(jo rrfr)dO:.fb r ', 9=4a 30 eos 9dO
Ir 1+cos20_, 2 , ,
=4a J (—- -—- )'d6 =— qDT(I+300520+3cos 20+cos 29)d9
Jo v 2 2 '
a 39 send9 sen29 sen32i?l/f a n +3n 57Ta
T i/>' L2 41
(R) 5na
A(R)= -memmee u
8
28)  Hallar el &rea limitada por la linea (x> +y2)%-x *+y*

Solucion

pasando a coordenadas polares se tiene,

fx =rcos0
=> x2+y2=r2 y J(r,0) =r
[y =rsen0

6

(x2+y?3® =x*+ v = r®=r*(eos’ 6+sen® 9) de donde

r=0, r=Veos49 +sen49 , 0<0<2n, 0<r<Veosd9 +sen49

657
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658
tf ir F\Kmtﬁemf() inf2 AMoAGE
A(R) =] ] dxdy :ﬁ\j(r, Q"drdQ :ﬁ rdrdQ:j(ZZ] (0 rdr)d6 :Jt n dG
1 f2* 4 4 1 f2* 1 sen40 /20 3;r
:—[ (cos 0 +sen 6)dQ :—j(3+ €0s40)d0 = —(30 + --------- Y - —-u
20 g ° 8 4 'o 4
fi(A) =\\dxdy =— M
29) Hallar el area de la regién limitada por la linea (x +y ) =2« (x -y ) (Lemnlzscata2 dze

Solucién

Dibujando la region comprendida y pasando a

coordenadas polares.

x =rcosl )
=> x2+y2=r J(r0)=r
X [[>=rsen0 y y A0)

como  (x%+y 2 :%az(x2 -y =1t =9a%r%cos20

de donde

r=0, r=a’[2co0s2Q, —<0 <—, a-j2c0s2G
4 4

rr i i [r ri ran 2e0s20 A . ia~j2c0s20
iy =iTiten=it7 (r 0L~ 0 =jrerfre0 =2p @S0 » P ora2s "2 0
R R R 7 1

p 2a2e0s20i0 =a2sen20!' =a2(sen—-sen-—)=a2(l+I)=2a2

~A(R) =jjdxdy =2a2u2
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2 2
30) Calcular el volumen del s6lido limitado por el plano XY, el paraboloide z = Zj-~+%3/T y el
a

2 2 5

cilindro ~ + ~ - —
a b a
Soludan

V= ﬁzdxdy :flfle(— +¥ ydxdy, aplicando coordenadas polares, se tiene:
D D ° b

x=areos0 , y=brsen0, donde el Jacobiano es:

dx dx
( ):¢(X’y) dr de acosO -arsen( .
"0 of(re) O 3 ¢sen©  -brcosO
dr  de
2X ) 0
. r=2eos
*7T' a
"t ;1268 r2grdes
£ (AT FAdy=21 (128
2t 2 cosb , l2cosS
= Jio(}b abr&ir%de =5 J\0 r4/0 dé
Z 30 ff ecostodo= T reosl 2,
7 40
—2abJ (I+200520+cos 29)d6 —2aeJ (—+2c0520 h-g--s—)dG
—2ab(—q+sen20 +sen40 )/ _SEk}n_ "
31) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las lineas

y2=4x+4,y2=-2x+4

Solucion
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660
Como la figura es simétrica con respecto ax => y =0, luego nos
queda calcular x calculando el &rea de la figura
*otd j*o» -f2 -£Q -8
12 rrl 122 f-h 112
- 1R i > v2-4)2 2 —2
=Yy ) J—Wy-T- LueB® (x¥)=(5.0)
32) Encontrar la masa y el centro de masa de la lAmina en la forma de una regién acotada por la

curva y=senx yeleje X dex=0 a x=n, si ladensidad de area varia con la distancia al

eje X.
Solucion

MR YR ok =y

y = sen X
senx
= fj =j dy)d
M =fjydxdy ]o (.By y)dx
[nyZ /senx 1Cn ,
= — dx =—\_sen «x dx
Jo 2 ‘o 2 Jo
7 K
. -C0S2X) dx - T Luego M :? slugs

Mr=\Ily p(x, mdxdy = Jjy2dxdy = (i~ y2dy)dx=~
R
senx J|
—JJ --iixydxdy-Sjw’]xy dy)dx = —
PR R
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n
-3My =~i~=¢g
M n 2
4
4
_ 9 _ 16
M n 9n
4
33) Encontrar la masa de la lamina que tiene la forma de la regién dentro del semi circulo

n . .
r=aeos 0, 0 <0 <—, ademas encontrar el centro de masa de la lamina cuya medida de

densidad de area en cualquier punto es proporcional a la medida de su distancia al polo (masa

en slugs y la distancia en pies).

Solucioén

La densidad p(x,y) =kjx1+y2, calculando la masa se

tiene:
r = acos0
M :\]\] p(x,y)dxdy :\]\]ij2+y2dxdy
R D
0=0 M= k\\r\j(r,6)\drd6 =k\\r2drdO

Mo Y7 dndo -2 Jf\/ 0)cos6 d6
r r - sen [0
§] 3 Vo

" ka31 1 | 2ka3
=m — )= slugs
g M S0

calculando el centro de masa (x,y), el momento de masa con respecto al eje X.

M x :Jl/p(x, y)dxdy = Jsen Oder.rdrdQ

ka

=kJJr3sen6 drdO ="J( (Jo r* senG dr)d9 =—J}2a4eo0s40.sen0 dG =
4 0 20
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el momento de masa con respecto al eje Y.

My =jjxp(x,y)dxdy = ISeos QJcrrdrdQ = ¢Jj" r3eos QdrdQ
D D D

f*/2 2k d*

Ly Tecosfl K S
_Eho (IO r eos6 dr)d9 _??]n a eos QdO e

- 3a
X M 5 3a 3a
= p(— ,—8 centro de masa.
- _ k1 -3 a 5 4
y M
34) Encontrar el momento de inercia de la lAmina homogénea de la forma de la regién acotada

por un circulo de radio “a” unidades con respecto a su centro, si la densidad de area es p

slugs//?2.
Solucién

+y 2)p(x, y)dA ,donde p(x,y) =p entonces:

R
lo= P(x2+y2)dxdy =Ju (JQpr2.rdr)dO

R

' 2

= TP Lz*ah(,O :l—D—@——— 21 70 = -P-E-rj--slugs! p
35) Determinar el momento de inercia de una lamina en la forma de la regién encerrada por la

Lemniscata r2 = a2 c0s26 respecto al eje polar. La densidad de area varia con la distancia
desde el polo.

Solucion

El momento de inercia con respecto al polo es

h :IK’Q+y 2)p(x,y)dxdy, donde p(x,y) =p
R
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h =ff?(x2 +y2)dxdy =pjjr2-rdrd0

R R
— 4jeos28 = Pa*q(t
_ai (j:a" r@ - 'J( eosZZZ@
0 2 o
Pa pa sen40 1 /t
R, J (1+ cos40)i/l0 =
4« 4 9+— J/o

centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide

36) Hallar las coordenadas del
r=a(l +eos0)
Solucion
F1(1+C0S0)
M_Mm rdr)do
* 2 2 3it . .
:Jf a (I+cos0) dd :--I--E--por la simetria del eje X
setieney =0
M 2f* fa(l+cosfl) or 2 C* 0 1 | 0 1 0
= . = _ + ;
30(50 cosO.r dr)dd 3Joeosa( cos0) ¢

2: ﬂ[e030+3(1-sen20)c050+/\(|+COSZO)+(1+e0520) 140

cos40]]J :57ra
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37) Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo angulo

central es igual a 2a (ver figura)

| YacrcD= 2L oo

por ser simétrica con respecto a X se tiene y =0

Ca [a 2 2 fo 1 ia 2C?
Mv:2:! (I r cos0.dr)dd =—J r cos0/ dd =-—-sena
y o Jo 7Jo io 4

sena 2asena
Lugo X =e por lo tanto (X,y) :(' ';0)
M 3a 3a

38) Hallar el momento de inercia de un anillo circular de diametro d y D (d < D)
a) Con respecto a su propio centro , b)  Con respecto a su diametro.

Solucién

a) A =L*2+y 2)P(xy)dxdy
D

+y 2)dxdy, donde p(x,y) = 1, por ser
D

momentos de inercia de figuras planas, ahora usando
coordenadas polares x=reos0 , y= rsen0, se

tiene:
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70:|,f(*2+y2)dxdy:JL (,\(]j&dr)dd - n W

b)Ix :JJr3sen29 d6 dr =\ g\]/ r3sen2 Gdr)dd =— (Z34-<i4)
0 t 64

36) En una lamina de lado “a”, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus
vértices, calcular el momento de inercia de dicha lamina con respecto a los lados que pasan
por este vértice.

Solucioén

De acuerdo a las condiciones del problema se tiene:

p(x,y) = k-IJx2+y2, el momento de inercia se determina con respecto al eje X.

iXx=jjy2p(x,y)dxdy =JJr2sen2QJcr2drd0

7

T f«seco 4 2 ff facosec# . ,
I\ r sen Gdr)dG +Jn( kr sen 6dr)dG

:-k 'ffrcsenz 0 //m@+ - seﬁ 'l:‘fl /£ ' Ig%)sece
s ¢0 0 < % /o

J¥sec56 sen29d9 +--—---- cosec9.sen20i/0 =-~-[7-22+31n(1+V2)]

39) Determine la masa de lamina delgada que tiene la forma de la regién limitada por la grafica
2 2 2
de la ecuacidn Xe =x+y sisudensidad en cada punto es p(X,Y) %x ————— 1
a b

Solucion
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) X2 \/52 .
Para graficar la ecuacion — +— =x +y se debe completar cuadrados, es decir en la forma

a2 b2

a2 b2

(XY )2 =1, que es una elipse de centro el punto

f-ia2+b2) bia 2+b2)
4 4

gréafica es:

Pasando a coordenadas polares se tiene:

X a2 62\/ 5 2 +dTreos©a
=?)

Iy--—pz——: D 28t sen0”

La ecuacion de la elipse en forma polar es r = 1 es decir se transforma en un circulo.

Calculando el Jacobiano

dx
_dr ~6 _8A, 2 2
J(r,6)—dy dy (a”+b 3r
dd
La masa de la laminaes M :j':l)(x,j"rfx dy,f\m,x- — | dy

Pasando a coordenadas polares modificadas se tiene:

y su
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5.13

3)

4)

5)

2
M =jj\x-— \dxdy = —"a2+b2rcosQ \\J(r,G)\dr dQ
p 2 Y2

:”\ —laz-0i2 cosG \— (az+b2)rcrd9 A—(82+b2)2J (J 000}y 20r)dc

=— (a2+b2H (SrZeosGdr)dG =—  (a2+b2)2ficosOdG=—_ (a2+b2)2
2 Jo Jo 6 Jo 6

Ejercicios Propoestos)

Evaluar la integral doble Jﬂ-ydA ydonde D es la region encerrada por x 2 -I; 2 <4

Rpta. n(e4- 1
n dxdy , 2 2
—  A~")1 ’roe M es  rec'nt0 dado por x +y -2x<0.

Rpta. 2ji + 2

Calcular J]ex 4y dxdy, donde D es la region acotada por las circunferencias x2+y2=1y

x2+y2 =09, Rpta. n e(e8-1)
Calcular la integral doble ffx Y—Z——d—Xdydonde Desel anillo 1<x 42y 2 <4,
7 (x2+y2)2
3n
Rp<«. —

Evaluar la integral JJ"1— —JTdxdy a> 0, b >0, donde D es la regioén limitada por la
Pt
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6) Calcular la integral JJ(ydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse — + =1y

D a b

aZbZ
situado en el primer cuadrante. Rpta. ——
n dxdy o Loox2 y2

, —— a>0,b>0,y D es laregion limitada por la elipse —§ h—y =1.

» i +4 - »

&

Rpta. 2n ab(->j5-2)

Q y2
8) Calcular ﬂJ M—dxdy donde D es el dlsco-acotadyiér % ~y =
d V*2+y2 a b

9) Calcular JX)QLyZ)qA, donde D es la region limitada por x2+y2 =2x, x2+y2=4x ,

X2+y2=2y , X2+y2=06y Rpta.

10 Calcular JJ“-jal-xZ-y 2dxdy, donde D esta limitado por la hoja de Lemniscata

D
(x2+y2)2=a2(x2-y 2), x>0. Rpta. 16V |_.f)IfL_
xy2dxd
1 Evaluar la integral J\]_: == .y_ e , donde F es la region limitada por la curva
FYid-x2~ y2(x2+y2f 2
X2+y2=2y.
12) Calcular ff +'V oA ; donde D =\(x,y)/x+ y-a-JI. >Q,y-x +a-j2 >0
JJ (x2+y2)2 1 ’

13) Calcular la integral doble J.lixdy, donde el recinto D estd limitado por la curva



Integrales Dobles

669

14) Calcular JJ /("j4——-’—j-"¥§dxdy, donde D es una parte de anillo eliptico limitada por los

D
x? y? X
elipses— L= , — 2*+—fy =1 y situado en el primer cuadrante.
a b 4da  4b
Rpta. ab\* (*/(rcosfl, rsen6)rdr)d0
w2 2
15) Mediante coordenadas polares calcular I0 A In(l+jt +y )dydx
aVaz*2 = ----- — na3
16) Calcular , ,L Jx +y dydx Rpta.
17 Calcular f i Jx2+y2dxd Rpta. —
) alcular [ X 2+y2dxdy pta 3
L*ZNi-xZ L2 2 n 4
18) Calcular Iz ..J,0 e y dydx Rpta. —4(1-e )
ja fva2-x2 r-; n J"
19) Calcular h Va Rpta.
20) Calcular 22 ) 12 Rpta. ~2-1
21)Calcular J —sen(x2+y2)dxdyRpta. — (1-eos18)
2) Giloular 3 39 P Rpt naZ
) Galcular ;/;/ o0 pta g
2% Caloutar 2SR ke 22 Rpta, —os
- - - [ + —
) alcular 2 ToyA Y X -y dydx pta 3
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. . — V2 +In(V2 +1
24) Calcular I,O',(l)\l X|2 +y% dydx Rpta. n( )

r T
25) Calcular XA +jO° dydx Rpta. A

dxd
26) Calcular la integral doble J(a,R)=JJ—j---"j-X-—J~7 s’bre el disco circular

F = {(x,_y)/x2+ y2 < R21. Determinar los valores de “a” para los cuales J(a,R) tiene limite

cuando R —+ oo.

] fie ND'-X2 r—— 7 23
27) Evaluar la integral y6 -y rfydx Rpta.
?yx(senzx -x 2 +cos? X) 12
2-nnn2 dA siendo F la region acotada por las
F y +X .
curvas x¢0, y>0 y x2+y2-140 Rpta. — -

15

A

TM— 1|2 %
29) Usando coordenadas polares calcular 5’ J -I\ix+y dydx Rpta. 5
0 X

bRHXZ 2 2ap 2a3
RS

30) f ) dyfo Rpta.

31)Calcular Jj"In(xy+ x 2+ _y2 +xycosn)dxdy , siendo F la region en el primer cuadrante entre
F

. . 2 2 2 2 2 2
las circunferencias x“ +y° =a“” , x"+y"  =b" con0<a<h.

Rpta. y[e>2(ng>--1) - a2(Ina - )]

32) Expresar como una sola integral y evalu&®)a > |
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33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

2 MPag, | 2 - - - 3flan
Calcular la integral (xJ +y ¢)dydx Rpta.
Gflaly2 , adn
Calcular (x +y )dxdy Rpta. —
Calcular \ \Xi(x2+y2)~‘12dydx Rpta.
[¢]
y_*
Calcular JJey+xdxdy, donde D es el triangulo limitado por la recta x + y = 2 y los ejes
D
coordenados. Rpta.e-e 1

Calcular 74" +.y2)cos(x2+2xy -y 2)dA, donde D es la region en el primer cuadrante,
D

limitado por las curvas xz-y 221, x 2-y 222, xy=1  xy=2.

Rpta. eo0s5-eosb +eos4 -eos3

Calcular JJe*x+2ydxdy, donde Des la region limitada por las rectas x + 2y =4,

D
X-2y=0 yelejeX. Rpta. e2+3
Calcular la integral I];Ir:/_y(x 2- y2) %dx dy Rpta. —91

Sea f{x,y) =(x+y) Jex 272; D es wuna regién en XY limitada por x=0, y =X,

x+y=1, x+y=2.Calcular JfJff(x,y)dydx Rpta. 1 +

fa Cda-x X+y
Graficar la region de integraciony calcular laintegral J J = - jdy dx
o 3r (3x-.y +sa)

5
Rpta. (21n2-—a
4
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<y
42) Calcular ex+2y dxdy Rpta. 2(e-e I)
43) Calcular- y)2sen2(x +y)dxdv, donde R es el paralelogramo con vértice (rt,0),
R
N
(2jt,n), (n,2n), (0,n) Rpta. —
y~2X Oai
e-e
44) Calcular J\]eV+2t<ﬁdy donde O<y Rpta.
D [2x+y<2
45) Evaluar la integral +y)ex ydxdy sobre el paralelogramo determinado por los
D

vectores (1,1) y (1,-2) eligiendo un cambio lineal de variable apropiado.

. 3(e3-1)
46) Sea Del paralelogramo con vértice (0,0), 1,1, (1,-1) y (2,0). Hallar
H{(*+y)2+(*-y)2* oy RPta- -
D
y dxdy N o . .
n , T e , donde D es el interior del cuadrilatero curvilineo limitado por

las parabolas v2=4(x+1),y2:2(x+?), )/2=6(—2 X), y2=4(I-x).

Rpta. 8(V6-1-V2)

48) Calcularel valor de j"\]e”a(AZ»,Z) eos(x2+y2)dxdy extendida atodo el espacio.
D
Rot na
]
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49) Calcular ——dxdy, donde D = Ux,y)Ix >0,y >0,x2+y2<sl|
d X +y
8 2
Rpta. In2
3 3

50) Calcular  [[(x+y)dxdy, donde D = {(x,y)/lax2<y <bx2,—2( yx<—} como

D A

0 <a<b, Becd Elﬁica. A—Af%*n —é/3v‘5(§]75— AS’ U3 -05/%’(a]/3-b1/3)
a

51) Calcular jj(x2+y2)dxdy, donde D =\(x,y)Ix 0,y2+2x <lj

D
6
Rpta. —
35
52) Calcular JJ - 2y?2 , donde D ={(x,>"/jc2+y2-2y4&o0,

53) Calcular jj(x2-y 2)dxdy, donde D={(x,y)/x2+y2-2_ya0, y¢ Xj
D

54) Calcular JAx +y)*(x-y)2dxdy, donde D es el cuadrado limitado por las rectas

D
x+y=Il,x-y=1, x+y=3, x-y =-I Rpta. —
T .
n ——qt—)g—dx———,siDestalimitado por la semicircunferenciay =y I-x 'y el eje X.
ux +y +1
Rpt KI 2
a.—In
)
ffserﬁyﬁpg'+y2 L -
56) Calcular JJ— fdxdy,” donde D estd limitado por las lineas x +y =—-,
d yx2my2

X2+y2=n2. Rpta.
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57)

58)

59)

60)

61)

63)

64)

65)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular Jdedy, donde D esta limitado por las lineas xy = 1, xy =2,y =x, y = 3x.

D
In3

Rpta.
2

Calcular jjx 2y 2dxdy, donde D es la regiébn acotada entre las dos hipérbolas
D

2
Xy = 1, xy =2 y las lineas rectas y = X, y = 4x. Rpta. ?Inz

Calcular  jjex~ydxdv, donde Des el interior del tridngulo encerrado por los ejes
D
coordenados y la recta de ecuacion x +y =1.

. fo \x sec X
Evaluar la integral 1 | dydx, a>0.
JoJoJ(a-xKx-y)

Calcular el valor de la integral jjxydxdy, donde D es laregion acotada por las curvas
D

y-2x=0,y-2x+2=0, x-y =0, y=x+ 1.

. m = dydx
"0 Al +x2+y2

Calcular la integral jj(4x +y)elx ~y dxdy, donde D es la region limitada por el

D
- - 1 1 elo-17
cuadrilatero de vértice (0,0) , (2—,2), (1,0), (-2,-2). Rpta. - i
Evaluar ii" -4y)2sen(x2-16y2)dxdy, donde D es el rombo de vértices (0,0), (4,-1),
D
(8,0), (4,1).

Evaluar jjj36-(x-y)2-~-dxdy, donde R es la region limitada por las curvas

Ci:4(x-y)2+y2-24x+24y =0, C2:4(x-y)2+y2>36
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fJ ANx2XVE x A 1 2 p° 41
——-j - k5= ~dydx Rpta. ~ (ea H---5-)
a

fa
66) Calcular | J.
0 ilax-x" x +y

67) Calcular \\-Jx2-y 2 dxdy, sobre la regiébn D encerrada por lasrectas x= 1, y = X,
D
n
y=-x(sug. Xx=u, y=usenv) Rpta. F
68) Calcular J§*/7(c,y)dxdy, donde D es la region limitada por las curvas
D

c\y=\-JIx-x2, C2:.y=1+2a/2x-x2 y la funcién f(xy) dado  por

mJ(x-V)2+ (y-1)2, y<, 1 [ 2
Rpta. ——--=
V4-4(x-1)2-0>-1)2, y>|I 9
69) Evaluar J'sen y~ dA , donde D es la region limitada por y = y=2,x =0.
D
I-cos8 »
Rpta.
70) Calcular jj-Jxy dxdy , donde D esta limitada por la elipse (~- +"-)2 = situado en el
m
primer cuadrante. Rpta.
876
71) Calcular la i.ntegral doble pasando a coordenadas polares j}l(\j‘»ﬂerzexzwz dy)dx .

Rpta. -*(e“2-1)

72) Calcular JIx(x3 +y 3)ifcdy ande
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73)

74)

76)

79)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular la integral doble Jj*-"jx2+y 2—9 dxdy , donde la region D es un anillo entre dos

D
circunferencias x2 +y =9 y X +y2 =25. ??pta? ~"~n 128
Calcular la integral doble +y 2)dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas
D
x2+y2=ax, x1+y2=2ax, y=0(y>0). Rpta. —64toj4
J'a dx
(13- )dy. Rpta. a
0 JVAT Ja2-x2-y2
. er dxdy ., ..
Calcular la integral doble s T L (c > 1) donde la regién D esta limitada por la
Y2 W2
a2 b2
. x2 y?2 . '
elipse =— +=" =1 (pase a coordenadas polares generalizadas x = ar eos 0, y = br sen 0).
a b
Rpta. 2nab(c-"jc2-1)
dx dv . .
n - - , donde la region D es una parte del circulo de
d ~*2~y2
radio a con el centro en el punto 0 (0,0) la cual esta situada en el primer cuadrante.
Rpta. ha
xdx d
--——————y—, donde la region D esta limitada por las curvas
Dx +y

x2=ay, x2+y2=2a2,y=0 (x>0, a>0). Rpta. *-(2-In2)

Calcular la integral doble 1Jx”x2+y2dxdy, donde la regién D esta limitada por el pétalo
D

de la LEMNISCATA (x2+y2)2=a2(x2-y2) (x>0). Rpta.
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80) Hallar los limites de integracion de f (x,y)dxdy , donde D esta limitada superiormente
D

pory =2+Vi-* 2 e inferiormente por y =2 |x|.

81) Sea D laregidn limitada por las rectas x—2y =0, x—2y=-4, x+y =4, x+y=1, calcular

la integral doble Jj*3xydxdy.

J U fatJazy2 fa
« === i T~)dv
0h (4a2+x1+yl)

83) Calcular ff-------emememommeeeee- ~ mm—, donde D es el triangulo de Vértices (0,0), (2,0), (1,73).
JI(l+x2+y2)2

84) Calcular el valor de la integral jjxdxdy, donde D es laregién acotada por las lineas
F
y-2x=0, y—2x+2=0, x-y =0, y=x+ 1.

85) Hallar el area de la region limitada por las curvas xy =4, xy=8, xy3=15, xy3=5.

Rpta. 21n3.w2

86) Hallar el area limitada por la elipse. (x-2y +3)2H2>x+4y - 1?2 =100
Rpta. 10n u2
87) Hallar el area del cuadrilatero curvilineo limitado por los arcos de las pardbolas x2=ay,
9 ? ?2 (b-a)(B -a) 2
X =by,y =ax,y =ijix (0<a<b, 0<ac<P) Rpta. —----m-mmeeo- u

X jli X
88) Hallar el &rea de la region limitada por las lineas (ﬁj "+ (l)bJ =1, (3 +(yg) =4,
a a

xb =ay, 8bx=ay, a>0,b>0. Rpta. —-l—é—arctg—s-*r ———————
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89)

90)

91)

92)

93)

94)

95)

96)

97)

98)

Eduardo Espinoza Ramos
Hallar el area de la region limitada por la parte exterior del circulo (x-4)2+y2 =16 e
interior a la circunferencia (x —6) +§/ :36.2 2
. o . 2, 23__4, 4 2
Hallar el area de la region limitada por la linea (x “+y ) "=x "+y . Rpta. —4 u
2 2 2,2
3 o ; X y 2 a b 2
Hallar el &rea de la regién limitada por la linea (-y +~y) =~ye+ Rpta.-———«
a b e 2c
2 2 2 x2+ 2
Hallar el &rea de la region limitada por la linea (— £ )y =2 XY Rpta. -----—--- u
4 9 25 25
2 2 2 2
. T ?( . 2 %y 2
Hallar el area de la region limitada por 1a linea (=--- e ) Rpta. “6u
4 9 4 9
Hallar el area de la region limitada por la curva 4j—+4j—=1 x=0 y=0,
ab
a>0, b>0. Rpta.— u
70
Hallar el &rea de la region limitada por las lineas x 2+y 2=2x, x 2+y 2 =4x, y =X,
3n 3 2
y=0. Rpta. (— +—u
4 2
J]( - . _J2 L _2
Calcular dxdy sobre la regi6on encerrada por las parabolas y=x", x=y",
D
y-1=(x-1), (y-D2=x-1 Rpta. - i
3
Encontrar el area de la regidn en el cuadrante positivos del plano XY limitada por las curvas

X2+2y2=1, x2+2y2 =4, y=2X, y=5x

Hallar el &rea de la region acotada por la curva y 2 = X A(x +4).
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99)

100)

101)

102)

103)

104)

105)

106)

2 2 2 3N

Hallar el area de la regién limitada por la curva (—=+—z-)2=— . Rpta. —a~
a b c 2c2

Hallar el area de la region limitada por el buche de la curva (x+y)4 =ax2 y que se

encuentra en el primer cuadrante (a > 0). Rpta.

Héllese el &rea de la figura limitada por las curvas x2 +y 2 =2ax, x2+y2=abx, y =x,

y=0 (0<a<b). Y (n+2)

Héllense el area limitada por las curvas y2 = 4ax+ 4a2y x+y =2a (a>0).

Rpta. 02
. . . L Sci3
Hallense el area de la figura limitada por las curvas y = —-------—x =2y, x =0 (a> 0).
X2 +4a2

Rpta. a2(n-1)

Hallense el &rea de la figura limitada por las curvas y2=px, y=ax, y=Dbx

(0<p<qg, 0<a<h). Rp... Z£>
6a b

Encontrar el volumen del solido del primer octante bajo el paraboloide z= x 2+y 2 y dentro

del cilindro, x% § =9 Rpta. 8_81 nu’

T .. 2 2 2 f
Hallar el volumen del sélido S limitado por el cono z° =x"+y“ y el paraboloide

3z=x +y Rpta. ----- u



680 Eduardo Espinoza Ramos

S . 2 2 )
107) Encontrar el volumen de la region situada sobre el disco x +(y-1) < 1y acotada por arriba

- 2 2 3 1
de la funcion z=x +y Rpta. —2 u
108) Hallar el volumen Iimitado por las superficfes 2az = x2+y2, x2+y2-z 2 -a 2,z =0
na
Rpta. --—---- u
109)  Calcular el volumen del s6lido limitado por el plano XY, la superficie z —ae'(m “ y el
cilindro, x2+y2=R-~ Rpta. m (\-e R )«3

110) Hallar el volumen del so6lido limitado por el paraboloide Zaz:x2 +y2 y la esfera

Xx2+y2+22=3a~ (se sobre entiende el volumen situado dentro del paraboloide).

3

[ |:)
Rpta. -—-- (6V3-5)u3

3
111) Hallar el volumen del sdélido limitado por las superficies z=x+vy, xy=I, xy=2,
L) 3
y=X y=2x, z=0 (x>0, y>0) Rpta. ——é—(2v2-l)w

*
112) Hallar el volumen del sdlido limitado superiormente por el cono z:a-V 2%

inferiormente por el plano XY y lateralmente por el cilindro, x2+y 2 =ax

3

a 3
Rpta. — (97T-16)«
36

113) Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por la superficie esférica

x2 +y %Lz a 4, inferiormente por el plano XY y lateralmente por el cilindro x 2+y 2:1
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114) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindros x° +y2 =R? ,z- = y el plano
a

4R5 3
z=0, x>0. Rpta.--—-u
15a
X2 22
115) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el cilindro eliptico — +— =1y los planos
a ¢
b abe ,
y=—X, y=0, z=0, (x>0) Rpta.____3_u
'oa

116) Hallar elvolumen delsélidocomprendido dentro de lasuperficie z =xy, x2+ y2 =1,

. T2
(it-N2+(_y-N2=1,2=0, Rpta. (coov)
4 3
X2 y 2 . y
117)  Calcular elvolumen del cuerpo  limitadopor las superficies — +b_ =1y-= 0,2:_72
a
3
=X Rpta.------ u

118) Hallar el volumen del solido limitado inferiormente por el plano XY, superiormente por el

elipsoide de revolucion bzx 2+b2y2+5 z2 2:azb y lateralmente por el cilindro

2
y 71 2a b i
X +y =av Rpta. ---é---(sn-4)u

119) Encontrar el volumen encerrado por las superficies definidas por las ecuaciones x2+y2 =cz,
x2+y2:ax, z=0. Rpta.----- N

. . 2 2 2
120) Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el cono 2(x +y )-z =0 y el

10 1 N
-7

0 3
hiperboloide* +y =-a Rpta. —-—(V2-1)u
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121)

122)

123)

124)

125)

126)

127)

128)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el volumen del sélido D, en el primer octante limitada por:

x2+z= 64 *m
3x +4y =24
D: x=0
y=0
z=0

Encontrar el volumen acotado por las superficies z = x 2+y 2y z= —2(x 2+y 2rl).
Rpta. —w’
4

Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies, x>+ y*=2x, 2-x°-y?-z =0

3ir i
y z=0. Rpta.— u
4

Calcular el volumen del sélido limitado por x2+y2+z2=9c2 yx 2+ /= 4c2, interior al

cilindro.
.. S 2 2 2 2
Calcular el volumen V del cuerpo acotado por la superficies esférica X +y +z =4a “yel

2 2
cilindro x +y -2ay =0 Rpta. V - ————9—-— (3tt —4)

Hallar el volumen de la regién sélida S limitada superiormente por z=1-x 2-y 2 e

inferiormente por el plano z=1-vy.
- : _ 2 _
Hallar el volumen del sdlido comprendido por debajo de z= 8-y , porencimadez=0 vy
dentro de las superficies y2 =2x y y2 =8- 2x
a -
Hallar el volumen del s6lido limitado por el paraboloide Zz=------------------ y el

plano z=0. Rpta. ------ u
4
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129)

130)

131)

132)

133)

134)

135)

136)

2 2
y _

- . A
Encontrar el volumen del sélido que se obtiene cortando la superﬂue-----v—b =2x por un
c

plano paralelo al plano YZ, x = a. Rpta. a’v'aen o

Hallar el volumen del sélido limitado por el plano XY, el cono 22:x2+y2 y el -cilindro*

32
X2+y2=2ax Rpta.— a3u3
9

AT - 2.2 2 2 2
Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado por el cono ay ™ =h" (x "+z )

y entre y=0, y=h Rpta. —--- u

Encontrar el volumen del sélido en el primer octante acotado por lo cilindros parabdlicos

Z:9-X’,X:3-y2,y:O’ )(:O.Rpta. fl_%_(i:_/_3_u3

35
Encontrar el volumen delsolido comprendido dentro del  paraboloide de
az= H(a2-x2-y 2)y el plano XY. Rpta. - B

Encontrar el volumen del sélido en el primer octante acotado por los planos coordenados y

los cilindros a2y :b(a2 -X 2), azz:c(az- X 2) Rpta. @Eﬁ

Hallar el volumen del so6lido en el interior del cilindro x2+y2- a2, entre z =0, y

! ! 7dh
a'z= h%x~+)y ) Rpta. ----—-- u

T . 2 2 2 2 s
Hallar el volumen del s6lido comprendido dentro de la esfera x™ +y~ +z" =4a” y cilindro
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137)

138)

139)

140)

141)

142)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el volumen del sélido comprendido en el interior del prisma acotado por los planos

a i~ J
y=x, y=0, X:“E yentre el plano z=0 yel conozzh-jx2 +y
V
Rpta. ™~ [i+~1In(1+V2)]

Calcular la masa y el centro de masa de la ldmina indicada para la densidad que se

proporciona.

a) Lamina: Triangular con vértice (0,0), (0,a), (a,0) densidad p(x,y) :x2+y 2.
jA2a 2a
Rpta. j (= —
6 5

b) Lamina: Region limitada por y = x2, y2 =X, densidad proporcional al cuadrado de la

. . . 6 275 275
distancia al origen. Rpta. — K, (--mmmmmmmmmm- —

35 432 432

Calcular la masa de una placa cuadrada de lado “a”, cuya densidad en cualquier punto es

proporcional al cuadrado de la distancia entre este punto y uno de los vértices del cuadrado.
Rpta. —ai,k: coeficiente de proporcionalidad.
Calcular la masa de una placa circular de radio r, si su densidad es inversamente

proporcional a la distancia entre un punto y el centro y es igual a 8 en el borde de la placa.

Rpta. 2n r2S

Encontrar el centro de masa de una lamina que tiene la forma de una region limitada por la

curva: x? +y2 =64, de densidad p(x,y) = x? +y 2 en cada punto (x,y).

Encontrar la masa de una regién plana acotada por un arco de lacurva y =senx, y el eje X,

si al densidad es proporcional a la distancia desde el eje X.
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143) Encontrar la masa y el centro de masa de la regiéon de la forma de un cuadrado de vértices
(LD, (1,-D), (-1,D), (-1,-1) y de densidad p(x,y) = x| +[
Rpta. 4, centro en (0,0)
144) Encontrar la masa y el centro de masa de la regiébn comprendida por las lineas x > 0,

2 2
y>0, x +y <L Rpta.

145)  Determinar la masay el centro de masa de la lamina si la densidad de area es como se indica.

La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros.

a) Una lamina en forma de la region limitada por la pardbola x =8y, la recta

y=2, y el eje Y, la densidad de &rea varia con la distancia desde larectay = -1

176 35 102
Rpta. ----- kkg, (—,-—)
15 22 77
b) Una lamina en forma de la region en el primer cuadrante, limitada por la

. e 2 2 2 .. . ; .
circunferencia x +y =a "y los ejes coordenados, la densidad de area varia con la

suma de las distancias, desde las aristas rectas.

Rot 2k ‘ (3a (2+n) 3a(2 )
a. — , (—@2+n), — (2+T
P 3 J 32 32

146)  Determinar la masa de la lamina que tiene forma de la region limitada por las rectas

x =0 y=0 x+y=T" sabiendo que su densidad en cada punto P(x,y) es

p(x,y) =e ysen(x+y). Rpta. °" ¢

147)  La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular de radio R es proporcional de su

distancia al origen. Encontrar el centro de masa de la lamina.
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148)

149)

150)

151)

152)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la masa de la lamina correspondiente a la region del primer cuadrante del circulo

x2+y2- R2, siendo la densidad en cualquier punto interior proporcional a la distancia

kR
entre el punto y el centro. Rpta. M = \

Calcular el momento de inercia respecto al eje X, de una lamina delgada limitada en el plano

XY, por las curvas y =-JIx ,y =0, x = 2. La densidad en un punto cualquiera de la lamina es
24

p(xy) = [x-y]|. Rpta. Ix=—

Una lamina delgada tiene la forma del tridngulo de Vértice A(0,0), y C(2rc,0). Halle la

masa de la lamina sabiendo que su densidad en cada punto es
p(x,y) = (x+y)2sen(x2-y 2). Rpta.-M =n2- sen4

Calcular el centro de masa de la lamina delgada representada por la regién R que se encuentra

por encima del eje X y entre las gréficas de las ecuaciones y = X, y=-X, X2+y2 =4y,

X2+y2=6y; y > 0 siendo la densidad en cada punto P(x,y) de la lamina
1677
X,y) =-JIx2+y2 . Rpta. (x,y) = (0,
p(x.y) y pta. (x.,y) = ( 280

Una lamina delgada tiene la forma de la region R y con densidad p(x,y) = (x2+y2) 2.
Hallar la masa de la lamina, si R es la regiébn que es interior a la circunferencia

x2+0>-2)2 =4 yexterior a la circunferencia x2 +y2 = 4.

Rpta. A/=-y-4V 3
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jS.19. Calculo del Areade ana;

&7\ VA,

Si la funcién z = f(x,y) y sus derivadas parciales R y v son continuas en
X y

una region cerrada D del plano XY, entonces el area de la superficie S: z = f(x,y) sobre D

viene dado por:

area de la superficie S =A(S)= ffi/S = ff +(" x'yN)2+ M f(x,y)~ donde D es
i JJ Vv dx dy

la proyeccion de la superficie dada sobre el plano XY.

Si la superficie esta definida por la ecuacion x = f(y,z) entonces:
donde D es la proyeccidn de la superficie sobre el plano YZ.
Si la ecuacién de la superficie esta definida por y = f(x,z), entonces:

D

donde D es la proyeccién de la superficie sobre el plano XZ
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Ejemplo.-  Hallar el area de la parte del cono z =-Jx2+y2 comprendida dentro del cilindro
x2+y2 =8
Solucién
dz _ X
& JIx2+y?2
como z=-Jx2+y2
dz y
0 ix2+y2

y* laregion D es el circulo limitado por la ecuacion

X2+y2=2x =>(x-1)2+y2=1

pasando a coordenadas polares x =reos0,y=rsen(

ex ay

‘]tl 1+- 2 - jdxdy
K * +y X +y

ff —61/2 f2cosfl y
-V2Jdedy V2] (Jrrfr)¢0 =—-1  4c0s26dQ =VZ1  (I+c0s20)¢0
0 2 arn2 - ff2

- k/2

:V2[0+/\'§-]5*_i%2 :V2[(2-+0)-(-é+0)]:V2/ru2

Ejemplo.-  Calcular el area de la parte superior del paraboloide x =1-y 2- z2 cortada por el
cilindro y2+z2=1

Solucion

Laregion de integracion es la circunferencia y +z =1 situada en el plano YZ.

?
ahora de la ecuacion del paraboloide se tiene: x =1-y " -z 2 => vl =-2y, Zﬁ =-2z
y z
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A(s) = NI (f;)2+(f-/dxdy = +4y2 +472dydz
n v ' n

pasando a coordenadas polares se tiene:
A(S) :,JJ>/|+4r2r<iri/0§J (J V|+4r2rdr)d6=1?290 (545-)d6  — =

. . - 2
Calcular el area de la porcién de la superficie de la esfera x~+y~+z~ =2ay que es

2

cortada por un manto del cono y ™ =x"+z

Ejemplo.-

Solucion

2 2 2 2 2
Como laesferaes x“ +y~ +z° = 2ay entonces x~ +(y-a) +z° =a’ cuyo centro es (0,a,0).

\f - X 2. z2 , La proyeccion de la

superficie en el primer octante, es la region.

D=\(x,z)IQ<x<a . 0<z<yja2-x2

cuya gréafica es:
y- I1+V<<2 X2~22

8y X
dx \ja2-x2-z2

dy z

dx dz a -x -z

A(S) =2na,2n 2
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Ejemplo.-  Hallar el area de la superficie S que es parte de la esfera x2 +y2+z2 =1 dentro del

cono x2+y2 :Zz, paraz—>6\.

Solucioén

S: x2+y2+z2=1 la esfera ahora veremos la variacion

de z y esto corresponde a la interseccidn de:

ix2+y2+z2=1 1
2,.,2 2 = z=— >0

X" 4y~ —z
para este valor de z la superficie se encuentra sobre el disco x +y <— en el plano XY.
por lo tanto S: F(x,y,z) =x’ +y2 +z° -1, para—é2-<z< 1
\%

dz _ Fx_ 2x _ x dz _ Fy _ 2y y
8x Fz 2z z " ody Fz 2z z

dxdy
_X2_y2
pasando a coordenadas polares se tiene:
ff dxd n rdrd f2n rdr 2X . fvh
A(S) =13 Y Qg Iy o= Vi Y e
DVLi1*2+1) Oi/T7 0 0 VTv 0 /o
i2* V2 2-V?2 -
=-J (-—-1)de=-——-- 2n =(2-j2)nv
0 2
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520 Ejercicios Propuestos.]

l. Areas de Superficies.

1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Calcular el area de la parte del plano 6x + 3y + 2z = 12 que esta situada en el primer

octante. Rpta. 26u2

Hallar el area de la superficie esféricg x2+y 2+z =8y  que estd dentro del

paraboloide y2 :x2 +22 . Rpta. 40 n

Hallar el area de la funcion del cilindro x2+y2=4 comprendida entre el plano

z = 5x el plano XY. Rpta. 80«2

7 .. 2 2 . 2 2 .
Hallar el area de la superficie y =x” +z~ cortada por el cilindro x” +z" =1 vy situada

en el primer octante. Rpta.-—-—=--n U

Hallar el area de la superficie del paraboloide y 2+z 2: 8y, interceptada por el cilindro

parabdlico y 2=2x vyelplanox=6. Rpta. nu?

Hallar el area de la superficie que se forma cuando los planos x =0, x=1, y= 0,

y=1 cortan al plano 2x +y +z = 4. Rpta. yj6 u2

Hallar el é&reade laparte de la superficie z=2xy cortada por los planos x = 1,

y=4, z=0. Rpta. 40

. 2 2 2 2 -
Hallar el area de la parte de la esfera x“+y“+z° =a“, comprendida dentro del



692

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)
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Hallar el area de la parte de la esfera x2 +y2+22:4 cortadapor elcilindro

X2 _ \6n ,

Hallar el area de la porcion de la superficie que se forma al cortar la esfera

x2+y%z 2:4x por una hoja del cono y+22 :2x .2 Rpta. 8n

Hallar el area de la parte del plano z = x encerrado dentro del cilindro x2+y2 =4 por

encima del plano z = 0. Rpta. 2-JI nu2

# > 2
Hallar el area de la parte de la superficie del cilindro z=x cortada por los planos

c Iy
x+y =32, x=0, y=0. Rpta. [-6+ — In(3+2V2)]«2

2

Hallar el area de la parte de la superficie del cilindro x2 +y2 =a~ (z>0) comprendida

entre los planos z=5x y z = 2x. Rpta. 12a

Calcula»-el &rea de la superficie del cono situada dentro del cilindro x2 +y2 =1.

Rpta. nu2

Calcular el area de la superficie del cilindro x2+z2 =4 situada dentro del cilindro

X2+y2=4. Rpta. 32u2

Calcular el area de la parte de la superficie del cilindro x2+y2 =2ax comprendida

entre el plano XY y el cono x?+ y2 =7, Rpta. 8a’

, Xy 'z .
Hallar el area de la parte del plano —ht-)---t-—:l comprendida entre los planos
a e

coordenados. Rpta.zi\)azb2 +b’c’ +a’c?
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

Hallar el area de la parte de la superficie del cono x2 = y2, situado dentro del cilindro
X2+y2=2ax. Rpta. 3a2nu?2
Calcular el &rea de la parte de la esfera x2+y2+z2= a2 cortada por el cilindro

2 2
Xy 2 0
—+— =1 Rpta. 8a arcsen(—
a h a
Hallar el &rea de la parte delcono z=y]x2+y2mrtada por el cilindro
(x2+y2)=a2(x2-y 2). Rpta. Jla 2u2
Hallar el area de la parte de laesfera X 2+y 2+z 2:42 y que esta dentro del
paraboloide 3z:x2+y2. Rpta. 4n u2

Hallar el éarea de la parte de la superficie 22 =4x recortada por el cilindro y2 =4x

16 r- 2
yelplanox=I. Rpta.— (V8-1)«

Hallar el area de la parte del cono z;x %y 2situadapor encima del plano XY vy

recortada por el plano z =V2(y +1) . Rpta. 82 u2

Calcular el area de la parte de la superficie del cono x2 -y 2222, situada en el primer
o =i

octante y limitada por el plano y + z = a. Rpta.-z— a~u

Calcular el area de la parte de superficie del paraboloide y2+z2 :2a;<, comprendida

dentro del cilindro y2 =ax Yy el plano X =a. Rpta.--T-c-é--(?,VE-l)w‘

Demostrar que las &reas de las partes de las superficies de losparaboloides

x2+y2:2az y >2 -y2- 2az cortadas por el cilindro x 2+y 2:R 2 son iguales.
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27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)
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, . - . 2 2 2 2
Hallar el area de la superficie de aquella porcion de la esfera x© +y° +z° =a“” que se

encuentra dentro del cilindro x2+y 2 =ax. Rpta. 2al(n - 2)u2

Hallar el area de la parte de la superficie del cono x2 :y2+22 situado dentro del

cilindro x’ +y2 =2ax. Rpta. 3f at’

Hallar el area de la parte del cono z2 = x~ +y 2 dentro del cilindro x2+y2 =2ax.

Rpta. 3n a2-J2u2

Hallar el area total de la esfera x2+y2+z2=4a2 dentro del cilindro x2+y2=2ay.

Rpta. a2(n-2)

Hallar el area cortada de la superfic'ie az -y2- X 2 bor el cﬁindr(z) X 2+y =a .

2

— tia“” 2
Rpta. (5V5—1)-—-u

Hallar el érea total de la parte del cilindro ><2 +z2 :a2 dentro del cifindro

2

X4y 2=ax.

. e s 2 2 2 2 ,
Hallar el area de la porcién de la esfera X+y +z “=2a “ que esta cortada por la

rama superior del cono 2’ =x’ +y2. Rpta. 2a 2(2-V 2)nu ’

Hallar el area de la porcién de la superficie x2 +y2 =22 situada por encima del plano

2 2 2
XY y limitada por la esfera x +y +z =2ax.Rpta. ----------- u
4
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A Ji- Y

INTEGRALES TRIPLES.

Conociendo las integrales dobles Jj'f(x,y)dxdy, estudiaremos las integrales triples
D

JJJf(x,y,z)dxdydz, cuya diferencia estd, en lugar de tratar con funciones de dos variables

S
continuas en una regién del plano D, trataremos con funciones de tres variables continuas en

una porcion S del espacio.

Consideremos una funcién f acotada en una regién Se/?3, es decir /: 5 ¢ [k p—— >/[?,
trazamos planos paralelos a los planos coordenados, obteniéndose paralelepipedos
Pi, P2,....,Pn que estan contenidos en S.
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6.1

6.3

Eduardo Espinoza Ramos
Definicion.]

Consideremos una particién de la regién S al conjunto P = [p{, p2....... pn} donde la norma

de esta particion es IP |que es la diagonal mayor de los paralelepipedos que forman la

particion.

Sea V(P.) =Axi.Ayi.Azj el volumen del i-ésimo paralelepipedo PFj , i = I,2,..,ny

(Xi,yi,zi) un punto arbitrario escogido en P.

La suma de Riemann asociado a la particion P de la funcion f es:

n n
"Zjf(xi,yi,zi)V(Pi)=Y jf(xi,yi,zi)Axi.Ayi.Azi
i=i i=

El limite de la sumade Riemann L .f(xj,yzi)V(Pi) esunnumeroreal L,si Ve>0,3

n
5 >0, tal quer |~ ,f{xi,yizi)V(Pi)- L\<e, para toda particion P con IF< 8,
=]
(W ,m*9) e pi
Definicidfl
La funcién /: ScrR® - >R, es integrable en la region S <2R3, si existe un numero L,

donde el nimero L es la integral triple de fen S, al cual denotaremos por:

siempre que exista el limite.
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6.4  Propiedades de la Integral Triple-j
1) JJka(x,y,z)dv :*JJJ/(X,y,z)dv

220X, = I (. Y, 2)ave e, y, 2)av

S

J Wtk y, 2yav =Wk, y, 2yav +IWhx, y, 2yav
S S, s2

siendo S la unidn de dos subconjuntos disjuntos 5, y S2-

Observacion.- Lafuncion f: Sa R®*=== >R es integrable en la region S <zR®, sifes

» ’, 3
continua en una region cerrada SczR”.

f&s' "Calculo de Integrales Triples Mediante Integrales’
En el célculo de la integral triple por medio de integrales iteradas se presentan seis o6rdenes:
dxdydz , dydxdz , dz dx dy
dxdzdy , dydzdx , dz dy dx

Describiremos una regién que se considera simple con respecto al orden dz dy dx, los otros

cinco 6rdenes se describen en forma similar.
Para calcular la integraltriple en el orden dz dy dx, consideremos una region cerrada enel

plano XY. D ={(x,y)e R~la <x<ba (x) <y < 92(x)j donde ax, \a, b\ - >R

son funciones continuas y ademas < (x) <<g2(x), Vx e [a,b].

Si ill[,yl2: Da R2 —————— >R son funciones continuas en la reg°i()n cerrada D vy
YI(x,y) <y/2(x,y), V (x,y) € D, consideremos una region cerrada S de R3 dado por:

S=[{x,y,z)&R3la<x<b a (pxX)ay <g2(X)a Y/l (x,y) <z< ill2(x,y)|
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Sif: SczR}-——- >R, es una funcion continua en S, entonces la integral iterada de f es:

Ejemplo.-  Calcular y -z)dxdydz, si el dominio T es un prisma triangular limitado por
T
losplanosz=0,z=ax=0,y=0,x+y=b (@>0, y>h).

Solucion

T=x.,y¥,z2) e R*/O<x<h a 0<y<b-x a 0<:< al, ahora graficando esta region:
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J.](Z(I-Sy-z)dxdydz =~ (™ (\],2x+3y - z)dz)dy)dx

" — 2x+3 dy)d
— + +3y)a--—-—---
=jd, @&*+¥)z ) (2x+3y)a 5 y)dx

3b sy ay /bx  tha2
Q(zaxy"'— - - )/0 dr=j0K2aX—’\-)(fe-*)+y(*_*) <=

thr3ab2-a

az2
={: ; (

h

ab)x dx 10b -3a
) ; ] 7 ( )

Ejemplo.-  Calcular laintegral jjjxyzdxdydz ,donde T es la regidn limitada por x =y 2, x2 =y,
T
z=xy, z=0.

Soluciodn

r=i(x,>-,z)efl2/0<x<l a x2<y<Jx a 0<zaxy}

\myzdzdy qx:jQ (J xyzdz)dy)dx

fi |VExyz2 iy fi [fx33

mvi- "r/ , —p *>*
1 x I fy . iy _ 1
‘O 8 ox 922 2" Jax 9

Ejemplo.- Caleular ¢\ x . v 7y4v " donde f(xy.2) = 1 y

S={(0y2) e RTF2<x<2 4 ==p(7-7 <y<-OVAXT a x24#3%2<244-)2}

Solucion
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jjiif(x,y,z)dV =|\\d*dyiz=jr

~il4-x2 Jx +3y

4-jr
f e (4-y2-x2-3y2)dy)dx=J ( (4-x2-4y2)¢y)er
T7

c 2 43 " 4 4-x\,-\;4-x2)}OIX

Ed -y oy £ 3 4

2,f2 .

:-3J0(4-x2)3’2dx:2n mijjf(x,y,z)dV =2n
Ejemplo.- Calcular *"zdxdvdz, si la region T estd limitada por los planos x+y +z=1,

z=0,y=0,x=0.
Solucién

Proyectando al plano XY se
tiene z = 0, entonces y * 1-x

zdxdydz= (@ @@ zdz)dy)dx~—3"JI* (I-x-y)2dy)dx
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Ejemplo.-  Calcular jjjxy2z2dxdydz,si el dominio T esta limitado por las superficies z = xy,
T
y=x,x=12z=0
Solucion

fixy 2~ dxdydz :\] (\.] (\ yxy2Z 2dz)dy)dx

=“ | X/ dy)dx =~ -\ 0dx =
3'0 V=780 % jog

. jﬁﬁ dx dy dz . . ol s
Ejemplo.-  Calcular JJJ----------=-m-—-- r, donde T es el recinto de integracién que esta limitada por
T (x+y+z+1)

los planos coordenados y por el plano x+y +z=1

Solucion
Proyectando al plano
XY se tiene z =0
entonces y=1-x
fEf dxdvdz fi fi-x Ci-X-y dz
--------- L3 =000 O Su——Y DY L
gUH(x+y+z+lfer 00 (0 (x y+Z+DJ) y)dx
i(fi-.v 1 n-*-y 1 i(\](W 1
=d W 7 dy)dx = — - e e —)dy)d
0 02x+y +z+40) o N&== 2 Uy way T



702 Eduardo Espinoza Ramos

1dy 1 [»-* 1fi 3 x 1 I 3x x2 n
=— J (- [ dx=— J (- YdX= — (--------mmmmem In(x+1)
204 x+v+l /o 2« 4 4 x+1 2 4 8
In2 5
(-~ In2)-0
16
Ejemplo.- Calcular jjjx 2dxdydz, donde S estd limitado por las superficies y2+z2=4ax,

y =ax,x= 3a

Solucion

S=\{x,y,2)!Q<x <3a a -4ax<y<-JCiX a --r4ax-y2<z<”"4ax- e

jjj)(2><dydz=jD (/ (J_Qi@_%-xzdz)dy)dx

->jax

(% (v 7 7 f3a +4an m s 3A\j3+2K
=J (3 _2x -Jdax-y~dy)dx=J ----mmmmmmmemeeen x dx =2la~(---—--—-- )
Ejemplo.- Evaluar la integral JJJpz +xz)EiWvcfe, donde el s6lido S estd limitado por el

cilindro x2 +z2 =9 ylosplanos x +y=3,z=0,y =0 sobre el plano XY.

Solucion

\11]32 +xz)dxdydz = J (J (IMBz+ zx)iv)t/z)¢ it
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4x-y
Ejemplo.-  Calcular la integral triple Jﬂfcrj dyj®» 2 xdz

Solucion
jdx-y2
Sea D: 0<x<2a0<v< 2-Jxa0<z<J-
Vv 2
[i  fex ) r2 "1 2 [Ax —"n
] — dy)dx
o * i 2 <r
brX injix2 4V?2
= f2—*=['V—J4x-yr +— arcsen—\f?:-f/?-{ ox:{I2| 1xe dX = ==m-mn
Jo 2 2 2y[x "0 Jo 2 3
| eular | | | fud Ctiil-x2  CJa2 e
Ej - C int tri J J ifyj
jemplo alcular la integra rlpe\D~xJ0 ~[]ny!) \Fz 7 9
q -*
Solucién
2 Na2x2 tJa2-x2-y2 daevay;ax-r

)dy)dx

W vATIS @ TN T

= A [Ja2-x2-y2 f ’M - i"_*J"*
L, I2= 270700 = (T =] V& -2
X /2 PR N la "2 aZZL

Al -x° +— arcsen—/ =0h--—--arcsenl +0 = -
: 2 alo 2

nn - 2
. r-r— ny\ix xz Z
Ejemplo.-  Calcular J*J 2jrJ° — eos— dzdydx

Solucion
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704
T J* xz
. Joy — os dzdvdx = (J — eos— dz)dy)dx
J[Z(\] 2r—sen— dy)dx = 2x —sen yxdy)dx
vV 0 —6— 1 2
f— cosvx /— 1 ficii 1
= 12-——. —  2Xdx = — J 2(0-cosx)¢/x =—senx. =—
2 1 9 7 ne A
6.6
Consideremos una funcion f definida en una region cerrada SczR , es decir
/: ScrTT ->/?, tal que f(x,y,z) = 1, V (X,y,z) e S entonces el volumen del sélido S es
dado por:
v(s) = Jhv = JWhixdydz
S S
Ejemplo.-  Encontrar el volumen del solido limitado por arriba, por el paraboloide z=4-x -y ,
y por abajo por el plano z =4 - 2x
Solucion
jz=4-x -y x +2x+j> =0
lz=4-2x (x-1)2+ /=1

es la proyeccion de la interseccion de las superficies.

Dibujando la interseccion

£ oWixn 4oy 2
0 -JIx-x£ *4-2x

[
(J-ﬁ—x———r( X-X -y dy)dx

2 (2x -x 2P dx=—u
2

24
°3
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Ejemplo.- Encontrar el volumen del sdlido en el primer octante acotado inferiormente por el
plano XY, superiormente por el plano z =y, lateralmente por el cilindro y2=x y el
plano x = 1.

Soluciodn

Dibujando la regién correspondiente se tiene:

>i X fv fi (Vv fiy2 /m* |p\x je /i 13
V- I 7 /odu
Ejemplo.-  Encontrar el volumen en el primer octante, acotado inferiormente por el paraboloide

2

Z=X +y2,el cilindro y2 =x ylosplanos y=x, z=0.

Solucion
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VDI0 vk (02 yAd)k o, /. ok

xT x5 x4 f 3 % 10-7__3 3
-(_2i~ 5+ 3>/0=T_5= 35 35

Ejemplo.-  Calcular por medio de una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por las

superficies y2=4a2—3ax, y2=ax, z=*h.

Solucién
Proyectando la interseccion de las superficies al plano XY, y2 =-3a(x~—), y2 = ax
\ax = v
de donde
[3ax =4a2-_y2

3y2=4al2- y" =>y==a

4a -\~

v Tjjjdxdydz ~E<IE3" (JAdz)ax)ay

"4_az|-?y_2 , 2—-"?‘6 22
2% 2hdx)dy =1 (2/i(----g\ ------ — v

_“ 412 N2 —A_ A
=" DA S0 WeElaav vl

K:ih[‘(‘4a3-----g"ﬁ-\(-4’a3'+3ia3)] 2/ir8a3 8a3, 32a3A 32a2A
3a 3 3 3 3 3 9a 9

V:s—2 azhu3
9
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Ejemplo.- Encontrar el volumen del so6lido en el primer octante acotado inferiormente por el

plano XY, superiormente por el plano z =y, lateralmente por el cilindro y2=x vy el

plano x = L.
Solucion
_ﬂ ‘V*Jy IH yi Jtx J 1P |2 1
- dz)dy)d \vdv)d
Jo(JoJoz)y)Xovv)X 4' 4
. . . . 8
Ejemplo.-  Hallar el volumen en el primer octante del sélido acotado por el cilindro z= -—-- y
X +4

losplanos y=x,x=2y=0,z=0.
Solucién

El s6lido S acotado por el cilindro y los planos es :

8
S={(x,y,z2)/0<x £2 a O0<y£x a 0<z<,~~2----}, Proyectando al plano XY se tiene:
X +4

v ‘50(30(\*1’“d2)dy)dx—\J(\])0 ----- 7 dy)dx

V =41n(jc2+4)/p =41n8-41n4 =41n2«3
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1)

2)

3)

4)

5)

6)
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Calcular jjjw 2z3dxdydz, si laregién T estd limitada por las superficies z = xy, y =X,

X:].,Z:O. Rpta _____

Calcular z2)dxdydz, si la region T es el paralelepipedo rectangular definido
T
por las desigualdades 0 < x<a,0 <y<b, O<z<c

a2+b2+c2
Rpta. abe(---------------- )

Evaluar la integral triple jjjydxdydz,si Ses laregion limitada por el tetraedro formado por

el plano 12x + 20y + 15z = 60 y los planos coordenados.

o
pta. —
2

Calcular jjjxydxdydz , si el dominio T estd limitada por la esfera x2+y2+z2=1vy los

lanosx=0,y=0,z=0. Rpta. —
p y p 5

Calcular jjjxydxdydz , donde D es un dominio limitado por el paraboloide hiperb6lico
z=xy,ylosplanos x+y=1, z=0(z>0). Rpta. -----
Calcular vcos(.r + z)dxdydz , donde D es un dominio limitado por el cilindro v=V*, y

K 1o
losplanos y=0,z=0 , X+z =—. Rpta. (—-~)u
2 16 2
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Calcular JJJzdxdydz, donde S es el recinto limitado por el cono z2 =—j(x 2+y 2) y por el

plano z = h. F pta. 2R 2n

Calcular " xdxdydz, donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen 0<z< 3,

X2+y2<z. Rpta. 0

Calcular dxdydz, donde D es la regidon limitada por las superficies z = x + vy,
D
: , 2431

7=21-2x -2y Rpta. s T

Calcular jjje x+1+dxdydz, donde D es el tetraedro de vértices (0,0,0), (3,2,0), (0,3,0) y

D
3
(0,0,2). Rpta. - (e - 58+5e2- 1)
Calcular Jjjx2ydxdydz, donde D es el sdlido limitado por 0<z<—, O0<y<a,
D 2
2a
0<x<yeosz Rpta.---—--
45

Hallar Jjj eaydxdydz, donde D es el sdélido limitado por las superficies y3+z =4,

D
9
y+z=2,z=0, z=2 Rpta.— (e2a-1)
2a
fff ydxdvdz ) o
Calcular JJJ ———y , donde D es el sélido limitado por 2 <x <3, 0<y<Xx,
5 y +z
5 n
O<z<y. Rpta. —8
Calcul Jf9Jf>.I3Jij-9X2 dzdxd R 729
alcular % zdzdxdy pta. v
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15)

17)

18)

20)

fi fi-, Cu/
Calcular JIE}][L JIZy xdzdydx

jrv
(x+y+z)dzdydx
uu )
K2GCz y

Calcular J J eos—dydxdz
z 0 z

flnr

va\V
Calcular J | ve dzdxdv
>

L iy

xyzdxdydz
¢ ilz o . .

Calcular las siguientes integrales triples.

a) I 4 y z'ixdyiz

fo fy f*
b> 3003 °-y)dzdxdy
|
c) 11 wWXysenyzdzdydx

« fipHyen éﬁ%

P2 Cx C-Jix y Ay

) 0y "¢, 2k
12 Ne2xex2 £ 4
i dzdydx
0 2jr—t 42>

a2-x2 Cja2-x2-y2

f* N
g) Jo Jo

Rpta. —
10

Rpta. —

Rpta. —-1

o 4T
a. —_—
Pt 57

Rpta. 28 h—l—q—z
9 6

Rpta- ¢

n
Rpta. —

Eduardo Espinoza Ramos

n~-n senn~

Rpta.

81-"3 9

j T 71a‘’
yja -x -y dzdydx Rpta. —
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21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

fe-l  @-x-l Cx In(z-X-
Calcular J  dxl dy) e (- -------- y -2----dz Rpta. 2e-5
o R 0 (x-e)(x+y-e)

. . fi fv>-v fr n
Calcular la integral triple J' J — -J 2 2dzdxdy Rpta. —
0 -jy-y X +y 32

Calcular JJ]Z.X+ 3y - z)dxdy dz,dondeD = {(x,y,z)/ 0 <x<b, 0O<y<b-x,0<z<a}
T

Rpta, 2026\00-33)
pta 7

Calcular JiJ<*+y +z)dxdydz, donde T es un tetraedro limitada por los planos
r

al
X+y+z=a x=0, y=0, z=0. Rpta. —

Calcular jjjxyzdxdydz, donde la region T esta limitada por las superficies y =x2,
2 1
X = ,z=Xxy, z=0. Rpta. —
y y p 9%

Calcular J")"(X+y +z)dxdydz, donde T es la region limitada por 1ax<3, liy<3,
T
1 <z<3.

Calcular j'ﬂldxdydz , donde T es la regién comprendida entre los planos coordenados y el

T
plano x + 2y +z =4 en el primer cuadrante.

Calcular fif ;donde T =[0,2]x[0,I]x[-1,4]
AXHY+Z+2

Encontrar el volumen del solido acotado inferiormente por el paraboloide z=x2+y2y

n 3
superiormente por el plano z = 2y. Rpta. —u
2
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30)

31)

32)

40)

41)

42)

43)

44)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el volumen del solido S limitado superiormente por el cilindro parab6lico z=4-y 2 e

inferiormente por el paraboloide eliptico z=x2+3y 2

Rpta. IIn

Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por el plano z = y e inferiormente por

n

z:x2+y2 Rpta. —
32

Hallar el volumen encerrado entre las superficies x2+3y2-2=0, 4-y2-z=0
Rpta. 471

2 2
Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z=—%, y =2x-x Yy los planos
X

1

3
X :;, x =—,z =0 en el primer octante. Rpta. 4In3-2
2

Hallar el volumen del solido limitado por los tres planos coordenados, las superficie

z:x2+y2yelplanox+ y= 1 Rpta.—;u3
Calcular el volumen entre las superficies y=2x, y =2x2, x+y+z=3, X+y+z=4.
Rpta. j

Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z=x2+y2y z=x2+2y1y los

73
planos y=x,y=2x, x= 1 Rpta. —.u
12
Encontrar el volumen del s6lido acotado por los cilindros y =x2,y =x3 vy los planos

2=0,z=1+3x+2y. Rpta. -2"1—0u3
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45)

46)

47)

Hallar el volumen en el primer octante, del so6lido acotado por z+x -64 =0,

3x+4y_24:O'X:Oly:O’Z:O_ Rpta 1280

Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide (jc—i) 2+y =7 y el plano

2x+z=2. Rpta. n

Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z =x* +y? y el cilindro z =4 -x *

SeaT: R3-——-- >R Z una transformacion tal que: (x,y,z)=T(u,v,w)=(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

continuamente diferenciable y uno a uno en D y con Jacobiano no nulo, es decir:

Sea ScDcUV Wun conjunto cerrado y acotado y sea T(S) = E la imagen del conjunto S
via la transformaciéon T, entonces: si es integrable sobre E, la imagen

fOT(u, v, w) = f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) es integrable sobre S

Jfff(x,y,z)dxdydz =jjjf(x(u, v,w),y(u,v, w),z(u, v, w))(J(m,v, w)\dudvdw

Cuando f(x,y,z) = 1, V (x,y,z) e E se tiene el volumen del sélido E, es decir:

V(E) = Jjjdxdydz = J(u, v, w)\dudvdw

Ejemplo.-  Calcular fffx2dxdvdz,d0nde E:-1<x-z<I1,0<y +z<2,0<x +z <1

E
Solucién
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X=-(u +W)
X-z =u
1
Sean y+z=v Yy=V-~(w
X+z=w
z=j(w-u)

Luego lanuevaregiénes D:-l<u<l,0<v<i2,0<w<lI

Calculando el Jacobiano se tiene:

dx dx
du dv
d(x,y,2) d_ dy_
J(u,v,w)
d(u,v,w) du dv
dz dz
du dv

por lo tanto la integral triple

| ]
\lllldxdydz— |||u+w)2\j(u,V,w)\du dvdw = \UJ

=BG e g 2dwydvdu =770 (5 5

-LI)

dx
dw

dy_

dw
dz

dw

[ CIIEN NCRN

Eduardo Espinoza Ramos

+W)2dudvdw

5 1 onpy

Ejempio.-  Evaluar la integral J”(X+y +z)(x+y-z)(x-y-z)dxdydz, donde S es el tetraedro

limitado por los planos x +y+z=0,x+y-z =0, x-y-z =0 y 2x- y = L.

Solucion

Transformando él integrando se tiene
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u+w
=n
2
u=x+y+z
. V-w
Sean iv=x+y— v =-
2
W=X-Yy-2
y u-v

Transformando la region S se tiene

u+w v-w u-v
X+y+z=- =0 = u=0
2 2

u+w v-w  u-v
X+y-z= =) => v=0
2 2 2

u+w Vv-w u-v

X-y-z=- =0 w=0
2 2

v
2X-y =l=u+w----—-—-- =1 = 2«-v+4w=|
2

Luego D= {(uv,w)/u=0,v=0,w=0, 2u-v +4w = 1}

Proyectando al plano uw v
entonces 2u +4w =1

4w -1
U
-y +27)(x -y - 7)dxdydz = wAdudvdw
D
13 fau+dw=-| i wvz j2owsdw-1
~ 4\]6 0Q (}wuvdwdv)dw)du=-}0(Jo w— j dw)du

O =

j X 0 |
:é‘{D(J 4 wu(2u +4w-\)2dw)du:—]:8
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6,10

Eduardo Espinoza Ramos

A las coordenadas cilindricas de un punto p del espacio
denotaremos por p(r,0,z) donde (r,0) es la coordenada
polar de la proyeccion de p sobre el plano polary z es la
distancia dirigida del plano polar al punto p.
Un punto p del espacio tiene dos representaciones una en
coordenadas cartesianas p(x,y,z) y la otra en coordenadas
cilindricas p(r,0,z). La relaciébn que existe entre las
coordenadas cartesianas y las coordenadas cilindricas es:
x=reos0 , y=rsen0 , z=z
donde las coordenadas cilindricas r, 0 son las coordenadas polares del punto (x,y,0) en el

plano XY, que es la proyeccién ortogonal del punto p sobre el plano XY.

Calculando el Jacobiano de las coordenadas cilindricas:

dx dx dx
5 dr 50 gz eos0 —rsen0 0
J(r,0,2) = {xy.2) d_ dy _ modsen0 reos® 0 = J(r0,2)=r
d(r,0,z) dr de dz
dz dz dz 0 0 1
dr 50 dz

Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas]

Si una region 5c¢ R , tiene un eje de simetria, las integrales triples se pueden calcular en
forma muy simple usando coordenadas cilindricas, cuya relacion entre las cartesianas es

x=reos0, y=rsen0, z=z

Si /: SczR -»R es una funcién continua sobre S, entonces la transformacién de la

integral triple \]]}(x, y, z)dxdydz en coordenadas cilindricas es dado por:

\11]“"X’ "dx"ydz=\11y(rc030»rsen 2)iMr>0.z\dzdrdQ
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d z
donde J(r,6 ,z) = - =---=r, es el Jacobiano, por lo tanto se tiene:
d(r,6,2)

JJJf(x,y,z)dxdydz =JJJ/(r eos0,r sen0, z)rdzdrdO

un solido en coordenadas cilindricas es un conjunto
de la forma:

5={(r,6,z)/a <r<az2”cc<d<P a dj<z<d2)
gue geométricamente es una cufia cilindrica.

Suponiendo que S es un solido en coordenadas
cilindricas y que f(r,0,z) representa la densidad en
cada punto (r,0,z), entonces la masa del cilindro S se

calcula mediante la integral triple, es decir:

M =masa de S :JJJf(r,G,z)rdzdrd6

Cuando la densidad f(r,0,z) = 1 V (r,0,z) e S, se obtiene el volumen del sélido S, es decir:

r (S ,-JJJ rdrdodz

Ejemplo.-  Calcular \]\]\](*2+y 2)dxdydz, donde el dominio T esti limitado por las superficies
r

Z=—x2+y2), Z=2.
2
Solucion

Pasando a coordenadas cilindricas x=reos0 , y=rsen0, z=12Z

T={(r,0,z)/O<ra2a0<0<2tt Ay<z<2}

fifi*2+v2)dxdydz=\ (\] (J,2|2r2.rdz)d0)dr
0 0 r

1R 205t
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Ejemplo.-  Calcular J dx” dyj z-Ix2+y2dz, transformando previamente a las

coordenadas cilindricas.

Solucién

0r*<?2 z

) z=a

0
0 , y=2yi2x-x2 ,y>0
0

Sea D: 0<y<-JIx-x1 =>y
X , X =2

O<z< a

Y pasando a coordenadas

r = 2cos0

X=reos0 ,y=rsen0, z=z

0<G< — , O<r<2cos0 , O<zaa
0 X
ademas J(r,0,2) = r
CA2x-x2 Ca - ————-— [ki2 f2cos(@ Ca
f r| dyl 2Jx +y dz-) () (Jzr.rdz)dr)dQ

Cn/2  f2coso u" [k,2 f2coso

=] (] rerd"dd -vip §  rdndd

a2 pr/2/-3 [/2cos0 46 4a2 f*/2 64
= J— m——— 4 e
2 0 3'o % .]%OS
4a2 R 4a? 8a2
—3~J0 (I- sen“O)cosO =-Y 4 3
Ejemplo.-  Calcular el volumen de la parte del cilindro x2+y 2 = 2ax, comprendido entre el

paraboloide x2+y 2= 2az y el plano XY.

Solucién
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r=2cos0

2a

El plano de la proyeccién al
plano XY

Xx2+y2=2ax => (x-a)2+y2=a2

como V = JJJ dxdydz, pasando a coordenadas cilindricas

x=reos0 ,y=rsen0,z=z = Jr02=r

x2+y?=2ax r=0, r=2acos0
_X2+y2 ;‘2
2= 2a 2a

ijkIZ (\racoso (j(:)rZIZa)dr)dQ _ 2JCn/Z( ZticosOy_"

1 o F/12 /2acoso 1 firf2 16a""
- - de=-\ A meos GdG =4a J e0s46 dG
alo 4'o a *o 4

fw2 I+eo0s20 , , #f/2
42" 30 (o o Yo =a'J (I+ 200520 +eos 26)d0

B (gt 200520 + cos49 )dO % 4 sen20 + send0 i Sn a3
= _- —a — —-— <
6339 (@ﬂ 2 2 2/0 =4
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611 Coordenadas Esféricas]

La relacién entre lascoordenadas

Eduardo Espinoza Ramos

En un sistema de coordenadas esféricas se tiene: un
plano polar y un eje Z perpendicular al plano polar
con el origen del eje Z en el polo del plano polar.

A las coordenadas esféricas de un punto del espacio
denotaremos por p(p,0,(p), en donde p =|6p|>0,0

es el angulo polar de la proyeccion de p en el plano
polar y spesel &ngulo entre la direccion positiva del

eje Zy el radio vector op.

cartesianas y esféricas es: X = peosO se

yzpsenOsen(p,z:peoqu p>00<0<2n, 0<qJ<n.

Calculando el Jacobiano de las coordenadas esféricas se tiene:

dx
dp

dy

= = N\
=/(p0:<p) 5(p.0.cp) o0 dp
8z

dp

dx
50
d>
50
dz

50

dx
5P
dy

do
dz

5<p
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6.12

eosOsen -psenOsen<p p eos0 eosip
J(p,6,9P=modsen0senip pcosBsencp p sen@eosP=p sen<P
eos 0 -psen(

J{p.Q.<p)=p sen®

Integrales Triples en Coordenadas Esféricas«!

Si una region Sc. R , tiene un eje de simetria, las integrales triples también se pueden

calcular en forma muy simple, usando coordenadas esféricas y cuya relacion entre las

coordenadas cartesianas es:

Xx=peosOsen® , y=psen0sen@ , z=peos<P
Si/: Sa R -—- >R es una funcion continua sobre S, entonces la transformacion de la

integral triple j"J"jV(X z)dxdydz en coordenadas esféricas es dado por:
5

\]Iy Q,y, z)dxdydz :J*JJ/(P coS @n P sen Osen P cos <P\J(P-  (p\dpd<pd6

donde J( p,0 ,(p) = p~ sen<p , por lo tanto.

\W\f(x,y,z)dxdydz =\\\f(p cos6 sen<p,psend sencp,pcos(p)p2sen<pdpd<pdQ
S S

Cuando f(p cos 0 cos g psenOsenq pcos )= 1 se tiene el volumen del solido S, es

decir:

V(S) = j':u) 2 sen (pdpdcpdO

un solido en coordenadas esféricas es un conjunto de la forma:

5={(p,0,(p)lax< p<a22 a a <6 <p a 9P<(p<g2\ geométricamente representa

una cufia esférica
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) R AR*-x2  jR 2x2-y2 )
Ejemplo.-  Calcular dx| == dy\ (x +y )dz, transformando previamente a
J-r  J-4r2-x2 " Jo

coordenadas esféricas.

Solucion

Como 0<z -X2-y2=>z=4r2~x2-y1l viene ha ser el recinto V y su

proyeccion sobre el plano XY es x2+y 2 =R2, ahora pasando a coordenadas esféricas se

tiene: x=peosOsengp , y=psen0sen<p, z=peos@ donde O<p<R,0<0< 2n,

0<(<y ,siendo el Jacobiano J(p,6,cp) = p*‘ senp

fs  cul -2 DHZx3 2 2
J oxlh 1 r—-70dy) (x +y )dz
R "-IR -x 0

= JT; (JE)’\(JI'0 (p2eo0s20sen2 P+ p 1sen20sen2 (p)(3sen <pdp)d(p)d9

:Jl'o (Ji(;\ (Ji0 (sen3(p.p*dp)d(5)gd6m: |'5 (f2~-sen3(pd(p)do
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’ ’ 2
_Rs 2 (Fz(l cos  (p)sen<pd(p)dd = — 12 (-cos<m + 223201 /7 0
5 J 5 Jo 3 /0

J5 f2* 1 1 4R5 2% 475
=53 (lim)-(1# )0 = -prjge=- g

4-/ Afecity
Ejemplo.-  Evaluar la integral jZJV ,] — 5
0o 0 X +y +z
Solucion

e pasando a coordenadas esféricas

________ X =peos 0sen<P

0<x<,J4-y2 0
=psen 0sen
0Zy<2 7y |P| 3/)
Z=peos@
D: 0<6<— , 0ZqijE— , 0O<pZzZ2
2 2

ademaés el Jacobiano J( p,0,<p) = p 2sen<

f2 C-Jt-y' (mJ**2-y2 dzdxdy fxi2 fnz @ p 2senm
bl 4 77777=J0 (Jo (I 7 )dpd(pdc

tn/2 cn/2 (V/2 1* 12 fit/2
]OZSenm)dq>)dd = I -2 costo 0 do= ]éd 6=n

Ejemplo.-  Encontrar el volumen del solido acotado por la esfera x2+ V2+z2=a2, usando
coordenadas esféricas.

Solucion

Usando coordenadas esféricas se tiene:
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Q<p”dpd(pdQ = p 2sen (pdpdtpdQ
S i s
fir2 2 & fi2 fop3 -

=8 U (J P’senq)’dp)dq>)dG =8 (I --g-serup{ d<p)dO

0

81’3Jf<{2(Jf’7’2 32 2 8RR a3
= sen(pd(p)dO -e0SPj dd =-y-]1-(0-\)dQ =—~T7tu

Cetttro<feM asay Momento deinerdadeunSdtidoj

Sea p:D<zR3--—---- »R una funcién continua sobre D ¢ i3, siendo p(x,y,z) la densidad

en el punto (x,y,z), entonces:

1* La masa total del s6lido D esté dado por:

M =jjjp(x,y,z)dxdydz

2a Los momentos de masa, respecto a los planos coordenados, del sélido D, con funcion

densidad p: D e/? 3-——--- >R, son expresados por:

Mxy =Jfe * y’z)dxdydz> s‘jjjyp (x>y>z)dxdydz,Myt =jjjxp(x,y,z)dxdydz
D D D

y el centro de masa del sélido D es el punto (x,y,z) dado por:

[Jpr(x, y, z)dxdydz JJJyp(x, y, z)dxdydz H fvd,y,z)dxdydz
X=-5 ty=-32 i j=
fijp(*,y,z)dxdydz jiip(x,y,z)dxdydz JJp(x,y,z)dxdydz
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32 Los momentos de inercia del sdlido Da R , respecto a los ejes coordenados, se

definen por:

2 +22)p(x, Yy, z)dxdydz, respecto al eje X.

ly =JJJ(,2+Z 2)p(x,y,z)dxdydz, respecto al eje Y.
D

1z =333 (x2+y2)p(x,y, z)dxdydz, respecto al eje Z

Ejemplo.- Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x2+y2 =2az vy la esfera

x2+y2+z2=3a2 (z > 0) si la densidad en cada punto es igual a la suma de los
cuadrados de las coordenadas.

Solucién
Usando coordenadas cilindricas se tiene:

x=reos0 , y=rsen0 , z=z donde J(r0z)=r

{X211y2+22:3;21 z 1/3a2-r2
] = r2 , ademds p(x,y,z) =x2+y2+z2
jc2+v 2 =Paz z=—
2a
\x2+y2=2az proyectando al planoXY

\x2+y2+z2=3a2 ~ z22+2az-3a2=0 = z=a
M =JJJ p(x,y, z)dxdvdz = (x2+y 2+z2)dxdydz :JJJ(r2+22)rdzdrdd
D D D

fin f*Jla dla2-r2 rin p/la f-p i*Jia2- A

=Jo (£ (4™ (r +z )rdz)dr)d6 =£ (£ (rz+—)j dr)dé
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=t (f \r>+¢g~ [/ f~dr)dO-f (Ff \gr*+~ )4 ~ - r L +1L ]ldr)de
Jo " Jo 3 /I_ Jo X 3 2 24
a

gzn 97 , 54V3 s na r- 97 na
=1 (- a+ - as)t£/0=---—-- (18V3-—) Al= - (18V3--——- )
Jo 60
Ejemplo.-  Determine el momento de inercia alrededor de un didmetro del sélido que esté entre dos

esferas concéntricas cuyos radios son “a” pies y 2a pies, la densidad del volumen varia

inversamente con el cuadrado de la distancia al centro y se mide en slugs por pie cubico.

Solucién
k - . -
Sea p(x,y,z) =—----j— F>lafuncion densidad, donde k es el factor de proporcionalidad.
X +y +z
como Iz =111V +y2)p(x,y,z)dxdydz entonces Iz = [1Jcx* +y 2) —---—j--——jdxdydz
S S X +y +z

Transformando a coordenadas esféricas se tiene:
X:peOSOSenﬁ) , y:p senOSenﬂZ: peos(p

donde J(p,6,<p)=plsen<p ,S:a<p<2a , 0<6<— , 0<(p<—
2 2

fff k(x2+y2) fi2 Qiz f2a A-p2sen2i», p 2sen<n
/2 =333—5 F—jdxdydz=8 @@ (@ - G- d<p)
X +y +z 0 0 a p
[rei2 ( 2 [2a o V2 QV2 n3 p-
= 8]0 0 (Ja k p~sen cpdp)d(p)d6 = 8k]O 0 Tsen |p) a d(p)do
Sbka? [n/2 On/2 , 56/ral f*/2 eos3(p I*1
= — (Jo (1-cos <p)sen(pd(p)dO = — -— (-cos<p+—-—)j do

56ka3|'on/2 1 ik i
(0~ e :----5----J2d6 = slugs/ p
o] 0
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6.14 Ejercicios Desarrollados!

727

1 Evaluar la integral f u ~Jx2+ v2 dydxdz, usando coordenadas cilindricas.
Solucion
0<y<yi9-x2
Sea D: 0<x <3
0<z<4
pasando a coordenadas cilindricas se tiene:
71
0<r<3 , 0<G«< 3 , 0<z<4
X =rcosG
y =rsenG A(r,0,z) =r
z=12

j*4 j*3 pi9~xz

Jo Jo Jo

J

H

2) Calcular

4r2dr)d0=p— / ¢é/0=360/
> Jb 3/o0

*2+y 1dydxdz :jol\ (Jl'0 (Jfor.rdz)dr)do :JFS*(j‘O r2 z/ 0

n 3 3

2=18n
/o

Solucion

<1
£ 0<x<yijl-y2
~IX2+y2 <z<MNj2-x1-j
O<r<I

Luego: D: r<z<”2-r2 ,

pasando a coordenadas cilindricas se tiene

X =rcosG, y=rsenG, z=z
= J(r,0,z) =r
0O<0< —

2
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CzZ fiz3ar

Jﬁfvfﬁfﬂfmmyﬁ7wﬂ 7 rdz)drydd =[(} — / ~  dr)dO

3) Si D es la region limitada por dos planos x = 1, x = 2 y por los cilindros
y2+z~ =4, y2+z2 =9 calcular +z2dxdydz
0
Solucién

Pasando a coordenadas cilindricas

y=rcosO , z=rsend , x=x => J(r,6,X)=r

U /W [ +z2dxdydz=f t f c f exr.rdx)dr)d6
D

2
dr)do
© e)JfZ’\r p d £ 8
= - J— e = — _
0 3o (9-—dQ
38
-1 (ez-e).27T =— (e2
3 3
. dxdydz . 2 2
Caleular jJJ— > ’ donde D es el cilindro x“ +y“ al,-1<z<1

Solucién



Integrales Triples 729

pasando a coordenadas cilindricas

X =rcosG

y =rsenG => J(r,Q,z) =r

7=z
Ti D={(r,6,z)/0<r<lA0<0<27t/\-\<,z<1}
dxdydz rdr
x2+_y2+(z-2')2 - . U-1 0Jr2+(z-2)2)

=P (idr2+(z-2)2fdz)dG = |@I(fIV I+"-2)2-(-(z-2))]rfz)¢0

JI+(z-2)2+“ In|z-2 +-\VV\z2-4z +5|-— 2z]/ (0
) (z-2) ) | I 5 ]/ l

=f*
Jo

-* -/ —1 — ~ -
= f 53V|0+2—|n1 —= Ve —31d0 :[(3\;10—\//2-3) +1In —'rJ,Z:_| *
Jo 2 2 'VvVlo-3 2 vion

Sy 2 2 2 2
5) Encontrar el volumen del sélido acotado por la esfera x”™ + v- +z° =a ~ usando.

a) Coordenadas cilindricas.

b) Coordenadas esféricas.
Solucién

a) Usando coordenadas cilindricas

Ofr<,a

n
0O<0 <—
2

O<z<yja2-r2

\% =jjjdxdydz=jjj\J(r,G,z"dzdrdG =jjjrdzdrdG
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- 4'f (Jj (i0 rdz)dr)dé - iJP(J/Vo! -r 2dr)dS

-0 '/ 'O J
L ir r
b) Usando coordenadas esféricas: O<,pfa, 0<9< E 0 <cp<,—2

V =jjjdxdydz =jjj'J(p,9'<p)\dpd0d<p = p 1P dpdcpdO
s s s

= sen<p d(P)d9)dp = eosqpf~dO)dp
(o+p2)de)dP=s\aP2tfdp=4n

6) CalculardJj'(l- —r - — dxdydzdonde s es la region encerrada por el
XZ y 2 ZZ
elipsoide— +4v + =1
P a b* _C
Solucion
Usando coordenadas esféricas se tiene:

X
—= pcosO sen(p
a

VY- p sen9 sen =>J(p,9,(p) = abep” sen(p , es el Jacobiano
b

z
—= p cos<p
c

donde 0< p <1 0<0<2;r,0<<p</r

abe
JJIJ(I--T -~2-~~j)dxdydz=\ (I (f(1-p2)Yiabc p2sen(p.dp)d(p)d9 =—
a b e 0 00
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7) Hallar el volumen del cono de helado seccionado en una esfera de radio 6 por un cono con un

semiangulo de 304, tal como se muestra en la figura.

n
En coordenadas esféricas, la ecuacion de laesferaes p =6 yel cono 9=— por lo tanto el
3

solido es:S = \((p,9 ,(p)/0< p<86 0< cp<%, 0<0 <2n },ademés?( p,<p,9) = pzsen<p

entonces el volumen de S es.

\% =\\\ dxdydz = P sen <pdp)dcp)d9 = (JT sen <p/%d(p)d9

(02 n i3
~72J -eos<pl/ye = 72Jo (— -1)d9

2-V3 f-
= 72(-------- )2n =72(2-V3)?r
2

z dxdydz

8) Mediante coordenadas esféricas, calcula el valor de la integral ”J , donde S

X" +y° +z
es la region por arriba del plano XY y entre las esferas de radios respectivamente a y b

centradas en el origen (0< a<b).
Solucién
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9)

Eduardo Espinoza Ramos

X = peos# senip
y=psenOsen<p => J(p,(p,9) = p 2senip'

z= pcostp

S={(p,(p,9)/a< p<b, 0<6<2;z, O<(p<"}

T o x * _ G-,5~=0" 2sen
”I Jo Jo Ja
LI )
22 eos (osen®/ 'da)d6
Jo 4 a
'bA _ 4 . 3 /n _ d4 4
i ‘? s P 0. 2 Koot
3 |/ 12 0

Calcular el volumen de la region limitada por la superficie (x2+y 1+z2)2=a3*

Solucion

Pasando a coordenadas esféricas se tiene:x =peos0sen<q y =p sen 0 sen 9z = p eos @
(p 2 eoszﬂ sen2 (p+p 2 sen® 8 sen? <jt>)+p eos (%)2 :'212 pcg’sOsen<|51
p4=a3pcosOsengp => p =a”cosd seiup

Luego S ={(p,8.,(p)/O4 p <aijeos8sen(p a 0< p<k a O<O0 <€2;r}

2
ademas se tiene J(p,9.(p) =p senip

1+2 7T FiT fu J/cosfl sen ,
N = JH dxdvdz = ,IO( ‘]o(l'ﬁ p ser«pdp)d<p)d9

fo;r Cup /aVeos Osen < &[2n fn2
=J (Jo--—--- sencp / d<p)dd = — X (J™cos”™sen (p = dcp)d9
a {2n fn 1—C0S2(0 a  f2k sen2<
=— ( €0 S# —-—-mm-m- d(p)d9 =— J €080(<jj>------------ )/ Qd9
3 0 o 2

v AR@ 2% A lah
= I wéosd9 = ——-—-- cos0rf0 = -------- sen9/ = -

_g *© 6 » 3 0 3
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10)

11)

fff  z"dxdydz » . .
Hallar JJJ-— 7 ... donde D es la region acotada por el plano XY en la parte inferior

d V¥ +y +2
y entre las esferas de radio 4 y 1 respectivamente centrados en el origen.

Solucion

Usando coordenadas esféricas tenemos: x = p cos0 sen<p, y = p sen0 sen 9,z = pcos<p

entonces x2+y2+z2= p2,ademas J(p,(p,6) =-p 2sen(p,

A={(p,<p,0)/ 1< p<4, 0<0<2n, 0<(p<y2}

ﬁj z_dxdvdz f4 Cn ty2p eos 9 7
7'2 2r— b \] E -------------- p 2sen<pdgpdO)dp
p X ty +z

fa 21 /4 fa i2n  p4cos4 @ %/

=JC (Jo P eos <p.sen(pd<p)d6)dp=}i (Jo -------- ——-—-- /0 dO)dp
f4 foit psa 4 4N e 4 1023 T

=J 0 — de=j p*-dp=-i-/ =-m
i t»4 i 2 101 10

Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del sdlido homogéneo acotado por la
esfera x~ +y2+z2=4. Ladensidad del volumen en cualquier punto es kslug/p 3.

Soluciéon

Aplicar simetria, tenemos en el primer
D= {(p,0,<ip)/O" p<2, O<0<y, O

x = pcosO s> y = psenO sen<p, z = peosep, J(p,9,(p) =p 2serup

Z-_tl]lXZ +y2)p(x,y,z)dxdydz
D

¥ fZ’TJlj(A 2 2 2 2 2. 2 2
=8Jo(Jo (@ (p eos <psen (p+p sen Osen <p)Kp sen(pd<p)dG)dp
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734
| @ZJ{OA fOA 4 3 f2 (%12 4 BbLR2n 4
:8 CJ ( (\] P sen (pd(p)dQ)dp = SK}(j™ - p dO)dp=— )Y—p dp
8Kit p~ .2 256
= e e | = KK
3 50 15 .

12) Encontrar la masa de un sélido esférico de radio “a” si la densidad de volumen en cualquier
punto es proporcional a la distancia del punto al centro de la esfera. La densidad de volumen
se mide en slug/p*

Solucién
2 2
Vo
2
M j\]\] p(x,y,z)dxdydz = \]JJ Kyjx2+y2+2
= 85Ag " (Kp. p 2seT\(pdp)d<p)dO = SJS' (J 4—4 szn<pd(p)dQ = 2a kJ d6
4 n 4 .4
=2a k(—)=na « M =itxa
2
13) Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del sdlido homogéneo dentro del

paraboloide x2+y2=z y fuera del cono x2+y2=2z2, p es la densidad del volumen

constante es ksulg/p 7,

Solucién

I K 2420001 2R
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14)

735

Encontrar el centro de masa del sélido dentro del paraboloide x2 + y2 =z vy fuera del cono

x2+y2- 22, pes ladensidad de volumen constante es k slug/p 3.
Solucién
X2+y2-12 2 jz =0

=z =z =>i . Luego pasado a coordenadas cilindricas
X +y =z Iz=1

D={(r,9,2'0<9 Uln, O0<r<I, r" <z<rj hallados los momentos de masa.

My =0 (0c/2zkrdz)dr)d6 =~  (Jg-(rl- r5)ir)d9
S5 IR zkranans = - (1 <" yanas

Ma = J (\l (Jr’ r20039kdz)dr)d9 = JO Q) kcosQr2(r-r2)dr)d9

0

4
r5

f2ir r , £ £ k
=J (£cosO(-—-----—--—--- )/0d9 =— leosOdG =— sen0/o =— (0-0) =0
4 5 ° 20X 20 °

20

M2l :JO (\g) (\]'r'2rsen9 .rkdz)dr)d9 :EJO (JO senflr2) (r-r2)dr)d9

f2n ¢ A 5, A k
=£j sen#(— -—)/fid9=— (-cos0)/n =-— (1—=0
0 4 5 20 20

M =i0 (\Q(\rlkrdz)dr)d9 =~-f0 ([ r(r-r2)ir)e6>

| + 4w X 6idtr2 i & TrosT! el andb sLyi»1

kK f2ir 0, Af2irr A f2ir kn
=t e J— =
50 o 20 Ggg=— J 445 . 12
nk
- M - - M 17
X— 2— -T--0, y=—" =0, z=—"«#«1
M M Mo
12 12

El centro de masa es (0,0,1)
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D

2

3)

4)

5)

6)

7)
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Calcular la integral triple \\\ \jx~+y 2dxdydz, donde D es el sélido limitado por

\ﬁl +y ,z=1 Rpta. n
6

Calcular  JJj"'cos(x2+y 2+ z)dxdvdz, dode D e d sdido aotado por les
superficies*2+y2=2, x2+y2=4, z=0, z=4

Rpta. 7r(cos4-cos8+co0s6-c0s2)

Calcular jjj (x2+y2)dxdydz, donde la region T esta limitada por las superficies

Calcular JJjxdxdydz, donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen

0<z<3, x2+y2<z Rpta. 0

Calcular ||P +y2)dxdydz, donde el dominio D viene determinado por las
D

desigualdades z>0, r7<x7+y7+z7<R7 Rpta. —(R -r§

Calcular J'J*dxdydz, donde la region T es laesfera x~ +y 1+z~ < r2.
T

4nr3
Rpta.

Calcular y* +z2)dxdydz si el dominio T esta limitado por el cilindro
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

Calcular J"JJ(X +y+ 2)2dxdydz, donde la regién T es la parte comin del paraboloide

T
2 2 2

2> 21 y de la esfera x v %4z P< 3 Rpta. - (18\/5-— )
2a 5 6
Calcular zdxdydz, siendo V el solido definido por las desigualdades
Vv

X2+y2+22<1 x2+y2<z2,2> 0 Rpta. —
) 8

Calculari T U 1+ (jc* +y2+2z2)Yi dxdydz,s\ Tes laesfera x2+y2+z2< 1

8tt r-
Rpta. —9 (2Vv2-1)

Calcular J\]J y V = |, donde Deslaesferax2+y2+z2<1
d V*2+y2+(z-2)2
2n
Rpta. -—-
3

(2 €taxexl _ (& #-5-—- . _ 16a2
Calcular J dxJ dv.l zJx +y dz Rpta.
so w0 Jo

[2 C-J2R-X1 C"AR-x2-y2
Calcular dzdydx

Calculard J J w1 Jlzdxdydz, donde D es la esfera unitaria con centro en el origen

D
An(e-\
Rpta. ----- ( ----- ) -
3
fl g 2eeee 2 n
Calcular 11 I Jx “+y +z dzdvdx Rpta. —
bodb Jo : : ' g
fff dxdydz .
Calcular JJJ —5 ) T-
g (X +y +z)

X2+y2+z2=a2,x2+y2+z2=b2, 0<b<a Rpta. 4n Ln(—)
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17)

18)

19)

20)

21)

22)
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X2 y2 2

Calcular —j)dxdydz, donde D es el sdlido limitado por el elipsoide
a b e

x° y2 2? Aabcn

— +72-+— =1 ' Rp‘a. — —

a b e 5

X2 z2
Calcular YA '|'14y-r ﬂl =4} dxdydz, donde D esta definido por —y-+%ii +— <1
a b’e

abenl
Rpta.

2,2
1y
) e »
Calcular IU«. z dxdydz, donde D es el sélido interior a la superficie

D

limitado por los planos x+y =0, z=a, a>0

Calcular J¥J(jc2 +y 2+ z22)32 dxdydz, donde D estd limitado por : x2+y 2+z2=1

2n
Rpta. -—-
Xyz dxdvdz .
Calcular Q]Q]JJ 5 m m donde D es el primer octante de la esfera
& VX +y +7
5
X2+y2+z2<a* Rpta. —
40
Z| dxdydz
Probar que la integral triple JJJ beyz dxdly 5 sobre el sélido D acotado por el
d tix2+ly +1Z
x2 y 222 # gazdze 2 /(%c+ca+ab)

elipsoide T + — +~T = b tiene el valor
a b e 15 {b+c)(c+a)(a+h)
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

Calcular \\\[{x-a)2+ (y-b)2+(z-c)2] ~dxdydz, donde D es el solido esférico de

D

radio Ry centro en el origen, y (a,b,c) es un punto fijo fuera de la esfera.

Rpta. —k R2(a2+b2+c2)~2

Calcular 11U x2+y2+z2dxdydz, donde D es el solido limitado por las superficies

D

z=Jx2+y2, =3 Rpta. (27-A2-—--é-)n

Calcular ~xdxdydz, donde D es el solido limitado superiormente por la esfera

D

x2 +y 2 +z 2. 16e inferiormente por el paraboloide %z =X +y 2

Rpta. 0
Calcular +y2dxdydz, donde D es el solido exterior al cilindro
D
x2+y2-2y =0 vy limitado por las superficies z= ! ?+y2, x2+y2:z+12,
X+y>0 Rpta. 410.31
. ra rya2-x2 fh dz
Calcular la integral (. = h )dy)dx pasando a coordenadas

J-a J-4a2-x2 J—tf+y2) ~ 2+y?2

4
cilindricas. Rpta. —mh

p2 W 4-.r2 J&-x2-y2

Calcular la integral ( (L
J-2 JJi-x2 Jjx2+y2

(x +y +z )dz)dy)dx

Rpta.
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29)

30)

31)

Eduardo Espinoza Ramos

) [R rjR1-x2 ~R2-x2-y2 (iZ
Calcular la integral (T (1 )dy)dx pasando a coordenadas
Jr JAr2-x2"Jo Nz

esféricas. Rpta. —rtR2

2bx-x2  /~Ab2-x2

b -y2
Caleular laintegral | "(] A1 (] " d2)dy)dx , b> 0.
Jn Xx-x2 JO

Utilice coordenadas cilindricas para las integrales triples:

a) Evalte 1JF +y2)dxdvdz en donde Tes 1a region limitada por el cilindro
T

x2+y2=4 ylosplanos z=-I, z=2. Rpta. 24rc

b) Evalte j':D\Ax dy dz en donde T es el sélido que se encuentra comprendido entre
T

los cilindros x2+y2=1 y x2+y2=4 sobre el plano XY y debajo del plano

z=X+2.
Rpta. 0

c¢) Evalte jjjx2dxdydz, en donde T es el solido que se encuentra dentro del

T
cflinarog‘ -gy =1, arribadel plano z=0, y debaﬁ)]del cono z 2:4%( Ey

2n
a T

d) Evalle j"33}JIx2+y 2dxdydz en donde T es el sélido limitado por el paraboloide
z=9-x2-y2yelplano XY.
e) Evalte JJJIxzdxdydz, en donde T es el sélido limitado por los planos z = 0,

z=y, yelcilindro X2+y2=1 en el semiplano y > 0.
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32)
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fl p/IT?  *2-x1-y1 1
) irw=

" Wi-jf2

g K W

Utilice coordenadas polares de las integrales triples:

a)

b)

d)

Evalle JJJ(X2+y2+z2)dxdydz, en donde S es la esfera solida unitaria
s

X2+y2+22<1, Rpta. ~

Evalle JJjy2dxdydz, en donde S es la porcion de la esfera sélida unitaria
s

x2+y2+z2 <1 que se encuentraen el primer octante.

Rpta. —
P 30

Evalle JJJ(*2+ y 2)dxdydz, en donde S es la regién hemisférica situada arriba
D

del plano XY y debajo de laesfera x2+y2+z2 =1.

Evalﬂe”fxe(* *y +| ) dxdydz, en donde S es el solido comprendido entre las
s

esferas x 2+y2+2z2 ']. y x2+y2+z2=4 enel primer octante.

*>[x 2 +y 2 +z2dz)dy)dx
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33) Calcular fff—=-—r"—jdxdydz, donde T esta limitada por las superficies

X +y +2

X2+y2=22,x2+y2=322y x2+y2+z2=4.

Problemas de Aplicacion

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 2 =0, la superficie cilindrica

x=2(x% +y* )y laesferax® +5 %z =4 (enel interior del cilindro).
2
Rpt 6{3 4)
pta. *r-

- 2, 2, .2 -
Encontrar el volumen del solido acotado por la esfera x “+y “+2=4a vy el cilindro

2

2 2 i 8~3>3
X +y =

a . Rpta. 4m (— -—)

Encontrar el volumen del sdlido en el primer octante acotado por el paraboloide

2 2 N | 2
z=x"+y ,élcilindroy =x" ylosplanosy =x, z- 0. Rpta. —
35

2

Lo Xy
Encontrar el volumen del paraboloide —= — +— cortado por el plano 2 = 0.
c a b ~teee

Encontrar el volumen acotado inferiormente por el paraboloide z =x2+y 2 z=x2+y?2

n
y superiormente por el plano 2 = 2y. Rpta. —
2

Encontrar el volumen del sélido dentro del cilindro x2+y 2 = 2ax entre el piano2 =0y



Integrales Triples 743

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Calcular el volumen  del s6lido encerrado por las  superficies

x2+y2+22:4a2, x2+y2-é1ay. Rpta. ---------=semeeos

Hallar el volumen de la region limitada por los cilindros hiperbolicos
xy=1 xy=9, xz=4, xz=36, yz =25, yz =49.
Rpta. 64
Hallar el volumen del sélido bajo la superficie z=4-x 2-y 2, interior al cilindro
x2+y2: 1 y sobre el plano xy. Rpta. —7n
2

Hallar el volumen del sélido acotado por el paraboloide eliptico 3x2+y2 =1z y bajo el

cilindro x2 +z = 4. Rpta. 4m 3

Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies del paraboloide z = x2+ y 2 y

z:x2+2y2ylosplanosy=x, y=2x, x=1 Rpta. 2
12

2 2. 2
z x“+y

Hallar el volumen del sélido limitado por encima de la superficie . = - j— Y Por
a

debajo del plano z = hcon x2 +); <2a . Rpta. ——--

Hallar el volumen del sélido limitado por los cilindros z = Ln(x+2) y z=1In(6-Xx) y
losplanos x =0, x+y - 2, x-y =2.

Rpta. 4(4-31n3).

g . 2 2
Hallar el volumen del s6lido limitado por el paraboloide (x-1) +y =z vy el plano
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el volumen del sélido comprendido entre paraboloide z = x2+y 2 y el cono

22 = Xxy. Rpta. 9% el paraboloide

Hallar el volumen del s6lido comprendido entre el paraboloide y 2 +z2 =4a(x+a) y la

2
esfera*’ +y’+z2° =¢c’ (c>a). Rpta. Znalc - —)
2

Hallar el volumen del s6lido limitado por: (x2 +y 2 +22) = axyz.

Hallar el volumen del sélido limitado por: (x2+y2+z2)=a?2z4

4na3
Rpta.
21

Hallar el volumen del sélido limitado por: (x2 +y %2 3:a 2(x 2+y 3 2

64f13;r
Rpta.
105

Hallar el volumen del sélido limitado por: (*”+yZ)~=a z.

Hallar el volumen del solido limitado por: x2+y2+z2=1x2+y2+z2= 16,
z2 =x2+y2, *=0, y=0, z=0. (x>0, yZO, z>0)

2\(2-J2
Rpta.----g—---—) -n

2

Encuentre el volumen de la regién D limitada por las paraboloides z = x +y2, y

2=36-3x2-3y2. Rpta. 162 n
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

Obtenga el volumen del sélido limitado por le paraboloide x2+y2+z =12 y el

plano z= 8. Rpta. 8n

Determine el volumen del solido limitado por el paraboloide x2+y 2+z =1y el plano

XY.

Determine el volumen del s6lido acotado por el cilindro x2+y 2 =2y, el paraboloide

x2+y2=2z yelplano XY.

Obtengo el volumen del sélido que esta en el interior de la esfera x2+y2+z22-2z y

arriba del paraboloide x2+y2 =z .

Hallar el volumen del solido comprendido entre las superficies z-5x2+5y2,

Z2=6-7x2-y2.

Hallar el volumen del so6lido limitado por las superficies x2+y2=z,

22=4(x2+y2).

Determinar el volumen del sélido acotado por el cilindro x2+z2 =4 y las superficies

X =z2,Xx-6 =(z-2)2.

Hallar el volumen comun de las esferas x +y +z =9 y x +y 'l'(Z—Z) =4,

Hallar el volumen del sdlido que es exterior a la superficie z2=x2+y2 e

interiormente a la superficie x2+y 2 +z2 = 2ax

Calcular la masa del cubo 0< x< a, 0<y< a, 0<z¢asila densidad del cubo en el



34)

35)

36)

37)

38)

39)

Eduardo Espinosa Ramos
* * 11 * ' | ______ M _

Encontrar la masa del sélido acotado por una esfera de radio a si la densidad de

4 5
volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro. Rpta. —an
1 5

- 2 2 2
Encontrar la masa del sélido acotado por las esferas x +y +z -4 vy

x2+y2+z2 =9, si ladensidad del volumen en cualquier punto es k-Jx2+y2+2z2.

Rpta. 65kn

Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x2+y2=2az, y la esfera

2 2 2 —32 k1 . .
X +y +z =3a (z>0) si la densidad en cada pnnto es igual a la suma de los

f £ f

an r- 97
cuadrados de sus coordenadas Rpta. -----(18V3 - —)
5 f 6

Calcular las coordenadas del cehtro de gravedad del cuerpo limitado por las superficies
2 2

22 7
xty=1 z=x +y , x=0, y=0, z=0. Rpta. (— ,—
5 5 30

Calcular las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo limitado por las superficies

)

2 45
z =Xy, x=5 y=5 2=Q Rpta. (3,3,—%)
. 32
Obtenga el momento de inercia con respecto al eje Z del s6tMMttBIOgéneo que esta-'
2. L N
dentro del cilindro x2+y2—2x- 0, debajo del cono x2 2§ arriba del plano

XY, la densidad de volumen en un punto cualquiera es k(enlcg4ml

Calcular el momento de inercia del cubo 0 <x<a, 0<y <a, Q<z<a, respecto de

. 2a5
su arista. Rpta.
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40)

41)

42)

43)

44)

2
z

. . . Lo Xy
Hallar el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide — h—2~+~=U con
a b e

L, . Aabcn
funcion de densidad p(x,y,z) =1 Rpta. 15 (a +b )

Hallar el momento de inercia del paralelepidedo recto homogéneo de aristas a,b, y a con

respecto a cada una de las mismas cuya masa es igual a M.

Rpta,-sM (b2+c2), -M(c2+a2), -3M (a2+hb2).
3

Si S es el sélido en el primer octante limitado por los planos coordenados, la esfera

2 2 2 . . .
X +y +z =4 yelplano x+y =1, si ladensidad en cada punto (x,y,z) es igualasu

distancia al plano XY, hallar la masa de este s6lido. Rpta. —
12

Hallar el centro de masa del tetraedro de vértices (0,0,0), (a,0,0), (0,;,0) y

a 2b 2
(0,0,¢), (a,b,c > 0) si la densidad en cada punto (x,y,z) es yz. Rpta. (2——3 ,?c)

Del octante de la esfera x2+y2+z2 <c2, jc>0, y>0, z>0, se ha cortado el
cuerpo OABC, limitado por los planos de coordenadas y por el plano

X
_i_y =1 (a<¢c, b<c). Verfigura

a b
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45)

46)

47)

48)

49)

50)

Eduardo Espinoza Ramos
Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto (x,y,z) es igual a la cota z
. b, 2 2
del mismo. Rpta.i (6c -a 2b ).
24

Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que tiene por altura h'y por radio de

la base a, con respecto al eje que sirve de didametro de la base del propio cilindro.
2 2. a
Rpta. (3a +4/; )--—-

Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la

base ay de densidad p, con respecto al diametro de su base.
a2hpn 2 2
Rpta.————eo— (Ba +2/i )

Encuentre la masa y el centro de masa del sélido S limitado por el paraboloide

z=Ax2+Ay2,yelplano z=a (a> 0). Si Stiene densidad constante k.
Rpta. » —, (0,0,2a
p o ¢ )

Encuentre la masa de un hemisferio s6lido H de radio a si la densidad en cualquier

punto es proporcional a su distancia al centro de la base.

n kaA
Rpta. — , k= constante

Obtenga la masa del sélido limitado por las esferas x2+y2+z=4 y x2+y2+z2=9

si la densidad voluminica en cualquier punto es k”"x2+y 2+2z2 .

Rpta. 65 kit kg.

El sdlido homogéneo limitado pro el cono z2=Ax2+Ay2 entre losplanos z=9 y

. . L . k
z = 4 tiene una densidad voluminica, en cualquier punto de k (en _g_) calcule el
m

. . . - 32
momento de inercia respecto al eje Z para este solido. Rpta. — knkgtm2
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CAPITULO VIl

7. ...INTEGRALES CURVILINEAS O PE LINEa I

Pre-requisitos.- Para la comprensién adecuada de este capitulo de las integrales

curvilineas se requiere del conocimiento previo de:

- Caélculo diferencial e integral.

- Funciones vectoriales de variable real.
- Funciones de varias variables.

- Superficies.

- Parametrizacion de curvas.

Objetivos.-  Establecer los fundamentos necesarios para la identificacion de los tipos de

integrales curvilineas asi como sus respectivas aplicaciones. Al finalizar él

estudio de este capitulo, el alumno debe ser capaz de:

- ldentificar los tipos de integrales curvilineas.

- Utilizar las integrales curvilineas en las diversas aplicaciones.
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74!
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Introduccion]

Si f\[a,b]-—- >R, es una funcién continua en [a,b]
entonces Jaf(x)dx =F(b)~ F(a)donde F’(x) =f(x)

Vxe[a,b] (integral definida); es decir, que la integral
se realiza sobre el intervalo cerrado [a,b].

Ahora generalizaremos ésta integral, en donde la funcién f sea continua sobre la curva

-
C: a(t) ya estas integrales le llamaremos integrales curvilineas 6 de linea y

denotaremos por Je fds , es decir:

Consideremos una curva regular a\\a,b\---—-- >R3, tal que: a ([fly>]))=Ce R3 es su

imagen de a_*. Sea/: Ce R3 ------ >R, una funcién definida sobre la curva C e R3.

Cuya representacion grafica haremos de la siguiente manera:
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Consideremos una particion del intervalo [a,b], P =[t0,ti t2,....... t,.} tal que

a=t0<tl <...< tn=b, estos puntos determinan una particiéon en la curva C por medio de

- > ¥ v oy
los puntos: a(a)=a(t0), a(t2)....a(in)=a().Ahora en cada sub

intervalo  [tj.j,tj], i = 12,..n, tomamos un punto arbitrario tj' tal que
mn

_y.
a(ti)=(x/.y™.Zj") e C, enseguida formemos la sumaf(xj', y{ ,zj ")ASj, donde AS;j
=

es la longitud de arco de la curva C de a (tj_j) aa (tj) y sea |ASj| la maxima longitud de

arco correspondiente a la particion considerada.

172  Definicion!

n

Si existe un ndmero L tal queVe>0, B5>0 y IfiV.y/.OASi-L <e ,para
i=

toda particién con |ASj| < %, entonces existe la integral curvilinea de f con respecto a la

longitud de arco AS; y lo representaremos por:

f(x,y,z)dS=lim fixXityi'.z"AS™I

il->0 —-
lasil->0

[7.3  Propiedades Fundamentales de la integral CurvilineaJ

12 Consideremos una  curva regular  a: [a.b\-—- >R3 definida  por

-

¥ -¥ .
a(t) =(al(t),a2(t),ai(t)) tal que a([a,b]) =CczRes la imagen de a Si

/[: Ccii3-——-- >R, una funcién continua sobre C, entonces

£ f(x,y,z)dS=£ f(a(t)). [|a"(t) ||[dt=£ f(ax(t),a2(f),«3(/)).||a"(t) || dt

donde |la‘(i)||="al'(02+a2'(")2+a2'(t)2

esta integral recibe el nombre de integral curvilinea de primera especie.
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Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea J (x2+y2)ndS, donde C es la circunferencia
e

X =acost,y =asent
Solucién

La curva C en forma paramétrica es dado por:
C: a(t) = (acosi,asent), 0<t”™2rc
a X a'(i) =(-aseni,aeos/) => |la'(Oll=a

—
como dS =| a'(t) |[dt => dS=adt

Fr 2, VIR B 20l ool ke B o2y 2¥1 5 2

(@ cos T+a sen 0

f (x2+y2)ndS = 2aln+in
JC( y 2)

Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea J (x2+y2+122)dS donde la curva es definida por

C: a(t) = (cosi, seni, t), 0<t<2n.

Solucion

Como C: a :[0,2/r]--—--- >R es una curva regular definida por:
> > -» _
a(i) = (cosi,sen/,/) => a'(i) =(-seni,cosi,l) = |la'(i)]|]=v2

como dS =||a'(i) ||di => dS =V2rfi, entonces

J (x1+y2+z2)dS=1] (eos2i+sen2i+i2)V2dt=V?J] (I+i2)rfi=———(3+4?r2)



Integrales Curvilineas o de Linea 753

f ds
Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea J —-----2--—---,

donde C es la primera espira de la
cX +y +z

hélice circular x = aeost, y=asent, z=bt

Solucion

Sea a:[0,27r]--—--- >R [ a (i) = (acost, asent,bt), la curva parametrizada donde

dS=Ja'(t)||dt => dS=Va2+bh2dt,entonces

T ds = rat a'(t)\\di = /2 2fn dt
cx2+y2+z2 Jo a2eo0s2?+a2sen2t+hb2t2 a2+b2t2
Va2+62 jii* Va2+¢2
R arctg— /' = ¢ arctg( )
a ab

a

Observacién.- Cuando se tiene una curva plana y = cp(X) ,

a<x<b yf(xy) es una funcién
continua, entonces la integral curvilinea se calcula mediante la formula.

Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea j y2sen3xVI+eo0s2xdS, donde C es el arco de la

n
curvay = sen X, desde el punto (0,0) hasta el punto (—,1).

Solucién

— )2dx- Vi+eos2xdx

Como la curvaesplanaC: y=senx, 0<x <tc/2, dS = {/ 1+ (
dx

J'y 2sen3k-\1+e0s2xdSs =J  sen2xsen3XVI +c0s2x Vi +€082xdx

1/2 ] . 522
.J se« jo(1+ eos = (1- eos jo)“(L+eos x)senxdx
[¢] Jo
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12 6 4 2 .
:'I; (eos” x-co0s x-cos” x+l)senx<ix

eos'x eos°x  eosSx 1~13

- ( H + COSX) /

7 5 3 '
111 64
=(0+0)-1) =-—-
7 5 3 105

. VAN
22 Consideremos una curva regular a:\a,b\---—--- >R definida

ay(t) =(al(t), a2(t), a3(t)) tal que a_*(ia,g,>]) =CeR 3es la imagen deg*.

Si P,Q,R: CaR”"™-—-- >R son funciones continuas sobre C, entonces:

J P(x,y, 2)dx+ Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz = jtioi (t),a2(t),a3(t))ax'(t) +

f Q(al(t),a2(t),a3(t))a,2 (t) + R(al (t),a2(t),a3(t))a'3 (nN]rff

Estas integrales reciben el nombre de integrales curvilineas de segunda especie.

por

Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea ] ydx +xdy, donde C es el le cuadrante de la
(S

K
circunferenciax = Reost, y = Rsent desde /, =0 hasta f, =—.
2

Solucion

-» 2 N
Sea a\ [a,b\--——>R tal que a(t) = (Rcost, Rsent) para 0- | - ~ la curva parametrizada.

ix = [?eosf jdx =-Rsent dt

[y = /?senr [dy = Rcostdt

N
fydx +xdy = Rszent(-Rsent)dt + Rcost.Rcost dt

, fir/2 , Sen2i /it/2

, , , firf2 ,
=R f]]o (eos f-sen t)dt-R gonStht:R -------- =R (0-0) =0
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. . o fxdy+y dx .
Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea J —j-J---=-donde C es la cuarta parte de la astroide
c X 4y~

X = Reo0s31, y=R sen31, desde el punto (R,0) hasta el punto (0,R).
Solucién
La curva parametrizada es dado por.

N

r 2 . i n
a'.[a,b\-—- >R /[ a(t) =(i?cost, Asen t),0<t<?

jx=Reos t dx = -3Acos2.seni dt

2
[y = Rsen31 dy = 3Rsen t.costdt

x2dy -y 2dx  ff R2cos6 r(3Asen2 t.cost) + R2sen6 t(-3Rcos2tseni)

c X5,i+y5" Jo /i5/3 e0os5 1+ i?5/3 sen51 *

.43 ricos7 fsen2 f+sen7/eos2 t 3r™N*f (eos5 i+ sen5 i)sen2i.cos2t
=ja | - ; dt=3R"RI - - dt
Jo eos i+sen t Jo eos i+sen i

2. 2., l-cos4i 3RIIR, Send/, i\  3RiRd
=3RtjRI sen“i.cos“tdt =3RAR\ — dt = (i y = 2RI
Jo Jo 8 8 4 lo 16
xy2d 2 2 2
Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea |—y y—,alo largo del circulo x +y =a en sentido
X +y
antihorario.
Solucién

. . . 2 2 2
Parametrizando la circunferencia x  +y  =a"~ se
tiene x=aeos0, y=asen0

Luego la curva C en forma parametrizada es dada por:

C: a:[a,b]-—-- >R /a(Q) =(acos0,asen0)

0<0£2n
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————— = en 0.eos 0al
X2+y2 Jo fl cns fl+o sen fl Jo

| xy2 _F2na.cosO.fIZsenZO.aeosO¢'0 aZIQkS 2N 1nan

2
a™n
=— fa-c0s40)i/0 =— (0-fELfU) IIK=— (2n-0) =
8 Jo 8 4 "o 8

Observacién.-  Si P(x,y) y Q(x,y) son funciones continuas e y= <p(x), a < x < b es la ecuacion de

una curva plana C, entonces la integral curvilinea se calcula mediante la formula:

£ P(x, y)dx + Q(x, y)dy = JM 00) + Qe (p0)xp* (lrfr

Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea Jy2dx+x2dy, donde. C es el segmento de la recta
y=2x+3, de A(-1,1) hasta B(2,7).
Solucion

Sea C: y=2x+3 , -14x<2 curvaplana
j'y 2dx-x2dy —J [(2x+3)2+x1{2)"\dx =" (6x2+\2x +9)dx = (2x3+6x2+9x)j ~
= (16 +24+ 18)-(-2+6-9) =63

i . . X 2dx lydy
Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea | jommmmmes t 5 g, donde Ceselarcode y = —

CVA T 4% 4> 2
de (0,0) hasta (2,2).

Solucioén
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- Sl rd‘y + — dx
JTV 4xd+y2® Jo T~ x4 2

Vo
I -7

=JV, m+ 4Xj)dx =f254—jc2 +21n[l16+x2|1/2
0\J4Z7 16+X | 1 "i'0

( x 2 dx 2y j2 x"zdx X 2X

={0*2 In20) - (-4 + 2 In 16) :4+21nA:

N
3a Silacurva C: a(t) = (al(t), a2 (t), a3(/)) parat g[a,b] unacurva seccionalmente regular,

entonces una particion a —~ < fj <12 <...<tn=b, existe para [a,b] tal que C, resulta ser
la union de las curvas regulares 'C=C, u C2u...uCn, donde Cl:a,(i) ,te[a /],

C2:a2(t) ,te[i,, i2], C.," «,(N,"(e é] ysea/: CczR3--—-—-- » una funcion

definida en C, entonces se tiene:

i f(x,y. 2)dS = f f(x.y,z)dS+ | f(x.y,2)dS+..+ [ /(*.y 2)dS =V
L0y, D88 = £ f0y.)dSe ] 10y, 988+ [ 1%y, 985 =V

f f(x,y,z)dS
i=j JCJ

Ejemplo. Encontrar la integral curvilinea Jydx+ 2xdy, si C es el contorno de un rombo en

sentido inverso al de las agujas de un reloj y cuyos lados son las rectas
X X X x V
_+Y:1, _+¥:-1 ,_____y:]_ , —————- = -
32 32 32 32



X . .
C3: KA A 1, parametrizando se tiene:

a3(0=(3/-3,-2i), 0<t<1

X
C4: —- y—: 1, parametrizando se tiene:

a4(0 =(3/,2i-2)
J]z: vax + ZXdy:}Je, ydx + 2xdy+ b ydx + 2xdy+\/gydx + 2xdy+\”nydx+2xdy
= 3j2r(-3) + 2(3- 3)2\dt +jj(2 - 2i)(-3) + 2(-3t)(-2)]dt +
+|[-2i(3) +2(3*- 3)(-2)]dt +jj(2,1- 2)3 + 6t(2)]dt

12-18i)<//+ f'(18f- 6)dt + ['(12-18t)dt + [\ISt - 6)dt
( <li+ yat+ [ ydt+ [\ )

= fl2dl = 12//'0 =12
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Notacion.- Dada una curva C parametrizada por a (i) con una cierta orientacion, cuando se le

—
reparametriza por una funcién co(t) que le invierte la orientacion, entonces se le

denota por C_.

Al estudiar las integrales de linea nos interesa no solamente el conjunto de puntos que une a la curva

C, si no la manera como ha sido orientada, es decir, la parametrizacion a (r).

fr4  Definicion.]

A una curva C con una parametrizacion a (i) se le llama camino o trayectoria. A las

—
integrales de linea se le ha dado muchas notaciones, por ejemplo si un campo vectorial F en

Rn es una funcién definida sobre un conjunto abierto U cR ™ y con valores en R™, es decir.

F: UczR"" ---—-- >Rn, tal que:

F(x) = (FI(x),F2(x),...,Fn(x)) donde x =(X,,X2,...,X,,)

-» - = —= —=
paran=2 denotaremos x - (x.y) , F(x) = (P(x),Q{x))

-

n= 3 denotaremos x=(X,y,z) fF?x) = (P(x),Q(x),R(x))
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Campo vectorial F sobre el conjunto abierto UaR ™

Luego si F: R >R’ tal que :

F(x.y.2)= P{x.y,2) i +Q(x,y,2) ] +R(x.y.2) k ¥

r=xi+yj+zk donde dr =dx i+dyj+dzk ala

integral curvilinea denotaremos por:
\c F(x,y,z).dr =jc (f\x,y,z) i +Q(x,y,2) j+ R(x,y,z)k).(dx i +dy j+dzk)

=| MP(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz

Observacién.- En una integral de linea, la curva a lo largo del cual se realiza la integracion se

denomina camino o trayectoria de integracion, si el camino de integracion es una

curva cerrada se denota de la manera siguiente.

8§~ F(x,y,z).dr £ F(x,y,z).dr

(antihorario) (horario)

Ejemplo.-  Calcular la integral de linea del campo F(x,y) = (x2 ,yz) sobre la parabola C: y = x°
desde A(0,0) hasta B(l,I).

Solucion

Parametrizando lacurva C: a (t) = (t, t ), te[0,1]
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como F(jr,y):(xz,yz)
F(a())=F(M2)=(fV)
\c F(x,y).(dx,dy) =Jq(t2,t4)(dt, 21dt)

CP 2, B 6 2
- (P M=), 07 5

ahora reparametrizando la misma curva C por otra funcién

V7
®(0 = t € [0,4] ; F(x,y) = (x2,y2) ent F(<o(D) = F(—
( [0,4] ; F(x,y) = (x2,y2) entonces F(<o(i)) (2 416

fF X,y)d7= 1)*= Nt —)f=-
SFmaT= e a4 B e T s

por lo tanto se observa quepara una curva fija C el valor de la integral no varia Jc F.d7 sies

gue la curva esta descrita por varias parametrizaciones que preservan la orientacion original.

Xjemplo.-  Calcular la integral de linea de F(x,y) = (x 2,y 2) a lo largo de la pardbola y = x 2

desde el punto B(l,1) hastael punto A(0,0).

Solucion

Observamos que es la misma curva del ejemplo anterior, pero recorrida en sentido opuesto de
modo que denotaremos por Cparametricemos C_ mediante:

C:@®0=(1-M1-0 ), te [0]

icF(x,y)d? =jbF (I-t,(I-t)2)dt

=ACC-r)2, (1-1)4) (-1. - 2(1-1)))dt

(1-r)3,(1-Q6 /»_ 2
=r[-(i-02-2(i-0 > = (

3 + 3 3



762 Eduardo Espinoza Ramos

observamos que al invertir la orientacion, el valor de la integral cambia de signo, méas no de
magnitud.
\

N

Observacion.- Sean a (f) y a(t) dos caminos de lacarVaC.
1) Si a (t) y a>(t) originan la misma orientacion de C.

X F(a(t)da (t) = fc7 (2(t))d (i)

1) Si a (i) y a>(t) originan orientaciones opuestas de C.

FooFe()da(t) =-), Fe())dZ(1)

p-s  Independencia de la Trayectoria éa Integrales Curvllineasj

En general, el valor de una integral curvilinea depende del integrando, de los dos extremosy
del arco que los une, sin embargo, existen casos especiales en los cuales el valor de una
integral curvilinea depende solamente del integrando y de los extremos, mas no de la
trayectoria sobre el cual se realiza la integracion, esto ocurre, cuando la forma diferencial que

se pretende integrar P(x,y)dx + Q(x,y)dy es exacta, es decir, que existe una funcién
2
f:DczR - >R tal que: df(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy, en estos casos las integrales

curvilineas solo dependen de los extremos, bajo estas condiciones, decimos que la integral

curvilinea es “independiente de la trayectoria”.

El siguiente teorema establece la relacion entre las integrales independientes de la trayectoria

y las diferenciales exactas.
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Supongamos que P(x,y)dx + Q(x,y)dy sea una diferencial exacta, es decir: existe una

funcion f: De R -——-- >R, tal que: df(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y) dy y consideremos una
curva regular a_*\[ra,b\ ------- >R-g definida  por a_2t) = (al(t),a2(t)) tal que
—* _*

a =Ca R2 es laimagen de a entonces:

£ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =f(ax(b),a2(6))- f(ax(a),a2(a))

Demostracion
Definiremos la funcion F(t) mediante: F(t) = f (aj(f), a2(t)) , a<t<b
calculando su derivada por medio de la regla de la cadena
F(r) =/"(<*,(1), a2(t)).ax\t) + f2\ a x(t), a 2(t)).a2'(t), de donde
F'(i)= P(ax(t), a2(t)).al'(t)+Q(al(t), a2(r)).a2'(0

integrando miembro a miembro tenemos:

J F()dt =\ P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = F(b)~F(a), por lo tanto

J P(x,y)dx+ Q{x,y)dy =f(ax{b), a2(b))~f(ax(a), a2{a))

Supongamos que P(X,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, sea una diferencial exacta, es decir
gue existe una funcién /: R3--—-- >R tal que: df(x,y,z) = P(x,y,z) dx + Q(X,y,z) dy +
R(x,y,z) dz y consideremos una curva regular a: [a,b\---—--- >R definida por:

—_— + N *
a(t) =(aj(t), a2(t), a3(t)) talque: a([a,6])=Ce R eslaimagende a entonces:

er P(x,y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dy = f(aj (b),a2(b),a3(b)) - f(ax(a),a2(a),a3(a))
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Demostracion
Definiremos la funcion F(t) mediante: F(t) =f(a 1(t), a2(t), a3(r)) , a<t<b
calculando su derivada por medio de la regla de la cadena
F'(t) =/i'(a,(i), a2(), a3(i)).ar (i) +/ 2'(ai(i). a 2(t), a 3(i)).a2'(i) +
+/'3 («1(0, «2(0, <*3(0) 0'3 (i)
F\t) = a2(t), a3(t)).ai'(t) + Q(ai(t), a2(t), a3(t).ct2\t) + R(ai(t), a2(t), a3(t)).a3'(t)

integrando miembro a miembro se tiene:

JV («i(0. «2(0 »a3(t)).ct{{t)+Q{a\(t), a2(t), a3{t)).a2\t) +R (a{{t), a2{t), a3(t)).a3 (t)]dt

4bF(t)dt = F(b)- F(a)
£ P(x,y, 2)dx+ Q{x,y, z2)dy + R(x, y, z)dz = F(b) - F(a)

=f(al(b), a2(b), a3{b))~/(a, (a), a2(a), a3(a))

Observacién.- Lac .presion P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz es una diferencial exacta, si se

cumple:

dp do dP dR dQ dR
dy dx dz dx dz dy

ahora si P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz, es una diferencial exacta, quiere decir que
existe una funcion f(x,y,z) tal que :
df(x.,y,z),

n df df{x,y,z
=P(x,y,z), - =Q(x,y,2), -memmmomee = R(x,y,2)
dx dy dz

Luego para encontrar la funcion f(x,y,z) se sigue el procedimiento siguiente, siempre y

cuando reuna las condiciones necesarias.
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- — — —JU -
cf(x.y.z) )
------------- = P(x,y,z), integrando con respecto a X
dx [ ]
f(x,y, Z):J P(x,y, z)dx+g(y, z) .,,(l)

ahora derivamos con respecto ay.

8
____________________ V.Z2)dX+— ,2) = Q(X,y,z
=y oy ) Olyg(y ) = Q(x.y,2)

d d f "
—-g(y<z) *-Q(x,y;z) - — JP(x,y,z)dx, integrando respectoay
dy r'dy

sovey =jie(x,W,2) < JP(*y, 2)dx]dy+ h(z) v
reemplazando (2) en (1) se tiene:

f(x,y,z) =jP(x¢y,z)dx +j*[Q(X,yvz)-aJP(X.yyZ)dX]dy +h(2) - (3)
ahora derivando respecto a z ala ecuacion (3)

d™af,Z2) =iztf PX'y’z)dx+\ y’ P(x’y ' 2)I&JIN]+7!"(2) = R(x>y>z)
h'(z) = R(x,y,z)-"-[J P(x,y, 2)dx+j[Q(X,y,z)~-"-jP(x,y, z)dx]dy], integrando
h(z) = J JP(X, Yy, z)dx+ JQ(x,y,z)—-~j P(x,y, z)dx]dy]]dz _ (4

por ultimo reemplazando (4) en (1)

F(x,y,2) =JP(x, Y, )dx + ][ Q. Y, 2) - ~ ] P(x, y, 2)dx]dy+

+ JW X,y.0-— [J P(x,y, z)dx+\1Q(x,)/,Z)_/jP(x,y, z)dx]dy]dz]
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Observaciéon.- Si P,Q,R,:Ua R - >R son funciones continuas en U, y sea C unacurva
regular cerrada contenida enU con representacion paramétrica a: \a,b\---—---- >R
4 - =

tal que: a ([a,6])=C y a(a) =a (b) y si P(x,y,2)dx + Q(x,y,z2)dy + R(X,y,z)dz es una diferencial
exacta entonces:

Je P(x,y, 2)dx+ Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz - 0
Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea
J(xlycosx +2xysenx-ylex)dx+ (x2senx~2yex-y)dy donde C: x+ty = 1, 0 <x<|

Solucion

dp _ 2 - n
P(x,y) =x2ycosx+2xysenx-y2ex &_X eosx+2xsen x - 2ye

Q(x,y) =x senx- 2yex-y — = X2e0sx+2xsenx- 2ye'

dx
de donde d—P = d—Q , €S exacta, entonces
dy  dx
3 /: R2—>R,taique *<¥>-P(x,y) Yy
dx dy

af(x, 2 20 .
ar(x y). P(X,y) = X y eosx+ 2xy senx -y el, integrandojespecto ay
dx

I(*.y) =]"i*1ly eosx + 2xy senx - y 2ex)dx + g(y)

1(*>y) =Jd(x2y senx-y2ex)+g(y)

f(x,y) =x2y senx-y2ex+g0>)

X derivando con respecto ay..



Integrales Curvilineas o deLinea 767

df(é('y) =x2senx- 2yex+g'(y) = Q(x,y)
y

n

x’ senx-ZyeX +g'(y) =x’ senx-2yeX -y entonces g'(y) =-y = g(y)=~~
_.2 2 Xy -
/(X,y) =x"ysenx-y e ——, porel teorema (6.6) se tiene
2
J (x2y cosx +2xysenx-y2ex)dx + (x¢senx-2yex-y)dy =J  df(x,y)

=/(X,7) =/(1,0)®/(0.1) =0-(0-1-]) =Y

Ejemplo.- Calcular J exeosydx - e xsenydy donde C es cualquier arco de (1,0) a(0,1).

Solucién

P(x,y) =e eosy \dP-= -e seny
dy
8Q

Q(x,y) =-exseny dx -e seny

Como— =

entonces la expresion exeosydx-exsenydy es un diferencial exacta,
dy  dx

entonces 3 /: R2--—--- yR, tal que d =P(x,y) vy N = Q(x,Y)
X Yy

df(;’y) =P(x,y) =éxeosy, integrando respecto ax.
X

f(x,y) =je* eosydx +g(y) =exeosy +g(y), calculando la derivada respecto ay.

df(dX,Y) =-exseny+g'(y) = Q(x,y) =-exseny ,g'(™)=0=> g(y)=c
y

f(x,y) = cosy
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Aplicando el teorema (6.6) se tiene

frexcosydx-exsenydy =§(165df(x,y) =f(x>y) =f(0,l) - f(1,0) =cos 1-e

Ejemplo.- Demostrar que la siguiente integral

J 2xyz2dx + (x2z2tzeosyz)dy + (2x2yz +y eosyz)dz es independiente de la
trayectoria C; y evaluarla para cuando C va de (0,0,1) hasta (1, 1, 2)...
Solucion
P =2xyzl ap ="2x22 dP— =4xvz
dy dz
Q=x2z:2+2€0Syz > @:fxz 2,02 = 2X g+eosyz-yzsenyz
dx dz
dR drR 2
2 — =4 — =2X"z ¥ -
R=2xyz+ycosyz dx e dy Zreosyz- yzsen vz
dP_dR_ SQ_SR
como
dy dx’ dz dx’ dz dy
aly >
como es una diferencial exacta, entonces 3 f: R3--—-- >R, tal que ————% =P(x,Y,2),
X
dy dz
daf(x, y, ¢ N _2xyz2, integrando respecto ax => f(x,y,z) = f2xvz2dx+g(y, r)
dx ) i

1(x,y,2) :x2y22+g(y,z), derivando respecto ay.

df(x.y, 2) =xV + g:(y,z) = Q(x,y) =X % Si\giéggyz
oy

g ‘(y,z) =zcosyz, integrando respecto ay
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a(y, z) = Jz eosyzdy + h(z)

769

g(_y,z) = sen_yz+A(z) reemplazando en f(x,y,z)=>/(x,y,z) = x2y22+senyz +h(z)

derivando respecto az. => — l@VZ- =2x2yz +yeosyz+h'(z) =R(x,Y, z)

2jc2yz+_ycosyz+/i'(z) = 2x2yz+jcosyz =» h\z) =0 => h(z) =c, por lo tanto

f(x,y,z) =x2yz2+senyz

-[:2xy22dx+ (x%2+ zeosyz)dy + (2x%z+ y cosyz)dz = I(E\(g)d f(x,y,z)

)

=f(x.,y.,z)=/(1,j,2)-/(0,0,1)= («+1)-(0+0)=n+1

J) —>cdx -y dy- zdz

Ejemplo.-  Calcular la integral curvilinea

Solucién

-xdx-ydy-zdz

) (x2+y2+z2f 2

Laexpresion — *
(x +y +z)

f(x,y,z) = CL 2,porlotanto
X“ 4y +z

Mdx.f) -xdx-ydy-zdz  fW«/)

S« )

es la diferencial total c

5T17T = ¢ (/4

0
J@be) (x +y +Z ) J(a,A,0)

yid2+e2+f2 JT T in c?

' (a,b,c)



770 Eduardo Espinoza Ramos

. . * ds . . .
1) Calcular laintegral curvilineaJ —--—%, donde C es la primera espira de la hélice

X +y
Xx=aeost,y=asent, z=at

Solucion

La curva C parametrizada es dado por:

C: a:[a,b]—- >/J3/ a(t) = (acost,asen/,at), 0 <t<2ji como

ds g a'(i) ||dt => a'(t) = (-asent,acost,a) ysumoéduloes:

|a'(t) |-a/«2sen2t+a2cos2t+a2 =Va2+a2 =a-Jl

z2dS 3 at /—f2r aatZIa-Jhdtiﬂ_Zni
. - N -
ng +y I ?eos Ltten% jO tzd —4-/Q — _

+a

* j2n

2) Calcular la integral curvilinea f — , donde C es un segmento de la recta que une

Chx2+y2+4
entre si los puntos 0(0,0) y A(l,2)

Solucién

% 2 A _*
Parametrizando el segmento a:[a,b]--—-- >R tal que a(t) =(t,2t) = a'(t) =(12

entonces ||a‘(t) |=V5,como dS =||a'(?) | dt =-J5dt => dS =-J$dt, entonces

a(a)=(0,0)=(a,2a) =>a=0y a(b)=(12)=(b,2b) =>>=1

f ds fi V5t fi -Jldt  r  r-ze—-
| I I »

mJx2+y2+4 VI2+4f2+4 F V 7

=INV5+3- InV? = InMMyT)

/o
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3) Calcular laintegral curvilinea  (x-y)dS, donde C es lacircunferencia x~ +y 2 =ax
Solucion
Sea C: x?+ y 2 - ax, completando cuadrados se tiene:

( y_u

»2 .
SC(x-—) +y’ = ahora parametrizamos la curva C.

a a
X ———0S6
2

2
a
y =—sen0 y =—sen0
2 2
Luego lacurva parametrizada es expresado por

cc\a,b] - --»y2/ai0")=(~(l +cos0), —sen0),--—-- E6 <,—
2 2 2 2

2 2
a'(0)it-~sen0,]| 11a*(0) ||= sen20+ " -e0s20 =y
como dS =|[a’<0)8dQ="~dQds =| dO

c al ff
—do = — J ~(1+coso - sen0)¢0
4 -i

a—4 {O+sen0+c050f //i

=2 J(E+1+0)~—y -1 +O =¢, (*+2)
f 4 4

.JC(x-y)dS =2 (n +2)
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4) Calcular la integral curvilinea(2z - -Jx2 +y 2)dS, donde C es la primeraespira de la linea
helicoidal cénica x =teost,y=tsent, z=t
Solucion
Lacurva parametrizada es dado por:C: §[a<k\ ------ : >/R_A/ a(t) =(tcastjsent,t), O<t< 2jé

—»> -
a'(i) = (cosf-/senf.sen/ +/cos?,l) como dS =|| a'(0) || dt entonces

[a*'(0) |=-J(cos/-fseni)2+ (seni+icosi)2 =V*2+2 , por lotanto dS =-Jt2+2 dt

JM2z-JIx2+y2)dS = (2i-Vi2eos2t+t2sen2t)"t2+2dt

5)Calcular la integral curvilinea J x~Jx2-y 2dS, donde C es una linea dada por la ecuacion

(x2+y2)2=a2(x2-y 2) (x2:0, mitad de laLEMNISCATA)

Solucién

Sea, C: (x2+y2)2=a2(x2-y2) x > 0 pasando a

coordenadas polares-se, tiene: x =teos 0,y =rsen 0 ...(1)

(r2eo0s20 +r2sen20)z =a2(f2e0s29 —r2sen20)

~ ()

reemplazando (2)?eiiti>setiene:

x =aVeos20 cosO , y =aVeos20 sen0
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por lo tanto la curva parametrizado es dado por:

C: a: [a,¢,]>R2/ a (6) = (aVcos20 cos0, a>/cos20 sen Q) , ----------- <0 <s—
4 4

como dS =|| a'(0) || dO, calculando la derivadade a (0).

» sen20.cosO+sen0.cos20 c¢o0s0.cos20-sen20.sen0
(O) :«( ““““-““\/COSZO \/cos20 o7 =N >
+
; . (é)kéenzgeoso senOeosZO“? oosO es20-sen Doy a
alcos 20 Veos 20 "Veos 20
do = ——I—_:>dS °4Q
Veos 20
j xyx —y dS j £ «e0s0 V60520 Va2 e0s 0.c0s20-a > cos20.sen 20 — 99=
Ve0520
:\]" a2cos0 -~a2c0s20(cos20 - sen20) dO
4
= a2cos0acos20 /0 =a3  (cos30 +cos0 )¢ 0
T ~T
, sen30 /X 2V2
=a (----—-- +sen0)/ = meeee- f
« 3 T 3
6) Calcular la integral curvilinea j' xyzdS, donde C es una cuarta parte de la circunferencia
ff2
x2+3; Ez = R2, >% +2y =— situada en el primer octante.
4
Solucién
X2+y2+z2=R2 ..(1)
Sea C N2 parametrizando la curva C se tiene: de la ecuacion
*2+/ = — ..(2)
4

(2) proyectamos al plano XY.
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R
X = — COSo
; ©)
, 9e O .
R [ ] _ZJ
=—sen#
2
V3
ahora reemplazando (3) en (1) tenemos: RI cos'?\ﬁ-i-s%% 6+22=R2 = z=—21/?

Luego la curva parametrizada es dado por:

. 3 -» R R V? n
a: \a,b\--—-- >R /a(9) =(—cos0, —sen0,——-R) ,0<9< —
2 2 2 2

de donde a'(0) =(-y sen0,y cos0) => Ha'(0) I=y

ycomo dS =||a'(0) |[dQ=y dQ => dS=~dQ

\ xyzdS =\ sen0.cos0.—  =-----—J* sen0.co0s0.i/0
o 8 2 16 o

16 32
Calcular la integral 1 (x+ _y)¢/5, donde C es una cuarta parte de la circunferencia
Je #

X+ y +z =R ,2y = x situada en el primer optante.

Solucién
Sea C. O]

. .. 2 2 2 2 2 Lz R1 .
interceptando las dos superficies tenemos: x~ +y”~ +z" = /2" = X" H--—-—-—-——-  (elipse)
. 2 2

parametrizandotenemos. x =-~=co0s9 ,z = Rsen0
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Rcosd
comoy =x =>y =— =—, |uego la curva parametrizada es expresado por:
2
. -» R e0s© if g
a: fa¢>1--—-- / a(9) = (-----------=—, —= e0s9,Rsen9) ,0<9 <—
V2 V2 2

de donde a'(0) = (-—-17-— A7~ -,/?2c0s0) => ||a*(0)||=/?
V2 V2

como rfS=|| a'(0)|rf0=/Ji/0 4> dS=RdO

] *
G_ P~

(x+y)¢S = r-=c0s0.tfrfo :VZ/?Z{J c0s9.d9 =J2R2senG F = yfiR2
c 0 -J2 0
Jc (x+.y)rfo=V2/12

8 Hallar J' [(3x2+6y)cosa- 14yze08p+ 20x22e0sy1ds, sedo C x(t) =(/, t2, /3);

a, p, y los angulos directores de vector tangente unitario a C.

Solucién

2 3 * 2 o
C x(t)=(t,t ,t) => x*(0=(l, 2/, 3/ ) el vector tangente unitario es:

T( t) = —é(-l-)-—: (cosa,cos/3,cosy) ademas dS =|| x'(t) |dt y x'(t) =7(D).]] x"(t) ||
nx’(oll

J [(3x2+ 6y) eos a - 14yzeos P+ 20xz2 eos y]dS

= J (3x2 + 6y,-14yz,20xz2)(cosa,cos|i,cosy)i/5

_N
=i (3x2+6_y,-14yz,20xz2).—i_iil—.| 7" (i)\\dt
Jc -
I x °(oll
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=J (3x2+6y,- Byz,20xz2). x '(t)dt =Jjj(3f2+6t2-14t520i7)(12t, 3f2)dt
= (912 14i5,207)(1.21,311)di
o
= [/ (912~ 285+ 60i9)¢/i = (3i3- 4i7+6i10) [* =3-4+6=5

J [(3x2 + 6y;)cosa-14>zcosf} + 20xz2 cosy]i/5 =5

9) Calcular la integral curvilinea _Q;B%ds si AB es el arco de la parabola semi clbica
]
2 4x3 r- 32-J1
y =-—2~ que une los puntos de y4(3,2>/3) y 5(8,—-—)
Solucién

y=jx V2 , 3<x<8=> y'=x12 =>(y')2=x

dS=-Jl+y'2dx =-Jl+ x dx=>dS = JI +x dx

Jr v Bz ) S—

2 f» r- J— 2 p—

Ix +x+ —n|x+ 1 +Vx™+x []j

20 r£ 1. ,17+16V2
=— V2+—In""-= iL-
3 12 ' 7+472
10) Calcular la integral curvilinea i arctg—)\(/ donde C es una parte de la espiral de
c

Arquimedes p = 2tp, comprendida dentro de un circulo de radio R con el centro en el origen

de coordenadas.
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Solucion

Parametrizando la espiral de Arquimedes se tiene:
X= p eosP,y = psen @ como p=2q X = 2qeos (B
y = 2(psen <a Luego la curva parametrizada es dado por:

N

2 A~
la(<ij) = (2<pcos<p,2<psencp)
ahora parametrizando laecuacion x +y =R

Xx=Reos(p , y=Rsen9
interceptando la circunferencia y la espiral

por lo tanto e [0, —F;]

N | o

Reos p=2peos (p = R=2p P=
N N
a(g>) = (2<peos Pp,2(psen (p), 0 <<p< —

a '(<P) = (2(cos<p-(psen<p), 2(sen(p + <pcos(p)), de donde

ds =|| d(<p) \\dp = 2-J(eos —epsen @) 2 + (sen go+ queos cp)2dtp entonces dS = 2s]1 + <2 d<p

- 7, . I' . 7
=f(I-i>))MQG'l- j [ « 24 12-§
11) Encontrar el valor de la integral curvilinea | —=—5, a lo largo del arco de curva
CXitTyé
sumergida en el espacio de tres dimensiones de ecuaciones x = 3at, y = 3at2, z = 2a(l + 13)

comprendida entre los puntos para los quet=0, t=1.

Solucién
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Sea a(t) =(3at,3at2,2a(l +t3)), O<t<1

a'(l) = (3a,6at,6at2) => | <x(r)[|=3aVI+4f2+414

la (/)= 3a~(1 +2t2)2 = 3a(l +2i2) como dS =||a’(f)||dt => dS =3a(l +2t2)dt

i3ai2.2a(l+ i3)3a(l + 2f2)

Tex2Ay2 € - i3:"  gat2+9alfd
3)(1+2i2) fi i+1
-uPSa dt=2a] (2t3- t+2- Tj—7)di
0 rz+1 0 iz+1

I% (f 2+I)-arctgr lllo

Za\gl-yl-l-22|,-- =2a 1 -1+2--fln2-arctgl

=4a-aln2—
12) Deducir la férmula para calcular la integral curvilinea J F(x,y)dS en coordenadas polares
y la linea C viene dado por la ecuaciéon p = p(cp), (i <cp <(p2
Solucidn

Como C: x=peos(p , y=pseng , <p<q?

ademas dS=J p2+(~"92dtp=J p2+p'2 dep
\}J dP

I F(x,>>)¢S=fV ( pcos<p, psentp)yf2+ p2dtp

. . J* xdx +ydy +zdz
14) Calcular la integral curvilinea | -----,——-1,— , donde C es el arco de la curva
X +y +z

x =2ty =2t+l,z-t +t, que une los puntos Px(0,1,0) y P2(2,3,2).
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Solucién

La curva parametrizada esta dada por: a(t) =(2t,2/+1,t +1)

a(a)=(2a 2a+1la +a)=(0,10) Ja =0
a(b) =(2b, 2ft+1, b2+b) = (2,3,2) U«i

f xdx+vdv +zdz p 2t.2+ (2t +\)2+ (t2 +t)(2t +\) p 2i3+ 3f2+9f-t-2
V  x2+y2+z2 At2+(2t+1)2  +

= =Injid+2i2+922+4i+ /' =+
e 402
15) Calcular la integral curvilinea 555(X2-2xy)dx +(2xy +y2)dy , donde AB es el arco dé la

pardbolay =x2 que va desde el punto A(1,1) hasta el punto B(2,6).

Y: Solucion
b/ Como C:y =x2, 1<x<2 esunacurvaplanaentonces
yA L
= i se tiene: J_ (x2 - 2xy)dx + (2xy +y2)dy
AM \
Ao b«
Or X" = |x2- 2x 3+ (2x 3+ x 4)2x]oK
f2 2 3 4 5 3 x4 4x5 x6 [2
=0 2 rax T 2x ydx= (oI R, X
3 2 5 3 i
128 64 11 4 124 1 1219 |19
=( 8+ 4 -)-(-i-F -F -) =24-8+m =2l = 40—
3 5 3 2 5 30 30
16) Calcular la integral curvilinea j  Y2x +zldy + x2dz , donde C es la linea de interseccion de
e

la esfera x2+y 2+z2 =R 2y del cilindro x2+y2=Rx,(R > 0, Z>0), siendo recorrida en el
proceso de integracion, en sentido contrario al de las agujas del reloj si se mira desde el

origen de coordenadas.



780 Eduardo Espinoza Ramos

Solucioén

X +y +z =R
Sea C: )

, R>0, Z> 0, lacurvade interseccion, ahora parametrizando ta
x* +y =RX

. R R¢
curvase tiene:  x2+y2=Rx => (x—)%+y% =——, de donde

como X*+y2+z2=R2 => z2=R2-x2-y2=R2-RxX

22542 _ @( +—eos1f)—- _______ R eryaf-=DR-- 100N 22 = R seltt £ r= Asentf
2 2 2 2T 2

Sea ¢icfa.é]--—-»i»a/a (/) = (—+—cosi,—seni, flsen—), o <t<zir
. «6 z z

o

F v asCstz cfy+x’dfe=  [—-sen i ( -sen/5 }Vsenzl Rc05|+(rR+—c05|) R cos-yi+
Je Jo 4 2 2 2 2 2

? s R * 2 1 . R ? 4 ti-. I'-J.
. [-----8--sen [+ - sen " —.eo0si+—-eos —.eos—Jai

1 *
= 53 P:/ sendi + sen2—.cosi +cos. —dl
2 o1 2 2
[?3 cosi cos3i seni i sen2i £ 431 2 5| J 2k
+ 2sen-—---—-sen —+—sen —17
T~4 12 + 2 4 8 2 3 2 5 2/ o0
R_ _ /1?3t

nyzdx+zde+x2dz:__’f___7_l_
c 2 (_2)__ 4
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17) Calcular la integral curvilinea (xy ,x)d r,donde dr=dxi+dyj+dzk y Cesel

arco de laelipse x=cost, y=3sent, te [0,n]

Solucién
—* r _* ;
Sea a: [a.ft]------- >R /a(t) =(cost, 3senf), O<t<rc

J (xy2,x)dr =J (xy2,x)(dx,dy) =j*xy2dx +xdy

=J [cosi.9 sen’ r(-senf) +cos/.3cosr]</r =" (-95en3 i.cosi+3cos? t)dt

J- , .3 i 9 , 31/ 3 I
[-9sen i.eosiH— (1+eos 2n)lifr = sen t+—+—sen2i) /
0 2 42 4 Jo
3n 3n
=(0+— +0)-0=—
. f xdv+ vdx . .
18) Calcllesej—-y — siendo C la parte del eje X comprendido entre +oo y el punto
X +y

(a,0),mas el arco del circulox2 +y2 :azsobre el primer, segundo y tercer cuadrante, desde

(a,0) hasta (0,-a), mas la parte del eje Y comprendida entre (0,-a) y +».
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19)

Eduardo Espinoza Ramos

Solucion

Trazando la trayectoria sobre el cual se realiza la

integracion.

Como C=CjuC2uC, ,por lo tanto la integral

expresamaos.

f xdy+ydx f xdy+ydx f xdv+
IC x2+y2 =JC x2+y2 +JC™ 7 y'o+

xdv+v dx

i @

3 X +y
ahora parametrizando cada una de las curvas: Cj: ax(t) =(a—t, 0) , -o0<t<0

f xd‘+ydzx~_‘]fo ((a-f)(0)+0)¢t”/\
c x7+y -» a-t)

3#
C2:a 2(/) = (acos/.aseni) , 0</< —

J* xdy+ydix flyaeost.aeost+asent(-asent)

g Tk a2eo0s2/+a2sen2t
fjf , , f3y sen2/ 37
(eos f-sen” t)dt=J " cos2l dt =---—-- /=0 —@®3)
Jo 2 "o
-» f xdv+vdx f» 0+0
Cc3aj3()=(0,/) ,-a<t<» =>J —\——5-=] ydt =0 ..(4)
€3 x +y ~«<0+1°
xdv+ydx
0
"'Y(,
. . f xd<c+ vilv . . .

Calcular la integral curvilinea J ~=- en el sentido de las agujas del reloj a lo largo

cVI+x2+y2
X2 y2
del cuarto de la elipse ~ + ~ 2'= **Que se encuentra en el primer cuadrante.
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Solucioén

Se observa que la expresion

xdx+ydy ) . -
es la diferencial total de la funcion

wl+x2+y2
f(x,y) =Jl+x2+y2

1 xdx+yay mf Jd f(x,y) =f(x,y)/ .*= f(ao)-flo,b) =Jl+a2-yl\+b2
cJl+x +y (60) " (<w

T 2x y 2—3x2 )
—f dx + -—-- ;— dy, siendo
Cy y

C:x=2-2t ,y=-l +4t,t e [0,1]

Solucion

Sea a: [0,I]------ >R2/a(t) =(2-2t,-1+4/), parat=0, A(2,-1); t= 1, B(0,3)

dP(x,y) 6X
\Y; dy y 4
Sea
v2-3x2 dQ(x,y) 6x
Q(*'y) = dX
como ipgl) - dQ(xy) es una diferencial exacta
ov dx

entonces 3 f(x,y) tal que =P(x,y) vy vh - Q(X,Y)
dx dv

2 ,
=P(x,y) = —Xr , Integrando respecto a x.

y

i df(xv)
dx

2x X .
f(x,y) =J—rdx+g(y)=—y +g(y), derivando respecto ay
y y

783
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df(x,y) 3X 1 3x
- "_4Q"' = ——r =g’ - = - de donde
dy Ve 9" (y) Q(xy)yr v s’(y) y 8(y) =—,
x2 1
f(x,y) =——
(xy) =~
f 2x y2-3x2 f@) 1(0j)
JrTE " 1 F L "X y) ] 0.
=/(03)-/(2,-1) *{0- -M+D — -J+3-1
y2-3x2 8
- 7~" 3

21) Calcular la integral curvilinea J (2xy2+2x3+ 3)dx+(3x2u?—y 3+1)dy , cuando C es el arco
de lacicloide x=t-sent , y= 1l-eost, te [0,2ti]

Solucién

Sea a: [0,2/r]—}—>R2/a{t) = (/-senf, l-cos/),t =0, rt=2v B(2n,0)

dP(x,
_ (Xy):ew‘
iP(x,y) =2xy3+2x3+3 dy
\Q(x,y) =3x2y2-y 3+1 dQOh'y) =6xyl

dx
como Y N oeg diferencial exacta => 3 f(x,y) tal que:
dv tk
cer dv

Si — =/’(x,y) = 2xv3+2x? +3 * iotegando respecto a x.

dx
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I'(2xy3+2x3 +3)dx+g(y) =x%y +2 +3x+ g(y), derivando respecto ay.

£~ - =3xy2+9'(y) = Q(xy) =3x2y2-yi+1=>g'(y) =-y3+1 => g(y)=-"+y

f(x,y) =x2y3+— +3x-"+y

f , , , , 20 /(2n D)
Jo (2XK3+2x3+3)*+(3brV - / +1**'«J(00) d/(x,y) = f(x,y)/ "

=f (2n,0)- f (0,0)=8n4+6n

jc(2xy3+2x3+3)dx +(3x2y 2- y 3+\)dy =8n4 + 6n

rd.o)
22) Hallar la integral curvilinea 1 (xe* eosy - ye*seny)dy + (xexseny + ye* eos y)dx
J(Qn)
Solucién
Veremos si es una diferencial exacta
dp * , *
— =Xe eosy+e ‘eosy-ye sen
P(x,y) =xe* seny +ye* eosy dy y y-y y
— * _ *
Q(x,y) = xe* eosy - ye* seny %Q =xe Yeosy +e "eosy-ye ‘seny
X

dP(x, dO(x, . . . . ;
como — ) = do(x.y) es una diferencial exacta, entonces existe una funcion f(x,y) ftal

dy dx
ue: AL *
q dx y dg H™>.y)
Si =p(x,y) = xe*seny +ye* eosy , integrando respecto a x.

dx

f(x,y) =J (xe*seny +ye*eosy)dx +g(y) = xe* seny-e* seny +ye* eosy + g(y)
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derivando respecto ay.

d N =Xexeos V-e* eosy +exeosy - yexseny +g'(y) = Q(x,y)
y

xexcosy - ye* seny+ g'(y) =xexcosy - yexseny, de donde
g'(y) =0 => g(y) =C
porlo tanto / (X,y) = Xexseny - exseny +yexeosy

<*0.0) ra.o)
| (xexeosy - yexseny)dy + (xexseny +yexcosy)dx = | d (f(cy))

=f(x,y)1~1 =/(1,0)- /(O,y) =(0-0+0)-(0-1+0)=1

W § /

(xex cosy-yexseny)dy+ (xexseny +yexcosy)dx =1

23) Calcular la integral curvilinea

Solucioén

dP(x,y) _y2-x2-4xy

dy (x2+y2)2
dQ(x,y) _y2-x 2-4xy
dx (x§+y%)2
como dP((jx,y) - dQ((jx,y) es una diferencial exacta, entonces existe una funcién f(x,y), tal
y X
=P(x,y) = _Mr, integrando respecto a x.

X+y
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24)

787

f A j
f(x,y) = I—j:_-y~ydx+ g(y) = In(x¥+y%) - arctg£ hg(v) derivando respecto ay se tiene:
X +y y
df(x, y) 2y y +X

X2+yé ity

por lo tanto: /(x,y) =In(x2+y2)-arctg

(2,3 f(2.8)2,3)

) 2X-V * 21/_+x*"
1.777*+7T7 h) df(x'y)=F(x’y)/ @y
=/(2,3)- /(L) =Iny - arctgj + j
Jf(z,3) 2x-y 2y + X 2 3.

— -—--—-rdx-v—r)}/----rdy =in— arctg—+ —
X +y 2 3 4

£(1.2) y - :
Calcular Jog (Ixy +-p-y +sen ny)dx+(X +uTctgx+Ji Xsen2n y)dy

Solucién
idP 1
P(x,y) = 2xy + I sen’ ny 8 = 2x H--l-;-;(-z—+2nsen ny eos ny
Y1+ x2
Q(x,y) =x2+ arctg X +nx sen 2jty dQ - o+ L+ usen2ny
ee I+x¢
s/> dO
como — =— esunadiferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que:
8v  dx ¥ a
dx dy
df(x, 9 _
S by =P(x.y) = 2xv Bt o+ sen ny , integrando respecto a x.
dx 1+ x

f(x,y) =f(2xy +T—=~y+ sen2 y)dx+g(y) =x2y +yarctgx +xsen2* y + g(y)
+X

derivando respecto a y se tiene:

X 2 , _ _ _
R4y 38 ) =Q(*\Y) =12 9’(y)=0 => g(y)=c¢
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d =X 2arctgx +2xnsen nyeosny +g' (y) =Q(X,y)
y

X2+ dLtclgx+ xsen2iy + g'(y) = x2+axclgx+xsen2ny => g'(y)=0 =5 g(y)=c
por lo tanto f(x,y) =x2y +yarctgx +xsen2ny

£(i.2) y 2 2 fg\U)
JN (2xy+---—-—+sen ny)dx+(x +arctgx+xsen2>ry)ify=)""d(f(x,y))

7TJIT+ 4

=f(x, y)/ (00) .(\|/,\2) Il\_/D_O)= (2 + 2arctgl +0)7 2+]2 2

2) y 2 2 n+4
xy\------’\r+sen ny)dx+(x +arctgx +xsen2;ryWy = —-—
t0.0v 1+x 2

25) Evaluar la integral j (2xyl -y 2cosx)dx+(\-2y sznx +?>Qy 2)dy donde C es la parabola
2
Solucion
ap _
IP(x,y) =2xy3-y 2cosx 5y
|Q(X,y) =1-2_ysenx+3x2y2
8
como ip = O—O es una diferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que:
dy dx
- X
dx y d}? (x,y)

Si » dx"‘ =P(x,y) =2xy3- y 2eosx , integrando respecto a Xx.
X

f(x,y) =\{2xy"'-yleosx)dx+g(y) =x2y3-y2sen(x)+g(y), derivando respecto ay
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aw = 3x2v2—2y sen x+ g'(y) = Q(x,y) = 1- 2y senx +3x2y 2, de donde
y

g'(y) =1 = g(y)=y porlotanto / (x,y) =x2y3-y2senx+y

Ve
n

\ ( 2xy>-y2cosx)dx+ (1- 2.ysenx+3x2y2)dy | & d(f(x.y)
(0,0

m n 2 K 2
=/(y,1)-1(0,0) =— -1+1=—

mi(2xv3 cosx)rfx + (1- 2_ysenx-t-3x;y';)<fy:
26) Calcular la integral de linea j""(2x+j’-z)ak+(x-2y +2z+3)i/>+(2.y-x +4z-2)<fe,
donde C es un arco arbitrario de (0,2,-1) a (1,-2,4)

Solucién

Como el arco es arbitrario, comprobaremos que es una diferencial exacta

P:2X+y-Z N =1, =-1
dy 3z
=x-2y+2z+3 = — =1,— =2
= y dx dz
. o dR__, a~*
R *2y- z2%'4z -«8 e

como
dy dx ' dz dx ' dz dy

por lo tanto es independiente de la trayectoria. Como es una diferencial exacta, entones

3/: R3-——->R tal que
ax dy fir

df(x,y,z)

q - P(x,y,z) =2x+y -z, integrando respecto ax,
X
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7.9

1)

2)

Eduardo Espinoza Ramos

f(x,y,z) =3 2x+y-z)+ g(y,z)=x2+xy-xz +g(y,z) - (1)

ahora derivando con respecto ay se tiene: i();—y) =x+0'y{y,2) =Q(x,y) =x-2y +2z+3
y

g'y (y,z) =-2y +2z+ 3, integrando respecto a y
g(y,z) = f(~2y+2z+3)dy+h(z) =-y2+2yz+3y+h(2) —(2)
reemplazando (2) en (1) se tiene:

f(x,y,z):x2 +xy-xz-y2 +2yz+3y +h(z) , derivando a z

>7) _ _x+jy+o+h'(z) =R(X,y,z) - 2y- x+4z-2 , de donde
dz )

h'(z)=4z-2 => h(z)=2z2—=2z

por lo tanto f (X,y,z) =X2+Xy—Xz- y1+2yz+2z2-2z+3y

pa-24)

1 d(f(x,y, 2))
)

. (2x+y - 2)dx + (x-2y +2z+3)dy+(2y-x+4z-2)dz =
' ' ' J(0.2*

Jc
= =/(1,-2,4)-/(0,2,-)

=(1.2-4-4-16+32-8)-(0+0-0-4-2+2+2)=-1+2=1

Ejercicios Propuestosj

Calcular la integral curvilinea J|' (x2+y2)dS,donde C es la curva x = a(cos t+t sen t),
e

y=a(sent-leost), O<t<2rc Rpta. 27r2a 3(1+2;r2)

Calcular la integral curvilinea J-"2y2+22d8, donde C es la circunferencia

X2+y2+z2=a2, x=y. Rpta. 2m 2
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

. . ko1 T .
Calcular la integral de linea J° (X "+y +z Z)dS, donde C recorre una sola vez la interseccion

de la esfera x2+v2+z2=4, con el plano z= 1.

Rpta. 8-V3;r
Calcular J x2yzdS , donde C recorre la interseccion de los planos coordenados con el plano
2x+y+z=1 Rpta. 0
Determine J' (x2+y2)dS, donde C es la semi circunferencia formada por el eje X y la mitad

superior dela circunferencia x2+y2 =4.

Rpta. 87
Calcular J xyzdS, donde C es la parte de larecta x+y+z=1, y=2z que se encuentra en
el primer octante. Rpta.

Calcular la integral curvilinea ] rdS siendo r el radio vector.
e

a) A lo largo de unavuelta completade la hélice conica de ecuaciones paramétricas.

X=ateost , y=atsent , z=ct

b) Ao largo de larecta x=at , z=ct

Rpta. a) - -7 e-[(a2+c2+4n2a2)y2 -(a2+c2)3/2], b) 2n2(a2+c2)

Calcular la integral curvilinea J (x2+v2)2dS, donde C es el arco de la espiral logaritmica
r =aen® (m > 0) desde el punto A(0,a) hasta el punto B(-00,0),

Rpta. a » (e*m -e 271)
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9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular la integral curvilinea a lo largo de la curva en el espacio J (x2+y2+z2)dS, donde

C es la parte de la hélice circular x =aeost,y=asent,z=bt, 0<t<2rc

Rpia. ~j-(3a2+4n2b2)-Ja2+b2

Calcular la integral curvilinea j zdS, donde C es el arco de la curva

x2+y2=2z2; y2=ax desde el punto 0(0,0,0) hasta A(a,a,a-j2).

25+ 4V38
Rpta. 1OOV38 72-17 In(------—---
256-J1 17

Calcular la integral curvilinea J x2dS, donde C es la circunferencia x2+y2+z2 =a2.
2n
x+y+z=0. Rpta. a

Calcular la integral curvilinea J (x4/3+y4n)dS, donde C es el arco de la astroide

x2li + v23 = a2, Rpta. 4a’®

Calcular la integral curvilinea J -Jx2+y 2dS , donde C es la circunferencia x2+y 2 = ax.

Rpta. -Jla2

Calcular la integral curvilinea J \Y\CS, donde C es el arco de la Lemniscota

(x2+y2)2=a2(x2-y 2). Rpta. 2a2(2-V 1)
; Calcular i (x2+y2)dS alo largo de los caminos indicados.
e .

a) El triangulo con vértice (0,0), (0,1) y (1,1) recorrido en sentido contrario al de las agujas

del reloj.
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b) El circulo x2+y 2 =1 desde (1,0) a (0,1) recorrido en sentido contrario al de las agujas

8el reloj. fpta. @} -—-*7 p) 4

16) Calcular J y2dS, donde C: a(/) =(a(/-sen/), a(l-cos/)), 0<t<2rc

256a3
Rpta. a
15
17) Calcular J xvdS, donde C es el contornodel cuadrado |x|+|y| = 2.
Rpta. 0
18) Calcular |-Jx2+y2dS, donde C es el arco de la envolvente de la circunferencia
x=a(eost +tsen t), y=a (sent-leost), O <t<2r

Rpia- -ye[(!+4;r2)32 ]

. X
! xydS, donde C es la cuarta parte de la elipse A 1
c a2 h
ab(a2 +ab +b2)
situada en el primer cuadrante. Rpta. 3(a +h)

20, Evaluar la integral curvilinea \} (x2+ xy)on +(y2 - xy)dy, donde C es dado por x7 =2y del

62
origen al punto (2,2). Rpta. —

21) Evalle la integral de linea j* yx2dx+ (x+y)dv, donde la curva C es dado por y = -x 3 del
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22)

23)

24)

25)

26)

27)

Eduardo Espinoza Ramos
Calcular la integral curvilinea J y2dx- xdy, donde C es la curva y2 =4x desde A(0,0)

4
hastaB(l,2). Rpta. —

Calcular la integral curvilinea j (x2-2y)dx+ (2x+y2)dy, donde C es el arco de

, 1 5
y =4x-1 de A(4—,O) hasta B(I'Z) Rpta. -----

Calcular la integral curvilinea J yzdx +xzdy + xydz, donde C es una arco de la hélice

at
Xx=Reost , y=Rsent , z= I desde el punto de interseccion de la hélice con el plano

z = 0 hasta el punto de interseccién con el plano z = a.

Rpta. 0

Encontrar la integral curvilinea J (x2+y 2)dx+xydy, si el camino que une A(1,1) y B(3,4)

1
es un segmento de recta. Rpta. llg

Calcular la integral curvilinea J(x +y)dx+ (x - y)dy.

a) A lo largo de los segmentos OA y OB donde 0(0,0), A(2,0), B(2,1).
b) A lo largo del segmento OB.
Rpta. a) y, b)~
Calcular la integral curvilinea Jydx-(y+x2)dy,si C esel arco de lapardbola

y = 2 X -X2situada sobre el eje X y recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Rpta. 4
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f (x+y)dx-(x-y)d
28) Calcular el valor de la integral de linea dado por: jp (x+y) j----(--i y)dy
c X +y

donde C es la

. . 2 2 2 - - F3 » N r
circunferencia*” +y "~ =a", recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Rpta. -2n

29) Calcular la integral curvilinea J (x-y)2dx+(x+y)2dy, si C es una linea quebrada OAB

136
donde 0(0,0), A(2,0) y B(4,2) Rpta. —
30) Evaluar J xydx +x2dy, alrededor del cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1) en
ese orden Rpta. —

31) Calcular la integral curvilinea J (x2- 2xy)dx+(y2- 2xy)dy, donde C es la parabola

2 14
y =x (-1<x<1) Rpta. —

32) Calcular yzdx +xydy + xzdz entre los puntos, A(0,0,0) y B(1,1,1) a lo largo de los

siguientes caminos.

2
a) Lacurva C:x =y , z=0 desde A hasta (1,1,0) y larectaL: x=1a y= 1 desde

(1,1,0) hasta B.

b) Siguiendo el segmento rectilineo AB. Rpta. a) —, b) 1
4

33) Calcular la integral curvilinea j(x 2+y2)dx+(x2-y2)dy, donde C es la curva

. 4
y =1+l —c|, 0 ¢ x & 2. Rpta. —
3
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34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

Eduardo Espinoza Ramos

2 2

Calcular la integral curvilinea r {x+y)dx+(x- y)dy, donde C es la elipse X +)l;— =1,
Jc ' a

recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.
Rpta. 0

Calcular la integral curvilinea < fX+5j , donde C es el contorno del cuadrado ABCD
Je h +h

siendo A(1,0), B(0,1), C(-1,0), D(0,-1) Rpta. 0
Calcular la integral curvilinea ; x2ydx-x3y, si C es el contorno limitado por las
c
paréabolas y2 =X, X =y, recorfido en sentido inverso a las agujas del reloj.
12

Rpta. —
P 35

Calcular la integral curvilinea C3xydx+(xy2 +y)dy, donde C es el arco de la curva

J

X -y 4=0 desde (1,1) a (0,0). Rpta. - —

Calcular J (x2-yz)dx +(y2-xz)dy-xydz ,donde C es la curva dada por las ecuaciones

12 t4d de A(0,0,0) 5(111 )
X=1y=—,z=— desde ,0,0) a y=—=—).
2 2 2 2
Rpt L
pta. —
8
Calcular el valor de la integral curvilinea j" yx2dx +ydy, siendo Cla curva de ecuacién
, 2 5tt R4-JI
y +2x - 2Rx=0. Rpta. -------------
: 64

Calcular 5 xydx +(x2-y 2)dy, a lo largode la elipse x2+2y2=4 recorrida en sentido
C

directo. Rpta. 0



Integrales Curvilineas o de Linea 797

42)

43)

44)

45)

46)

47)

‘1 (x - 2y)dx+(2x+y )dy, donde C es el arco de la paradbola y 2:2%ljc-1, desde
c

1 5
(—0) a (—2). Rpta. 7.98
4 4

Calcular J'ydx +(x2+y1)dy ,donde C es el arco de la circunferenciay =V 4-x2 de (-2,0)

a (0,2). Rpta. e+ 8
Calcular J x2tiy, alo largo delacurva y =x3- 3x2+2x desde (0,0) a (2,0).
8
Rpta. —
15
f . 2 2_ 3
Calcular ] (y-x)ife +x“vdy,alo largo de lacurva y~ = X , desde (1,-1) a (1,1).
e
4
Rpta. —
5
f -y dy 2 2
Calcular J_— dx JT P donde C es el arco de lacurva x -y =9 de (3,0)a
c f~ ~2 2
-y -
4
(5,4). Rpta. aresen—

Calcular la integral T (y- z)dx+(z- x)dy +(x-y)dz, donde C es una espira de la hélice
Je

circularx = aeost, y=asent, z="bt, correspondiente a la variacion del parametro t,

desde 0 hasta 2n. Rpta. -2rca(a + b)

Calcularla integral jydx+ zdy+xdz, donde C es la circunferencia x = Reos a - €0s t,

y=Reosa .sent , z=Rsena (a = constante) recorrido en el sentido del crecimiento del

parametro. Rpta. -n R ®eos’a
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48)

49)

50)

52)

53)

Eduardo Espinoza Ramos

. - xy(ydx-xd .
Calcular la integral curwlmea(f@ __y_g_y — y) donde C es el lazo derecho de la Lemniscota

r2 =a2eo0s20 , que sigue en el sentido contrario de las agujas del reloj.

Rpta. 0
Hallar J ydx +zdv+xdz, donde C es la interseccion de las superficies x + y = 2,

x2+y2+z2 = 2(x+y). La curva es recorrida de tal manera que mirando desde el origen el

sentido es el de las agujas del reloj. Rpta. -2”2n
f> > —X z
Calcular J F(x,y,z) .d r, donde F(X,y,2)= i y i k , donde C es la
r 13 Ir |3 lr|3

curva de interseccion de la 'superficie esférica x +y° +22: 4%/e I2cilindro X '+2y :%,

recorrida de manera que, mirando desde el eje Z , el sentido es antihorario. Rpta. O

J. X .
3 xdy ,donde C es un segmento de recta —h— =1y, desde el punto de interseccion

g b 4
con el eje de abscisa hasta el punto de interseccidn con el eje de ordenada.
R ab
pta. —
2

Calcular la integral de linea  F(x,y,z) .d r, donde F(x,y,z) = (xy,y,z) y la curva C est4

formada por las intersecciones de las superficies Sj: x2 +y =9 con S2-x +y +z =6x

2
J y
---, de manera que si se observa desde el origen de

coordenadas el sentido es antihorario.
Rpta. O

f .
Calcular JC F{x,y,z).d r, si F{x,y,z) ={y,-z,x), donde C es la curva definida por las

2, .2
- X" +y 2_.2 . L s
ecuaciones ------- — +z =a ,y=x, ensentido horario vista desde el eje Z positivo.
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54) Calcular la integral curvilinea j xe y dx +(—--—-—-- mr-x2ye y )dy siendo el contorno del
c X +Yy

cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades ficf<a y |y| 4 a

Rpta. 0

55) Calcular la integral de linea de la funcién vectorial

oy -1
F(X’y)_m+y2-2x+1’x2+y2’-2‘X+I' )

partes de lasrectas x +y + 2=0, x-y +2 =0 vy la pardbola x+y2 =4, recorrida en

sentido horario. Rpta. -2n

56) Evaluar) (ey,-sennx).(dx,dy) donde C es el tridngulo de vértices (1,0), (0,1), (-1,0)

recorrido en sentido antihorario. Rpta. 4- 2e- (—)
n

57) Hallar la integral curvilinea j (x2,-xy)(dx,dy) sobre la pardbola y =x2 desde (1,-1)

hasta (1,1) Rpta. 0

f 1
58) Hallarla integral curvilinea J —------ j (-y, x)(dx,dy) alrededor del circulo de radio a > 0,
CX +y

$

. . . aV3 a
en sentido antihorario desde (a,0) hasta (-—---—- ,—) centro en (0,0).
2 2

Rpta. —
pta. —
6

59) Hallar la integral curvilinea J x2dx+xydy, donde C es el camino cerrado formado por el

segmento de la pardbolay =x2 entre (0,0) y (1, 1)y el segmento de recta desde (1,1) hasta
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60)

61)

62)

63)

64)

65)

Eduardo Espinola Ramos

Calcular la integral A xzy 2dx+xy2dy , donde C es el camino cerrado, formado por la recta
x = 1y lapardbola y1 - x (antihorario) Rpta. ~

Hallar la integral de linea del campo vectorial dado por:

3
F(x,y,z) = (2x2ex seny +ex senj>, xex cosy-2y2z, ~“~_) a 1° lari° de C, la poligonal

que une los puntos: A(0,0,9), B(In 2, -it, 6), C(In 3, ji, -3) y D(Ine, 2n, 1) desde A hasta D.

1673
Rpta. —

Calcular la integral J x2dy +y 2di + z22dx donde C es el arco x2 - 2yz=0, y+z-J2x=1

entre los puntos A(0,0,1) y B(0,1,0).
Evaluar la integral J (2xy- z)dx +yzdy +xdz, donde C es la curva x =t2, y = 2t3,
z=1f2-1,04t¢l. Rpta. —

¢ P

Evaluar J xydx +eydy, donde C es el arco de la curvay+2 =\x+ 2\, desde el punto (0,0) al
n 40
punto (-4,0) Rpta. 2e -2e

Calcular la integral  x( " -y)V2dx+y( dy+z( -r— ,)V2dz, donde C. esta
C X +z y +z 2x +z

en el primer octante y es la curva de interseccion del plano x =y con el cilindro 2x2+z2 =1,

recorrida en el sentido antihorario. Rpta. 85

Hallar el valor de la integral curvilinea de la funcién F*(x,y,z) = (x2,y2,z2 +y) segun la

curva C:a (t) =(In(i +2), seny -, t2+4) desde el punto A del plano x = 0 al punto B del

2 1 3 10 8
plano 2 =—; A, B pertenecen a C. Rpta. —In (2)——e¢—
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67)

68)

69)

Evaluar la integral curvilinea J (2xy2-y3)dx+(2x2y-3xy2+2)dy desde A(-3,-1)
aB(l,2). Rpta. -4
1 y 3
Calcular J]_(Zy— +cos3x)dy + - 4x" - 3ysen3x)dx donde C va de (0,2) a (1,0)
X X~
2.1

siguiendo el camino x “+— =1. Rpta. +m

Calcular la integral curvilineas siguientes.

M2,3) f(2,1) 2
a) ydx+xdy Rpta. 5 b) I(02)2>gvdx+x dy Rpta. 4

¢ 3 (x+y)(dx+dy) Rpta.2 @) 37N xdx+ydy-zdz  Rpta -20

f(2i)ydx-xdv

e) J "~ j— — (poruncamino que no corta al eje x) Rpta. —
f(*2 A2) i 4 fyd
f) T “(Poodx+y/(y)dy Rpta. J (p(x)dx+j" y{y)dy
<Wi> Xl
(*612) Xdx +y dy ) . .
g | — z------r— (el origen de coordenadas no se halla en el contorno de integracion)

' (3.4) X +y

13
Rpta. In(—)

f

(3,0) . 3 2 2 4
hy J ~ (* +4xy )dx+(6x y -5y )dy Rpta. 60

j(i,\)(x+2y)dx+ydv
(U> (x+vY

(el camino de integracién no se corta con larecta y = -X)

Rpta. (i +In2)2



802 Eduardo Espinoza Ramos

J) j(U)(—Z(—-r +.v)r¥r+(-7" ———————— - +x)dy R)ta 1+VE

.00 X +y Ix2+y2
aj>)
k) f yzdx+xzdy+xydz Rpta. abe - 1
(1,1.2)
Co,4¢)xdx +y dy +zdz r-
D) L... 1, ; , Rpta. 572
70) Evaluar J(OOO) ye** coszdx +xe” coszdy-e™ senzdz
Rpta. -e 2-1
i 14+y?2 y+2
"— j—d X j—dy, donde
8
a) C: desde (1,0) hasta (5,2) cualquier curva. Rpta
148

b) C: desde (-3,0) hasta (-1,4) cualquier curva. Rpta.
72) Evaluar J e* senydx-e* eosydy, donde C es

n
a) La porcién x2 +y2 = - , con x > 0, orientada de tal manera que parte de (0,-—) vy
4 2

I
termina en (O,?) Rpta. 2

b) La porcidn x2+y2=4tt2, con x<0, orientada de tal manera que va de (0, -2n) a

(0,2n). * Rpta. o
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73)

74)

75)

Evaluar las integrales de linea

a) J| tgxdx +xsec” ydv , de A(-2,0) a B(4,—4) Rpta. 4
e

b) J i ) S— Ty, de A(0,2) aB(1,0) Rpta. 0
c(xy+) (xy+1)

Calcular la integral curvilinea de la funcion vectorial

> 1 z 1. z I x .

F(x,y,z) = (- y) i+ (—i—=)/——h-5)/r donde C es cualquier curvade (1,2,-1) al
zZ X X Y y z

punto (2,-1,-2)

Evaluar las integrales de linea.

J (tgy + 2xy sec z)dx+ (xsec y +x secz)dy+secz(x ytgz- secz)dz de A(2,—2,%)
C .o 4

al punto B(3, n, #).

b) J (2xcosy-3)dx-(x2seny+z2)dy-(2yz-2)dz de A(-1,0,3) al punto B(l,n,0)

Rpta. -14

c) J|’ (2y 3- %xz2)dx +(6xy2 +1)dy-(Sx2z +3z2)dz , desde A(2,0,0) hastaB(3,2,1)
e

d) (exien y +yz)dx+ (exeosy +zseny +xz)dy +(xy - eosy)dz desde A(2,0,l) hasta
e

B(O,n,S). Rpta 4
f 2 2

e) I (2xInyz-5yex)dx-(5ex- — )dy +(-—+2z)dz, desde A(2,1,1) hasta B(3,l,e)
c y z

xdx vdv zdz
f—x— 272 + X2 Y272 +x —+y 2+72 " desde Ai10*0) haSta B(l,2,3).
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76)

77)

78)

79)

80)

81)
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. V2 V2
Calcular J”\x(r—I~ i//,;desde (0,0,1) a (— ,—+,0na lo largo de la curva (en el
S AL
primer optante) de interseccion del plano x =y, y el cilindro 2 y2 +2%2 =1
1
Rpta. —
4
Calcular las integrales curvilineas
a) J (x2+2y)dx+(y-x)dy, donde C es la frontera de la region limitadapor las gréficas
de x=0,y=0, 2y =(x-4)2, 2y=x+2

£(2,1,4) 2 X
b) | Inx.dx +x dy+2—dz a lo largo de la curva de interseccion de las superficies

(i,0,i)

y=x-1,2=x2. Rpta. 2(In2 +-j)

Calcular la integral curvilinea

J™[yeXy (eos Xy - sen xy) +eosx]dx +[xe” (eosxy - sen xy) +seny]dy, donde Ces una arco

arbitrario de (0,0) a (3,-2). Rpta. e 6cos6+sen3- cos2
f 2y X 2 .
Calcular 1 (1—1 +3)¢r+(2y In(I+x )- 2)dy, donde C es cualquier arco de curva que une
+X
los puntos (0,2) a (5,1).

Evaluar J (x2+y2)dx+Ixydv donde C es el arco de la parabola entre (0,0) y (1,1). La

parabola tiene su vértice en (0,0) y el eje focal es el eje y.

Calcular el valor de la integral J (x2+3_y+ 52)i;r+(3x-42 + y)<Ny+ (5x-4>'+22)</2 donde

C es la curva de interseccion de las superficies x2+y2=122, z=3,
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82)

83)

84)

85)

86)

87)

88)

Calcular J (3x2-3yz+2xz)dx +(3y2-3xz+z2)dv+(3z2-3xy +2vz)dz, donde C es la

» - ' ' t
curva a (t)=(-1+4/", zeos")n I+%‘./~, 3-4sen?/) ,0<t< 1

) xdx+ vdv L
Calcular la integral J —y —= , donde los puntos Pl y P2 estan situados sobre las
pIn+y2
circunferencias concéntricas cuyos centros se hallan en el origen de coordenadas y los radios

son iguales a U, y J2 respectivamente (el origen de coordenadas no se halla en el contorno

de integracion). Rpta.

Calcular Ji(102) (6xv3+2z2)dx+9x2v2dv+ (4xz +\)dz Rpta. -31
H2.3.4)

Hallar el valor de la integral de linea Aii) (x - vz)dx+(v -xz)dv+(z -x\")dz
i

Calcular f (6xv2- v3)dx +(6x 2v- 3xv2)dv

Sea C la curva plana de la ecuacion f(t) =\e' eost,e’ sen/) calcular la integral curvilinea

f xdx+vdv D
---------- a los largo del arco de C de extremos (1,0) y (e~)‘,0).

Rpta. \-e X

Fivaluar J (4x+eleosy)dx-(y2+exseny)dy en sentido contrario al movimiento de las

manecillas del reloj y alrededor del paralelogramo cuyos vértices son (0,0), (2,0), (3,1) y

(1.2).
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7.10 Aplicaciones de la Integral Curvilinea

12 Consideremos una curva regular a. [a,b] ------- >/?3 tal que a ([ii,/)]) =C ¢ i5es la
imagen de a .
Sea/: Ce R3----—-- >R, una funcién continua sobre C tal que f(x,y,z)=1,V(x,y,z)e C.

Si C es un alambre, entonces L=jf(x,y,z)dS =jdS que representa la longitud del

alambre.

22 Si p:CaR -—--- >R, es la funcién densidad de la masa del alambre, entonces la masa
del alambre recorrido por la curva C es M =J pivy, z)dS, de donde el centro de
masa del alambre es el punto (x,y,z) siendo:

f xp(x,y,z)dS i yp(x,y,z)dS zp(x,y,z)dS

X — — Z—
M Y M y M

32 Si d(x,y,z) es la distancia desde el punto (x,y,z) del alambre a una recta 6 plano,

entonces el momento de inercia correspondiente a la curva C, con funcién de densidad

de masap:Cc R3--—--- »R , esta dado por:

/=3 d2(x,y, 2)p(x,y, 2)dS

como caso particular se tiene los momentos de inercia del alambre con respecto a los

ejes X, Y, Z respectivamente, las cuales son:

Ix=jc(y2+z2)p(x,y,z)dS, ly =jc(x2+z2)p(x,y, 2)dS, . =£ (x1+y2)p(x,y, z)dS

42
> >

i) Consideremos una fuerza F: R2------ >R2 tal que F(x,y) = P(x,y) i+ Q(X,y) j

y C un arco de la curva en R2y suponiendo que una particula se mueve a lo largo
deC.
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El trabajo total realizado por la fuerza F a lo largo de la curva C es:
W =J" P(x, v)dx+Q(x, v)dy
ii) Para un movimiento en el espacio con la fuerza dado por un vector
—
F(x,y,z) = P(x,y,z) i +Q(x,y,z) j +R(X,y,z) k, el trabajo total realizado esta
dado por:
W =1J P(x,y, 2)dx + Q(x,y, z)dy + R(x, y, z)dz
Definicion.-

Un campo de fuerza F definido en un conjunto abierto D, se dice que es

conservativo, si el trabajo realizado a lo largo de toda curva cerrada es cero.

Ejemplo.- Hallar el trabajo realizado cuando un objeto recorre el arco parabdlico

*

C: r(t) =t i+tv j, te[0,l] sometido a una fuerza F_>(x,y) =Xy i+y j

Solucion

W=\ F(r()d r(t) =\ F(r(t)).r/)dt=j F(t,t2).0\,20dt = { (t\t4).(1,2t)dt

fl j ie, /l
_JnU3+21?)4j;:|6( Zﬁ')é :d,_l

Ejemplo.-  Una particula se mueve en el plano XY a lo largo de una recta que va desde A(a,b) al

_X y
punto B(c,d), debido a la iuerza F(xyy)=(-7 2 2 1
X

Hallar el trabajo
~+V X +v~

realizado por la fuerza F alo largo de la recta AB.

Solucién
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como W=\"F(x,y)dr = 2 2,— - 2).{dx,dv)
X +y X +y
f -xdx ydy f xdx +ydy 1fv) 2,
= ~~ = = i/(In(x +y~
JEx2+yY 5 +y T 2y == D (In(x +y~)

= Aln(-t2+>2) /7= -A[In (c2+rf2)-In(fI2+A2) 1=~ In (A~ T)

Ejemplo.- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que recorre la

o
curva: a (/) =(eos/,sen/,/), 0<t<2tt, si la densidad es p(x,y,z) = z. Encuentre el

momento de inercia con respecto al eje Z.

Solucioén

M =j"p(x,y,z)dS donde dS =|j a'(t) |dt, donde a'(l) =(-sen/,cos/,1) => ja'(/) ||="2

f fin  -» r=fiiQ wat~ Uk .
M =\ p(x, v,z)dS=\ t\\a(t)\\dt =42 Jtdt =---—- =2V2n~
Je " Jo Jo 2 ]
El momento de inercia respecto al eje Z es:
lz=Jc(*2+y2)p(x,y,z)dS = ~tdt =2yf2 t2, el centro de masaes (x,y,z) donde:

J x p(x,y,z)dS Vv2J/COSs/iil

M = 2y2rr2 =0

\]yp(x,y,z)ds V2 sen/dt (-/eos/-sen/)/gn:

N |
M o2v2im -~ 2K2 n
- A
\h(,p{x,y,z)ds \b 2/2dt i3 12n 4n
1~ M ~ 2V2K2 ~6tl2'° ~ 3
------- 1 47r
Luego el centro de masa del alambre es (x,y,z) = (0,-—,--3—-
n
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Ejemplo.-  Hallar la longitud del arco de la hélice conica: x =ae'cost, y =ae‘seni, z =ae’',

desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a).

Solucién

Como 1= JCdS :ﬂce(atr)2+(at~)2 +(m-)2 dt, donde C:a(i) = (ae cosi, ae seni, ae')

entonces
dx , i )
— =ae (cosi-seni)
x =ae' eosi dt
: dy , )
ly =ae seni — =ae (sent+cosi)
dt
z=ae‘ dz
m=ae
dt

ademas a(tl) = (ae'lcosij, ae'lsentx,aeh) =(0,0,0)

ael cosij =0 -1 <seni, <1

aeseni"0O => -ae" <ae’lsenij <ael

aeh _o cuando i, —» -co, ae*" senij —0

por lo tanto a (ij) = (0,0,0), cuando ij —»-00
a(t2) =(aeh eost2,aeh seni2,ae'2) =(a,0,a)

ae'2eosi2=a
ae2sent2=0 => i2=0

ae‘=a

L=\dS =\ Ja2e2(cosi-seni)2+a2e?2 (seni+cosi)2+a2e2 dt



810 Eduardo Espinoza Ramos

2

2
X y
Ejemplo.- Determinar la masa del contorno de la elipse ~ + t; =1 si su densidad lineal en cada
a

punto M(x,y) es igual a |>].

Solucion
2 2
ComoM =1J p{x,y)dS, donde p(x,y) =Ly) ahora parametrizando la elipse C: f-l;i%’éi '
a
r 2 B
Xx=aeost, y=bsent entonces: a [a,ft]--—- >R la(t) = (acosi, ;sen/)

a'(f) = (-asen iZ>cosi) => [la'(i)]|="a2sen2t+b2e0s21
como dS =|| a'(i) || di ="Ja2sen2t+b2eo0s2 1di

M:\] p(x,y)dS =\\y\dS:\ le>senr[Va2sen2t+bleos21dt
M :b.\(\ Ja*' +(b" -a 2)eos2llsenilrfi =p\ (Ja2- (Jal-b2cosi)2|seni|rfi
M =) \a2-{mJa2-b 2 cosi)2|sen t\dt+J -Ja2- (-Ja2- b2 eosi)2lseni|dt]

M-b[j -Ja2-(-Ja2-b2cosi)2sentdt-j a2-(-Ja2-b2cosi)2 senirfi]

AN
M = tl)jf + A aresenij---r---—p-—llbk ..... a2 ..... aresen --------------- ]
Va2- b2 a V«2- b2 a
1 AN
M = 26{[1)2+l as arcsen(/---q--z-j:-t?-g—-)]
4al-b2 a
Ejemplo.- Hallar la masa de la primera espira de la hélice circularx = aeost, y=asent,z="bt,

si la densidad en cada punto es igual al radio vector del mismo.

Solucién
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Como M :Jf p(x,>z)d$, donde :||~a>‘(i)||rf|’, y p(x,y,z):y{( 2+y2+22’(y sea
3 3 /o o
a(?) = (acosi, asent,bt), a'(f) = (-a senr,acosi,6) => |[a'(i)ll=V« +§é

M= Jl’cp(jt,y,z)ils :j‘C-IJ*2+yz+22dS:-Ja2+b23‘o yla2 +b2t2 dt

MJ a2+b2[blja2+b22 +a”Inlbt+"a2+b2t2 n /
b 2 2 /

Va +4(',2n’\'+—2 In|2nfc+Va2+4fr2t2 — Ina]

—\la +k-)r'r[n"a +IE| za2| ?bn+"a2+4b ~K2 il
a

Ejemplo.- Determinar lascoordenadas del centro degravedad del semi arco de la cicloide
x=a(t-sent) ,y=a(l-eost), 0;t" rc
Solucién
—

Sea a'(f) = (a(i-senfi),a(l-cosi)), 0<tn i

a'(i) =a(l - cosi,senf) => | a'(i)1|=aV~VI-cosi =2asen

como dS =] a'(t) | dt = 2asen idt=> ds =2a sen—&t

[n Xin
M =2a\ sen—dt—-4aeos— =4a

0 2 2/ o

v (f )2 t’/’ X (1 i)2 I’dt
a(f-seni)2asen—<&fi a(l-cosi)2asen—

Jo 2 da - 0 2 4a

4a ~ 37 N 4a 3
----- 4a

Luego las coordenadas del centro de gravedad es.  (X,y) = (— ,— )
3
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Ejemplo.- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de hélice que recorre la

curva: a (i) = (cosf,sen/,t), 0~ té& 2k. Sila densidad es p(x,y,z)=z encuentre el

momento de inercia con respecto al eje Z.

Solucion

N
Como a ’(/) = (eos/, sen/,/), 0 <t<2n, derivando

a'(/) =(-sen/,cos/,I) => ||a'(01]|= V2 ,como dS =| a'(i) || dt =-Jldt
M= X,y,2)dS =J zdS=j t-Jl dt=2-Jl n2

fe POXY.2) . i
Luego M =2V2 n1l, el momento de inercia respecto al eje Z es:

h =\c(x2+y2)p{x,y,z)dS =41\ ({tdt =2->2n 2, el centro de masa es (x,y,z'j donde:

_J xp(x,y,z)ds 2jI<
. —i

X = = =0 =
M \ —
\cyp(x,y,z)ds mJI] tsentdt 1 - 1
e
fczp(x,y,z)ds 4n-  4n
- = - q" — =>7 = —
z M 2202 3 rrE ’
------- 1 47y

Luego el centro de masa del alambre es. (x,y,2) = (0,--—==- —)
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{7.11...Ejercicios Propuestos.]

D

2)

3)

4)

5)

6)

Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(x,y) =(2a-y,Xx) que mueve una particula

_y.
sobre un arco de la cicloide a(t) = (a/-asen/,a-aeos/), 0¢ t<2ti

Rpta. -2na?2
Determine el trabajo efectuado por una particula que se mueve de (0,0) hasta (2,0) sobre una

curva C que recorre el conjunto S = [{x,y).ly = 14l —d} si la fuerzaes F{x,y) =(y2,x)

Rpta. —j

Hallar el trabajo total realizado por desplazar una particula en un campo de fuerza dado

por:F(x,y,z) =3xy i-52j +\0xk alo largo de la curva: x =/_ +1, y =2t~, z=1" desde

t=1lat=2 Rpta. 303

Si F(x,y,z) = (xy,yz,xz), determine el trabajo efectuado por esta fuerza que mueve una

43
particula sobre una recta (1,-1,1) hasta (2,1,3) Rpta. 3

Hallar el trabajo realizado al desplazarse una particula en el campo de fuerza
F(x,y,z) =3x i+(2xz-1) j+zk alo largo de:
a) Larecta que une los puntos (0,0,0) y (2,1,3) Rpta. w= 155

b) Lacurva x:2t,-’y =1, z=47"'1 desdet=0,a,t=1 Rpta. 193 -yj-

Halle el trabajo realizado por el campo F(X,y,z) =(2x-y+2z, X +y-z 2,3x-2y +4z), al ’
desplazarse en sentido antihorario una particula alrededor de una circunferencia C del plano

XY, cuyo centro es el origeny deradio 3 Rpta. 18n
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7) Un campo de fuerza estd dado por F(X,y,z) = (yz,xz,x(y+l)) calcular el trabajo realizado

—»
por F al mover una particula sobre el contorno del tridngulo C de vértice (0,0,0), (1,1,1) y

(-1,1,-1) recorrida una vez y en ese sentido. Rpta. 0

8) Sea F(x,y,z) =(6xy3X +4y2z3,9x2y 2z +8xyz3+z4, 3x2y 3+12xy2z2 +4yz3) un campo de

fuerza. Hallar el trabajo que realiza. F al mover una particula desde el origen hasta el punto

(1,1,1) siguiendo la trayectoria compuesta por C=C\uC2uC?2 donde Cx: semi
circunferencia en el plano XY que une los puntos (0,0,0) con (0,2,0), x > 0 C2: Semi
circunferencia en el plano XY que une los puntos (0,2,0) con (0,4,0), z> 0. C3: la recta que

une (0,4,0) con (1,1,1). Rpta. 8

9) El médulo de una fuerza es inversamente proporcional a la distancia entre su punto de
aplicacion y el plano XY. Si esta fuerza siempre esta dirigida hacia el origen de coordenadas.

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza al desplazarse una particula a lo largo de
larecta x =-JI'y =-JI z desde el punto (-JI,11) al punto (2ii2,2,2)
Rpta. -2k In 2
10) Hallar la funcion potencial (o sea la diferencial exacta) del vector fuerza

N
F(x,y,z) =(e* cosy +zy, xz-e* seny, xy +z) y calcular el trabajo realizado desde (1,0,2)

hasta (0,n,2). Rpta. -(1+e)

- =
11) ¢Qué trabajo realiza la fuerza F =r xgrad(x,y,z) alo largo del camino cerrado de O a P;

de P aQ; de Q aR; de R aO siendo 0(0,0,0), P(1,1,1), Q(1,1,0), R(1,0,0)?
Rpta. j

2
12) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(x,y) =(3y +2, 16x) al moverse una particula

desde (-1,0) hasta (1,0), siguiendo la mitad superior de la elipse b2x2+a2y2=a2b2 ;para

qué valor de b el trabajo sera minimo?
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13)

14)

15)

16)

17)

18)

Una particula se mueve sobre una curva definidapor las ecuaciones x2=4y,3x3- 8. Por

la accion de la fuerza F(x,y,z) = (3x2, 2xz - y, 2z). Hallar el trabajo realizado al moverse la

particula del punto A(0,0,0) al punto B(4,4,24).

Una particula se mueve a lo largo de una recta en elespacio que une los puntos P(a,b,c) y

Q(r,s,t) debido a la fuerza

> -X _y -7
F(x,y,2) = (&2 +y2+22)3/2 >~&2 +y2+22.)3/2 ~(~)g +y2 2+3£2) )

Calcular el trabajo realizado por la fuerza

> X » !
F(x,y) = . = i+ . j ; para mover una particula a lo largo de la curva:
VI+x2+y2 Sl +x2+y2

X2 y2 . . .
— +Ey = 1»que se encuentra en el primer cuadrante en sentido horario.
a

Rpta. Vi+b2-V i~a2
Una particula da una vuelta alrededor del circulo unitario contrario al de las manecillas de

reloj, mientras estd sujeta a la fuerza F(Xx,y) =(eX-IneyV3 ) i+ (eosy +arctg(tg x*)) j

encontrar el trabajo realizado por la fuerza F.

. . 2 2
Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(Xx,y,z) =(x "y ,zz) que mueve una
particula sobre la curva de interseccion de la esfera x2+y2+z2=a2 y el cilindro
x2+y2=ay en sentido contrario a las manecillas del reloj cuando se le ve desde arriba de la

esfera. Rpta. 0

Hallar la masa del arco de la linea x =e'eos/, y =e'sen?, z=¢' desde el punto
correspondiente at = 0 hasta un punto cualquiera, si la densidad del arco es inversamente
proporcional al cuadrado del radio polary en el punto (1,0,1) es igual a 1.

Rpta. M =V3(l-e“°)
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

Eduardo Espinoza Ramos

Encuentre el momento de inercia sobre el eje y de un alambre semi circular que tiene la forma
x2+y2=1y O0,siladensidad es P(x,y) =|x|+|>j. Determine también la masay el centro

----- +
de masa del alambre. Rpta. M=4 , (x,y) = (0, n_o_2 )

Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la cicloidex =1 -sent,

- - 8 4
y= l-cost,04tart. Rpta. (x,y) = (y, -)

Una alambre tiene la forma de la curvay = x1, -1 U x < 1. La densidad del alambre es kjy

¢Cual es el momento de inercia del alambre con respecto ay?

Rpta. -[-V5+—
P 4[3 15]

Calcular la masa del arco de circunferencia x = eost, y =sent, 0 <t < n, sisu densidad

lineal en el punto (x,y) es igual ay. Rpta. 2

Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogénea x =e' cosi,

) 2 1
y =e senf, oo<t"0. Rpta. {x,y) = (— -

Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogénea

- - 31n2-1 161n2+15
y=eosh, 0¢x”in2 Rpta. (X,y) = (-=-mrmmr oo — =)

Hallar la masa de la primera espiral de la hélice x =aeost, y=asent, Z= bt cuya

densidad en cada punto es igual al cuadrado de la distancia de este punto al origen.
.. BIxi®2 r~-T~—
Rpta. (IJia +—-—)\a +b
Calcular la masa de la primeraespiral de la hélice x=eost, y=seny, z=t, si la densidad

en cada punto es igual al radio vector en dicho punto.
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X
27) Hallar la masa de un fragmento de la catenaria y = acosh(—) comprendido entre los puntos
a

cuyas abscisas son Xj =0 y x2=a, si la densidad de la linea en cada punto siendo la

densidad en el punto (0,a) es igual a 5. Rpta. 8 a
28) Hallar las coordenadas de gravedad de la primera semi espira de la hélice x = a ccfit,

y=asent z="bt considerando la densidad constante. Rpta. (— ,—
n k

29) Un alambre de densidad constante « tiene la forma |x| + |y| = a, encuentre sus momentos de

inercia con respecto al eje Y y con respecto al eje Z.

Ajlah gn2 3
rRpta. 1y 1AL gy k
30) Hallar el centro de masa de una pieza de alambre de densidad constante enrollada en la forma
=
de la hélice a(t) = (4eost,Asent,3t), te [0,n]
Rpta. (xy.2) = (* 2 & -
nn 2
31) Hallar la masa total de un alambre cuya forma es de la curva y = |x| con - 1<x < 1, sila

densidad de cada punto P de el es igual al valor absoluto del producto de las coordenadas del

punto. Rpta. M = 2:V2
. . 00 00 00 . . .
32) Un objeto recorre una elipse b X +a y =a b en sentido antihorario y se encuentra
. vV X . .
sometida a la fuerza F(x,y) — mHallar el trabajo realizado.
Rpta. ab n
33) Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerza

2

F(x,y,z) =(x-y +2z,x+y-3z ,2x22~4y ) al mover una particula alrededor de la curva

2
cerrada é + Iy2 =1, z=2 en sentido antihorario. @~ Rpta. w=10
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34)

35)

36)

37)

38)

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular el trabajo para mover una particula desde el origen hasta el punto P(1,1,V2)

siguiendo al curva de interseccion de las superficies x2+y2 =22, y2=X.

Rpta. w=2

Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y, z) =(-v,x,e" ) a lo largo de la curva de

2 2 2 2

. 5 X2y Z X2 v _

interseccion de las superficies — -+ —I|——=1; B — , =0, z>0 recorrida en
a2 h2 «c2 a b2 «c2

sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje Z.

Rpta. w=abn

Determinar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y, z) =xy i+yz j+ zxk sobre la recta que

43
une los puntos P (1,-1,1), Q(2,1,3). Rpta. _6

Calculese el aabajo del campo de fuerzas F(x,y, Z) =2xy i+y 2j -x kK , cuando el punto
material se desplaza a lo largo de la seccion del paraboloide x1+y2—2r2=2«2 por el

plano y = x, del punto (a,a,0) al punto (a"J2,«V2,a).

Rpta. (272 -y)a3

Un campo de fuerza es dado por F(x,y,z) =(yz,xz,x(y+1)). Calcular el trabajo realizado

por F al mover una particula sobre el contorno del tridngulo de vértices (0,0,0), (1,1,1)

3
y (-1,1,-1) recorrida unavezy en ese orden. Rpta. -
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7.12. Circulacion del Campo Vectorialy su Calculo]
Definicién.- La integral de linea tomada a lo largo de la curva cerrada orientada T se
N
denomina circulacién C del campo vectorial F de tal manera segin la
definicidn se tiene:
donde el simbolo j) significa la integral por la curva cerrada F.
.
Si el campo vectorial F se  prolija en la forma de coordenadas
F(x,y,z) =P(x,y,z) i +Q(x,y,z) j+R(x, v,z) k entonces la circulacién del campo
vectorial IE serd igual a:
C=JiFd r=| Py, z)dx+Q(ry, z)dy +R(x,y, z)dz
Ejemplo.- Calcular la circulacién del campo vectorial F(x,y) =-y3i+x"' j alo largo de la

. X2 v2 . . . . .
elipse T: —y + =1, endireccién contraria a las agujas de un reloj.
a

Solucién

Aplicando la definicién de circulacién tenemos:
C="Fdr =j>-y3dx+x3dy (1)

parametrizando a la elipse se tiene:

X = aeost 0<t<? )
, <t<?2n
[y =bsent @)

de aqui dx =-asentdt, dy=beostdt (3)
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reemplazando (2), (3) en (1) tenemos
tln i i i i
C= Jlo [-b se /(-asen/) +a eos iJbeost]dt

JA -
bl (b senjt+a’)eos Odl—ab\%[/r(l cos2r)2 a2(l+eos2r)?2

0

dt
T]i [(a2+Db2)+b2e0s22i +a2e0s22i + 2(a2-/>2)cos2/Ifi7f
o

— 1 [(a2+/2)+— (I+cos4/) + (I +cos4i)+2(a2-/>2)cos2i]df
4 Jo 2 2

A8 e A osarsa@ b )eos2edr

20 [i(aI +6 23 é-g-i-t?-z-semi +(a2-A2)sen2i]{ ="-(a2+b2)n
4 2 8 lo 4
Ejemplo.- Calcular la circulacién del campo vectorial F(x,y,z)-xy i+yz j+xz k a lo largo
{ 2 2 |
X Vv en la direccidon correspondiente al
X+y+z=1

recorrido de la proyeccion T en el plano XY en sentido antihorario.

Solucién

Aplicando la definicion de circulacion tenemos.

C=j>Fd r =j) xydx+yzdy +xzdz - Q)

parametrizando T que es una elipse que se obtiene como
resultado de la seccion del cilindro x2+y2=1 con el

plano x+y+z=1
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X = cosi
r:. y=seni , O0<t<2n .. (2)
z=1-eosi-senf
de aqui dx = -sentdt, dy=-eostdt 3
ahora reemplazando (2), (3) en (1)

iz .
! [-eos isen 2|’+ ent(1- eosi- senf)eosi+eosi(l- eosi- seni)(seni- eost)]dt

. 2 . . ? . . . 2 . 3 ’ f =-
[-3 cosisen” i-2senieos i+3senicosi-eos” i+cos” i]cfi =-J eos tdt=-re
0] e
Ejemplo.- Calculese la circulacién del campo vectorial F(x,y,z) =z i+x j+y k, a lo largo

de la circunferencia x2+y2+z2=R2, x +y + z =R en sentido positivo respecto

—
al vector k .
Solucién
Aplicando la definicion de la circulacién tenemos:
C=tjFdr =" zdx+xdy +y dz (1
parametrizando la circunferencia
P \x2+y2+z2=R2
' [x+y +z =R
zZ=R -Xx-y x2+y2+(R-x-y)2=R2
de donde x2+xy +y2 =R(x +y)
R(\ +t Rt(l +t -Rt
hacemos y = tx de donde X = ( )-*y ( ?9 j 3 00 <t<-+o0
i+i+i i+i+i i+i+i
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. R(2t+t2) . Rt(\+t) . J R(t2-1)
ax = ------ I-=--—- T-Tdi’ dv=—-—Tdt>dz =— —--¢ di
(Q+i+1) 1+ +1 1+i+1

reemplazando en la ecuacién (1) tenemos:

r%F (2 +i2)+ (1+1)(1+ 20) - f(i2-i) dt
(1+i+1i2)3

. i_.3|'(I+|’)
A+i+7 ) o-» (I+i+i2)2 (i+r+i2)3J

LT

=RIf [~ / 3+ T 13- ]d°
[F+1)y2+112 [(i+i)2+7]13
2 4 L 2 4

hacemos i+ —=— tg0 = dt=— sec29d6
2 2 2

3("Mtg0-2)("Mtg0 +%) jj

ST T T Cp— +— — — —]— see29dO
72[‘3 seed 0 2 sec%’O J]Z
16 64
=* 2[— @s20<0+ »~ 3tg2f *,0
[ 9 P s 9 IO3-1 sgec*e ¢ !J

NN 2[(y+3C2g)j la+JIX (Mcos20-4co0s40)i/0]
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{7.13 Ejercicios Propuestos]

i)

2)

3)

4)

5)

Calcular la circulacion C del campo vectorial

A “ i

F(x,y,z) =(xz+v) i+{yz-x) j-(x +y /;21<2 a lo largo de la linea T : |<X2 Fy2 en la
[z=3

direccion correspondiente al recorrido de la proyeccion T en el plano XY en sentido

antihorario. Rpta. -2n

Calculese la circulacién del campo vectorial F(x,y) =y i-xj a lo largo de la
circunferencia (x-x0)2+(y-y0)2=R2 en sentido negativo.

Rpta. 27iR3

Calcular la circulaciéon C del campo vectorial F(x,y,z)=y Zi+z 2j+x ’k alo largo de la

. \Xx2+y2+22=R2 . » . .
linea T: < , z>0 en ladireccién correspondiente al recorrido de la

\x2+y2 =Rx
proyeccion T en el plano XY en sentido antihorario.

7R3
Rpta. -

_ > —_ —_>
Calctlese la circulacion del campovectorial F(x,y,z) =y i-z j+x ka lo largo de Ila

. X2+y2 . » . -»
elipse —— -“—1z2=a2, y = x en direccion positiva respecto al vector I .

Rpta. 2na2

= - > >
Calcularla circulaciéon del campo vectorial F(X,y,z) =yexy i+xe” j +xyzkalo largo  de

la linea T la que se obtiene por la interseccion del cono x2+y2=(z-1)2 con los planos

coordenados en la direccion positiva. Rpta. 0
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6)

7)

8)

|7.14

Eduardo Espinoza Ramos

Calcular la circulacién C del campo vectorial F(x,y, z) = (2x +z) i +(2y-z) j+ xyzk alo

largo de la linea T que es la interseccion del paraboloide de revolucion x +y = 1—= con

4
los planos coordenados. Rpta. —

Encuentre la circulacién C delcampo vectorial F(x,y) =(x-y) i+xj alrededor del circulo

— — —

a(t) =cost i+senij , 0<t<2n. Rpta. 2 n

Encuentre la circulacién C de F(x,y,z) =2x i+2zj+2yk alrededor de la trayectoria

cerrada que consiste en las siguientes tres curvas recorridas en la direccion de t creciente.

Ct: a(i) =cosi 2+senrj+tk, 0<t<—

C2ma(0= j+j(lI~t)k, O<t¢l

C3:a(t)=ti+(@1-1)j,0<t<1

Rpta. 0

yorroula de Greenj

Para la férmula de Green se considera curvas cerradas simples seccionalmente regular,
parametrizada en sentido antihorario, que constituiran la frontera (o borde) de una region

acotada R del plano, como en la siguiente figura.
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7.15

La formula de Green es un resultado que expresa una integral doble sobre una regién R como

una integral de linea a lo largo de la curva cerrada C que constituye la frontera de R.

Todo esto lo expresaremos en el siguiente teorema

Teorema de Creen]

Sea R una regién simplemente conexa, con frontera C suave a trozos, orientada en sentido

contrario al de las agujas de un reloj (esto es, C recorre una vez de manera tal que la regién

R quede siempre a la izquierda) si M, N ,--—-- y - son continuas en una region abierta

que contiene a R, entonces:

—_
-

Demostracion

Daremos una demostracidon solamente para una region que es a la vez verticalmente simple y

horizontalmente simple.

Luego la region R se describe en las dos formas.

R={{xy)ta<x<b , fx(x)<y<f2(x)} , R={(x,y)ic<x<d , g"y) <*<g2(y)}
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La integral de linea JeM(x,y)dx puede escribirse como

J M(x,y)dx =j" M(x,y)dx+j M(x,y)dx =3 M{x,fy(x))dx+jM (x,f2(x))dx

={ [M(x, fx(x))-M{x, f2{x))\dx
por otra parte, tenemos:

an= (T apyax =0 Moy T de= 1 I £2(x))~ M(x, Fy)d
~ - — X = X, X= X, X))~ X, X X
dy a /i dy y “ y liw " y

:'\] [M{x, fAx))- M(x, f 2{x))]dx

En consecuencia se tiene: f M(x,y)dx = - ﬂ EM—-dA
c dy

En forma similar para el caso:

i N(x,y)dy= f N(x,y)dy +f N(x,y)d
i (x,y)dy Fog (x,y)dy f (x,y)dy

=J. Wsi O). +J7(g20). y)dy =i 20Y),y) - N(si O), JOK
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N
por otra parte, tenemos:
e dN gay) d - tgi(y) g, _qfef TNET i
.ux -jc (\]fg,('y) deX)dY'.I]JC N (X<y) gi(y)dy -\]c ]O. t“eloo'Y)]ldy
En consecuencia: f N(x,y)dy = !E’fﬂl)\ll d-A
.d dm’
Luego: \] M(x, y)dx+ N(x, y)dx - - \1\]TA+\1JTA: \]\.](a')\(l— —d";\l/l—)dA
Ejemplo.-  Usar el teorema de Green para calcular la integral de linea jey3dx +(x3+3xy2)dy,

donde C es el camino de (0,0) a (1,1) sobre la graficade y =x3 yde(l,l)a (0,0) sobre

la grafica y=x.

Solucion
Graficando se tiene:
k
Y aplicando el teorema de Green.
J dm
y 3x + (x3+ 3xy2)dy
dM 2
iM =
(')CE 1 S donde se tiene. ! y dy .
yZx' [N =x3+3xy2 %[\—l:3xll+3'\‘/ 2
X

/1.1
J y 3dx+(x3+ 3xyl)dy = JJ[(3x1+3y1) - 3y 1Itxdy—JJ3x2dxdy

]i y A x+(x3+3xy2)dy =\\3 x 2dxdy = \] (\],3x 2dy)dx
R

3x4 x6 yl 3 11
42>10 4 2-~4

=) (3x3—=3x5)dx

o~ jydx+(x3+3xy2)dy ="
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Ejemplo.-  Mientras estd bajo la accion de una fiierza F(X, y):y3 i+(x3+3Xy2)j , una

particula da una vuelta a la circunferencia de radio 3 que se muestra en la figura, usar el

—
teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F .

ff #Jdc F(x,y")d r =jc(y3, x3+3xy2).(dx,dy)

=\ydx +{x*+3xy")dy = JJ 3xLdxdy (por el ejercicio anterior)
D

pasando a coordenadas polares r=3, 0<0<2n

3X2(§|X(Jy:jo2’t(£\'3]f‘ eosZB,rd]P)d]Q-:%jf A eog2e / 3d9 =" 2ncos2ede
R

o 10 4 A J
2455020 i 248 o)
8 2 /0 8

Ejemplo.-  Usando el teorema de Green , evaluar Jf (arctgx +y2)<£r+ (e"‘y-xz)dy, donde C es el
e

camino que encierra la region anular que se muestra en la figura.
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Solucién

En coordenadas polares R esta dado por 1<r<3, 0<0<3

dM
’
M =arctgx +y2 oy =l
= '
ON
= 2x
N =eyy - x2 dx

Luego por el teorema de Green se tiene:

J (arctg.r+y2)dx+(eyy-x2)dy:\\(E _d Ydxdy=JJ(-2x-2y)dxdy
c

e X q R
pasando a coordenadas polares se tiene: x=rcos0 , y=rsen0 => dxdy=rdrd0
J (arctg x +y 2)dx + (eyy - x 2)dy = - 2jj (x,y)dxdy

R

*

f» f3 2 T 52
_2j (@ (rcosO +rsen0 )rdr)dG =— 1 (cos0+ sen0)26i/0 —------- [sen0-cos0]
o i 30 3 )

0

521 . 104
[0+ 1)-(0-DN] =-—

Observacion.- El teorema de Green puede extenderse para cubrir regiones que no son simplemente

conexas.
Ejemplo: (El teorema de Green extendido a una regiéon con un agujero).-
2
L . . X 'y . . .2 2
Sea R la region interior de la elipse — +-— =1 vy exterior a la circunferencia x +y =1,
4 4

calcular la integral de linea J 2xydx+(x2+2x)dy donde C =C\ +C2 es el contorno de R.
Solucion

Construyendo al figura y luego introduciendo los segmentos rectos C3y C4.
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donde C3:y =0, 1<x<3, C4:y=0, 1<x<3

como C, y C4son de orientacidn opuesta, la integral de linea sobre ellos se cancelan ademas

se puede aplicar el teorema de Green a la region R con frontera C=Cj +C2+C-, + C4

dMm
J 2xvifo+ (x 2+ 2x)il) = Jf](( ------------- yilx dy
dx A’

= JJ(ZX + 2 - 2x)dxilv = 2jjilxrfjj'= 2 (4rea de R) = 2[(3)(2)"r —{1)2/r|

R R
=2(6n-n)=10n
Ejemplo.- Con ayuda de la férmula de Green, transformar la integral curvilinea

£ [x+In(x2+ v2)l’x+y In(x2+y 2)dy, donde el contorno C limita la regién D.

Solucion
cP 2y
IP=x+In(x2+y2) dy x2+y2
=
12= vin(x2+y2) dQ  2xy
dx x2+v2

rge dS dp
| d 2 - (— )dxd
einge +y )dyeff - (o

2XV 2v

2xv- 2V
—dxdy=|| —"d x d v
-]'x2+\/2 X2+ v X +V
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Ejemplo.-  Mediante la formula de Green calcular la integral I (2x3- y 3)dx + (x3+y3)dy donde

Cesélcirculo x2+y2=1

Solucién
|
Y
° i (2x3~y3dx+(x = ~~T"4
E_‘ ~ _ |C(x y3) (X3+y3)dy 1L gy 8'I)'/)axd)>>donde
Eo
(" $ijmiml X \p =2x3-_y3 =57
NG VXV 'V | Q:XI +y3 " n = 3X2

N(2x-y3)dx+(x3+y3)dy =\\(— -+~—)dxdy =Jj"3(x2 +y2)dxdy donde D: x2+>2< 1

d n D

pasando a coordenadas polares x=reos9 , y=rsen0

£ (2x" -y 3)dx+(x3+y3)dy =J"I3(x2+y2)dxdy =  (j*3r2.rdr)dO =—J d6
D

7A€ Calculo de Areas Mediante la Integra] de Linea.}

Si R es una region plana, limitada por una curva plana cerrada simple suave a trozos C,

entonces el area de R viene dada por:
A(R)=j\cxdy-ydx

El contorno de integracidn es recorrido de modo que la region limitada por el mismo queda a

la izquierda (sentido positivo)

Ejemplo.- Calcular el éarea limitada por la astroide x =acos3r, y =asen3/, construyendo

previamente la curva.

Solucién
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cuya grafica es:

3a2 fa 2 1e0s2 tdt 3a fehl-cos2i I+ cosZidt
n - -
=~p~j MO8 20 2 2
3a2 fgxr 2. 3:12 g 3a2 ndi j2mBa3an
sen” 2t dt =—— T%i-cos4|’)<* = e [t---mmmee- 1/ =------(2tt-6 = s u
~8 Jo 16 o 7 16 4 | o 16 8
Ejemplo.-  Calcular el area de la figura limitada por las curvas y =x2, x =y 2, 8xy = 1 (se tiene

en cuenta el area adyacente al origen de coordenadas).

Solucién
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Ejemplo.- Si R es la region del primer cuadrante del plano XY limitado por las curvas 4y = x,
y = 4x, xy = 4. Hallar el area de R.
Solucion

Ubicando la region R.
! tenemos C = Cju C2u C3

Y
1l y=& donde las parametrizaciones de Cj, C2, C3 son
K ¢ 2 respectivamente
X
«1()=(41,0, 0<t< 1, a2(t) =(5-t,-5--_-}-), I<t<4
0 4 X- A

a3(0=(l-i, 4-40, O<t<1
A(R) =\ 1 cxdy~ydx=tL xdy-ydx+\9/"‘3 xdy-ydx +\, £, xdy-ydx

= J(40-40¢i+-J0i -——dt+-Y(-4+4r+ 4-4t)dt=0-4 In(5- 1)/ {=41nsw"

Ejemplo.-  Calcular el area de la regidn interior a la circunferencia x2+y?2 =4 vy exterior a las
circunferencias (x - 1)2+y2=— (x+1)2+y2= +0'-1)2=7,*2+("+1)2
Solucion

Construyendo la regién cuya area vamos a calcular.
v
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como C=Cju C2u C3u C4, entonces

A(R)=—1Jf xdy-ydx 15 ¢ y - if xdy-ydx +

2°C 2 2 C2

1r ir i
+—J xdy-ydx+—] xdy-ydx+—J xdy-y)dx
2 " 2 c4 2 cs

ToTOT Tt 2
=4 -(—4—-(— ik )=4r-n =7nu
4 4 4 4
N
Ejemplo. Hallar el area de la regién limitada por la cicloide a(i) = (a(f-sen?),a(l-cosi)),
0<t¢ 2n yeleje X.
Solucioén

C= CtuC 2, donde las parametrizaciones de Cj y C2.

-

ai(f) =(,0), 0<t<2n
-

2" a 2=(a(i-sen/), a(l-cos/)) de2na0

A{R):—lJf Xdy-ydxzigxdy-ydx-i—lJf xdy-ydx
2c 2 ci

2 c2

10 +—1 a(r-senr)aseni-a(l-cosr)a(l-cosr)\dt
o 2 2n

12 1fo
2

- 8 I\fj(l’seni-senzr-H ZCOSf-COSZI)dt:% 120*(|’senf+'21:os?-2)dt =3‘;—r-a2u2

[7.17 Ejercicio; Propueslo.]

1) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral j> (x1+y2)dx +(x +y 2)dy, si C es el

contorno del triangulo con vértice: A (I,1), B(2,2), C(1,3) recorrido en el sentido contrario de

4
las agujas del reloj. Rpta. —
3
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral j) -x ydx +xy2dy, donde C es la

. o2, 2 2 . . . . .
circunferencia X~ +y~ =R" recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

R 2k
Rpta.

Aplicando la formula de Green, calcular la integral

J ~Ix2+yldx+y[xy +In(x +-IJx2+y 2)]dy , donde C es el contorno del rectdngulo 14&x< 4,

0 ay<2. Rpta. 8

Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral J (1- x2)ydx +x(\ +y 2)dy, donde C es

el contorno dado por x2 +y2 :R2 . Rpta. AN

Aplicando el Teorema de Green, Evaluar la integral (2x-yi)dx-xydy, siendo C el

contorno de la regfén limitada por la circunferencia x +°y =1y X +); = 3 2 2

Rpta. 60 ti

Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral J exdx +xydy, siendo C la curva

definida por |x|+ Yy < 2. Rpta. 0
Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral
i[x In(l+y 2)-x2(y- \)]dx+ [1_:(/2 +y 2(x+\)]dy, siendo C la porcién de la

circunferencia x2 +y2 = a2 en el primer cuadrante y en el sentido del punto (a,0) hasta el

4 3
na 2a

punto (0,a). Rpta. — —+—
¢} 3
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Eduardo Espinoza Ramos
Utilice el Teorema de Green para calcular la integral L (2x3- y 3)dx + (jc3+ y 3)dy, donde

2 2
C es lacircunferencia x +y = 1. Rpta.

Utilice el Teorema de Green para calcular la integral » -ydx +xdy, donde C es el anillo

a2<x2+y2<b2donde0<ac<h. Rpta. 2Ji(b2- a 2)
Utilice el Teorema de Green para calcular la integral
2

j]e (3x2ey -x 2y - E )dx +(x3ey +cosy)dy, alrededorde x2+y2= 1.
n
Rpta. —
2

Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral

& (4y-e*Qsy)dx-(y2+e*scny)dy, en sentido antihorario y alrededor del

paralelogramo cuyo vértices son (0,0), (2,0), (3,1) y (1,1). Rpta. -8

Mediante el Teorema de Green, calcular al integral

N (send x +e2¥)<ic+ (cos3y -ey)dy, donde C es lacurva x4+y4=16. Rpta. 0

Calcular la integral aplicando el Teorema de Green | (ex-Xx 2y)dx +3x2ydy , donde Ces la

2 41

70

curva cerrada determinada por y =x?, x= y Rpta.

Por los puntos A(1,0) y B(2,3) se hatrazado una parabola AmB, cuyo eje coincida con el eje

OY, y su cuerda es AnB. Hallar » (x+y)dx-{x-y)dy, directamente aplicando el teorema
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15) Aplicando el Teorema de Green, calcular las integrales indicadas (antihorario) alrededor de la

curva C.

a) > (ex-exeosy)dx+(seny-y)dy, donde C: circuito que encierra la regién

I_e71

R: O0<x<®,0<y< senx. Rpta. -
4
an

b) " xy2dx-x2ydv donde C. x1+y2=a~ Rpta.
.22 22 2 2 2
I ey  eos2xydx+ey sen 2xydy ydonde C: x +y =aRpta.0
2 2

d) dJr{x+y|)dx +(y - x)dy , donde C: 5y +)B/~ =1 Rpta. -2nab
e a

e) " ex sen y - my,ex eosy - m).{dx,dy), donde C es la parte superior de x2+2y =axy

el eje X. Rpta.-------m

i g(x %y )dx + (x +2y) dy , donde C

es el contorno de un triangulo, cuyos vértices estan en los puntos A (I,1), B(2,2) y C(1,3) y

4
que se recorre en sentido positivo. Rpta. —
3

17) Calcular la integral de linea aplicando el Teorema de Green

| (senhx- 1)senydx- (coshx- eosy)dy , en sentido contrario al movimiento de las

n
manecillas del reloj alrededor del rectangulo 0<x<2, 0<y< E Rpta. 2
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

Eduardo Espinoza Ramos

Mediante el Teorema de Green, calcular la integral J x2ydx +xy2dy, donde C es la

frontera de la regidon Sen el primer cuadrante limitado por las gréaficas y =x, y3=x2.

Calcular la integral aplicando el Teorema de Green (x+y 2)dx+x2ydy (en el sentido

positivo) donde S es la regidn limitada porlacurva y2=x, |j=2x-1

Calcular la integral aplicando el Teorema de Green J (x2+y2)dx+(2x+y 2)dy, donde C

es la frontera del cuadrado con vértice (1,1), (2,1), (2,2) y (1,2). Rpta. -1
Calcular J (y - x)dx+(2x-y)dy , sabiendo que C es frontera de la regién limitada por las

graficas y=xe y:xz-x. Rpta. 4

y2

. S . X2 . . . 2.2
Si R es la region interior a la elipse — "+ —= "= 1y exterior a la circunferencia x "+y =~ =4

calcular la integral de linea J 2xydx+(x2+2x)dy . Rpta. 16n

Evaluar J (2jc3-y 3)dx+(x3+y 3)dy, donde C es él circulo unitario.

Rpl». 3
Calcular j) (2y2-x 2)dx+(3x2-y 2)dy, donde c¢ es él circulo de ecuacion
y2+(x-a)2=a2.

Calcular la integral de linea aplicando la formula de Green.
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a) | (x2-y2)dx+(x2+y2)dy, donde C es el contomoformado por la

semicircunferencia y =-Jr2-x 2 y el ejeX. Rpta. 2r 2

b) (x+y)2dx- (x-y)2dy, donde C es el contorno formado por la sinusoide y = sen x

y el segmento del eje X para 0 < X < n. Rpta. - 4ti

€) | (x+y)2dx- (x2+y2)dy, donde Ces eltridngulo con vértice 0(0,0),A(1,0) y

B(0,1). Rpta. - i

26) Utilice el teorema de Green para evaluar J {\+ Xgy)dx + (x2+ey)dy, en donde C es la
frontera orientada positivamente de la region limitada por las curvas y =-Jx , X =1,y =0.

27) Calcular JF.d r en donde F(x,y)=(y -x )i+xy j y C consta de la circunferencia
x2+y2=4 de(2,0)a (V2,-JI) y los segmentos rectilineos de (V2,V2) a(0,0)y de (0,0) a
(2,0). Rpta. *+ vy (™ -1)

28) Verificar el Teorema de Green en el plano para ™ (x2 -xy3)dx+ (y4-2xy)dy donde C es
un cuadrado cuyos vértices son (0,0), (2,0), (2,2), (0,2). Rpta. 8

29)

Comprobar el Teorema de Green en el plano para ~ 2(x2 +y 2)dx+ (x+y)2dy, donde C es

el contorno de un triangulo cuyos vértices estan en los puntos A (1,1), B(2,2), C(l,3) y que se

. . 4
recorre en sentido positivo. Rpta.—-
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30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar el valor de la integral curvilinea de la funcion F(x,y,z) =(x2,y2,z2 +y) segun la

curva C: a(f) = (In(f+ 2),sen 1tj 2 +2% desde el punto A del plano x = 0 al punto B del

plano z=2 A,B pertenecen a'C. Rpta. 103210 , 8

Calcular el area limitada por las parabolas y 22 X, X 22 y.

Rpta. Lu?
3

Calcular el area limitada por laelipse x =aeost, y=bsent

Rpta. « ab

Calcular el area del cuadrilatero que tiene por vértice (0,1, (4,5), (1,6), (-1,1).

45 2
Rpta. — u
3

Calcular el area de la figura limitada por el contorno OABCO si A(1,3), B(0,4), C(-1,2),

0(0,0), OA, BC, CO son los segmentos de las rectas y AB es el arco de la parabola

y:4-x2. Rpta. —23 2
6
Calcular el area limitada por la cardioide x=2reost-reos?2t. y=2rsent-r sen 2t.
Rpta. 6nr2

Hallar el area de la figura limitada por la linea x3+y 3= axy.

2

Rpta. a u2
6
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8. INTEGRAL DE SUPERFICIE.

8,1 Representacion Implicitay Explicita de Superficies™

Se conoce que una superficie S se puede representar en la forma S: F(x,y,z) = 0, por

3

ej’emplo: 2x2 +3y2 —z =0, donde x, y, z son coordenadas cartesianas de R“, ademas

2x1+3y2-z=0 es wuna superficie de nivel cero de la funcion escalar

F(x,y,z) =2x2+3y2-z.

También conocemos que el gradiente V F(X,y,z) es un vector normal a la superficie S en
(x,y,2) € S siempre que V F(x,y,z) * 0; y para que la superficie S tenga una Unica normal en
cada punto, la funcién F debe de ser de clase C1 (es decir sus primeras derivadas parciales ¢

deben ser continuas) y por lo menos una de estas tres derivadas parciales debe de ser

> VF
diferente de cero. Luego un vector normal unitario a Ses N =, asi como también
M

*

- VF
-N=- , bajo estas condiciones dadas a F también asegura la existencia de un plano

tangente a la superficie Sen el punto (X,y,z) 6 S
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8.2

Eduardo Espinoza Ramos

» VF

A
A laexpresion S: F(x,y,z) = O se denomina una representacion implicita de la superficie S.
También es posible hallar una representacion explicita de la superficie S de la forma:
8i-?.7 g(xy)
a la cual siempre es posible asociarle una representacion implicita.
S F(xy,z) =0

definiendo la funcién F como F(x,y,z) = g(x,y) - z

Representacion Paramétrica de lina Su perficie\

Sabemos que una curva en el plano puede ser representada por una ecuacion de la forma:
C:. f(x,y) =0,
por ejemplo, la circunferencia unitaria

C: x2+y2=1,

que resulta ser una curva de nivel cero de la funcion f(x,y)=x2+y1—.
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También sabemos que es posible expresar la curva C mediante una representacion

paramétrica como:

esta representacion paramétrica determina una funcion vectorial continua r(i) de variable t

definida por r : [0,2fi]------ >R 2, tal que: r (t) = (x(t),y(t)) = (cosi,sent)

En forma similar se puede representar paramétricamente curvas en R3,

r(t) = (x(t),y(t),z(t)), por ejemplo; la hélice circular r(t) = (cosi,seni,i).

En forma similar es para el caso de las superficies que pueden representarse

paramétricamente, pero en este caso debe estar en términos de dos parametros.

|8.3  Definicion de Superficie Para
Sean x, y, z funciones de u y v continuas en su dominio D del plano u v.

La superficie S es el conjunto de puntos (X, y, z) dado por:
—> —> - -

r(w,v) =x(u,v) i+y(u,v)j +z(u,v) k , que se llama una superficie paramétrica.

Las ecuaciones x = x (u,v) , y =Yy (u,v), z = z (u,v) son las ecuaciones paramétricas de la

superficie S.
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Si S es una superficie paramétrica dada por la funcién vectorial r entonces S es recorrida
—»>
por el vector de posiciéon r (u, v) cuando el punto (u,v) se mueve en el dominio D.

N = =
r(u,v)=3coswl +3senuj+ vk , donde 0 Au<2it y 0$vS4

Ejemplo.- Identificar y hacer un esbozo de la grafica de la superficie paramétrica S dado por
—

Solucién

Como x=3e0su , y=3senu, paracada punto (x,y,z) de la superficie; x e y estan
relacionados por al ecuacién X +y =9, es decir que cada seccién de S paralela al plano
XY es un circulo de radio 3 centrados en el eje Z, al ser z = v, con 0 Sv <4 la superficie es

un cilindro circular recto de altura4.

Nota.- En forma similar a lo que ocurria en las representaciones paramétricas de las curvas, en las
superficies hay muchos conjuntos de ecuaciones paramétricas que representan a una

superficie.
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Ejemplo.- Identificar y dibujar la superficie paramétrica S dada por:

$M

- im'i ;>s otir'>la (;I_lg SEQhJ_galblsfl saaorasios agi dnssH -

r(u,V) = sena.eosvi +senu.senvj +cosm£ donde 0 <u<tc y 0<v<2n

Solucién

Para identificar la superficie, utilizaremos identidades trigonométricas con el fin de eliminar .
p 7 7 7 7 7 7 7 7
el pardmetro x +y +z =S€N m.cos V+Sen «.Sen V+COS u
=sen2 w(cos2 v+sen2v)+cos2 u =sen2 m+cos2u =1

por lo tanto cada punto de S esta en la esfera unitaria centrada en el origen

Hallar Ecuaciones Paramétricas para las Superficies]

En los ejemplos anteriores se pedia identificar la superficie dada por unas ecuaciones
paramétricas. Ahora el problema es inverso, es decir dada la ecuacién de una superficie se
tiene que encontrar las ecuaciones paramétricas, un caso sencillo es cuando una superficie es

dada en forma explicita z = f(x,y) su representacién paramétrica es:
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Ejemplo.-  Escriba las ecuaciones paramétricas parael cono z =-Jx2+y 2
Solucion

Como z =f(x,y) =~x2+y2 entonces x ey son los pardmetros por lo tanto el cono tiene

una representacion dado por la funcion vectorial.

*

- _* r~i
r(x,y) =xi+yj+"]x g y k , donde (x,y) varia en todo el plano XY.

Otro tipo de superficie facil de representar en forma paramétricamente es el de las superficies
de volumen, concretamente, para representar la superficie generada al girar la gréafica
y=1(x), a<x<b entorno al eje X, usaremos: x =u, y = f(u) eos v, z = f(u) sen v, donde

aaudb y 0<,v<2n

Ejemplo.-  Escribir las ecuaciones paramétricas para la superficie de revolucion obtenida al hacer

girar f(x) =—, 1£ x< 10 entorno al eje X.
X

Solucién
X=u y=C-V , z=SMV, donde 1<uy¢ 10 , O4v <2n
u u

Daremos las representaciones paramétricas de las siguientes superficies:

1) Paralaesfera x2+y2+z2=R2 susecuaciones paramétricas son:

N
r(u, v) = (/Isenu.cosv./Jsenu.sen v,Jicos«), 0 <u¢n, 0~vA2n

L X2 2 72 . -
2) Delelipsoide —y +bly +—y =1 sus ecuaciones paramétricas son:
a e

X = aSeNn v.cosm
0<u<2n
S: y =asenv.senu ,
n
Z=cCceosu
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. . . X2 2z . o
3)  Del hiperboloide de una hoja ye 2 2r =1 sus ecuaciones paramétricas son:
a ¢ c
x = acosh v.cosu
O<u<2n
S: y=bcoshv.senu ,
veR
z=csenhu
X2 y 2 Z2
4)  Del hiperboloide de dos hojas —f +b~ ————— t =-1 susecuaciones paramétricas son:
a e
X = asenhv.cosw
\<,u<.2n

S: y =2Z>senhv.senu
ve< -00,00 >

z =ccoshv
. . X2 Y2 . .
5) Del paraboloide eliptico z=—+-=y sus ecuaciones paramétricas son:
a b
X = av.eosu
ue [0,2n]
y =bv.senu ,
ve [Qm>
Z=V

. . - X2 . -
6) Del paraboloide hiperbodlico z=— - Y2 sus ecuaciones paramétricas son:
a 6

X =av.eosm p.2n]
ue p.2n
5. y=bvsenu ,
2 ve [Qoo>
z=v eos2k
XZ yZ
7)  Del cilindro eliptico recto — i—bj =1 sus ecuaciones paramétricas son:
a
X = a.eosti ro i
, «6 0,2n
y =d.senw ,
V€< -00,00 >

Z=V
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Sea S una superficie paramétrica dado por:  r(u, V) =x(u, V) i +y(u, v) j+z(u,v) k sobre

una region abierta D en la que X, y, z tienen derivadas parciales continuas,las derivadas
parciales de r con respectoa u yv se define asi:

_ dx(u, v)17H dy(u, v)_/]H dz(u, vk) 7: > ck(u, v) I,7h dy(M v) 7|_?z(w, V)A 7

du du du dv dv dv

cada una de estas derivadas parciales es una funcién vectorial interpretada geométricamente

en términos de vectores tangentes, es decir:

N
si v=V0 se mantiene constante, entonces r(u,v0) es una funcién vectorial de un Unico

parametro y define una curva Cj en la superficie S.

El vector tangente a Cx enel punto (x(u0,v0),y(u0,v0),z(u0,v0)) viene dada por:

-» _ dx(u0,v0 dy(u0,v0) ™ dz(uO,v0) 7
rttlwo>vo / ----r —— | + J + r "
0 u 0 u 0 u

en forma analoga si u=u0 se mantiene constante r(u0,v) es una funcién vectorial de un
Unico parametro que describe una curva C2 en la superficie S.

El vector tangente a S en el punto (x(u0,v0),y(u0,v()),z(u0,vQ) viene dado por:
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Si el vector normal ruxrv noes O paraalgin (u,v) e D, la superficie S, se dice que es suave

y tendré plano tangente.

Nota.- Una superficie es suave si no tiene puntos angulosos ¢ de tipo cuspide, por ejemplo: la esfera,
el elipsoide y los paraboloides son suaves, mientras que el cono no lo es.
8.6  Vector Norma] a una Superitele Paramétrica Suavej
Sea S una superficie paramétrica suave r(u,v) =x(u, V) i+y(u,Vv)j+ z(u,v) k , definida
sobre una region abierta D del plano UV. Sea (u0,v0) un punto de D, un vector normal en
el punto (x0,y0,z0) = (x(u0,v0),y(u0,v0),z(u0,v0)) viene dado por:
i k
N =ru(uo,v0)xrv(uov0)= & @
du du du
dx dy dz
dv dv dv
Ejemplo.- Hallar una ecuacion del plano tangente a la superficie

-» -* < -»
r(u,v)=2ueosvi+3u senvj+u k enel punto (0,6,4).

Solucién
El punto del plano UV que se aplica en el punto (x, y, z) = (0,6,4) es (u,v) =(2,9);

ru=2cosv i+ 3senvj+ 2uk ru(2,-) =(034)

derivada parcial de r es:

> > » _
rv=-2usenvi+3ueosvij+ 0k 1(2,]) =M ,0,0)
i j ok
el vector normal es: N=ruxrv= 0 3 4 =(0,-16,12) =-4(0,4,-3)
-4 0 O

P.N.*-0,y-6,z-4)=0 dedonde P: (0,4,-3).(x,y-6,z -4)=0

S P4y -3z2=12
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Sea S una superficie paramétrica suave r(u,v) =x(u,v) i+y(u,v) j+z(u,v)k definida
sobre una region abierta D del plano UV, si cada punto de S corresponde exactamente a un
punto del dominio D, el area de la superficie S se define como:

_dx” dv-*odz [#

donde: e v dz 1%
rv=—X~/+—)7+i7k
dv dv dv

para el caso de una superficie dada por la ecuacién z = f(x,y), cuya parametrizacion es la

—> > > —>
funcion vectorial r(x,y)=xi+y j+ f(x,y) kdefinida sobre la regién R del plano XY de

—> - - > - -
donde rx(x,y) =i+/, (5 y)k , r (x,y)=j+ f {x,y)k

i J k
Se observa que: rxxry = 1 0o fx(x,y)
0 1 frixy)

rxxry ||= Nerd x,y) +f ); (x,y) , de donde el area de la superficfe Ses:

A(S) = J||| &xry [|[dA=J33JI1 + (fx(x,y))2+ (fy(x,y))2dA
R R

Ejemplo.-  Hallar el area de la esfera unitaria dada por la ecuacion siguiente:

r(u, v) =senu.cosv/ +senu.senvy'+cosK/fc , donde el dominio D esta dada por

O~Nuéan , 0<,\<2n.

Solucién

Calculando las derivadas parciales de r (u, V) :
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ru(«, V) = €0sa.coSv j+ cosk.senvj-senuk

rv(u,v) =- senu.sen vi+senu.cosvj+Ok

el producto vectorial de estos dos vectores es:

i j k ,

eosueosv eosusenv - senu =sen u.cosvj+sen 2

«.senvy+senu.costik
-Senw.senv  senu.cosv 0

Iruxrv lI= *Jsen4 «.e0S2 v + Sen4 «.sen2 v+ sen2 «.eos2 u
= -Jsens «{(BOB2/ + sen2 v) + sen2 u.cos2 u = Vsend u +sen2 w.cos2 u

=-Jsen2 «(sen2 u+eos2u) =senu , senu>0 para 0 “u”n

A = JJll ruxrv IdA = JJsen ududy :J (isen udu)dv = 4nu2

Ejemplo.-  Hallar el area de la superficie del toro dado por la ecuacion:

—» —» —»

r(«,v) = (2+cos«)cosv/ + (2+cos«)senvy'+senwf , donde el dominio D viene

determinado por 0 “ua 2ji y 0M\<, 2n

Solucion

: . ¥ =
Calculando sus derivadas parciales de ru, rv.

Y Yy Y -y
ru=-senu.cosv/'-sen«.sen vj+cosuk

—> —»> > —»>
rv=-(2+eosu)senvj+ (2+eosu)eosvj+Ok

el producto vectorial de estos vectores es:
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i j k
-Senu.cosv -sen«.senv e0Ss«

-(2+cosk) (2+cosu)cosv 0

Hru*rv || = (2 +e0su)~Jcos2 v.COS2 u+Sen2 v.e0s2u+sen2 u = 2 + eos u

-» fin fin fIK 12k in ,
n\\ruxrv\\dA: (2 +eosu)du)dv = (2u+senu)j dv = ] Andv=8n

Definicion.- Sea S wuna superficie de ecuacion z = g(x,y) y Res la proyeccion

sobre el plano XY, cuya parametrizacion de la superficie S es:

—> —»> - —»>
r(u,v) =x(u,v)¢ +y(u,v) j+z(u,v)k yseafunafuncién continuaen S entonces la integral

de superficie de f sobre Ses:
JII(*. Y<z)dS =3I/ ( r(u,v)) || ruxrv | dudv = JIF(x,y,g(x, Y)"j1+ g 2(x, y) + g 2(x, y)dxdy

Ejemplo.- Evaluar la integral de superficie J K +2yz)dS siendo S la parte del plano

S
2x +y+2z =16 en el primer octante.

Solucion

ComoS: 2x+y+2z=6 => S: z- -————=g(X,Y)

donde gjx,y) =-1 , gv(x,y)=-"

Agl(*>y)+g2(y) FNLIHLIHT =)\
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33(2+2,2)" =33 y2+2yR 225y v —axay

=- \]J (6y - 2xy)dxdy =- £(iW— 2xy)dy)dx = - £(3y2 - xyz)ﬂrf*
R

=6£(3-X3dx=-1(3-X4/8

Ejemplo.- Calcular JJ  sobre laparte z> 0, de laesfera x2 +y2+z2=a?2.
s
Solucién

—»> - - -
La ecuacion paramétrica de la esfera es: r(u,v) =asenu.cosv i+asen»,senvj+acosuk

como z > 0, entonces O<u<— , 0<v<2n el elemento diferencial dS del area de la
2

> - — - -
superficie es dS - ruxrvdudv de donde: ru =acosucosvi +acosusenvj-asenuk

—> -» — >

rv=-asenusenvi+asenueosvj+Ok

i j k
acosu.cosv acosu.senv -asenu

-asenusenv asenueosv 0

248 a2 . 2,2 2
ruxrv =a " Seén ucosvi-a sén «senvj+(a  senweosweos” v+a senwcosusen” v)k

= a%sen? «(cosv/-senvj) + a’ senucosuk

Hruxrv ||=-Jad4 sen4 wcos2 v + a4 sen4 usen2 v + a 4 sen2 wcos2 u
=Ja4send «(eos2v+sen2v)+adsen2ueos2u

=Vadsendw+adsen2«eos2w = sen2w(sen2« +cos2w) = a 2senw
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entonces ds =|| ruxrv \\dudv = a 2 sen ududv

\\ dS = JJNn rxi 1dudy = > &2 Senududv

S R R
=f ([*a2senudu)dv=-a2] cosu/ 2dv =-a2f(0-</v=a2n
& ) beesu/ g oD

Si la funcion f definida sobre la superficie S es simplemente f(x, y, z) = 1, entonces la integral

de superficie proporciona el area de las superficie S.

Area de la superficie = JJds

por otra parte, si S es una lamina de densidad variable y p(x, y, z) es la densidad en el

punto (X, y, z) entonces la masa de la lamina viene dada por

Masa de la lamina = JJ p(x, y, z)ds

Ejemplo.-  Una lamina superficial S viene dada por z =4-2~Jx2+y2 , 0~ z < 4. En cada punto

de S ladensidad es proporcional a la distancia del punto al eje Z, calcular la masa de la
lamina.

Solucién
Proyectando la superficie S sobre el plano XY se obtiene
Ri x2+y2<4 y p(x,y,z) =k~x2+y2 wusando la

integral de superficie se tiene
m =JJIP(*>y, z)ds = JJk'jx2+y 27l + g 2(x,y) + g 2(x,y) dA

2X
donde g(x,y) =4-27jx2+y2 => gx(x,y) = gvfay)=- 2
J777
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8,9

m=]] p(x,y,z)ds =*] | -Ix2+y 2] +

=/tiJIx2+ . v+ 5V-dxdy =¢ ff4 1 -1 ~ 7 dxdy
r 4*2+y2 r

= itV5j2" (7 rrrfr)de = k-js'£ * | dQ= 16" k n

Orientacidn de una SuperficieJ

Al usar integrales curvilineas para calcular el trabajo, desarrollaremos la forma vectorial de
una integral de linea J*F.T.ds, donde el vector tangente unitario T indica la orientacion
positiva a lo largo de C, en forma similar usaremos vectores normales unitarios para indicar
una orientacion sobre un superficie S en el espacio.

a) Definicion.- Una superficie es “orientable” si se puede definir en todo punto de S

¥
gue no esté en la frontera un vector normal unitario N de modo tal

gue los vectores varien de forma continua sobre la superficie S.

Una superficie orientable S tiene dos caras distintas, orientar a la superficie consiste en

escoger uno de los dos posibles vectores normales unitarios.

Si S es una superficie cerrada, tal como una esfera, se suele escoger como vector
- - _y -
normal unitario N el que apunta hacia fuera.

Las superficies méas comunes, esfera, elipsoide, paraboloide y planos son orientables,
ademds en una superficie orientable el vector gradiente proporciona un método
conveniente para hallar un vector unitario para una superficie orientable S
dada por z = f(x,y), sea F(x,y,z) = z - f(x,y), entonces S admite las dos orientaciones

asociadas a los dos vectores normales unitarios.
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VFE(x,y,z)  ~fx(*y) i-fy(xy)j+k o . .
N = , hormal unitario hacia arriba.

[VF(x,y,z)| JlL+/R(x,y)+f 2(x,y)

VFE(x,y,z) fx{x,y) i+ fy(x,y)j-k
Now T yil+f2(xy) +f 2(xy)

, hormal unitario hacia abajo.

En forma similar, podemos usar los vectores gradientes

VE(XY,2) , FX VY, 2)=y-fixz) ; VFXXVY,2) , FXY,2z) =x-fi(y2)
para orientar superficies dadas por y=1f(x,z) 6 x=1(y,2)

Integrales de Flujol

Una de las aplicaciones principales que permite la forma vectorial de las integrales de

superficies, tiene que ver con el flujo de un fluido a través de una superficie S. Supongamos
una superficie S inmersa en un fluido que tiene un campo de velocidades continuas F .

Sea AS el area de un trozo pequefio de la superficie S sobre el cual F es aproximadamente

constante.
Entonces, la cantidad de fluido que atraviesa esta region por unidad de tiempo viene

—

aproximada por el volumen de la columna de altura F. N, esto es

AV = (altura)(area de la base) = (F.N)AS
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8.11

por lo tanto el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo

(conocido como flujo de IE a través de S) viene dado por la integral de superficie de la

definicidn siguiente.
Definicién de Integral de Flujoj

Sea F(x,y,z) = P(x,y,z) i+Q(x,y,z) j +R(x,y,z) k, donde P, Q, R tienen derivadas

parciales primeras continuas en la superficie S orientada mediante un vector normal unitario

> > ff-» *
N . Laintegral de flujo de F através de S viene dado por: JJF.Nds
S

Geométricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre S de la componente
7) - - . - -
normal de F. Si p(x, y, z) es la densidad del fluido en (X, y, z) entonces la integral de flujo

[j p F.Nds representa la masa de fluido que fluye a través de S por unidad de tiempo.



858 Eduardo Espinoza Ramos

Ejemplo.- Sea S la parte del paraboloide z =4-x 2-y 2 situado sobre el plano XY, orientado

por un vector normal unitario hacia arriba, como se indica en la figura, un fluido de

densidad p fluye a través de la superficie S segiin el campo de velocidades F(x,y,z) =x i+y j +zk .

Hallar la razén de flujo de masa a través de S.

Solucién
Proyectando S sobre el plano XY tenemos
S:z=4-x2-y2 entonces

F(x,y,z) =z-4 +x2+y2 .donde R x2+y204

Y VE(x,y,z) _ 2xi+2yj+k
\7TF(xty,z)| Wi+4x2+4y2
como S: z:4-x2-y2:> g(X,y)-4-X2-y2

de donde gx(x,y) =-2x, gy(x,y) =-2y

ds=JI1+g2(x,y) +92(x,y)dA =-Jl+4x2+4y2dA

ﬁF.Nds = pl] Y 'HF"\'.J|+4x2+y2dA
S

RJII+4xT+ 4y

= pFIQRa2+2y2+z)dA =pJJI(2x2+2y2+4-x2+y 2)dxdy

R R

=pjj(4+x2+y2)dA= pj© (\]f(4+r2)rdr)dd = pi™ (2r2+—)/"dd =12n p

R

Nota.- A las integrales de flujo podemos escribir en forma simplificada.
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8.12 Definicion. Célculo de Integrates de FlujoJ

Sea S una superficie orientada dado por z = g(x,y) y sea R su proyeccidon sobre el plano XY.

i) \]J pF.Nds=\\F.(-gx(x,y") i-gy(x,y) j+k)dA (orientada hacia arriba)

y JJFNds= \]\]F.(gx(x,y) i+gy(x,y)j-k)dA (orientada hacia abajo)

s S
Ejemplo.- Hallarel flujo a través de la esfera S dada por: x2+y2+z2=a2, donde F es el
o @ 1 ar
campo cuadrético inverso F(r) = . =

imi2 i7H ii7ii3

Supongamos S orientada hacia afuera, como en la figura.
Solucion
Solo es necesario calcular el flujo por el hemisferio
superior z=g(x,y) = - x2-y2 puesto que la

esferay el campo son simétricas respecto al origen.

La proyeccion de este hemisferio sobre el plano XY es
la region circular R dado por: x2+y2< a2, ademas
como las derivadas parciales
—X . -y

Ax>Y)=~n— T=T'8y(ry)= i= =
gAX>y) Iy L y("y) oy

no son continuas en la frontera de R.

Consideremos una region circular mas pequefia Rb dada por: x2+y2<b2 donde 0 < b <a,
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-* q(XI+yJ+Zk) g(xi+yj+zk) .
Luego: F(x,y,z) =- s

. . i(* i+yj+zk i+Vj
supenor es flujo = Iim_ﬁl( 1TY 1z ) (1 Xy + k)dA
b~aR a yja2-x2-y?2

q(x2+y2) qz

=L (B M 21 5T +23)dA

, MJ3( Nt~y 2

b~*aR a3la2-x2-y2

ifx2+y2+a2_ x2_y?2 9ff
_ _ N = /i - - =r N
=kt 933 a3y1a 2_ 2 dA = /im -JJ; ry=r" 2

b-*aa "

’7er t.r= i ,
AP <FO-,\7,\-2- """ ou = bm LI27, 0 Kr_«n 0%0

= IPw—J (-Va2-r2+a)dQ = w—(a-Ja2-b2)2n
b>aa ®

= e jiih---emev , = e (- ) =2qgn
« N a +yfT~Ab2 a a+o0

por lo tanto el flujo sobre toda la esfera es JJ F.N =4ttq
S

Observaciéon.- El teorema de la divergencia estableceque, en condiciones adecuadas, la

integral  triple JJJdivF.dv es igual a la integral doble \]\]F.N ds, donde
D S

F(x y,2) = P(X,y,2) |+Q(x Y, Z)j+R(X y,2) k con P,Q,y R funcionescontinuas en (x, y, z) que

. . . P dQ 8R
tiene derivadas parciales — ,— ,— de primer orden continuas.
dx dy dz
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&13 Teorema de 1* Divergencia]

Sea D una region sdlida limitada por una superficie cerrada S orientada por un vector normal

unitario dirigido al exterior de D.

Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales

continuas en D, entonces:

_”lF.Nds = J\]\]div F.dv

S

Demostracion

Si hacemos F(x,y,z) = P(x,y,z) i +Q(x,y,z)j + R{x,y,z) k el teorema de la divergencia

_ ff ~fff dP dQ _dR ,
adquiere la forma: H(pi.N+Qj.N+R k.N)ds =JJJ (d— H—dr—ld—)dVS podemos
& D X y z

demostrar este resultado verificando que las tres ecuaciones siguientes son validas.

WpINds =\\\*dV
S D

iiQJdrtds =jjjn-dVv
S D

WR~kNds =\\\rd V

S D
Como la comprobacion de las tres ecuaciones son similares, trataremos solamente de la
tercera, por la tanto restringiremos la demostracidnauna region sdlida simplecon superficie
superior z =gjC*«y) Y superficie inferiorz = gl(x,y), cuyas proyecciones en el plano

XY coinciden y forman la region R.
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Si D tiene una superficie lateral semejante a S3 en la figura, entonces un vector normal es

horizontal, por tanto Rk N = 0. En consecuencia tenemos:

JJIfI* wdi = JIfIA>SW<fc+3J/?,,
s s, S2

En la superficie superior S2 la normal hacia el exterior se dirige hacia arriba, mientras que la

superficie inferior 5, la normal hacia el exterior esta orientada hacia abajo, por la parte (9.9)

tenemos: \ \ r k N ds=JJR(X,y,z) 1+~j~j-k)dA
s, R

=-JIR(x,y,z)dA =-JIR(x, y, g x(x,y))dA
R R

“R?k.l(lus:HRv(x,y,z)rkv( fafay)-? %i(xlyﬂ-'k%'A

Si R n

=JIR(x,y, 2)dA =JIR(x,y, g 2(x, y))dA
R R
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sumando estos dos resultados se tiene:

JJR(X,y,gZ(X,y))dA-JJ R(lev (le)) dA

S R R
=JNR(X,y,92(*.>0) - R(x,y,gi (*.>))]dA = JJ[ A dz]dA=JdJ* dv
R R v D
WRk.Nds=\\\~dV ...(0)
S D

analogamente para las integrales

WpLNds=\\\*dV .. 0)
S D
WQINds =\\\rdV ..
i D

al sumar (a), (P), (y) se tiene:

Wp7rNds+WQ INds+\\Rnds =\\\*dV +\\\*dV +\\\*dV
S s S D D D

J{,p7*e 7+s* > N -f< f+f +f V
S D

\]JF(x,y,z).Nds =J]fdiv F(x,y,z)dV

Ejemplo.-  Verifique el teorema de la divergencia para la esfera x2+y2+z2=a2 'y

F(x,y,z) =xi+yj+zk .

Soluciodn
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JJJdiv(F)dv =JJJ3dv = 3(y7ia3) =4a3n (1)

La normal unitaria exteriora S: f(x,y,z) =x2+y2+z2-a es

_AR(x,y,z)  2(xi+y jrzk)  xityj+zk
|AF(x,y,z)\ N (x2+y2+122) a

\iF.Nds =\\(x7+y~+z1c).X ,+-- ds :—JJG(2+y2+22)ds:\\ads =a\\ds

Como 5: x2+y2+z2=a2 => ds= P+ (—=)2+(—)2dA
. dx dy

Tomando la parte superior de la esfera.

dz - X
X2-y2
Z=Nja2-x2-y2 =>
dz -y

% Ja2-x2-y2

It — 2T+~ - 2T donde
a -x -y a -x -y
ds= -dA, tomando toda la esfera se tiene
dxd
JJ?.Mfo=a[2jJ adA ; BE J (En coordenadas polares)
E _XZ_y Syfé~2_x2_
=2a2f2 . I< =2al\21-Ja2-r2 T =2a2ija"'do =4 (2
a Jo)r(::!(?%é _/rr122)dQ a L} Ja2-r ) od6 a Lgl dO =4x a3 (2)

Luego de (1), (2) se tiene: oo \]\] F.N.ds= J\]\]div F.dv
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Ejemplo.- Sea D la region solida limitada por los planos coordenados y el plano

2x +2y +z=6 ysea F{x,y,z) =X i+y2j +zk , hallar IJfI_:.N.dS, de donde Ses la

parte superficie de D.

Solucion

Por el teorema de divergencia se tiene:

\]\] F.NdS = \]\]\]divF.dv = \]\]\](1+ 2y +1)dv
et 11 —
—ZMy +I)<fy —2j'o(ib X* 2=2y(y+l)dz)dy)dx
D

f3-jf 63
_ 2|@qu+l)(6-2x-2y)dy)dx =—

Ejemplo.-  Aplicando el teorema de Gauss. Hallar el flujo del campo

i:*(x,y,z):(x Y ,z )Haciafuera de la superficie S: x +y +z 2y

Solucion

Flujo = Jj F.N.ds = JWdivF.dv = JJJ (3x2+ 3y 2+ 322)dv = 3JJJ (x2 + y 2 + 2 2)dxdydz

S D D D
Aplicando coordenadas esféricas se tiene x= peos 0sen9 ,y=psen0sentp,z = peos @

donde O<p<2,0<0<2n, 0<<p<n, yademéas J(p,9,<p)= p2senq

Flujo = \]\] F.N.dS =3 +y2+22)dxdydz =3jjjp 2\3{p,9,(p~dpdQd(p
s D D

=3JJJp4 sencpdpdddcp =3~ (@ (@ p4sencpdp)d(p)dO
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. 0 . - 2 2
Ejemplo.-  Sea D el sélido limitado por el cilindro x +y =4, el plano x + z = 6 y el plano XY.
Hallar \]ﬂ;—' N.dS, donde S es la superficie de D y

> N
F(x,y,z) =(x2+senz) i +(xy+cosz)j +ey k

Solucion
Calculando directamente JJ'F. N ds es muy dificil, sin

embargo por el teorema de la divergencia es favorable.
Jj"F.N.dS =jjjdivF.dv =\jj(2x +x)dv="ijjjxdv

Mediante coordenadas cilindricas se tiene:

> fff f2Ir 2 ,§6-rcose
JJF.Nds =3j3J xdxdydz = 3 (,L (,];rcosG rdz)dr)dd

0 W-co0s9.r2(6~rcosQ)dr)d6 =3j~ (16c0s0-4c0s2Q)dQ =-\2n

Si F(x,y,z) = P(x,y,z,) i+0Q(x,y,z,)j +R(x,y,z) k, y D la regiéon limitada por una
superficie cerrada S, mostrar que el teorema de la divergencia expresado en coordenadas

cartesianas es:

MS?( + ay +~a;)dxdydz =jj Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

Demostracion

- - -
Si escribimos F-Pi+Qj+Rk, y N —cosa i+eos/ij+cosSk

en general para cualquier superficie S.
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N. i ds =cosa ds=dydz, N.j ds =eosfi ds=dzdx, F.k ds=-eosyds= dxdy

como la divergencia de i es vy p- 9,040, dR
dx dy dz

iffvF.</v = III(—+A +— )dxdydz como I|&F.ds = Pi+Qj+Rk).N.ds
JJJ JJJ d?/ dz) y s %( QI )

=JJ(Peosa + Qeos P+ Reosy)ds = JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy
S s

\i"F.ds =$Pdydz+Qdzdx+Rdxdy

JJF .ds =JJJdivF .dv=JJJ(— +— +~)dxdydz = JIPdydz + Qdzdx + Rdxdy

v i r o ~ ~ P

dpP dQ

W !

+ — )dxdydz =JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy

Ejemplo.-  Usando el teorema de la divergencia calcular JJxdydz +ydzdx + 1zdxdy donde S es
s

una superficie que consiste de la superficie del paraboloide x2 +y 2 - l-z, OSz$ 1y
el disco x2+y2 <l,z =0.

Solucién

Graficando la superficie S.

(ﬁxdydz +ydzdx + lzdxdy = J\]\](—jc+—y+—z)dxdydz
dx dy dz

=JJJ(I+1+2)<fr<ly</z - 4JJJdx dy dz
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868
Ejemplo.-  Usando el teorema de la divergencia. Calcular: JJ"'x3dydz + x 2ydzdx + x 2zdxdy , donde
S es la superficie cerrada que consiste en el cilindro x2 +y 2 =a 2, 0<z<h
Solucién
Por el teorema de la divergencia
jjx3dydz+ x2ydzdx + x 2zdxdy
s
= M X3+— x2y —x2")dxdydz
. dx dy dz
=jjj(3X2+x2+ x2)dxdydz = 5J'JIx 2dxdydz
D D
=51 (i (f r2e0s29.rdz)dr)d6=5; (j br3eos29dr)d9 =5bf — cos20 / d9
b ¢ ¢ yar) 5 G ) 04 "0
5a4b f2n 7 s5a4b rin 5a4db Sen29.2ir 5aAbn
= e I eos 9d9 =-——-- J(l +c0s29)d9 = 9+ Y =
0 c Jo C 0 /o A
8.1S Definiciones Alternas Del Gradiente, Divergencia y Rotacldaalj

El gradiente de wuna funcién escalar gy escrito grad 9 6 Mj), se define:
cty > &>
- y 1
dx dy

. C* L - -

V.l = Ilmo% § fd s donde AV es el volumen de la region R limitada por una superficie
V 4

cerrada S. El volumen AV contiene siempre el punto en el cual se va a evaluar la divergencia

N
V ./ cuando AV tiende a cero.
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El rotacional de /, escrito roi f 6 V*/ se define como:

1
Virf =Nnmax lim — 5 fdr
vs-,0 AS Je

donde AS es la superficie limitada por una curva cerrada simple Cy N nex es el vector normal

unitario asociado con AS tal que la orientacion del plano de AS dé un valor maximo.

Observacion.-  El teorema de Stokes es una generalizacion del teorema de Green en forma vectorial

linea
c

para superficies y curvas en tres dimensiones, establece que la integral de

F.d r es igual a la integral de la superficie JJ'rot{F)dl con restricciones apropiadas al

S
"Chft, r £l BO FBURAII

vector F= P i +Q j + Rk alacurvacerradasimple C.

x=x({t) , y=y(t) , z=2z(t) , 0<t<1lyalasuperficies S: (j>(xy.z) =0 acotada por C.

i8.16

Teorema de Stokes™

Sea S una superficie orientada con vector normal unitario N, cuyo contorno es una curva

—-
cerrada simple C, suave a trozos. Si F es un campo vectorial cuyas funciones

componentes tienen derivadas  parciales continuas en una region abierta D, que contiene

S y C entonces:

1 F.d? =jj rot(F).Nd s

Demostracion
Consideremos una superficie S limitada por una curva cerrada simple. Se divide S en N sub-
regiones tan pequefias que pueden considerarse planas con areas AS], AS2 ASn, En los

puntos (xi,yi,zi) de ASj, de ladefinicion del rotacional de (9.15) de:
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figura). Lasuma sobre la superficie total S da:

'"N.VXFASj = ]<]>C F.dr+7¢eiASi
= = =i

Ahora consideremos el limite de esta expresion cuando N —ce. La frontera Cj de cada ASj

consiste en pedazos que son 6 parte de la frontera C 6 parte de las fronteras de las dos sub-

regiones adyacentes. Las integrales de linea a lo largo de curvas fronteras adyacentes se

cancelan, pues los vectores d r tienen direcciones opuestas; asi queda sobre la integral de

linea a lo largo de C por consiguiente:

Iim Y N.VXFASi=jiN.VF.ds=\\vxF .d s
N—>co.>:.i S g

lim = F(t).dr=9F.dr ; asiquecuando N—<
N>D ji1 Q C

WvxFd s =\\F.d r+ limAs; parael término restante

N->cu .
S 5 *=1
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N N N
<|EmM~™AS5,. =e,S, donde e, =max{e,} pero em->0
> b= i=
N
cuando N —.0, ASj -> 0, entonces lim ASj —0
#-»» =i
[. JIvFili F.d7 , di =Nds
s c

- - P 2=
Ejemplo.-  Comprobar el teorema de Stokes para F(x,y,z) =2z i+xj+y k, donde S es la

superficie del paraboloide z =4 -x 2. y 2 y Ces latrazade Sen el plano XY.

=12 (4jqv+4y+1)dx)dy =1 2[Ix2y+(4y+rH dy
=1 2(8W 4“>2+274-y2)dy

=[-*(4-y23N2+yjd Ny +4M:tgn]/22=4n
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para la integrai de linea, parametrizando la linea C:a(t) = 2eost i +2sentj + 0k , 0<t< 2

AN F.dr= JTF(a(t))a'(t)dt =" (0,2cosf,4sen2 i).(-2seni,2cosi,0)</i

: f2n Sen2f [2&
(0+4cos r+0)dr =2 (I+cos2/)<* =2(i +-------- ) =4«
Jo' 0 /o
Teorema de Stokes parai Coordenadas CartesianasJ
Si F=Pi+Qj+Rk, entonces
T lgflx + 6ij +Rdz = ffrﬁc—/\————@)r‘f;(;z+(--—---dﬂ)*<& 44Q dP
Jc JJ dv e dz  tixdxdy

Demostracion

Si F=Pi+Qj+Rk entonces Fd r = Pdx + Qdy+ Rdz y

» j k

VXF = . d d
dx dy dz av dz dz dx J dx dy
P Q R

por el teorema (9.16) se tiene: JF.dr =\iVxF.dl =jjVxF.N.ds - (1)
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_ff_dR dQ dP dR dQ dP
=3 }d v )dy (Fz 5()dzdx+(dx— Fy)dXdy]

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

f _aydR_dQ,j ] ,dP dR, 9
3C£dx+Qdy+ﬁdz_Jc.ﬁ(dv dz dz dx )d\dz _______)WJ,(_ ______

1) Calcular el area de la superficie sobre la porcion del plano

_* x *

v
r(u,v)=2ui j + —k,donde O<u <2 y 0<v”lI.

Solucion

Area de la superficie JJds = Jl ruxrv [[dA

r(uv)=2i+0j+0k, rv(uv)=0

i j k
2 0 0=(0-1-1) = ||Bxrv]|=V2

A(s)=jjds =ffJITdudv =V2X([dv) =JI1f] du=2yj2

2) Calcular el area de la superficie sobre la porcién del paraboloide.

—> - y2 = -
r (u,v) =4ucosv /+— j +4usenvk dondeo<uf£4 y 0<v~27?r.

Solucion

873

©)
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N>=jjds=J3J| ruxrv | dudv, donde

S D
ru=4cosv i +«y +4senvk , rv=-4«senv i+0j+4ucosvk
[ j k
2 2
4cosv u 4senv = (4u cosv,-16u,4u” senv)

-4usenv 0 4ducosv

] ruxrv lI=V16n4 eos2 v+ 256u2+16udsen2 v =-y/l6» 4 +256i2 = 4uvVw2 +16

A(s) =jjds =JJ||ruxrv ||dudv =JJ4uNJu2 +16dudv =~ uju2+16du)dv
s D D

252 2 4 4cCn 256(22-1)
=21 ~(u”+16)%] ¢v=-J" (32V32- 64)v = -l
» o] J o

3) Calcular y 2-3z2)ds, siendo S la superficie de la esfera x2+y2+z2=4 que esta

por encima del plano 2 =0.

Solucion
Sobre la superficie S se tiene que:
2. A2 2 2 . 2
z27=4-X T-y T=sz=4Aylh-x Ty T=sz=y4-X -
Hondle 92 = -X dz 2%
dx i4-x2-y 2 4-x2
dfa="11+ (%X)Z‘f(%y)Z:J 147, 2----9F+ i T—dedy— == 3. y)ﬁdy
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4)

ji(x2+y2-3z2)ds=JJ[x2+y2- 3(4- Xx2-y2) mm ) 9 dxdy

4-X -y

donde Res el circulo x2 +y 2 <4. Simplifican”
JI(x2+/2-322)di=J/8(x2+y2-3)
S R V4-X2->'2

pasando a coordenadas polares se tiene: x =reos#, y =rsenO, J(r,0)=r

(24l =32V =8irr(r2-3)-ir=j)de

S 0 0 v4-r

=8®(P[-WTTT2+ T ojands ——in
B Jo 3

Calcular j':] (xidydz +y 1dzdx + zJxdy donde S es la esfera de centro 0 y radio a

S
Solucion

Mediante el teorema de Gauss.

JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy = JJJ(ﬂg +4Q ,8R dedydz

luego p(x,y,z) =x3, Q(x,y,z) =y\ [f(x,y,z) =23

J| x3dydz+ y'dzdx + zHdxdy = +y 2+ z2)dxdydz
S v

donde V es el volumen encerrado por la esfera S.
i
En la integral triple pasamos a coordenadas esféricas

fff 3p4sen<pdpd<pd& = 3% (f (J p* serupdp)d(p)dO =— na
v
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—> > > — rf—= -» —>
Si  F(x,y,z) =4y i+xj+2zk, calcular JJrxF.ds, sobre el hemisferio

S

x2+y2 +z2 =a ,Z¢0.

Solucién

La forma de la integral es de la integral de superficie,

luego por el teorema de stokes se tiene:

\WWxFd s ="F.d r ="ydx+xdy +2zdz, donde C es

la circunferencia x1+y 2=a2, z=0, dirigido como se

muestra en la figura.

La representacion paramétricade Cesx =aeost,y=asent, z=0, donde 0<t<2n.

JJvx F.d s =4ydx+xdy+2zdz =jS4asen/.(-a sent)+aeos/,aeost)dt

j —Xa2sen2t+a" cos2 tdl = aZJ (eos2 z.4sen2t)dt = a2J ~~tc°s 1_ 2(l-e052 i)]dt

t2n

a
~T‘o

( 3+5cos2t)dt = -7>a2n

> -» > > 2
nF.N.ds, siendo F(x,y,z) =4xzi-y j+yzk y Slasuperficie del cubo limitado

s
porx=0,x=1, y=0, y=1, z=0, z=1.

Solucion

Por el teorema de la divergencia se tiene: \]\] F.N.ds = \]\]\]V F.dv
s v

\

= Js]\](4z-y)dv :\k(\]d(4z-y)dz)dy)dx) = \%‘(\]ﬂZ-y)dy)dx =-
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7 Hallar \]\] r .N.ds, siendo S una superficie cerrada.
S
Solucién

Por el teorema de la divergencia se tiene:

=JJJ(— +— +—)dv=3JJJdv =3v, donde V es el volumen limitado por S
v dx dy dz v

8) Demostrar JJJ(oV2il/l-i//V2™N<iv =3I (oVill-ilIV$)¢ s
v s

Solucién
Sea A = <3\ly en el teorema de la divergencia de Gauss.
JJJv (oVyhHdv = JJ("VVOW.ds = JI("VV/)¢ s
y s s
ahorabien V(OVill) = <t>(V.V[fl) + (V<) + (V<j>) = $V2ill + (V$)(Vy/)

con lo que JA[VEV YNV = JIINV,+ (Ve)(Vyhlev

Vv v

6bien JJJwvV + (V¢)(VvO]=JJ(0Vy/)d7 . (1)
y s

que demuestra la primera identidad de Gauss, cambiando $por \|/ en (1).

1fJlv'V20 + (V>)(VO)]rfv = \j(\f/V<t>).d s
y S

restando (2) de (1) se tiene: yl-yIV2<)dv =
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Demostrar JJ\] V<fdv = \]J PN ds

v s
Solucién

- > —>
En el teorema de la divergencia, haremos A = §>c, siendo ¢ un vector constante, entonces

c)dv = Jj<> c.Nds
v s

— — —> —>

como <z ¢) = (V$). ¢ = c\V<i>y $¢.N = o(<p N)

[\] c Vijxiv = \]\] o/g>N)ds, sacando c¢ fuerade laintegral c \]\]J V<?v = c\\<j>Nds
\ S \" S

como c es un vector constante arbitrario por lo tanto \]JJthdv = JJ ~Nds

x> - 2 2 2 2
r.d s, donde Ses lasuperficie de laesferax +y +z -a

Solucion

En el punto P(x,y,z) de la superficie de la esfera S, el vector de posicion r=xi+yj +zk y

—
el vector unitario exterior N normal a la superficie S apuntan directamente hacia el lado

—»

. . r . -
opuesto del origen, es decir N =er =--——-- , entonces para partir de la superficie

> r ijr |2 -»
r .N=r.——= =|r|=a,y como el area de la superficie de una esfera es
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8.19 Ejercicios Propuestos.]
1 Evaluar la integral de superficie dada:
a) j"Jy dS,endonde Ses laporcion del plano 3x + 2y + z = 6 comprendida en el primer

S

octante. Rpta. 3Vi4

b) JJIxdS,endonde Ses lasuperficie y =x2+4z, 0<x<2, 0<z<2.
s

33-733-17-717

¢) JJxil/S,endonde S es la porcion del plano z =y + 3 que se encuentra en el interior
S

,del cilindro x2+y2=1 Rpta. — -

d jj(x2z+y2z)dS,endonde S esel hemisferio x1+y2+22=4, z>0.
S

Rpta. 16 4

e) ]f& 3+ z ?ds , en donde S es la porcién del ciiindro X 2+§ =9 comprendida entre
s

losplanos z=0, z=2 Rpta. 16 n

f) jjvzdS, en donde S es la superficie con ecuacion parametrica X =uv, y= U+,
s

Z=Uu-v, u2+v2=l Rpta. 0

g) jjzdS ,endonde Ses laporcion del paraboloide z - x 2+y 2 que se encuentra bajo el
S

391-y/17 +1,

plano z =4. Rpta. 7t(
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h) jj(x2z+y2z)dS, en donde S es la porcion del plano z =4 + x +y que se encuentra

en el interior del cilindro x2+y1=4.

EvalGe la integral de superficie JJ'F S del campo vectorial F dado y la superficie
s

-+
orientada S indicada. En otras palabras, encuentre el flujo de F atraves de S para superficies

cerradas, utilice la orientacion positiva (hacia fuera).

N N N » -2

a) F_(x,y,z) =ey i+yex j+x y k ;S es laporcion del paraboloide z =x2 +y2 que se

encuentra arriba del cuadrado 0 <x & 1, 0 <y <1y tiene orientacion hacia arriba.

—

b) F(x,y,z) =r f+y f+z E;Seslaesfera X2+y2+22=9
Rpta. 108 ti
c) F(x,y,z) =yj-zk ; S consta del paraboloide y=x +z , 0<y”™ 1 yel disco

x2+z2=1,y=1 Rpta. 0

d F(x,y,z) =xi+2vj+3z k ;Sesel cubo con vértice (1, £1, +1).

Rpta. 48

e) F(x,y,z) =xz i-2y j+3x k, Ses laesfera x2+y2+z2 =4 con orientacién hacia

fuera. Rpta.

f) F(x,y,z):x~'i+xvj+zk y S es la por On del paraboloide z :x2+y2 que se

encuentra debajo del plano z = 1 con orientacién hacia fuera.
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

Hallese el flujo de la funcién F(x,y, z)=2x i-y j atraves de una parte de la superficie del

cilindro x1+y2=R2,x >0, y>0, 0 <z< H, endireccién de la normal exterior.

Rpta, DR2H

Hallese el flujo de la funcion F(x,y,z) -x2 i+y2j+z2k a través de una parte de la

superficie del paraboloide —(x2+y2) =z, z < H, en direccion de la normal interior.
R2

1R 2H 2

Rpta.

Hallese el flujo de: F(x,y,z) =x2 i+y2j+2z k através de una parte de la superficie del

. if 1 - . .
paraboloide z —'—(xz -y %) cortada por el cilindro x2+y 2=R2 y orientada segun la
R?2

—

direccion del versor k .

Hallese el flujo de :F(x,y,z) =(x2,-y2,z22) a travées de una parte de la esfera
X2+y2+z2=R2, X>0,y>0,z>0, endireccion de la normal exterior.

R*
Rpta. :

Hallese el flujo de F(x,y,z)- xi+yj+zk a través de un parte de la superficie del

paraboloide z = ir*('\z ~\2), cortada por los planos z=0, x=R,x =0 y orientada segun la
R2

direccion del versor k . Rpta. - R2H

Hallese el flujo de F(X,y,z) =x i+y j-2zk a través de toda la superficie del cubo

X =+ a, en direccion de la normal exterior. Rpta. 0
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9) Hallese el flujo de F(x,y, z) =2x2 i+3y2j+z2k através de toda la superficie del cucpo

JXx2+y2<z<”"2R2-x2—y 2 endireccion de la normal exterior.
Rpta. nR4

r-*
10) Utilice el teorema de STOKES para evaluar JFd r, en  donde

£ - £ -
F(x,y,z) =xy i+yz j+zxk y Ces el tridngulo con vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) con

orientacion contraria a la de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba.

Rpta. -1
11) Aplique el teorema de STOKES para evaluar jF Jr en cada caso, C esta orientada en
sentido opuesto al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba.
- - - -
a) F(x,y,z)=xzi+2xyj+ 3>k Cesla fronterade la porcion del plano3x+y+z= 3
contenida en el primer octante. Rpta. 3.5
- = > >
b) F(x,y,z) =2z i+4xj+ 5y k, Cesla curva de interseccion del plano z=x+ 4 y el
cilindro x2+y2=4. Rpta. -4n
i) 2 3. . - .
c) F((x,y,z)=xyi+— j+xy k, Ces la curva de interseccion del paraboloide
hiperbdlico z=y 2-x 2 yelcilindro x2+y 2 =1. Rpta. n
12)

Utilice el teorema de STOKES paraevaluar JJroi(F)d S :

S

—

. . -> . . 2 2 2
a) F(x,y,z) =xyz i+xj+e** coszk , S es e. hemisferio x +y +z =1,

z >1

orientado hacia arriba. Rpta. n
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13)

14)

15)

16)

b) F(x,y,z)=yz® i+sen(xyz)j+x> k, S es laporcién del paraboloide y =1~x?-%
que se encuentra a la derecha del plano XZ orientada hacia el plano XZ.

Rpta. 3t

* > > -»
c) F(x,y,z)=xyzi+xyj+x yzk , S consta de la cara superior y las cuatro caras

laterales (pero no la base) del cubo con vértices (+1, 1, £1) orientada hacia fuera.

Rpta. 0

Aplicando el Teorema de STOKES hallese la circulacién de F(x,y,z) =z i+x j+y ¢ ,

por la seccion de la esfera x2+y 2+2z2 =R2 producida porel plano x +y +z =R enel

4
sentido positivo respecto al versor k . Rpta. —JtR

Hallese la circulacién de F(x,y, z) =z3 i+x3 j+y 3k, por la seccién del hiperboloide

2x2—y 2+122=R2 producida por el plano x +y = 0 en el sentido positivo respecto al

versor i . Verifique aplicando el teorema de STOKES.

Rota. | «rR*

Hallese la circulacion de F(x,y,z) =y i+xyj+(x +y )k a lo largo del contorno

cortado en el primer octante del paraboloide x2+y2=Rz porloplanos x =0, y =0,

z = R, en direccion positiva respecto a la normal exterior del paraboloide. Verifique con

ayuda del Teorema de STOKES.

- - - - - Pl
Apligue el Teorema de la Divergencia para calcular la integral superior EF .dr, esto es

calcule el flujo de F através de S.



884

17)

18)
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a) F(x,y,z)=-xzi-vzj+z ft,Seselelipsoide X—2+X2—+Z—2 =1
a b ¢

Rpta. 0

b) F(x,y,z) =3yz3 i+9x2yz1j-4xy2k , S es la superficie del cubo con vértices

(£1,£1,£1). Rpta. 8

i&'U jsi v lon xjwu fifi ki fj*<703 2 +\ *AX=(X ,Xp

— —

¢) F(X,y,z)=zeosvi+xsenzj+xz k, Ses lasuperficie del tetraedro limitado por los

planos x=0, y=0, z=0y 2x+y +z=2 Rpta. —
6

d F(x,y,z)=x i+y j+z k,Seslaesferax +y +z =1.

Rpta. —
P 5

2. - - .
e) F(x,y,z)=xy i+yzj+zx ’k , S es la superficie del sélido comprendido entre los

cilindros x2+y2=1 y x2+y2=4 yentrelosplanos z=1yz=3.

Rpta. 27 4
~ X1+ Vit zk
f) Ty F(x,y,2) =

(x2+y2+122)2
hacia fuera.

Si F(x,y,z)=x i+y j+zk, calcular \\p.ds, donde S es la superficie cilindrica
s
- —> > > = > >
representada por r =cosui +senuj+vk, o< U<, 2k, o<v,1, ds=N.dsyN es el

vector unitario normal exterior. Rpta. 2n

-2 » - fi~> ~f
Si F(x,y,z) =4xli+xyz j+3zk ,calcular JJF.d s, donde S es la superficie limitada por
s
22 =X 2, yz’, z=0, z=4, d s =Nds yN esel vector unitario normal exterior.
Rpta. 320
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19)  HallarjjF.NdS siendo F(X.y,z) =2xy i+yz2j+xzk y s

S
a) La superficie del paralelepipedo limitado por x =0, y=0, z=0, x=2,y=1, Yy
z=3
b) La superficie de la region limitada por x=0,y=0,y=3, z=0, y x+2z2=6
Rpta. a) 30 b) -?3;%

% Pk 2
20)  Comprobar el teorema de la divergencia para F{X,y,z) = 2X %/ i-y 34Xz Kextendida
a la regién del primer octante limitada por y2+22=9 y X = 2.

Rpta. 180

—> —> —»

21)  si F(x.y,z)=(ytz) i+(z+x)]'(x+y) k, s es la superficie del cubolimitado por

X=0, y=0, 2=0,x=1 _y=1 Z=1. Calcular: a) || F.dS by jjpxds
S S
Rpta. a) 0 b) 0

22) si F=axi+ byj +czk, calcular o F.d'S sobre cualquier superficie cerrada S que encierra
S

una regioén de volumen V. Rpta. (a+A+c)b

23) Si F:yi +Xj+Zk,caIcuIar fjfvF.dv, donde R es la region limitada por
A
z=(l-x2-y2)Ny 2=o0. Rpta. —
2

24) Usando el teorema de la divergencia, calcular Jj Xdde+dedX+ zdxdy, donde S es la
S

superficie de la esfera X2 1y 2 +Z2 =1Y N esel vector unitario normal exterior.
Rpta. 4j¢

25) Si F -(x2+y2-4) i +3XYj+(2xz+z2)k , calcular jjvx F .dS, donde S es la superficie
S

definida por Z=4-(x 24 y2) y N es el vector unitario normal exterior. Rpta. -AN

m, (Vfii\*<i otajirniiitsnul  i»*  \T < Gioni/l »u ¢ «
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*

!
M i ifiisH i®i

fffdv ffr.N
26) Demostrar que JJJ— =JJ——ds
1=/ *jwo vr™ s or

27) Hallarj]Vx .F). Nds, siendo F = (x2+y-4) i +3xy j+(2xz+z2) ky S la superficie de:
s

a) Lasemiesfera .t +y +z =16 porencima del plano XY.

b) El paraboloide z = 4 - (x 2+ y 2) por encima del plano XY.

Rpta. a) -levt b) -4n

28) Sillendo F-2yz i-(x+3y-2)j+(x2+z) k ,Mhallar If(v xF)I.Nds extendida a la
! ’ ]
<m - f, r 3

superficie de interseccion de los cilindros x2+y2 =a2, x2+:z2=a2, situadaen el primer

octante. Rpta. -~" (3 +8a)
29) Aplicar el teorema de la divergencia para calcular JJ A.d s, donde “S” es la superficie total
o *6) *<t e e S A% afeab”r.

del solido limitado por el paraboloide x2+y2=z y el plano z=9y A esta dado por

- = > -
A=(3x+y)i-x j+(y-z) k. Rpta. 817
— g, 1( =) = x
30) “S” es la superficie del sélido limitado por el cilindro x2+y2=25 y los planos
Xx=0,y =0, z=0. Hallar el valor de \]J A.d s , cuando:
s
a) A=xi+3yj+4zk, b) A=xyi+yzj+zxKk
50(20+3t)
! Rpta. a) 200 n b)------f---m---
-V W oEme n . mm /e L ! T
31) Demuestre que: \]\] ?ds J p.gna(<j>)dv+ \]JJ<pdvpdv,donde ¢>es una funcién escalar
S \% \%

- . . . .
puntual, p una funcion vectorial y “V” el volumen limitado por una superficie cerrada “S”.
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32) Hallar el valor de JJv0 .d s ; siendo “S” la parte no plana del casquete elipsoidal definido
S

por ﬁf-l—lb—yh—Z%:L z>0y </>=(x+Y)2+2(y-i)2+zZ. Use el teorema de la
a e

divergencia para calcular \]J V<t>d's sobre la caraplana z =0 del casquete.
S

16n abe
Rpta
33) Por el teorema de la divergencia, demuestre haciendo A= <j>m donde m es un vector
constante y compruebe este resultado cuando $=3(x2+y2)+z y V es la parte finita del

paraboloide x2+y2=4-z, o el ser cortado por el plano z=0 [En la superficie elaborada

. " 2
del paraboloide ds=ds.N, donde ds=~"I+4x +4v dxdy, N= — -,
ij\+4x2+4y2

integrando sobre el circulo X%+ y2 =4,

34) Sea “S” una superficie cerrada simple que limita el volumen V, N un vector unitario normal
aSy A- a(xi+hbyj+czk,donde ab,c son constantes, Demuestre que:

a) \W\div(N)dv-s, b)JIJ(A.N)ds=(a+b+c)v,c)J F *
\% S \% S

35)  Calcular J"rot.(A).ds, sobre la parte de la superficie x2+4y1+2z2-2z= 4 que esta sobre
s

elplanoz=0siendo A=(x —y )/-xyzj+y k. Rpta.
i .
_ * el 70T, 1
36) Siendo A=2y(\-x) i+(x-X Yj+ (X +y +z )k, hallar el valor de
7
Il N .rot(A)ds, tomada sobre la superficie dado por x2+y2+z2=1 z> 0, donde N es
s

un vector unitario de direccion la de la normal y sentido hacia el exterior en el punto donde

esta situado ds. Rpta. -n
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37)

38)

39)

40)
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f —> rc= - - -
Apartir del teorema de Stokes y A.d r =JJ(V x A)d s, demuestre, haciendo A=<V,

donde (> es una funcion escalar y V un vector arbitrario constante, que

~Ndor —_t].](d sxV<t>,
s

Calcular la integral jjrot(A).ds, para la funcién vectorial
s

A=(2y2+322—x2) i+(222+3jc2 ~?2) j+(2x1 +3y2-z2) k, sobre la parte de la

superficie x2+y 2 -2ax +az = 0 que estd por encimade z - 0. Rpta. 6rca3

T> > *
Usar el teorema de la divergencia para evaluar JIJ F.Nds y hallar el flujo F através de la

S

superficie del solido acotado por los graficos de las ecuaciones.

a) F(x,y,z) = x? i-2xyj+xyz2 k b) F(x,y,z) =x i+y j +zk
S:z=Ja2-x2-y2,z=0 Rpta. 0 S:x2+y2+z2=k Rpta. 32n

c) F(x,y,z) = x3 i+x2y j+x Z.eyk

S\A-y, z=0, x=0, x=6, y=0 Rpta. 2304

Usar el teorema de stokes para calcular r

Jc
a) F(x,y,z) =z2i+x2j +y2k b) F(x,y,z) =z2i+yj+xzk

S:iz=4-x2-y2, z>0 Rpta. 0 S:z-j4-x2-y2 Rpta. 0
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