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PRÓLOGO

Lista obra que presento en su segunda edición está orientada básicamente para todo 

estudiante de ciencias matemáticas, tísicas. Ingeniería, Economía y para toda persona interesada 

en fundamentar sólidamente sus conocimientos matemáticos. Teniendo en cuenta que el estudio de 

las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias así como la Transformada de Laplace y la Serie de 

Fo.üier e^ muy importante en la formación de los estudiantes de ciencias e ingeniería, debido a 

que con frecuencia aparecen en el estudio de los fenómenos naturales.

Por este motivo en ésta obra titulada “Análisis Matemático IV, para Estudiante de 

Ciencias e Ingeniería” he usado la experiencia adquirida en la docencia universitaria, dictando en 

las facultades de Ingeniería de las diversas universidades donde presto mis servicios. La obra esta 

cuidadosamente corregida y comentada tanto en sus ejercicios y problemas resueltos y propuestos 

con sus respectivas respuestas. La teoría expuesta es precisa y necesaria para la solución de los 

diversos problemas abordados.

La lectura del presente libro requiere de un conocimiento del Cálculo Diferencial e 

Integral así como las Series de Potencia.

El libro empieza en su Capítulo I con los Conceptos Básicos de Ecuaciones Diferenciales, 

en el Capítulo II se estudia las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer 

Grado, dando métodos analíticos para su solución, en el Capítulo III se presenta algunas 

aplicaciones importantes, en el Capítulo IV está relacionado con las Ecuaciones Diferenciales de 

Orden Superior, en el Capítulo V se realiza la Teoría de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de 

orden n. en el Capítulo VI se aborda los Operadores Diferenciales usando los métodos abreviados, 

en el Capítulo VII se estudia las Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Variables, tratando el 

estudio de las aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden, en el Capítulo VIII 

se estudia los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Constantes, en el Capítulo IX



estudiaremos las Ecuaciones Diferenciales mediante Series de Potencias aplicando el \K.u • 

FROBENIUS, así como las Ecuaciones de Bessel y Legendre, en el Capítulo X se d n. lo> 

conceptos básico^ de la Transformada de Laplace, en el Capítulo XI se estudian las 1 u¡m ¡ 

Espec.ales: Periódicas, Escalón Unidad, Impulso Unitario, Gama, Beta, Bessel y su l'm  

de Laplace. en el Capítulo XII se estudia la Transformada Inversa de Laplace. asi co i 

Teorema de Convolución. en el Capítulo XIII se trata de las Aplicaciones de la Transform. -i i <¡c 

L.aplace en la solución de Ecuaciones Diferenciales, en el Capítulo XIV se estudia los O rnennos 

Básicos de la Serie de Fourier, en el Capítulo XV se estudia la Serie de Fourier, de luncvnes 

pares, impares, simetría de media onda, cuarto de onda par y cuarto de onda impar, en e! < ¡v-üulo 

XVI se estudia la forma compleja de la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier.

En esta 2da. edición se ha mejorado los conceptos y algunas correcciones sugeridas nu: 

los señores catedráticos así mismo se ha incluido ejercicios y problemas tomados en los ex.u 'u - 

en las diversas facultades de ingeniería.
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Conceptos Básicos 1

CAPITULO I

1 . C O N C E P T O S  B Á S I C O S  Y  T E R M I N O L O G Í A . -

1.1. INTRODUCCIÓN.-

En los cursos básicos el lector aprendió que, dada una función y = f(x) su derivada

dy .
—  = /  \ x )  es también una función de x; y que se calcula mediante alguna regla
dx

apropiada. El problema que enfrentamos en este curso, no es, dada una función y = f(x) 
encontrar su derivada, más bien el problema es, si se da una ecuación como

dy .
—  = /  \ x )  , encontrar de alguna manera una función y = f(x) que satisfaga a la 
dx

ecuación, en una palabra se desea resolver ecuaciones diferenciales.

Una ecuación diferencial es la que contiene derivadas o diferenciales de una función 

incógnita.

Ejemplos de Ecuaciones diferenciales:

1.2. DEFINICIÓN.-

dx

d r  dx

donde co = f(x,y,z)
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9 2 2  ‘
2 d 00 2 ^ 00 2 (O

x — — + y  — — + z  -—=- = 0 , donde co = f(x,y,z)
—i 2  *•* 2  -s 2ex dy oz

1.3. CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.-

Las ecuaciones diferenciales se clasifican en dos tipos:
k I i í  ^ i  bJF' fíf7$ ' ¿

ler. Si la función incógnita depende de una sola variable independiente, en la cual

sólo aparecen derivadas ordinarias, la ecuación diferencial se llama “Ecuación 

diferencial ordinaria”.

Ejemplos: Son ecuaciones diferenciales ordinarias las siguientes ecuaciones:

,2
a x  2 •,

a) m = - k x  , donde k = meo es una magnitud positiva, m la masa (Ecuación
d f

diferencial del movimiento armónico simple)

2 d~y  dy
b) (1 — x  ) — — — 2x  —  + p ( p  + 1)>’ = 0 (Ecuación diferencial de Legendre)

dx~ dx

2 d 2y  dy 2 2
c) x  — — + x —  + (x -  p  )y -  0 (Ecuación diferencial de Bessel)

dx dx

2 d~y  r i dyd) ( x - x  ) — — + y - ( a  + p + l ) x ------ a p y  = 0 (Ecuación diferencial de Gauss)
dx2 dx

d~q da 1
e) L -------1- R ------ 1—  q = 0 (Ecuación diferencial de la corriente eléctrica ,donde q es

dt2 dt C
la carga eléctrica, R la resistencia, L la inductancia, C la capacitancia). 

NOTACIÓN.-

A las ecuaciones diferenciales ordinarias se representa mediante el símbolo:

dy d  y  d " y
’ *•**» Z~

dx dx dx
) = 0
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Donde F indica la relación que existe entre las variables x, y , así como también sus

derivadas

dy d 2y  d " y

dx dx2 dx"

2do. Si la función incógnita depende de varias variables independientes y las derivadas 

son derivadas parciales, la ecuación diferencial se llama “Ecuación Diferencial 
Parcial” .

Ejemplos: Las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales parciales.

a) — — h------------------------------------------------------------------------------------------------ — h-----— -  0 ,  donde co = f(x,y,z) (Ecuación diferencial de Laplace)
dx dy ' 8z~

o y  2 °  y
b) — — = a — -  (Ecuación diferencial de la onda unidimensional)

dt dx

cu 2 & u
c) —  = h — — (Ecuación diferencial térmica unidimensional)

dt dx2
•< lu h ic  Ja icniírnv

2 2 2
2 o ‘co d  (0 8 co deo

d) a (— r- h--- — h------—) = —  (Ecuación diferencial del calor)
ex Qy 8z" dt

2  2 2 ^2 9 co d co 8 co ¿Too
e) a (— — H--- — H------ , ) = — y  (Ecuación diferencial de la onda)

dx dy dz - dt

„2 a 2O u O u . ,
f  ) ----------+ — — = f (,v, y )  (Ecuación diferencial bidimensional de Poisson)

dx dy2 '

1.4. ORDEN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL ORDINARIA.-

E1 orden de una ecuación diferencial ordinaria, está dado por el orden mayor de su 

derivada.
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1.5. GRADO DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL ORDINARIA.-

E1 grado de una ecuación diferencial ordinaria, está dado por el exponente del mayor 

orden de su derivada.

Ejemplos:

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

® x d~ y dy
e — — + sen x .—  = x  , es de 2do. orden y de 1 er. grado.

dx dx

® í/ 3y  d 2y  3 dv
—-r- + 2(— - )  + —  = tg x  , es de 3er. orden y de 1 er. grado.
dx dx2 dx

® dv
—— + p ( x ) y  = Q ( x ) , es de 1er. orden y de 1er. grado.
dx

® d 3 v 2 dy 4
(— - )  -  2(— ) + xy  = 0 , es de 3er. orden y de 2do. grado.

dx dx

EJERCICIOS PROPLESTOS.-

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias.

® d ' Q  dQ Q >— n. d  v 4  d " y  5

— % + R —  + -  = 0 ©  (— )4 - ( — f r  + v = 0
di dt C  w  d/  dx2

COSA'

dx'  V dx

W  dx dx2 dx3 W  dx2 dx2 dx

( 9)  *(,.v")3 + ( / ) 4 - y  = 0 (ío) c o s x . ( / T  + senx(> ’' ) 4 = 1
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1.6. SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL ORDINARIA-

dy
Si y = F(x) es una función y f  es la derivada de F, es decir: —  = F '( x )  = f  ( a ) ,  de

dx
donde:

dy
... (a)

La ecuación (a )  es una ecuación diferencial ordinaria.

La solución de la ecuación (a )  consiste en buscar una función y = G(x) de tal manera que 

verifique a la ecuación (a).

Como F es la antiderivada de f, entonces G(x) = F(x) + C. donde C es una constante, es 

decir: d (G (x ) )  =  d ( F ( x )  + c)  = F  \ x )  d x  = f  ( x )  d x

Luego: y = G(x) = F(x) + C ... (P)

Se llama solución completa o solución general de la ecuación diferencial (a).

La solución general (P) nos representa una familia de curvas que dependen de una 

constante arbitraria que se llama familia de un parámetro.

En los problemas que incluyen ecuaciones diferenciales, se trata de obtener soluciones 

particulares, luego de la solución general !o la ecuación diferencial, mediante ciertas 

restricciones, llamadas condiciones in¡c¡ es o de la frontera, se obtiene la solución 

particular.

Nota.- En la Solución General de la ecuación diferencial que llamamos no se 

considera las soluciones escondidas es decir que no están todas las soluciones.

Ejemplos:

Q  Verificar que las funciones v, = e x , y 2 =  cosh x  son soluciones de la 

ecuación diferencial y'  '—y  = 0.

Solución
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v .  , X ___ „  Vv, =  e => y  =  e => y  =  e

y 2 = cosh x  => y  \  = senh .v => y " -  cosh x

Como y y  = 0 => ex -  ex = 0 , j  = 0 => cosh x -  cosh x  = 0

(T) Verificar que la función y  = <p(.t) = ex J  e~' dt + e T , es solución de la 

ecuación diferencial y ' = 2xy  = 1

Solución

y  =  (p( .y) =  ex J\ ^e~'d t  + ex => y ' =  ip \ x )  =  2xex e~' dt +1 + 2xex

y 2xy  =  2x<?A J  e~' dt + 1 +  2a? ' -  2a(^ ' J  e ' dt + ex )

= 2xex j" e~' dt + \ + 2 xex - 2 x e x [ e~' dt — 2xex =1 , y ' — 2xy  = 1

cilir
7C

@  Verificar si la función J 0(t) = -  f2 cos(ísen0)¿0 , satisface a la ecuación diferencial
71

J " 0(t) + ̂ p -  + J 0(t) = 0

Solución

9
J 0(t) = — cos(f sen0)d0 => J ' 0(t) = - — | 2sen(/sen0)sen0  d0

K Jo

J''oU) = f2 cos(rsen0)sen2 0 dQ 
K Jf)

K

J"qO)+ ^  + -A)(0 -  f 2 cos(/sei]0)sen2 QdQ
t n Jo
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2 f i  sen(ísen0)sen 0 2 f i
1 ---------------- dQ + -  I ' cos(/sen0)í/0

t 7 t Jn“ f7C JO

71
= — P 2 co s(/sen 0 )(l-eo s2 0 )í/ 0 - — f 2 

71 Jb 7t Jb
2 2 sen(í sen 0) sen 0 í/0

= — p co s(r sen 0)cos2 Q dQ -— f 2
n Jb jr Jb

71
Integrando por partes jp cos(/sen 0) eos2 0<r/0 .

2 ÜJÜ 2 f i  sen(f sen0)sen0d0

Í2 , ■> „ eos0.sen(ísen0) / ,  (*? sen(ísen0)sen0
'  cos(í sen0)cos" 0 a0  = -----------------------j  - + J '  — ------------------ d v

t

= (0-0) + í
2 sen(; sen 0) sen 0</0

i [ Í  n» .a H  sen(ísen0)sen0Luego |  cos(/sen0)cos 0 «0 = ---------  ------—— dQ

reemplazando (2) en (1) se tiene:

(1)

í u = eos 0 du = - s e n 0  dQ

1 ^  ' [dv = cos(ísen0)cos0  dQ
sen(ísen0)

v ---------------
t

... ( 2 )

t n Jo
2 f i  sen(t sen 0) sen 0 2 f i  sen(/sen 0) sen 0 dQ

1 -dQ 1 "-  f -  71 Jb
= 0

(7) Dada la función F(x) = J" e rcoshedQ1 x > 0, verificar que F satisface a la ecuación 

diferencial. x F ' ' (x) + F ' (x ) -  xF(x)  = 0 .
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Solución

F (X )  =  |  ^-veoshflje F ,(x )  =  _ |  g-í-cosh0c o s h 0 í / 0

F"(x) = £  e“ rcoshe cosh2 0 d e  

xF"(x) + F \ x )  -  xF(x) = x  J  e-vcoshe cosh2 0 dQ -  j  t “ 'TCOsh0 cosh 0 dQ

j V TC0Shed e

= x e_JVCOshe(cosh20 -  1)í/0— £  e- xcosh6cosh0 d6

OVi « ’ rvjz \}?oo -  '?X\ ¡

=  X  £  e_ 'vcosh 9 senh2 0 dQ -  £  e “vcosh 6 cosh 0 di) ... (1)

Integrando por partes e~ 'co:,he senh2 0 dQ

u = senh 0

dv -  e-Jtcoshe senh 0 dQ

du = cosh0 dQ
-̂.vcoshG 

v, = --------------
X 

vcoshO
r  ~,coshesenh2 0 t/e  = _ senhe,e ' ~ / *  + !  f  í>-vcosh6cosh0 dQ
Jb x  / o x Jri

= - ( 0 - 0 )  + -  r  e- 'vcoshe cosh 0 dQ
X Jd

Luego JH<r*cosh9 senh2 0 dQ = i- j£°e~ÍCO,h0 cosh 0 dQ ... (2)

Reemplazando (2) en (1) se tiene:

x F "(x) + F  (x ) - xF(x)  = x ( -  |  e’ vcosh0cosh0 d Q ) -  J  e-rcosh0 cosh0 dQ
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= e ' tcosh0 coshG d Q -  ¿~-vcoshe coshQ dQ = 0

xF''(x) + F ' ( x ) - x F ( x )  = 0 

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

O  Verificar que la función y = x J  Sen 1 dt, satisface a la ecuación diferencial

dv
x —  = v + xsenx .

dx '

©  Comprobar que la función y  = ex e di + cex, satisface a la ecuación diferencial

dy  .v+.v2----- y = e
dx

(T )  Dada la función H ( a ) =  f  cosatí ĉ  ̂ a #  0, probar que H(a) satisface a la ecuación
J-'V l-í2

( 7 )  Verificar que la función y = arcsen (x y), satisface a la ecuación diferencial

xy ' + y  = y ' y j \ - x 2y 2

( 5)  Comprobar que la función x = y  J  ser dt, satisface a la ecuación diferencial

y  = xy  + v" sen x~

® fv sen t
Comprobar que la función y = C|X + C-,X | '-■■■dt, satisface a la ecuación diferencial 

x sen x.y ' x  eos x .j'+ y  eos x = 0 .

(T ) Sea /i(x) = ^ ■——dz , x > 0, hallar los valores de “a” tal que la función f  definida por

^ah(x)
/  (x) = —  satisface a la ecuación diferencial x _y"+(3x — x )y'+ (1 — x — 3e~x )dy = 0 

x

Rpta. a = ±V3
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( ¿ )  Verificar que la función x  = y  + \ n y ,  satisface a la ecuación diferencial

yv"+y'3 -y '2 = 0 .

Í tcít
— , a ^  O probar que H(a) satisface a la

1 Vi-r
ecuación

diferencial H  "(a) + - H  \ a )  + H (a )  = 0
a

@  Si x( t )=  j* ( r - s ) e  u s)esds , calcular el valor de: jr"(í) + 2.v’(í) + .r(f)

( 7 ^  Probar que ¡a función y = — f  R ( t ) se n h k (x - t )d t ,  satisface a la ecuación diferencial
k Jb

y " —k 2y  = R(x)

( n )  Probar que la función y  = C,* + C2x  J  —dt,  x > 0, satisface a la ecuación diferencial 

x 2v " - ( x 2 +x)y'+(x + \ )y  = 0 .

13) Dada la función y = C,Ln v + C\.v f  C- ‘ x > 1, satisface a la ecuación diferencial. 1  - L ,t)

x 2 ln 2 x . y " - x  lnA\>'+(ln x  + l)y  = 0 .

í U K’U í¡!t
14} Demostrar que la función <¡>(a )  = x~le v° para x > 0, satisface a la ecuación

diferencial x 2(j)"(x) + (3 .r -x '! )<|>'(¿) + (1 — x - e 2' )<t>(v) = 0 .

( í i )  Dada la función y  ln y  = x  + f  e‘ dt, satisface a la ecuación diferencial y

(1 + ln y )y ''+ y '2 = 2xy.e'  .

(Jb) Demostrar que la función y  = (x + yjx2 +1 )A, satisface a la ecuación diferencial

(1 + a 2) y "+ x y k 2y  = 0 .
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\1) Probar que la función x(t) definida por: x(/) = f  —  , satisface a la
Ja (x‘ + t )

ecuación diferencial tx '+  3x(í) H------ í—— = 0
(1 + r ) 2

Demostrar que la función f ( a , b ) =  e“ x ~b' dx, satisface a la ecuación diferencial

3 a b ^ ~ - - 3 a  —  - 2 b 2 —  = 1 
db ob da

( |9 )  Probar que -- = J|2 cos(/wx" sen0 )eos" 0c/0, satisface a la ecuación diferencial

y "+ m2 n2 x 2n~2 y  = 0

f ez sen z + b eos z . . .
-------  ------------dz, satisface a la ecuación diferencial
x  + z

d 2 y  a b
T ^ r + -y := _ + ~  *1 rdx" x  x~

2 u  Verificar que las funciones y x = Vx , y 2 = x ~ 1/2, x > 0, satisfacen a la ecuación
diferencial 2x2y " + 3 x y ’- y  = 0 .

22) Verificar que las funciones y¡ = x 2 , v2 x~2 ln x , x > 0, satisfacen a la ecuación

diferencial x 2y "  + 5xy' + 4 y  = 0 .

Tí
(23) Demostrar que la función y  = Ĵ 2 logfsen2 0 + x2 eos2 Q)dQ , satisface a la ecuación

2 X “f" 1.;
diferencial {\ + x ) ~ y ”+ ( \ + x ) y '+  y  = 7tlog( ^ ■).

(24) Dada la función u = evxccsd(A + S log(xsen2 0))d0 satisface a la ecuación diferencial
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25) Demuestre que la función y  =  j" —-—7- —. satisface a la ecuación diferencial

x v " - 2 n y '  + xv  = 1 .

(26) Si H ( t ) =  J  e ' eos (tx)dx, para todo t e R, probarque H \ t )  + ̂ H ( t )  = 0

(2 7) Si G(t)= x d x , t > 0, probarque: G’(í) + 2G(í) = 0

28) Verificar si la función j \ = C 1e?arcsenjr + C 2e *arcsen* es la solución de la ecuación

diferencial ( \ -  x ¿)y "  -  xy '—b 1 y  = 0 .

( 29) Verificar que ( v ') 2 =[1 + ( v ') 2]3 es la solución diferencial de las circunferencias de 

radio r = 1

Demostrar que: y  = ex (C ,+ C 2 J e _v dx) es la solución de la ecuación diferencial 

y ' -  2xy' -  2y  = 0 .

Probar que la función y ( t )=  I sen( t —s ) f ( s ) d s  es una solución en I de
J5

y'  '(t) + y(t)  = f  ( í ) , que satisface y{0) = y'  (0) = 0 , donde f  es una función continúa 

sobre el intervalo I , el cual contiene al cero.

(32) Demostrar que v(i) = f  ———— - f( s)ds  es solución de y (n\ t ) = f \ t )  con 
'  Jb ( /J - l) !

j (0 )  = y ( 0 )  = ... = y " - l) (0) = 0 donde f  es continúa sobre un intervalo I que contiene 

a! cero.

33) Comprobar que y  = 2 ds + c es solución de =
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1.7. ORIGEN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS.-

Las ecuaciones diferenciales aparecen no sólo a partir de las familias de curvas 

geométricas, sino también del intento de describir en términos matemáticos, problemas 

físicos en ciencias e ingeniería.

Se puede afirmar que las ecuaciones diferenciales son la piedra angular de disciplinas 

como la física y la ingeniería eléctrica, e incluso proporcionan un importante instrumento 

de trabajo en áreas tan diversas como la biología y la economía.

Veremos la obtención de ecuaciones diferenciales que se origina de diversos problemas 

los cuales pueden ser geométricos, físicos o por primitivas.

1.7.1. ECUACIÓN DIFERENCIAL DE UNA FAMILIA DE CURVAS.-

Si se tiene la ecuación de una familia de curvas, se puede obtener su ecuación diferencial 

mediante la eliminación de las constantes (o parámetros) y esto se obtiene aislando la 

constante en un miembro de la ecuación y derivando. También se puede eliminar la 

constante derivando la ecuación dada, tantas veces como constantes arbitrarias tenga, y se 

resuelve el sistema formado con la ecuación original.

Ejemplos.-

Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es y  = C¡ cos(,v + C 2) .

Solución

y  = C, cos(x + C2) => y = - C ]  sen(.v + C2)

y " = - C ,  eos(x + C 2)

donde

Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es y = A sen x + B eos x

Solución
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©

y = A sen x + B cos x => y' = A c o s .v -f ise n  x

y " = - A  sen x - B  cos.v 

f y "  = - ^ s e n x - f i c o s x
de donde y ”+ y  = 0

y  = A sen x  + B eos x  

Otra manera de eliminar las constantes es, considerando el sistema siguiente:

y  = — A sen x  + B eos x  

y '  = A eos x -  B  sen x  

y ” = - A  sen x - B  eos x

- y  + A senx + B eosx  = 0 

- y ’+ ^ c o s x - 5 s e n x  = 0 

- y " - A  sen x - B  eos x  = 0

Este sistema de ecuaciones en dos incógnitas A y B tienen la solución sí y sólo sí:

- y senx COSX
- y ' cosx - s e n x = 0 => y " + v  = 0

- y " -senx -cosx

Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es y  = C , e ' x + C 2e - ix

Solución

y  = C¡e~x + C 2e~ix => e*y  = C( + C 2é,~2'' derivando e x y'+ex y  = - 2C2e~2x 

e 3xy ’+e3xy  = - 2 C 2 => 3e3x y'+e3x y ”+3e3xy  + e 3xy '=  0 

3y' + y " + 3 y +  y '=  0 => y" + 4 y ’ + 3y = 0

Otra manera es:

-3.vy  = C¡e x +C2e 

v ' = —C,e~x - 3 C-,e -3-v

= C,e_v +9C2e 

el sistema tiene solución sí y solo sí:

-3-v

—y  + C,e~x +C2e~3x = 0

- y ' - C , e ~ x - 3 C 2e~3x = 0

—y"+C,e~x +9C2e~3x = 0

—x - 3 a’- y e  e - y  1 1

- y '  - e - x - 3 e - 3x = 0 => - y '  -1 -3 = 0

- y "  e~x 9e '3x - y "  1 9

de donde y ' ' + 4y'  + 3y  = 0
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©

©

©

Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es (jc—a ) 2 +_y2 = r 2 , 

circunferencias de radio fijo r, con centro en el eje x, siendo “a” arbitrario.

Solución

(x — a)2 + y 2 = r 2 => x  — a = -  y 2 derivando

V'-2 - y 2

se tiene:

-0 =  -

- y y

yJl-2 - V 2
-yy

de donde r 2 — y 2 = y 2y ' 2 (1 + y 2 ).V: = r :

Encontrar la ecuación diferencial de la familia de parábolas las que tienen sus vértices 

en el origen y sus focos sobre el eje y.

Solución

De acuerdo a los datos del problema, la gráfica de estas parábolas es:

La ecuación de ésta familia de parábolas es: 

y 2 = 4  pv  ...(1 )

donde el vértice es v(0,0) y el foco F(ü,p).

Com el parámetro es P entonces lo eliminamos
1 T 2 ,” , ■ i • 2yx — x  v „—  = 4 p,  derivando se tiene —------ r—— = ü

y  - ■ y "
simplificando 

.’. x y ' = 2 y  ecuación diferencial pedida

Hallar la ecuación diferencial de la familia de circunferencia en el primer cuad: inte,

tangentes a las rectas x = 0 e y = 2x

De los datos del problema, el gráfico es:

Solución
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Sí c (h,k) el centro => r = h por ser tangente 
el eje Y.

r 2 = d 2 (c, p )  = d 2 (c, p )  = (a - h )2 + ( b - k ) 2 

r 2 = ( a - h ) 2 + ( b - k ) 2 

pero p(a,b) e  L: y = 2x => b = 2a 

Luego r 2 = ( a - h ) 2 + ( 2 a - k ) 2 ... (1)

Además la ecuación de la circunferencia de radio r, centro c (h,k) es:

(x — h )2 + (y  -  k ) 2 = r 2 . . . ( 2)

Ahora derivamos la ecuación (2) se tiene; (x  -  h) + {y -  k)y ' -  0

Como en el punto p (a,b) es tangente a la recta y = 2x
¡ocJf ' ■: i-l l«it oJj. >ol 6 otflíHJO' ÍÜ

=> y ' \ x=a= 2  entonces (a - h) + 2 (2a - k) = 0 => 5a = h + 2k

h + 2k 2 i
a = — - —  y b = —(h + 2k)  —(3)

Reemplazando (3) en (1) h2 = ( - ^ — - h ) 2 + ( ^ ( h  + 2 k ) - k ) 2

2 , 2 k - 4 h  2 , 2 h - k  2  ■ v c  ,h = (------) + (----- ) , simplificando
5 5

5h2 + 2 0 k h - 5 k 2 = 0  => h 2 + 4 k h - k 2 = 0  ^ > h  = ( 4 l - 2 ) k  ó => k  = h
\ ¡ 5 - 2

( x - h ) 2 + ( y — j í — )2 = h 2 ...(4 )
V 5 - 2

La expresión (4) es la ecuación de la familia de circunferencias, para hallar la ecuación 

diferencial, eliminamos el parámetro h de la ecuación (4) para esto derivamos:
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h
2 ( x - h )  + 2 ( y — -=-----) y ' =  O despejando h tenemos:

' V5 - 2

. (V 5 -2 )(  x  + yy')
h = ------= --------------  reemplazando en (4)

v5 — 2 ■+■ y 1

(V5-2<X-r + > y ')2 ( y / 5 -2 ) ( x  + yy')  ( J s - 2 ) ( x  + yy')

lA V ? - 2 + y  j LV (V 5 -2 ) (V ? -2  + .v') V 5 - 2  + /  }

Simplificando se tiene: (.r -  (\¡5 -  2)y ) 2 (1 + y  '2) = [(\¡5 -  2)(x + yy  ’)]2

1.7.2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PROBLEMAS FISICOS.-

Las ecuaciones diferenciales de problemas físicos provienen de diferentes fuentes, tales 

como la mecánica, eléctrica, química, etc.

Ejemplos:
¿líi /nfps ztjtnaKs ■! A

©  Se sabe que los objetos en caída libre cercanos a la superficie de la tierra tiene una

aceleración constante g. Ahora bien, la aceleración es la derivada de la velocidad y esta a 

su vez, es la derivada de la distancia S. Luego, si se toma como dirección positiva la

cl2s .,
dirección vertical hacia arriba, tenemos que la fórmula. — — = - g  es la ecuación

dt

diferencial de la distancia vertical recorrida j r  el cuerpo que cae. Se usa el signo menos 

puesto que el peso del cuerpo es una fuerza . le dirección opuesta a la dirección positiva.

( 2 ^  Una masa m de peso w se suspende del extremo de una varilla de longitud constante L.

Suponiendo que el movimiento se realiza en un plano vertical, se trata de determinar el 

ángulo de desplazamiento 0, medido con respecto a la vertical, en función del tiempo t, 

(se considera 0 > 0o a la derecha de op y 0 < 0° a la izquierda de op). Recuérdese que

el arco s de un círculo de radio L se relaciona con el ángulo del centro 0 por la fórmula

s = L 0.

n , , , , d 2s T d 2ePor lo tanto, la aceleración angular es: a = — — = L — —
dt dt~
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por la segunda ley de Newton: F  = ma = mL
dt2

En la figura vemos que la componente 

tangencial de la fuerza debida al peso w es mg 

sen 9, si no se tiene en cuenta la masa de la 

varilla y se igualan las dos expresiones de la 

fuerza tangencial se obtiene:

d 2Q
mL :z- ~  = - m g  sen 0 

dt '

se„6  = 0
*2 Ldt

( 5 )  Una lancha que pesa 500kg. se desliza por un plano inclinado a 5o. Si la fuerza 

de rozamiento que se opone al movimiento es 20kg. y la resistencia de aire expresado en 

kilogramos equivale a 0.05 veces la velocidad en centímetros por segundo, hallar la 

ecuación del movimiento.
Solución

En la figura mostramos a la lancha sobre un 

plano inclinado; tomemos los siguientes 

datos:

F = Componente de peso en la dirección del 
movimiento.

Fr = Fuerza de rozamiento 

Fa = Resistencia del aire 

De acuerdo a la segunda ley de Newton se tiene:

Suma de fuerzas en la dirección de! movimiento = (masa) x (aceleración)

Luego se tiene: F - FR - Fa= m.a ... (1)

donde F = 500 sen 5o = 43.6, FR = 20
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Fa = 0.05v, m = siendo v = la velocidad, a = aceleración, m = la masa. 
981

ahora reemplazamos en la ecuación (1)

4 3 .6 -2 0 -0 .0 5 v  = ^ ^ - a  entonces 2 3 .6 -0 .05v  =
981 981

... ( 2 )

como a = —  que al reemplazar en (2) 
dt

se tiene: + 0.05v = 23.6 que es la ecuación diferencial del movimiento.
981 dt

(T )  Considere el circuito simple conectado en serie que se muestra en la figura y que consta 

de un inductor, un resistor y un capacitor. La segunda Ley de Kirchoff dice que la suma 

de las caídas de voltaje a través de cada uno de los componentes del circuito es igual a la 

tensión E(t) aplicada. Si llamamos q(t) a la carga del capacitor en un instante cualquiera,

dq 
dt

entonces la corriente i(t) está dada por i ■ 

voltaje son:

ahora bien, se sabe que las caídas del

En un inductor = L
di
dt

,n un capacitor = — q 
c

En un resistor = iR = R

d ' q  

dt2

dq
dt

en donde L, C y R son constantes llamadas inductancia, capacitancia y resistencia 

respectivamente.

Para determinar q(t) debemos por lo tanto, resolver la ecuación diferencial de segundo 

orden que se obtiene mediante la Ley de Kirchoff, es decir:
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( 5)  Según la Ley de enfriamiento de Newton, la velocidad a la que se enfría una sustancia al 

aire libre es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la sustancia y la del aire. 
Obtener la ecuación diferencial respectiva.

Solución

Consideremos los siguientes datos:

T = Temperatura de la sustancia en el instante t

Ta = Temperatura del aire

ciT
—  = La velocidad a la que se enfría una sustancia 
dt

dT
de la condición del problema se tiene: - j -  -  —k(T — Ta) , k > 0

que es la ecuación diferencial pedida donde k es la constante de proporcionalidad.

El signo negativo se debe a que la temperatura de la sustancia disminuye al transcurrir el 

tiempo.

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

( 7 )  Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es la familia de circunferencias: 

( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = r 2 en el plano xy, siendo a, b y r constantes arbitrarias.

Rpta. (1 + y 2 ) / " =  3 / / ' 2

(T )  Hallar la ecuación diferencial correspondiente a la cisoides, y 2 =
3

X

a - x

R pta. 2 . r V =  y  { y ' + 3.v” )

©  Hallar la ecuación diferencial correspondiente a las rectas con pendientes y la

intercepción con el eje x iguales. Rpta. v' = x y ' - y ’

( 4 )  Hallar la ecuación diferencial de la familia de rectas cuyas pendientes y sus

intercepciones con el eje Y son iguales. Rpta. ydx - (x + 1) dy = 6
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( ? )  Hallar la ecuación diferencial de la familia de rectas cuya suma algebraica de las 

intercepciones con los ejes coordenados es igual a k. Rpta. (-T y '-^X ^ '-l) + ky'= 0

( ó )  Hallar la ecuación diferencial correspondiente a las estrofoides y 1 =
2

2 x  (a + x)
a - x

Rpta. ( x 4 — 4 x 2y 2 — y 4 )dx + 4 x 3y d y  = 0

(7) Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es la familia de circunferencias 

(x — a ) 2 + (y - b ) ~  = r 2, de radio fijo r en el plano xy siendo a y b constantes

arbitrarias.

Rpta. (1 + / 2 ) 3 = r 2y " 2

(^8) Encontrar la ecuación diferencial cuya solución general es dada.

a) y  = x 2 +C ,e v + C 2e~2x Rpta. y " + y ' - 2 y  = 2(1 + x  -  x~ )

b) y  = C ix  + C 2e x Rpta. (x  + 1 ) y " + x y '- y  = 0

c) y  = x  + C,e~* + C 2e~ix Rpta. y"+4y'+3>y = 4 + 3x

d) y  = C¡e2x cos3* + C 2e 2> sen3Ar Rpta. _y"-4v'+13^ = 0

e) y  = A e 2x+ B xe2x Rpta. y " -4 y '+ 4 y  = 0

f) y  = e*2 (C¡ + C2 Je~'2(¿x), Rpta. y ”-2xy '-2 y  = 0

i , i
g) y  = A e 'f* + Be Rpta. 4 x 3y"+ 6 x 2y '—y  = 0

2

re v 3 2
h) y  = C¡x. \ - ^ - d x  + C2x  Rpta. y " - x  y'+xy = 0

J x

2
i) (ax + b)(ay + b) = c, a, b, c constantes arbitrarias. Rpta. (x  -  y ) y " +2y '+2y ’~ = 0
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j) y  — C¡eax cosbx + C 2e ax senbx ,  a, b parámetro. Rpta. y"-2ay '+(a~ + b )_y = 0

k) y = A (eos x + x sen x) + B (sen x - x eos x), A, B constantes

Rpta. xy "- 2y '+ xy  = 0

d 2x
1) x = A sen (oit + P), co un parámetro, no debe ser eliminado, Rpta. — + co-.v = 0

d r

m) y  = A ex+y + Be~x+y , A y B constantes arbitrarias Rpta. (y  -  l).y"+.y = ( y  -  2 )>•'"

n) y  — A\J\ + x 2 + Bx Rpta. (1 + x~ ) y " + x y ' - y  = 0

®  Encontrar la ecuación diferencial que describa la familia de circunferencias que pasan por

el origen. Rpta. ( x 2 + y 2 )y"+2[y'~ +\](y -  x y ' ) = 0

@  Encontrar la ecuación diferencial de la familia de rectas que pasan por el origen.

Rpta. xy'—y  = 0

Determinar la ecuación diferencial de la familia de circunferencias que pasan por el
1 1

origen y cuyos centros están en el eje X. Rpta. 2x y y '=  y  -  x

(1 2 ) Halle la ecuación diferencial de la familia de circunferencias cuyos centros están en el eje
Y.

( o )  Encontrar la ecuación diferencial de la familia de parábolas con vértice en el origen y

cuyos focos están en el eje X. Rpta. 2xy'= y

©  Halle la ecuación diferencial de la familia de tangentes a la parábola y 2 = 2x

^ 5) Hallar la ecuación diferencial de la familia de circunferencias que tienen su centro sobre

el eje X. Rpta. y '2 +yy"+1 = 0

@  Hallar la ecuación diferencial de la familia de parábolas con el eje focal paralelo al eje X.

Rpta. y '2 y ' " = 3 y ’y"~
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( n )  Obtenga la ecuación diferencial de la familia de parábolas cuyos vértices y focos están en

el eje X. Rpta. y y "+ y '2 = 0

(T^) Obtenga la ecuación diferencial de la familia de circunferencias que pasan por (0,-3)

y (0,3), y cuyos centros están en el eje X.

(T9) Hallar la ecuación diferencial de todas las circunferencias que pasan por los puntos
,

(2,2) y (-2,2). Rpta. (x 2 - y 2 - 2 x y - 8 ) ™ - ( x 2 - y 2 -2 x y  + 8) = 0
dx

( 20) Hallar la ecuación diferencial de todas las líneas tangentes a la curva y 2 = —x .

(2^  Hallar la ecuación diferencial de todas las circunferencias tangentes a la recta y = -x

Rpta. ( x - y ) y " [ 2 - ( x - y ) y " ]  = 2y'[l + y ' 2 ]2
. /  .■ ■ ■ ■ - ; -I A: ¡n . y/s'v  :j v i  . ¡ r  ¡y ¡;

( 2 2 ) Por un punto p(x,y) de una curva que pasa por el origen, se trazan dos rectas paralelas a

los ejes coordenados, las que determinan un rectángulo con dichos ejes. Hallar la 

ecuación diferencial de la curva, de modo que ésta divida al rectángulo formado en dos 

regiones, donde el área de la parte derecha sea el triple del área de la parte izquierda.

Rpta. 3xy' = y  1

;J . Vi
(23) Hallar la ecuación diferencial de todas las tangentes a la parábolas x 2 = 2 y  + \ .

Rpta. i x y ’- y ' 2 -  2_y-l = 0

(24) Hallar la ecuación diferencial de todas las normales de la parábola y 2 = x

Rpta. y ' (4 x - y ' 2 ) = 4y  + 2y'

^ 5) Determinar la ecuación diferencial de todas las curvas planas y = f(x) tal que la ley que

incide en ellas, partiendo de una fuente puntual fija, es reflejada hacia un segundo punto

fijo. Suponer que los puntos fijos son (a,0) y (-a, 0).Rpta. xyy'2 t ( x 2 - y 2 - a 2) y '= x y
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Hallar la ecuación diferencial de la familia de curvas que satisfacen la siguiente propiedad: 

“El área de la región encerrada por la curva, los ejes coordenados x e y, y la coordenada 

del punto p(x,y) de la curva es igual a (x 2 + y 2)" Rpta. 2yy' + 2 x - y  = 0

^ 7 )  Hallar la ecuación diferencial de la familia de curvas que cumple con la siguiente

propiedad: “Si por un punto cualquiera de una curva de la familia se trazan las rectas

tangente y normal a ella, el área del triángulo formado por dichas rectas con el eje y es
2 ; RKjJl ' -

x ~ y c\igual a —^— , donde v0 es la coordenada del punto en que la tangente corta el eje y.

Rpta. y ' 1 (1 +.v)-_yy' + l = 0

^ 8 )  Hallar la ecuación diferencial de la familia de curvas que satisface la condición siguiente:

“Si por el punto p(x,y) de una curva, en el primer cuadrante, se trazan las rectas tangente 

y normal a ella, siendo T el punto de intersección de la tangente con el eje OX y N el 

punto de intersección de la normal con el eje OY, entonces el área del triángulo TON es

igual al ^ , donde 0 es el origen de coordenadas. Rpta. (x2 - y 2 )y' = xy

^ 9 )  Hallar la ecuación diferencial de la familia de curvas que satisfacen la siguiente

condición: “Si por un punto cualquiera p(x,y) de una curva de la familia se trazan las 

rectas tangente y normal a la curva, y si además A es el punto de intersección de la recta 

normal con la recta y = x y B es la intersección de la recta tangente con la recta y = x 

entonces el segmento AB  tiene longitud \Í2 . Rpta. ( j ' 2- l ) 2 = ( x -  v )2(> '2+1)2

^ 0) Hallar la ecuación diferencial perteneciente a las cardioides r = a( 1 - sen 0)

Rpta. (1 - sen 0) dr + r eos 0 d0 = 0
-stqjí

(3 ^  Hallar la ecuación diferencial perteneciente a la estrofoides, r = a (sec 0 + tg 0).
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(32) Encontrar la ecuación diferencial de las siguientes soluciones generales:

. „ senh x „ cosh x  . „
a) y  = A -------- + B —------- , A, B constantes.

¡ r
b) tgM”* + ̂ )  = y¡3 tg(—  x  + C) ,  C constante.

k~ -  y  - k a r c .cosh(—), k fijo y c arbitrario
y

x  — b
d). y  = a cosh(------ ) ,  a, b constantes arbitrarios.

a

e) y  = Cxe 2v +C2e2x + Czxe2x, C , , C 2 , C3 constantes.

( 5 ^  Encontrar la ecuación diferencial de la familia de circunferencias de radio 1,

con centros en la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

Rpta. ( x - y ) 2(l + y ' ) 2 = ( \ + y ' ) 2

^ 4) Hallar la ecuación diferencial de todas las parábolas con eje paralelo al eje y, y

tangente a la recta y = x . Rpta. y ' 2 = 2yy"  — 2xy" + 2 y ' - l

(35) Hallar la ecuación diferencial de las curvas tales que la tangente en un punto cualquiera M

71
forme un ángulo 0 con el eje OX y que verifique 0-(f> = — siendo <¡> el ángulo que OM

4

forme con el eje OX.

(3ó) En la práctica, un cuerpo B de masa m que va cayendo (tal como un hombre que

desciende en paracaídas) encuentra una resistencia del aire proporcional a su velocidad 

instantánea v(t). Usar la segunda ley de Newton para encontrar la ecuación diferencial de

la velocidad del cuerpo en un instante cualquiera. Rpta. —  + — v = g
dt m



26 Eduardo Espinoza Rumos

37) Un circuito en serie contiene un resistor y un 

inductor, tal como se muestra en la figura. 

Determine la ecuación diferencial de la 

corriente i(t) si la resistencia es R, la 

inductancia es L y la tensión aplicada es E(t).

Rpta. L —  + Ri = E(t)  
dt

Un circuito en serie contiene un resistor y un 

capacitor, tal como se muestra en la figura, 

encuentre la ecuación diferencial para la carga 

q(t) del capacitor si la resistencia es R, la 

capacitancia es C y el voltaje aplicado es E(t).

¿Cuál es la ecuación diferencial de la velocidad v de un cuerpo de masa m que cae 

verticalmente a través de un medio que opone una resistencia proporcional al cuadrado de

la velocidad instantánea?
„  dv k 2 
R p t a .  — ■ + — v 

dt m
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CAPITULO II
\r jn h

íñ.i

E C U A C I O N E S  D I F E R E N C I A L E S  O R D I N A R I A S  D E  

P R I M E R  O R D E N  Y  D E  P R I M E R  G R A D O

A las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y de primer grado, 

representaremos en la forma:

F ( x , y , ^ )  = 0 
dx

(1)

En la ecuación (1), F nos indica la relación entre la variable independiente x, la variable
dy

dependiente y, y su derivada —
dx

; -------[fti:

dy dy .
De la ecuación diferencial F ( x , y ,— ) = 0, despejamos la derivada — ; es decir en la

'  dx dx
forma siguiente:

dy
~  = g ( x ->y)
dx

raí/

2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE VARIABLE 
SEPARABLE.-

Si de la ecuación diferencial ordinaria de primer orden y primer grado que es:

dy
dx

= g ( x , y ) , podemos expresar en la forma:
ÍV

M(x) dx + N (y) dy = 0 » . (2)

donde M es una función sólo de x y N es una función sólo de y, entonces a la ecuación 

(2) se le denomina "ecuación diferencial ordinaria de variable separable" y la

solución general se obtiene por integración directa, es decir:
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©

©

©

M  (x)dx + 'n  (y)dy  = C

donde C es la constante de integración.

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(y 2 +x\ '2)—  + x 2 - x 2y  =  0 
' dx

Solución

A la ecuación diferencial dada expresaremos en la forma: 

y 2 (.V +1 )dy + x 2 (1 - y)dx  = 0 , separando la¿ variables

y2 , x 2dx „ . , . C y 2 , Cx2dx _ , , , ,
-— dy + ------ = 0, integrando se tiene: I—— dy + I-= C, de donde tenemos:
- y  1 + jr J 1 -  y J l + .v

\ + x\
1 -  y

= k

i - y

(x + y ) . ( x - y - 2 )  + 2\n 

XyJ\ + y 2 + yy j \+ x 2 y ' = 0
Solución

A la ecuación diferencial expresaremos así:

cyj] + y 2 dx + yy¡\ + x 1 dy = 0, separando las variables

xdx f  ydyxdx y , „ . , . f  xdx  f  y-------+ rify = o, integrando se tiene: I ......— + I—j=

donde tenemos Vl + x 2 + y-sjl + y 2 = C

e x sec_yí¿v + (l + e x )sec_y \%y dy = 0 , y = 60° si x = 3

Solución

= C,
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<? ' sec y  dx + (1 + e x ) sec y tg y dy = O, separando la variable.

ex dx Ç ex dx T
------- + tg yt/v = 0, integrando. I-----— + I igydy = C, de donde se tiene:
l+e* J l + e x J '

1 + ex
ln(------- ) = ln¿ => l + eJr= ^ c o sy

eos y

Cuando x = 3, y = 60° ==> \+ e l => k  = 2 ( \+ es )

l + e x = 2(1 + e 3) eos y

(7)  y ln y dx + x dy = 0, y\x=l = 1

Solución

y ln y dx + x dy = 0, separando las variables se tiene:

—  + ■ ^V - = 0, integrando ambos miembros.
x y  ln v

Çdx f  dy _ . . ,
= C, de donde tenemos:r ;  í ;> ln y

ln x + ln(ln y) = C => ln(x.ln y) = C, Levantando el logaritmo: x ln y = k 

Cuando x = l , y  = I => ln 1 = k => k = 0 

x ln y = 0 => ln y = 0 => y = 1

^5 )  (jcy 2 - y 2 + x ~ \)dx  + { x 2y - 2 x y  + x 2 + 2 y - 2 x  + 2)dy = 0
O J Vm() 7 A. l L  "f- 77 ) T 7vVï( i 7 + i.

Solución

(xy2 -  y2 + x —\)dx + ( x 2y - 2xy + x 2 + 2 y - 2 x  + 2)dy = 0 ,  agrupando 

[ y 2 (x  -1  ) + (x -1  )]dx + [ x 2 ( y  + 1) -  2x(y  +1) + 2(y  + l)]¿y = 0
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( y 2 + l)(x  — 1)í£c + (x2 — 2x + 2 )(y+ l)dy  = 0 , separando las variables

(a: — 1)¿/x (y  + l)úfy . -, , , .
— + — r----— - 0, integrando ambos miembros
x~ -  2x + 2 y  + 1

f  ( x - l ) d x  f y  + l , „I—------------* 1^------ dv = C, de donde tenemos:
J x  - 2x  + 2 J y 2 +l

— Inl.v2 - 2 x  + 2 I + — lnly 2 + ll + are. tg y  = C,
2 I I 2 I " ;

ln((x2 -  2x + 2) ( y 2 +1)) + 2 aretg y  = C .

ln((x2 -  2x + 2)( v 2 +1)) = C — aretg y  , levantando el logaritmo

( x 2 - 2 x + 2 ) ( y 2 + 1) = ke 2 arc'8 v , de donde se tiene: ( x 2 —2x + 2 \ y 2 + \)e2x%y —k

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

I. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

© tg x. sen 2 y.dx + eos2 x.c tg y.dy = 0 Rpta. c tg 2 y  = tg 2 a + C

©

II1V* Rpta. A-=
yj\ + y

©
/, 3 dy 2 2 V1 + a“ —  = x  y  + x  

dx
Rpta. 2n/i + a3 = 31n( v + 1) + C

© e 2x~vdx + e y~2x dy = 0 Rpta. e 4 x +2 e 2' = C

© (a 2 y  -  a- 2 + y  — 1 )dx + (ay  + 2x  -  3y  -  6)dy = 0

Rpta. :̂ - + 3.r + >’ + ln(.Y-3)l0( .v - l ) 3 = C

2  . 2 _  ,

( b )  ex+) sen xdx + (2 y +  \)e  1 dy — 0 Rpta. e'(sen.v — cosA ')-2e ’ = C
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©
©

©

3e' tg^ dx + (\ — e x )sec y  dy = O

e v4 -  + l) = l 
dx

ÿ - 1  + x  + y 2 + x y 2

Rpta. tg y = C (1 -e * )3

Rpta. ln(ev — 1) = C -  x

Rpta. arc. tg -  x  — — = C

y - x y ’= a(l + x  y ) Rpta. y

(H ) (1 + y 2)dx  = {y  -  y¡l + y 2 XI + x 2 )V2dy  Rpta. ln

a + cx 
1 + ax

y + J í+ y 2 V l + x 2
+ c

( i - y ) eyy '+JL—  = o 
.rln x

e
Rpta. C + —  = ln(ln x)

y

13) <rl (! + / )  = ! Rpta. e x = C ( l - e ~ y )

14) e x~ydx+ e y~x dy = O Rpta. e 2x + e 2y = C

(I + y  + y 2 )dx + x ( x 2 - 4 )dy = O,
_ 1 jt — 4. 2 ¿.y-ri „
Rpta. - ln(— r—) + —j= are.tg( ¡=-) = C 

8 x v3

f 2 y  + i 1

V3

ÿ = \ O x+y, a > O, a * l Rpta. 10x + 10_> = C

17) Rpta. 3 y 2 - 2  ln(l + x 3 ) = C

18) =
dy x - e
dx y  + ey

Rpta. y 2 - x 2 +2(ey - e  V) = C

19) —  =
dy ax + b
dx cx + d

, a,b,c,d e  R
„  ax b e - a d  t .
Rpta. y  = —  + ----- -— ln|cx + a[ + A

c c
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(M ) a,b ,c ,d s R
W  dx cy + d

^ l )  y ( x 3 dy + y 3 dx) = x 3 dy

^22) (xy + x)dx = ( x 2 y 2 + x 2 + y 2 + \)dy

® 3 2x2+2y2 , 3 -x2- lv 2 , Ax  e d x -  y  e ay = O,

^ 4) xí/j + y¡\ + y 2 dx = O

dy _ (y - l ) ( x - 2 ) ( .y  + 3)
^  dx ( x - l ) ( y - 2 ) ( x  + 3)

@  - 4x^ ( S / - 9 y i ) %

^ 7 )  (x -  y 2 x)dx + (y  -  x 2 y )dy  = O

y 2(1 - x2 )2 dy =  aresenx d x  en el intervalo -1 < x < 1 Rpta. 2y 3 -3 (a rc se n x )2 = C

®

CJ1II>
Rpta. y = sen (In I x I + C)

2 2 xydx + (x +  \ )ey dy = 0 Rpta. lnV x2 + l +  f ̂— d t = C  
Ja t

® (x +  l)(y  - l)dx + (x - l)(y  + 1) dy = 0 Rpta.
-x + y

(x - l) (> ’- l )  =  ke 2

©

(e y + 1) eos x dx + e y (sen x + 1 )dy =  0 Rpta. (sen x +  l)(ey +1) = k

® i d y  ,  xy + y  —  = 6x 
dx

Rpta. x 2 + y 2 +12>' + 7 2 1 n |6 -_ y |= C

y ln x . ln y. dx +  dy =  0 Rpta. ln (ln y) +  x ln x -  x = C

_  cy ad -  b e , 1 ,, ,
Rpta. x = —  + ------ j— \n\ay + b\ + k

a a ~

Rpta. 3 x 2y - 2 x 2 + 3 y 2 = k x 2y 3

Rpta. ln(x2 +1 ) = y 2 - 2 y  + 41n | k ( y  + 1 ) |

Rpta. 25(3x2 -  l )e3*2 + 9(5y 2 + l)e = C

Rpta. x (y  + yjl + y 2 ) = k

Rpta. (x-l)(_y + 5)5 = ¿ ( ^ - l ) ( x  + 3)5

Rpta. x H—  ln
4

x —3
x + 3

= y +  ln
y - 2
y  + 2

+ k

Rpta. ( x 2 - l ) ( y 2 - \ )  = k
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35) (xy + 2x + y + 2) dx + (x + 2x) dy = O

e y (1 + x 2 )dy - 2x{\ + e v )dx = O

Rpta. \ l x 2 + 2 x (v  + 2) = k 

Rpta. \ + e y = C ( l  + x 2)

dy  1 + eos x

sen" y
Rpta. 2y  -  sen y - x -  sen x = C

38) —  =
dy _  x2 - x y - x + y
dx x y - y

Rpta. y 2 = ( x - l )  + k

xdx -  y ¡ \ - x 4dy  = x 2 yj \+x4dy Rpta. y  = —
1 l - x

2 V 1 + jc2
+ C

40) (l + y 2)dx = ( y - y ¡ l  + y 2 XI + x 2\3l2dy

© yy  = senx.e x+2  v ’

Rpta. = ln
Cy[\ + y

i + y j i + y 2

Rpta. 2y = 2e*+ly (cosjr -  sen*) + k

42) (4x + xy~)dx + ( y  + x ' y ) d y  = 0 Rpta. (\ + x 2 )(4 + y 2 ) = k

43) (x + xy[}')dy + y^[ÿdx = 0 Rpta. — + ln xy = c
\ ¡y

= 1 Rpta. x  -  3x -  3>- -  3 ln | y  |= 21

dy 3jt2 - 6 x 2y 2 

d* y  -  x} y
; y(3)= 1 Rpta. (a:3 - l ) 4 = A:(2^2 - 1)

II. Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial, mediante las condiciones 

dadas:

(T ) sen 2x . dx + eos 3y dy = 0, v (~ ) = ~ Rpta. 2 sen 3y - 3 eos 2x = 3
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© / - 2 j . c t g x  = 0 , y ( ^ )  = 2 Rpta. y  = 2 sen2 x

. y(0) -  l
dx y  1 + j;

Rpta. 3 y 2 + 2 y 3 = 3x2 +5

® x(.y 6 + 1)í¿v + j 2 (x4 + X)dy = 0 , y(0) = 1 Rpta. 3are. tg x  + 2are. tg y

©
í l —eos 2x , .K

+ y '  = 0 , y(  ) - 0  
\  l+ sen > ’ 4

Rpta. \¡2 sen x + sen y  -  eos

© y 2y ’- x 2 = 0 , y (-2) = -2, Rpta. y = x

© x 'd v  + xydx  = x 2dy + 2 y d x , y (2) = e Rpta.
2

xy - 2 ( x - \ ) e x

© ^  = *k3(1 + * 2 )- , / y(0) = 1 
dx

Rpta. y  = (3 -2 -J l  + x 2 r 1/2

© y' sen x = j  ln y , ^ (~ ) = ^ Rpta.
• f  y  -  e L

@ (l + e x )y.y'= e x , y(0) = 1 Rpta. 2ey ln  = ^ ( \  + ex )

©
(xy2 + x)dx + (x 2y  -  y)dy  = 0 , y (0) = 1 Rpta.

© (4;c + xy2 )dx + (y + x 2y)dy = 0 ,  y ( 1) = 2 Rpta. (1 + x 2 )(4 + j 2) = 16

© xdx + ye~xdy = 0 , y (0) = 1 Rpta.
1

y  = [2(l-x)e* - l ]2

tlr  nóiut/iog BÍ ÜffiJítf

ye'  y'= x - l ,  v(2) = 0 Rpta. y2 2 ,e = x - 2 x  + \

© y' + 6y. tg 2x = 0 , y (0) = -2, Rpta. y  = -2  eos3 2x
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© y' x ln x -  y  = 0 , y (2) = ln 4

© (1 + e x) y y ' = e \  y (0) = 0

© 2 1 7 2ydx + x dy = - d x , y (—-—) = — 
ln x 2

© dr  sen0 + e2r sen0 .
—  = ------------------ — , r (—) = 0
dQ 3er + e r cos0 2

© 4d y  + y  dx = x 2d y , y (4) =  -1,

@ dy = x (2y dx -  x dy), y ( l )  = 4

® Hallar y si:

a)
m■C1
mII

«
i

b) £  ydx = K ( y - b )

c) £ y d x  = K ( y 2 - b 2)

d) £ y 2dx = K ( y - b )

e) j * y 2dx = K ( y 2 - b 2)

0 £ x 2dy = x3( y - b )

g) J  x 6y 2dx = x1 (y 2 -  b

Rpta. y = 2 ln x

\ + e x
Rpta. (1 + y)e  y = ln(—- —) +1 -  x  

2

Rpta. 2 y  + l = 2ex

Rpta. 2 arctg(er ) + arctg(cos 0) = ^

Rpta. (2 + x ) y A - 3 x  + 6 = O 

Rpta. y  = 2 x 2 + 2

Rpta. 3K y2 - 2 x  = 3K b2 - 2 a

( x-a)

Rpta. y  = e K

Rpta. y  = (2K)~l ( x - a ± 2 K b )

Rpta. y ( x - a -) + AT = 0
b

Rpta. x -  a = 2 K  ln(—) 
b

Rpta. ( 2 y - 3 b ) x 2 = - a 2b 

Rpta. (6y2 - 7 b 2)x6 + a 6/>2 = 0

35
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2.2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS REDUCIBLES A 
VARIABLE SEPARABLE.-

Las ecuaciones diferenciales de la forma siguiente:

. ..d)^  = f ( a x  + by + c) 
dx

donde a, b y c son constantes, no son de variable separable.
f) íittí ' 'i + 0 iv:?. ib

Para resolver estas ecuaciones diferenciales, se transforma en una ecuación diferencial de

variable separable, mediante la sustitución; z = ax + by + c, de donde —  = - ( — - a ) ,
dx b dx

que al reemplazar en la ecuación (1), se obtiene una nueva ecuación diferencial, que es de 

variable separable.

es decir: — (—  - a )  = / ( z ) ,  de donde —  = a + b f( z) ,  separando la variable 
b d x  dx

- = dx que es una ecuación de variable separable.
a + b f(z )

Ejemplos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

©  (■x  + y ) 2y ' = a 2
Solución

Sea z = x + y => —  = — -1,  reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 
dx dx

7 dy i  z 2dz . ,
z (— - 1) = a , separando la variable ----- - = dx, integrando ambos miembros.

dx z  + a

r- = [dx + C => z -  aarc. tg(—) = x  + C , de donde 
J z 2 + a  J a

x  y y
x  + y - a . arctg(-— — ) = x  + C,  simplificando se tiene: x  + y  = a tg(-—\-k)
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©  y'  = eos (ax + by +  c ) , a , b constantes positivas y diferentes.

Solución

Sea z = ax + by + c => —  = a + b y \  de donde y ' = —a ) , reemplazando en la
dx b dx

1 dz 2 dz 2
ecuación —(------- a) = cos~z => —  = a + b eos z

b dx dx

separando las variables se tiene: ------——-— = d x , integrando se tiene:
a + b eos z

f ------= fdx + k => f----------------- ------ —---------- —  = x  + k
J a  + bcos z J Ja sen  z + (a + b)eos z

1 (* sec2 zdz , 1 I a , , . ,— I ....... ......  — -  = x  + k  => rarctg ------ tg(ax + by + c) = x  + k
û J , 2 .  , a + b J a (a + b )  \la + b

(x  + y)"

(x  + y ) n +(x + y ) p
Solución

Sea z = x + y => y '  = — —- - 1 ,  reemplazando en la ecuación diferencial se tiene:
dx

dz . . dz z "  , , . , .—  - 1 + 1  = -----------  => —  = ---------- , separando las variables
dx z n + z p dx z n + z p

z n + z p

z m
dz = d x , integrando se tiene:

, » 4 . , P  r  z n -m + \ z P~m+\
\ ^ f - d z = \ d x  + C

n - m  + \ p  — m + \
= x  + C

(.x + y )n-m+1 (x  + y ) p- m+l _ . ̂  .- —-------- t------ —------- = x  + C, n - m * - l ,  p - m * - \
n - m  + l p - m  + l



38 Eduardo Espinoza Ramos

@  x y 2(xy '+ y )  = a 2
Solución

dz
x ------z

z ¿¡XSea z = xy => y  = = > ^ ’ = — —  reemplazando en la ecuación diferencia dada.
y  x ¿

t d z  'S2 (x ------z)
Z ¿Jx Z  2 2 2— [x— —-+ —] = a  , simplificando z dz = a x d x
X  x 2 X

z3 X2
integrando se tiene: —  = a 2 —  + C => 2x3>,? = 3« 2x2 + K

( 5 )  (ln x + >'3 )í¿r -  3xy 2dy = 0
Solución

Sea z = ln x  + _y3 => —  = — + 3 y2.y ' ,  de donde 3xy2_y' = x — - 1 ,  reemplazando en la 
dx x  dx

. dz dz
ecuación diferencial se tiene: z —(x ------1) = 0 => (z + l ) - x —  = 0 separando las

dx dx

variables. —  — = 0, integrando se tiene: ln x -  ln(z + l)  = ln C  => x = C ( z + l )  
x z + 1

z + l = k x  => lnx + _y3 +1 = kx donde k = — .'. >’3 = fcv-ln x-1
c

( b )  (6x + 4y + 3) dx + (3x + 2y + 2)dy = 0

Solución

La ecuación diferencial expresaremos en la forma: (2(3x + 2y)+3)dx + (3x+2y + 2)dy = 0 

S eaz = 3x + 2y => dz = 3 d x  + 2 d y  => dy = - ( d z - 3 d x )

reemplazando en la ecuación diferencial (2x + 3)dx + (z + 2)(—— ) = 0
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. z + 2
simplificando y separando la variable se tiene dx-\------—dz  = 0

z

integrando ambos miembros z + 2 1nz + x = C d e  donde:

4x + 2y + 21n(3x  + 2y) = C

eos (x + y)dx = x sen (x + y) dx + x sen (x + y)dy

Solución

Sea z = x + y => dx = dz - dy, reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 

eos z dx = x sen z dx + x sen z (dz -  dx), simplificando y separando la variable.

—  = tg zd z  integrando se tiene: .'. x eos (x + y) = C
x

E JE R C IC IO S PRO PU ESTO S.-

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(T ) —- = eos.(a + y )  Rpta. y = 2 arc.tg (x + C) -  x
dx

( ? )  v '=  sen2 (x - v + 1) Rpta. tg (x -  y + 1) = x + C’

® dy x  + y
= Rpta. y + ln |x  + y +  l |  = x + C

dx x + y + 2

(T )  y' ln | x -  y  |= 1 + ln | x -  y  | Rpta. ( x - y ) l n  I x -  y I = C -  y

( J )  y ' — (x + y ) 2 Rpta. x + y = tg (x  + C)

(^ó) (x + y - 1 )dx + (2x + 2y -  3) dy = 0 Rpta. x + 2y + ln I x + y — 2 | = C

( j )  {] + x 2y 2)y + ( x y - i ) 2 x ÿ = 0  sug : xy = z R pta . y 2 - k e
iyv----
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(5) (x6 -2 .v5 + 2x4 -  y 3 + 4 x 2y)dx + ( x y 2 - 4 x } )dy = O ,

sug : y = xz R pta. - — x 2 +2 x  + ̂ - j - ^  = C  
3 3x x

©
y - x  + 1 
v - x  + 5

Rpta. ( y - x ) 2 + \ 0 y - 2 x  = C

10) ye '  ' dx + ( y 2 -  2xex' 1 )í/v = O R pta. ln v + e '  = C

y  = sen(x -  y) R pta. x  + C = ctg(- — — + —) 
2 4

12) y '= (S x  + 2 y  + i y R pta. 8x + 2y + 1 = 2 tg (4x + C)

13) (x 2y 3 + y  + x  — 2)dx + ( x 3 y 2 +x)dy  = 0 R pta . 3 x 2 - 1 2 x  + 2 x 3y 3 +6xy = C

14) (1 -  xy  eos xy)dx -  x  eos xy dy  = 0 R pta. ln x -  sen xy = C

15) [x2 sen(-^-) -  2y  cos(^-)]c/x + x c o s ( “ )í/v = 0  R pta. x sen(—̂ -) = C

ey y'  = K ( x  + e y ) - l  sug: Z  = x + e y R pta. y  = \n(Cekx- x )

17) x 2yy '  = - i g ( x 2y 2) - x y 2 sug: z  = x 2y 2 R pta. sen( x 2y 2) = k e x

y '= a x  + by + c , a, b, c e  R R pta. b(ax + by + c) + a = ce bx

19) ( x 2 y 2 +\)dx + 2 x 2dy = 0 R pta. — -—  + — ln x = C
1 -  xv 2

20) (xy -  2xy  ln 2 y  + y  ln y)dx + (2 x 2 ln y  + x)dy  = 0

sug:z  = x L n y  R pta. 2 x 2 +(2xln_y + l ) 2 = C
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(2x + 3y — 1 )dx + (4x + 6y -  5)dy = O Rpta. x + 2y + 3 ln (2x + 3y -  7) = C

22) (2x -  y)dx + (4x -  2y + 3) dy = O Rpta. 5x + lOy + C = 31n |10x -  5y + 6|

23) (6x + 3y -  5)dx -  (2x + y) dy = O Rpta. 3x -  y = C + ln (2x + y -  1)

24) (v 3>'4 + y sx 5 + x 5y 2 + x 3y í + y 7 + y ~ ) d x - ( x *  y 3 + x 6 y  + xy6 )dy = 0

x3 1 y 2 x x3
Rpta. —  + x ------T------ 7 + — + ~ - T ~ C

3 2x2 2x2 y  3 /

25) Mediante una sustitución adecuada reducir la ecuación diferencial. 

p(x'"y" )ydx + Q(xmy" )xdy = O, a una ecuación diferencial de variable separable.

26) (2 + 4 x 2y fy )y  dx + x 3yjy dy = O Rpta. x 3y 2 = C

y(xy  + l)dx + x(l + xy + x 2y 2)dy = 0 Rpta. ~ \  = ln Ky
2x¿y ¿

28) ( y - x y 2 ) d x - ( x  + x 1 y )dy  =Q Rpta. ln(— ) - x y  = C

29) ( y - x y 2 + x 2y 3)dx + ( x 3y 2 - x 2y)dy  = 0 Rpta. l \ n x  + x 2y 2 - 2 x y  -  K

30) —  = 1 + X\  -  sug: x + y = u, x y  = v Rpta. x 2 y 2 -1  = K (x  + y ) 2
" dx \ + x 3y

31) —  = —  -------  Rpta. y 2 = x e y +C
dx 2 y -  xey

32) —  = tg (x + y )  Rpta. x -  y -  Ln |sen (x+y)+ cos(x+y)]= C
' dx

33)  —  = ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 2 Rpta. (2x + y + 3) Ln |2x+y + 3 | = x + C
dx ln(2.v+^+3) + l
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34) ^ -  = x 2 + y - 1, sug: z  = x 2 + 2x + y  Rpta. 2x  + x 2 + y  + 1 = K ex

35) (x2 - y A) ~  = x y , sug: x = uy Rpta. 2 y 5 = - 3 x 2 + K y 2
dx

36) (3x -  2y + l)dx + (3x -  2y + 3) dy = O Rpta. 5(x+y + C) = 2 Ln |15x -  lOy +

37) y ' =  -^tg2(x + 2y)  Rpta. 4 y - 2x + sen (2x + 4y) = C

38) y '  = y¡2x + 3y  Rpta. 6y¡2x + 3y  - 4 \n(3yj2x + 3y  + 2 ) - 9x  = C

39) y '  = \[y + s e ñ x - c o s x ,  sug: z = j  y  + senx Rpta. yjy + senx = + C

(40) yJx + y  + \ y ’ = y¡x +  y - \

Rpta. u2 + 2 u - u ' J u 2 -1  -fin | u +\¡u2 -1  | = 4x + C ; u = x + y 

^ l )  (x + _y-2 + — )dx + ( 2 - x ~ y ) d y  = 0 R pta . 2 1 n x - 4 x  + 4y - ( x  + y ) 2 = k

42) (2x-2_y + x e x ) d x - ( 2 x - 2 y  — \)dy = 0 R pta . (x — 1 )ex + ( x - y 2) + y  = C

43) [sen x - tg (x -2y)] dx + 2 tg (x - 2y) dy = 0 R pta. - cos x + Ln cos (x - 2y) = C

44) ( \ - x y  + x 2y 2)dx + (x3y - x 2)dy = 0 R pta. 2 \n x  + x 2y 2 - 2 x y  = C

45) (y 5arc.sen J y —-----y 4are. tg y[x)dx + dy = 0

Rpta. Vx are. tg 4 x  -  ln \¡\ + x  + ln(-— - ) + ^ V = C
y 6y

46) 2yy'= y 2 + x 2 - 2 x  Rpta. y 2 = c e x - x 2
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&  y'+ sen (x + y)  = O Rpta. tg (x + y) = x + C

48) ÿ  = (x + y)  ln(x + _y) -1  Rpta. ln ¡ x  + y  | = cex

49) 2(x2y  + yj 1 + x4y 2 )dx + x3dy = O R pta. x2(x2y  + yj\ + x4y 2 ) = C

2 3 r~2 r 4y nv arc. tg x  + v arc . s eo j x  +1 + —  = O
dx

51) xy(xdy + yd x )  = 6 y 3d y , cuando x = 2, y = 1 su g .z  = xy Rpta. y 2( x 2 — 3 y 2 ) = 1

52) x 2 (x dx + y  dy) = ( x 2 + y  2 )dx , cuando x = 1, y = 2

sug. z = x 2 + y 2 R pta. (.y2 + y 2 )(10 — 9jc) = 5x

^ 3 )  dx + dy = (x + _v)(l + — )2( x d y - y d x )

v 2sug. z = x + y, co = — Rpta. (2y  + cx)(x + y)  + x = 0
.Y

54) (,v + y  )(x dy  + y  dx) -  xy(x dy + y  dx) = O

sug. z = x 2>-2 , (o = xy Rpta. x 2y 2 = C ( x 2 + y 2 )

55) y 2( x 2 + 2)<íy + (x 3 + y 3 )(v dx -  x  dy) = 0 Rpta. — + — r- — ln x  = C
^  x  y 2x~

5ó) (6x -  3y + 2)dx -  (2x -  y -  1 ) dy = O Rpta. 3 x - y  + C = 5Ln | 2 x - y  + 4 |

57) Q -  = (x + y - 3 ) 2 - 2 ( x  + y - 3 )  Rpta. ----- l------ = x + C
dx x  + y  -  4

58) —  = -2  + e2x~y+> Rpta . x + e~2x >+I = C
dx

\  ch dy , 2 x - 3 y  + 4 1
59) x dy = y (xy + eos 71) dx 60 —  = ( - -------------- --------- )

dx 3 .y -2 v -1

1 x y 2
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61) (1 - x 2 y )dx  + x 2 ( y  -  x)cty = O sug. z = x - y Rpta. y 2 - 2xy + 2x2 + — = k

62) y = ( 8 x  + 2_v)2 + 2(8x + 2_y) + l Rpta. are tg (4x + y) = 4x + k

2.3. OTRAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.-

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 

eos y'=  0
Solución

Como c o s y = 0  => y '  = árceos 0 = ■̂ ■(2« +1)

—  = —(2« + l) => dy = — (2n + \)dx , integrando 
dx 2 ' 2

J|(2* +  l> fr + j r ,  de donde se tiene: y  = ^(2 n + l)x + K  , n e  Z

©  e 1' =  1
Solución

,i # dy
ey = 1 , tomando logaritmo se tiene y  = 0 ,  —  = 0 => y = C, C constante

dx

®  ln y ' = x
Solución

ln y'= x => y ' = e x => dy = e xdx

integrando \ d y = \ e Xdx + C  de donde se tiene: y  = e x +C

® 7 «  1 Ó7Tx y  cosy  + 1 = 0 , y  -> — ; x -> +oo

Solución
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.t2y 'c o s .y + 1 = O => eos y. y '+ -4j- = 0 de donde eos y.dy + = 0 , integrando
x x

feos v dy + f-— = c de donde se tiene: sen y -  — = C , como y —> cuando x —> +oo
J  i x 2 x 3

„  1 6tc , 1 .1 Ó7t,
=> C = sen----- , por lo tanto: sen y —  = sen(-— )

3 x  3

( ? )  tg y '  = x
Solución

Como l g y ' = x  => y'  = arctg x  + r m , n e z

i. .. . ■■. / • oí-j i/l J  ¿onraiKJ i'Jlt^ftfOoH n ó is tíu i
dy = (arc.tg x + n ti) dx, integrando j ‘dy = j(arc.  tg.v + nn)dx + C  de donde se tiene:

y  = A 'a /'c .tg x -^ ln (l + x 2) + nnx + C

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

( 1 )  e- = x  Rpta. y = x (ln x -  1) + C

(T )  tg y' -  0 Rpta. y = i t n x  + C

( ? )  e y = e 4vy'  + 1, y es acotada para x -> + oo Rpta. y = 0

( 7 )  sen>»'=x Rpta. y  = x  are.sen x - y / l - x 2 +nizx , x, n e  Z

1 6tc 2 1

® x 2 y '+ eos 2y  = 1, y  —>----- , cuando “X —» + 0 0  Rpta. y  = are. tg(— + —■¡=) + 3n
3 x s/3

( ó )  (x + \)y'  = y  - 1 ,  y es acotada, para x -»  + oo R pta. y = 1

(7 ) y' = 2x(n  + y ) , y es acotada, para x =c R pta. y = -u
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( ¥ )  x 3 v '-sen  y  = 1 , y —> 5 7t, x —> ac Rpta. y  = 2arc. tg(l------¡-7 ) + — n
2x~ 2

(J>) v = ln(— ) Rpta. y = - ln(C -  x)
’ dx

To) (1 + x 2 )y '-^ -c o s2 2y  = O, y — x —» -00

«  1 n 7Rpta. y  = — are. tg(— Y are. tg .v) + — 71
2 2 2

2.4. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS HOMOGENEAS.-

a. Función Homogénea: Diremos que la función f  (x,y) es homogénea de grado

k x e y, sí y sólo sí, cumple con la condición siguiente:

f ( X x , l y )  = l k / ( * ,  y)

Ejemplo: Determinar cuales de las siguientes funciones son homogéneas.

©  / (.v, y )  = x 2y  - 4 y 3 es homogénea de grado 3 en x e y

( 2 )  / (.v,y) = y 2 tg — es homogénea de grado 2 en x e y .
y

( 3^  f  (x, y )  = yjx3 -  y 3 es homogénea de grado 1 en x e y

~> ">

® x  — v"
f  (.r, > ) = ------ -— es homogénea de grado cero en x e y

xy

Q Q  f ( x ,  y )  = x 2 + sen x. eos y  , no es homogénea.

(7T) / (.v, y)  = e x , no es homogénea.

b. Ejercicios Propuestos:

Determinar si las siguientes funciones son homogéneas o no.
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©  f ( x , y )  = ( x 2 + y 2)2

®  f(x,y) = x - 5 y  + 6

yx + xy
©  f(x-y) = ' 2 ' 33x -  4y

( i )  f(x,y) = x Ln x - y Ln y

2x
(V ) f ( x ,  y) - ( x 1 + y 2 )e •’ + 4xy

c. Definición:

(A ) / ( x ,  >■) = ^  sen — -  y  sen
' x

©  f ( x , y )  = x ' - x y + y *

y

Diremos que una ecuación diferencial ordinaria de primer orden y de primer 

grado de la forma:

8 )  f(x,y) = x Ln x - x Ln y

10) / ( x ,y )  = jcarctg(^-) + yarctg(—)
x y

M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0

es homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo grado en x e y. 

Ejemplo: Las siguientes ecuaciones diferenciales ordinaria son homogéneas.

0  (x 3 - y 3)dx + y 2x d y  = 0 © dyx  = v + 2xe A 
dx

(T )  (x 3 + >•' - ¡x '  + v‘ -  xy-y/x + .V2 c/v = 0

® , 2 v y
( x " - v  -_yarcsen( ))í/x = xcos( )d[y 

x x ’

d. Solución de una Ecuación Diferencial Homogéneas.

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria homogénea.

M(x,y) dx + N(x,y)dy = 0
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entonces: M(X x, Xy) = Á.K M(x,y) y N(A.x, Xy) =  N(x,y) ... (2)

• O
1

esto es porque la ecuación diferencial (1) es homogénea, haciendo; X = — en la
; X

ecuación (2) se tiene:

M ( l / )  = 4 r M ( x ,v )  => M ( x , y )  = x kM (  1 ,- )
X  X K X

M ( x , y )  = x KM ( \ t—) = x KM (\ ,u )  = x Kt//{u), donde u = —

k yes decir: M ( x , y )  = x  cp(i/), u =  — ... (3)

N Q , ~ )  = A r N ( x , y )  => N ( x , y )  = x KN(  l / )
X  X  X

iníteí

N(x ,y )  = x KN ( l , ( - ) )  = x k N ( \ , u ) = x KN(\ ,u)  =  x Ki//(u), « = -

k yes decir: N(x,  y )  = x  vy(i/), u = — ... (4)
x

:£Ü o lq rn jjH

como y = ux ==> dy = udx + xdu ... (5)

reemplazando (3), (4), (5) en (1) se tiene:

x k(p(u)dx + x K\\i(u)(u dx + xd u )  = 0 , simplificando

(p(u)dx + \|/(u) (udx + xdu) = 0, agrupando y separando la variable se tiene:

dx i//(u)
-----f-------------------du = 0, que es una ecuación diferencial de variable separable.
x  <p(u)+uy/(u)

Análogamente se hace para A = — , u = —
y y
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e) Ejercicios Desarrollados

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

O  (*" + 3xy + y 2 )dx -  x 2dy  = 0
Solución

Sea y = ux => dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuación diferencial.

(jt" + 3x2u + x 2u 2)dx — x 2(udx  + xd u )  — 0 ,  simplificando 

x 2( u 2 +2u + l ) d x - x ¡du = 0 , para x *  0 se tiene:

dx du
(u +2u  + \)dx — x d u  = 0 de donde separando la variab le— ----------- - = 0, integrando

x  ( h + 1 ) ‘

_ du X
se tiene: I—  -  I---------- = C,  de donde Lnx  + --------= C

I (u +1) y  + x

x —  = y  + y j y 2 - x 2 .
dx

Solución

A la ecuación diferencial dada expresaremos así:

(y + y]y 2 ~ x 2 )dx -  xdy = 0 ... (1)

Sea y = ux => dy = udx + xdu ... (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

V2 2 •u x - x  )dx -  x(udx + xdu) = 0, agrupando se tiene:

r 2 2 ■ dx duX \  u - I d x - x  du = 0, para x *  0 y ademas u *  ±1, se t i e n e : ------—===== = ü,
-v Vw2 -1

integrando Í - - Í - T $ =  = = k , efectuando y simplificando: 2 C y = C " x 2 +\
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(x - y Lny + yLnx)dx + x(Lny - Lnx)dy = 0

Solución

A la ecuación diferencial podemos escribir en la forma:

(x -  y  ln(—))dx + .r ln(—)dy = 0 ... (1)
' x  x  '

Sea y = ux => dy = udx + xdu ... (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

(x - ux Lnu)dx + x Ln(u) (udx + xdu) = 0, agrupando y simplificando

dx + x Ln(u)du = 0, separando la variable: —  + ln u du = 0 ,
x

integrando J"— + Ln(u)du = C,

efectuando y simplificando (x - y) Lnx + y Lny = Cx + y

® V V( x - y  arctg(—))dx + x arctg (—)dy = 0 
x  x

Solución

Sea y = u x => dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuación diferencial se tiene:

(x - ux arctgu)dx + x arctgu (udx + xdu) = 0,

dx  .
simplificando y separando las variables se t i e n e : -----t- arctg u dtt = 0 , integrando

x

f—  + j arc-l&tdu = ln C  => lnx  + l iare. tgu-  —ln(l + « ") = ln C

x" + "
Como u = — entonces 2 y. arctg(—) = x ln(-— - j— )C*

x x  x
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©

©

xe'  d.y + v e '  dv = O
Solución

Sea y = ux :=> dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuación diferencial dada se tiene:
i i  

xe  " dx  + iixeu (u dx + x  du)  = 0 ,  agrupando y simplificando (e" + ti2 e" )dx+ xue" du = 0 ,

separando la variable.

dx lie"du C te1
- + —;----------   0 integrando. In x  =  — I ——

.V I
dt v
-----  como u = —

 ̂ -V
e u +u~e 

entonces ln jc = -

r

f te'dt

T T 7
e' - f í e

V’ y  y( ico s(—) + .vsen(— ))dx = eos ( - ) d v
X  X  X

Solución

Sea y = ux => dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuación diferencial dada se tiene: 

(ux eos u -+- x sen u)dx = x eos u (u dx + x du).

Agrupando y simplificando, se tiene: sen u dx = x eos u du, separando la variable

dx
= c t g u d u  integrando

• JHtgficln + lnk => In.v = ln sen» + ln£

I.

©

x = k sen u, como u = —
.Y

x  = k sen —

f. E JE R C IC IO S PROPUESTOS.

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

(4.y ~ + .vy -  3 v '  )dx + (~5x + 2.yv + y~ )dy = 0

R pta. ln.v + —ln
' 3

3
+ — ln £ - 2 ln — + 2 = c

X 4 X 12 X
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( 2 )  dy  ~ y  1 ^ y , x >
¿ r  x ^ ’(y /jr)

( 3)  xy' = 2 ( y - J x y )

Rpta. x = k<f>{—) 
x

Rpta. 16xy  = (y  + 4x -  ex )

® y
(jc eos ec(—) -  y)dx  + x  dv  =  0

a:
Rpta. ln foc = cos(—) 

x

©

©

©
©

©

x y ' = y  + 2xe

2(2x2 + y 2 )dx -  xy dy  = 0

jc2/ = 4 x2 +7Ay + 2 y 2

y  dx = (x + -J~y~ -  x 2 )í/y

Rpta. 1ti(a" k) = e '

2 y
Rpta. 2y  -  .v sen(— ) + 4xln x  = kx 

x

Rpta. x 4 = c 2( 4 x 2 + y 2)

Rpta. x  (y  + 2x) = c (y  + x)

Rpta. arcsen( ) = ln(A>)
y

io) f ^ = .  y ( lx3y 3)
dx x (2x} - 3  y 3)

_2x
Rpta. y 3 = exe 3v

( l l )  x  d y - y  dx  = yjx2 + y 2 dx Rpta. y  + yjx2 + y 2 = ex

12) y ( x 2 +x y  — 2 y 2)dx + x ( 3 y 2 — xy — x 2)dy = 0 Rpta. 2 y 2 ln(~- ) + 2xy + x" = cy"

13) x y 2dy + ( x 3 -  y 3 )dx = 0 Rpta. y 3 = —3x3 ln x  + cx3

14) (6x2 - l y 2) d x - \ 4 x y d y  = 0 Rpta. 2 x 3 - I x y 2 =c

y '  = ..
*  3x2 - /

Rpta. c(.y2 - x 2) = y 3
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16) xy' r i  2
\ .y ~ x Rpta. y + yjy2 -  x2 =<

yiy+Jy2-*2 )

©  ax~ +2bxy + c y 2 + y ' ( b x 2 + 2cxy + f  y 2 ) = O Rpta. / >’3 + 3cxy2 + 3bx2y  + a x i = k

v dx + (2y[xy - x)dy  = O Rpta. — + Lny = c

( l9 )  {x-^x’’ + y 2 —y 2)dx + xydy = O Rpta. .v ln |.v| + y[x2 + y 2 = ex

20) (x + (x  — y)e*)dx  + x e xdy = O Rpta. x(\ + e x ) = k

v y
( x  + v sen(—))dx -  x  sen(—)dy = O 

a x
Rpta. ln x + cos(—) = c 

x

x 3ÿ = y 3 + 3xy2 + 4  x 2y  + x } Rpta. y  =
\Jc-2\nx

23) {2xy + x - ) y ' = 3 y ¿ +2xy Rpta. y 2 + xy  =  ex 3

dx x  x
V V

Rpta. cosecíc-) - c t g ( —) = kx
X  X

25) 2xy ' (x2 + y 2 ) = v ( y 2 + 2 x 2) d  *. 2 x"'yÁRpta. y  = exe

x 2y '  = 3(x2 + y 2 ) arctg(—) + xy Rpta. y  = x tg(kx )

x y 2dy -  (jc3 + _y3 )dx = O Rpta. y } = x 3(3 ln x + c)

y dy y
„vsen(—)—  = ysen(—) + x

x dx * x
Rpta. cos(—) + ln(cx) = O

x
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y 2dx + (Xyjy2 - x 2 -  xy)dy  = 0

2.v3 —  + (_y3 -  x 2y)  = 0 
dx

2 . 2  2x  y  -  y  + xy  — x

x 2y ' = y 2 +3xy + 2 x 2

y y y(x sen(—) -  y  cos (—))dx + x  cos ( - ) d v  = 0 
x ' x  x

y-Jx2 + y 2 dx -  x(x + yjx2 + y 2 )dy = 0

x  —  -  >(ln y  -  In x)
dx ' '

y  dx + x(ln(—) -  2 )dy = 0

v(ln(—) +1 )dx -  A'ln(—)dy = 0 
' x  x

j  2 2  dy x - y

dx x 2 + y 2

(x} + y 2 y]x + y 2 )dx -  xy^Jx2 + y 2dy = 0

—  = — + arc. tg ( y / x )  
dx x

Rpta. y 2 ( x - 2 c )  + c 2.x = 0 

Rpta. x y 2 = c ( x 2 + y 2) 

x
Rpta. y  = --------- + x

' c -  In x

Rpta. y = x tg (Ln x + c) - x

y
Rpta. xsen(—) = k

x

Rpta. c x - y j x 2 + y 2 = x\n(y]x2 + y 2 - x )

Rpta. ln(—) = 1 + cx 
x

Rpta. y  = c( 1 + ln(—))
y

y
Rpta. xycos(—) = c 

x

Rpta. y = x Ln (Ln |x| + C)

1 i y 
R pta . ln x — ln (—) = c

2 x

„  , f  (u2 +\)du y
Rpta. lnx + c =  I--------- r-------r-, u =  —

J l — U — U — U X

Rpta. (x* + j 2 )3 2 = x i Ln(kx i )

„  , f  du yRpta. lnx = I--------- + c ,  u = —
J arctg u x

(xcos(—)+  v sen(—)) v dx + (x cos(—) -  sen(—))xdy = 0
x ' x '  X X

(x + y e x )dx — xe ' dy — 0
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yfxÿ d \  = (x -  y  + y¡xy)dy 

x  dy 3x2 — y 2

JTr

y  dx 3 v2 - x 2
=  0

R pta. J x - y ( y [ x - y J ÿ )  = k e ^  ^

Rpta. (x 2 + y 2) 2 = k x y

y  dy y
xcos(—)— = vcos(—) - x  

x  dx ' x

- s e n ( - )

Rpta. x = ke x

x  dy 2x3 -  x2 v -  v3 „
---- + -------Ï------ í — ^T = 0
y  dx 2y  -  xy~ -  x

Rpta. x J + y 3 = xy(x + y  + c)

\ I~~2 2 y  y i v ?48) (y]x - y  -_yarcsen(—))c?x + xarcsen(—)dy = 0 Rpta. lnx  + —(arcsen(—)) = k
x  x  ' 2 x

49) (x tg(—) + y)dx  -  x dy = 0 Rpta. sen(—) = kx

50) (yjx + y  + J x -  \ k/.v-t (y j x - y  - y j x  + y )d y  = 0 Rpta. y]x + y  + ~ J x - y  =c

(2x tg — + y)dx  = x d\> 
x

2 yRpta. x '= £ s e n ( —)

(4x2 + 3xy + y 2 )dx + (4 y 2 + 3xy + x 2 )dy = 0 Rpta. ( x + y 2 Ÿ  (x + y ) 2 = c

dy _  x  

dx arctgC1-)
X

Rpta. —arctg(—) = \nky jx2 + y 2
X  X

v Vxy  ' ln — = x  + y  ln — 
x  x

Rpta. lnx = — (ln(—) -1 )  + c 
x  x

y y(x + sen(—))dx -  x sen(—)dy = 0 Rpta. ln x  + cos—= c 
x

'’ i , y 2 256) y (x + xy -  2y  )dx + x(3y -  xy -  x  )dy = 0 Rpta. 2y~ ln(^-y ) + 2xy + x~ =cy
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57) (x3 + y 2yjx2 + y 2 )dx — xy^Jx2 + y 2 dy = O R pta. (x2 + y 2) 2 = x} lncx3

y  y  y  y  y  2 y
58) (2.v sen — + 2x  tg -----y  eos----- >• sec" — )dx + (x eos — + x see' —)í/v = 0

R pta. x 2(sen —+ tg —) = c
X X

59. R p la . aretgz , i „ , + t .
‘ í/x .V' x

60) x(x2 + y 2 )dy y ( x 2 + yy j x2 + y 2 + y 2 )dx Rpta. y  + J x 2 + y 2 = cx2e

61) x y l dy — (2 v 4 + x 4 )dx Rpta. fcc8 = x 4 + y 4

¿y jq;
62) - j -  = — ----------  ----------- r  Rpta. ( x - y ) e y = c
" dx x  - x y  + y

63^ j v  = 6x~ 5x>’ 2 y 2 ( y - x ) ( y - 3 x ) 9 = c ( y - 2 x ) ' 2
’ í /x  6x -  8x>' + v

64) x —  = y-\]x2 +y2 Rpta. y + \Jx2 +y2 =c

65) x^- -  = y + 2xe~y/x Rpta. e * = ln fa r2

66) Demostrar que (x + .y)0+í’(x ->■)“'*  = £ es la solución de la ecuación diferencial 

(ax - by) dx + (bx - ay) dy = 0

67) (x - y) (4x + y) dx + x (5x - y) dy = 0 Rpta. x(y + x )2 = c ( v - 2x)

68) (3x 2 -  2x y -  3y  2 )dx = 4xy dy Rpta. (y  -  x) (y  + 3x)3 = e x 3
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r' , . * f [i -y   ̂ f . 1 ' + 2)
69) ( x - y a r c tg —)í/.y + .v arctg — dv = O R pta. 2y  arctg — = x ln —------ —

x x  x x

70) (y 3 -  x 3 ) í / x  =  xy(x dx +  y  dy) R pta . 2x 2 ln(x +  y )  =  e x 2 +  2x y - y 2

71) 4x2 + xy-2>y2 + ( -5 x 2 +2x\ ’+ v2) —  = 0 R pta. ( y —x ) s ( y - 2x) 9 = c( y  + 2 x )5
' ' ' '  ’ dx

72) x3y —  = x4 + 3x2y 2 + y 4 R pta. y 2 = - x 2(lH----- )
d x '  ' ln kx~

73) (yfxÿ -  x)dx + ydy = O R pta. lnx  + —- 2  J — =c— -  2.1— 
x V x

74) -*y—  = 2x2 +3xy + 2 y 2 (75) (3xy + j>2 )dx + ( x 2 +xy)dy  = O
'— ' dx "

II. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas.

( 7 )  ( y - ' j x 2 + y 2 ) d x - x d y  = 0 ,  y ( J 3) = 1 R pta: x 2 = 9 - 6 y

(x v '- .v )a rc tg (- ) = x , y ( l )  = 0 R pta: y]x2 + y 2 = e x arctg(—)

( ¿ )  T~ = 'V-> 2l^  \ . y ( 1) = -l R pta: y = -x
<£t y ¿ +2x>’- x

^  . — 1

® x —  = xeJt + v ,  y ( l)  = 0 R p ta : lnx  + e * = 1
dx

©  —  = ^A'V 3V  , y( 1 ) = 2 R pta: xy (y -  x) = 2
dx 2 r -  ~.TV — X

® (xcos2(—) - y ) d x  + x d y  = 0 , _y(l) = — R pta: tg(—) = ln(—)
v á x x
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( 7 )  y 2dx + (x 2 + 3xy + 4 y 2)dy = O, y (2) = 1 Rpta: 4 (2y + x) In x = 2 y - x

(&)  y ( x 2 + y 2 )dx + x(3x2 —5 y 2 )dy = O, y (2) = 1 Rpta: 2 y 5 - 2 x 2y 3 + 3x = O

(3x2 - 2 y ~  )y'= 2 x y , y (0 ) = -l Rpta: x 2 = 2 y 2(y  + l)

^O) (x 2 + 2 x y - 2 y 2)dx + ( y 2 + 2 x y - 2 x 2)dy = O , y (0) =  3 Rpta: y 2 - x y  + x 2 = 3(y + x)

( y 2 - 3 x 2 )dy + 2xydx  = O , y (0) = 1 Rpta: y 3 =_y2 - x 2

y + xcos2(^ )
( 12)  -£• = --------------- i - ,  v(l) = — Rpta: 1 + lnx  = tg(—)

rfx x 4 x

(13) —  = sec(—) + (—) ,  y(2) = k  Rpta: y = x arc.sen (In 2x -  1)
v— dx x x

^ 4) (x3 + y i ) d x - x y 2dy = O , y (1) = O Rpta: y 3 = 3 x 3 ln x

15) (3x2 +9xy + 5 y 2 ) d x - ( 6 x 2 + 4xy)dy = O , y (0) = -6 Rpta: 3x4 + 4 (y 2 + 3 x - 3 x 2) = O

16) ( r 2 -  3_y 2 )x + 2xy dy = 0 ,  y (2) = 2, R p ta: y  = x j l - ~

17) (x 4 + y 4)dx = 2 x 3y d y  , y (1) = O R pta: y2 = ( lnJ ^  ■ *)x2
In I ex I

18) (x2 + y 2)dx + xy dy  = O , y (1) = -1 R pta: x 4 + 2 x 2y 2 = 3
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dy -  
x — - x e x + y ,  y (l)  =  0 

dx
R pta: y = -x In | 1 -  ln x J

(x 4 + 6 x 2y 2 + y 4 )dx + 4x y (x¿ + y ¿)dy = 0 , y ( l )  = 0 R pta: x 5 + I 0 x í y 1 + 5xy4 = 1. 2 , 2 3 ..2

dy
dx

2xve
(£ )2

,  ,  (-)2 2 (í)2 
y - + y 2e y + l x 2e y

(-)2
Rpta: y  = k(\ + e y )

24) (2xy + y  ) d x -  2x dy = 0 , y  = e, x = e

25) ( x - 3vsen —)dx + 3xsen~ d y  = 0 , y(  1) = —
" x x '  ' 4

R pta: 2x + y ln x = 3y

R esolverla ecuación diferencial (2x2 +3xy + 2 y 2)dx — x y d y  = 0 de tal modo que la 

solución pasa por el punto P(1,0).

r . f  v ‘ y ( l ) =  2
dx

28) ^ - Z  = C0Sh (^ ) ,  y ( l ) = 0
dx x  x

y  dx + [ vcos(—) -  x]dy = 0 , y(0) = 2
y

2.5. ECUACIONES
HOMOGÉNEAS.-

DIFERENC1ALES REDUCIBLES

Las ecuaciones diferenciales de la forma siguiente:

dy _  ax+by  + c 
dx ' a ' x  + b ' y  + e'

No son homogéneas, porque tanto en el numerador como en el denominador aparecen 

dos constantes c y c ' , estas constantes se pueden eliminar mediante una traslación, 

transformando a la ecuación (1) en una ecuación diferencial homogénea, para esto 

consideremos las ecuaciones:
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L¡ : ax + b y + c = 0 a  L2 : a ' x  + b ' y  + c'  = 0 . . .  (2)

donde el punto de intercepción es (h, k). Si trasladamos el origen de coordenadas al punto 

(h.k) las ecuaciones de (2) se transforman en:

az'+bco = 0 a  fl'z + ¿'ffl =  0 y haciendo el cambio x = z + h, y = co + k 

de donde dx = dz, dy = dco, se tiene de (1)

dz a z + b co

, .(O.
a + b { - )

(3)

que es una ecuación diferencial homogénea.
M -

Cuando Z,, : ax + by + c = 0 ;  L2 : a 'x  + ¿ 'y  + c '=  0 son paralelos no se aplica este 

método, sin embargo se tiene:

a'  b'
a = X a', b = X b ' , de donde se tiene:

dy ax + by + c . . .^ (a 'x  + Zj’yJ + c. .
= / ( —— 77--------;) = / ( - \ — , ,  , ) = s (« 2 * + ¿ 2^)

éív a x + ¿> y  + c a x + ¿> y  + c

Que es una ecuación diferencial reducible a variable separable.
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OBSERVACIÓN:

Otra forma de transformar a una ecuación diferencial homogénea, las ecuaciones 

diferenciales que no son homogéneas, es mediante la sustitución de la variable y  = Z x , 

ocurriendo esto cuando todos los términos de la ecuación son del mismo grado, 
atribuyendo el grado 1 a la variable x, el grado a  a la variable y, y el grado a  -1 a la

dy
derivada — . Además se puede transformar a homogénea mediante sustituciones 

dx
adecuadas de acuerdo al problema.

Ejem plos.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

=> 3p (h, k) e L| n  L2 , y para esto resolvemos el sistema 

Íjc — 4y — 9 = 0
<| '  => x = l ,  y = -2, es decir P ( l , -2)
[4x + _v -  2 = 0

Consideremos x = z + h, y = co + k de donde
(ftfldsotnon iBi-inííi .

x = z + 1, y = c o -2 , además dx = dz, dy = dco
. •

reemplazando en la ecuación diferencial dada: (z -  4o ) dz + (4z + co) dco = 0 ... (1) 

que es una ecuación diferencial homogénea.

Sea z = uco => dz = udco + codu ... (2)

reemplazando (2) en (1) y simplificando se tiene:

©  (x - 4y - 9) dx + (4x + y - 2) dy = O

Solución

Sea L¡ : x - 4 y - 9  = 0 a  L 2 : 4x + y - 2  = O, como L¡\L- ,

(u2 + l)c/co + (u -  4)o)du = O, separando la variable
dm u - 4  
------t"- ^—
co w2 + l

du = O, integrando

^ - +  f- —̂ - da = C => lnco2( i r  + l) -8 a rc tg »  = k
co J u +1

... (3)
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©

z x  — 1
Como z = u co => u =  — = ------- reemplazando en (3)

co y  + 2

In[(* - 1)2 + ( y  + 2 f  ] -  8 a r c t g ( ^ 4 )  = k
y  + 2

dy _ x  + 3y -  5 
dx x  — y  — 1

Solución

Sean L, : x + 3 y - 5  = 0 a  L 2 : x - y  —1 = 0 , como Ll ' \ L 2 entonces:

3 p (h,k) e L ]  n  L2 , y para esto resolvemos el sistema.
0 - /b  (Z Y 1 *1) /•

x + 3y -  5 = 0 í x  = 2
, P(2,1). ^

x - j - l = 0  [ y  = 1

Consideremos x = z + 2, y = co + 1, dx = dz, dy = dco ... (1)

a la ecuación diferencial dada expresaremos así:

(x + 3y -  5) dx -  (x -  y - 1) dy = 0 —(2)

reemplazando (1) en (2) y simplificando: (z + 3 co) dz -  (z -  co) dco = 0 ... (3)

es una ecuación diferencial homogénea:

Sea co = u z => dco = u dz + z du, de donde al reemplazar en (3) y separando la
. . .  • dz (u - \ ) d u  „  . ,

variable, se tie n e :-----1— --------------= 0 , integrando
z w~ + 2 m + 1

■ ’í'jUOfnOí 1 ' r’ Jfifi;. ty 6RÜ 'ilJ• .>

í— + f  (“ ~ ^ = K => lnC{x + y - 3 )  = -2 (  * ~ 2 )
J z  J u +2u + 1 x  + y - 3

Axy~dx + (3x" y ~ \ ) d y  = 0
Solución
-----

Sea y  = z a => dy = a z a~ld z , reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 

4 x z 2ad;c + (3x2z 2a_1 - z a~l ) a d z  = 0 — (1)
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Luego 2 a  + 1 es el grado de A x z 2a

2 a  + 1 es el grado de 3x 2z 2a~' 
a  - 1 es el grado de z “-1

y para que la ecuación (1) sea homogénea debe cumplirse:

2 a + l = a - l = > a  = - 2  , como y  = z a y  = z~2 => dy  = —2z~l dz 

4 x z ~ 4dx + ( 3 x 2 z ~2 -  l)(-2z~ 3 )dz = 0 ,  de donde

4x z d x -2 (3 .v2 - z 2 )dz = 0 , que es una ecuación diferencial homogénea.

Sea z = u x => dz = u dx + x du, reemplazando en la ecuación diferencial homogénea se 

tiene: 4 x 2u d x - 2 ( 3 x 2 ~ u 2x 2)(udx + x d u )  = 0

de donde simplificando y separando la variable se tiene:

dx u — 3 , „ . . .
—  + —r-------du = 0, integrando se tiene:
X U - u

f—  + [—r ——d u  = C  => ln x + 3 ln u -  ln (u2 - 1) = C 
J.v J u ’ - u

como u =  — , y  = z~2 se tiene: y ( \ - x 2y ) 2 = K  
x

( 4)  ( y 4 - 3 x 2)dy = - x y d x
Solución

Sea y - z a , a e  R ==> d y = a z CL~idz

0  ,'Vi i 'r* • •/ £  +  /  f ) - /Vi 7 í r  ^ i r  f  ' r r  i
reemplazando en la ecuación diferencial dada: x z ° ífe  + (z 5ci' i - 3 x  z a )ac/z = 0 ... (1)

atKWfatg
para que la ecuación (1) sea homogénea debe cumplirse
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Como y  = z a => y  = z xíl => dy = -^z 2dz ...(2 )

reemplazando (2) en (1) y simplificando se tiene: 2x z d x  + ( z 2 -  3x2 )¿fe = 0 ... (3)

que es una ecuación diferencial homogénea.

Sea z = ux => dz = udx + xdu ... (4)

reemplazando (4) en (3) simplificando y separando la variable

dx u 2 - 3  , . . , Cdx í*w2 — 3 , _ , , , ir  x „
—- + —------du = 0, integrando I------h I—-----du = C  => In x + ln(—---- ) = C
x u —u J x J i r  - u  u —1

Z l~ . 9  ̂ rr 5
como m = , y  = v  z  se tiene: .". x = y  + Ky

x

( 5)  y eos x dx + (2y -  sen x) dy = 0
Solución

Sea z = sen x => dz = eos x dx, reemplazando en la ecuación diferencial dada se tiene: 

y dz + (2y -  z) dy = 0 ... (1)

Que es una ecuación diferencial homogénea.

Sea y = u z => dy = u dz + z du ... (2)

reemplazando (2) en (1), simplificando y separando la variable se tiene:

—  + ^ U  ̂du = 0 , integrando f—  + \ lu = C , de donde 2 v'ln y + sen x = 2 cy
z 2u2 J z i  2u

@  (2x2 + 3 y 2 - 7 ) x d x - ( 3 x 2 +2y 2 - S ) y d y  = 0

Solución

u = x 2 => du = 2x dx, v = y 2=> dv = 2y dy; reemplazando en la ecuación diferencial 

dada.
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(2u + 3 v -  7) —  -(3 h  + 2v —8)—  = O, de donde
2 2

(2 u + 3 v -  7) du -  (3u + 2 v -  8) dv = 0

Sean : 2« + 3v —7 = 0 a  L2 ■ 3m + 2 v - 8  = 0

como => 3 p (h,k) e  n  L 2 y para esto resolvemos el sistema siguiente

2 i/+ 3 v -7  = 0 fu =2
=> < => p(  2,1)

3« + 2v -  8 = O { v = 1

Sean u = z + 2, v  = cd + 1 reemplazando en (1)

(2z + 3co) dz -  (3z + 2co) dco = 0 ... (2) que es homogénea.

Sea oo = zn => dco = z dn + n dz, reemplazando en (1), simplificando y separando la

. . .  . „ dz 2n + 3 . . . .
variable se tiene: 2 —- H— r------dn = 0 ,  integrando

z n -1

f' dz f2« + 3 , „  - y ,  2 3 ,
12-— h I-———dn = K  => lnz  (n -1 )  + —ln
J z J » 2- |  V 2

H - l
n + 1

= K

©

©

00 i 2 , o 2 ^como /i = — , co = v - 1 = y  - 1 , z - u - 2 - x  - 2  
z

ln | y 4 -  je4 + 4 .y" - 2 y 2 - 3 | + -^ln y 2 - x 2 + 1

y 2 + *2 - 3
= K

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

dy x  + y  + 4
dx x  — y  — 6

(x -  2y + 5)dx + (2x -  y + 4)dy = 0

Rpta. arc tg (1 +~ ) =  ln y j ( x - l ) 2 + (y  + 5)2 + C 
jc — 1

Rpta. y - x - ' i  = K ( x  + y - \ )
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©
dy x  + y  -1  
dx x  — y  +1

R pta. arctg(-— -) = \n^Jx2 + ( v - l ) 2 +C
X

© (x + y i ) + 6xy2y ' = 0
3 cx~' 2 -  x  

Rpta. y  = ^

© 3x + y - 2 +  v '( x - l )  = 0 R pta. (x -  l)(3x + 2y -  1) = K

©
dy 2 y  -  x + 5 
dx 2 x - y - 4

Rpta. (x+ ij' + l ) 3 = K ( v t X — 3)

© (-4x + 3y -  7)dx -  (x + 1 )dy = 0 R pta. y - 2 x - 3  = C ( x + 1)3
na ohíiEXEÍqmoari 1 4 co -  / ,£ + 5 u aeoZ

© (2x + 3y)dx + (y + 2)dy = 0 R pta. (2x + y - 4 ) 2 = k ( y - x - l )

© (6x + 4y -  8)dx + (x + y -  l)dy = 0 R pta. (y  + 3x -  5)2 = C(t  + 2x -  3)

© (3x + 5y + 6)dx = (7y + x + 2)dy R pta. (7v + 3x+6)7 (y  -  .v -  2)4 =k (x +2)

© (3y -  7x + 7)dx -  (3x — 7y — 3)dy = 0
.. 11 — s\ I , K

R pta. + = C

© (2x -  4y)dx + (x + y -  3)dy = 0 Rpta. (v -2 .v  + 3)3 = C ( y - x  + 1)2

2x+2

© ( x - y + 3 ) d x  + (3x + y +  1 )dy = 0 R pta. y  = 1 -  x  + cex+y~]

© dy 2 y  -  x  
dx 2 x  —y

Rpta. ] ' y - x ] = c \ y * x \ 3

© dy 4x  + 3 y  +15 
dx 2x + y  + 7

R pta. \ y  + X + 4 \ \ y  + 4x  + \3\  = k

© (x -  4y -  9)dx + (4x + y -  2)dy = 0 Rpta. ln((x - 1 ) “ + (>• + 2 ) ')  8arctg( ) = C
y  + 2

© (x -  4y -  3)dx -  (x -  6y -  5)dy = 0 R pta. ( x - 2 y - l ) 2 = C ( x - 3 y - 2 )
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18) (x -  3y + 2)dx + 3(x + 3y -  4)dy = O R pta. ln[(.v -1  )2 + 9(y -1  )2 ] -  2 arctg(—- —— ) = C
'  3 0 - 1 )

19} (x + 2y -  l)dx -  (2x + y -  5)dy = O 

20

Rpta. ( x - y - 4 )  = C(x + y -  2)

(x + y -  4)dx -  (3x -  y -  4)dy = O, y (4) = 1 Rpta. 2(x + 2 > '-6 )  = 3 ( a - y ) ln ( ' ' )

(2x -  3y + 4)dx + 3 (x -  1 )dy = O, y (3 ) = 2 Rpta. 3( v —2) = —2 (jc-l)ln (
jr —1,

dy _ x  — y  + 2
dx x  + y  -1

dy _ 2x + 3y  +1 
dx x  -  2 y  +1

Rpta. (2y -  3) + 2(2y -  3(2.v + 1 ) + (2x + 1 ) " = K

Rpta. ln
2 Z +  2xW +  H'

2 z -  w 
2 z + w

1 5
H' = V-----, Z =  A + —

• 7 7

@ (4x + 3y + 2)dx + (5x + 4y + 1 )dy = 0 Rpta. 4 ln(x +  y  - 1 ) =  — — —  +  C 
x + ~ y - \

©
(x -  2y + 3)dy + (2x + y -  1 )dx = 0 Rpta. x 2 + x y - y 2 - x +  3y  =  C

(x -  y + 4) dy + (x + y -  2) dx = 0 Rpta. x 2 + 2 x y - y 2 - 4 x + 8 y  = C

©
(4x + 3y -  7) dx + (3x -  7y + 4)dy = 0 Rpta. 4 a  2 +  6 x y  -  7y 2 - 14 x  +  8y =  C

©
d y  2 x  +  3y +1
d x  3.r -  2 y  — 5

Rpta. ln | (.y - l ) 2 + (y  + l)2 | - 3 arctg(^—̂ ) =
A — 1

© (5x + 2y +  1 ) dx +  (2x +  y +  1 ) dy =  0 Rpta.
■ i si 1 .

5 a 2 +  4xy +  y  2 + 2 x  +  2 y  =  C

©
 ̂* '

(x -  2y -  3) dx + (2x + y -  1 ) dy = 0

Rpta. ln(.v3 + v2 -  2x  + 2y  + 2) + 4 arctg(-— -) = C
x  — 1
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31) (2x -  y -  1) dx + (3x + 2 y -  5) dy = O

, [ ~ 2  I I I  2 2y + x — 3 _
R pta. ln-Jy + xy —3 y - 3 x  + 3n— 7=arc.tg —¡=-----------= C

V3 y Í3 ( x - \ )

4x-4

32) 4L = { x ± y _ ) 2 R p ta  x = ¡ + c e * -4 .v -2

“ dx 4x  -  4

33) (9x + 7y -  5) dx + (5x + 4y -  3) dy = O

Rpta. In 114y2 + 12xy + 9x2 - 4 4 y - 6 x  + 411 - ^ ^ a r c t g ( ^ ^ - ( - — — + —)) = C
15 14 x + 1 7

34) (4x + 1 l y - 42) dx + (1 lx  -  9y -  37) dy = O Rpta. 4 x 2 + 2 2 x y -9 y 2 — 8 4 x -7 4 y  = C

35) —  = - —— Rpta. ( y - 2 x  + 4)4 = C ( y - 3 x  + 6)3
dx 6x — y  — 12

r - 'v  í / v  J C + V  — 1 7 2arctg( -)
36) —  = ------—  Rpta. (x — 1) + y  = Ke  * 1

dx x  — y  — 1

37) (4x + 3y + 2) dx + (5x + 4y + 1) dy = O Rpta. 41n | x  + y - l  |= ----- -— -  + C
- y x + y - l

(38) ^ -  = - ( 'Y+ 3 - 1)2 Rpta. 2 arctg(-— - )  = ln(x + 2) + K
dx 2 x + 2 x + 2

(39) (2x -  3y + 4) dx + 3 (x -  1) dy = O, cuando x = 3, y = 2

Rpta. 3 ( y - 2 )  = -2 (x -l) ln (^ Y ^ -)

II. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

( I )  y 3dx + 2(x 2 - x y 2)dy = 0 Rpta. y 2 = x ln cy 2

( ? )  (x + y 3)dx + ( 3 y 5 - 3 y 2x)dy = 0 Rpta. arctg(^—) = In | x 2 + y 6 | +c
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© (y + y y x 2y 4 + 1 )dx + 2x dy  = 0

© dx 2x  + 3 xy

© (1 - x y 2 )dx — 2 x 2y  dy  = 0

© x 2 (1 — x y )—  + (l + xy — x 2 y 2) = 0 
dx

© (2 y 2 -  3 x)dx + 2 xy dy = 0

© ( y 2 — 3 x 2 y )dx  + x 3 dy  = 0

© 2 ( x y 2 + \)dy + y 3 dx = 0

@ ( l - x 2y ) —  + 2xy2 = 0 
dx

© y (3 -  xy) dx + x (2 -  xy) dy = 0

@ (x + 2x 2y)dy  + (2y  + 3 xy2 )dx = 0

© (x2y  + x) —  + (xy2 -  v) = 0 
dx  '

© ( x 2 — 2 y 3)dx + 3 x y 2dy = 0

© (x + y 3 )dx + 6 xy2 dy = 0
i9goa>n arnaaiaí (v.x) H ét .  ob 0 - ( i\. -

© dy \Jx + y  + ^ j x - y  

dx J x  + y  - s i x - y

© (2 + 3xy2) d x - 4 x 2y d y  -  0 sug. y  = vx

Rpta. \Jx2y 4 +1 = cy1 +1 

Rpta. x 3y 2 + x y 3 = - 4

Rpta. x y 2 = l n x  + c

Rpta. x 2y 2 - 2 x v - 2 l n x  = c

Rpta. x 2y 2 - x 3 = c 

Rpta. y ( x - c )  = x 3 

Rpta. x y 2 + 2 \ n y  = c

Rpta. 1 - 2  x 2y  = c y 2

Rpta. x 3y 2 = c e xy 

Rpta. x 2y(l  + xy)  = c

Rpta. y  = c x e ' ^

Rpta. y 3 = x 2( c - l n x )

Rpta. y 3 = - ^  + Kx 1

Rpta. x + yfx2 - y 2 = c

i
Rpta. 2 + 5xy 2 ^ c x 2
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18) ^ -  = — + — + x tg (^ - )  sug. y  = vx2 Rpta. x 2 eos -¥r + y  sen— = ex3
dx x  y  x  x  x

dy 3x + 3  x ' y  ¡ , , x3
—  = -----j----------— ( sug.x = u , v = v q ) Rpta. — l n x + y  I + are. tg(— ) = c
dx 2x  y  — 2y  ' 2 1 ' y2

20) (x + y ) 2 ( x d y  -  y  dx) + [ y 2 - 2 x 2 (x +y')2](dx + dy) = 0 , sug. z = x + y, « =  —

Rpta. ( y —x  2 -  xy )(x + y )3 = c(y  + 2x 2 + 2xy)

21 )  4 y = _ Zx y  + y  ' y(1) = _2 R pta. x }y 2 + x_y3 = -4
' dx 2x  + 3 xy

22) ( y 2 - \ n x ) d x  + x y i dy  = 0 , sug. x  = e" ,  y  = yfz 

Rpta. (3 -V 3 ) ln |v 2 +(1 — V3) ln,vj-t-(3 -t-%/3) ln y2 +(1 + \/3 )ln x  =c

23) x 2y d x - ( x l + y 5)dy = 0 ,  sug .x  = uy Rpta. 3 y '- 2 .v 3 =cy~

17 2
24) x(x  + J  y )dx + 2 J  y dy = 0 ; sug: y  = u~ Rpta. ln x  + 4 | '1 ‘ —-----------= cx(x  + yfy)dx + 2y fydy  = 0', sug: y  = u 2 Rpta. ln x+  4 j"'*

4 /3 + / +1

25) (3 tg x -2 c o s_ y )se c 2 xí¿c + tg xsen y  í/_y = 0 Rpta. c o s y tg 2 x = tg ' x + c

(2ó) Pruébese que con la ayuda de la sustitución y = ux, podemos resolver cualquier ecuación

de la forma y " f ( x ) d x  + H ( x , y ) { y d x - x d y )  = 0 donde H (x,y) es función homogénea en 

x e y .
3 -  t, -- «.y * '■

(27) (x 2y 3 + x 4y 4 + x 4 y  + x 2 y 4 + y 4 + y i ) d x - ( x i y 2 + x 3 + x y 4 )dy = 0

Rpta. x 4y 3 + 3 x 2 j 3 - 3 v 3 - 3>>4 + 3 x ~ y 2 + x 4 =  Kxy 3
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28) ( x y  + x  y  + x  y  + x  y  + y  + y  ) d x - ( x  y  + x  y  + xy )dy = 0

at3 1 y 2 x  jc3
Rpta. —  + x ----- r- — ^ - 7  + — + — r  = c

3 2x 2x2 y  3y3

29) Demostrar que la ecuación diferencial —  = ------ ‘̂ X + ^ --------  se puede transformar en
“ dx y n~i ( A ' x  + B ' y m)

una ecuación diferencial homogénea, haciendo el cambio de variable u = y m .

. . .  . ,  _ . dy x m~l (Ay  + Bx'")
30J Demostrar que la ecuación diferencial —  = ----------------------, se puede transformar en
^  dx A ' y  + B ' x m

una ecuación diferencial homogénea, haciendo el cambio de variable u = y m .

31) —  = —-----—, sug: z = y 2 R pta. x = K e
" dx 2xy

dy 3x 2y  + x 5 3 ,  2  .  ' 3  „ 632) - f -  = --------- -— , sug: z = x  R p ta . 3y~ - 6 y x  - x  =c

3 \ 1  , 2 u . .  f> i> . .2 „ 2 , ,  , „ 4

dx y - x '

33) (2xy- 4 x 3) ¿ r - (2 y - )¿(y = 0 R pta . y A - x Ay  + x"  = c

x
y + —

34) 3—  = — — R pta. x 2 + 2 x y * - 3 y 6 = c
‘ 3y - x

i  i  i  I
35) (4xy2 -6_y) + (4 y 2 - 3 x ) d y  = 0 ,  sug. z = y 2 R pta. x 2 - 3 x y 2 + 2 y  = C

dy y 3 - x y 5 2 1
,  R pta . x — y -----T = c

dx Xy  +1 y  y

„ )  2 ±  = . J 1 ± ± Æ  R p,a. 2x + ^ Æ - / = c
dx x - 2  yyjx
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(38)

©
(40)

( 2 x - y 4 )dx — 4 y 3 (x + \2y* )dy = 0

(xy  + y)dx - x d y  = 0

(x -  y  )dx + 2xydy = 0,

Rpta. x ~ —xy  - 6 y  = c

Rpta. x  y  + 2x  = cy

Rpta. x e y lx = K

(3x5 + 3x 2y 2)dx + (2y 3 -  2x 3 y )dy  = 0 Rpta. ln(x3 + y 2) - 2 a r c tg J-— = k

2.6. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS EXACTAS.-

a) DIFERENCIAL TOTAL:

Si / :  R 2 —> R ,  es una función diferenciable en (x, y )  e  R 2 , entonces la 

diferencial total de f  es la función df. cuyo valor está dado por:

dx 8y

b) DIFERENCIAL EXACTA:

Una expresión de la forma M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, se denomina exacta si
• r r 2existe una función / :  D a  R~ -> R tal que:

d f (x,y) = M(x,y) dx + N(x,y) dy

Es decir, que toda expresión que es la diferencial total de alguna función de x e y se 

llama diferencial exacta. > A i, /f'A

c) DEFINICION:

Consideremos la ecuación diferencial.

M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 

Si existe una función z = f  (x,y) tal que:

a v (* , »
dx cy

diremos que la ecuación (a ) es una ecuación diferencial exacta.

... (a)
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d) TEOREMA:

La condición necesaria y suficiente para que una ecuación diferencial 

M(x,y) dx + N(x,y)dy = 0, sea exacta, es que:

d M ( x ,y )  _  dN (x , y )
Óy dx

Ejemplo: La ecuación diferencial ordinaria.

(ex sen y  -  2y  sen x)dx + (ex eos y + 2 eos x)dy  = 0 es exacta porque:

d M ( x ,y )
M ( x , y )  = e x sen y  -  2y  sen x

N(x,  y )  = e x eos y + 2 eos x

Óy

8 N ( x , y ) 
8x

■ = e eos y  -  2 sen x

= ex eos y  —2 sen x

de donde
8 M ( x , y )  _  dN( x , y )

dy dx

e) Solución de una Ecuación Diferencial Exacta:

Consideremos la ecuación diferencial exacta.

M (x,y) dx + N (x v) dy = 0

Entonces existe una función f  (x,y) tal que

s m . u i x . r t  y
dx dy

reemplazando (2) en la ecuación (1) se tiene:

dx dy

•••(I)

. . .  (2)

... (3)

por otra parte, si z = f(x,y) entonces su diferencial total es:
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... ,4)
d x d y

Luego al comprobar (3) y (4) se tiene: dz = 0 => z = c, es decir f  (x,y) = c

Que es la solución de la ecuación diferencial.

Como  ̂= M ( x , y )  integramos con respecto a x.
dx

/(•*>y) = | a / (x, y )  + g (y )  ... (a )

donde g (y) es la constante de integración, que es una función que depende sólo de 

la variable y, puesto que la integración es con respecto a x, derivando la ecuación

(a ) con respecto a y es decir: -  J L  fM ( x ,y ) d x  + g  '(y)
dy dy J

Como ) = N ( x , y )  entonces se tiene: N {x ,y )  = —  \M ( x ,y ) d x  + g \ y )
dy dy J

de donde g ' (y )  = N(x ,  y )  — — (x , y)dx,  integrando
dy J

g ( y ) =  ^ [ N ( . x , y ) - - ^ ^ M ( x , y ) d x \ d y  + K v ...($) ... (P)

Reemplazando (J3) en (a )  se tiene la solución general de la ecuación diferencial (1);

d f  (jf, v)
en forma análoga se hace para el otro caso cuando se toma ------ -— = N (x, y)  y se

dy

integre con respecto a la variable y.
i f |0|  Cii;

f) E jem plos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(2x y2 +2y)dx  + ( 2 x 2y  + 2x)dy  = 0
Solución
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M ( x , y )  = 2xy + 2 y

*V(x, y )  = 2 x~y  + 2x

ÔM (x. v)
= 4xv + 2

cy 

d N ( x , y )
de donde

cM  ( x, y  ) chl ( x, y )

= 4xy + 2
cv ex

ex

por lo tanto la ecuación diferencial es exacta;

j y / V i)
entonces 3 f  (x ,y ) , tal que - — — = M (.v, >’) ,  de donde

ex

c f ( x , y )  2 
2xy  +

cx
2y , integrando respecto a x se tiene: f ( x , y )  = J(2x>'2 + 2y)dx + g (y)

f  (x, y )  = x 2y 2 + 2xv + g ( y )  derivando respecto a y.

<¥U%.v) _  2 x 2 y  + 2x + g ' ( y ) , pero como ■ - = N(x,  y)
(V ¿V

©

se tiene N ( x , y )  = 2x y  + 2x + g ' ( y )

2 x 2y  + 2x + g ' ( y )  -  2x y  + 2x  => g'(_y) = 0 = >  g(y) = e

f ( x , y )  = x 2y 2 + 2 x > + c

(ex sen y  -  2y  sen x)dx + (e '  eos y + 2 eos x)dy = 0

Solución

d M ( x ,y )M ( x , y )  = ex sen_y-2>’senx

N(x ,  y )  = ex eos y + 2 eos x

5 M ( x ,y )  8N(x,  y)

x 2y 2 +2xy = K

dy
8N (x ,y )

óx

= e eos_y-2senx  

= ex eos y — 2 sen x

de donde
cy ox

, por lo tanto la ecuación diferencial es exacta, entonces

existe una función f(x,y) tal que 8 f ( x , y )  _  ^  ̂  ̂  Luego tenemos

d f ( x , y )
dx

dx

= ex sen y - 2 y  sen x , integrando respecto a x.
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/ ( x ,y )  = J(<?A sen y  -  2y sen x)dx + g (y )

f  (x ,y )  = e x sen y  + 2y  cos.v + g (y ), derivando respecto a y.

c o s j * 2 cos .v +  í! ' ( v) .  c o mo  « f e
■ cy cy

entonces iV (x,y) = e ' cosy + cosx + g ' ( y )

e ' c o sy +  2 co sx  + g '(y )  = é* eos r + 2cosx  => g ' (y) = 0 => g (y ) = c

Luego f ( x ,  y ) = e x sen y  + 2y eos x  + c e '  sen y  + 2 y e o sx  = Á

( 7 )  (2xy3 + y  cosx)í/x + (3 x 'y "  + sen X )dy = 0

Solución

A /(x,y) = 2xy3 + y c o sx
’ => J  '

N ( x , y )  =  3x y 2 + senx  ¿-M-v.y) _ ¿,..,2

cM(x ,  v) 2 
-----  ̂ — — = 6xy + eos x

cy
v\

6x v "+ eos x
L ex

de donde p()r j0 tantG [a ecuación diferencial es exacta, entonces,
dy ex

existe una función f (x,y) tal que -JA lill -  M (x ,  v ) . Luego tenemos:
ex

3 /(x ,y )
dx

= 2xy  + y  eos x , integrando respecto a x.

/ ( x ,y )  = J(2*y3 + y  eos x)dx + g ( y ) , de donde

/ ( x , y ) = x 2y 3 + y  sen x + g (y ), derivando respecto a y.

c f ( x , y )  _ ^ 2^2 + sen x + g   ̂como ^  - = N(x,  y )
dy dy
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entonces N ( x , y )  = 3x 2y 2 +sen x  + g ' ( y )  ; de donde

3x2 y 2 + sen x + g '(y )  = 3x 2y 2 + s e n x => g ' ( y )  = 0 => g(y) = c

Luego f ( x , y )  = x 2y 3 + y s e n x  + c x 2y 3 + y s e n x  = K

® / x  1 K j  / .y(—:--- :--  =• + --- 1--- )¿/x + ( + - - 4 > ^ = o
s]x2 + y 2 x y yjx2 + y 2 y y

Solución

dM  (x, y)M (x ,  y )  =

N ( x , y )  =

1 1

y¡x2 + y 2 x y

yjx2 + y 2 y y

-xy

Sy (x2 + y 2)V2 y 2

dN(x,  y) - x y

ôx (x2 + / ) 3/2 y 2

3 M (x  y) oN (x  y)
de donde -----  = ------_ , por lo tanto la ecuación diferencial es exacta, entonces

dy dx

existe una función f  (x,y) tal que  ̂ -  M (x ,  y )  . Luego tenemos:
dx

d f ( x , y )  x  1 1 .
— : + — + — , integrando respecto a x.

ôx yjx2 + y 2 x y '

f ( x , y )  = f( . x  + -  + -)<& + g (y ) 
J J x 2 + y 2 x  y

f ( x , y )  = y]x2 + y 2 + ln x + — + g(y) ,  derivando respecto a y.
y

d f ( x , y )  _  y

dy yjx2 + y 2 y 2
+ g \ y )  como -- = N(x ,  y)

dy

y¡X2 + y 2 y 2
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4  + g 'W =  r ^ - ~  +•--— ~y  => g ' M  = O => g(y) = ln y + c

Luego f  (x,y) = \]x2 + y 2 + ln x + — + ln v  + <
y

1¡ x 2 + y 2 + ln xy  + — = K
y

© (sen y  + y  sen x  + — )dx + (x eos y  -  eos x + — )dy = 0 
x y  '

Solución

M (x, y)  = sen y  + y  sen x +
1

N(x ,  y )  = x eos y  -  eos x + -
1

y

8M(x,  y)
dy 

dN  (x, y)
dx

- eos y  + sen x 

eos y  + sen x

, , , d M ( x , y )  8 N ( x , y ) . . ., . . .  . , . .
de donde -----  ——  = ----  —— , por lo tanto la ecuación diferencial es exacta, entonces

dy dx
d f  (jt, y)

existe una función f  (x,y) tal que -------—  = A/(x, y).
dx

Luego tenemos _  sen y  + y  sen x  + — , integrando respecto a x.
dx x

/ ( x ,  y )  = J(sen y  + y  sen x + y )dx + g(y)

f(x,y) = x sen y -  y eos x + ln x + g(y), derivando respecto a y.

^ f ( x ’ y \  _  x cos y  _  cos x + g  como -  N(x,  y ) , entonces
dy dy

N ( x , y )  = x  cos y - cos x  + g ' ( y ) , de donde

xcos y - c o s x  + g ’(.y) = x c o s .y -c o s x  + — => g ’(>’) = — = > g (y ) = ln y  + c
y y
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Luego f  (x,y) = x sen y -  y eos x + ln x  + ln y  + c 

x sen y -  y eos x + ln xy = K

©
y %(------— + are. tg y)dx  + (------— + are. tg x)dy  =0

l + x ¿ i + r

Solución

y
M { x , y )  = -  +arc. tg y  

l + x 2
x

M(x, y )  = ■ ,  + arc. tg x
l + y 2

8 M ( x , y )  1 1
dy l + x 2 l + y 2

8 N ( x , y ) _  1 1
dx l + y 2 l + x 2

, , . d M ( x , y )  8 N (x ,y )  . ,
de donde ----- ------- = ------;------, por lo tanto la ecuación diíerencial es exacta, entonces

dy dx

existe una función f  (x,y) tal que ------ -—  = M  (x, y).
dx

_ d f ( x , y )  y  .
Luego tenemos: -----------= -------— + arctg y  integrando respecto a x.

dx l + x 2

/ ( x ,y ) =  í (— + are. tg y)dx  + g(y) ,  efectuando.
J l + x2

f  (x,y) = y arc.tg x + x arc. tg y + g (y), derivando respecto a y.

S f ( x , y )
dy

= arc. tg x  + ------ — + g  '(y) • Como
l + y 2

d M ( x , y )  8 N (x ,y )
dy dx

entonces N(x ,  y) = arctg x  + -------— + g  X y), de donde
l + y

arctg x + X-~  + g  '(y) = ——t  + arctg x  => g ’(>’) = 0 => g(y) = c
l + y 2 l + y 2

Luego f  (x,y) = y arc.tg x + x arc.tg y + c y arc.tg x + x arc.tg y = K
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g. E JE R C IC IO S  PR O PU ESTO S.

I. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales en caso de ser exactas:

Q  (2xy -  \.g y )dx + ( x 2 - x s e c 2 y)dy = Q R pta: x 2y - x \ g y  = K

( 2)  (sen x  sen y  -  xey )dy = (ey + eos x eos y)dx  R pta: x e y + eos y  sen x  = K

( 5 )  (y + y eos xy) dx + (x + x eos xy) dy = 0 Rpta: xy + sen xy = K

( 4)  (— + 6x)dx + (Lnx -  2)dy = 0 R pta: y ln x  + 3x2 - 2 y  = K
x

(c o s 2 y -3 x 2y 2 )¿x + (cos 2 y -2 x s e n  2 y - 2 x 3 y)dy = 0

sen 2 y  „ 3 2
R pta: — -—  + x c o s 2 y - x  y  - c

e x ( x 2e x + e x + xy + y)dx + (xex + y)dy  = 0
2 2x

y v oR pta: xye + ^ -  + —-p (2 x  - 2 x  + 3)x = c

( 7)  (1 + y 2 + x y 2) d x + ( x 2y  + y  + 2xy)dx = Q R pta: 2x + y 2(l + x )2 = c

3 2  3

( ? )  (3x2 tg y - ^ —)dx + (x3 see2 y  + 4y 3 + ^ ~ - ) d y  = 0 R pta: x3 tg y  + y 4 +^-r  = c
w  x3 x  X

( ? )  (2x+  * + y  )dx = X -+£ - )dy Rpta: x 3y  + x 2 - y 2 =cxy
x_v xy

®

,sen2x  . . . sen2 x XJ _  4 sen2 x x2 + y 2
(---------+ x)dx + ( y --------  — )dy = 0 R pta: ----------+   ----- = c

y y y 2

(Tí) ( ^  .. + 2xy ~ —)dx + (Vi + x2 + x 2 -  Lnx)dy = 0
W  V lT x 2 *

R pta: yy¡ l + x 2 + x 2y - y L n x  = c
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12) ( y - x 3)dx + (x + y 3 )dy = O R pta: 4 x y - x 4 + v4 = c

3 )  i y + y eos xy) dx + (x + x eos xy) dy = 0 R pta: xy + sen xy = c

14) (x -1 )  ! y<it + [ ln (2 x -2 )  + —]í/y = 0 R pta: y ln ] 2x — 2 | + ln y = c
y

TÍ) (3x2 + 6 x y 2 )dx + (6x2 y  + 4 y 3 )dy = 0 R pta: x 3 + 3 x 2 y 2 + y 4 = c

16) (9.V2 + y  — 1) —(4j> —1)—  = 0 R pta: 3x3 + xy  — x - 2 y 2 =c
dx

©  (y sen x -  sen y) dx -  (x eos y + eos x) dy = 0 R pta: x sen y + y eos x = c

Í8 ) (3x2 +3xy2 )dx + (3x2y - 3 y 2 + 2y)dy = 0 R pta : x 3 + ^ x 2y 2 - y 3 + y 2 =c

2 y  1
19) —  dy + (2 ln 5y  + —)dx = 0 R pta: ln x + 2x ln y = c

v x

20) e x (dy  +  2xydx)  =» 3 x 2dx R p ta: y e x = x 3 +c

21) e~x (dy + 2ydx)  = x  dx  R p ta: 3_ye2x = x 3 + c

22) y 3 sen 2x dx  — 3 y 2 eos2 x d y  = 0 R pta: y 3 (1 + eos2x) = c

23) (yexy eos 2x -  2exy sen 2x  + 2x)í¿y + (xe ** eos 2x -  3)dy = 0

R pta: e xy eos 2x + x 2 -  3y  = c

■ )•/. + . .Vi(—-----

24) (ax2 + 2bxy + c y 1 )dx + (bx2 + 2cxy + y 2)dy = 0 R pta: a x 3 + 3b x 2y  + 3cy2 + y 3 =c

25) ( x 2 + y e 2y )dx + (2 xy + x )e 2y dy = 0 R pta : x 3 + 3 xye 2y = K

26) (sen x + sen y) dx + (x eos y + eos y) dy = 0 R p ta: (x + 1 ) sen y - eos x = K
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e x ( y 3 + x y 3 +\)dx + 3 y 2(xex - 6 ) d y  = 0 Rpta: xe x y 3 + e x - 6 y 3 = c

4 x 3 —e** {y + xy')  = O Rpta: X4 - e x y =c

■ vdx x  , „  \ + xy 2x
dx = —' + -------— - dy R p t a : -  —= Ke

1 - x 2y 2 l - x - y 2 1 - x y

(3x + 6 x y - y ~ ) d x  + (3x - 2 x y  + 2y  )dy = O Rpta: x  +3x y - x y ' + y  =c

[ln(x -  y)  + X~~y ]dx + [ln(x -  y)  -  * +-- -]dy = O Rpta: (x + y) ln (x -  y) = c
' x  — y  x - y

(— + ln y)dx  + (— + ln x)dy = O Rpta: y ln x  + x ln y  = c

secx (tg x . t g y  + y secx)dx + (secx . see2 y  + tg x)dy = O Rpta: see x. tg y + y tg x -  c

(1 + tg(xy))dx + (sec(xy). tg(xy) + x  see2 (xy)).(x dy + y d x )  = O

Rpta: x + see (xy) + x tg (xy) = c

(5x4 - 9 x 2j 2 + 5 y 4 )dx+ 2xy(10>'2 - 3 x 2 )dy = O Rpta: x 5 - 3 x 3 y ~ + 5 x y 4 = K

(1 + ln xy)dx + (1 + — )dy = O Rpta: x ln (xy) + y = K
y

(yex + e y )dx + (e x + xey )dy = O Rpta: y e x + x e y = K

1 1  1 1  XV V
y ( - ------------- ) d x  + x ( -  + ---------- )d y  = O Rpta: —  + -------= K

2 ( x - y ) 2 2 (x - y f  2 x - y

y ( e xy +y)dx  + x (exy +2y)dy  = O Rpta: e x>+ x y 2 - K

2
- d y - ( ^ —  + x)dx = O Rpta: y 2 - x 3 = ex
x 2x
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41) (xy2 - y ) d x  + x ( x y - \ ) d y  = O Rpta: ln(/ücy) = -------
‘ xy

42) (eos x. eos y -  ctg x) dx -  sen x.sen y dy = 0 Rpta: sen x eos y = ln (K sen x)

43) 2ydx  + 3xdy  = -  — ■ Rpta: x2y 3 = — + c
xy  y  y

44) (2x + y eos xy) dx + x eos xy dy = 0 Rpta: x 2 + sen(xy) = c

45) ( l x y  + \ + \nx)dx  + x 2dy = 0 Rpta: x (xy + ln x) = K

46) (2ye2x + 2 x c o s y )d x  + ( e 2x- x 2 sen y)dy = 0 Rpta: y e 2x + x 2 c o s y  = c

4 3

47) (2xy + x 3)¿/x + (x 2 + y 2)dy = 0 Rpta: —  + —  + x 2y  = c
4 3

48) (2xey + y  e x + 2x)dx + ( x " e y + 2 y e x )dy = 0 Rpta: x  e y +y~e  + x~ =c

49) (ex sen y  — 2ysen x)dx  + (ex eo sy  + 2 eos x)dy  = 0 Rpta: e x sen y + 2 y e o sx  = c

50) (v e”  eos 2 x - 2exy sen 2x + 2x)dx  + (xev  eo s2 x - 3 )dy = 0

Rpta: e™ eo s2x + x 2 — 3y = c

51) (2xy2 + 2y)c/x + (2x2y  + 2x)í/y = 0 Rpta: x 2y 2 +2xy = c

52) (x 2 + y 2 +2x)í¿v + 2xy dy -  0 Rpta: —  + xy~ + x 2 = c

53) (x 3 - 3 x y 2 + 2 ) d x - ( 3 x 2y - y 2)dy = 0 Rpta: + 2x + ̂ -  = c

, a  2xdx y 2 - 3 x 2 , .  „ . 2 2 354) — — + -------j — dy = 0 Rpta: x - y  =cy
y y

55) y x v_1£¿c + x v \ n x d y  = 0 Rpta: x v = c
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(sen y  + vsen x  + — )dx + ( x c o s y  - c o s / + —)dv = 0 R pta: x sen y -  y cos x + In xy = c
*  /  y

y  + sen x. cos2 xv , x  V .  . „
— — -— —-------------------------------------------------------------------------------------—dx + (- —  + sen y¡dy = 0 R pta: tg xy -  cos x -  cos y = c

cos" xy cos'  xy

(— sen —- ^ - c o s ( —) + l)dv + (— cos(—) —-^-sen(—) + - r- )dy  = 0
y y  x  * x  x  y 2 y  y 2

y  x
R p ta : sen(—) — cos(—) + x ----- = c

x  y  y

(\ + ey )dx + e y ( 1 - — )dy = 0 R pta: x  + y e y =c
y

cx(2x2 + y 2 )dx + y ( x 2 + 2 y 2 )dy = 0 R pta: x 4 + x 2y 2 + y 4 =c

[n cos (nx + my) - m sen (mx + ny)]dx + [m cos (nx + my) - n sen (mx + ny)] dy -  0

R pta: sen (nx + my) + cos (mx + ny) = c

(x + 3) 1 cos >>í¿c-(sen y. ln(5.t + 1 5 )-  — )dv = 0 R pta: cos y . In (5x + 15) + In y -  c
y '

y  2x  dx + ~ -----^— dy = 0 R pta: x 2v 2( x 2 - y 2) = c
xy - x  y  - x  y

— ——  dx + ( 2 v ln( ■) + 3 sen y)dy  = 0 R pta: y2 ln(— —) - 3 cosy  = c
x2 +3* '  x  + 3 ’ x  + 3

(cos 2 y  -  3x 2 _y 2 )£¿c + (cos 2_y -  2 x sen 2 y - 2 x 3 y )dy  = 0

R pta: 2 x c o s 2 y - 2 x 3y 2 + sen2y  = c

(— - ln y ) i/x  + ( l n x -  — )dy = 0 R pta: y l n x - x l n y  = c
x y



^57) (x 3 + e x sen y  + y 3 )dx + (3x y 2 + e x eos y  + y 3 )dy = 0

Rpta: x 4 + y 4 + 4 x y 3 + 4 e r sen y  = K

(68) [ln(ln(x -  y))  + ——-— -. — — ]dx -  [——-— — ]dy = 0 Rpta: x ln (ln (x -  y)) = K 
ln(x -  y)  x - y  ln (x - jO  x  — y

® dy x  -  v eos x  „  ? 2 ^—  = -----1------- - Rpta: x  - y  - 2 y s e n x  = c
dx sen x  + y  '

(70) (x2 + —)dx + ( \nx  + 2y)dy  = 0 Rpta: x 3 + 3 y ln  x +  3 y 2 = c

II. Resolver las ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas.

(T )  3y(x2 -1)í¿c + ( x 3 +%y- 3x )dy  = 0 , y (0) = 1 Rpta: x y ( x 2 - 3 )  = 4(1 - y  2)

( ? )  - xy)~2dx+ [ y 2 + x 2 (\ - xy)~2 ]dy = 0 , cuando x = 2, y =1

Rpta: x y 4 - y 3 +5x>, - 3 x  = 5

(3 ^  (xy2 + x - 2 y  + 3)dx + x 2y  dy = 2(x +y )dy  , cuando x = 1, y = 1

Rpta: (xy — 2)2 + ( x - 3 ) 2 = 2y~ +15

x x  2 —

® (x + ey )dx + ey ( l -  —)dy = 0 , y(0) = 2 Rpta: —  + y e y = 2
y 2
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0  ^ d x  + - — p — 4y  = 0 ,  y |x=1 = l R pta: y = x
y y

( 6 )  ( 4 x - 2 y  + 3)dx + ( 5 y - 2 x + 7 ) d y  , y (1) = 2 R pta: 4x 2 -4 x y  + 5 y 2 + 6x = 5

( ? )  (2x sen y  + 2x + 3y  eos x)dx  + (x 2 eos y + 3 sen x)dy  = 0 cuando x = — , y = 0

y 2 -%R pta: x  s e n y  + x  + 3>>sen.x = —
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2x

(ye2' -  3xe2> )dx + (——  3x2 e2y -  e} )dv = O, y( 1) = O

R pta: y e 2x - 3 x 2e 2y - 2ey +5 = 0 

( ? )  (2 x y - 3 ) d x  + ( x 2 +4y)d y  = O, y ( l )  = 2, R pta: x 2y - 3 x  + 2 y 2 = 7

@  (2 y se n x c o sx  + >’2 sen x)dx  + (sen2 x - 2 y cosx)dy  = O , y (0) = 3

R pta: y 2 eo sx - y sen~ x  = 9

i  2 —
( í l )  ---- —dx + - ---Y ~ d y  = O, y (- l)  = 2 R pta: - 3 y +  2x + y 2 =2 xy

x 2 xy

12) (3x2y 2 - y 3 +2x)dx + (2x y - 3 x y ~  +l)dy = 0 , y (-2)

III.

O  Demostrar que la ecuación diferencial homogénea (Ax + By) dx + (Cx + Dy) dy = 0 es

exacta sí y solo sí B = C.

( 2 )  Demostrar que la ecuación homogénea (A x2 +Bxy+Cy~)  + (Dx2 +Exy+Fy")dy  = 0 es

exacta sí y solo sí B = 2D y E = 2 C.

( ? )  Determinar los valores de a y b para que la ecuación diferencial sea exacta y 

resolverla

a) (y + x 3)dx + (ax + b y 3)dy -  0 R pta: a = 1 , b e  R

b) axy dx + ( x 2 + eos y )dy  = 0 R p t a : a - 2 , x * 0

3

c) x y 3dx + a x 2y 2dy = 0 R pta: a = —

d) (ax + b ) v d x  + (x2 + xh— )dv = 0 R p t a : a - 2 , b - 3
y
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e) ax(y -  eos y)dx + x  (1 + sen y)dy  = 0 R pta  : a = 2

í) (x y 2 + b x 2 y )dx  + (x + y ) x 2 dy = 0 R pta: b = 3

g) (ye 2 " + x)dx  + bxe íxy dy  = 0 - 1

( 2 x y - 3 x 2)dx + ( x 2 + y)dy  = 0

R pta: b = 1

R pta: x 2y - x 3 + ^ -  = C

y ( 2 x y 2 - 3 ) d x  + (3x2y 2 - 3 x  + 4y)dy = 0 R pta: y ( x 2y 2 ~ 3 x  + 2y)  = C

(x + sen y -  eos y)dx + x (sen y + eos y)dy = 0 R pta: x  + 2x(sen y  -  eos y)  = C 

x ( 3 x y - 4 y 3 +6)dx + ( x 3 - 6 x 2y 2 - \ ) d y  = 0 R pta: x 3y - 2 x 2y 3 + 3 x 2 - y  = C

(sen>’ + 2jceos': y)<¿c + x eos y(2xsen  y  + l)í/y = 0 R pta: x se n _ y -x 2 eos2 y  = C

(xy + y -  x)dx + x(xy  +1 )dy = 0 R pta: x 2y 2 + 2 x y - x 2 = C

2 y f, u 2

2x(3x + y - y e ~ x )dx + ( x 2 + 3 y 2 +e~x )dy = 0 R pta: x 2y  + y 3 + 2 x 3 + y e ^ x = C

2.7. FACTOR DE INTEGRACIÓN.-

Consideremos la ecuación diferencial de la forma:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 ... ( 1)

Si la ecuación (1) no es exacta, se puede transformar en exacta, eligiendo una función u 

que pueda depender tanto de x como de y de tal manera que la ecuación

u(x,y) M(x,y)dx + u(x,y) N(x,y)dy = 0 (2)

sea exacta, entonces a la función u(x,y) se llama factor integrante o factor de integración.

Como la ecuación (2) es exacta, entonces se cumple

d u ( x , y ) M ( x , y )  = 8 u ( x , y ) N ( x . y )  dondg 
dy dx
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. . .  . d u ( x ,y ) ô M ( x , y ) d u ( x , y ) , x cW (x,y)
M (*, y)  — + u{x, y ) -----= N(x,  y )  \  + u(x, v) —

cv Sy dx

de donde agrupando se tiene:

Xi, xCM(ar, v) KU du(x , y )  8N(x,  y )  8 M ( x , y ) ,  , ,
M (x ,  y ) ----  --------- N(x ,  y )  ■; .... = (-----; -------------------------------- ---- )u(x , y).

dy dx dx dy

Para determinar el factor integrante consideremos los siguientes casos:

1er. Caso: Si u es una función sólo de x. 

du(x,.y)

<.WE

entonces
dy

■ = 0 .  Luego de la ecuación (3) resulta:

ox dy

XI, du( x , y )  8 M ( x , y )  d N (x ,y )
N  (x, y ) -----  -----= (------  ------  -----  ------)u(x)

dx cy dx

*.(*) _ 1 imeg[an<lo

u(x) N ( x , y )  dy dx

Cdu(x)
J  »(.v)

w = r i
x)  J N(x,

8M (x, y )  8N (x, y)
~ (  .y) oy ex

)dx=  j"/(.r)f/x

donde /  (x) =
N( x ,  y )  dy

d M ( x , y )  dN(x ,y )
dx

Como !n x ) d x
J m (x )  J

In u(x)  = I f ( x ) d x
îfîCÎ

... (3)

XI

u(x)  =

2do. Caso: Si u es una función sólo de y, entonces 

Luego de la ecuación (3) resulta:

d u ( x ,  y )
= 0

dx

OISi
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du(y)
u(y)

1 ^d M ( x , y ) 8 N (x ,y )
M ( x , y )  By dxox

)dy = g(_v)dy

donde g  (y)  = -
M ( x , y )  Sy dx

]___ ^c M ( x , y )  c N ( x , y ) ^

 ̂ = g(v )dy  integrando se tiene:
u(y) \ ^ \ g(y)dy ^  {nu(y ) = \ g^ dy

3er. Caso: En muchos ejercicios el factor integrante está dado en un producto de 

dos funciones f(x) y g(y), es decir, u(x,y) = f(x)g(y) que reemplazando en la 

ecuación (3) se tiene:

donde M y N son funciones conocidas, de la ecuación (4) por inspección se puede 

determinar las funciones f(x) y g(y).

4to. Caso: Para ciertos ejercicios su factor integrante es de la forma u(x ,y )  = x " y m , 

donde n y m se determinan mediante la condición necesaria y suficiente de 

las ecuaciones diferenciales exacta.

V(v c( f ( x ) . g ( y ) )  ^8 N ( x , y ) 8 M ( x ,y )
dx dx dy

).f(x)g(y)
cy

M (.v, y ) . f ( x ) . g  \ y )  -  N(x,  y ) . f  \ x ) .g (y )  = (
dN(x,  y )  cM  (x, y )

dx dy
)f(x)g(y)

esta expresión es lo mismo escribir en la forma:

d M ( x , y )  d N ( x , y )
) f ( x ) g ( y )  = N(x ,  y ) f  \ x ) g ( y )  -  M  (x, y ) f ( x ) g  '(>’)

cy

... (4)
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a. Ejem plos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales, 

( l )  (1 -  x 2 y )dx  + x 2 (y  -  x)dy = 0
Solución

J M  = l - x  y  

|  N  = x 2( y - x )

8M _ 2
dy

8N , 2 „
--- =  —JX  + 2.ry
8x

8M 8N  ., . . .
c o m o ----- — , la ecuación diferencial no es exacta.

8y £x

Sea m  = U ^ ~ ^ - x 2 V x 2 + 2 X y ) ^  
N  dy 8x x 2( y - x )  x

el factor integrante es u(x) = e J =e
\fU)dx f-- 

=  P J  =  P * ’

dx

u(x) = e-2in* = - L  => «(x) = 4 -
X X

al multiplicar a la ecuación diferencial por m( x ) =  ——

x

es decir: (—— -  >')í/x  + (y  -  x)dy  = 0, que es exacta.
x

En efecto: M - ~ r ~ y
x '

N  = y - x

8M
= -1

dy 8 M 8 N  A t  - i  *' com o----- = —  la ecuación diferencial es exacta.
8N
8x

= -1
<3y <9x

3 f(x,y) tal que = M  , de donde  ̂ ; integrando respecto a x.
dx ex x

f ( x , y ) =  { ( - T - y ) d x  + g ( y )  = - - - x y  + g( y)  
J x ¿ x
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/ ( x , y)  = -------- xy  + g( v ) , derivando respecto a y.
x '

à f ( x , y )  d f ( x , y )  Kr
■ = - x  + g  (_y), como - —7---- = N  entonces

dy dy

N  = - x  + g '(y )  => - x  + g '(y )  = y - x  => g \ y )  = y  => g ( y )  = —  + C

1 y 1
Luego f ( x ,  y )  = -------xy-\------ + C

x  2
xy~ -  2x~ y  — 2 = Kx

© — dx + (>’3 -  ln x)dy = 0

Solución

M  = *

N  = y 3 - \ n x

SM  1
dy x  oM ÔN , ., .

; como ----- *  —  , la ecuación diferencial no es exacta.
ÔN _ 1 ra
<3x x

1 Ô M 8 N  1 1  1
Sea g(j-) = - —  (—-----—  (— ))

M dy ex y  x  x

/ , 2 / * 2 gOO = — (-) = —  => g(y) = —
y  x  y  y

r f 2dy\g(y)“y I rr
Luego el factor integrante es, u(y)  = e J = e y

u(y)  = e= " 2ln-v = _L qUe multiplicado a la ecuación diferencial dada se tiene:

—  dx + ( y -  —~-)dy = 0, que es exacta,
xy y -

En efecto:

M  = —
xy

xr lnjcN  = y ----- —
y

dM _ 1
dy V

dN _ 1
dx x y 2
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„  8M 8N  , . . .  . ,
C o m o -----= —  , la ecuación diferencial es exacta

dy 8x

. . 8 f ( x , y )  8 f ( x , y )  1 .
3 J  ( x , y ) ,  tal que —--------- = M  , de donde -:— = -— integrando respecto a x.

8x 8x xy

f ( x , y ) =  í—  + g 0 0 =  —  + g (y ) derivando 
J x y  y

8 f ( x , y )  In.v d f ( x , y ) xr
— ^  ----- — + g  ( y ) . Como — - — -  = N,  entonces

cy y 8y

N  = -  + g  '(y) de donde se tiene:
v

,n v ./x  ln* „ , , . y „
—r + s ( y )  = y — r  => g(y)  = y  => g(y) = — +c

. . .  . ln x  y
Luego J ( x , y )  = ------+ —  + C

y 2 v 2

(xy + x 2 y  + y 3 )dx + ( x 2 + 2  y 2)dy = 0

Solución

[ M  = xy + x 2 y  + y 3

I AT = x 2 +2>-2

8M 2 ■> 2-----= x  + x  + 3 y
dy

8N
ox

= 2x

_ 8M 8N
C o m o -----*  —  la ecuación diferencial no es exacta.

8y 8x

Sea u (x,y) = f  ( x ) . g (y) un factor integrante para esto, empleamos la ecuación (4)

8M 8N  v / ' ( . y )  A /  g ' ( . v )

dy 8x f ' ( x )  g ' (y )



Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 93

x  + x 2 + 3 y 2 -  2x = (x 2 + 2y 2 ) ^  ̂  ~ (xy + x 2y  + y 3 )
f (x)  g(y)

x 2 + 3 y 2 - x  = (x2 + 2 y 2) ^ - ( x y  + x 2y  + / ) ^ M
f ( x )  g(y)

f \ x )
f ( x )  |  ln f ( x )  = 2x \ f ( x )  = e2x

g '(y) _ 1 i ln g(y) = ln y jg(y) = y
g(y) y

Como u (x ,y )  = f { x ) . g ( y )  = y e 2: factor integrante ahora multiplicamos a la ecuación

diferencial por el factor integrante u(x, y )  = ye 2x

y e 2x (xy + x 2 y  + y 3 )dx + y e 2' ( x 2 + 2y 2)dy = 0

es una ecuación diferencial exacta, es decir:

IM  = y e 2x (xy + x 2y  + y 3 

[ /V = y e 2x (x2 +2 y 2)

Ô M  2x ^  2 ^3\-----= e (2xy + 2x y  + 4 y  )
dy

= e2x (2xy + 2 x 2 y  + 4 y3 )
dx

Como , la ecuación diferencial es exacta.
dy dx

d f ( x y)
=>3 f ( x , y ) ,  tal que ------ -— - M  , de donde.

dx

Y' *  ̂ = y e 2x (xy + x 1 y  + y 3 ) integrando respecto a x.

/ (x, y) = j v e 2x (xy  + x 2y  + y 3 )dx + g (y ) = ^ -  (e2x (x2 + y°  )) + g (y )

f  (.v, y) = ^ e2x (*2 + y 2 ) + g (y )  derivando respecto a y.
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c°™ «monees.qv oy

N  = y e 2x (x 2 + 2y 2 ) + g '(> ’) , de donde

y  = e 2' (x 2 + 2 y 2) + g ' ( y )  = y e 2'1 ( x 2 + 2 y 2 ) , simplificando g '( 3;) = 0 => g(y) = C

2 2x

Luego f ( x ,  y )  = — —  (x2 + y 2 ) + C . 2 2x . 2 2\ .. .  y e  (x + y  ) = k

(T )  2 y d x  — x d y  = x y 3dy

2y  d x - ( x  + x y 3 )dy = 0 

M  = 2 y

Solución

jV = - (x  + xy  )

cM
=  2

oy
6N
8x

= -1  - y
como — -  *  , la ecuación diferencial no es exacta.

3 By dx

Sea w(x, y)  = x y  " un factor integrante, entonces.

2 x m y ”+l dx -  ( x n,+> y n + x m+l y n+3dy = 0

BM BN
para que sea exacta debe cum plirse----- = —

By Bx

[m  = 2 x myn+I

1n  = - ( x m+lyn + xm+1yn+3)

c  M
o y 
B N 
B x

= 2 ( n + l ) x myn

-(m + 1 )(xm y11 + x m yn+3)

igualando tenemos 2(« + l)x"'v>" - - ( m  + \ ) x ”' y n - ( t n +  \ ) xm y n+i
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por lo tanto el factor integrante es u (x ,y )  = —  que al multiplicar a la ecuación (1) se
xy

2 1
tiene: — dx -  (— + y 2 )dy = 0 , que es exacta, en efecto:

.x y

M  = :

N  = - ( — + y 2)
y

cM
=  0

entonces 3 / (jc, >̂ ) tal que ^ ^  = M
ÔN _ dx
ex

A A A d f ( X*y) 2de donde ---- ------ = —, integrando respecto a x.
ex x

f ( x ,  y) = J — dx + g (y ) = 2 ln x + g (y ) derivando

c f  ( a-, y)  d f  (x, y)
= 8 (y) > Pero como — r------ = N entonces

dy cy

N  = g \ y )  => - ( - + / )  = g \ y )  => g ( y ) - - 0 n y + ~ ) + C
y 3

Luego f ( x , y )  = 2 \ n x - \ n y - ^ Y  + c 21nA:-ln y ------- K
' 3

©  e xdx + (exc tg y  + 2y  eos ecy)dy = 0

Solución

\ M = e x

[ N  = exc tg y  + 2y  eos ecy

dy
dN x 
—  = e cot y
. dx

Como — la ecuación diferencial es exacta,
dy dx
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1 BM BN 0 - e xc t g y
Sea g (v ) = ------(-----------—) = ------------- —

M  8y 8x ex

I g(y)dy Utgydy 
g(y) = c tg y  => u(y)  = e J = e J

u(y) = e ln(sen -v) = sen y  => u (y) = sen y
\l. —  sup leí ' ¡ ,x)"\ tí ■¿■Mnotn?

ahora multiplicamos a la ecuación diferencial por u (y) = sen y, es decir: 

e x sen y  dx + ( e ' eos y  + 2y)dy  = 0 ,  que es una ecuación diferencial exacta.

en efecto:
| M  = ex sen y  

[.V = ex cos>’ + 2_y

8M

8y
8N
dx

= e eos y  

= ex eos y

Como la ecuación diferencial es exacta.
8y 8x

entonces 3 f ( x , y )  tal que  ̂ = \ f  de donde

df (x,  y )
8x

= ex sen y , integrando respecto a x.

f ( x , y )  = J e ' sen ydx  + g(y)  = ex sen y  + g(_y) derivando

8 f ( x , y )  x 8 f ( x , y )
. = e eos y  + g  \ y ) , pero c o m o ---- ------ = N  entonces

ex 8y

N  = e x eos y  + g ' ( y )  de donde se tiene:

e x cos y  + g ' (y )  = e x c o s y + 2y  => g ' ( y )  = 2 y  => g (y )  = y  +C

Luego f ( x ,  y )  = e x sen y  + y  +C
x 2e sen + y  = K
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©  (x eos y -  y sen y) dy + (x sen y + y eos y) dx = 0

Solución

dM
M  = x  sen y  + y  eos y  

N  = x eos y - y  sen y
dy

5N
dx

= x  eos y  + eos y  — y  sen y  

= eos y

„  dM dN . . . . . . .  t
Como -----* -----  la ecuación diferencial no es exacta.

dy dx

„ , 1 , c M  dN^  x c o s v +  c o s v - y s e n y - c o s y  ,
Sea f ( x ) =  —  (------------- ) = -------------------------------------------= 1

N  dy dx x  eos y  -  y  sen y

ff (x )dx  . , . .
Luego el factor de integración es u(x) = e J = e x ahora a la ecuación diferencial, lo 

multiplicamos por el factor integrante u{x) = e* , es decir:

(exx  eos y  -  e xy  sen y)dy  + ( x e '  sen y  + y e x eos y)dx  = 0

r; njmiyi  al la  '■ ¡ncn ogoul y 0 - ' thírt .é-  :£) t.
que es una ecuación diferencial exacta, en efecto.

dM
I M  = e ' x  sen y  + ex y  eos y  

I jV = ex x  eos y  -  ex y  sen y

dy 

dN_ 
l dx

= xe  eos y  + e eos y  -  ye  sen y  

= xex jos y  + ex eos y  — y e x sen y

Como = ^  la ecuación diferencia] es exacta.
dy dx

entonces 3 / ( x , y )  tal que ----- -—  = M  , de donde
dx

8f(x,y)
ex

= xex sen y  + yex eos y  integrando respecto a x.

/ (x, y )  = J (xex sen y  + y e x eos y)dx + g(y)
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f  (x , y )  = xex  sen y - e x  sen y  + yex  eos y  + g(y )  derivando 

d f ( x , y )
dy

o f ( x , y )
dy

= xe  eos y  — e eos y  + e eos y  — ye  sen y  + g  \ y )

x x d f ( x >y)= xe  eos y - y e  sen y  + g \ y ) , pero como -----------= N
8y

N  = xe* eos y —y e x sen y  + g'  ( y ) , de donde se tiene:

xex eos y  -  ye* sen y  + g ' ( y )  = xe* eos y  -  e xy  sen y  => g '{y)  = 0 => g (y) = C.
1  £ 0 3  ' (10* i — ¿OO +  1 ‘¿OO S . /  > í

Luego / (x, y )  = x e x sen y  -  e x sen y  + y e x eos y  + C

/. x e x sen y  — e x sen y  + y e 1 eos y  = K

O bservación: Veremos un caso particular de factor integrante, por ejemplo, hallar un

factor integrante u = <p(x + >'2) de la ecuación diferencial 

(3y 2 - x)dx  + (2y 3 -  6xy)dy  = O y luego resolver la ecuación.

Solución

| M  = 3y - x  

\ N  = 2 y 3 - 6 xy

dM  ,
-----= 6 y
dy dM dN

como ----- ^ -----
dN . dy dx
a T "

La ecuación no es exacta, ahora calculamos el factor integrante de la forma
■y

M = cp(x + y  ) = <p(z) donde z  = x  + y~ —  =  1 —  = 2
d x ~  ’ dy y

dM  dN du du
C o m o -------------= N -M  —— entonces

dy dx udx uoy

dM dN  dln(w) _ d l n ¿ /  
-------------= N ------ -̂---- M  -
oy ox dx dv

...(1 )
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d ln u d  ln u dz d  ln u
dx dz ex dz

c  ln u d  ln u dz .  d  ln u
--- =------ = “v----

5y dz ‘ cy ' dz 

reemplazando (2) en (1) se tiene:

dM c N  w d  ln u . ,  _ d  ln u c M  dN  , , ,  _ , , d l n u  
-------------= N ----------- M 2 y --------- = > ------------- = ( N - 2 v M ) ---------
dy dx dz dz dy dx ’ dz

,  ,  3 ^ ,  i ^ . d \ n u  , _ , , 2 í'-Vjí , d  lnu
6v  + 6y = (2y  - 6 x y - 6 y  + 2x v ) -------- => \ 2 y - - 4 y ( y  + x ) ----- -—

’ dz dz

d \ n u  3 3 ,  afe
--------= j—  ------ = —  entonces í/(ln«) = -3-—

dz y 2 + .y z z

integrando se tiene: ln u = — 3 ln 2 = ln z J; levantando el logaritmo u = —■ = — 7 -!----- r  ,
z3 ( y 2 + x ?

multiplicando a la ecuación diferencial se tiene:

 ̂' X dx + , ■ 6a;V dv = ü es una ecuación diferencial exacta. La solución se
( y 2 + x ) 3 ( / + - v ) 3

2 2 

obtiene agrupando, tenemos d (— —- — ) = 0 integrando — ———- = C
( x - y 2)2 (x + y 2)2

2 , 2\2 1 x - y  = c(x + y  )

a. Combinación Integrable.

En una ecuación diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0, para encontrar un factor de 

integración en muchos casos es dificultoso, sin embargo mediante el reconocimiento 

de ciertas diferenciales exactas comunes, se puede obtener la solución en forma 

mucho más práctica, a esta forma de agrupamiento de los términos de una ecuación 

diferencial denominaremos combinación integrable. Esta forma de resolver ¡as 

ecuaciones diferenciales es mucho más rápido, sin embargo requiere de un buen 

conocimiento de diferenciales y una cierta pericia en determinar cómo deben 

agruparse los términos y para esto daremos algunas sugerencias de diferenciales 

exactas.
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Io x dy + y dx = d (xy) 2° x d x ± y d y  = ̂ d ( x 2 ± y 2 )

3° ^ É . m i { L )  4-
x- -v y~ y

„  x d v - y d x  ,/t , y xx , n x d y - v d x  y
5° — — =—  = rf(ln(—)) 6o —-— —  = í/(arctg(—))

xy x x ' + y  x

7,  8o
x2 - y 2 2 x —y  ( x - y ) 2 2 x - y

„„ x d v - y d x  ,, y  „„„ y d x - x d y  1 , , x - v .
9° —  = d(arc.  sen(—)) 10° ----------- —  = — d( ------- —)

vxyjx2 - y 2 ' x  (x + y ) 2 2 X + J

víiíifi/ai , -n i  -_nl£ uní  anvij s* ofcnsiyalftt
„ x d y + v d x  , 1  __  dx + dy  ,,, ,

11°  — V s —  = ¿ ( -------------------------------------------------------------------------------------) 12 ------------— = </(ln(x + y))
x -> - xy x + y

i3Q xdy + ydx _

xy

Ejem plos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

(7 ^  (x 2 + y  2 )(x dy  + y  í/x) = ,xy(x í/y -  y dx)

Solución

La ecuación diferencial dada expresaremos así:

xdy + ydx x d v - y d x  . .
—í —  ---- = —^ , de acuerdo a las sugerencias 6 y 13 se tiene:

x“ + y
• • ■ ■

y
dLn(xy) = c/(arctg(—)) integrando se tiene: 

x

j"¿/ ln(xy) = fd (arctg(—))dx + C , de donde ln(xy) = arctg(—) + C 
y J X x
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(T )  7>ydx + 2 x d y  + 4 x y 2 dx+ 3 x 2 y  dy = 0

Solución

Multiplicando a la ecuación dada por x 2y , es decir:

3 x 2 y 2 dx + 2 x 3 y  dy + 4 x 3 y 3 dx + 3 x 4 y 2 d  = 0

de acuerdo a la sugerencia 1 ° se tiene: d ( x 3y 2 ) + d ( x 4y 3) = 0 integrando se tiene: 

J' d(x3y 2) + j ( d x 4 y 3) = C  de donde .'. x 3y 2 + x 4y 3 = C

(T )  xdy -  ydx  = x 2 yjx2 -  y 2 dx
Solución

A la ecuación diferencial dada, escribiremos así:

XĈ \ :.U_Y- = xdx, de acuerdo a la sugerencia 9o se tiene:
• yW *2 - j

v x 2 f  y  f  x 2í/(arcsen(—)) = d(— ) integrando se tiene: |<i(arcsen(—)) = I d(— ) + C , de donde
x  2 J x  J 2

arcsen — = —  + C
x  2

( ? )  x 3dy -  x 2y  dx = x 5y  dx
Solución

A la ecuación diferencial dada expresaremos: xdy -  ydx  = x 3ydx,  para x ^  0

^ = x 2dx, de acuerdo a la sugerencia 5o se tiene: d  ln(—) = d(— ) integrando.
xy x 3
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©  4 y 2 -1(1 -  vVjc2 ~ \) d x  + yjx2 -1(1 - x y ¡ y 2 - 1 )dy = 0

Solución

La ecuación diferencial dada expresaremos así:

\Jy~ -  \dx -  yyjx2 — 1 y]y2 —ldx + yjx2 - 1 dy -  xyjx2 -1  y jy2 — \dy  = 0 

•y/ v2 — \dx + yjx2 -1  dy -  4 x 2 -1  ̂ _y2 - 1 (ydx + xdy) = 0

dx ' r -  (w¿r + aí/v) = 0, de acuerdo a las sugerencias del 1 ° se tiene:
yjx2 - 1 \j1 y 2 -  i

dx....  -
dy

l v2
f  dx 1r dy  f
N x 2 - \  J fy-1 >

dedonde: In | x  + -Jx2 - 1 1 -  In \y + yjy2 xl \ ~xy = C ... (1)

por lo tan to (1) expresaremos asi: arccoshx - arccoshy = xy + C, dedonde 

cosh (arccosh x -  arccosh y) = cosh (xy + C) 

xy + senh (arccosh x). senh (arccosh y) = cosh (xy + C)

€' ~ 6 . 
además se sabe que , senhx = -----------  Luego se tiene:

a r c c o s  hx _  -  a r c c o s  hx  a r c s e n  hy  _  -  a r c s e n  hy

xy  + ( - ------------------------ )(-------------------------- ) = cosh(xy + C)

® dy y ( xy  + 1)
—  = ---------  ------  . Para x = i ; y = -2
dx y ( \ - x ~ ) - x

Solución

dv y (xy + \) . ,, i . . . .
—  = — — ——------  => [ y ( l - x ~ ) - x ] d y  = y(xy + \)dx
dx y(l —■ x  ) — x
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y  dy -  y x 2 dy = x y 2 d x y  d x , agrupando y d y - ( y x 2dy + x y 2dx) = x d y  + y d x

2 2 x  y  •
mediante la sugerencia de 1 ° se tiene: ydy  -  d (—-—) = d (xy ) integrando

j y d y -  j d ( ^ —̂ — ) -  j d ( x y )  + K  , de donde y 2 - x 2y 2 = 2xy  + C

para x = 1, y = -2, se tiene 4 - 4  = - 4 + C => C = 4

• 2 ■>Luego la solución particular es: (1 -  x  ) y  -  2xy = 4

( ? )  (y  + x ( x 2 + y 2))dx + ( y ( x 2 + y 2 ) - x ) d y  = 0

Solución

A la ecuación diferencial expresaremos así: 

y  dx + x ( x 2 + y 2 )dx + y ( x 2 + y 2 )dy -  xdy = 0 , ahora agrupamos

-  — ^ + xdx + ydy = 0 , mediante la sugerencia de 2° y 6° se tiene:
x + y

-d(arcAg(—)) + - d ( x 2 + y 2) = 0 , integrando -  fí/(arctg(—)) + — íd ( x 2 + y 2) = C  
x  2 J  x  2 J

/. - 2  arctg(—) + x 2 + y 2 = K
x

® x  + 2 J l - y 2 eos y  
are. sen ydx h---------- ----------------dy = 0

Vk ?
Solución

, xdy
A la ecuación diferencial dada expresaremos asi: are. sen ydx + + 2 eos ydy  = U

d (x .arc.sen y) + 2 eos y dy = 0, integrando
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jd ( x  arcsen y ) + J 2 eos ydy = C  de donde x are.sen y + 2 sen y = C

b. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

© (x>'3 +\)dx + X 2 y 2 dy = 0 Rpta. 2x 3jy3 + 3 x 2 = c

© y 2 dx + x 2 dy -  2 xy dy  = 0 Rpta. x y - y 2 =K x

© (x 2 + y ) d x - x d y  = 0 Rpta. K> I'- II ?

© (2x y 2 - 3 y i )dx + ( 7 - 3 x y 2)dy = 0 Rpta. x 2y - 3 x y 2 - 1  = Ky

© y  dx + (2x -  y e y )dy =  0 Rpta. x y 2 — y 2e y +2 y e y —2ey = K

© ( y 4 + x 3 )dx + 8xy i dy = 0 Rpta. V x(7y4 + x 3) = K

© (5x3 + 3xy + 2 y 2 )dx + ( x 2 +2xy)dy  = 0 Rpta. x 5 + x 3y  + x 2y 2 = K

© x 2 y 2 dx + (x 3 y  + y  + 3)dy = 0 Rpta.
x V + / + 3 / = c  

3 2

© x 2d x - ( x 3y 2 + y 2 )dy = 0 Rpta. e~yi ( x 3 +  3) =  c

(xy2 + x 2y  2 + 3)dx + x 2y  dy = 0 Rpta. e 2x( x 2y 2 +3) = c

© e ' (x +1 )dx + (eyy -  x e x )dy = 0 Rpta. 2xex~y + y 2 - c

@ (x -  x 2y)dy  — y  dx =  0 Rpta. 2y  — x y 2 - e x  -  0

© (5x3 y 2 + 2 y)dx + (3x4y  + 2 x)dy  =  0 Rpta. 5 3 2 2x  y  + x  y  =c

© (e '  + x e y )dx + x e y dy =  0 Rpta. 11++

 ̂
C.



Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 105

B

18)

§>

S)

5)

§>
g)

28)

(3x2 y  + 2xy + y 3 )dx + ( x 2 + y 2)dy = 0 Rpta. (3x2y  + >,3)e3' = c

x
dx + (---- sen y)dy  - 0

y
Rpta. xy + y eos y - sen y = c

y  dx + (2xy -  e~2y )dy = 0 Rpta. x e 2y -  In | y  |=  c

(x 2 + y  2 + 2 x)dx + 2 y d y - 0 Rpta. ■ > 2  -xx  + y  = ce '

(3x2 - y 2 )dy - 2 x y  dx = 0 Rpta.
x 2 1

y* y  c

(xy -1  )dx + (x 2 -  xy)dy  = 0 Rpta.
y 2

x y - ln  | x | — — -  c

2 j ( x 2 -  y  + x)dx  + (x 2 -  2y)dy  = 0 Rpta. y ( x 2 -  y) = ce~2x

y ( 4x + y)dx  -  2 (x2 - y)dy  = 0 Rpta. 2 x 2 + xy + 2y ln | y  | = cy

(2y 2 + 3 xy -  2 y  + 6 x)dx  + x(x + 2  y - 1 )dy = 0 Rpta. x 2( y 2 + x y - y  + 2x) = c

y 2dx + (3xy + y 2 -1  )dy = 0 Rpta. y 2( y 2 + 4 x y -2 )  = c

2y (x  + y  + 2)dx + ( y 2 - x 2 - 4 x - l )dy = 0 Rpta. x 2 +2xy + y 2 + 4 x  + l = cy

2 ( 2 y 2 + 5xy -  2 y  + 4)dx + x(2x  + 2 y  -  l)dy = 0 Rpta. x 4(y~ + 2 x y - y  + 2) = c

3(x2 + y 2 )dx + x ( x 2 +3 y 2 + 6  y)dy = 0

y (8x - 9y) dx + 2x (x - 3y) dy = 0 

y (1 + xy) dx -  x dy = 0 

dx + (x tg y -  2 secy) dy = 0

Rpta. x (x 2 + 3 y 2 ) = ce

Rpta. x  y (2 x -3 y )  = c

„  2 2xRpta. x + —  = c

Rpta. x secy -  2 tg y = c
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(x 4 ln x - 2 x y 3)i/x + 3x2y 2fi(y = 0 Rpta. y 3 + x 3(ln | x  | -1 ) = cx2

(x + y 2 )dx -  2xy dy = 0 Rpta. x l n \  x  \ —y 2 = cx

(2 x 2y  + 2y  + 5)dx + (2 x 3 + 2x)dy  = 0 Rpta. 5 arc.tg x + 2xy = c
'**«• •**»# i t * m ' ( n

(x + sen x + sen y) dx + cos y dy = 0
Rpta. 2ex sen y  + 2ex ( x -  l) + e x (sen x  — cos x)  = c 

(1 + xy)dx + x(— hx)dy  = 0 Rpta. K  = xyexy
y

(sec x + y tg x) dx + dy = 0 Rpta. y sec x + tg x = c

2(x + y(sec2 x + tg x)dx + tg x t/y = 0 Rpta. (x + y ) tg 2 x = c

— dx + ( v3 -  In x)dy  = 0 Rpta. —  + ^  X̂  ̂= c
x  ' 2 y

■> = \v  I fil ! Í • -/.£ nJqíi o -  -iV>- •/ -

f0£

3 2 3 4
_  —  s e n  x  C ~ s e n  x

sen x(2 + 3y sen x)dx +sec x d y  = 0 Rpta. y e 4 + 2 I (sen x cos x)e4 dx + c

, cos xy „ , „ „y  sen xydx  -  (-----------------------------------------------------x sen xy)dy  = 0 Rpta. y cos xy = c
y

" J - t- 'i~/S r ~ i  G t t jM  0 «  v t y  1 - T.+- 

(x cos y - y sen y) dy + (x sen y + y cos y ) dx = 0

Rpta. (xsen y - y  co sy  - s e n  y ) e x =c

i ' gjiiQ 1 . | (>y
—  dx -  (1  +  xy2 )dy =  0 Rpta. ey (y 2 - 2 y  + 2 +  — )  =  c  , u  = —
x x x

(x 2 + 2 x  + y)i/x + ( l - x 2 - y ) d y  = 0 Rpta. e x~y ( x 2 + y)  = c , u = e x~y

(cos x -  sen x + sen y) dx + (cos x + sen y + cos y) dy = 0

Rpta. e*+>'(co sx  + seny ) = c , u = e x+y
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,sen v  _ _r „ , cosv  + 2e I cosx  ,
( - 2 e  sen x)dx + d y -

y y
0

Rpta. e ' sen y  + 2y  eos x =

@ (-3 y 4 + x 3y)dx + (xy3 - 3 x 4) d y - 0 Rpta.
9 9

y 3 + x3 = ex4 y 4 , y

© y ( 2 x2 + y)dx + x ( y -  x 2 )dy = 0 Rpta.
2

—  + ln xy = C
y

© 2y dx + 3 x dy = 3x ~]dy Rpta. y 3( x 2 - l )  = c

@ xd y  + 2y dx = x 3 y 3 dy
■

Rpta. x 2y ( x 2 +c) + 2 = 0

® y (4xy + 3) dx + x (3xy + 2) dy = 0 Rpta. 4 3 , 3  2 nx  y  + x y  = C

© 4.x dy -  3y  dx = y~3x dx Rpta. 2 y 4 + x  = ex3
= /A> -i

© y  dx + 2xdy = x 3y  dx Rpta. 31n(xj2) = .v3 +c

© y d x -  2x dy = x y 5 dy Rpta. 51n(xy~2) = .y5 + c
( Tj V T.V) f.r ~ /Jb 1 f

©
x2 x sen x 

(sen x  -  x  eos x)dx + 2(— ------- —— )dy = 0
y  y

Rpta. 2xy - y 2 sen x  = ex , u(x, y)

© Zy d x - 2 x d y  = x 4 y 2 dx Rpta.
3 11 

1 Ijc2 -  y x 2 = cy

0  3y dx + 4x dy = 5 x 2 y ~ 3dx  R pta. x 3(>'4 —x~ ) = c

(57) (4xy2 + 6y)dx  + (5x2y  + ix )dy  = 0 R pta. x 3j>4(xy + l )  = c

(58) [y 2 - 2 x 2(at + >’) 2 - y ( x  + y ) 2]dx + [ y 2 - 2 x 2(x  + y ) 2 + x(x  + y ) 2]dy = 0

(59) (2y + 3 x 2y 3)dx + (3x + 5 x 3y 2)dy = 0 ,  u (x ,y )  = x “9y ' 13
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60) (2xey + y 2e x + 2x)dx + ( x 2e y + 2 v e x )dy = 0 R pta. x 2e y + y 2 e x + x 2 = c

61) X- - y ;  - 2 y  R p ta . ( x  + y ) e x+y = c ( x ~ y )
dx y - ~  x - 2 x

62) xdy -  ydx  = x \ j x 2 -  y 2 dy R pta. y = x - sen (y + c)

63) y d x  = (2 x 2y 3 - x ) d y , y (1) — 1 R pta. x y 3 - 2 x y  + l -  0

64) —  = —e y  ■ , y(0) = 1 R pta. e x = y ( l  + 21n v)
' dx ex + 2 y

A -  C j '(Vi i j. 12 iffi 'í ¡L + 'íb í.
65) [y4{x3 + x 2 - 2 x  + \) + ( x 2y  + y 3 + x y 2) ] d x - ( x 3 + x y 2 + x 2y)dy  = 0

i r  ,í; jq íl  d  .•
R pta . (3x4 + 4 x 3 -  \ 2 x 2 +12x ) y 3 + 12x_y2 + 6 x 2y  + 4 x 3 = c y 3

® x d y - y d x  = x 2 ydy R pta. 2 y  = x y 2 + c

0 ( x - 2  y 3)dy = y d x R pta. x  = c y -  y 3

0 x  dy + y  dx = 3 x 2dx , y (2) = 1 R pta. xy = x 3 - 6

0 x 2D xy - x y  = x 2 - y 2 , y  (1) = 0 R pta. x  + y  = x 2( x - y )

'y
x d y  — y d x  + (y  - 1 )dy = 0 Rpta. y 2 -  x  +1 = cy

@ x d y  + y d x  = x 2y d y R pta. x " V ’ + ln y  = c

@ y (2 + xy) dx + x (1 + xy) dy = 0 Rpta. x 2y e xy = K

0 xdx  + ydy xdy -  ydx R pta. y¡x2 + y 2 + — = c
X
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7J )

3>

3

3)

2)
80)

x d y  = ( x 2 + y 2 + y)dx Rpta. y = x tg (x + c)

e x ( y 3 + xy3 + \)dx + 3 y 2(xex —6)dy = 0 Rpta. x e xy 3 + e x - 6 y 3 = c

x d y  + y d x  = y 2 dx Rpta. y ( 1 + ex) = 1

x d y - y d x  + ( x 2 + y 2 )dx = 0 Rpta. y = x tg (c - x)

3xdy = 2ydx - xy eos x dx Rpta. x 2 = e y 3e scnx

e x (x + l)dx + ( y e v - x e x )dy = 0 Rpta. 2 xex~y + y 2 - c

x d y - y d x  = ( \ + y 2)dy
x  1

R p t a .---- = ----- + y  + c
y y

0 xrfy = (x 5 + x 3_y2 + y)dx
X X

Rpta. are. tg (—) = ------- h c
y 4

,2 x  y  

y  x 2 + y"
(---------^ - T )dx + (-T — T - — ) d ^ O

- - x  + y  y

X~ y
Rpta. —  + are. tg(—) = c

y 2 X

x d y - y d x  = 2 x 2y 2dy , y (1) = -2 Rpta. 3_y-2jcv -1 0 x  = 0

y (2x  + y 3) d x - x ( 2 x - y 3)dy = 0 Rpta. —  + xy = c

86)

g )

88)

89)

90)

y ( x 3 - y 5) d x - x ( x i + y :>)dy = 0

(x 3^ 3 + \)dx + x* y ¿ dy = 04 . .2 ,

y  ( y 3 -  x)dx + x ( y 3 + x)dy  = 0

x  (x  + y ) (dx + dy) = m(x dy -  y  dx)

Rpta. x A = y A(c + xy)

Rpta. x 3y 3 = -31n(xc)

Rpta. 2 xy3 - x 2 = c y 2

Rpta. x(x  + y )  = 3 my

( 2 x 2 + v 2 - 3 ) ( x d y  + y d x )  = (xy)3(4xdx  + 2y dy )  Rpta. (x y ) 1 +21n(2.v2 + y 2 - 3 )  ---c
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x dy -  y  dx = y 3 ( x 2 + y 2 )dy y yRpta. arc. tg — = ------ 1- c
x  4

&

2 )

3)

95)

y ( x 4 —y 2 )dx + x (x4 + y 2 )dy = 0

y ( x 3e v  - y )dx  + x ( y  + x 3e xy )dy = 0

y  (1 — x )dx + x (x~ y  + 2x + y)dy  — 0

y ( x 2y 2 - m)dx + x ( x 2y 2 + n)dy = 0

Rpta. y(3x4 + y 2 ) = cx3

Rpta. 2 x 1e xy + y 2 = c x 2

Rpta. x  y  + x  + y  = cxy~

_ 2 2 CX sRpta. x  y  =2  ln(------)
y

x d x  + y d y  = ( x 2 + y 2 )3 ( x d y  - y  dx) y iRpta. bare. tg(—) + — ------ —  = c
x (x-+y2y

y d x - x d y  = (x 2 + y 2) 2 (x dx + y  dy)
X  1

Rpta. arc. tg(—) = — (x2 + y 2)2 +c
y 4 ■

xdy -  ydx  = yj4x2 + 9y 2 (4xdx + 9ydy) Rpta. arctg —  = 6(4x2 + 9y 2 )2 + C 
2x

99)

3

g )

102)

y (2 -  3xy) dx -  x dy = 0 

jy(2x + y  2 )dx + x(y 2 -  x)dy = 0

2 x V  = y ( 3 x 4 + y 2)

( x n y n+] + ay)dx + (x "+l y"  +bx)dy = 0 

Rpta. si n *■ 0, x " y n

Rpta. x “(l - x y )  = cy

Rpta. x(x + y  ) = cy

Rpta. x 4 = y 2(l+ cx )

= n ln(cx a y  b) ,  si n = 0, xy = cy “ y

103) (x"+y  +ay)dx + ( x " y n+> +ax)dy  = 0n ,n + \

Rpta. s i n #  1,(m-1)(x>0" ' ( x 2 + y 2 - c )  = 2 a , s i n =  1, x 2 + y 2 - c  = - 2 a  ln(x>0

104) x dy + y  dx = xy dx
„  1 2
Rpta. -------  = — + c

(xy)2 x
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[ 105) x dy -  y  dx = (xy )y2 dy Rpta. 2 ln(—) = y 3 + c

'106} x d y - y d x  = ( x 2 + x y - 2 y 2)dx Rpta. ln(*~ ~—) = 3x  + c
x - y

107) y  (ydx  -  xdy) + 3yjy4 - x 4 (ydx + xdy) -  0

[108) ye  1 d x - ( x e  v + y 3 )dy = 0 Rpta. e y + ~ — = c

109) e ' (eos y  dx -  sen y  dy) = 0 Rpta. e* eos y - c

H o) (xyjx2 + y 2 + y)dx + (y-Jx2 + y 2 + x)dy = 0 Rpta. + y  -̂--------- + xy = K

[ l l l j  2 COS(A'3 ) +  +  g s e n -< ^ sen  y  ^C Q S x{j x  +  c o s  y j y j  _  Q

Rpta. 2 ln(sen(xy)) + e “ " v ,eseny = c 

112) (5x2 \ n x  + x 2 + y)dx  + x d y  = 0 Rpta. xy + x 3 \ n x  = c

( 1 1 3 )  v (  — — r = = = ) i t x  ♦ (  r  -  - -  - — r - j V y  =  o

y  y
Rpta. aretg — + aresen — = K

114) y [ sen (x + y) + x cos (x + y) ] dx + x [ sen (x + y) + y cos (x + y) ] dy = 0

Rpta. xy sen (x + y ) = c

115) exy (ydx  + xdy) + . y   ̂ (xd x - ydy) + \Jx2 -  y 1dy = 0 Rpta. e" + y>Jx2 - y '  = c
\¡x2 - y 2

116) xy 2(x (' -  y 6) (2ydx + 3xdy)  = 24x2 y 3 ( x 5 dx -  y 3 dy)  Rpta. x 2 y 3 = (x 6 - y 6 )4 K
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117) [ 2xy sen (x + y) + y sec (x + y) ] dx + [ 2xy sen (x + y) + x sec (x + y) ] dy = O

R pta. sen2 (x + y)  + ln(xy) = c 

[118) 2y  d x - x d y  = x y 3 dy R pta . 31n( x 2y ~ ' )  = y 3 +c

Í l9 )  ydx + xdy  = yjx2 + y 2 (xdx + ydy)  R pta . 3xy  = (x2 + y 2)2 +c

120) Probar que si - ^ L  -  M — entonces x k es un factor integrante de
dy dx x

M(x,y) dx + N (x,y) dy = 0

121) Demostrar que si la ecuación diferencial (axy -  b)y dx + (cxy -  d)x dy = 0 es dividida 

entre xy [(axy - b) - (cxy - d) ] entonces es exacta.

122) Resolver la ecuación diferencial usando el factor de integración

u ( x , y ) = [ x y ( l x  + y ) Y x , (3xy + y 2) +xy(2x  + y ) ^ -  = 0
dx

123) y[ l{x  + y)  + (\ + x 2)arc\.gx]dx+(xi + 2 x 2 y  + x  + 2y)arc igx  dy = 0

124) Considerando una ecuación diferencial de la forma 

[y + x f ( x 2 + y 2)]dx + [y f ( x 2 + y 2) - x ) d y  = 0

a) Demostrar que una ecuación diferencial de esta forma no es exacta.

b) Demostrar q u e -----í—— es un factor integrante de una ecuación diferencial de esta
x 2 + y

forma.

125) Resolver la ecuación diferencial [y + x ( x 2 + y 2 ) 2 }dx+ [ y ( x 2 + y 2) 2 - x ] d y  = 0

R pta. 4arc .tg  — + (x 2 + y 2)2 = K
y
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[126J y ( x 2 + y 2 - \ ) d x  + x ( x 2 + y 2 +\)dy = 0 ,  « = — —— R pta. xy + arctg(—) = c
x  + y  x

\ \ n )  ( x 2 + y 2 + \)dx -  2xy dy = 0 ,  w(jr,y) = cp(_v2 - x 2 )

i 2 2 1 1R pta. 1 + y  - x  = cx , u¡ = ------- ------ —  ,m 2 = —
(1 + y 2 - x 2)2 x 2

128) x dx + y dy + x (x dy — y dx) = O, u = t p ( x 2 + y2)
y - 1

R pta . - r = C , U = - , ,  ,  ,,“  ’ - „2 , 2 \3/2
y ¡7 7 7  ' (^2+/ ) 3

[129) ( 3 y 2 - x ) d x  + ( 2 y i - 6 x y ) d y  = 0 ,  u = <p(x + y 2)

R pta. (x + y 2)2c = x - y 2 , u =
(x2 + y 2Ÿ

[130) ( y - x y 2 ln x)dx + x d y  = O, u = <p (xy) R pta. 2 + xy  ln2 y  = cxy , u =■ '
* V

'131) (xy2 -  y)dx + (xy - \ ) xdy  = O R pta. ln(Æxy) = -------
xy

[132) (——  + -  -}—T )dx + (— ------------------ A )dy = O R pta. ln | x - y  \ - a r c t g -  = c
x - y  x + y  y ~ x  x + y  x

[133) \ y  + x ( x ' + y  )]dx + [y(x + y  ) - x ] d y  = Q R pta. x  + y  -2 a rc tg  — = K

x(l -  yjx1 + y 2 )dx + ydy = O R pta. yjx2 + y 2 = ~  + c

135) (7xAy - 3 y &)dx + ( 2 x 5 - 9 x y 7)dy = 0 Rpta. x 1 y 2 -  x 3 y 9 = K

. x + 2 - i / l -y 2 cosv  _
136) are. sen ydx  + -------  ------- dy = 0 R pta . x arc.sen y + 2 sen y = c
' V1" /

7. T. -> ? (x+y)2
dy y  - x  - x  y  + xy +2 x  2 2x ?

137) —  = ^ --------;----- j ^ -------  R pta. K ( x - y  ) = e 2
dx x - x y  + x  y - y  +2 y
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Aplicando el ejercicio 122 resolver: (y 4 + .v3 )dx + 8xv3dy = 0

R pta. x 2 (7y 4 + x 3) = c

(5x + 3xy + 2y  )dx + (x + 2xy)dy = 0 Rpta. x  + x ' y  + x  y  =c

Demostrar que ----- í----- , donde Mx + Ny *  0, es un factor integrante de la ecuación
Mx + Ny

diferencial homogénea M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0

Demostrar q u e ----- ------ , donde Mx - Ny * 0, es un factor integrante para la ecuación
Mx + Ny

diferencial M (x,y) dx + N(x,y) dy = y f  (xy) dx + x g (xy) dy

( x 4 + y 4 )dx -  x y 3dy = 0 Rpta. y 4 = 4 x 4 \n x + ex4

y 2dx + ( x 2 - x y - y 2)dy = 0 Rpta. ( x - y ) y 2 - c ( x  + y)

i .>.'A)nl .s;qM 1

( y 2 - xy)dx + x 2dy = 0 Rpta. x  = K ey

( x 3 -  y 3 )dx + x y 2 dy = 0 Rpta. y 3 + 3 x 3 ln kx = 0

( x 3 - 3 x y 2 )dx + ( y 3 - 3 x 2y)dy  = 0 Rpta. x 4 - 6 x 2y 2 + y 4 = c

y (x  + 3y)dx + x 2dy = 0 Rpta. x 2y  = c(2x + 2y)

y ( 2 x 3 - x 2y  + y 3) d x - x ( 2 x 3 + y 3)dy = 0 Rpta. 2 x 2y ln(cx) = 4 x 3 - y 3

y ( x 2 + y 2)dx + x ( 3 x 2 - 5 y 2)dy = 0 , y (2) = 1 Rpta. 2 y 5 + 2 x 2y 3 +3x = 0

2 2 l'. . - v
( 2 - —  y  —)dx + ( * -~ - — )dy = 0 Rpta. —  + a r c tg -  = c

y  x 2 + y 2 x 2 + y 2 y '  y  x

y ( x 2 + y 2 + 2)dx + x(2 -  2 x 2y 2 )dy = 0 R pta. x  = cy2e x y
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3xv+l

152J y(2xy  + l)dx + x(l  + 2xy — x 3y*)dy  = O R pta. y  = ce 3* ’'

¡153) R pta . jr2 + y 2 + 2 arctg — = K
x  + x~y  + y  *

154) Demuéstrese que la ecuación diferencial x pq (aydx+ /3xdy)+ x ry s (yydx + 5xdy) = O 

donde p, q, r, s, a ,p ,y ,5  son constantes conocidas, tienen un factor integrante de la 

forma x ay h en que a y b son constantes adecuadas.

155) ( x 2y  + 2 y 4 )dx + ( x i +3xy i )dy = 0 R pta. 5 x 2y 2 + \ 2 x l0y ' 5 = c

® dy y( V“ —x^ — 1) . ,
Demuéstrese que —  = ----- -------------  puede resolverse efectuando una transformación a

dx * ( / - * 2 +1)

coordenadas polares r y 0 en la cual x = r eos 0, y = r sen 0 y hallar su solución.

R pta. x 2 + cxy + y 2 = 0

^ 5 7 )  Si ((> es un factor integrante de la ecuación diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0,

demostrar que <j> satisface a la ecuación de derivados parciales.

dy dx dy dx

^ 5 8 ) Demuéstrese que si la ecuación diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0 es tal que

1 dN dM \F(u)du
(--------------) = F(xy)  es decir una función del producto, entonces e Jx M  -  y N  dx dy 

es un factor integrante siendo u = xy.

^ 5 9 )  { y 2 + x v  + 1)í¿x' + (x 2 +xy + \)dy = Q R pta. e xv(x + y )  = c

(h>o) (x 3 + x y 2 + y ) d x - x d y  = 0 R pta. x2 - 2 a r c tg — = c
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(x - yjx2 + y 2 )dx + ( y - yjx2 + y 2 )dy = 0 R pta . x 2 + y 2 = x  + y  + c

(x3 + y)dx  + ( x 2 y  -  x)dy = 0 R p ta . x 3 + x y 2 - 2 y  = cx

(x2 + y 2 + y)dx  + (x 2 + y 2 —x)dy = 0 R pta. x + y -a rc tg  — = c
x

• iViTB\ + ■ faffs) j ir» , . ■ nól>8;iUa gl .‘jup W/l.VOUflKifl

(x —x 2 — y 2)dx + (y  + x 2 + y 2)dy = 0 R pta . In | x 2 + y 2 \ + 2y - 2 x  = c

{x2y  + y 3 - x ) d x  + ( x 3 + x y 2 —y)dy  = 0 R pta. ln(x2 + y 2 ) = 2xy + c

(xy2 + x se n 2 x -  sen 2x)c/x -  2y i/y = 0 R pta. x 2 -2 1 n (y 2 + se n 2 x) = c

(5xy + 4 y 2 +\)dx + ( x 2 +2xy)dy = 0 R pta . 4 x 5y  + 4 x 4_y2 + x 4 = c

(3 + y  + 2 y 2 sen2 x)dx + (x + 2 x y - y se n 2x)dy = 0

R pta. y 2 sen2x  = c + 2x(3 + y  + y 2)

cos 0(1 + 2 r cos2 Q)dr + r sen 0(1 - r e o s 2 0)¿/0 = 0 R pta. r 2 cos2 0+ .r = c.cos0

( r 2 sen 0 - tg Q)dr + r sec0(sec0 + r 2 tg Q)dQ = 0 R pta . r 2 sec0 + tg 0 = rc

{x3 + x y 2 + y)dx  + { y 3 + x 2 y  + x)dy = 0 R p ta . (x 2 + y 2) 2 = c - 4 x y

(x 3 + x y 2 - y ) d x  + ( y 3 + x 2y  + x)dy  = 0 R pta . 2 arc tg— = c - x 2 - y 2

( y 2 cos x  - y )dx  + (x + y 2 )dy = 0 R p ta . y 2 - x  = y ( c - senx)

(x + x 3 s e n 2 y ) d y - 2 y d x  = 0 R pta. x 2(c + cos2y) = 2y

( 2 y s e n x - c o s 3 x)dx + co sx d y  = 0 R pta . y  = (x + c )c o s2 x

(2x + 2xy2 )dx + ( x ^ y  + 2y  + 2>y3)dy = 0 R pta. (x2 + y 2 )yf\ + y 2 -  c
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ftjC_\ f y
(177) Probar que si — — = R , donde R depende sólo de xy, entonces la ecuación

x M  -  y N

diferencial Mdx + Ndy, tiene un factor integrante de la forma M (xy), Hallar una fórmula 

general para este factor integrante.

178) Hallar un factor integrante y resolver la ecuación diferencial

(2y 3 + 2 x 2y  — by)dx — ( 2 x 3 +2 x y 2 - 2b x )d y  = 0

(179) (x + y ) 2 (x dy -  y  d )  + [ y 2 -  2 x 2 (x + y ) 2 ](dx + dy)  = 0

180) Encontrar la solución general de la ecuación (xy -  x  )dx + (xy -  y  )dy = 0 , aplicando un

factor integrante de la forma u = (p(y -  x) Rpta. x 2 -  y 2 - c
v uo rr?!, .') t . ; rn '..^ru í Is io ii ín ^ iíb  n ó i■ orftí>i£fíu;i' ( i  } n ó ijB U x »  bs

^ 8 l )  Resolver la ecuación diferencial y(2xy  + \)dx + (x  + 2 x 2y - x 4y 3)dy = 0 , sabiendo que u

es factor de la forma u = ----- ------ , donde Mx -  Ny * 0. •
M x - N y

1 1 ,
R pta. — + 7 T T  + ln ) ' = c 

x  y  3x y

6 x 2 3
(l82) Resolver la ecuación diferencial (3xH— )dx + (----- f — )dy = 0 encontrando un :actor

y  y  x

3 3 ”*integrante de la forma u = (p(x — y). R pta . x  y  + y  + 3x" = c

(l 83) 2x -  y  sen(xy ) + (3y 2 - x  sen x y )  —p  = 0 R pta. x “ + y 3 -  sen xy  = k

( l 84) yexy -  8x + (2y + xe'y ) ^ -  = 0 Rpta. e xy -  4 x 2 + 2 y 2 = c
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2.8. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER  
ORDEN.-

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria:

a \ ( x ) ^ j -  +  a 2( x ) y  =  f ( x )  
d x _______________

donde a |, a2 y f  son funciones solamente de x ó constantes.

Suponiendo que ai (x) *  0, entonces, dividiendo a la ecuación (1) por ai (x) se tiene
dy , a2(x) f ( x )
-----h--------v = --------, de donde se tiene:
dx a, (x) al (x)

- f  + p (x )y  = Q(x). 
± _______________

. . .  (2)

a la ecuación (2) llamaremos ecuación diferencial lineal de primer orden en y. 

Si Q(x) = 0, la ecuación (2) toma la forma:

dy
dx

+  P ( x ) y  =  0 (3)

a la ecuación (3) llamaremos ecuación diferencial lineal homogénea y es una ecuación 

diferencial de variable separable y su solución es:

-  [p(x)dx
y  = Ke J

Si Q(x) *  0, la ecuación (2) es decir:

llamaremos ecuación diferencial lineal no homogénea.+ p ( x ) y  = Q(x)
dx

Como Q(x) 0, la ecuación (2) no es exacta.

Luego hallaremos un factor de integración para su solución.

Si I(x) es un factor integrante sólo de x a la ecuación (2) lo expresaremos así:
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[p(x) y _  Q(x)] dx + dy = O, al multiplicar por I(x).

I(x) [p(x) y -  Q(x)] dx + I(x) dy = 0, es una ecuación diferencial exacta,

, „ 4 d I ( x ) { p ( x )y - Q ( x ) )  dl{x)
por lo tanto: —------- ---------- ¡------- = -------- , efectuando:

dy 6x

I (x )p(x )  = ^ —1   ̂ de donde agrupando - - -- -  = p ( x ) d x , integrando con respecto a x. 
dx I (x)

= Jp(x)dx ln I (x)  -  j"p(x)dx  de donde:

[/>(v )í¿*
I (x )  = e J , el factor de integración 

ahora multiplicamos a la ecuación diferencial.

¡p(x)dx
( p ( x ) y - Q ( x ))dx + dy  = 0 por I (x)  = e J

f p(x)dx [p(x )dx
e fp ( x ) y - Q ( x ) ] d x  + e i dy = 0 agrupando

\p {x )dx  I  p(x )dx  I  p(x)dx
e 3 p(x)ydx + e J d y = e J Q(x)dx

[p(x)dx  f p(x )dx  r  Í p ( - t ) í f c

d ( e J y )  = e J Q (x )dx , integrando: e J y =  \e Q(x)dx  + c , de donde:

-  \p(x)dx f  \P(x)dx
y - e  ■* [ j e  Q(x)dx + c]

Que es la solución general de la ecuación (2)

a. Ejem plos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

dy
1- ¿.y = .i -r ¿ a.

Solución

(T )  —  + 2 y  = x 2 + 2x
dx '



—  + 2 y  = x 2 +2x,  de donde p (x) = 2, Q(x) = x 2 +2x  
dx '

-  \p (x)dx r  Ip(x)dx
Como la solución general es: y - e  J [ le  Q(x)dx + c\ 

í

-2a' r f  1 t  \ j  i  • j  • 2.l~ + 2.X — 1y  = e [ l e  (jc“ +2x)í7.v + c] integrando por partes se tiene: y  = ------------------i-ce
J 4
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- [2*  r [2*  
y  = e J [ | e  (x  + 2x)dx + c] efectuando.

( 2)  x \ n x ^ - - y  = x3(31n | x | - l )  
dx

Solución

. * . . .  . . . . .  , dy 1 x2( 3 1 n |x |- l )  ..
A la ecuación diferencial escribiremos a s i : -------------- y  = --------------------- , ecuación

dx x \ n x  ln x

lineal en y. Como la solución general de la ecuación es:

obr
y  = e

r r
\p (x )d x  r  I  p(.x)dx

[ |e  Q(x)dx  + e] reemplazando

i  x ln W j  feí x ln W  x  (3 ln j  A- 1 - j ) d x  +

- J  In I x I
:ohnei93?ni. aVi(x)Q 

A2( 3 1 n ¡ x |- l ) rfY ificando
J  ln lx l

y  = e ln,lnW) ( | e

„2
= ln I x  I ( í^—̂— H— ----- dx + c ) , poniendo bajo un diferencial

J ln | x |
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©

Solución

dy
A la ecuación diferencial expresaremos así: —  + <j> \ x ) y  = <j>(.v)<|> '(x)

dx '

\p(x)dx

Como la solución general es: y  = e J ( le  Q(x)dx  + c) reemplazandoJ P- [p{x)dx r

: y  = e J ( l e

= e J ( J e  

r <)>(-«)
I e <()(jc)«t) \ x )dx  + c) integrando por partes.

>\x)dx

<j)(jr)(t) ' dx + c)

y  = e~^x)

m = 4>(jc) [t/u = (|>'(x)

dv  = e ^ x)fy'(x)dx v = e*(v)

y  = e l*,(l)(<t>( )̂e'Wï)- e * <jr) + c) y  = 0 ( x )  -  1 + c.e~

dy _  1
dx x  sen y  + 2 sen 2y

Solución

dy  1 dx _ .
—  = ------------------------  => —  = x  sen y + 2 sen 2y
dx x  sen y + 2 sen 2 y  dy

dx .
—  = -(sen y ) x  = 2 sen 2y , ecuación lineal en x.
dy

-  f - s e n ydy  f  \~  sea ydy  , _
x  = e J ( I e 2 sen 2ydy  + c ) , calculando la integral

y ( j*ecos y 2 sen 2ydy  + c) de donde 

(4 J e cos 1 sen y. eos ydy  + c) integrando por partes.

¿(.v)
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x - e  cos v(-4cos_yecos>+ 4 e cos>+ c ) , simplificando x = 8 sen2 ^  + ce~

dy -  - 2® ay  - . 2  ,——  ye  tg x  = 2x -  x  c tg x , y(—) = ----- v 1
dx 2 4

Solución

La solución general de la ecuación diferencial es:

- í—c tg .r dx C l-c tg x cíx

y  = e J [ \e ( 2 x - x c  tg x)dx  + c] , efectuando la integral

.¡m w f iuq otwi*,i23)ni f. j -í- <.V>(/.)'<lí(x)(j> >¡
/• -Ln sen x

y  = eLnscnx( \ e  ( 2 x -  x  c tg x)dx + c ) , simplificando

r 2.x — x~ c ts  x
y  = sen x(  I----------------— dx  + c) integrando

J sen x

2
. 2 \  2 71 71y  = sen x (x  + eos ecx + c) = x  + c sen jc , para x  = —, y  = —  +1

2 2
n i n  i i . . 2—  +1 = —  + c => c = 1, por lo tanto y  = x  + sen x
4 4

( ó )  (1 + x 2)ln(l + x 2) —  - 2 x y  = ln(l + x2) -2 x a rc tg x  donde y - * - — cuando x
v~x  dx 2

Solución

A la ecuación diferencial expresaremos así:

dy 2x  _ ___1________2x arctg x

dx (x2 + l)ln (x 2 +1) ’ 1 + x2 (l + x2 )ln(l + x 2)

La solución general de la ecuación diferencial es:

_ f ~2xdx f -2xdx

(J2+l)ln(jr2+l) r fe J ( l2+i, ln(x2+1)(_ ! ------- 2xarctgx---)<fa + c]

J  1+ x2 (l +  x2 )ln(l +  x )

cos>-

oo
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= e ln(ln(l+*2 , j. f  - ln(ln(x2 +1»(_ 1 -------- 2xarCtg X ^  +  c ]

j  1 + x 2 (1 + x ) ln ( l+ x  )

» éoffl 16ÍOTOJ '■ lló m i 3 » A

J (1 + x )ln(l + x ) (1 +  x )ln  (1 +  x )

, . t a < 1 + ¿ X  « )
J ln(l +  x  ) ln(l +  x )

1 2 , , , , y arctgx -7Ty  = arctg x + x ln(l + x ) de donde c = -------------------------- — para y  ->  — , x -><»
ln(l + x ) ln ( l+ x  ) 2

71 71

2 2c = ——----- — = 0 -  0 = 0 => c = 0. Luego la solución particular es: y = arctgx
ac oo

® dy 'L‘
—  -  2xy  = eos x -  2x sen x, donde y es una función acotada, cuando x —>=c

dx

Solución

—  -  2xy = eos x -  2x sen x, la solución general es: 
dx

- f-2 xdx r f-2xdx .
y  = e J [ I e J (eos x -  2x sen x)dx  + c ] , simplificando

2 r  - x 2  . . .
y  = ex [ l e  (eos x -  2x sen x)dx  + c] , poniendo bajo un diferencial

2 r  _  2  2  _  .2 2
= ex ( I d(e * senx) + c) = e* (e A senx  + cev ))y

2
y  = sen x + ce* , como sen x varía entre -1 y 1 además y es acotado

Cuando x —> oo y c = , por lo tanto y = sen x
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Solución

A la ecuación diferencial expresaremos así: —  = — -—  => —  - e y - x  de donde:
dx ey - x  dy 

.

dx . . .  .,
—  + x  = ey , ecuación diferencial lineal en x cuya solución general es:
dy

x = e
- ¡dy r \ dy

— °  J [ \e ey dy + c] ,  integrando tenemos:
. .. «. ' :í r jU ------ -  . , «jbnoboh 1 /  i !;nlx

= é~y [ ^ e 2ydy + c] = e ^  ( - —  + c) por lo tanto x ~~^~ + ce

b. EJERCICIOS PROPUESTOS.

I. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
w -  .«bnsua 4»bs!-jüfi nóiomrt cnu >'j x abnob rv iae <1 - 7.203 -  -(7.5

x tg 2 y d y  + x d y  = ( 2 x 2 + \g y ) d x  R pta . tg y = x (2senx + c)

© d y  r 1 1 * 1 n  x m u  1 e*—  -  e y  = —-  sen---- e eos — R pta. y  = eos — + ce
dx x  x  x  ' x

2

® x sen 0 dQ + (x 3 - 2 x 2 co s0 + co sQ)dx R pta . co s0 = — + cxe~
2 *

( 4)  x 2dy + x y d x  = 8 x 2 cos2 x d x  R pta . xy = 2 x 2 + 2 x s e n 2 x  + cos2x  + c

( ? )  ( x 5 + 3 y ) d x - x d y  = 0 R pta. y  = x3(— + c)
W  i3f 2

®

dy = x - 5(4 x4y  + 3 x Ay ~ ] + 256 y 1 + 768y5 + 864y3 + 432y + 81y_1 )dx
■ ■ '

® dy sen(2x) _  1(. „  ■■ 2
—  -  y.c te x  = ------— 1 R pta . y  = A sen x + sen x
dx 2 '

( ? )  cos y . dx = (x sen y + tg y) dy R pta. x = K secy - secy . Ln cosy



( 9 ) (2x —  + y) \l \  + x  = 1 + 2* R pta. y  = - j= + -Jl + x
w  dx '  Vx

IO) x ( l - x 2) — - y  + ax3 = 0  R pta. y  = ax+ °X
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x 2

( í l )  ( y 2 - l) í/x  = .y(x + >’)</y R pta . x  = y jy2 -1  (Ln(y  + y¡y2 - \ )  + C ) - y

^ 2) ( l + y ^ d x ^ i / l + y 2 sen y - x y ) d y  R pta . x^Jl + y 2 +cos_y = c

13) —  + y  eos x  = sen x  eos x  Rpta. y  = ce “ n x + sen x  -1
dx

14) —  (x e o sy  + a s e n 2y) = \ Rpta. x  = ceseny- 2 a ( l  + seny)
dx

15) ~¿-+ y ~ sen*  Rpta. y  = ce~x + (sen x -  eos x)

x2

16) —  + xy = 2x Rpta. y  = ce 2 + 2
dx

17) x 2d y - s e n  2 x d x  + 3xydx  = 0 Rpta. 4 x 3y  + 2xcos2x  = c sen 2x

18) —  = 3 + ^  Rpta. y  = c j x - -
dx 2x x

19) x — + - ^ -  = l - x 2 Rpta. _y = l + - ^ - ^ -  + c(l + - )
dx l +  x  2 2 X

2 0 )  {x + y ) 2 {x dy -  y  dx)+  [ y 2 -2 x 2 (x  + y)~ \(dx + dy)  =  0

R pta. ( y - x 2 - xy)(x + y)^ = K ( y  + 2 x 2 +2xy)

21) (x 2 + 1 )dy = (x 3 + xy + x)dx  Rpta. y  = x 2 +1 + cVx2 + 1
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dy _  1 — xy 
dx 1 — r 2

R pta. y  = x  + c \ j \ -  x 2

dy
x(—— y)  = x - y  

dx
R pta. xy = ce '  — jc — 1

2x dy = (y  -  3x ln x)dx R pta. y  = —  .v2 Lnx + csfx

dy y
-----1- x  sen x  = —
dx x

R pta. y = x eos x + ex

dy 2y  + ( 2 x - \ ) e x 
dx 2x + 1

R pta. y  = e x + c(2x + l)

dy y  x  —y  
dx x  x - 2

R pta. (x -  2) y = x (x + c)

d y - ( x + X )y d x  

x 2 + 4 x  + 2
= dx R pta. y  = ce 2 -  x -  3

(x 2 + 2 x - l ) / - ( x  + l)y  = x - l R pta. y  = cyjx2 + 2 x - \  +  x

Sug. para la integral d(—) = ^  ^
8  8

(x +1 )dy -  [2y + (x + l)4 ]dx = 0 R pta. _y = c(x + l)2 + -^(x  + l)4

x ln x .— -  (1 + ln(x))y + —  (2 + lnx ) = 0 R pta . y  = cx ln x  + Vx 
dx 2

y - y = 2xe R pta. y  = e +ce

x y - y  + x  senx R pta. y = -x eos x + ex
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x ( x - l ) / + y  = x 2( 2 x - l )
„  ex -,
R pta. y = ------+ x ‘

x — 1

© ÿ  eos y  + sen y  = x  + 1
•» ‘ ■

R pta. sen y  = x  + ce x , sug. z =

® y'+ sen y  + x  eos y  + x  = 0 R pta. tg y  = ce~x -  x +1

sug: sen 2y = 2 sen y eos y, eos2 y  =
1 + cos 2 y  

2

®
y ' — H - y  = e*(X+ 1)"

x + 1
R pta. y  -  (x + l ) ” (c + e '  )

@ (_y3 - y)dx + ( x y 2 - x - y 2 +1 )dy = 0 R pta. x ( y 2 - \ )  = y 2 + \+ c y

®
dv

x —  + y (x c tg x  + l) = c tg x  
dx

R pta. (xy -  1 ) sen x = c

@ (x + sen y -  1 )dy + eos y dx = 0 R pta . x (sec y + tg y) = y + c

® (ey - 2 x y j y ' - y 2 R pta . x y 2 = e y +c

® ! 1 2 Vy - x y  - y  y  e R pta. x  = y e y +cy

© dy - 4
x ------3 y  = x

dx
R pta. y  = x 4 + c x 3
■3X — i ( xzo 'j i.  ̂ 1 + — k iyjf. t

@ y'+yc tg x = 2x eos ecx
y

R pta. y  = x  eos ecx + c. eos ecx

@ , 1
y  + y = ------—

' 1 + e
R pta. y  = e~x a rc tgeJ +ce~x

© y'+y  = 2xe~x + x 2 R pta. y  = x 2e~x + x 2 - 2 x  + 2 + i

© (1 + .r2 )dy + 2x>' dx = c tg x dx
n   ̂ ln(senx) c 
R pta. y -  + ,

1 + x 1 + x~
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(.y5 + 3y)dx - x d y  = 0 Rpta. 2 y  = x 3 + cx3

@ 2(2xy + 4y -  3)dx + (.y + 2 )2 dy = 0 Rpta.
2 cy  _  | -

x + 2 (x + 2)

(2xy + x 2 + x 4)dx  -  (1 + x 2 )dy = 0 Rpta. v = (1 + x 2 )(c + x -  aretg x)

© (y  -  eos2 x)dx  + eos x d y  = 0
i £ 203 T í

Rpta. y (see x + tg x ) = e + x -  eos x

0 (y -  x + xy ctg x) dx + x dy = 0
t'.'iO flOÜ ’/ flí)  ̂ i  ~  V- I?*.'?
Rpta. xy sen x = e + sen x -  x eos x

0 2y ( y 2 -  x)dy = dx Rpta.
7

2 i , ~v’ x  = y  -  I + ce

0 ( \ + x y ) d x - ( \  + x 2)dy = 0 Rpta.
1

y  = x + c(l + x2)2

© dx - (1 + 2x tg y) dy = 0
'  . .. A

Rpta. 2x eos2 y  = y  + c  + sen y  eos y. ' ■

0

©

(1 + eos x)y'  = sen x(sen x + sen x. eos x  -  y)

y"+ y ' = x - l  
x -1

Rpta. y = (1 + eos x) (c + x -  sen x)
= xb y zq- j t  vb(! - * r K # +  r.

Rpta. y  = — (x -1 )3 + Á ^(x -1 )2 + K 2 
6

0 ( x 2 + l ) y ' - ( \ - x ) 2y  = x e - x Rpta.
ce - ( 2 x  + l)e

y =  2
4(x +1)

© x  sen x —  + (sen x + x eos x) v = xex 
dx

Rpta.
e v( x - l )  + c

y  = ----------------
x sen x

© x — + — = (1H- Vi - x 2 )ex
dx  V l - X2

Rpta.
l + \ ] \—ex , 

y  = (-------------- )(e + c)
X

©
dy

(1 + sen x )—  + (2 eos x)y  = tg x  
dx

Rpta.
sen x + ln(l -  sen x) + c

y -  2
(1 + sen x)

©
2 -  2x(x + 1 )y'+y = x ( x  +l )~e  ' Rpta. j = i . ( l + - ) ( c - e “ ' ) 

2 x
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63) ,y'-(tg x ) y  = e para O < x  < — R pta. y  = sec x.esen x + eos ecx

64) y  + 2 xy = xe
x  _  2 _  .2

R pta. y - — e x +ce  '

65) ^  + rny = e ' mx
dx

R pta. y  = x e - mx+ce~mx

66) ^  + (sen x )y  Kx R pta. y  = ceC0SX + Kecosx íe,g(,)dt

61) ( \ - x 2) —  + xy = Kx
' dx

R pta . y  = K  + c \J l  + x 2

R pta. y  ■
x 4 + 2x2 + c 

4(x2 + 1)

69) y '  = y
2 y  ln y  + y  -  x

R pta. .y  = y  ln y  + -

70) x ( r , +l)>>'+(2A-3 - l ) y  =
x3 - 2 . .  ex 1

R pta . y  = —---- + —
x  +1 *

71) y ' + x s e n 2 y  = xe x eos2 y
„ , X \  _,2Rpta. tg y  = (c + — )e , sug: z = tg y

72) xy' = x  -  y  + tg x R pta. xy eos x = c + eos x + x sen x

13) (sen x . sen y + tg x) dx -  eos x eos y dy = 0 R pta . eos x . sen y = ln (cosec x)

. K  sen x
14) x se nx .y '+ (senx  + x c o s x ) y  =  s e n x . c o s x - x  R pta . y  = ------------h c o s x

75) ( 2 x - \ ) y ' - 2 y
l - 4 x R pta. y  = c(2 x - l )  + — 

x
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y'+ sen x.y = 2xecosx 

x 2dy + xy dx  = %x2 co s2xdx  

dy + 2ydx = sen 3x . dx

dx -  x dy = In y dy

.elqfl
(sen x + cos y)dx + cos x dx -  sen y dy = 0 

( x 2 + x  + \)yy'+{2x + \ ) y 2 = 2 x - \  R pta. 

r
|<|>(ajr)c?a =  «<})(jc)

(1 + 2x . ctg y)dy = dx 

/  (x)dy + 2 y f  (x)dx = f ( x ) . f '  (x)dx

f 2 W y  + 3 / ( y ) / \ y ) x  = f \ y )  
dy

cos x.y ' '+ sec x .y +(sec x. tg x  + cos x ) y  = 2 se

cos x dy + 3y  sen x d x -  cos2 x  dx — 0 

dy
co sx -----hsenx = 1 -  y

dx

y'  sen x  = y  cos x  + sen 2 x

R pta. y  = ( x 2 +c)ecosx

Rpta. xy = 2 x 2 + 2 x sen 2x  + cos 2 + c 

1
Rpta. y  = — (2 se n 3 x -3 c o s3 x ) + ce

■Rpta. x + ln y  = e ' J -----dy

Rpta. sen .v + cos y  = ce~x 

y 2(x2 + x + l)2 = a'4 + ~~x i  + 2x2 - 4 x + w

n-1
Rpta. <f>(x) = c.e "

Rpta. .v = sen2 y(c  -  c tg y)

Rpta. 3y  = f ( x )  + c . ( / ( x))  ̂ 2

Rpta. 2 x . f \ y )  = f 2(y)  + c 

2 * -tgx

Rpta. y  = c o s x + c.e~tg* eii(,)dt + K  

Rpta. y s e c 3 x = 2 tg x  + c 

Rpta. y (secx + tgx) = x + c 

Rpta. y = (x + c) senx
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xyy'+y = sen x R pta. .V2y 2 = 2 s e n x - 2 x c o s x  + c , sug. x  = y 2

&

93)

{94)

(95)

x (x2 + \ ) y ’+2y = ( x 2 +1)3

y ’=\  + 3y  tg x

R pta . x2_y = —(x2 +1)3 + c (x 2 +1) 
' 4

R pta. 3 y co s3 x = c + 3 s e n x - s e n 3 x

(x + a)y'  = bx -  n y , a, b, n constante, n *  0, n *  -1

R pta. n(n + \ )y  = b(nx -  a) + c(x + a)~"

sen2 x
(eos 2y - sen x) dx - 2 tg x sen 2y dy = 0 R pta . sen x eos 2y ------------ = c

v  y

(3x2 + \ )y ' -2xy  = 6x

(x2 + 1 )y  '+ xv = (1 • 2x)Vx2 + I

R pta. y = -3 + k(x + 1)

R pta . y  =
x - x  +c

\ lx2 +1
' \

y  = 1 + y¡2x + \ R pta. y  = (--- —)[2z -  2 ln | z + 1 1 +c], z  = -Jlx + lx — +
dx V 2x + l z — 1

dy . 2 sen x co sx — + y  = tg x 
dx

:'.*t 10 nOlOfi!; R pta. y = 1 + k ctg x

x  dy + (2xy -  x +1 )dx = 0 

xy’+(l + x )y  = e~x

, ,  1 1 c
R pta. y  = -  —  + —  

2 x  x

R pta. y  = e *(1 + —)
x

y ' + —̂~— = x 2 - x  
1 — x

R pta. y  = (1 - x ) ( c - ~ - )

y '  = ~ + { \  + x ?
l + x

R pta. y  = (x + l) [x + —  + c]

x  dy = (2y  + 3 x 4 + x 2)dx
2 3x

R pta. y  = x [-------h ln x + c]
2
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[104) y'+2xy + x  = e ' ~  + xy -  x 2 + x 3 (y  -  x ) 2 =1

(lOó) + v tg x = e~x (tg x — 1) ^ 0 7 )  ( 5 y - 2 x 3y 2 )dx + x 4y 2dy = 0

108) Supongamos que <j) es una función con derivada continua en 0 < x < 1 que satisface

<f> '(jc) -  2<(>(;c) <1 y <)>(0) = 1 probar que <|>(x)  < e2x -

[109) y ' '+(tg x)y'+ sec2 x.y)  = eos x  R pta . y = eos x [ln|sec x|+ c.Ln|sec x + tg x |+ k]

[110) (ny + (x + l)"+1e* )<&-(.* + \)dy = 0 R pta . y  = (x  + l)"ex + c(x + 1)"

[ l l l j  (x 2 + 2x + sen(x2 + y 2) + 2x cos(x2 + y 2 )dx + 2 y  cos(x2 + y 2)dy = 0

[112) dy + (4 x 2y  -  x 2e~x )dx = 0 sen(2 x ) ^ -  + 2 sen2 x.y  = 2 sen x

^114) y ' + ( ^ ) y  = 3x,  y(3) = 4

II. Hallar la solución particular de la ecuación diferencial con las condiciones dadas.

© dy 2 cosx , . .  .  _  sen*- j -  + - y  = — r -,y(7i) = 0, x > 0 Rpta. y  = — —
dx x x x

©  xy'+y ~ e x = 0 ,  y (a) = b Rpta. y  =
ex + a b -  ea

Q  y '-y -^ —2 ~ l — x = 0 ,  y(0) = 0 Rpta. y  = ^ (W Í  — x 2 + are. sen X)J~^

( 4)  y '- y t g x  = —^— , y(0) = 0 Rpta. y  =

x

eos x  eos X

-5
( ? )  y ' - ( \  + —)y  = x + 2 , y ( l)  = e - l  Rpta. y  = x 3ex - x
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( ? )  x — - 2 y  = x 2 + x ,  y( 1 ) = 1 R pta. y  = x 2 \n x  + 2 x 2 - x
dx

( 7)  y - - 2 x  = 3 y 2 - 2 ,  y ( l ) = l  R pta. x  = 3 y 2 ln y  + 1
' dx

( ? )  y d x - A x d y  = y 6d y , y (4) = 1 R pta. 2x = y * ( y 2 + l )

®  y ' - 2 x y  = eos x - 2 x  sen x , y es una función acotada cuando x —> <x> Rpta. y = sen x

( ío )  2s f x y y  = - s e n  V x -  eos V i, y es acotada cuando x —> + 0 0  R pta. y  = eos r *

y ' - y i n  2 = 2 senv( c o s x - 1) ln 2 , y es acotada cuando x —> + 00 R pta. _y = 2 ser"

® 2 « , .. sen x
2x y 1- x y  = 2 x e o s x - 3 s e n x , y -> 0, cuando x —> + 00 R pta . y  = -----------

® sen2 x „  sen x
y 's e n x - y c o s x  = ------- — , y —> 0, cuando x —»■ oc R pta. y  = --------

x ‘ *

( 14) y ' - e x v = ^r-sen — — e* eos— , y —» 2, cuando x —> -so Rpta. y - e e +cos —
V- /  ‘ j 2 X X X

( 15 ) y ' - y  ln x = -(1 + 2 ln x)x_* , y -> 0, cuando '  -> + 0 0  R pta. y  = x  x

(ló )  L —  + Ri = E ,  donde L, R, E son constantes, i (0) = 0 R pta. /=  — ( l - e  L )
' - s  dt R

® — +Ri = E. sen co t , cuando t = 0, i=0 
dt

r’
Rpta. i = EZ~2(R.sen co i-« ¿co sco / + a>Le L ) donde Z ~ = R 2 +a>2L~

18) (3x4 v - \)dx + x^dy  = 0 , y ( 1) = 1 R pta. x 4y  = 2 x - l
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19) (y'+y  tg x)  = sen 2 x , y (0) = 2 Rpta. y  = 4 eos x -  2 eos x

20) —  + x  = e2‘ , x (0 )=  1
dt

R pta. y  =
?2' 2ew
-----1-------
3 3

2.9. ECUACIONES DIFERENCIALES DE BERNOULLL-

Las Ecuaciones diferenciales de la forma:

dv
~ r  + P(x )y  = Q (x )y n ; n *  
dx

...(1 )

Se conoce con el nombre de Ecuación Diferencia] de Bemoulli.

La ecuación (1) no es una ecuación diferencial lineal.

Luego para resolver la ecuación (1), primero se transforma a una ecuación diferencial 

lineal, mediante el procedimiento siguiente:

1° A la ecuación (1) se multiplica por y ~ n , es decir: y~n —  + p ( x ) y ]~" = Q(x)
' dx

2° A la ecuación diferencial del 1° paso se multiplica por (1 - n), es decir:

(1 -  n)y-"  + (1 -  n) p (x ) y {- n = (1 -  n)Q(x)
dx

3o Sea z = y i-«
dx dx

4o Se reemplaza el 3o paso en el 2° paso, es decir: + (1 -  n)p(x)z  = (1 -  n)Q(x)
dx

Que es una ecuación diferencial lineal en z de primer orden y la solución es 

conocida de acuerdo a 2.11.

a. Ejem plos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:
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O  2 x ^  + 2y  = xy i
dy

Solución

dy 1 y 3 ~3A la ecuación diferencial dada expresaremos a s í : -----y  = — ; multiplicando por y
dx x  2

_3 dy 1 _? 1
y  —  + — y  = —; multiplicando por (1 - n) es decir por -2.

dx x  2

~2y~3 ~~r -  ~  y  2 = - 1 ~ ( »dx x

_2 dz _i dy
Sea z = y  => —  = - 2 y  —  reemplazando en (1)

dx dx

dz 2
---------z = - 1 ,  ecuación diferencial lineal en z, y la solución general es:
dx x

[ 2  f 2^
z = e  ̂ 1 l j e * (~ l)dx + c] efectuando z = e2lnxi~ j"«“"ln i í£c + c]

- 2  2 y  = x  + c.x

í/v X

dx x 2y  + y i
Solución

^ -  = — — -  => —  = X y  + ̂  , de donde - - j t y  = y 3*-1 , multiplicando por x. 
¿fo r y + y  dy x  dx

x — — vx2 = y 3 , multiplicando por (1 - n) o sea por 2.
dx '

2 x - - 2 y x 2 = 2y3 - ( l )
dx
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Sea z = x 2 => —  = 2x —  reemplazando en (1)
dx dy

dz
—  -  2yz  = 2_v3 , ecuación diferencial lineal en z, y la solución general es:
dy

-  j -2 y d y  r  f-2 y d v  ,  2 j* _ „ 2  ,
z = e J [ li?J 2>' + c] = ey [ l e  - 2 y  dy + c] integrando por partes.

z = e y [~y2e~} - e ~ y + c] simplificando .'. ( x 2 + y 2 + l)e y = c

©  y 2( y 6 - x 2) y '= 2 x
Solución

y 2( y 6 - x 2) y ’ = 2x  => 2 x —  = y 2( y 6 -  x 2) de donde —  + —  x  = —  x~x
dy dy 2 2

i ■ i a dx v2 2 y smultiplicando por x: x  —  + :— x  = —
dy 2 2

multiplicando por (1 - n) o sea por 2 se tiene: 2 x —  + y 2x~ = y s ... (1)
dy

„ 2 dz _ dx , , ...Sea z = a = > —  = 2 x —  reemplazando en (1)
dy dy

—  + y 2z  = y 8 ecuación diferencial lineal en z, y la solución general es:
dy

-  í y 2dy r  \ y 2dy  _  - v  f  V  8
z = e J [ l e  y  dy + c],  integrando se tiene: z = e  3 [ Je y  dy + c]

- y-  6 2 3 ¿  
integrando por partes z = e 3 [9 (^ --------  + 2)e 3 + c] simplificando

.-. x 2 = y 6 -  6_y3 + 18 + ce 3



( 4)  ydx  + (x — ~ ^ - )d y  = O

Solución

cfjc 1 X3
A la ecuación diferencial dada expresaremos a s í : -----1— x  = —  , multiplicando por x~

dy y  2

dx 1 —2 1 „ -3 dx 2 _2 ,x 3 —  + - x  = -  => 2x  3—  + - x  1 =1
dy y  2 dy y
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„ -2  dz .1 dx , .
Sea z = x  => —  = - 2 x  —  reemplazando. 

dy dy

- —  + — z -  1 => —  -  — z = - l  ecuación lineal en z, Luego la solución es:
dy y  dy y

_ f 2 f 2 .
z - e  •* -v [J< r y (-l)rfv  + c ], integrando z = e2'n v[ - je~2[n vdy + c ] , simplificando

z = y 2[ -  f - ^  + c] .
J y

3xdy  = y(l  + x s e n x - 3 y 3 senx)dx

- 2  2 x  = y  + cy

Solución

3a: dy = y ( l + x  sen v -  3y 3 sen x)dx expresaremos así:

3x—  = y(\  +Asen a  - 3 v 3 senA:) de donde 
dx

dy 1+A senx sen x x 4 , . .. , -4—--------------y = -{------)y , multiplicando por y
dx 3.v x

_4 dy 1 + x sen x  _3 _  sen*y ---------------- y —
dx 3x x
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Sea z = y  3 => ——  = y~* —  reemplazando. 
3dx dx

dz 1 + x  sen x  sen x  dz 1 + x  sen x  „ sen x
------------------------z = ----------=> —  + ----------------z = 3-------

3 dx 3x x  dx x  x

que es una ecuación diferencial lineal en z, cuya solución general es:

+xsen;c , _ p+.tsen a ^

[ \e x 3-----—dx + c], integrando
x

M LUSA m

Jgln j-eosj _ sen x  f e  + cj  ̂ simplificando z = —----- [3 J e _cosjr sen xdx + c]

ecosx , 3 ce°c r -cnsr -i —3 -cz = - ----- [3e-COSI+ c] «  y~3 = -
X X

3

Solución

dy  2 2 _7 • • 2
A la ecuación diferencial expresaremos a s í : ---------- y  = * y  > multiplicando por y

<¿x 3x

o r 3x

Sea z = y  => —  = 3y — , reemplazando en (1) 
dx dx

dz 2 2 dz 2 2------- z = x  = > --------- z = 3x , ecuación lineal en z, cuya solución general es:
3 dx 3x dx x

_r_2*  f_2*
z = e J * [Je-' x 3x2í/x + c] =  e2lnj:[ le 21nv3jc2<¿t + c]

de donde y 3 = x 2(x + c) => y 3 = jr3 + c x 2
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(2 jcjv’ 3 — y)dx + 2xdy  = 0
Solución

A la ecuación diferencial escribiremos en la forma:

dy  -> 3 r. dv 1 32 x —  + 2xy  — v = 0 => —----- -— y — —y
dx ' ' dx 2 x '

i _i í/v 1 _^
multiplicando por y " 'se  tiene: y -------------- y  = -1  ... (1)

' dx 2 x '

_? dz dy
Sea 2 = y  ~ => —  = —2y  —  reemplazando en (1)

dx ' dx

dz 1 dz 1
-------------- 2 = —1 = > -----h — 2 = 2 ecuación lineal

2dx 2x  dx x

' i -  f  f -Cuya solución general es: z  ~ e  J v [ je J A 2í¿v + c]

2 =  e _lnA[ p n t 2rf.v +  c ]  = >  2 = - [ .v 2 +c]

2>’ = —  + y  c tg x  = eos ecx 
dx

Solución

A la ecuación diferencial expresaremos en la forma:

dy c l g x  eos ecx _i . . . .  .
—  h-— , y = —— ■— y  , multiplicando por y.
dx 2 2 ’

dv c tg x  ? eos ecxy — + —— .y = ---------- ... ( 1 )
dx 2 2

Sea z  = y2 => —  = 2 y—  reemplazando en ( 1 )
dx dx

dz c tg x  eos ecx dz-----+ — — ----------  = > -----i-ctgx.z = cosecx
2 dx 2 2 dx
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que es una ecuación diferencial lineal en z, cuya solución general es:

z  = e ^  [ J t3 ^ eos ec xd x  + c] =  e ~ln(:,en-' ’[ J eln<sen r) c o s c c x í /x  +  c]

z  = eos ecx[x + c] => y  = x  eos ec x  + c. eos ec x.

b. E JE R C IC IO S  PR O PU ESTO S.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

®

©

©

©

©

(x 2 + y 2 +1 )dy + x y d x  = 0

- + - £ -  = - - ( x  + l f  y 2 
dx x + 1 2

(x 2 +1 )y'= xy + x 2y 2

dy 4 sen y

R pta. _y4 + 2 x 7y 2 + 2 y 2 = K

Rpta. 1 (x + l f + C(x + 1)

Rpta. 1 1 , 1(— ln | x  + Vi + x2 | — xV 1 + x 2 + c)

dx x 3 +xtg_y
R pta. x (K  - l n  tg_y) = tg_y

( x 2 + y 2 + (y  + 2x)x  1 )dy = (2 (x2 + y 2) + (y  + 2x)x 2y)dx

7 2  y y
R pta. ( jy -2 x ) = ------ + lOarctg— sug: y= u x

©

©

©

(^■2)'=(A y)3(x 2 + l)

d y - y  sen x d x  = y  ln(_yecosx )dx

(x + y 3 ) + 6x y2y'  = 0

R pta. y
45

45c Vx -  5x5 — 9x3

Ke -coaxR pta. y  = —e

R pta. y 3 = - — + c.x 2

© ( x y 2 + x s e n 2 x - s e n  2 x ) d x - 2 y d y  = 0 R pta. y  = sen x  + c.e
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j ' \  1 v . 5 ( , - 2 ) ^  
dx x  — 2

Rpta. y 2 = c ( x -  2) 2 + ( x - 2 ) 2

3 / ± + ^ - 8 ( x + l )  = 0 ,  y(0) = 0 
dx x + 1

R pta. v3(x + l)= ® [(x  + l)3 - l ]

®
dy y 3 

dx e2x + y 2
Rpta. y 2 = ( c - 2 1 n | y \ ) e 2' sug: z  = e2' => dx

® 2 eos y d x - ( x s e n y - x 3)dy = 0 R pta. secy = x2 (c + tg y)

© dy + — ydx = 3x2 y 2 dx
X

Rpta. í 3x2 \ 1x y ( c — ~ )  = 1

@
2 Xdy +  y d x  =  2xy e dx R pta. 1 =  y e x ( c - x 2)

® i ± + l , , 2 x y
dx x

Rpta. -3 -3 2x  y  + x  =c

® x~'dx  = (xsen y  -  \)dy R pta. — = cey +  —(sen v +  cos v) 
x 2

@
dy 3x2 

dx a-3 +  y  + 1
R pta. x 3 =  c.ey -  y - 2

©
/ Æ + Î

R pta. y 4 = c\[x +\ /x  + 1

© 2 sen .v. —  + y  eos x  = y 3 (x  eos x  - 
dx

- sen x) R pta. - í -  = x  + K. sen x
v2

®
dy y  x(x + ln x) 

dx ln x  y 2 ln a

_ „  3 a 
R pta. _y = [3x + — (—

2 - 6 x 3 x 
ln x  2

2 -1 2 x . 1 3x2 - 7 2 x  +  c { 

) + ï ( ( , „ , ) >  11
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( x - I )  — — 2y  = J ( x 2 -1  )y  R pta. y  = [(1 -  x )(c  + — ln(x + -Jx2 -  1) -  -v/x2 -  1 )]2
dx ' ' ' 2

, , x sen veos y  ,
dx + x.c tg y.ay = — ----- --------ay

x  sen y  + 1
R pta . x 2 sen2 y  + 2 ln(x sen y) = sen 2 y  + c

dx  + (—)xdy  = 2x~ y~ dy
y

R pta. x  1y  2 = c - 2 y

9

26)

d x - 2 x y  dy = 6 x 3y~e 2y dy

(12e 2xy 2 - y ) d x  = dy , y (0) = 1

d  » -2 2  y a 3R pta . x  e = c - 4 y

R pta. y  e~x = 13 — 12eA

dy 2 ,
x -1- y  = y  lnx

dx '
R pta. cxy + y (ln x + 1) = 1

2 x y ^ - - y 2 + x  = 0 
dx

Rpta. _y2 = x ln (—)

y e y = (>’3 + 2x ey )y' R pta . x  = y 2( c - e  y )

x y 3 dx = (x 2 y  + 2)dy

dy 4 x ¡y

dx x 4 + y 2
R pta. x 4 = y 2 +cy

(32)

(33)

x 3dy + 3x dx = 2cos y d y

x 3d x - ( x 4 + y 3)dy = 0

R pta . x 3 = sen y  + eos y  + ce v

R pta. x = sen y  + eos y  + c. e

34) yy'+y -  eos * „ 2 -2x 2 4R pta. y  =c.e H— senx + —cosx
v  5 5
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dy 2
co sx ------y sen x  + y  = 0

dx
Rpta. — = sen x  + K.  eos x

y

37) - f^ + z = *
dx x  y

Rpta. y e 2y =c

dy _ y(2x  + 3y  ) 
dx x2

Rpta. x 2 = ( c - 3 x ) y 2

dy 2cosx.—  = y se n x  + j  tgx  
dx A".eos x - 1

x ~r~~y ~  2x2y i y 2 - x 2)dx
Rpta. x 2 =(1 +c .e x ) y 2

( 4 - x 2 + y 2)dx + 4 y d y  = 0 ,  y(2) = 1 Rpta. y  = ( x - 2 )  +e
-, 1—

x- o 2

y' =
2 xy

x 2 —y 2 - a 2
Rpta. x 2 + y 2 - a 2 =cy

43) 3y'+
x 2 + a 2 

x(x2 -  a 2)

x(3 x 2 —a 2) 1 

x 2 -  a2 ' ?

. .  3 CX 2
Rpta. y  = —----- -  + x

x  - a

y  dx = (y  - x ) d y

(45) (x 2 - \ ) d y - y ( 2 x - 3 y ) d x  = 0

y d x  + ( x 2y A - 3 x)dy  = 0

Rpta. 4xy = y  + c

Rpta. x 2 -1  = y(3x + c) 

Rpta. 7 y 3 = x ( y 7 +c)

47) f ^ _ i Z + f L ± 2 / = o
dx 3x 3

_  _3 X  2x 2
Rpta. y  = — + — + 4x

x2 —  - x y  + y 3ex = 0 
dx

Rpta. x 2 = y 2(2ex + c)

x y 2y '+ y3 = x co s 'x
3 9 cosx  18senx 18cosx c

Rpta. y  = 3 se n x  + ------------------ -------------;—  +
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6 y 2d x - x ( a x 3 + y)dy  = 0 Rpta. (2x3 - y ) 2 = c y x 6

2 x 3 y '= y ( y 2 + 3 x 2) Rpta. y 2( c - x ) x i

2 y d x  + x ( x 2 \ n y - \ ) d y  = 0 Rpta. y(\  + x 2 - x 2 In y)  = c x 2

2xyy'= y 2 - 2 x 3, y (l)  = 2 Rpta. y 2 = x ( 5 - x 2)

( y 4 -2 x y ) d x  + 3 x 2dy = 0 , y (2) = 1 Rpta. x 2 = y 3(x + 2)

( 2 y 3 - x 3)dx + 3xy2dy  = 0 , y (1) = 1 Rpta. 5x2y 3 = x 5 + 4

(x 2 + 6 y 2) d x - 4 x y d y  = 0 ,  y (1) = 1 Rpta. 2 y 2 = x 2( 3 x - l )

—  = ^ —> cos x  Rpta. y  = (senx.ln  | cosec2x + c tg 2x  | + sen x )_l
dx sen X. cos x

ix J _3 2
(x2 +\)y[yy'  = xe 2 + ( \ ~ x ) 2y j y  Rpta. y  = ex ( -  + c (x2 +1) 2 )3

y ' - 4 y  = 2exy 2 , y(0) = 2, Rpta. y  = (y/2e2x + e2x - ex )2

1
y ' - y  = - y 2( x 2 + x  + 1 ) , y (0) = 1 Rpta. y  =

x  - x + 2 - e

I
x y ' - 2 y  = 4 x iy 2 , y ( l )  = 0 Rpta. y  = ( x 3 - x ) 2

,  9 1
xy'+y = x  y  \ n x ,  y ( l ) = — Rpta. y  = -

2 x 2 + x  -  x 2 In x

, _  yty (x )—y _  ¿oncie es una función dada Rpta. y  = — ■ — 
\|/(x) x  + c

y "  1 (ay’+y)  =  x Rpta. ny" =ce  a + n x - a
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xdx = (—----- y 3 )dy
y

Rpta. x 2 = y 2( c - y 2)

y ' + - ^ — + y 2 = 0  
x + l

Rpta. y  -
1

(1 + x)[c + ln 11 + x  |

x d y - 2 y d x  = — — [2>(yx ~) +  2yx  }dx Rpta. 6y x  -4 1 n  | 2>yx ~ + 2 | = 3x +c

68) y - y ’ eos x  = y  eos x(l -  sen x) Rpta. y  =
tg x + sec x 
c + sen x

yy '+y2 tg x  = eos2 x

dy + 2y_= 2y[y

dx x  — 2

Rpta. y 2 = (2x + c )c o s? x

„  ,c  + ln |c o s x | , 2
Rpta. y  = (----------------- + tgx)

eos x

71) 2xyy'+(\ + x ) y 2 = e x , y( \)  = J~e
x . 2-x J_

Rpta. v = li— ----- ¡!

72,  A 2 L .  = J L
dx X + l y

Rpta. 12(x + l ) 2^ 3 = 3 x 4 + 8 x 3 + 6 x 2 + c

dy
dx

7 X2— xy = y ¿xe

3 dy 4 -x2y  —  + xy =xe  
' dx

Rpta. 3y 2 = e x + c e 4 

Rpta. e2x y 4 = 2ex + c

( 1 - x 2) —  + x j  = x ( l - x 2)>'1/2, y (0 )=  1 Rpta. 3 y 2 + l - x 2 = 4 ( l - x 2) 4 
dx

13

77)

2y d x  = ( x 2y 4 +x)dy  , y (1) = 1

xy'+y = y  ln x

Rpta. lOx = (9 + xj^4) ^ 2 

Rpta. y ( 1 + ln x + ex) = 1
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78) x y 4y  -  x~ yjy = 0
4

Rpta. _y = ln“ | jcAT |

(x + \)dy = >-[y(x + l)ln(x + l)-l]í/.v  , y = —, x  = —
e e

R p t a . l y - V - i r 1 = 3 -

dy  2------v tg x  + y  eos x  = 0
dx '

R pta . y (x + c) = secx

S )  y d y - Ü L * * Rpta. y 1 =c.e-2" ' * - -

82) x dy = y (xy -  y) dx R pta. xe - = c

83) 2x2^ - + y  = 4 y i
dx i

c + 4ex

84) (e’ - 2  x y ) y ' = y ¿ R pta: xy = e y +c

85) xy'+y = x 4 y 3
_  1 4 2
R pta: —  = - x  +cx

86) y ~ x y ’ = y ' y  e y R pta: x = y e v +cy

87) x y 2y '+ y3 = x c o s x
i ,  9cosx  18senx

R pta: y  = 3senx + ------------------------

88) dy + (4y  — 8y  l )xdx  = 0 R pta: y  = [2 + c.e 8x ]4

«> di ^ = 7 - ^ 2
R pta: x 2jy4 = x 4 +15

[ln(x + l)]2

18 COS X  _3
------ ------+  CX



Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 147

y  dx = (3x + - y 2 )dy ; y (1) = -1 R pta: x  = y  [1 + >> ln(-j>)]

—  = 5x1y i +—  
dx 2x

c „ 3 1
R pta: u = - - 4 x  , y  = -rj= 

X■ \tu

92)
dx x  2y  + y 3,

R pta: ( x 2 + y 2 + l )e  y = c

(94) (3 sen y - 5 x ) d x  + 2 x 2c tg y d y  = O

ÿ  tg x. sen 2y  = sen2 x + cos2 y

3 xy'+y + x 2y 4 = 0 R pta: y  3 = x 2 +cx

R pta: x 3(sen y - x ) 2 = c .s e n 2 y

R pta: (sen1 x + 3 eos2 y)  sen x = c

eos y ,  sen 2x dx + (eos2 y -  eos2 x)dy = 0 R p ta: eos2 x(l + sen y)  = eos y(  y  + c -  eos y)  

(97) y (x tg x + ln y) dx + tg x dy = 0 R pta: sen x . ln y = x eos x -  sen x + c

yy'+y  tg x = eos“ x 2 2 R pta: y  = (2 x  + c)cos x

dy _  3 y  c tg x  + senxcosx  
dx 2 y

R pta: y 2 + se n x  = c .sen3 x

, + 1 t + l(100) —  + —— x —----- 
dt 21 xt

R pta: x
4 + e ‘c

101) ydx + (xy + x  — y)dy  = 0 R pta: x = -
1 + c.e 2

102) y ' ---- ' ^ T y  = -¡=á==arctgxyV2
1 + * 2

R pta: yfÿ = v l + x 2 [arctg2 x  + c]

[103)

Í104)

y 3 sec2 x d x - ( l - 2 y 2 tg x)dy  = 0

x 2y d x  + (3 x 4 - j 3 )ífy =  0

R pta: j 2 tg x = ln | cy \

R pta: 15x4y 12 = 4_y15 +c
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y d x  = x(l + x y 4 )dy R pta: y(5 + x y 4) = cx

—  = tg y .c tg x -s e c y , cos x R pta: sen y + sen x . In (c sen x) = 0
dx '

y  , y(0) = 1 R pta: x y 2 -  In | y  | = 0
dx 1 -  2 xy

X "  — y  = x K y"  R pta: (n + K  — l)y ' ” = (1 — n ) x K + c .x ! " ,  n ^  1, K + n ^  1
dx

xA = K  In | —  | , n = 1, K *  0; y  = c x 2 , n = l ,  K = 0,

= ( l - n) x ‘~” l n |c x |,  n * l ,  K + n =

1 ? ■> 9 1 X3
(x 3 + co s2 x + 2 x 2y 2 + sen2 x)dx + 2 x 3y d y  = 0 R pta: x 2 v2 = — -— lnx  + c

—  -  (x + l) ln x -x (3 x  + 4 )y3 s e n 2 x ^  * ( l  +  cosx)y3
2

dx (x3 + 2 x 2 -1  ) y 2 —- -

( x 2 + x  + \)yy'+{2x + \ ) y 2 = 2 x - l  ( l l3 )  2 ( l - x 2) / - ( l - x 2)y  = ;<y V a

[y cos x -  y 3 (x cos x -  sen x)]e?x + 2 sen x d y  = 0

X-f /.W/

jcy'— = 2 x , y (l)  = 0 {xy2 + x 2y 2 +3)dx + {x2y)dy  = Q

2 . . , ,  f  Qv , O  _  A3 y V +  —-------- 8x + 8 = 0 (118) 2 —  = —--------- y ( l ) = l
X  +  l ^ dx X y

xy(\ + x y 2)^j -  = \ , y ( l)  = 0 (l20 ) 3(1 + x2) ^  = 2xy(y3 -1 )
dx ' — '  dx
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2.10. ECUACION DIFERENCIAL DE RICCATL-

Consideremos la ecuación diferencial de la forma:

^  = P(x)y  + Q (x )y 2 + R(x)  
dx

-  (1)

donde P ( x ) , Q(x) y R(x) son funciones sólo de x.

A la ecuación (1) se conoce con el nombre de ecuaciones diferenciales de “RICCATI”. 

Estas ecuaciones diferenciales no se puede resolver por métodos hasta este momento 
estudiados, pero sin embargo si se conoce una solución particular, se puede hallar la 

solución de la ecuación diferencial suponiendo que y = i|/ (x) sea una solución particular 

entonces se puede hallar la solución de la ecuación diferencial, haciendo y = vj/ (x) + z, 

donde z es una función incógnita, que se va ha determinar con la ayuda de la ecuación 

diferencial.

Es decir: y  = y (x ) + z  => —  = v|> '(x) + —  , reemplazando en la ecuación (1) se tiene:
dx dx

V \ x )  + = p (x XV(x)  + z) + £?(*)( V(*) + z )2 + R (x)
dx

. . .  (2 )

Agrupando los términos de la ecuación (2)

—  -  P(x)  + 2g(x)v|/(x))z -  Q(x)z2 + (i|i '(x) -  P(x)\|/(x) -  g ( x ) y 2 (x) -  R(x)) = 0 ... (3) 
dx

Como y = y  (x) es una solución de la ecuación diferencial de “RICCATI” entonces se

tiene: \ | / '( x ) - / 5(x ) \ |/(x )-g (x ) \ |/2(x )-Æ (x) = 0

de las ecuaciones (4) y (3) se tiene: ~  -  (P(x) + 2Q(x)y(x))z  = Q(x) z2 
dx

... (4)
f

-  (5)

Luego la ecuación (5) es una ecuación diferencial de Bernoulli y la solución de estas 

ecuaciones ha sido estudiado en (2.12).
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a. Ejem plos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

^ l )  ~  = — y  + - y y 2 - 1 ,  donde una solución es y = y  (x) = x

Solución

Sea y = y  (x) + z = x + z, la solución de la ecuación diferencial dada, donde z es una

función por determinarse, entonces —  = 1 + — , reemplazando en la ecuación diferencial
dx dx

dada.

1 + —  = — (x  + z )  + -^r-(x + z ) 2 -  \ simplificando 
dx x  x

s  7 obf .nrt ,:t- jntnaiib nóiouuja si >b nóioülc>;'. sí islltrl abunn

—  -  — z = - y  z2 , ecuación diferencial de Bernoulli
dx x  x

dz  3 1 2 i • . -2---------z = — z , multiplicando por z
dx x  x

_2 í/z 3 — 1 1 i - , .  i iz ---------z = —- ,  multiplicando por ( l - n) o sea p o r- l
í£ t  x  jc

-2 dz  3 - i  l
- z  ¿ —  +  - Z  J = — — . . .  (1)

a x  x  x

o  - i  - 2  dz  _Sea co = z => ---- = - z  —  ... (2)
t £ t  dx

reemplazando (2) en (1) se tiene: + — z  = — -r- ecuación lineal en co.
dx x  x

— f í *  —dx .
la solución genpral es: co = e ¡x [ l e  (——) + c] calculando la integral

J x

V p > w * + C ]= _ ^ (_ ¿ +C)
J  X X l

co = e~3ln
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1 1 c 2 c - x 2 2x3

z  2x x  2x 2c —x~

2 ex + x 3
Luego la solución general es y = x + z

2 c - x z

® dy 1 2 2 2—  = * + (---- -V )y + y  , donde una solución es = vj/(jc) = a:
dx x

Solución
•r. i B t i jH  x  ~  ( x )  <¡) « a  m >íi»irfoü j ¡ n u  . ' i . -  ' ■4+x~< - \ l  t.

Sea y  = x 2 + z , la solución de la ecuación diferencial dada, donde z es una función por

determinarse, entonces —  = 2x + —  reemplazando en la ecuación diferencial dada. 
dx dx

2x  + —  = x  + (— -  x 2)(x 2 + z)  + (x2 + z )2 simplificando 
dx x

—  — + x 2 )z = z 2 ecuación de Bernoulli
dx x

• • /. • —1 multiplicando a la ecuación diferencial por z  *

z~2 —  ~ ( — + x 2)z~l = 1; de donde co=z~'  se tiene: 
dx x

= z~2 — , reemplazando obtenemos 
dx dx

d(0 ,1 2 x , d(0 .1 2x ,
---------- (— + X )(ú = 1 = > --------!-(— + X )(ü =  - 1

dx x  dx x

- í-(-+x2)dx r  f-(-+jr2)íiv

es una ecuación lineal en (o cuya solución es: co = e J x  [ l e J x (~dx) + c]
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b. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

® —  = y 2 -  — y  + 1---- -T-, una solución es <p(x) = —  + tg x
dx x  4 x 2 2x

„  1 A sen x  + cosx
Rpta: y  = —  + - ------- ---------

2x K  eos x  — sen x

x 3y'= x 2y  + y 2 - x 2 , una solución es (p (x) = x Rpta: y  =

2

2cxe'  +x  
2

2ce* -1

( 3 )  x ( x - l ) —  - ( 2 x  + \ )y  + y 2 + 2 x  = 0 , una solución es <p (x) = x Rpta: y  = X - ----
dx x  + c

oi>n/i3ilHqííir'- ( -  ‘ ;.)( 1. j

® y ' - x y 2 + ( 2 x - l ) y  = x - 1 , una solución es t p ( x ) = l  Rpta: y  = 1+ ---------
1 — r +

iiíüom'ífl ab nói
©  y 1- s e n 2 x .y2 + ----------------- y  + cos2 x  = 0 , una solución es tp(x) =

1 — x  + ce

sen x eo sx  sen x

„  S enx ,, , -sen2 aRpta: y  = -------(l + (c.e - —) )
cosx 2

( ó )  y '+ y2x ~( \  + 2ex )y  + e 2x = 0 , una solución es y  = e x

y'+xy2 -  2x 2y  + x 3 = x  + 1 , una solución es cp (x) = x -  1

( 8)  —  = - 8 xy2 + 4x(4x + l)_y-(8x3 + 4x2 - 1) una solución es <p (x) = x
dx

- 2  y 2 -1Rpta: y  = [2 + ce ] + x

2x¡ _

® ^  = Z  + x3v2 - x 5 una solución es ip (x) = x Rpta: c.e5 = - -----
dx x  y  + x
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in \ dy 2 2sen x , 1 3cos2 x
~  + y  senx = ------— una solucion es y  = ------- R pta: _y = secx +
dx eos x  cosjc c — eos3 x

® dy i c + 4e5*
—  = 3y + y '  -  4 , una solución es <p (x) = 1 R pta: y  = — ------
dx c — gS*

( l2 )  y '= x  + ( \ - 2 x ) y - ( l - x ) y ~  una solución es ( p ( x ) = l  R pta: y  = 1h------—
x  + ce

13) —  = ( \ - x ) y 2 + ( 2 x - \ ) y - x , una solución es tp (x) = 1
dx

R pta: y  = ( x - 2  + ce x ) '+ 1
> «' ' V, \ t \  Á.'Y

. . .  dy 2cos2 x - s e n 2 x  + y 1 , „
14) —  = ----------------------------- , una solucion es 9  (x) = sen x

dx 2 cosjc

R pta: y  = sen jc + (ÁTcos.r--^sen.v)~l

15) y '  = — + y 2 ' una solución es <p(.x) = — R pta: y  = x ~ x + 2 x ( x 2 +2x)~'
X X X

© y'  = 1 + -v2 -  2xy + y 2 una solución es (p (x) = x Rpta: y  = x + ( c - x )  1

©
dy 2—  = - y  +xy  + 1 una solución es ip (x) = x 
dx tñvvrtáj Jk>iy±5 ¿t, ! fd

©
dy ~2,x x —x 2 1 *. x —  = e - y e  +e  y  , una solucion es y  = e 
dx

Rpta: y  = e ' ~
c + exp(„v -  ex )

2.11. ECUACIONES DIFERENCIALES 
CLA1ROUTS.-

DE LAGRANGE Y

a) Las ecuaciones diferenciales de Lagrange son de la siguiente forma:

•••(I)y  - x  / ( y  ) + g ( y  )
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Para resolver la ecuación diferencial de Lagrange se transforma en otra ecuación
dy

diferencial lineal en x como función de P, haciendo —  = P  de donde dy = P dx
dx

dy
Luego se sustituye —- = P  en la ecuación; (1)

dx

y = x f  (P) + g (P) ...(2 )

diferenciando la ecuación (2) se tiene: dy  = f ( P ) d x  + x  f ' ( P ) d p  + g ' (P)dp  ... (3)

reemplazando en la ecuación (3), dy = Pdx se tiene:

Pdx = / ( P)dx + x  / '  (P)dp + g '(  P)dp ... (4)

dx f ( P )  g ' (P)
La ecuación (4) se puede expresar en la forma: —  H--------------x  = ---------------

dp f ( P ) - P  f ( F ) ~ P

Que es una ecuación diferencial lineal en x, cuya solución general es x = (p(P,c) 

donde Pds un parámetro y la solución general de la ecuación (1) se dá en forma 

paramétrica.

j  ^  ,£^ , P es un parámetro
[y = cp(P, c ) f ( P )  + g(P)  H

b) Las ecuaciones diferenciales de Clairouts son de la siguiente forma:

y  = xy'+g(y')

La solución de la ecuación diferencial de Clairouts se obtiene siguiendo el mismo 

procedimiento del caso de la ecuación diferencial de Lagrange.

c) Ejem plos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

©  2 y  = xy' + y'  ln y'
Solución

v 1 y ' ln y  *
A la ecuación diferencial expresaremos en la forma: y  = x —  + s— •••(!)
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dy
Sea y '  = —  = P  => dy = P dx, reemplazando en ( 1 )

dx

P P \ n P
y  = x — b  -------- , diferenciando se tiene:

2 2

dy = ~ d x  + ̂ d p  + ~ ~  dp + , reemplazando dy = p dx

pdx  = ^ d x  + ̂ d p  + ̂ ~ d p  + ̂ - ,  simplificando

dx 1 l n P + 1  . ,
--------- x  = ---------- , que es una ecuación diferencial lineal.
dp P  P

_ f dp f dp  ̂ p  + ^
cuya solución de ésta ecuación es: x = e p n ^  dp + c] = - l n P - 2  + pe

y la solución general de la ecuación diferencial es:

^ 5 )  y  = 2xy' + sen y'

x  = p c - l n P - 2
c 2 , P es un parámetro

y . - p - f

Solución

Sea y '  = —  = P  => dp = p dx, reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 
dx

y = 2xp + senP, diferenciando se tiene: dy = 2xdp + 2pdx + cosPdp, 

reemplazando dy = pdx, pdx = 2xdp + 2pdx + eos Pdp, simplificando

dx 2 eos P  . , .,
—  h— x = ----------- , que es una ecuación lineal cuya solución de ésta ecuación es:
dp P P
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de donde la solución general de la ecuación diferencial es: 

cosP
x  = — - -  sen P  + -

2c I c o s P  „
y  = --------- ----------sen P

P  P

, P es un parámetro

©
Solución

dv
Sea y '  = —  = P  => dy = pdx ,  reemplazando en la ecuación diferencial se tiene: 

dx '

y  = xp + — , diferenciando ambos miembros

p ...
2 a

dy = xdp + p d x ----- — d p , reemplazando dy = pdx
P3

©

pdx -  xdp + pdx  - dp => {x —'̂—r)dp = 0 
P  P

2a _
de donde x  = —— v  dp = 0 = > P  = c Luego 

P 3

2a
x -  -

y  -  x c + —  
c

y  = x y + y
Solución

dy ”>
Sea / =  = P  => dy = p dx reemplazando en la ecuación dada: y  = xp + P~ 

dx
diferenciando => dy = xdp + pdx + 2pdp al sustituir dy = pdx se tiene:

, .o  Bl< J . ■

pdx = xdp + pdx + 2pdp => (x + 2p) dp = 0 de donde

f x  + 2P = 0 x  = - 2 P í x  = -2 c - f t  I
< => donde { 2ll O -ti II o [y  = xe + c
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d. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

©

©
©

©

©

©

y  = 2 xy'+ ln ÿ

y  = x(  i + / )  + y 2

y  = - x y ' 2+y'2+l

y  = 2 x y ' - 2 y '  + \

y  = 2 x ÿ 2+ ÿ

y  = —x y ’+ey 
2 '

Rpta.

Rpta.

c 1
x = — -----

P  P

y  = —  + L n P - 2 
P

x  = 2(1 -  P) + ce~

[.y = 2(1 -  P)  + ce~p{ 1 ± P )  + P 2 

Rpta. y  l + (c -  yji'~ x ) 2 

Rpta. ( .y -1 )2 = c ( x - l )

Rpta.

Rpta.

\ x ( 2 P - \ y  = \n P  - 2 P  + c 

\ y  = 2xp2 + P

<-■ ^ p , 1 2 2 ^x ,= —— — 2e (-------- T H— r)/> P 2 p 3
3c . p . ,  3 3

— 7  —2 e ( 1 -  — + - t )  
2P2 P  P 2

Q Rpta.

x  =

y =

cp + 2 p - \  

2 p 2( P ~  l)2 

cp2 + 2 p - l  1

2 (P -1 )2 P

0  j  = ( x + i ) y 2

©  y  = x sen y  + eos ÿ  Rpta,

Rpta.
x =

2p -  p 2 +c

( P - D 2
y  = (x + \)P

, fr cosudu  „ f  senudu , cosx
rexp( ------------) =  ---------exp( ---------------- dz)du

Jb sen « -í¿  JDsenM-u Jo s e n z - z
y  = x se n P  + c o s /3
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12)

§)
14)

12)

20)

y  = 2 x y ' - 2 y ' + l  

y y ,2+ ( 2 x - ] ) y ’= y  

y  = -x y '2+y'2 + 1 

_y = (_y'-l)jr + ay'+¿> 

y  = mxy' + ay' + b

y  + x y ' = y ’2

16) y ' - x y ' + 2 y  = 0

( n )  2y'2+ x y ' - 2 y  = i

18) 2y' i + x y ' - 2 y  = 0

y  = xy' + y ' ‘

y  = x y ' - 3 y ' i

y  = xy'+ —
y

22) y  = xy'+-
ay

V i + y 1

23) y  = xy'+ay]l+ y ' 2

Rpta. ( y - l )  = c ( x - 1)

Rpta. y 2 = 2(1 + 2c)(x + c)

Rpta. y  = l + ( c - V i- x ) 2, y  = 1 

Rpta. y = (x + a) ln (x + a) + c (x + a) + b -  x 

Rpta. m (y -  b) = (1 -  m) (mx + a) ln (mx + a)

Rpta.
x  = —  + cp 

y  = - x p  + P 2

\x  = P ( c - 3 P )  
Rpta. \

[2.v = P ( c - 4 P )

Rpta.

Rpta.

x  = 4P\n(pc)  

y  = />2[l + 21n(/?c)]

x  = 2P{3P + c)

2 y  = P 2 (4 p  + c)

Rpta. y  = ex+ c

Rpta. y  = e x - 3 c

Rpta. y  = ex + -

ac
2  2  2

Rpta. y  = ex + , , x 3 + y 3 = a 3
■h - il + c

R pta. y  = ex + a\íl  + e2 , x 2 + y 2 = a~
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®
. ay  = x y + —

® y  = xy' + sen ÿ

>’’= ln ( .tv '-y )

y  = x y ' - y ' 2

y  = x y ' + y ¡ \ - y ' 2

®

1>n

®
y ~ * y  + J y ' - i

© y  = x y ' - y ] l - y ' 2 -a reco s j

y  + y ' 2 = y ' x

® y  = x y ' + a y j l - y ,3

© III>

©

%m1>h

© y  = (x + ï ) ÿ + ÿ 2

© y  = xy' + ÿ - ÿ 2

© y  = (x + l ) y ' - \

© y  = xy'+ 4^ + y '

© ( y  -  \¡\ + y  '2 )dx -  xdy  = 0

_ a
Rpta. y  = xc  + —  

c

Rpta. y = ex + sen c

Rpta. y  = ex -  e c 

Rpta. y  = e x - c 2

Rpta. y  = ex+ y f \ - c 2 

Rpta. y  = ex -  e c

Rpta. y  = ex + .-----
V e - 1

R pta. y  = ex + V1 - c 2 -  c. árceos c

Rpta. y  = ex -  c 2

____

Rpta. y  = cx + a \ í \ - c }

Rpta. y = ex -  ln c

Rpta. _y = c jc -3 c 3 

Rpta. y  = cx + c + c 

Rpta. y  = ex+ c - c  

Rpta. y = ex + c -  1 

Rpta. y  = ex + VT+c 

Rpta. y  = ex + V1 + c 2
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2.12. ECUACIONES DIFERENCIALES NO RESUELTAS CON 
RESPECTO A LA PRIMERA DERIVADA.-

Io Ecuación de primer orden y de grado n con respecto a y '

Las ecuaciones diferenciales de primer orden y de grado n con respecto a y'  son de 

la siguiente forma:

( / ) "  +Pl ( x , y ) ( y ' ) n- i + P2( x , y ) ( y ' ) n- 2 + Pn_]( x , y ) y ' + Pn( x , y )  = 0 •••(I)

Para encontrar la solución de estas ecuaciones diferenciales, se resuelve la ecuación 

(1) con respecto a y '; como la ecuación (1) es de grado n, entonces se puede tener:

y ' = A ( x , y ) ,  y ' = f 2( x , y ) ,  y '= f 3( x , y ) , .. . ,  y ' = f K ( x , y ) ,  (K = n) ...(2 )  

que son las soluciones reales de la ecuación (1)

Luego el conjunto de las soluciones de la ecuación (2) es:

<Pi ( x , y , c x) = 9 ,  (p2( x , y , c 2) = 0 ,..., <f>K ( x , y , c K ) = 0

donde <p,(jc,y ,c ¡ )  = 0 , i = 1,2,..., K es la solución de la ecuación diferencial 

y  = f ¡ ( x , y )  c, i= l,2,...K  y que representa la solución general de la ecuación (1).

2o Ecuaciones diferenciales de la forma f(y, y ' ) = 0

Cuando en esta ecuación diferencial se puede despejar y'  se obtiene ecuaciones 

diferenciales de variable separable, por lo tanto nuestro interés está en los demás 

casos.

a) Si en la ecuación diferencial f { y ,  y ' ) = 0 se puede despejar y es decir:

y  = ip ( /)  - ( 1 )

<■ dy  ientonces para obtener la solución se introduce un parámetro y ' = —  = P  en la
dx

ecuación (1), es decir: y = <p (P) ... (2)
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ahora diferenciando la ecuación (2) se tiene: dy  = cp' (P)dp -  (3)

Como —  = P  => dy = p dx que al sustituir en (3) 
dx

se tiene: p  dx  = cp' (P)dp  de donde dx -
cp\P )

dp
- F ? *

+ e

y la solución de la ecuación diferencial se ha dado en forma paramétrica:

b) Si en la ecuación diferencial f ( y , y ' )  = 0 ,  no se puede despejar ni y, ni y ',  

pero estas últimas pueden expresarse en forma paramétricas mediante algún 

parámetro t.

y = (p(/); y ’ = <p(í)
dx

y '  = ^ -  = tp(t) => dy = q>(t)dx 
dx

Como y  = <p(/) => dy = (p(t)dt, de donde 

<p\ t )d t
<p(t)dx = (fi(l)dt => dx ■

fi
de donde x =  -----t-c

cp(í) J <p0)
(p’(t)dt

y la solución de la ecuación diferencial es dada en forma paramétrica.

x =  i ^ - ^ - d t  + e 
<P(0

y  = cp(í)

3o Ecuaciones diferenciales de la forma f(x ,y ') = 0

Si en la ecuación diferencial f ( x ,  y ’) = 0 , se puede despejar x es decir:
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de donde para obtener la solución se hace y '= P  de donde en la ecuación (1) se 

tiene: x = cp (P) => dx = cp (P) dp ... (2)

Además —  = P  => dx = —  ... (3)
dx P

dv  f
de (2) y (3) se tiene -p- = <p\ P )d p  de donde dy = P<p'(P)dp => y  = J P(p\P)dp

Luego la solución general de la ecuación diferencial es dada en forma paramétrica:

* = <P(P)H p<p'(p)dp
IlM3fl9!alÍb fl

a. Ejem plos: Resolver las siguientes ecuaciones.

Q  y ' 2 - ( 2 x  + y)y '  + ( x 2 +xy) = 0
Solución

y '2- (2 x  + y ) y ' + ( x 2 + xy) = 0 , despejando y '  se tiene:

•rt-jíTtri

2x + y ± J ( 2 x  + y ) 2 - 4 ( x 2 + x y ) 2x + y ± y
y ' = - - - - - - - - - - - - - - - - - -̂ - - - - - - - - - - - - - — = — ^— _

U  = x  + y  
' =

[yt  = x

de donde

y, = cex -  x  -1

x2
y, = —  + c 
2 2

©  xy'2+2xy '-y = 0
Solución

í 'Mil

,  • - - .¡i. . - 2 x ± y ¡ 4 x 2 +4xy .
xy +2xy' -y = 0 ,  despejando y' se tiene: y  --------------------------  simplificando

2x
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©

©

~ dz , , , _ dz , , , , .  dz , , z  .  dz , z
2z —  = l + _y => y  — 2 z ------1 de donde 2z ------ 1 = —1 ±— => 2z —  = ± —f=

dx dx dx s¡ x dx yjx

2dz = ± —j= integrando z = ±y[x + c 
yjx

s¡x + y  = ±yfx + c => x  + y  = x  + c2 ± 2 c \ f x  

y  — c 2 =± 2cyfx => (y  — K ) 2 = 4  Kx 

y  = y ' 2 c y'
Solución

Sea y'= P  => dy = pdx, remplazando en la ecuación dada 

y  = p 2e p => dy = ( 2 p e p + p 2e p )dp , de donde p d x  = ( 2 p e p + p 2e p )dp 

dx = (2ep + p e p )dp , integrando x - e p + p e p +c  

í x  = ep + p e p + c

U v
2 2 2 

y 5 + y  '5 = a 5
Solución

Sea
j y  = a eos5 1 

U ' = a sen 5 1 -  P

, dy 5a eos4 1 sen t , ,  4 ,
dx = —  = ------------- -------dt  = -5 c  tg tdt

P  asen t

dx = -5c  tg4 tdt integrando x  = t^ - - -  5c tg / + 5t + c

5ctg3 í 
x  --------------5c tg t + 5t + c

y  = a eos5 t
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©  y 4 - y '4-y y '2 = o
Solución

Sea y ' = y t  reemplazando en la ecuación y 4 — y 4t 4 - y ~ t ~

y ( \ - t 4 ) = r  => y  = ——r  diferenciando d y = ^  dt
l - / 4 ' ( 1 - í 4)2

como y ' = P  => y  = — puesto que y ' = y t

= 0 => P  = - ~  Como P = ^ -  
t4 t l - / 4 dx

t3
dy  = ----- j d x

1 - t 4

• t3dx 2t5 +2t  . 2(/4 + l)J í
de (1) y (2) se tiene: :— -  = - — — => dx = -

J 7 +7

i - r  ( i - r r  ( r - i y

c  £> Et + F . . .  
+ — - + — - + — — w o  

/ + 1 / - i  / 2 + i

2 t . / + 1 . _
x  = —  + ln ¡----- | -2  arctg t + c

t / - I
2t

\ - í A

( ó )  x = ln y'  + sen y'
Solución

dy
Sea y'= P  => dx = —

P

0 => y - y t 4 - t 2 = 0  

... (1)

... (2)

integrando

x = ln P + sen P diferenciando se tiene: dx = —  + eos p.dp Como dx  =
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—  = —  + eos pdp  => dy = dp + P  eos pdp.  integrando

y = P + P sen P + eos P + c
x  = In P  + senP 

y  = P  + P  sen P  + eos P + c

b. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver los siguientes ejercicios.

y '2- 2 y y '= y 2(ex - \ ) Rpta. l n( Ky)  = x ± 2 e x/2

© x 2 y '2 +3xyy'+2y2 =0 Rpta. xy = c, x 2y  = K

© xy '2- 2  yy'+x = 0
ex2 1 

Rpta. y  = —  + — , y  = ±x  
2 2c

© y '2- 2 y ' - 8 x 2 = 0 Rpta. y  = 2 x 2 + c ,  y  = - x 2 + K

© y ' i +(x + 2)ey = 0
y 4

Rpta. Ae 3 = (x  + 2)3 + c

© y 3 - y y '2 - x 2y '+ x2y  = 0
X2 X2

Rpta. y  = —  + c , y  = -  —  + K  , y  = Ae

© y '4 - (x  + 2 y  + 1 ) / 3 +(jc + 2 y  + 2 x y ) ÿ 2 -2xyy ' ■= 0

Rpta. y  =c,  , y  = x + c2 , 2 y  = x 2 + c 3 , y  = c4e 

sug: y ( y - i ) ( ^ ' - x x y - 2 j ) = o

© xyy'2 +(x2 + xy + y 2 )y'+x2 +xy  = 0 Rpta: 2xy + x 2 - c  = 0 , x 2 + y 2 = c

© ( x 2 + x ) y ,2+(x2 + x - 2 x y - y ) y ' + y 2 - x y  = 0 R p t a :  y = c (x + 1), y = - x - ln c x

© x 2 ÿ 2 +xyy ' -6y2 = 0
„  2 c 
R p ta: y  = cx , y  = ~ j

X
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©

©
©
( íi l

xy'2+ { y - \ - x 2 ) y ' -x (y  -1) = O

yy'2+ ( x - y ) y ' - x  = 0

x y ' - 2 y y '+ 4 x  = O

y'4 -(x  + 2 y  + l ) / 3 +(.r + 2 y  + 2 xy)y'2 -2  xy.y'

Rpta: 2 y  — x~ = c , x y - x  = c

R p ta:y  = x + c, y 2 + x 2 = C

Rpta: y  + -*Jy2 - x 2 = c x 2( y  + y jy2 ~ x 2 ) = 

=  0

Rpta y = c, y - x  = c, 2y - x 2 = c ,  y  = c e 2x

xyy,2+ (x 2 + xy  + y 2)y '+ x2 + xy  = 0 Rpta: 2xy + x 2 - c  -  0 ,  x 2 + y 2 - c  = 0

(x 2 + x )y '2+ (x 2 - x - 2  x y - y )y '+ y 2 -  x y -  0 Rpta: y - c (x + 1) = 0, y + x ln  (ex) = 0

© x 2 y '2 +xyy'-6y2 = 0 Rpta: y - c x 2 = 0 ,  y  = cx -3

@ xy'2+ (y ~ x 2 - l ) / - x ( > - - l )  = 0 Rpta: 2 y - x 2 + c  = 0 , xy - x + c = 0

© xy'2 -2yy'+4x = 0 Rpta: cy = x 2 + c 2

3x4 y '2 -x y '-y  = 0 Rpta: xy = c (3 ex -  1)

© y  = a(— )2 + b ( — f , a, b constantes. 
dx dx

.  3 bp2„  .  x = 2ap + ----+ c
Rpta: i  2

y  = y' ln y'

y  = / ( l  +  y 'cos y ')

Rpta:

Rpta:

y  = P \ n P

( \nP + i yx = --------------+ c

y = P \ n P

x = In P  + sen P! + P.cos P  + c

y  -  P +  P~ cosP

j  = ( / - Y)e> Rpta:
¡ x = e + c

{y = ( P - \ ) e p , y  = - l
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25) y  = arcsen ÿ  + ln(l + y'  ) R pta. x = 2 arctg P -  ln [
1 + VÑ^jP

y  = arcsen P  + ln(l + P  )

+c

y '  = e y Rpta:
x = lníln P) + -----+ c

ln P

y = ln p

y " + e y = 2 Rpta:
1 .X =  —7=  ln ----------- -f= +c

V2 P  + s / 2

y  = ln ( 2 - P 2)

@
2 2 

y 3 + / 3 =1
fx = 3í + 3c tg t + c

Rpta:
(y  eos t

x = y 2- 2 y 2+2 Rpta:
x = P  —2 p  + 2

y  = —P 3 -  P 2 + c
3

@  x ( i + y 2 ) = i Rpta: y + c = ± ( \ l x - x 2 + arcsen \ fx )

Rpta:

e p (P + 1)y  = ---- ------- -  + C

x(l + .y'2)2 =< Rpta:
x = a eos t

I y  = - í/s e n 3 í + c

x = y'+ sen ÿ Rpta:
x = P  + sen P

P 2y = ------ 1- P sen P +  cosP + c
2
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@  xy¡\ + y ' 2 = y '

(35) x = y 3- y

2.13. SOLUCIONES SINGULARES.-

Consideremos una ecuación diferencial u" la forma: F(x,  y , y ' )  = 0 ...(1 )

Llamaremos solución singular a y = (p(x) de la ecuación (1) si en cada punto se infringe 

la propiedad de unicidad, es decir, si por cada uno de sus puntos (x0 , y Q) además de esta 

solución pasa también otra solución que tiene en el punto (x0, y 0) la misma tangente 

que la solución y = <p (x), pero no coincide esta última en ningún entorno del punto 

(x0, y 0) arbitrariamente pequeño.

A la gráfica de una solución singular se denomina curva integral singular de la ecuación 
( 1).

cF dF
Si F(x,  y,  y ' ) = 0 y sus derivados parciales —  y — , son continuas con respecto a

dy d y '
todos sus argumentos x, y, y ' .

Entonces cualquier solución singular de la ecuación (1).

También satisface a la ecuación: ----- - L—í—  = 0 ... (2)
dy'

Por lo tanto para hallar las soluciones singulares de la ecuación (1) se elegirá y ' entre las 

ecuaciones (1) y (2) obteniendo la ecuación.

y  (x,y) = 0 ... (3)

R pta: Vi

Ví

+  p -

: +  C
+ P~

x ^ P - P  
R pta: • 3^4 p i

y - —  y + c
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A la ecuación (3) se denomina P - discriminante de la ecuación (1) y la curva determinada 

por la ecuación (3) se denomina curva P - discriminante (C.P.D.) siempre ocurre que una 

curva P - discriminante se descompone en unas cuántas ramas, en este caso debe 

averiguarse si cada una de estas ramas por separado es solución de la ecuación (1) si es 

afirmativo se debe comprobar si es solución singular, es decir, si se infringe la unicidad 

en cada uno de sus puntos.

Llamaremos envolvente de una familia de curvas. <j) (x, y, c) = 0 ... (4)

a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a una de las curvas de la familia (4) 

siendo cada segmento de la misma tangente a una infinidad de curvas de la familia (4).

Si la solución (4) es la integral general (1), la envolvente de la familia de curvas (4), en 

caso que exista, será una curva integral singular de esta ecuación.

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores x, y, y'  coinciden con los valores 

correspondientes de la curva integral que es tangente a la envolvente en el punto (x,y), por 

lo tanto en cada punto de la envolvente los valores x, y, y'  satisfacen a la ecuación

F(x,  y, y ' ) = 0 es decir la envolvente es una curva integral.

Además en cada punto de la envolvente se infringe la unicidad, puesto que por cada punto 

de la misma pasan al menos dos curvas integrales en una misma dirección, la envolvente 

y la curva integral de la familia (4) que es tangente a ésta en el punto considerado.

En consecuencia, la envolvente es una curva integral singular, además por el curso de 

análisis matemático se conoce que la envolvente forma parte de la curva c - discriminante 

(C.C.D.) determinada por el sistema de ecuaciones:

í<j>(x,y,c) = 0
■ 8 ^ j x , y , c )  = Q -  '
. de

Una rama de la curva c - discriminante es envolvente, cuando en ella se cumple las 

condiciones siguientes.
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'Ni <■> I

1° Que las derivadas parciales — ,—  existan y sus módulos están acotados.
dx dy

| ^  |< M  , | — 1< N  donde M y N son constantes
ex dy

2° —  * 0 ó sino —  *  0
dx dy

Observaciones

a) Las condiciones I o y 2° solamente son suficientes, por lo cual pueden ser 

envolventes también las ramas de la curva c - discriminante en las que no se cumple 

algunas de estas condiciones.

b) En el caso general, el P - discriminante contiene:

i) A la envolvente (E)
■y

ii) Al lugar geométrico de los puntos de contacto al cuadrado ( C ~)

Mi) Al lugar geométrico de los puntos cúspides (ó de retroceso) (R)

A p =  E . C 2 R

c) El c - discriminante contiene: 

i) A la envolvente (E)
ü) Al lugar geométrico de los puntos Anocdales al cuadrado (A )

iii) Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de retroceso) al cubo(/?3)

Á c =  E . A 2 . R 3

Entre todos los lugares geométricos solamente la envolvente es solución (singular) 

de la ecuación diferencial.

Esta figura tanto en la curva P - discriminante como en la curva c - discriminante a 

la primera potencia, circunstancia que facilita la averiguación de la solución 

singular.
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a) Ejemplos:

Encontrar la solución general y también la solución singular, si ella existe, de la ecuación:

(— )2 + 4x5 —  - 1 2x4y  = 0 
dx dx

Solucion

Sea —  = P  => dy = pdx  
dx

p 2 + 4 x s p - \ 2 x 4 y  = 0 diferenciando

2 p d p  + 20x4 p  dx + 4 x 5dp -  4S x3 y  dx - \ 2 x 4 dy  = 0

2pdp  + 20x 4pdx + 4xsdp -  48x3 ■ ----¿- - )dx - 1 2x4pdx  = 0
1 2jc

(2p  + 4x^ )dp + 20.y4 pdx  -  4 * ̂  + *X d x - \ 2 x 4 pdx  = 0

<=•

(2p  + 4 x ' ) d p +  8x4p d x d x - \ 6 x 4 pdx = 0
x

(2p + 4xs ) d p - ( ^ — + 8x4p)dx  = 0 => 2x(p  + 2 x 5) - - 4 p ( p  + 2x5) = 0
x  dx

( p  + 2xs )(x— - 2 p )  = 0 <=> (p  + 2x5) = 0 v  x —  -2 /7  = 0 
dx dx

Si x —  = 2p  => = ^  jn p  = 21n x + ln  K  => \ n p  = \n K x 2 => P  = Kx2
dx p  x

reemplazando p  = K x4 en la ecuación p 2 + 4 x s p - \ 2 x 4y  = 0

se tiene K 2 x 4 + 4 K X 1 = \ 2 x 4y  => K 2 + 4 K x 3 = \ 2 y

K(K + 4 x i ) = \2y  solución general.
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Si p  + 2 x 5 = O => p  = - 2 x 5 reemplazando este valor en la ecuación dada tenemos: 

4x 10- 8 x 10 = 12x4 => 3y = - x 6 solución singular.

( 2)  Encontrar la solución general y también la solución singular, si ella existe, de la ecuación:

^ ^ , + , 1 , 0  
dx dx

Solución

dy
Sea —-  = p  => dy = p d x , reemplazando en la ecuación dada 

dx

x 3 p 2 + x 2 py  + 1 = 0 => y  = —xp  — ^— diferenciando
x p

dy = - x d p  -  pdx  + h— y ^ r- ; pero dy = pdx
x  p  p  X

pdx = - x d p  -  pdx  + + ■ ■‘j — => (2p ---- ^ - ) d x  + ( x ---- J~r)dp = 0
X p  p  X X p  p  X

*(J— T T ) ? + 2M Í— 3 ^ )  = °  => ( l - ^ T X ^ + 2 ^ )  = 0p 2x s dx x ¡p  x  p  dx

1  J —T  =  0  V x ^ -  + 2p  = 0
x 3p 2 dx y

Si x —  + 2 p  = 0 => — + 2 —  = 0
J x  p  X

ln p + 2 ln x = ln K => ln p x 2 = ln K  => /?x2 = K  => P = —j
x

, íioriSUV.» r; :• -

reemplazando en la ecuación x 3p 2 + x 2p y  + 1 = 0

K 7
—  + Ky + 1 = 0 => K  + Kxy + x  = 0 solución general.
x
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1 2 l
Si 1 — — — = 0 => p  = —  => p = x  1 reemplazando 

x  p  x
_3

en la ecuación x i p 2 + x 2py  + 1 = 0 se tiene l + x 2x 2_y + l = 0 => 2 + Vxy = 0

2 2
y  = — j= => y  x - 4 = 0 solución singular 

Vx

(^3) Encontrar la solución general y también la solución singular, si ella existe, de la ecuación:

x(——-)3 — 2y(j——)2 —! 6x2 = 0 
dx dx

Solución

dy
Sea —  = p  => ¿y = pdx  

dx

xp3 -  2yp2 - 1 6x" = 0 => y = —  T-
2 n

diferenciando ¿/y = — d p  + — d x - ^ ~ d x  + — d p  
2  2  p  p

_ , , , x , p  , 16x \ 6 x  d p
Como dy = pdx => pdx = —d p + — d x ----- —dx-\------- ;—

2 F  2 p 2 p 3

, X  1 6 x \ ,  , p  16xw  n  'r * ■ J z1 \ 6 x . d p  .1 16x
(— 1----- -- ) d p - ( — + — —)dx = 0 ,  factonzando x(— h— —)--- p{— + —r-) = 0
2 p i  2  p ¿ 2  p ¡ d x  2  p i

A  16x d p  1 16x d p
( -  + —y ) ( x - f  ~ p )  = 0  <=> -  + —  = 0 v  x - — p = 0 

2 p 5 d x  2 p J ax

Si x —  -  p  = 0  => —  -  —  = 0 integrando
d x  p  x

In p -- ln x = ln K => ln — = ln A => p = Kx
- x
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xu 8x2
reemplazando en la ecuación y  = ---------—

2 D ~

. K x2 8x2 Kx2 8
se tiene y  = -—— => y  =

2 K 2x2 2 K 2

2K 2y  = K 3 x 2 - 1 6  es la solución general

1 16x 16x 1 p 3
Si -  + — -  = 0 => —r  = —  => —  = -2

2 p 3 P  2  16x

ii
p 3 = -3 2 x  => p = reemplazando en la ecuación

4

xp  8x2 . x ( -2 ^ 4 x 3) 8x 2 3/7 \  2 x 3
y  = —------- y  setiene y  = --------------------------- Y  ^  j  = -V 4 x 3 - 17=-

2 "  2 4^ ;  V2

'X 3
y = - ( - ^ )  => 2_k3 = - 2 7 x4 2_y3 + 2 7 x 4 = 0  solución singular

<J2

b. E JE R C IC IO S  PR O PU ESTO S.

Encontrar la solución general (S.G) y también la solución singular (S.S.) si ella 

existe de las siguientes ecuaciones diferenciales.

( ? )  y  = x — - 2 ( — )2 R pta: S.G.: y  = k x - 2 k 2 ; S. S.: 8y = x 2
 ̂  ̂ dx dx

( ? )  f ( É L f + i x É y . - y  = o R pta: S.G.: y 3 + 3 k x - k 2 = 0 ;S.G.: 9 x 2 + 4 y 3 = 0
dx dx

©  x ( ^ ) 2 - 2 y ^  + 4x = 0
dx dx

R pta: S.G.: k 2x 2 - k y  + \ ; S .S .:y 2 - 4 x 2 = 0
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( 4)  x ( ^ ) 2 - 2 y ^ -  + x  + 2 y  = 0
w  dx dx

R pta: S.G.: 2 x 2 + 2 k ( x - y )  + k 2 = O

S.S.: x 2 + 2 x y - y 2 =0

©

©
©

(1 + y 2 ) y 2 - 4yy ' -4x  = O

y 2 -4 y  = 0

y 3-4 x y y + 8 y 2 = 0

R pta: S.S.: y  = 4 * +  4

R pta: S.S.: y = O

R pta: S.S.: y  = O, y  = ~ ^ x i

©
©

y 2- y 2 ,  o

(± f + x  > ± - 2x i y = 0  
dx dx

R pta: No hay S.S.

R pta: S.G.: k 2 + k x 2 = 2 y  ; S.S.: Sy  = - x 4

10) 2 x & f - 6 y $ - ) 2 + x 4 = 0
dx dx

R pta: S.G.: 2 k i x i = \ - b k 2 p  ; S.S.: 2y  = x 2

© (É L f - x ± + y  = o
dx dx

R pta: S.G.: y  = k x - k 2 ; S.S.: 4y  = x 2

12) y ^ ^ x A 1
dx dx

R pta: S.G.: y  = kx + k 2c ; S.S.: x L = - 4 ky

13) x8( ^ ) 2 + 3 j c ^  + 9y = 0
dx dx

R pta: S.G.: x  (y  + k  ) + Æ = O = O ; S.S.: 4x y  = 1

x ( ^ - ) 2 - 2 y ^ -  + 4x = 0 
dx dx

R pta: S.G.: x 2 = k ( y - k )  ', S.S.: y -  2x, y - -2x

i x <(± f . x í l . y = o
dx dx

R pta: S.G.: xy = k ( 3 k x - l )  S.S.: \2 x  y  = - \

x ( ^ - ) 2 + ( x - y ) ^ -  + \ - y  = 0 
dx dx

R pta: S.G.: x k 2 + ( x - y ) k  + 1 - y  = O

S.S.: (x + y ) 2 = 4 x
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Jt6(— )3 - 3 jt— - 3y = 0 
dx dx

R pta: S.G.: 3xy = k ( x k 2 — 3); S.S.: 9x 3y 2 = 4

dx dx
R pta: S.G.: kxy = k ( k 2x - \ ) ; S.S.: 2 7 x V  = 4

19) x( ^ ) 4 - 2 j ( ^ ) 3 +12x3 = 0
ox dx

R pta: S.G .:2k 3y  = k 4x 2 + 12 ; S .S .:3y2 = ±8x3

20) x ( ^ ) 3 - > Á  + 1 = 0
ax dx

R pta: S.G.:xk - y k 2 +1 = 0 ; S.S.: 4 y 3 = 21 x 1

,dx. 2 dx 4
x{- r > + y - r = *ydy dy

R pta: S.G.: 3y = k (1 + k x y ) ; S.S.:12xy = —1

22) ^ ) J - 2 j A ! + 4 , ! = 0
dx dx

R pta: S.G.: x 2 = 4A r(y-8¿2) ; S.S.: 8y 3 = 27x4

4x5(— )2 + 12x4y — + 9 = 0 
dx dx

R pta: S.G.: x 3(2ky-X)  = k 2 ; S.S.: x 3y 2 =1

4 + i
dx dx

R pta: S.G.: (£ + 1) ( y - k x )  = 1 

S.S.: 4(x + y ) 3 = 2 7 x 2

4 ^ - 2 4 ^ . 0
ax dx

R pta: S.G.: kx = y 2 + k 2 ; S.S.: x = ± 2 y
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CAPÍTULO III

3 .  A P L I C A C I O N E S  D E  L A S  E C U A C I O N E S  

D I F E R E N C I A L E S . -

3.1. PROBLEMAS GEOMETRICOS.-

Consideremos una curva C descrita por la ecuación

C : F (x, y) = 0

y tomemos un punto P0 (x0 , v0 ) de la curva C

y la ecuación de la recta tangente es: L, : y ~ y 0 = JV<> (*“ *<>)

La pendiente de la recta normal es: mL
1 ____ 1_

mL, y '  0

y la ecuación de la recta normal es:
1

l n -y ~ y o = — r ( x ~ x  
y  o

... ( 2)
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ahora calculamos el punto de intersección de la recta tangente con el eje x.

Sea A & L t n  eje x  => >■ = (), de la ecuación de la tangente se tiene:

v
-yo = y'o(x ~ xo) => *  = * 0 — r  dedonde A(xo —

yo y o

También calcularemos el punto de intersección de la recta normal y el eje x.

Sea B e L N n  eje x  => y  = 0 ,  de la ecuación (2) se tiene:

-J o  = — \ - ( x ~ xo) => x = xo+>'o>; 'o dedonde B(xQ+ y Qy [ , 0)
J o

La longitud del segmento de la tangente entre el punto P0 y el eje x es L r -  d(A,  P)

La longitud de la sub tangente es la proyección del segmento tangente AP0 sobre el eje x 

es decir:

La longitud del segmento de la normal entre el punto P,¡ y el eje x es: L N = d(B,  P0) 

l n =\¡(.xo ~ ( xo + yoy'o))2 + ( j o - ° ) 2 = v0 V1 + >’’o2

La longitud de la sub normal es la proyección del segmento normal BP0 sobre el eje x,

es decir _________________ __________________________________

LSn  = d( C ,B )  = -J(.Vq + y 0y  '0 — ) + (0 — 0) = y 0y  0

Generalizando estas longitudes en cualquier punto p(x,y) de la curva 

C: F (x,y) = 0 se tiene:
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LT = ^ l  + y ' 2
y

= longitud de la tangente

l s t = — = longitud de la sub tangente
y

LN = y j l  + y ' 2 = longitud de la normal

l s n  = > y = longitud de la sub normal

para el caso en que la curva está dado en coordenadas polares. Consideremos la curva: 

C: r = f  (0) y P (r ,0) 6 C entonces:

tg a  = r —  , donde a  es el ángulo comprendido entre el radio vector y la parte de la 
dr

tangente dirigida hacia el origen de la curva.

r tg a  = r 2 —  , es la longitud de la sub tangente polar. 
dr

re tg a  = —  , es la longitud de la sub normal polar

r sen a  = r 2 — , es la longitud de la perpendicular desde el polo a la tangente.
ds
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ds = yj(dr)2 + r2(dQ)~ = ^ r 2 + ( ^ ^ ) 2 dQ es un elemento de longitud de arco.

r 2dQ
, es un elemento de área.

a. PROBLEMAS RESUELTOS

©  Hallar la ecuación de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre el 
eje Y, y el punto de tangencia, queda dividido en dos partes iguales por el eje de las X.

Solución

En el A M A P rectángulo se tiene:

•S0 ' “  =» <S6 = f  

2
2 vtg 0 = — , además se tiene 

X x

dy
—  = tg 0 de donde 
dx

i íS rrn o n -au e  w
dy 2 y  dv .  . . , Cdv f2  dx , .  „ 2
—  = —  => —  = 2dx integrando I—  - I------- ve  => ln y  = 21nx + c => y  = Kx
dx x  y  J  y  J  x

©  Hallar la ecuación de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre el 

eje de las x y el punto de tangencia, está dividido en dos partes iguales por el eje de las y.

Solución

En el A M A P se tiene:

« AP y  tg 0 = —  = —
MA 2x

y
Como tg 0  = —  

2x
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. , , dv _ dy y  dy dx . , .Ademas —  = tg 0 => —  - —  => —  - —  , integrando se tiene: 
dx dx 2x y  2x

i In x  2 isln y  = -----+ c => v = Kx
2 ■

^3^ La tangente en cualquier punto de una curva y la recta que une ese punto con el origen 

forman un triángulo isósceles con base en el eje de las x. Hallar la ecuación de la curva 
sabiendo que pasa por el punto (2,2)

Solución

Como Ln _L Lt tg a .tg 0  = - l  => tg 0  = - c t g a  = - —
x

además —  = tg 0 = - c í a  => —  = — —, de donde 
dx dx x

—  + —  = 0 ,  integrando ln xy = lnk, es decir: C: xy=k
x  y

^ 4 )  Hallar la ecuación de una curva tal que, si en un punto cualquiera de ella, se trazan la 

normal y la ordenada, el segmento que ambos interceptan sobre el eje de las x es una 
constante a.

i
k Y

L

/ | y \

s á \ i  ' A  t

y  0
a  \  X

Se conoce que —  = tg 0  = ± c tg a  para c tg a  = —
dx v
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, dy , dy a , , ,
Luego —  = ± c tg a  => —  = ± — , de donde

dx dx y

©
y d y  = ± a d x  integrando se tiene: y ~ ± 2 a x  = c

Hallar una curva para la cual el área a Q, limitada por la curva, el eje OX y las dos 
ordenadas.

-> y
x = 0, x = x, sea una función dada de y: Q = a~ ln —

Solución

Y i k
y = f(x)

r "
Q

0 X = x X

? yy  dx = a ln —; derivando se tiene:

y  = a

dy 
dx 

2 a _

y
a

y  =
a 3 dy 
ay dx

2 2  2, a , n . a a
entonces: d x ---- — dy  = 0, integrando se tiene: x h -----= c => —  = c — x

y~ y  y

de donde y  = ------  (hipérbolas)
c - x

( ? )  Demostrar que la curva, que posee la propiedad de que todas sus normales pasan por un 

punto constante es una circunferencia.
Solución

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 

c(h,k) = c (0,0).

dy
Sea LN: y = bx, donde m LN, además mLt  = —  y

dx
como LN JL LT, entonces:

1
mLx  = -

dx , . , dx
—— = ------es decir que b = -------- ,
mL, dy dy
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©

como y = bx b = — de donde — =
.v x  dy

x * + y~ = R

y dx + x dx = 0 integrando

Hallar la curva para la cual, la razón del segmento interceptado por la tangente en el eje 

OY, al radio vector es una cantidad constante positiva.

Solución

Por dato se tiene: —  = c La ecuación de la recta
d 1

tangente es: L, : y  -  y Q = m(x - x 0) , de donde

'ñ— ► Lt : y  = y  (.v0 )x -  y'  (x0 )x0 + y 0

para x = 0 se tiene d ] = y 0 -  y  (-v0 ) .r0 además d 2 =y¡xo + >’o * luego :

y¡,  -  v  '( a '0 )x() . y - y ' x
¡= ^ -  = c , generalizando se tiene: - = c

y j x o + y o  y j x 2 + y 2

y - x y '  =  C y j x 2 + y 2 => ( c ^ x 2 +  v 2 - y ) d x  +  x d y  =  0

Sea y = ux => dy = udx + xdu

(csjx1 + u2x 2 -  ux)dx + x(udx + xdu)  =  0 ,  para x ^  0

(cVi + U2 - u)dx  + udx + xdu = 0 => c\l\  + u 2dx + xdu = 0 , separando las variables.

• — + —= ^L =  = 0 integrando cln(.v) + ln(u + Vi + ‘ ) = ln A'

ln
_____ _____ Íj2 2

xc(u + Vi + h2 ) = ln k => xc(u + yfl + u 2 ) = k  , de donde : xc(— + — ----- — ) = i

I 2 2 , l-cv + \Jx + y  = kx V-v2 t- v2 = kx{ c -  y  , elevando al cuadrado
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x 2 + y 2 = k 2x 20 c)—2kvx' c + y 2 , de donde y = — kxl c -  — x 1+c
' 2 k

(^8) Hallar la línea para la cual la subnormal en cualquier punto sea a la suma de la abscisa y 

la ordenada como la ordenada de este punto es a la abscisa.

Solución

Sea P (x,y) un punto cualquiera de la línea.

dy
La subnormal en el punto P(x,y) es y

dx

Luego de acuerdo a las condiciones del proHlema se tiene:

dy
x —  = x  + y  => (x + y)dx -  x dy = 0 

dx

xdy -  ydx = xdx de donde
xdy  -  ydx dx

y dx y
d(—) = —  integrando — = ln(xc) => y  = x  ln(xc)

x x x

Hallar la línea para la cual la distancia que media entre la normal en cualquier punto suyo 

el origen de coordenadas y la que media entre la misma normal y el punto (a,b) están en 

razón constante e igual a k.
Solución

S e a L ,: y  = mx + A => mLN : y  = ------ ve
m

Y ÁV

Lt

> ^ y = f(x) (a,b)

y / i
/  /

/  /

:<V  d2 /

\  ....^
0 x ln X

d] = j .. Cl _  y d2
1 +  -

, , a| b H-------c |
m

1 +
m

condición del problema: —  = k  de donde d ] = kd2 considerando c positivo 
d'i
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(b + ------ c)
• c  , a  x x  xse tiene: - = k — , ■ => c = k(b-\------ c) como y  = -1-c  => c = y -¡— •

1 m ' m ' m
1 +  -

m

T X l ,L a X ^Luego: y-i—  = k(¿h------ y ------)
m m ' m

my + x = k (bm + a -  my -  x) => [ak -  (k + 1 ) x] + [kb -  (k + 1 ) y] m = 0

[ a k - ( k  + 1)jc] + [¿¿> - ( / :  + 1)>']—  = 0 => [ak -  (k + 1) x] dx + [kb -  (k + 1) y] dy = 0
’ dx

k + 1 2 >7 k + 1 iintegrando: akx -  ■ ■ - x  + k b y ---- — y  = c¡

2 2 2kx  + v - -  ■■■ (ax + by) = c 
' k  + 1

Hallar la curv a que posee la propiedad de que la magnitud de la perpendicular bajada del 

origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto de contacto.

Solución

Por dato del problema se tiene: d = x 0

adeímás m Lt\ = / ( * 0 ), y la ecuación de la 

recta tangente es: L r . : y - y 0 = mLt(x  -  x,,)

w Es decir: t :xy ' (x0) -  y  + y ü -  .yx0. / ( x 0) = 0 
Lt\  X

,1(1) t ,) 1 A° ^ „ por condición del problema se tiene: d(0,  L,) = x Q

yj[y'(xo ) f + 1

I . V q  - ^ q J ' ( j c 0 ) I

■Ji+[yX*o)]2

generalizando en cualquier punto

j y - x y  ! 

>/l +-(.v ')2
| y - x y ' \ = y l l  + (y ' )2x
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y 2 -  2xyy'+x2y ' 2 = x 2 + x 2y ’2 de donde y 2 - x 2 -2 x y y '=  0 = > (y 2 - x 2 )dx - 2xydy  = 0 

Sea y = ux => dy = udx + xdu

(u2x~ -  x 2 )dx -  2x~u{udx  -  xdu) = 0 para x *  0

2 2 2 (u -  \ )dx - 2 u  dx -  2uxdu = 0 => - ( u  + l)dx — 2uxdx = 0, separando las variables.

dx 2udti „ . . , , . 2 , -
—  + — ---- = 0 integrando In x + ln(w +1) = ln k
x u +1

K , i F *. < > l4'a 1 +■ x i i   ̂y í “t f i —- ( i =  ! -{ { í •• '

de donde se tiene: lnx(w2 +1) = ln k x(ii2 +\) = k

• y  i 7' 2reemplazando u se tiene: x(--h 1) = £ => x ~ + y ~ = k x
x 2

11) Dada la figura adjunta, determinar todas las curvas para las cuales PR  es tangente y 
al mismo tiempo es QR ortogonal al radio vector OP

Solución

tg a  = — =í> R Q - . y - ------- ( x - x )  = — ( x - x )  => y - - — ( x - x )
x ' tg a  y  x
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RO a  eje v = >  x  = O y  = :— =
y

2
de (1) y (2) se tiene: OT  = ——

yy'

T : v -^ o  = / ( * - * o )

7" a  eje y  => x  = O => OR = y  — x y '

OR= —
y

-  (2 ) 

-  (3)

(4)

de (2) y (4) se tiene: —  = y - x y '  => (x 2 -  y 2 )dx + xvdy  =  O
y

Sea y = ux => dy = udx + xdu

( x 2 - u 2x 2)dx + x 2y ( u d x  + x d u )  = 0 => (1 - u 2 )dx + u 2dx + xudu = O

dx + ux du = O => —  + udu = O , integrando ln x  + —  = c => ln x 2 + = k
x  2 x 2

Calcular la curva para la cual la longitud de la porción de la normal comprendida entre la 

curva y el eje X es proporcional al cuadrado de la ordenada.

dy 1 2 2= dx integrando —ln |ky + yjk y  + l \ = x  + c 
k

V a - V  +  1
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Iy + ^Jy2 +j 2  l= * + c i => l n ¡ y + ^jy2 + j r l = k x +tei  => y + J y 2 + ~~r = Ae>~'

PRO BLEM A S PRO PU ESTO S.

La normal en el punto p(x.y) de una curva corta el eje de las x en M y al eje de las y en 

N. Hallar la ecuación de las curvas para las cuales p es el punto medio de MN.

2 2 ,  R pta . y  -  x  -  k

©  Determinar una curva tal que si por un punto M de ellas se traza la tangente MA a la
para]

2  P

r 2
parábola y  = 2 p x , \ a  tangente MT  a la curva buscada es paralela a OA.

R pta.
.Y = CO| C+ 3

3co J dv, (0 = —  
cof' 2 p  ) p dx

y  = — \ C H---- -r-  + —
‘ 3toJ J <0

©  El eje de las x, la tangente y la ordenada en cada punto de una curva forman un
triángulo de área constante k. Hallar la ecuación de la curva, obteniendo los valores 

correspondientes de k y de la constante de integración, suponiendo que pasa por los 

puntos (0,4) y (1,2). R pta . y + xy -  4 = 0

©  Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1,2) y tal que la tangente en un

punto cualquiera p y la recta que une este punto con el origen determinan el
2 2ángulo complementario con el eje de las x. R p ta . y  — x  = 3

( ? )  La parte de la normal comprendida eñtre el punto p (x,y) de una curva y el eje de las
2 2 2

x tiene una longitud constante k. Hallar la ecuación de la curva.R pta. y  + ( x - c ) = k~

( ó )  La normal en el punto p (x,y) de una curva corta al eje de las x en M y al eje de las y en

N. Hallar la ecuación de las curvas, para las cuales N es el punto medio de PM.

R pta. y~ + 2x" — k

©  Las normales en todo punto de una curva pasan por un punto fijo. Hallar la ecuación de
2 2la curva. R pta . (x - h ) + ( y - k )  = R
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( ^ )  Hallar la ecuación de una curv a, tal que el área comprendida entre la curva, el eje de las

x, una ordenada fija y una ordenada variable, sea proporcional a la diferencia entre estas
X

ordenadas. R pta . y  =  A e k
-HJ3 uno SÍ» si s  (Üjs) ' (O.i.-; *# m M  '.Mtóoiq b  it

©  El área del sector formado por un arco de una curva y los dos radios que van desde el 

origen a sus extremos, es proporcional a la diferencia de esos radios. Hallar la ecuación 

de la curva. R pta. (\G + c) + 2k  = 0

@  El arco de una curva es proporcional a la diferencia de los radios trazados desde el origen
0 4- C

a sus extremos. Hallar la ecuación de la curva. R pta . ln( Q = y.--.. ■■■—
V F + i

(T i) El área limitada por y = f(s), el eje de las x, y dos ordenadas es igual al producto de

las ordenadas. Comprobar que f(x) = 0 es la única solución.
■ .1 ■ - !.’ ■ >¡3 I ■ ■ o: . - . . > I.

El área limitada por el eje de las x, una curva y dos ordenadas es igual al valor medio 
de las ordenadas multiplicado por la distancia entre ellas. Hallar la ecuación de la curva.

R pta. y  - y 0 = c(x  -  x 0 ) ,y  = y 0

(T3) Hallar la línea que pase por el punto (2,3) y cuya propiedad sea la siguiente: el segmento

de cualquier tangente suya comprendido entre los ejes de coordenadas se divide en dos

partes iguales en el punto de contacto. R pta. xy = 6

( m ) Hallar la ecuación de una curva tal que la suma de los intersectos de la tangente

en cualquier punto es una constante k. R pta. y = ex + kc

@  La tangente a una curva en cualquier punto, forma con los ejes de coordenadas
ck'

un triángulo de área 2k. Hallar la ecuación de tal curva. R pta. y  = ex ± ....... -
Vl + c2

©  Por cada punto de una curva se trazan paralelos a los ejes para formar un rectán ilo

con dos lados sobre los ejes. Hallar la ecuación de la curva sabiendo que 1 da 

rectángulo de esta clase queda en dos partes cuyas áreas son el doble una de la otra.

R pta. y 2 = ex ó x~ .= cy
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©  Hallar la ecuación de la curv a cuya normal en cualquier punto pasa por el origen.

*> 2  7
R pta. x  + y  = c

^ 8 )  Si el producto de las distancias de los puntos (-a,0) y (a,0) a la tangente de una curva

en cualquier punto en una constante k. Hallar la ecuación de dicha curva.

R pta. y  = ex ± -Jk + (k + a 2 )c

^ 9 )  Hallar una curva que pasa por el punto (0,-2) de modo que el coeficiente angular de

la tangente en cualquier de sus puntos sea igual a la ordenada del mismo punto,

aumentada tres veces. R pta . >’ = - 2 e

(20) Hallar la línea que pase por el punto (2,0) y cuya propiedad sea la siguiente: el segmento

de la tangente entre el punto de contacto y el eje de ordenadas tiene la longitud constante

e igual a dos. R pta. y  = \ 4 - x  +21n

( 2T) Hallar la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier punto es n

veces mayor que la pendiente de la recta que une este punto con el origen de coordenadas.

R pta. y  = kx"

( 22) Hallar todas las líneas para las cuales el segmento de la tangente comprendida entre 
el punto de contacto y el eje de las abscisas se divide en dos partes iguales en el

punto de intersección con el eje de ordenadas. R pta. parábolas y~ = ex

(23) Encontrar las curvas cuyas subnormales son constantes. R pta. y 2 = 2 kx + c

(24) Hallar todas las líneas para las cuales la subtangencias sea proporcional a la abscisa

del punto de contacto. R pta. y k = ex

(25) Empleando coordenadas rectangulares, hallar la forma del espejo si los rayos que parten 
de un punto dado, al reflejarse, son paralelos a una dirección dada. R pta. y “ = 2ex + c
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( 26) Hallar la curva para la cual la longitud del segmento interceptado en el eje de

ordenadas por la normal a cualquiera de sus punto, es igual a la distancia desde este

1  ̂ 1punto al origen de coordenadas. R p ta . y  = — (cx~ — )
2 c

© oinoíti nti íib butigíioi sí aL íVvíoíj .'•> au ¡ r  r. < tswiri el leííisH df.j
Hallar la curva para la cual el producto de la abscisa de cualquiera de sus puntos por la

magnitud del segmento interceptado en el eje O y por la normal, es igual al duplo del
. . 2 4cuadrado de la distancia desde este punto al origen de coordenadas. R pta . x~ + y~ = ex

(28) Hallar la línea que pase por el punto (a ,l)  y cuya subtangente tenga la longitud

..  e ( x - a )
constante a. R pta . y  = -------------

9
¿^bülignol 3b síntp s.I

(29) Hallar la línea para la cual la longitud de la normal sea la magnitud constante a.
1 -> 2R pta. (x - c )~  +y~ = a

' !(30) Hallar la curva cuya tangente forma con los ejes coordenadas un triángulo de
2 2área constante S  = 2a . R pta . xy = ±a

( 3 ^  Hallar la línea para la cual la suma de las longitudes de la tangente y de la subtangente en

cualquier punto suyo sea proporcional al producto de las coordenadas del punto de

contacto. R pta. y  = — ln | c(k2x 2 -1 )  |
k

(32) Hallar la curva por la cual el segmento de la tangente comprendido entre los
2 2 2

ejes coordenadas tiene una longitud constante a. R pta. x 3 + y 3 = a 3

(33) Encontrar la curva que pasa por el punto (1,2) cuya normal en cualquier ( ito
2 2(excepto en x = 0) se biseca por el eje x. R pta . y  + 2x~ = 6

(34) Hallar una curva que pase por el punto (0,1) y que la subtangente sea igual a la sun¡ de
X

las coordenadas del punto de contacto. R p ta . y  = e y
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(35) En todo punto P en una curva, la proyección de la normal sobre el eje x y la abscisa de 

P son de longitud igual. Encontrar la curva que pasa por un punto (2,3).

„  , 2 2 - , 2 2 , ,Rpta. y  - x  = 5 o x  + y  = 13

(36) Hallar la línea para la cual el cuadrado de la longitud de un segmento recortado 

por cualquier tangente del eje de ordenadas, sea igual al producto de las coordenadas del

¥punto de contacto. Rpta. x  = ce ' y

37) Hallar la curva, sabiendo que la suma de los segmentos que intercepta la tangente a

la misma en los ejes de coordenadas es constante e igual a 2a. Rpta. y  = (\¡2a ± V x)2

( 38) La suma de las longitudes de la normal, y de la subnormal es igual a la unidad. Hallar la
2 —xecuación de la curva, sabiendo que esta por el origen de coordenadas. Rpta. y  - \ - e

(39) Encontrar la curva en el punto (0,2) tal que la proyección de la tangente sobre el eje

x siempre tenga la longitud 2. Rpta. y"  = 4e

40) Hallar la curva, para la cual, ángulo formado por la tangente con el radio vector del punto

de contacto es constante. Rpta. r  = c é ' v

(41) d a l l a r  la línea por la cual la ordenada inicial de cualquier tangente es igual a la

subnormal correspondiente. Rpta. x = y ln (cy)

(42) Encontrar la familia de curvas que tienen las siguientes propiedades: la perpendicular del
. . . .  2 2origen a la tangente y abscisa de tangencia son de igual longitud. Rpta. x  + y  = ex

( 43)  Encontrar la curva que pasa por el punto (2,1) tal que la intersección del eje X

2—<—)
con la tangente es el doble de la ordenada del punto de tangencia. Rpta. y  = e  -v

(44) Hallar la curva, sabiendo, que el área comprendida entre los ejes de coordenadas, 

esta curva y la ordenada de cualquier punto situado en ella, es igual al cubo de esta
2 .

ordenada. Rpta. 3y  - 2  x  = k
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(45) Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta la tangente en el eje OX, es igual
9 0 . 9

a la longitud de la propia tangente. R pía. x~ + ( y  - b )~  = h~

( íó )  Hallar la línea para la cual la ordenada inicial de cualquier tangente sea dos

unidades de escala menor que la abscisa del punto de contacto. R pta. y = ex -- x !n jxj - 2

^ 7 )  Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente, comprendido entre los ejes de

coordenadas se divide en dos partes iguales por la parábola y 2 = 2 x . R pta. y 2 + 16.v = 0

(48) Encontrar las curvas para las cuáles cada normal y sus intersección con x tiene la

misma longitud. R pta. x 2 + y 2 = ex

/-"v
(49) Hallar las curvas en el plano XY para las cuales, el segmento de cada

tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, es bisecado por el punto de 

tangencia. R pta. xy = c

(50) Hallar las curvas en el plano XY para las cuáles, la pendiente de las normales en todos 

sus puntos es igual a la razón de la abscisa a la ordenada. R pta. xy = c

51j Hallar la línea para la cual la longitud de su normal sea proporcional el cuadrado de la

ordenada. El coeficiente de proporcionalidad es igual a k. R pta. y  = — [ek'~c + e +° ]
2 k

52) Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de sus puntos es igual a la d.siancia
•) 9 f 9

desde este punto hasta el origen de coordenadas. R pta . y* -  x  =  c ó x~ + : ~ = c:

Hallar la línea para la cual el área comprendida entre el eje de abscisa, la misn línea 

y dos ordenadas una de las cuáles es constante y la otra variable, sea igual a la r ación 

del cubo de la ordenada variable a la abscisa variable. Rpta. (2y~ — x~ Y = cx '

54) Hallar la ecuación de las curvas que corta al eje de abscisas en X = 1 y que tiene

la siguiente propiedad: la longitud de la subnormal en cada punto de la curva es igual al

promedio aritmético de las coordenadas en este punto. Rpta. (x + 2y )(x -  y )‘ = 1
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55) Una curva que se halla en el primer cuadrante pasa por el punto A(0,1), si la 

longitud del arco comprendido entre A(0,1) y un punto de la curva p(x,y) es 
numéricamente igual al área limitada por la curva, el eje X, el eje Y y la coordenada del

ex + e~xpunto p(x.y). Encontrar la ecuación de la curva. Rpta. y  = ------------

(56) La normal en cada punto de una curva y la recta que un dicho punto con el origen

de coordenadas forma un triángulo isósceles cuya base está en el eje de abscisas. 

Hallar la ecuación de la curva. Rpta. x  -  y~ = c

r! %nu:- /  m n  f ia b a n  laini \  fcrrnon .■■•■'■'.u'} ¡¿e! «nfitf ¿B'rtuo kbI w iláoan.l 

(5^) Hallar la ecuación de la familia de curvas en el plano XY de tal manera que el triángulo

formado por la recta tangente a la curva, al eje de las abscisa y la recta vertical que 
pasa por el punto de tangencia siempre tiene una área igual a la suma de los cuadrados de

2 x  + 4 v
las coordenadas del punto de tangencia. R pta. ln cy = —¡ =  arctg( ,—' )

V I5 V15.r

(58) Hallar la curva para lo cual el segmento de tangente comprendida entre los ejes
O

coordenados se divide en partes iguales por la parábola y~ = 2x . R pta. y"  + 16x  = 0

Hallar la línea para la cual el área del rectángulo construido sobre la abscisa de cualquier 
punto y sobre la ordenada inicial de la tangente en ese punto es una magnitud constante

2

e igual a ( a 2). Rpta. y  = ± ------1- xc
2x

^ 0 )  Encontrar la ecuación de una curva tal que si se traza una normal en un punto M

cualquiera de ella encuentra al eje x en el punto P, y la línea que une los puntos medios de

MP  describe una parábola de ecuación y 2 = 36x.

61) Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1,0) y goza de la siguiente 

propiedad: “si por un punto cualquiera P de ella se traza la tangente geométrica y la 

normal respectiva, la tangente corta el eje Y en T y la normal corta al eje x en N resulta
.  ~) ' 2

TN perpendicular a, OP, siendo O el origen de coordenadas. R pta. x  + y  = x
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Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2,1) y para la cual el área del 

triángulo que forma el eje X de abscisas, la tangente a la curva en cualquiera de los 
puntos y el radio vector de dicho punto, sea constante e igual a 4 unidades cuadradas.

4
R pta. x  = — - 2  y

y

(ó í)  Determinar la ecuación de una curva que pasa por (1,1) y tenga la siguiente propiedad: 
por un punto P de ella se traza la recta tangente y la recta normal de modo que la primera 

corta al eje de las y en el punto A y la segunda al eje de las X en el punto B. 

cumpliéndose la siguiente condición O A = O B , donde O es el origen de coordenadas.

2 “> y
R pta. ln( x + y~) + 2 arctg — = c

x

(64)  Supongamos que un halcón H, se encuentra en el punto (1,0) y divisa una paloma Q en el

origen volando en dirección del eje Y, con una velocidad V, el halcón vuela 

inmediatamente en dirección de la paloma con una velocidad w = 2V ¿Cuál es la 

trayectoria que debe seguir el halcón y en que punto alcanzaría a la paloma?

x  x  ~ ~~ 2a 2a
R pta. y  = (—).(—)2 ~(a x)2 h-----ecuación trayectoria (0,— ) es el punto pedido.

3 a 3 3

(65) Determinar la ecuación de la familia de curvas que gozan de la siguiente

propiedad: El área del trapecio por lo ejes coordenados, la tangente en un punto 

cualquiera de la curva y la ordenada del punto de tangencia sea siempre igual a, b 

unidades cuadradas. R pta. 3(ex3 -  xy) = 2b

(ó?) El triángulo formado por la tangente a la curva, el eje de las abscisas y la recta vertical

que pasa por el punto de tangencia siempre tiene un área igual a la suma de los cu; rados 

de las coordenadas del punto de tangencia.

(67) El área del triángulo formado por la tangente a la curva, el eje de abscisas y la noi 1 a la

curva es igual a la mitad del valor de la abscisas de intersección de la recta tangen i

(ó8) La normal en cada punto de una curva y la recta que une dicho punto con el origen de

coordenadas forma un triángulo isósceles cuya base está en el eje de abscisas. Hallar la 

ecuación de la curva.
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69) Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (3,5), que tiene la siguiente 

propiedad: “La normal en cualquiera de sus puntos y la recta que une el punto 
considerado con el origen de coordenadas forman un triángulo isósceles con base en el eje 

de abscisas” . Rpta: y 2 - x 2 = 16

70) Sea una curva C en que la tangente y la normal de la curva C en un punto P(x,y) corten al 

eje X en A y A ] y al eje Y en B y respectivamente. Además considere el punto E 

(x,0) y 0 el ángulo que forma AP con el eje X. Considere a los segmentos como distancias 

dirigidas. Determine la ecuación de la curva si el área del triángulo °EA, es igual a una

constante k. R p ta: y 3 = 6kx+c

71) Hallar la curva cuya propiedad consiste e r  que el producto del cuadrado de la distancia

entre cualquiera de sus puntos y el origen de coordenadas por el segmento separado en el 

eje de las abscisa de ese punto. Rpta: y 4 + l x 2y 2 = c

72) Encontrar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2, 4) y es tal que: “La abscisa del 

centro de gravedad de la figura plana limitada por los ejes coordenados, la curva y por la

3
ordenada de cualquiera de sus puntos, sea igual a — de la abscisa de este punto” .

4

Rpta: y  = x 2

73) Encontrar la ecuación de una curva tal que si se traza una normal en un punto M 

cualquiera de ella encuentra al eje X en el punto P, y la línea que une los puntos medios
X

----  2 2de M P describe una parábola de ecuación y  = ax Rpta: y  =a x  + a +c¡ea

( 7 4 )  Encontrar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1 ,3 )  para la cual: “La ordenada
PN de cualquier punto P(x,y) corta a la recta 2x + y -  10 = 0 en un punto Q y si sobre PN 

tomemos un punto M tal que PM = NQ entonces la recta OM resulta paralela a la recta 

tangente a la curva en P” . Rpta: y = 2x ln x + 10 -  7x

( 75) Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (4, 8) y es tal que: “La tangente de la 

curva en un punto P(x, y) cualquiera de ella corta al eje X en un punto M equidistante del

x 2 16
punto P y del punto A(0,4)”. R p ta : ------- i-----+ y  = c

y y
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( 7 ^  Se dá un punto sobre el eje Y. M (0,b); se pide calcular la ecuación de una curva que goza

de la siguiente propiedad: “Si un punto P(x,y) cualquiera de la curva, se traza una

tangente a la curva, esta corta al eje X en el punto R. que equidista de M y P, además la

,  - , lA + b2
curva pasa por el punto (7,5). Rpta: x  + y  + bL = y(— - — )

(7 7 ) Hallar la ecuación de las curvas para las que el radio de curvatura proyectado sobre el eje
X, es el doble de la abscisas. Haga el correspondiente gráfico.

R pta: y = — J x ( c \ - x ) + — a rc tg J  - + c 2 
c, c, \ c \~ x  '

(78) Si X(t )  = j \ í - s ) e ~(f_sV ífc  . Calcular el valor de: X " ( t )  + 2 X ' ( t )  + X( t )

Determinar la curva tal que:

a) Cuya subnormal es la media aritmética de la abscisa y la ordenada del punto de ésta

curva. Rpta: ( y - x ) 2 (x+ 2y) = c

b) Cuya subtangente es la media aritmética de la abscisa y la ordenada del punto de

ésta curva. R pta: (y - x ) 2 =ky

Hallar la curva para la cual el segmento de tangente comprendida entre los ejes 

coordenadas se divide en partes iguales por la parábola y 2 = 2 x . R pta: y 2 + 16x = 0

a) Graficar y hallar la ecuación diferencial de las curvas tales que la tangente en un

punto cualesquiera M forme un ángulo 0 con el eje OX y que se verifique

0 -  <|) = —, siendo (|) el ángulo que Om forme con OX.
4

b) Resolver la ecuación diferencial hallada en (a).

c) Hallar, partiendo de la ecuación diferencial, la relación entre el radio de curvatura en

M y OM.
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Sea Q el punto de corte de la tangente a una curva en P(x,y) y el eje Y. Si la 

circunferencia cuyo diámetro es QP pasa por un punto fijo F(a,0). Hallar la ecuación y 

resolver. Graficar.

La normal en un punto P de una curva encuentra al eje X en Q. Encontrar la ecuación de 

la curva si pasa por el punto (0,b) y si el lugar geométrico del punto medio de PQ  es 

y 2 = k x .

Sea A el punto de corte de la tangente a una curva en P(x,y) y el eje Y, si la 

circunferencia cuyo diámetro es A P , pasa por un punto fijo (a,0). Hallar la ecuación de la 

curva.

3.2. TRAYECTORIAS ORTOGONALES.-

Consideremos una familia de curvas planas.

f ( x , y , c )  = 0

donde cada valor del parámetro c representa una curva.

Los problemas que se presentan en los campos tales como Electrostática, Hidrodinámica 

y termodinámica es de encontrar una familia de curvas que dependen de un parámetro k.

g ( x , y , k )  = 0 ... (2 )

Con la propiedad que cualquier curva de (1) al interceptar a cada curva de la familia (2) 

las rectas tangentes a las curvas sean perpendiculares.

a las familias de las curvas (1) y (2) se denominan trayectorias ortogonales.
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O bservación. Como ejemplo veremos los casos siguientes:

(T )  En el campo Electrostático, a una familia de curvas se denomina curvas Equipo
tenciales y la otra familia de cun  as denominan líneas de fuerza.

©  En el campo Hidrodinámico, a una familia de curvas se denomina curvas de 
potencial de velocidad y otra familia se denomina líneas de corriente o líneas de 
flujo.

(T )  En el campo Termodinámico a una familia de curvas se denomina líneas isotermas 
y a la otra familia de curvas denomina líneas de flujo de calor. Si se tiene la 
familia de curvas (1), para encontrar la familia de curvas (2), primero se encuentra la 
ecuación diferencial de la familia dada en (1) y despejamos y ' obteniendo.

y'=F¡¿c i »  ...(3 )

Como la pendiente de las trayectorias ortogonales debe ser la inversa negativa de la

-  ( 4)pendiente (3) es decir: y ' — — 1
F{x ,y )

Luego las trayectorias ortogonales de la familia dada se obtiene resolviendo la 

ecuación diferencial (4).

a. Ejem plos

( ? )  Encontrar las trayectorias ortogonales de todas las parábolas con vértice en el origen y 

foco sobre el eje X.
Solución

La ecuación de la familia de parábola es de la forma: y '  = 4 px  , p * 0

—  = 4 p  diferenciando se tiene: —Y1 -v dx - q ^  2 x d y - y d x  = 0
x  x

dv Y . , dy 2x
—  = —  y la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales son: —  = ------de
dx 2x dx y

. . v2
donde 2xdx  + y d y  = 0 resolviendo esta ecuación diferencial se obtiene jc~+ - — = c ,

c ^  0 luego las trayectorias ortogonales a la familia de parábolas son las elipses de centro 
en el origen.
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©

©

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias de centro en el 

origen de coordenadas.

Soiüdón

La ecuación de la familia de circunferencias de centro en el origen es de la forma: 
x 2 + y 2 = c , su ecuación diferencial se obtiene diferenciando.

se tiene x dx + y dy = 0
dy
dx

x
V

y la ecuación diferencial de las trayectorias

ortogonales es —  = — resolviendo esta ecuación 
dx x

se obtiene:
dy dx

ln y = ln kx => y = kx,

Luego las trayectorias ortogonales a la familia de 

circunferencias son la familia de rectas y = kx.

Encontrar las trayectorias ortogonales de todas las hipérbolas equiláteras de centro en el 

origen de coordenadas.

Solución

. , 2 2La ecuación que corresponde a una familia de hipérbolas es: x  - y  = c,  c *  0, su 

ecuación diferencial se obtiene diferenciando a la ecuación, xdx - ydy = 0 de donde

—  = — , y la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es:
dx y
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dy x  dv dx , ,
—  = — => —  + —  = ln& ,
dx y  y  x

de donde ln yx = ln k => xy = k ecuación de la familia de las trayectorias ortogonales.

( 7 )  Encontrar las trayectorias ortogonales de las circunferencias que pasan por el origen 

con centro en el eje X.

Solución

La ecuación que corresponde a esta familia de circunferencias es: x 2 + y 2 = c x ,  su 

ecuación diferencial se obtiene diferenciando a la ecuación

d y  ■) d y  y 2ll̂ x ~  .
2xy—  = y  - x  => —  = ---------- y la ecuación diferencial de las trayectorias

dx dx 2 xy

, dy 2 xy
ortogonales es: —  = —------—

dx y  - x
resolviendo esta ecuación

2 2

2 x y d x - x 2dy = - y 2dy  => 2xycix x d} = - d y  => d( — ) = - d y  integrando se tiene
y  y

x 2 '
—  - - y  + k  => x 2 + y 2 = ky ecuación que corresponde a las trayectorias ortogonales
y

que son circunferencias con centro en el eje Y.

b. E JE R C IC IO S  PRO PU ESTO S.

©  Encuéntrese la trayectoria ortogonal que pase por (1,2) de la familia x 2 + 3y~ = cy

R pta: y 2 = x 2(3x + 1)
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©  Encontrar las trayectorias ortogonales de ax~ + y 2 = kx donde a es un parámetro fija y
. £

2 2 rk es una constante. R p ta : y  = c [ ( a -  2)x  — y  ], a # 2  ; y e y = c  para a = 2

©  Encontrar las trayectorias ortogonales de eos y -  acoshx = k senhx, donde a es una

constante fija y k es un parámetro.

• ( i )  Probar que las trayectorias ortogonales de y  = ln | tg(.r + sen x  + k)  | es 2 senh x  + t g ^  = c

©  Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas dadas.

2  ^a) y  = a x " , a es un parámetro R pta: x  + ny~ = k

b) x2 + ^ -  = a2 R p ta : y 2 = 2bx

c) x 2 - ^ -  = a2 R p ta: x y 3 = b

2  2  3d) x  - x y  + y  = c  R p ta: x  -  y  = k ( x  + y )

( ó )  Encontrar las trayectorias ortogonales, que pasan através del punto especificado, de

cada una de las siguientes familias de curvas.

a) y 2 = fc t,(-2 ,3) R pta: 2 x 2 + y 2 = 17

b) y 2 = x 2 +k y , (  1,-2) R pta: x 3 + 3xy2 = ]3

c) y 2 = 2 x  + \ + k e 2x , (o,e)  R pta: x  = y 2[ \ - \ n y ]

( l )  Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses con centro en (0,0) y

dos vértices en (1,0) y (-1,0) R p ta: x 2 + y 2 = 2 Ln(kx)

( ? )  Encontrar las trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas.
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a) (x  -  l )2 + y" + kx = 0 2 2 R pta: x  + y  -  1 = cy

b) 2 2 , / 3 x  = y  + ky R pta: 3x~ + y 2 = ex

c)
2 3 y  = ex R pta: 2x~ + 3y 2 = k~

d) ex + e y - c R pta: ey -  e x = k

e) y  = ce x R pta: y  = j 2 x  + k

f) y = tg x + c
_  x  sen 2x
R pta: y  = ------------------h

2 4

g) x 2 + 3 y 2 = ky R pta: y 2 - x 2 = ex3

h) y = k(sec x + tg x) R pta: y 2 = 2 ( c - s e n x )

( ? )  Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias que pasan por los 

puntos P(0.-3) y Q (0,0). Hacer la gráfica para ambas familias.
„2X

R p t a : -1-_y — 3 ln | 2_y + 3 |= c
2y  + 3 _ '

@  Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y  = x  t g (y  + k)

n  . 2 2 xR pta: x  + y  = ce

( í l )  Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas P 2 = k ( P sen 0 -  1)

(l2 )  Encontrar la ecuación de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
¿ 2

r = 4 a c o s 0 t g &  R pta: r 2 —
eos2 0 + 2sen2 O

( o )  La temperatura de una placa delgada está dada por T ( x , y )  = e 1 eosx .  Encontrar

la ecuación de las líneas de flujo de calor. R p ta: y = ln |sen x| + k

( 7 ^  Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencia que pasan por los
puntos (0,0) y (2,0). R pta: x~ +_y~ + ¿(1 -  x )  = 0
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( í ^  Hallar la ecuación de la familia de trayectoria ortogonales a todas las circunferencias

que pasan por el origen de coordenadas y cuyo centro está en la recta y = x.
9 1

Rpta: x~ + y"  = ( y - x ) k

(Tó) Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisface la

siguiente propiedad; la recta tangente a las curvas en cualquier punto P, es la bisectriz 

del ángulo determinado por la recta vertical que pasa por P y la recta que une P con

v2c
el origen de coordenadas. R pta: y  = + c

( í ^  Hallar el valor de “m” de modo que x m + y"'  +25 = kx iea las trayectorias ortogonales
2 2de las circunferencias x  + y  -  2cy = 25 R pta: m = 2

^ 8 )  Una familia de curvas goza de la siguiente propiedad: si por un punto cualquiera P(x,y),

de cualquiera de las curvas que componen la familia, se traza la recta normal, el segmento 

de normal comprendido entre los ejes coordenados tiene una longitud constante de 4 

unidades de longitud; se pide hallar la ecuación de la curva, que pasa por el punto 

(4,0) y es ortogonal a la familia de curva que se menciona.

^ 9 )  Hallar la ecuación de la familia de trayectoria ortogonal a la familia de curvas, que

cumple la propiedad “si por un punto cualquiera de las curvas de la familia, se trazan la 

recta tangente y normal a la curva, el área del triángulo formado por las rectas tangente y

kx2
normal con el eje Y es igual a —— donde k es la ordenada del punto, en que la tangente 

intercepta al eje Y.

(20) Demostrar que la familia de trayectorias de la familia ( x - y ) ( 2 x  + y ) 2 = k \ 6 con una

rotación de 90° en el origen está dado por (x + y ) ( x -  2y ) 2 = c y h .

(21) Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto P(2,l) y para la cual el área del

triángulo que forman el eje X, la tangente a la curva en cualquiera de sus puntos y el radio 

vector de dicho punto es una constante e igual a ku 2 .

Determinar una curva tal que si por un punto M de ella se traza la tangente MA a la
parábola y 2 = 2 p x , la tangente a la curva buscada es paralela a CA .
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(23)  Determinar una curva tal que si por un punto M de ella se traza la tangente MA a la 

parábola y 2 = 2 p x , la tangente M T  a la curva buscada es paralela a O A .

24) Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas definida por

O t - l ) 2 + y 2 +kx = 0

(25) Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia y  = x tg —(y  + k)

( 2 ^  Hallar la curva que pasa por el punto (1,1) y corta a las parábolas semicúbicas y  2 = kx 3

(27)  Encontrar las trayectorias ortogonales de y = ln tg(x + senx + k)

(2^  Hallar la familia de curvas ortogonales a la familia de circunferencia que pasan por el
origen y con centro en el eje Y.

(2^) Hallar las trayectorias ortogonales de la función de curvas C  : 2a y 2 = x ( x 2 + y 2 ) donde

a > 0 es una constante.

(3tí) Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y  = 2ax2 +1

(3 l)  Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas x 2 -  a y 2 =1

(3~2) Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas (- a  — x ) y 2 = x 2( x - 3 a )

(33) Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisfacen la siguiente

propiedad: “La recta tangente a una de la curva en un punto cualquiera P, es la bisectriz 

del ángulo determinado por la recta vertical que pasa por P y la recta que une P con el 

origen de coordenadas” .

(3^) Hallar la ecuación de las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisfacen la
propiedad: “Si por un punto cualquiera P(x,y) de una de las curvas se trazan la recta 

tangente y la recta normal a ella, entonces el área del triángulo formado por la recta

• • ytangente, el eje X, y la recta normal es siempre igual a ——
y
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Una familia de curvas goza de la siguiente propiedad: “Si por un punto cualquiera P(x,y), 

de cualquiera de las curvas que componen la familia, se traza la recta normal, el segmento 

de normas comprendido entre los ejes coordenados tiene una longitud e igual a 6 

unidades” . Se pide hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (6,0) y es 

ortogonal a la familia de curvas que se menciona.

3.3. CAMBIO DE TEMPERATURA.-

La ley de enfriamiento de Newton establece, que la rapidez de cambio de temperatura de 

un cuerpo en cualquier tiempo t, es proporcional a la diferencia de las temperaturas del 

cuerpo y del medio circundante en el tiempo t. Consideremos a T la temperatura del 

cuerpo en el tiempo t y a Tm la temperatura del medio circundante y a T{) temperatura 

inicial del cuerpo (t = 0).

Como la variación de la temperatura puede ser que aumente o disminuya.

Luego de acuerdo a la Ley de enfriamiento de Newton se expresa mediante la ecuación 

diferencial.

d T  dT
— - = k ( T - T m ) ó —  = - K ( T - T m )  ya sea que aumente o disminuya, donde k es el 
dt dt

factor de proporcionalidad.

dT dT
Si —  = - k ( T  -  Tm) = > ------h K T  = kTm que es una ecuación diferencial lineal de

dt dt

primer orden y su solución es: T  = e kt [ \ ekt .kTm dt + c] de donde T  = Tm + Ae

— fcl
además se debe cumplir que para t = 0, T = T0. Luego T  = Tm + (T0 -  Tm)e

3.4. DESCOMPOSICION, CRECIMIENTO Y REACCIONES 
Q U ÍM IC A S.-__________________________________________________

La rapidez de descomposición de una sustancia radiactiva en un tiempo particular t es 

proporcional a la cantidad presente en ese tiempo.
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La rapidez de crecimiento del número de bacterias en una solución es proporcional al 

número de bacterias presente. Si S representa la masa de una sustancia radiactiva presente 

en el tiempo t, o el número de bacterias presente en una solución en el tiempo t, entonces

dS
la Ley de descomposición y de crecimiento, esta expresado por —  = - K S  para la

dt

descomposición y —  = K S  para el crecimiento, en donde K es un factor de 
dt

proporcionalidad.

Como —  = KS  , las variables s y t son separables. Luego: —  = k d t , integrando
dt s

In (s) = kt + c => S  = Aekt que es la solución general. Si S 0 representa a la cantidad 

inicial es decir: S  = S0, cuando t = 0, SQ = A

Problem as Resueltos

©  Según la Ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es 

proporcional a la diferencia en la temperatura T del cuerpo y la temperatura Tm del aire. 

Si la temperatura del aire es de 20°C y el cuerpo se enfría en 20 minutos desde 100°C a 

60°C.¿En cuanto tiempo su temperatura descenderá hasta 30°C?

Solución

Sean T = temperatura del cuerpo ; Tm = Temperatura del aire = 20°C 

T0 = Temperatura inicial

La descripción matemática es: = —k(T  -  Tm)
dt

y la solución de acuerdo a lo descrito es: T  = 7m + (7q -  Tm)e k' 

para t = 20° , T = T0 = 60°C Entonces:

60=20+(100-20)<? 20k => 40 = 80<?~20*' => K = + ^ ~ ^
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> 2 , /

por lo tanto T = 20 + 80*? ' 2 0 => T = 20 + 80e!n2 20 => T  = 20-t-80.2~2° 

para t = ? T = 3 0 ° C

30 = 20 + 80.2~,/20

i __í_

-  = 2 20 2~3 = 2 20 / = 60'

©  Determinar el camino S recorrido por un cuerpo durante el tiempo t. Si su velocidad es 

proporcional al trayecto, sabiendo que en 10 seg. el cuerpo recorre 100 mts. y en 15 segs. 

200 mts.

Solución

ds
Sean S = el camino recorrido ; t = tiempo en segundos ; V = —  = velocidad del cuerpo

dt

La descripción matemática es: —  = ks

La solución de la ecuación diferencial es: S  = A e k' , para t = 10 seg. S = 100 mts. 

reemplazando se tiene: 100 = A e]0k => A = ... (1)

para t= 1 5 s e g . S = 200 mts., reemplazando se tiene: 200 = A e sk => ^  = —(2)
e

igualando (1) y (2) se tiene: K  -  > reemplazando en (1) o en (2) se tiene: A = 25.

Luego el camino recorrido es: S  = 25.25

( ¿ )  Cierta cantidad de una sustancia indisoluble que contiene en sus poros 2 Kgr. de sal 

se somete a la acción de 30 litros de agua. Después de 5 minutos se disuelve 1 Kgr. de 

sal. Dentro de cuanto tiempo se disolverá el 99% de la cantidad inicial de sal?

Solución
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Sea S = cantidad de sal por disolverse

. . ,  , . ds .
La descripción matemática es: —  = ks , k factor de proporcionalidad

La solución de la ecuación diferencial es:

5  = A e k t determinaremos A. para t = 0, s = 2 kgr. => A = 2

Luego S  = 2ekt, determinaremos k, p a ra t = 5m in. s = 1 kgr. => & =-jln(-^)

-/Hn(-) 1 -
por lo tanto S = 2e5 2 => S  = 2(—)5

;.‘l : .1 ,: . ■' - - - ¿-i I . -I ,,v
para determinar t, se tiene que buscar el 99% de s es decir: S = 1.98 kgr. 

entonces: 1.98 = 2(—)* => 0.99 = (—)*. Luego: t -  ^ min.
2 2 In(-)

2

(T )  Un termómetro que marca 18°F, se lleva a un cuarto cuya temperatura es de 70°F, 

un minuto después la lectura del termómetro es de 31°F. Determínese las 
temperaturas medidas como una función del tiempo y en particular encontrar la 

temperatura que marca el termómetro cinco minutos después que se lleva al cuarto.

Solución

Sean T = temperatura del cuerpo ; Tm temperatura del cuarto = 70°F

dT
La descripción matemática es: —  = K {T  -  T m ) , K es el factor de proporcionalidad. La

dt

solución de la ecuación diferencial es: T = Tm +(T0 -  Tm )ek: para determinar k se tiene:
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t\ n(-)
por lo tanto: T = 7 0 -5 2 e  4

para t = 5 min. T = ? se tiene: T  =  7 0 - 5 2 ( - y  *  58°F , .'. T «  58°F

A la 1 p.m. un termómetro que marca 70°F, es trasladado al exterior donde el aire 

tiene una temperatura de - 10°F a las 1.02 p.m. la temperatura es de 26°F a las 1.05 

p.m. el termómetro se lleva nuevamente adentro donde el aire está 70°F, ¿Cuál es la 

lectura del termómetro a las 1.09 p.m.?

Solución

Sean T = temperatura del cuerpo ; T m =  temperatura del aire = -10°F

dT
La descripción matemática es: —  = K ( T  -  T m ) , k el factor de proporcionalidad

dt

La solución de la ecuación diferencial es: T = Tm + A e kt para t = 0, T  =  T0 se tiene:

T = Tm +(T0 - T m)ek‘ esto es a la 1 p.m. y a la 1.02 p.m. t = 2, t = 26°F

26 = -1 0  + 80e2A => * = - l n ( — )
2 20

flí> ^

—ln(— ) 9  -  .
Luego r  = -1 0  + 80e2 80 es decir T  = -1 0  + 80(— )2 

5 20

9 -
a la  1.05 p.m., t = 5m in. setiene: 7’ = -1 0  + 80(— ) 2 => 7’ = 0.88°F 

H 20

( ó )  Supóngase que una reacción química se desarrolla con la ley de descomposición si la 

mitad de la sustancia A ha sido convertida al finalizar 10 seg. Encuéntrese en cuánto 

tiempo se transforma nueve décimos de la sustancia.

Sea x = cantidad de la sustancia A

Solución
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La descripción matemática es: —  = - k x
dt

La solución de la ecuación diferencial es: x  = Be kt, determinaremos B.

para t = 0, x  = .v0 => B = x 0 => x  = x 0e -kt

Determinaremos k, para esto se tiene: t = 10 seg. x  = — . Entonces:

—  = .r0e_,oi => -  = e~m  =>
2 2 10

ln(2)
Es decir, x  = x0e 10 , ahora para t = ?, x  = 9i o

10

entonces:
9 ^
10

101n(2) 9 —  _  = ? io
10

9 / 
ln —  = ——ln(2) => t = -

10 10 ln(2)

í o t a A
x  33seg. Luego: t = 33 seg.

© La conversión de una sustancia B sigue la Ley de descomposición. Si sólo una cuarta 

parte de la sustancia ha sido convertida después de diez segundos. Encuéntrese cuanto

tardan en convertir —  de la sustancia.
10

Solución

Sea x = cantidad de sustancia B. Según los datos del problema se tiene:

x x 0 3*o
4

fo
10

1 0 10 t

dx  . ,
La descripción matemática es: —  = - k x , k factor de proporcionalidad
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3-Tq u

La solución es: I 4 —  = —xn I dx  => k = ----- ln(—)
10 4

10

-A | dt => t = -—■— = 80seg. t = 80 seg.

ln<7)4
f>-*f

(8 ^  Una cierta sustancia radiactiva tiene una vida media de 38 horas. Encontrar que tanto 

tiempo toma el 90% de la radiactividad para disiparse.

Solución

Sea x = cantidad de la sustancia radiactiva. Según los datos del problema se tiene:

X *0 *Q_

2
9*o

10
t 0 38 t

dx
La descripción matemática es: —  = - k x , k factor de proporcionalidad

dt

, . ñ dx , , ln(2)La solucion es: | —  = —k  I dt => k = ■
J L  x  J , 38

-9-vo -  381n(— )
C l ^ d x  ln(2) f  . V10 f -I —  = -— - I dt => / = --------------- —  t = 126 anos
X0 X 38 J, ln(2)

( ? )  Una población bacteriana B se sabe que tiene una taza de crecimiento proporcional 

a B misma, si entre el medio día y las 2 p.m. la población se triplica. A que tiempo, si no 

se efectúa ningún control, B será 100 veces mayor que el medio día?
Solución

Sea x = cantidad de la población bacteriana B. Según datos del problema se tiene:

X *0 3*o 100.v0

t 0 2 t
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La descripción matemática es: —  = kx , k factor de proporcionalidad.
dt

J Axü dx r 2
—  = k \ dt => k  = 

%  -T  J i

f 00x° d x  _ ]n 3  |*
1  v "  2 J,

ln(3)

dt => t = ■ ln^ .̂  8.38hrs. t = 8.38 horas.
ln(3)

(To) Se sabe que un cierto material radiactivo decae a una velocidad proporcional a su 

cantidad de material presente. Un bloque de ese material tiene originalmente una masa 

de 100 gr. y cuando se le observa después de 20 años, su masa ha disminuido a 80 grs. 

Encuentre una expresión para la masa de ese material como función del tiempo. 

Encuentre también la vida media del material.

Solución

Sea x (t) = cantidad de sustancia radiactiva en cualquier t la descripción matemática es:

dx(t)
dt

= -kx( t)

Resolviendo la ecuación se tiene: x(t) = Ae  ' determinaremos la constante A, para esto 
se tiene:

Para t = 0, x (t) = 1 0 0 g r. => A = 100 , Luego reemplazando se tiene: x(t) = 100e~*' 

determinaremos la constante k, para esto se tiene:

para t = 20 años, x (20) = 80 entonces: 80 = 1 OOe"'20* => £ = — ln(—)

Luego x{t) = 100exp[—̂ l n ( ^ ) ]

(T¡) Un isótopo radiactivo del carbono, conocido como carbono 14 obedece a la Ley del

decaimiento radiactivo = K Q , donde Q(t) denota la cantidad de carbono 14
dt

presente en el tiempo t.
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a) Determínese K, si la vida media del carbono 14 es de 5568 años.

b) Si Qo representa la cantidad de carbono 14, presente al tiempo t = 0. Encuentre una 

expresión para Q como función del tiempo.

c) En años recientes se ha hecho posible hacer medidas que conducen a conocer la

razón para algunos restos de maderas y plantas que contienen
Qo

cantidades residuales de carbono 14. Los resultados de a, y b, pueden usarse 

entonces para determinar el tiempo pasado desde la muerte de estos restos, esto es, 

el período durante el cual ha tenido lugar el decaimiento. Encuentre una expresión 

para t en términos de Q, Q0 y K. Encuéntrese el intervalo desde que principió el

decaimiento, sí el valor actual de —  es 0.20.
Qo

Solución
i V j» i lH i i ' j  B V i i jB fD in  ■ ■ f! -1 ' ! 4A.' D i l í l f í ' j

El carbono 14, obedece a la Ley de decaimiento radiactivo.

— = KQ(t)  y la solución de esta ecuación 
dt

es: Q(t) = ceu de donde para t = 0, 0(0)  = O0 

c = Q0 Luego Q(t) = Q0e k‘

a) Determinaremos k, para esto se tiene que:

La vida media del carbono es 5,568 años es decir:

para t = 5,568 Q(t) = ~  entonces: -y - = Q ^ 55™'

k =  j n ( 2 ^ %_ 1 245x10-* => k = -1 .245 + 10-4
5,568

b) Hallaremos Q como función del tiempo.
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Q(t) 00
t 0

o?
i l n ( 2 )

de la parte (a), se tiene: Q(t) = Q0e KT ó Q(l) = Q0e x568 => Q(t)  ~ Q0~° 245vl° )r

c) Hallaremos una expresión para t en términos de: Q, Q0 y K

í l n ( 2 )

de la parte b) se tiene O = Q(le 5-568

ln (0  = ln(eo) - - ^ - ln ( 2 )  => j ^  = ln^  => # = T f f r5.568 5,568 Q ln(2) Q

t = ~ ^ ^ l n ( — ) = ^ ln (0 .2 0 )  de donde t = ln(5) = 12,930 años
ln(2) Q0 ln(2) ln(2)

“Isótopo.- Cuerpo que tiene igual número atómico y ocupa el mismo lugar que otro en la

tabla periódica de los elementos, pero que se distinguen de aquel por la diferente

constitución y peso de sus átomos” .

1 'su¡ imuo?na't) aHbb j ,!i' <.-'jínsi' b  ii £>! ísibarn sb i/ ¡. 1 xougis
Un cuerpo cuya temperatura es de 30°C requiere de 2 minutos, para descender

su temperatura a 20°C, si es colocado en un medio refrigerante con temperatura

constante de 10°C. Cuanto tiempo tardará el mismo cuerpo para bajar su temperatura de

40°C a 35°C, si ahora el medio está a la temperatura constante de 15°C?

Solución

Llamemos: T = Temperatura del cuerpo en el instante t.

Tm = Temperatura del medio exterior (refrigerante)

T0 = Temperatura inicial del cuerpo (t = 0)

Suponiendo que se cumpla la Ley de Newton, para el intercambio de temperaturas, 

entonces:

dT
—  = - K  (T - T m )  donde K es el factor de proporcionalidad. 
dt
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La solución para la ecuación diferencial es: T = Tm + ce kl

determinaremos c, para esto se tiene: para t = 0, T = 70 , C = T0 —Tm

por lo tanto: T = Tm + (T0 + Tm )e~kl determinaremos k, para esto se tiene:

t = 2 min. T = 20°C, T0 = 3 0 °C , Tm = 10°C de donde T = Tm + (T0 + Tm )e~k'

20 = 10 + (30 -10)e~ 2 í , que al despejar k se tiene: k = 0.348 

por lo tanto: T = Tn¡+(T0 + Tm ) e ^ M%T

de donde al despejar t se tiene: t a  0.64 minutos.

T í) Una sustancia radiactiva A se descompone dando lugar a una sustancia radiactiva B, la 

que a su vez se desintegra para dar un producto estable C, según el esquema siguiente:

A —> B —» C

En el instante t = 0, se tiene 10 mgrs. de A, mientras que B y C no se tiene cantidad 

alguna. La vida media (es decir el tiempo que debe transcurrir para que la cantidad 

original de sustancia se reduzca a la mitad) de A es de 2 horas, mientras que la de B es 1 

hora, ¿Cuál es el valor de B y C después de 2 horas?

Solución

Llamemos m t , m 2 y /w3 a las cantidades de sustancias radiactivas de A, B y C 

respectivamente en el instante t.

Entonces la ecuación diferencial que gobierna a: m ] es: — -  = —K im] ...(1 )
dt

cuya solución es conocida: m { = m 0.e~ ,l ... (2)

siendo = n 2 )  con J  = 2 horas es la vida media y m0l =10 mgrs. es la cantidad 

inicial de A. Para la sustancia B, la ecuación es: ĉ mi_ _  + K xm̂  ... (3)



Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales 217

v para la sustancia C es: = K ~ , m ... (4)
dt '  '

estas ecuaciones se resuelven del modo siguiente: de (2) en (3) se tiene:

dm2 , Vr IS -*T í— — + K~,m2 = K im0le ' 
dt ~

y la solución de esta ecuación es: m2 = *01 e ^ x‘ + ce~k2‘ , c constante de integración
~ k̂

usando las condiciones iniciales de que en : t = 0. m 2 = 0 => c = -  - 1-
k2 k]

por lo tanto: m2 = -ft- *"'.[<» A|f - e  Á2']  ... (5)
¿2 ~ ¿ i

. (liYi-i k-)k i —/ti/
ahora de (5) en (4) se tiene: ------= ---------- [e 1 - e  - ]

d t  k') Á|

integrando directamente, usando la condición inicial de que en t = 0, m3 = 0 se tiene:

k  p~k]l -  k  e~klt 

= m01-[i -  . ; i— i •••(«)
2 — !

finalmente podemos reemplazar valores numéricos en:

(5) y (6) con *, = y * = * 5 0  = in(2) y Wo | = 1 0 mg r s .
t i  2 x2

obteniéndose: m 2 = 2.5 mgrs.; « 3 = 2.5 mgrs. y también de (2), m ] = 5 mgrs.

E JE R C IC IO S PRO PU ESTO S.-

©  Supongamos que la razón a que se enfría un cuerpo es proporcional a la diferencia entre 

la temperatura del cuerpo y la temperatura del aire que lo rodea un cuerpo originalmente a 

120°F se enfría hasta 100°F en 10 minutos en aire a 60°F. Encontrar una expresión para la

2 —
temperatura del cuerpo en un instante cualquiera t. R pta: T  = 60 + 60(—)10 Vi
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©  Para una sustancia C, la velocidad de variación con el tiempo es proporcional al 

cuadrado de la cantidad X de sustancia no convertida. Sea k el valor numérico de la 

cantidad de sustancia no convertida en el tiempo t = 0. Determinar X, V t > 0

R pta: X = — ^ —  V />  0
1 + x0kt

( 3 )  Un químico desea enfriar desde 80°C hasta 60°C una sustancia contenido en un matraz

se coloca el dispositivo en un recipiente amplio por el que circula agua a 15°C. Se 

observa que después de 2 minutos la temperatura ha descendido a 70°C. Estimar el 

tiempo total de enfriamiento. R pta: t = 4.45 minutos.

©  Un termómetro que marca 75°F se lleva fuera donde la temperatura es de 20°F.
Cuatro minutos después el termómetro marca 30°F. Encontrar:

a) La lectura del termómetro siete minutos después de que este ha sido llevado 
al exterior y,

b) El tiempo que le toma el termómetro caer desde 75°F hasta más o menos medio

grado con respecto a la temperatura del aire. R p ta : T = 23°, t = 11 minutos.

( ? )  Dentro de cuanto tiempo la temperatura de un cuerpo calentado hasta 100°C

descenderá hasta 30°C. Si la temperatura del local es de 20°C y durante los primeros 

20 minutos el cuerpo en cuestión se enfría hasta 60°C. R pta: t = 60 minutos.

®  Si el 45% de una sustancia radiactiva se desintegra en 200 años. ¿Cuál es su vida media?

En cuanto tiempo se desintegrará 60% de la cantidad original?. R p ta: t = 319.4 años

©  Se tienen dos recipientes con soluciones a temperaturas constantes, la primera a 30°C y
la segunda a 25°C un termómetro que marca la temperatura de la primera solución es 

puesto en contacto con la segunda, cuatro minutos después marca 27°C más 

adelante el termómetro es puesto nuevamente en contacto con la primera solución, 10

minutos después del comienzo de! experimento el termómetro indica 28°C, ¿Cuándo
fue llevado el termómetro del segundo al primer recipiente? R p ta : t = 4.73 minutos.

(^T) Un cierto material radiactivo tiene una vida media de dos horas. Encuentre el

intervalo de tiempo requerido para que una cantidad dada de este material decaiga hasta

un décimo de su masa original. R p ta: horas
ln(2)
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( 9)  Suponer que una gota de lluvia esférico se evapora a una velocidad proporcional a su

área superficial. Si originalmente el radio es de 3 mm., 1 hora después se ha reducido a

2 mm. Encontrar una expresión para el radio de la gota como función del tiempo.
R pta: r = 3 - t mm, 0 < t < 3

^ 0) El azúcar se disuelve en el agua con una rapidez proporcional a la cantidad que queda

sin diluir. Si 30 lbs. de azúcar se reduce a 10 lbs. en 4 horas. ¿En cuánto tiempo se

4 ln(20)
habrá diluido el 95% del azúcar? R pta: t = -

ln(3)

@  El radiactivo tiene una vida promedio de 5600 años aproximadamente. ¿En cuántos 

años desciende el 20% de su cantidad original? ¿Al 10%?R pta: t = ^

( Í 2)  El radio se descompone con una velocidad proporcional a la cantidad de radio presente.

Supóngase que se descubre que en 25 años aproximadamente 1.1 % de una cierta cantidad 
de radio se ha descompuesto. Determínese aproximadamente que tanto tiempo tomará el 

radio para que se descomponga la mitad de la cantidad original. R pta: 1,566.7 años

(O )  Dos sustancias A y B se convierten en un sólo compuesto C, en el laboratorio se ha
mostrado que para estas sustancias se cumple la siguiente ley de conversión. La velocidad 
de variación con el tiempo de la cantidad x del compuesto C es proporcional al producto 
de las cantidades de las sustancias no convertidas A y B, supóngase que las unidades de 
medida se eligen de tal forma que una unidad del compuesto C está formado de la 
combinación de una unidad A con una unidad B. Si el tiempo t = 0, hay “a” unidades de 
sustancia A,“b”, unidades de sustancia B y ninguna del compuesto C presente. Muéstrese

dx
que la ley de conversión puede expresarse con la ecuación —  = k(a -  x)(b -  x)  resolver

dt

...................... , , „  a b [ e x p ( a - b ) k t - \ \  ,
esta ecuación con la condicion inicial dada. R p ta: x  = -------------------------- , a *  b

b e x p ( a - b ) k t  — a

( l4 )  Cierta cantidad de sustancia, que contenía 3 kgrs. de humedad, se colocó en una

habitación de 100m3 de volumen donde el aire tenía al principio el 25% de humedad. El 

aire saturada, a esta temperatura, contiene 0.12 kgr. de humedad por lm 3, si durante el 

primer día la sustancia perdió la mitad de su humedad. ¿Qué cantidad de humedad

ds
quedará al finalizar el segundo día? R pta: O.S2kg. Sug.—  = ks(s + 6)

dt
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( í j )  La salmuera de un primer recipiente pasa a otro, a razón de 2 decalitros/min., y la

salmuera del segundo recipiente pasa al primero a razón de 1 decalitro/'min. En un 

principio hay 1 hectolitro de salmuera, conteniendo 20 kgrs. de sal, en el primer 

recipiente, y 1 hectolitro de agua en el segundo recipiente. Cuanta sal contendrá el primer 

recipiente al cabo de 5 minutos. Se supone que en todo momento es homogénea la mezcla

de sal y agua en cada recipiente. Rpta: 6 -^kgr.

@  Salmuera que contiene 2 kgr. de sal por decalitro entre un primer tanoue a razón de 2

decalitros/min. del primer tanque pasa la salmuera a un segundo tanque a razón de 3 
decalitros/min., y sale de éste segundo tanque a razón de 3 decalitros/min. En un 

principio, el primer tanque contiene 1 hectolitro de salmuera con 30 kgrs. de sal, y el 

segundo tanque contiene 1 hectolitro de agua pura. Suponiendo las soluciones 

homogéneas en cada tanque. Hallar la cantidad de sal en el segundo tanque al cabo de 5 

minutos. Rpta: 19.38 kgr.

©  Se ha descubierto que una bola de naftalina que tenía originalmente un radio de de

1
pulgadas, tiene un radio de — de pulgada al cabo de un mes. Suponiendo que se evapore

8

a un índice proporcional a su superficie. Encuéntrese el radio en función del tiempo; 

después de cuántos meses más desaparecerá por completo.
Rpta: r =  (2 - 1) 8 después de 1 mes más.

(Ts) El Presidente y el primer Ministro piden café y reciben tazas a igual temperatura y
al mismo tiempo. El Presidente agrega inmediatamente una pequeña cantidad de crema 
fría; pero no se toma café hasta 10 min. después. El primer Ministro espera 10 min. y, 
luego añade la misma cantidad de crema fría y comienza a tomarse su café. ¿Quién 
tomará el café más caliente? Rpta: El Presidente.

^ 9 )  Supongamos que un elemento radiactivo dado A, se descompone en un segundo elemento
B y que, a su vez B se descompone en un tercer elemento, C. Si la cantidad de A presente 
inicialmente es de X ü , si las cantidades de A y B presentes en un momento posterior son 

X y Y respectivamente y si AT,, K 2 son las constantes de rapidez de esas dos reacciones.

K  t
Encuéntrese y en función de t. R p ta: S - . K ^ K 2y  = — ^ - ( e - k'l - e - k« )

k 2 - K x
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( 20) Se desea enfriar una solución contenida en un matraz y que está a 90° C. Se coloca el

dispositivo en un recipiente amplio por el que circula agua a 18o C y se observa que 

después de 2 min. la temperatura desciende 10° C. Halle el tiempo total de enfriamiento.

\2 \ )  Se mezclan “a” grs. de sustancia A y “b” grs. de sustancia B para formar el compuesto X

con m partes en peso de A y n partes de B. Encontrar la cantidad de X formado durante el 

tiempo t.

3.5. APLICACIONES A LOS CIRCUITOS ELÉCTRICOS SIMPLES.-

Consideremos circuitos eléctricos simples compuestos de un resistor y un inductor o 

condensador en serie con una fuente de fuerza electromotriz (f.e.m.), a estos circuitos 

mostraremos en la figura a) y b) y su funcionamiento es simple de entender.

Ahora estableceremos las relaciones siguientes.

Io Una fuerza electromotriz (f.e.m) E (Volts) producido casi siempre por una batería

o un generador, hace fluir una cargr eléctrica Q (coulombios) y produce una 

corriente I (Amperios). La corriente se define como la rapidez de flujo de la carga Q

y puede escribirse: I = ... (1)
dt

2° Un resistor de resistencia R (ohms) es una componente del circuito que se opone 

a la corriente y disipa energía en forma de calor. Produce una caída de voltaje 

que está dada por la ley de ohm. E R = RI ... (2)

3° Un inductor de inductancia L (henrios) se opone a cualquier cambio en la 

corriente produciendo una caída de voltaje de: EL = L ~  —(3)
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4o Un condensador de capacitancia C (farandios) acumula o carga. Al hacerlo se resiste

al flujo adicional de carga, produciendo una caída de voltaje de: Ec = — ... (4)
c

Las cantidades R, L y C  son generalmente constantes dependientes de los componentes 

específicos del circuito; E puede ser constante o una función del tiempo. El principio 

fundamental que gobierna estos circuitos es la ley de los voltajes de Kirchoff. “La suma 

algebraica de todas las caídas de voltaje alrededor de un circuito cerrado es cero” .

En el circuito de la figura (a), el resistor y el inductor produce caídab de voltaje E R y 

E L, respectivamente, pero la f.e.m. produce un aumento de voltaje E. (es decir, una caída 

de voltaje de -E). Entonces la ley de los voltajes de Kirchhoff da:

E R + E L - E  = 0 ...(5 )

reemplazando (3), (4) en (5) se tiene: L —  +R1 = E
di

E JE R C IC IO S D ESA RRO LLA D O S

©  Una inductancia de 2 henrios y una resistencia de 10 ohms se conecta en serie con 

una f.e.m. de 100 volts, si la corriente es cero cuando t = 0. ¿Cuál es la corriente después 

de 0.1 seg?
Solución

Como L = 2, R = 1 0 y E  = 100 entonces la ecuación que gobierna es:

L ^ - + R I  = E  reemplazando tenemos: 2 ^ -  + 10/ = 100 simplificando

—  + 51 = 50 ecuación lineal en I. 
dt

I(t) = e J  [ [e^  50 dt + c] =e~5,[ ^50e5'dt +c]

I(t)  = e~5' [10t?5' +c] => / (f) «= 10 + c .e -5' C om ol(0) = 0
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0 = 10 + c => c = -1 0  / (í) = 1 0 ( l - ¿  5')

ahora para t = 0 .1 => / (0 .1) = 10(1 -  e~0'5) = 3.93 amp.

©  Un circuito en serie consiste de una resistencia de 120  ohms. y una inductancia de

— henrios un generador de cc. de 220  voltios, se encuentra en serie con un generador
71

de c.a. de 220  voltios (frecuencia de 60 ciclos) y de combinación conectada a un circuito 

por medio de un interruptor. Encontrar:

a) La corriente en el tiempo t después que se ha cerrado el interruptor.

b) La corriente después de ——  seg.
20tt

c) La corriente en estado permanente (o estacionaria)

d) El voltaje en la inductancia y el voltaje en la resistencia cuando t = -------------- seg.
20n:

Solución

V ( ~

Datos: VQ = 220 voltios ; V = V0 sen mt = 220 sen ooí J_

W = 2k f  = 120 rad /seg .; R = 120 ohms.

L = — henrios
71

a) La ecuación que gobierna la com ente en el circuito al cerrar el interruptor S, es 

dado por la segunda Ley de Kirchoff.

L —  + R = V0 +V = K0(l + sen wt) => — + — / = — -(1 + s e n wt) ... (1)
dt dt L L

La solución de esta ecuación diferencial es:

Trr\ R sen w t - L w  eos wt^ - 7 7  . . .

i = K „[- + ----------------------------------------- ---- } + ce u  - ..(2 )
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aplicamos ahora la condición inicial, evidente de que para t = 0 => i = 0

c = V0 [—-T~~~~í—“ 1 y reemplazando en (2)
R  R ~ + L ~ ~

i = —  + —¡==— ■■ [ - 7= -  -■■■■■■■ sen w t ------ ■ ¿V1..-  ■ eos wt] + V0( - \)e u
*  V F T 7 * 2 + ¿ v  r  + l  w

definimos el ángulo 9 dei modo siguiente:

o L W  n *  o ¿ u 'tg 0 = ----- , cos6 = — : ...senQ = —.
*  H - 2  V / ? 2 + / r w 2

F F ¿H’ 1 r~
entonces: / = (— ) + —========= sen(w< - 0 )  + F0(— ----- -—- — -)e ¿ ... (3)

*  y ¡ R 2 + L 2 Y ?  R 2 + L - w 2 R

(firiBnoio6l2!> oíalnonsrr. ;>q obnt&) na sinam oo ü_1 (*í
que es la solución final.

\  O l l í l iS U O  6 í ’- ¿ n í l Í 2 I ü í y i  fe ' i ' i ' j  " j i U l  i ' j  7  í i iO f l f c J D i í D P i  f- í í l t i  J i t> i  1(J /  i  ^

Reemplazando los valores numéricos dados, en (3)

i = — [1 + —¡i=r sen(l 20ti/ -  arctg 6) — e~20z‘ ] ... (4)
6 V37 37

= i o n »  0-l > , ¿oi:lov O lí - „ *

b )  reemplazando en (3) / = — seg.
207c

i = ^-[1 + -yL=sen(6 - a r c tg 6)-^ -e_1] » 0.969 amp.

observe que el argumento de la serie es dado en radianes

c) La corriente permanente (o estacionaria) corresponde a t muy grande, entonces 
e ~20!t' y por lo tanto la ecuación (4) se reduce.

i = — [1 +-7L=sen(1207t/- arctg 6)1
6 V37

d) VR = iR = 0.969 A'l 20 a  116.3 voltios.
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V, = L —  = [6cos(1207t/-are.tg 6) + - ^ = e  ,()!C/]/ = —-— VL«42 .3  vlts.
L dt v37 S V37 20 tt L

( 7 )  En un circuito RC el condensador tiene una carga inicial q(l y la resistencia R varía 

linealmente de acuerdo a la ecuación. R = k , +A'2í , con k ] > 0 y k 2 > 0

La segunda Ley de Kirchoff, que suponemos válida pese a que R no es constante asegura

que: R i- t— = E0 esto es: (k¡ + k2t ) ~  + — q = E0
c ~ di c

Encontrar i cuando t =  0.3 segundos.

Si q0 = 2 coulombios, k ¡ = 1 , k 2 = 0,1, c = 0.05 farandios , E 0 = 50 voltios

Solución

De la ecuación dada se tiene: 

^  ' q = — ——  y la solución de
E

— ----1----------- 1/ — -------
n —  } dt c{kj 4- k*)t) k\ -rk~,t

^  esta ecuación diferencial es

a  = e

r dt j* __+*,/)[ f J,a-,+í2n _̂o—C¡t + c 0] 
J k i •+■ k*)i

i i 
q — g ĉ '2 ^ +̂ -/ ̂  ^  j

J k\ k~,t

_ J _  _ _ L  _ L  _ _ L

q = [k. + k2t ] cl¡2[ J(* + Af) cí> E0dt + C0 ] => q = C£0+A',CÍ'2 (q0 - C E 0\ k x+k2t) ‘*2

v derivando para hallar la corriente eléctrica, i -  —  = (kt y k2 (E0 - ^ ■ ) ( k l + k2t) ‘k2
dt C

ahora reemplazando los valores numéricos:

t = 0.3 seg. q0 = 2  coul, Jfc, = 1, k 2 = 0.1, c = 0.05 farad. E0 = 50 voltios 

encontrándose: i = 0.0244 amperios
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M )  Hallar la intensidad de corriente que circula por un circuito RL impulsada por la 
fuerza electromotriz: V = V0e ~1: eos 21 cuando L = 0.4 henrios.

R = 5 ohmios. V0 = 100 voltios, i = 0 para t = 0

Solución

De acuerdo a la segunda ley de Kirchoff, la 

corriente en el circuito es gobernada por la 

ecuación:

Ri + L~j~ = V y reemplazando V = V0e 2> eos 2t

— + —/' = (— )e~2' eos 2 1 
dt L L

R p  . ohm 
L henrios

y  Ü  = 250— —  
L henrios

di o
e n to n c e s ---- 1- 12.5/ = 2 5 0 e '-/ eos 2ní y la solución de esta ecuación es:

dt

i = e~'2-5' [ p 2-5' 250e-2' eos 2 dt+c]

siendo C una constante de integración efectuando la integral se tiene: 

10.5/ [10.5cos27cí + 27rsen27tí]
i = e~n -5'[250e

[(10.5) + (2rt)“ ]
L + C]

©

i = \.66e 2110.5cos2^í + 2 n  sen2^r + ce X2"5'

usando ahora las condiciones iniciales de que para t = 0, i = 0, entonces: C -  -17.43 

Por tanto: / = 1.66[ 10.5eos2 /7? + 2n  sen2/r7]c’ , -17.43e

Se introduce una f.e.m. en un circuito que contiene en serie una resistencia de 10 ohsms. 

y un condensador no cargado cuya capacidad es de 5 x 1 o -4 faradios. Encontrar la 

com ente y  la carga en el condensador cuando: t = 0.01 seg.
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a) Si V = 100 voltios b) Si V = 100 sen 120 t volts.

Solución

La ecuación para el circuito se obtiene de la segunda Ley de Kirchoff. Ri + — = V
c

V

dq 1 . d q
-— + ------q = V (se usa i = —  )

r  di RC dt

y la solución de esta ecuación diferencial es:

t
C

Siendo C0 una constante de integración

a) Si V = 100 voltios constantes, entonces en (!)  e integrando, q = VC + C0e RC

reemplazando valores numéricos en (2) y (3) para t = 0.01 seg. se encuentra:

q = 0.043 coul. ; i« 1 .3 5 a m p .

b) Si V = 100sen20;rt volt, entonces reemplazando en (1) e integrando y a la ve/ 

reemplazando los valores numéricos salvo, t se tiene:

q = 0.0022(5 sen 120n:í -  30tt eos 1 20ti?) + C0é’-200' y usando la condición:

t = 0 => q = 0 se halla C0 = 0.0207 , de modo que:

q = Ü.0022(5sen 120rtf -30 ;T cosl20 ;u ) + 0.0207É>~20ü,

y usando la condición inicial de que para t = 0, q = 0, se halla C0, luego:

q = V C [ l -e  *c ] 

y la corriente eléctrica i es dado por: / = —  = — e RC
dt R

... (2)

-  (3)
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i = —  = 0.83(5 cosí 20ji/ + 3 re sen 1 20tt/) -  4. ] 4e“200í 
dt

y para t = 0.0 1 seg. se tiene: q = 0.0131 coul. ; i = -8.5 amperios.

el signo menos en i indica que el sentido de la corriente en el circuito es contraria al 
caso (a)

D  Una f.e.m. de 100 voltios se introduce en un circuito que contiene en serie una 

resistencia de 10 ohsms y un condensador no cargado cuya capacitancia es de 5 x 1 0 -4 

faradios. Cuando se ha alcanzado el estado permanente (o estacionario), se desconecta la 

f.e.m. del circuito. Encontrar la corriente y la carga del condensador 0.01 seg. después de 

la desconexión de la f.e.m.

Solución

Este problema en su primera parte es decir cuando está conectado V, es igual a la parte (a) 

del problema anterior y por lo tanto se cumple: 

y  —
q = V C [ l -e  RC] , / = (— )e RC

el estado permanente (o estacionario se cumple cuando t es un tiempo muy grande y
/

entonces: e RC tiende a cero, por tanto tos valores finales de carga y corriente serán:

q = VC = 0.05 Coulb., i = 0.

R En la segunda parte, cuando se desconecta la fuente 

en f.e.m. V del circuito (instante inicial t =  0, H) se 

tiene: para t = 0 => q = q0 = 0.05 coulb. y la ecuación 

para el circuito de acuerdo a la segunda ley de 

Kirchoff, con V = 0 será:
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i = ^ L  = - ~ ^ - e  RC 
dt RC

... (2)

©

Reemplazando los valores numéricos en (1) y (2) para: t = 0.01 seg. se encuentre 

q = 0.00677 coul, i = - 1.354

El signo menos en i se refiere a que ahora el sentido de la corriente es contrario al caso en 

que la fuente de f.e.m. estaba conectada al circuito.

Una inductancia de 1 henry y una resistencia de 100 ohms. están conectadas en serie 

con una fuente constante E (volts.) por medio de un interruptor. El interruptor se cierra y 

0.01 seg. más tarde la corriente es 0.5 amp. Encontrar E.

Solución

Cuando se cierra el interruptor la ecuación diferencial 

para la corriente de acuerdo a la segunda ley de

Kirchoff es: L —  + Ri -  E , de donde —  + —/ = —
dt dt L L

Luego la solución de esta ecuación diferencial.

/ = e <£>'[  J e <¿)' y í *  + C]

E  . . . . .
Siendo C constante de integración de donde: i = — i-Ce 1 por condiciones iniciales se

R

tiene: para t = 0 , i = 0
~(~)lE E

C —-----por tanto: i = — \ \ - e  1 ]
R R

aquí reemplazando los valores para t = 0.01 seg. i = 0.5 amp., junto con el resto de

50
valores numéricos y despejando E: E  =

l - e ~
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( ? )  En el movimiento de un objeto a través de un cierto medio (aire a ciertas presiones es 

un ejemplo) el medio efectúa una fuerza de resistencia proporcional al cuadrado de la 

velocidad del objeto móvil, supóngase que el cuerpo cae por acción de la gravedad, a 

través de tal medio. Si t representa el tiempo y v la velocidad positiva hacia abajo, y g es 

la aceleración de la gravedad constante usual, y w el peso del cuerpo, usando la ley de 

Newton, fuerza igual a masa por aceleración, concluir que la ecuación diferencial del

w  d v  2 0movimiento es: ——- = 'w  — k v  , donde k v  es la magnitud de la fuerza de resistencia 
g  d t

efectuada por el medio.

Solución

, • dv 2 ' 2La descripción matemática es: —  = - k v  , además F  = w - k v
d t

_ . . , d v  w  _ _  w  d v
para F = m.a, también a  = —  y m  = — Luego: r  = ------

d t  g  g  d t W

Por lo tanto se tiene: “fuerza viscosa es obtenida en forma experimental” .

w  d v  , 2
---- — w - k v

g  d t

Resuélvase la ecuación diferencial del ejercicio (8) con la condición inicial que
i w . .

v = v0 cuando t = 0 introducir la constante cr =— para simplificar las fórmulas.

Solución

• , , w  d v  , 2  / H\ d v  ,Como la ecuación diferencial es: (— ) —  =  w - k v  => (— ) ----- -  =  d t

g  d t  g  w - k v

——— - d t , como a2 = — se tiene: a - g d t  => a2 f  =
g k ’ w _ y 2  ’ k a 2 _ v i  S  J a 2 - v 2

k

g t + c i

a ,  , a  + v s , , a  + v . 2 g t  .
— ln(---- ) = g t  + c, ln(-------) = ----- + k
2 a - v  a - v  a
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a + v „
-------= ce a para t = O, v =  v 0

a + vn „ a + v a + vn 2 g t ,
------   = c => para t > 0 ; —— - =  -----   exp(——)
a -  vn a — v a -  vn a

@  Hay medios que oponen una fuerza de resistencia al paso de los cuerpos que los 

atraviesa proporcional a la primera potencia de la velocidad. Para tales medios plantear y 
resolver problemas similares a los ejercicios 8 y 9, excepto que, por conveniencia, debe

H’ j . . .
escogerse una constante b = — para reemplazar a la constante a~ del ejercicio 9. Mostrar 

que b tiene las dimensiones de una velocidad.

Solución

dv , ,
La descripción matemática es: —  = —k v , además F = ma de donde:

vt’ dv . wdv , . w f  dv f  , w
(—)—  = w - k v  => ---- —  = gdt , integrando — J ------- = J g d t+ c x pero ^ = —
g  di w -  kv — v

k

J A  i
- -

gdt+ c¡ => ln (¿ -v )  = —^" + ci ^  b - v  = ce h

para t = 0 , v = v0 se tiene: b - v 0 = c

_gi _si gi
Luego v = b —ce b => v = b — (b — vQ)e h => v = b + (v0 —b)e b , t > 0

( ñ )  Dos corrientes están conectados mediante una cañería, tal como se muestra en la 

figura adjunta. Cada uno contiene 50 lts. de solución, con 10 gr. de soluto al tanque No, 1 

y 5 grs. al tanque No. 2. Se abren las tres cañerías, haciéndose entrar agua a través de A.

Por A, B y C circula líquido a razón de 2 litros/min. Encontrar la cantidad de soluto de
ambos recipiente después de 30 minutos (las soluciones se mantienen homogéneas 

mediante agitadores).
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Solución

Antes de proceder a resolver el problema consideremos el caso más ¿imple de un sólo 

recipiente de v litros de agua en el que se encuentra una mezcla de agua y sal (soluto). Se 

accionan simultáneamente las llaves de A y B haciéndose ingresar agua pura por A a 

razón de 5 litros/min. y se extrae solución pe ‘ B en la misma proporción, para describir la 

cantidad de sal (soluto) x en función del tiempo se razona del modo siguiente:

V

Consideremos un intervalo de tiempo muy pequeño At minutos, entonces: 

S A t = cantidad de solución que sale por B en A t minutos.

— = concentración uniforme de sal en la solución (gr/lts)
V

(—  )SAt = cantidad de sal que sale por B en t minutos por tanto la variación de sal el

recipiente Ax durante el At es dado por: A t = - ( —) X At

X j
Luego — = ~(— ) X  y en el límite en que At —> 0:

—  = - ( —) X  que será la ecuación que gobierna X en el recipiente:
dt V
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Si en el lugar de agua pura entra una solución salina con una concentración constante

de c gr/lts por B, un análisis similar conduce fácilmente a la ecuación diferencial:

d x  í
-  = S C - - X  ...(2 )
dt V

Usando estas ideas es inmediato plantear el problema dado:

Llamemos: V¡ = volumen del recipiente No. 1.

X } = Cantidad de soluto del recipiente No. 1 en el instante t.

X-, = Cantidad de soluto del recipiente No. 2 en el instante t.

Vj = Volumen del recipiente No. 2. 

dx S
entonces se cumple: — - = - ( — )X, ... (3)

dt

dx , v V
= _ ( _ )X ,  ...(4)

dt V  1 Vi

La ecuación (3) se puede integrar directamente reemplazando:

5  1— = 0.004-----  y usando la condición inicial que
V| m in .

para t = 0, X ] = X 0[ = lOgro. de soluto

Luego: X } = lOe 0Ml gr. de soluto —(5)

S  1
reemplazando (5) en (4) con —  = 0.04------

V m in .

^ -  + 0.04x, = 0.4e“°'04' de donde la solución es: x2 = e _0 04'[  f(e0'04í )(0.4e 0 04l)dt + c]
dt ~ J
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©

©

donde C es una constante de integración, integrando esta ecuación, usando la condición

C02inicial de que para t = 0, X ~  — =  5grs. se tiene: .v2 = (0.4/ + 5)e,'“°'04' ... (6)

finalmente reemplazando en (5) y (6).

t = 30 minutos se encuentra: X { = 3.01 gr. de soluto y X 2 =5 .12  gr. de soluto

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

©  Supongamos que el circuito RL de la figura (a) tiene los valores dados para la resistencia, 

la inductancia, la f.e.m. y la corriente inicial.

Halle una fórmula para la corriente en cualquier tiempo t y calcule la corriente después 

de un segundo.

a) R = 10 ohms., L = 1 henrios. E = 12 volts.. 1(0) = 0 amp.

b) R = 8 ohms., L = 1 henrios, E = 6 volts., 1(0 ) = 1 amp.

c) R = 50 ohms., L = 2 henrios, E = 100 volts., 1(0) = 0 amp.

d) R = 10 ohms., L = 5 henrios. E = 1 Osen t, volts., 1(0) = 1 amp.

e) R = 10 ohms.. L = 10 henrios, E = e' volts., 1(0 ) = 0 amp.

Use la resistencia, la capacitancia, la f.e.m. y la carga inicial dada para el circuito R C 

la figura (b). Halle una expresión para la carga en cualquier tiempo t.

a) R = 1 ohms., C = 1 farad., E = 12 volts., Q(0) = 0 coulomb.

b) R = 10 ohms., C = 0.001 farad., E = 10 eos 60 t volts. Q(0) = 0 coulomb.

c) R = 1 ohms., C = 0.01 farad.. E = sen 60 t volts., Q(0) = 1 coulomb.

d) R = 100 ohms., C = 10 4 farad., E = 100 volts., Q(0) = 1 coulomb.

e) R = 200 ohms., C = 5x10'5 farad., E = 1000 volts.. 0 (0) = 1 coulomb.

Se conecta en serie una inductancia de 1 henry y una resistencia de 2 ohms, con u

batería de 6e ° 0001' volts, inicialmente no fluye ninguna corriente. ¿Cuándo llegará la 

corriente a 0.5 amperios?
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(T )  Una resistencia variable R = ——  ohms. y una capacitancia de 5 + 10“f' farad, se
5 + í

conecta en serie con una f.e.m. de 100 volts. ¿Cuái es la carga del condensador 
después de un minuto si Q(0)= 0?

( ? )  Halle la com ente de estado estacionario, si se conecta en serie una resistencia de

2,000 ohms. y una capacitancia de 3 x  10 ~6 farad, con un alternador de 120 eos 2t volts.

( ? )  Un condensador de capacitancia 4 .ti 0 -4 faradios descarga a través de una resistencia de

100 ohms, si al com ente es 1 amp. al final de 0.01 seg. ¿Cuál era la carga inicial del 

condensador?. ¿Cuanta resistencia debe sacarse del circuito para obtener la mitad de 

la corriente en el mismo tiempo? Rpta: q = 0.0487 coulomb., R = 2.49 ohms.

©  Un condensador sin carga, de capacitancia c (farads) se descarga una fuente de voltaje

constante a través de una resistencia R (ohms) ¿Cuando será la corriente (amps) igual

R e  -r 1
en magnitud a la carga (coulomb) del condensador? Rpta: t = Re  ln(------—)seg

Re

( s )  Una f. e.m. de 100 sen 12 0 jrt volts, se introduce en un circuito que contiene en serie una

resistencia de 100 ohms. y un condensador con capacitancia de 5 x l 0 -4 faradios se tiene 

una carga inicial en el condensador ai tiempo t = 0, cuando la f.e.m. se introduce, tal que 

la corriente en el tiempo cero es 1 amp. (positiva) encontrar la corriente 0.1 seg. más 

tarde. Rpta: 0.181 amp.

®  Una resistencia de 10 ohms. se conecta en serie con una inductancia de L henrios. El

circuito está conectado por medio de un interruptor a una fuente constante de E voltios si

3
la corriente alcanza las — de su valor de estado permanente en 0.1 seg. Encontrar L.

4
R pta: 0.721 henrios.

( ío )  Un cierto relevador (o interruptor magnético que está diseñado de manera que cierre
un circuito cuando se aplica 60 voltios a sus terminales (es decir, cuando y = 60 voltios).

La bobina del relevador tiene una inductancia de — henry y opera de una fuente de
2

120 voltios c - c. Si el circuito se cierra 0.05 seg. después de conectado a la fuente.
• Encontrar:
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a) La resistencia del relevador. 

Despreciar la resistencia de los puntos.

b) La corriente cuando se cierra el circuito. 

R pta: a) R = 6.95 ohms.

b) i = 8.63 amperios.

Una bobina de impedencia que tiene una resistencia de 14 ohmios y una inductancia 

de 0.05 henrios, y una rama que tiene una resistencia no inductiva de 15 ohmios y un 

condensador de capacidad 10 4 faradios en serie, están conectados en paralelo a través de 

los terminales de una f.e.m. de 220 voltios. Hallar las expresiones en función del tiempo 

para la carga del condensador, la corriente en la bobina de impedencia, la corriente en la 

resistencia no inductiva y la corriente total. Ver figura.

A

T
E = 220 v-

2-s G
^  LO
*■ —̂
^  it
"  cr

73
li

ÍO ^"C =

R pta: q -  0.022(1 — e
2 .000; 

.....3 )
44 -

= — e
2.000/

T

i. = 1 5 .7 1 (l-e  2S°')

i = /, +i2 = 15.71(l-ÉT2 r ')  + y < ?
2,000/

Para el sistema representado en la figura No. 1 obtener mediante la ley de la corriente en 

el punto A, i = i ] 4- i2 y por la ley de la f.e.m. aplicando a los circuitos A R H G y A B H

G. L = —  = £  sen wt , Ri¿ = £ sen  wt resolver estas ecuaciones para í, e i en 
dt

función de t, determinar una constante de integración teniendo en cuenta la condición

i = 0 cuando t = 0 .

E
Rpta:

R

E
Lw

- sen wt

(1 -C O S H ’/ )

l — i, 4-1-,
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(13) De la figura No. 2, deducir las leyes de Kirchoff. i = i, + i-,, Ri. = E  sen wt

;Ji2dt = —= E sen w t , Hallar q, i2 e y en función de t.
c

R pta: í, = — sen wt, q = c E sen wt

i2 = cEw  eos wt ; i = i¡ +i2

^14) Deducir para el sistema indicado en la 

figura, tres ecuaciones aplicando las leyes 

de Kirchoff, supóngase que la carga del 

condensador es nula cuando t = 0 y 

dedúzcase que siempre i2 = 2 amperios y

• * - 10í que i, — e ,
1 10 

rápidamente a cero.

teniendo tanto

15)

16)

Si al principio la carga del condensador 

de la figura indicada es q0 e i¡ = 0 .

Demostrar que 

“Observación e = 0”.

h +L2,  q = fl.cos ----------1
y  cL xL2

Hallar i en función del tiempo t en el 

sistema representado en la figura 

indicada, si con cero todas las corrientes 

iniciales y la carga del condensador.
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^ 7 )  Un punto material de masa igual a 1 gr. se mueve en línea recta debido a la acción de una

fuerza que es directamente proporcional al tiempo, calculando desde el instante t = 0 , e 

inversamente proporcional a la velocidad del punto. En el instante t = 10 seg. La 

velocidad tendrá el punto al cabo de un minuto del comienzo del movimiento?

R pta: F = 10V725—  Sug. —  = 2 0 -  
seg dt v

©  Suponiendo que la velocidad de gasto de agua (volumen por unidad de tiempo) a través
de un orificio en el fondo de un tanque sea proporcional al producto del área del orificio 
por la raíz cuadrada de la profundidad del agua, la ecuación diferencial es:

A -  = -K B \fh  , donde h (m) es la profundidad del agua y A (m 2 ) es el área de la 
dt

superficie del agua en cualquier tiempo t (seg.) y B ( m 2) es el área del orificio. La

tn ~
constante de proporcionalidad, K ( -----) se puede determinar empíricamente. Encontrar el

seg

tiempo requerido para vaciar un tanque cúbico de 1.20 m. por lado. El tanque tiene un 
agujero de 5 cm. de diámetro en el fondo y originalmente está lleno de agua (tomar
k = 2.65) R p ta: t * 10.2 minutos.

@  A un tanque contiene 400 lts. de agua fresca, se le incorpora salmuera que contiene
1 Icq ■ I t . . ,
— — de sal a razón de 8-----  y la mezcla mantenida uniforme por agitación, abandona el
8 It min

tanque a razón de 4 —̂ — . Encontrar: 
min

a) La cantidad de sal presente cuando el tanque contiene 500 lts. de salmuera.

b) La concentración de sal en el tanque al final de 1 hora.

(20) Un tanque originalmente 100 galones de agua fresca. Se vierte agua que contiene media
qqI %

libra de sal por galón dentro del tanque a una velocidad de 2 ----- , y se permite que salga
min

la mezcla con la misma rapidez. Después de diez minutos se para el proceso, se vierte
PCtl m ' ' '

agua fresca dentro del tanque a la velocidad de 2 ------, dejando salir también la mezcla a
min

la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal en el tanque al final de los 20 minutos.
R pta: Q = 5 -e~° '2 (1 -  e9'2 )lb
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(S í) Un tanque con capacidad de 500 galones contiene originalmente 200 galones de agua 

con 100 libras de sal en solución. Se introduce dentro del tanque agua que contiene una

libra de sa! por galón, a ia velocidad de 3 ^ -  y se permite que la mezcla fluye afuera del
min '

gilí
tanque a una velocidad de 2 ------. Encuéntrese la cantidad de sal en el tanque para

min
cualquier tiempo (en libras por galón), anterior al instante cuando la solución principia a

exceder la capacidad del tanque. O -  200 +! — ' - libras, t < 300
(200 + 0  ■

22) Un cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba con una

velocidad inicial t;0 suponiendo que la atracción gravitacional de la tierra es constante, y 

despreciando todas las otras fuerzas que actúan sobre el cuerpo, encontrar:

a) La máxima altura alcanzada por el cuerpo.

b) El tiempo en el que se alcanza la máxima altura.

c) El tiempo que tarda el cuerpo en retomar al punto de partida.

Vn Va 2VÜ
R pta: a) b) -2- c) — 2

2 g  g  g

(23) Un cuerpo es dejado caer verticalmente hacia abajo, con un velocidad inicial V0 en un

medio que ofrece una resistencia proporciona! a la magnitud de la velocidad. Encuéntrese 

una relación entre la velocidad v y el tiempo t; y también la velocidad limite v, que

kt
mg mg  —

alcanza después de un largo tiempo. R pta: V = — - + (F0 — —-)e
K K

(24) Un objeto de masa m se deja caer desde el reposo en un medio que ofrece una resistencia

proporcional a la magnitud de la velocidad. Encuéntrese el intervalo de tiempo que 

transcurre antes de que la velocidad del objeto alcance el 90% de su valor límite.

m
R pta: t = — InlO 

K
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(25) Un hombre y un bote de motor pesan juntos 320 libras . Si el empuje del motor es 

equivalente de 10 Ib. en la dirección de movimiento que si la resistencia del agua al 

movimiento es numéricamente igual a dos veces la velocidad en Ps/seg. y si el bote está 

inicialmente en reposo encontrar:

a) La velocidad del bote al tiempo t. b) La velocidad límite.

Rpta: a) b = 5(1 - e ~°2' )—  b) limK = 5 —
seg seg

(26) Un cuerpo con masa m es lanzado verticalmeníe hacia abajo con una velocidad inicial í/-0 

es un medio que ofrece una resistencia proporcional a la raíz cuadrada de la magnitud de 

la velocidad. Encuéntrese la relación entre la velocidad V y el tiempo t; así como la
__

velocidad límite. Rpta: 2 — + ; ln 1 '”g ~ ]= t ; )2
K  K~ m g —Ks/V K

(¿ i)  Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medio que ofrece una resistencia

proporcional al cuadrado de la velocidad. Encuéntrese la relación entre la velocidad v y el

2 Ik g . ,
e J — Í_1 r.—mg  V Tn • I mgtiempo t, así como la velocidad límite. Rpta: V = (-) — t= =-— • ; lim = J ----------

^  K  , f e  V K
e~ — 1 + 1 

v m .

( 28) Comenzó a nevar una mañana y la nieve siguió cayendo continuamente durante todo

el día. Al medio día, un quitanieves comenzó a limpiar una carretera a un ritmo constante, 

en términos del volumen de nieve retirado a cada hora. El quitanieves limpió 2 millas 

para las 2 de la tarde y una milla más para las 4 de la tarde ¿Cuando comenzó a trabajar?

R pta: (>¡5 -1 )  antes del medio día.

(29) Un depósito contiene 100 gl. de agua pura. A partir del tiempo t = 0 se introduce

salmuera que contiene 1 Ib. de sal, por galón a razón de 1 gal. por minuto, la mezcla se

mantiene uniforme ya que se resuelve al mismo ritmo ¿Cuando habrá 50 Ib. de sal 

disuelta en el depósito? R pta: Después de 100 en 2 minutos.
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^30) Un gran depósito contiene 100 gl. de salmuera en la que están disueltas 200 Ib. de sal.

A partir del tiempo t = 0, se introduce agua pura a razón de 3 galones por minuto y la 

mezcla (que se mantiene uniforme resolviéndola) sale del depósito a razón de 2 gl. por 

minuto. ¿Cuanto tiempo se necesitará para reducir la cantidad de sal que hay en el 

depósito a razón de 2 gl. por min. ¿Cuánto tiempo se necesitará para reducir la cantidad 

de sal que hay en el depósito de 100 Ib.? R p ta: 100(V2 -1 )  min.

3.6. APLICACIONES A LA ECONOMÍA.-

Para el planteamiento de las ecuaciones diferenciales aplicadas a la economía, es 

necesario dar algunos conceptos de los términos económicos.

a) Costo.- Sea “y” el costo total de producir y comercializar “x” unidades 

de una mecánica, está dado por la función y = F(x), Entonces:

El costo promedio por unidad es: y  _ F(x)
X  x

Si la producción total se incrementa en una cantidad A x a partir de un cierto nivel 

“x” y si el correspondiente incremento en costo A y, entonces el incremento

promedio del costo por unidad de incremento en la producción es — . Luego el
Ax

costo marginal definiremos por: lim —  = —  = F  '(x ) , es decir que el costo
Ar-»o Ax dx

marginal es la derivada del costo total y = F(x).

b) Ingreso.- Sea y = f  (x) cualquier función de demanda donde “y” representa el 

precio unitario y “x” el número de unidades.

El ingreso total R es el producto de “x” por “y” es decir:

R = x y = x f  (x)

El ingreso marginal con respecto a la demanda es la derivada del ingreso total con 
respecto a x.

—  = R \ x )  
dx
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c) Elasticidad.- La elasticidad de punto de la función y = f(x) en el punto x está dado

como la razón del cambio proporcional y con respecto al cambio 

unitario x.

dy
Ey _ y  _  x  dy 
Ex dx y  dx 

x

d) Renta Nacional, Consumo y Ahorro.- Se llama función de consumo a la relación

entre la recta nacional (total) disponible y 

el consumo nacional (total).

Luego la función consumo expresaremos mediante la ecuación:

c = f(x)

donde c representa el consumo nacional total y “x" la renta nacional (total), 

entonces la propensión marginal al consumos es: — ■= f \ x )

mediante una análisis teórico se tiene, la renta nacional es igual 1 consumo más el 
ahorro la cual se expresa.

La propensión marginal al consumo es: —  = f \ x )
dx

La propensión marginal del ahorro es:

Ejemplos.

(T )  La relación entre el precio P y la cantidad demandada X es tal que la tasa de 

disminución en la demanda, a medida que el precio aumenta, es proporcional a la 

cantidad demanda e inversamente proporcional a la suma del precio más una constante. 

Encontrar la función de demanda si. P  = P{) cuando X  = X 0 .

Solución
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Sea X = X(P) la función de la demanda, de acuerdo al problema la descripción
, . dX  bx , , , dx dp . .

matematica es: —  = -------  de donde —  = —-----  integrando
dp p  + a x  p  + a

y
ln X  = \n(p + a)bc => X  = ( p  + a)hc => C = ----------- ,a h o ra p a ra  P0 = P  , X  = X 0

( p  + a)

Luego la función de demanda es: X  = — ~ —
W  + a f

©  La lasa de incremento del costo total y, a medida que crece el número X de 

unidades fabricadas, es proporcional a la suma de las unidades fabricadas más una 

constante e inversamente proporcional el costo total. Hallar la función de costo si y  = y Q 

cuando x = 0, graficar la relación hallada.

Solución

Sean X = unidades fabricadas.

Y = Y(x) costo total de las unidades fabricadas, 

de acuerdo al problema la descripción matemática es:

—  = ‘^ X , de donde y dy = a (x + b) dx
dx y

y  a(x + b) _ , . „
-— = ------------- b C , determinaremos C para esto:

2 2
2 y 2 ^2

y = y0 cuando x = 0 => —  = ab1 +C => C = — --------Es decir:
y yo 2  2 2

2 9 2V a(x +  b)~ yñ ab 2 2 ^ , 2 2  I 2 , 2 , 2í — =  —----------+  -------------- rr> y  =  ax + 2ab + y ¿  => y  =  J a x  + 2ab + y 0
2 2 2 2 '

^ 3)  Supóngase que una suma de dinero está colocado a un interés que se 

acumula continuamente. Si la cantidad es S 0 . ¿Cuándo el capital alcanzará la suma

S = 2S 0 si el grado de interés anual es 3%, 4%, 5%?
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Solución

Llamemos: S(t) = inversión en cualquier momento ; S(0)= inversión original, K= interés

La descripción matemática es: — ■—- = KS(t)  => S(t) = Aekl
d t

determinaremos A, para esto se tiene: para t =  0 => S (0) = A,

luego S(T)  = S (0 )e* ', para un interés del 2%, (k = 0.02),

S (t) = 2S (0) , 25(0) = 5 (0 )e002' => ln (2) = 0 .0 2 1

t — lE ir i  => ; = 34.66 , para un interés del 3%, k = 0.03
0.02

/ = => / = 23.10 , para un interés del 4%, k = 0.04
0.03

t = => / = 17.33 para un interés del 5%, k = 0.05
0.04

ln(2 ) .  .
t = ----- - =5- í  = 32.19 anos

0.05

( 4)  Un cierto hombre tiene una fortuna que aumenta a una velocidad proporcional al 

cuadrado de su riqueza presente. Si tenía un millón de pesos hace un año, y ahora tiene 

dos millones. ¿Cuánto tendrá dentro de seis meses?. ¿Dentro de dos años?.

Solución

Sea S (t) = fortuna del hombre. La descripción matemática es:
-£f.

S ' ( t ) -  K S 2 ( t ) , que resolviendo se t i e n e : ---- —  = Kt + C , encontraremos C.
S(t)

para t = 0, S (0) = S, luego C = ------— , e n to n c e s ---- = K t -------------
H 5(0) SU) 5(0)
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k  = — ---------  — . Como —!— = — ----- kt
fS(0) tS(t) S(t)  5(0)

1 _  1 -¿ 7 ( 5 (0 ) )  _  5 (0 )

5(í) 5(0) l - k tS (0 )

además 5(0) = 1 x  10006 pesos = cantidad original 

S (t) = cantidad actual en t años.

Como K = — ---------—  = — l— -------l—  = -10"*
tS( 0) í5(í) l.rl 0 2.rl 0 2

a) A los 6 meses = 0.5 años.
maioí

Si hace un año tenía 106 pesos, entre seis meses ha transcurrido t =1+0.5 = 1.5 años.

1 O 6  1 A 6

5(1.5) = ------- -= ——-T- = 4.106 => S(1.5) = 4'000.000 de pesos

l - “ 6--106(1.5) 1 - |

b) A los 2 años, S (2) = ? para t = 2 años

10ft 10',6
5(2) = ---------1---------= ------= oo => S (2) = *  pesos

10 -6 0 
1 - — .106.2

©  Un fabricante ha encontrado que el cambio en el costo de distribución D, a 

medida que aumenta las ventas S, es igual a una constante multiplicada por las ventas, m 

es otra constante Si D = 0, cuando S = 0. Hallar D como una función de S y diagramar la 

relación obtenida.
Solución

Sean D = costo de distribución D , S = las ventas

— - = cambio en el costo de distribución D 
dS
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a medida que aumenta las ventas S. Según el problema, la descripción matemática es:

— - = aS + b de donde: dD = (aS + b) dS integrando D = + bS + C
dS  2

PROBLEMAS PROPUESTOS.-

0  La razón del incremento de las ventas S, a medida que crece la gestión de propaganda X 

es igual a una constante menos las ventas divididas por una constante más la gestión de 

propaganda. Hallar la relación entre las ventas y gestión de propaganda, si S  = S ()

a ~ - Vcuando X = 0 graficar la relación obtenida. Rpta: S  = S(o '

(T )  Supóngase que la tasa de incremento en el costo de ordenar y sostener y, a medida

que crece la magnitud de la orden S, es igual a la relación entre la suma de los cuadrados 

del costo y la magnitud, dividida por el doble producto del costo y el tamaño. Hallar la 

relación entre el costo de ordenar y sostener y el tamaño de la orden si y = 3 cuando s = 1

graficar la relación obtenida. Rpta: y  = (85 + s )2

( 5 )  La relación entre el ingreso R y la cantidad demandada X es tal que la tasa de

incremento en el ingreso, a medida que aumenta la cantidad demandada, es igual al doble 

del cubo del ingreso menos el cubo de la cantidad demandada, todo dividido por el triple 

del producto de la cantidad demandada y el cuadrado del ingreso. Encontrar la relación 

entre el ingreso y la cantidad demandada si R = 0 cuando X = 10, graficar la relación
\

obtenida. Rpta: R  = (10a ‘ - jc 3)3

( 4 )  La relación entre el costo de fabricación por cada ítem M y el número de clases de

ítem fabricados N es tal que la tasa de incremento del costo de fabricación, a medida que 

aumenta el número de las clases de ítem, es igual a la razón del costo por ítem más el 

número de clases de ítem dividido por el número de clases de ítem. Hallar la relación 

entre el costo de fabricación por ítem y el número de clases de ítem fabricados si 

N  = M 0 cuando N = l .  Rpta: M  = N ( M 0 + \n N )
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®  La relación entre el costo de operar un almacén de depósito y el número de galones de

• dy
aceite almacenados en el depósito está dado por —  = Kx + a donde y es el costo mensual

d x

de operar el depósito (en dólares) y x es el número de galones de aceite almacenados. Si 

>' = yo (costo fijo) cuando x = 0, hallar y como función de x, y graficar.

D  k*2R pta: v = ------ vax + c
2

( ^ )  La relación entre la utilidad neta P y el gasto de propaganda x es tal que la tasa de

incremento de la utilidad neta a medida que crece el gasto de propaganda, es proporcional 

a la diferencia entre una constante y la utilidad neta. Hallar la relación entre la utilidad 

neta y el gasto de propaganda, si P  = P0 cuando x = 0 y graficar.

Rpta: P  = a - ( a -  P0 )e~k*

( l ^  La razón del incremento en el costo y a medida que crece el número de unidades

fabricados x es igual del doble del cuadrado del costo menos el cuadrado del número de 

unidades di\idido por el producto del costo y el número de unidades. Hallar la relación 

entre el costo y el número de unidades fabricadas si y = 3 cuando x = 1.

Rpta: y  = V8x4 + x 2

La razón de crecimiento del volumen de ventas S, a medida que el precio P decrece, 

es proporcional al volumen de ventas e inversamente proporcional a la diferencia entre el 

precio y una constante. Hallar la relación entre el volumen de ventas y el precio, si

S = 5 0 cuando P  = P0 . Rpta: S  = S0(—-----)“
P — b

La relación entre la utilidad neta P y el gasto de propaganda X es tal que la tasa de 

incremento de la utilidad neta, a medida que crece el gasto de propaganda es proporcional 

a la diferencia entre una constante y la utilidad neta. Hallar la relación entre la utilidad

neta y el gasto de propaganda, si P  = P0 cuando x = 0. Rpta: P  = a - ( a  — P0)e -k x
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©  La relación entre el costo promedio “y” y el número de unidades producidas “x” es tal

que el cambio en el costo promedio, a medida que crece el número de unidades es igual a

la relación del número menos el costo promedio, dividido por el número de unidades.

Determinar la relación entre el costo promedio y el número de unidades producidas, si

— 9 — x  4
y  = — cuando x = 1, grañcar la relación obtenida. R p ta: y  = — + —
' 2 ' 2 x

©  El arrendamiento de un apartamento (dos alcobas, muebles “estándar”) en un colegio

varia con la distancia del apartamento al campus. Supóngase que esta relación está dada 

por:

. < x < 1 0
dx x

' 0 íhrii.uo • ob oíbkü H / l n
en que “y” es el arrendamiento mensual (en dólares) y “x” es la distancia (en millas), K y

a son una constantes, si y = 225 cuando x = 1. Hallar “y” como una función de “x” y

diagramar la relación obtenida. R p ta: y = 225 + a -  ax -  K lnx
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CAPÍTULO IV

4 . E C U A C I O N E S D I F E R E N C I A L E S D E O R D E N

S U P E R I O R . -

En las ecuaciones diferenciales de orden superior consideraremos dos tipos especiales: 

I o caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma: d " y
dx"

- f i x )

donde f  (x) es una función sólo de x.

La solución de la ecuación (1) se obtiene por integración sucesivas, es decir:

d ^ y
dx"~]

jti—2 d y
dxn~

y '{x )d x  + cx

J[ \f (x )dx  + cx ]dx + c2

y = )dx + cl....]dx + cn

2° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma: d 2y
dx2

= g(y)

donde g es una función solo de y.

para obtener la solución de la ecuación (2 ) se hace del modo siguiente:

... (2)
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®

d~y dy'
— Y ~ S(.y) entonces y — = g ( y ) , de donde
dx dy

y 'd y '= g (y )d y  integrando se tiene: J"v'dy ' = ^ g (y )d y  + c¡ => ^ g (y )d y  + ct

y' = j2[ \g(y)dy + c, ] separando las variables

dy = J2[ j g ( y ) d y  + c, ]dx , de donde 55 j* +c¡
2[ \g (y )d y + c x]

d 3y
en forma similar si se tiene — — = g (y )

dx

d ^y  ,r , d 2y '  .dy '  2 
se deduce que -— -̂ = y [ y — —̂ + (— ) ] 

dx d  y  dy

3o caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma. F ( x , y (k), / * +1\ . . . , y n)) =  0 ... (3)

donde la ecuación (3) no contiene a y, se puede rebajar el orden de la ecuación tomando 

como nueva función incógnita la derivada de orden inferior de la ecuación dada, ó sea

y {'k) = z . Obteniéndose la ecuación F (x ,z ,  z ' 1) = 0

a) Ejem plos.- Resolver las siguientes diferenciales.

d 3y  x — -  = xe 
dx3

Solución

d 3y  x d 2y  f  x 
— t- = xe => — — = \xe dx-
dx3 dx2 J

(xex - ex + q )dx + c2 = xe - 2 e  + c¡x + c2

y  = \(xex —2ex +clx  + c2)dx + c3 => y  = xex - 3 e x + c2x  + c3
c,x
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© 7^+ay = odx~
Solución

Como — j- = y ' - —- => v + ay = 0 => y ’dv' + a ydy  = 0 , integrando se tiene:
dx dy ' dv

j y ' d y ' + j a 2y d y  =  c¡ => ^ ~ + a 2 - ^ -  =  c l

, IZ 2 T dv jv = V 2 c, - a v  => - ' . . =  = dx
' V 7 2 c, -  a  V

1 ay . ay ,
— arcsen ;---- = x + x-> => arcsen(—7= )  = ax + ac2
a 7 2 ^  2 V2 q

ay
= sen(ax + ac-,) => y  = A, sen ax + K 2 eos ax

V2 q

©  .\y" = y 'ln (— )

Solución

y ' = z => x r ' = zln(—) => z ' = — ln —
X X X

es una ecuación homogénea z = ux de donde dz = udx + xdu entonces 

dz = —ln(—)dx => u dx + x du = u ln u dx
X X

x du = (u ln y u -  u) dx, separando la variable.

du _  dx 
u l n u - u  x

=> In (ln u -  1 ) = ln ex => ln u -  1 = ex => ln u = 1 + ex

u = e ~ cx -  = e1+c* => z  = xe ,+cx
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—  = xe'+a => dy = xel+€Xdx integrando y  = —e]+cx — ír-e1 l| + k 
dx ' c c

■no 
.4 ..3^ 5 )  Resolver xy’(yy"-(y')2 - y ( y ' ) 2 ) = x 4y 3

Solución

fZ(x)dx [z(x)dx íz(x)dx ,  f-

S e a :y  = e-* => y '  = Z ( x ) e '  a  y"  = Z \ x ) e + ( Z ( x ) ) ~ e *
Z(x)d\

(x)dx\z(x)dx \z{x)dx  fz(.Y)dx -  \ z ( í )d x  -  2 f 'z(x)
Luego: X Z (x )e '  [e^ ( z ’(x)e^ + (z(x))~e •* ) - ( z (x ) )  e J

fZ(x)dx .  2 fZ(x)dx 3 fZ(x)dx

- e ¡ (.z ( x )Y e  J = x  e J

3 \z{x)dx ,  ,  ,  . 3 \Z(x)dx ,

í> J [ i r ( i ) 2 '(j:) + .v(z(i')) -x (z (x ) )  -(r(.v ))‘ ] = * e J [.vr(.v)z'(jr)-(zU))-] = x 

z '(.v) -  (—)z(.v) = x 3 (z(.r)) 1. Ecuación Diferencial de Bernoulli en z con n = -1

.  -2 í-dx 2 \-dx ,  -> 7 n
z = e  ■’* [2e x x  dx + c] =¿c~(x ¡pe) => z  = x-\lx +c

[ I L j ~(x2+c)2
y  = e ^ x +cdx =  e 3

i\2 \ y3©  y  2y 3 y y ' y "+ 2 (y  ')3 + Z (>y”- ( y ') 2)

Solución

x2
t 1 1 tí

fz(x)dx [:(x)dx (z(x)¿r ,  \z(x)dx
• v = =í> v ' = 7 Í r V > J A v" = z ’(x )e J + z  e JSea: y  = e J => y '  = z ( x ) e J „ a  y ” = z '(* )e J + z e

\zdx \zdx [zdx , fzdx

y ”’ = z " e J + z z 'e J +2 z e J z '+ z V  

Reemplazando en la Ecuación Diferencial dada

A
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2 \zdx ir  dx ir  dx \zdx 2 Ir  dx \zdx [zdx . 3 [zdx

e (z " e  ̂ + 3 r z 'e ' + z e ■* )-(3<? 3 ) ( z ’e + z ) + 2z e  ̂ +

r _i \zdx \zdx \:íL ■> ^ 2 [:dx _i  3 ír 
[-V e '  (e-* (z ' e 3 + z  e 3 ) ) - z  e  ̂ ] = x  ~e '

dx

? [ z "+ 3zz '+3 -3 z z '—3z3 + 2z3 + x - 'z '+ * - ,z 2 - x ~ ' z 2] = x V - ^  => *'V - z'- = x i -

Sea: c = z' => t '= z "

Luego la ecuación diferencial es de la forma: t '+ —t = x  2 ecuación diferencial en t
x

‘dx + c] = x  ‘( |x  'dx + c) =  lü £  + £.
X  X

-  f-<*c f-<fr _2 -I f
? = e <*-v [e •*' + x  í/x + c] = x ( b

fin X , fí/x f(‘n2
z = J -----ax + c l —  y  = e J

v+ln x)dx

(¿ )  y = y ' tg x -  (y')2 sec 2 x
Solución

Sea: z = senx => z ’ = (cosx )—  ; ( z ’ =  — )
dy dy

=> v = — (— x ’) - ( — )2(—)2 => J  = — -------------=> v'(z’)2 - z z '+ l  = 0
x' z ' x' z ' z ' (z ') - '

Sea: z '= ,P  => P 2 - z p  + l = 0 de donde

P 2 + 2 y P ^ f-  — P^r- — z ^ f -  = 0 => P 2 + 2 y P ^ f - - P 2 - z ^ f -  = 0
* dy dy dy dy dy

^ f- (2 vP  -  z) = 0 => —  
¿X 7 dy

( 2 y P - z )  = 0 => - f -  = 0 => P  = c, => z = c,y  + c2 senx  = c l>' + c 2

en: y e 2 -(sen x )c , + 1  = 0 es decir: c \ y - c x s e n x + 1  = 0
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2yP - z  = 0 => P  = —  => —  = —  integrando se tiene:
2  y  z  2 y

1 -  2
lnz = — ln y  + lnÁ' => z = K y2 sen“ x = K iy

( ? )  x y y " - x ( y ' ) 2 - y y '=  0
Solución

Sea: y '= y z  => y "  = y ' z  + yz '=  y z 2 + y z ' , es decir: y ” = y ( z 2 + z )

Reemplazando en la ecuación diferencial

2 7 9  9  9  2
xy (z~ + z ' ) - x y  z -  y  z = 0 de donde xz~ + x z ' - x z  - z  = 0

I\ V|

x z ' - z  = 0 de donde — — — = 0 integrando ln z — ln x = ln c¡ es decir: — = c,
Z X X

v * v 1 dy . . C\ 2
Como: z  = —  => — =c¡ => —  = c,xdx integrando se tiene ln y  = — x +c2 

y  yx y  2

y  = k ,e k-*2 

®  x 2y y"=  ( y - x y ' ) 2

Solución

Sea: y '= y z  => y " = y ( z 2 + z ’) => x 2y 2 =(z~ - tz ')  = [y -xy (z )]~

? r  2 2 ■> 2 n  2 2  2 i i 2 2 - »es [x z + z  + z ]  = j> [1 — xz] => x z + x z = l  + x z — 2 xz

2 1
. --  T — -----  --S "7 — 0 J)z'+ — z = —  => z  = e [ | e Jv dx + c] integrando
X X2

z = x2[x + c] => — = x”1 + cx~2 => —  = (x_l +cx~2)dx
y y

c, a  '(-v2+c,)3'2
ln y  = ln x  + — + c2 => y  = x k e x La solución: y  = c2eJ 

x
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O bservación.- Cuando la ecuación diferencial es homogénea para la función y sus

U  ■
derivadas, la sustitución y' = y z  ó v = e J reduce el orden de una 

ecuación diferencial una unidad.

( ? )  4 x 2y y '= 9 x y 2 + 6x + 54 y 6 + 108v4 + 1 2 y 2 +16

Solución

4 x 2y y '= 3 x (3 y 2 + 2 )+  2(3 y 2 + 2 )}

Sea: z = 3 v 2 + 2  => z '= 6 vy '  => => —■ x~z' = 3xz + 2 z3 => z '------ z = — z ' .
3 2x x~

Bernoulli en z con: n = 3

z -2 =£f  J“T/ V[_2  f / 2 f l 7 í/v_  3 dx + c] = x - \ - (> .—  + c) => z “2 = - - x _1 + cx~9

. , 1 2 ->\2 ecuación: (3>> + 2) = —---------------  => (3 y  + 2)
3 - i  -9 '  ' ' -3 x 8 + 4c
—  X  +  ex
4

(3y2 + 2 )2 ( -3 x 8 + 4c) -  4x° = 0

10)  xvy' '+ x (y ') * = 2 yy'
Solución

Sea: y '= y z  => y ' ' = y ( z 2 + z ')  => x y 2 (z"  + z ' )  +xy  z  = 2 y  z

2
2xz2 + x z '- 2 z  = 0 z '—— z = - 2 z 2 Bernoulli con n = 2

x

—  = 0 , integrando se tiene: l n z - 2  1n x  = ln c  => z - c x "

y ' d y  C 3 .
Pero: z = —  => —  = cx~dx integrando se tiene: ln y  = — x  + c, y  = k ,e  ~

y y 3
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@  y y " - 2 y y ' \ n y - y ' 2 = 0
Solución

Sea: P = y' => y "  = P —  => vP — - 2 y P l n y - P 2 - 0 ,  factorizando se tiene: 
dy ' í/>'

F( v—  -2 1 n  v - P )  = 0 => £  = 0 => y  = c,
‘ ¿y

ó —  — — P = 2 1 n v ; lineal en P
dy y

f - -  r f —  2 9
Luego: P = e 1 [ Jt- 1 ^ ln y tífy +  c,] = _y[—ln .y + c,

—  = y ln2 y + c,_y integrando j --------------- = dx
dx “ J y in ' y

í

y + c,.y

dy , >■ = #x => arctg(----- ) = x  + c2 => ln y  = c¡ tg(x + c 2)
y\ri2 y + c ty  c¡

b. E JE R C IC IO S PRO PU ESTO S.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

4

© ^-JL = t2 R pta: x  = - — I-C1/ + C1
d r  12 1 -

( ? )  ^~4- = xe x , y(0) = l, ,y'(0) = 0 R pta: y  =  (x + 2)e 1 + x-
í/x"

( 3)  ^  = cos2 x, v(0) = — . y ’(O), .v"(0) = l  y ’"(0) = 0
dx 32 8

4 2 tx x eos 2x
R pta: y = :— b — + 

48 8 32
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© dx3
■ a ;sen x, > ( 0 )  =  0, y  ' ( 0 )  = 0

( ? )  y " =  2 sen x eos" x -  sen3 x

©

Rpta: y  = x  eos x -  3 sen x + x + 2 x

_  sen3 x
Rpta: y  = — - —  + c,x + c2

y ' " = x e x , y ( 0) = 0, v '(0 ) = 2, y ' '(0 ) = 2 Rpta: y  = - ( x  + 3)e_x + ^ y -  + 3

©  y " =  (2 v + 3) -  2 y '2 — 0 Rpta: —\n(2y + 3) = c)x + c2

8 )  1 + y'  = y y ' '
x  + c

Rpta: y  = K  cosh(:------)
K

©  y y " - y '2 = 0, v(0) = 1, v '(0 ) = 2 Rpta : y  = e2x

y y y 1 = .v in >*

(T í) y(l -  In y ) y "+ (1 + ln y ) y  '2 = (

Rpta: ln y  = c¡ex + c2e x

x+C2
Rpta: y  = e x+C]

Rpta: ln[c,(v + l ) - l ]  = c1(x + c2) 

Rpta: x  = y fy - ^ - \n (2 y [ y  + c ,)  + c2

, y
x  — 1

= x ( x - l ) ,  y ( 2) = 1, y \ 2 )  = - l

15) ( l - x  ) y " - x y '= 2

Rpta: y  — —  (3x4 — 4x3 — 36x +72x + 8)
■ 24

Rpta: y  = (aresenx)“ +c¡ arcsenx + c.

16) (1 + x ) y " + l + y " = 0 Rpta: y  = (lH— ^)ln(l + c ,x )-------1-c2
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17) y ' " ( x  -  1) —j "  = O, y(2) = 2, y '(2 )  = l, y " ( 2) = 1

'  "" 6
R pta: y  = — (x3 -  3x2 + 6x  + 4)

18} y" cosx(cosx + 2yy ')  = 2y senx(cosx  + 2 y y ')y '-4 y y 'co sx  sug: y~ = z ,  sen .y = co

( í? )  y " - y ' 2+yy'3 = O, y(O) = 1, y'(O) = 1 R pta: y 2 -  2 y  -  2ex~y =  2 x -  3

( 20) Hallar la ecuación de una curva que satisface a la ecuación diferencial: y  y ' ' = 2 (y ' )2 + y ¿

y tenga pendiente v3 en el punto (0 ,1) Rpta: 2y  = sec(.v + -j)

( ¿ i)  ( y "+ y ')e x + (cosx + x ‘ )y'+(2x  -  senx )y  = -  sen x + 2x

(22)  2 y y " -3 y '2 = 4y~ (23) x y \ y y " - y ' 2 ) -  yy '2 = x 4y 3

24) y 2y ”- 3 y y ’y "+ 2 y '3+ - ( y y " - v ' 2) = —  (25) ^ £  = x + senx
' y  i" _v2 w  dx

d 2y  a + b x  d 2y  , 7
26) — 4- = ----- —  (27) .v— ~ 1 + x~

dx x~ dx~

28) y = x ln x, y (l) = y '(l)  = y "(1) = O (29) y ’" = x  + cosx

30) y ” = x  y (l) = y '0 ) =  y"(l) = 0 ©  y " = a e y
(x + 2)3 W

32) ^ 4  = A r  @  y 3, y " = -1, y (l) = 1, y '(D  = 0
d x  y 3 W

d 2y  3
34)  v "=  e í y , y(0) = 0, y '(0 )  = 1 (35) ^  = ^ y 2, >,'(D = ^ 0 )  =

‘ dx~ 2

36) 2 ^ -  = e \  y \ 0) = - l ,  y(0) = 0 @  y" = —
</x2 W  2y
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38) / ' / = ! ,  y  = 1, y '=  1 para x = — (39) y y ”- y ' 2 = - ^ i
2 ^  l + x

40) y  = senycos>\ v(0) = -̂ , y(0) = - i  (4i) yy"~y'2 = y 2y'

(42) y " ' = x e ~ x\  j/(0) = y ' (0) = / ' (0) = 0 @  (y'+2)e~y y " =  1

44) y" -y '~ + yy '3 = 0 ^ 5 )  y  = y ' t g x  ~ y '2 secx

x 2y " 2- x 2y ' y " ' - y ' 2 = 0 (47) (x 2 + y 2) y "' =  (1 + y 2 * x y ' - y )

ry  + C,+y¡(y + C,)2 - a 2 1 A ^ ____Û  + C2
2

48) « y 2 = l + / 2, = ó >> + c, = ±acosh(—

49) ^-~- = sec2 y . tg y ,  y '  = — 1, x = ln2, y  = —
dx2 4

50) eos3 y  — ¥r = sen y, y ' = >/2, >> = 0, x = 0 
'— dx
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CAPÍTULO V

5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 
ORDEN n

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n son de la forma siguiente:

d n v d n_*1'
a n W  —  + a n - \  O ) — ~ r  + ■ + a0 (X)y = * (* ) 

dx dx

donde a 0, a l , a 2, . . . , a n y R son funciones solo de x ó constante. 

La ecuación diferencial (1) se puede escribir en la forma:

F { x , y \ y " , . . . , y (n)) = 0 ... (2)

La ecuación (2) nos indica que están relacionadas, la variable independiente x, la variable 

dependiente y, y las derivadas

Si en la ecuación (1) la función R(x) = 0, se obtiene:

dxn

j n - \d  v
a n ( * ) -- 7  + a n- 1 (X )  ¿ T  + -  + a l ( x ) —  + °0  =  0dx

••• (3)

A la ecuación diferencial (3) se denomina ecuación diferencial lineal homogénea.

Si en la ecuación (1), la función R (x) *  0, la ecuación diferencial (1) se denomina 

ecuación diferencial lineal no homogénea.

Si y ¡ , y 2 son soluciones de la ecuación diferencial (3) y si c, y c2 son constantes 

arbitrarias, entonces y  = c ly¡ + c2y 2 es una solución de la ecuación (3).

Como y ,, y 2 son soluciones de la ecuación (3) entonces:
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. \ y-n ’ / \ \ i / \ rva„(x)y, + a n_,(x )y ,  +...+  a , ( x ) y  ¡ + a0(x)y¡ = O

a„(x)y2n + an_{( x ) y 2' ' a, ( x) y' 2 + ao( x ) y 2 = 0  

sumando y agrupando se tiene:

ü „ <-vKq v \"1 + vV” ) i- a„_¡ (x)(c,y}"“' 1 + c 2j - r " )  + a0 (x )(c¡ y, + c2y 2) =  0

« „ ( a- )( c-, v ¡ + c 2y 2 ) (/,> + a„_¡ ( x  ) ( c , y ¡  + c 2y 2 ) ("~,) + a 0 (x )(  c, y , + c 2 y 2 ) = 0

entonces c,y¡ + c2y 2 es uha solución de la ecuación diferencial (3)

En general si, y¡ ,  i = 1, 2,..., n son soluciones de la ecuación diferencial 

lineal homogénea de (3) y si c¡, i =  1, 2,..., n son constantes, entonces

y  = í.’uv¡ + c2 v2 +... + c„y„ , es una solución de la ecuación diferencial (3).

i 5.1 INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FUNCIONES.-

Consideremos un sistema finito de n funciones: f] (x), f 2 (x),..., / „  (x) definidas en algún 

intervalo (a,b), diremos que estas funciones son linealmente independientes si existen 

< X |,a 2. , . . . , a n escalares tal que:

a , / | (x) + a 2f 2(x) + ... + a nf n(x) = 0 entonces a !  = a 2 = ... = a ,  = 0

Si alguno de los a , , a 2 ,--.,ot.. es diferente de cero, entonces diremos que f \ , f 2,—,.f„ 

son funciones linealmente dependientes.

E jemplos: Averiguar si las funciones dadas son linealmente independientes.

©  f \ ( x )  — x , f 2 (x) = 2x  , f 3 (x) = x 2

Solución

Por determinar si a , / ,  (x) + a 2/ 2(x) + a 3/ 3(x) = 0 entonces a , = a 2 = a 3 = 0 .

Luego a ]x + a 22x + a_v" = 0 ,  derivando
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a ,  + + 2 a 2 + 2 a 3x  = O, derivando nuevamente.

2 a 3 = 0  => a 3 = 0  => a ,  =  - 2 a 2 

Como a , = 0 y a ,  = - 2 a 2 =>/¡  ( x ) , / 2 (x) y j \ (x) no son lineaimente independientes.

5.2. EL WRONSKIANO.-

Suponiendo que las n funciones: / ,  ( x ) , / 2 (x),. . . ,/„  (x) son diferenciables cada uno al 

menos (n -  1) veces en un intervalo a < x < b. entonces de la ecuación 

C \ J \  + c 2 f 2 - r  ... +  c „ f „  = 0  por diferenciación sucesiva se tiene:

c\f\ +ci f i  +-+c„f„ =0 

C \f \+ o J '2 + ~ + c J 'v =Ü 

C\ J \ +cl f ' 2 +- +c„ f \ i  =0

Consideraremos a (a ) como uñ sistema de ecuaciones en c, , c 2 , . . . , c „

El sistema de ecuaciones (a ) no tiene solución, excepto cuando todos los c 1,c 2 , - , c (l 
son ceros.

Si el determinante de los coeficientes de c, ,c 2,...,c„ no es nulo es decir:

f x  Í 2

/ ' ,  A
/ "  i f \

An-1) /’(/í-1) f(n-1)
J\ J 2 Jn

f n

f ' n
f " n

= 0 , entonces diremos que las funciones:
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f \ (x), f  2 (x ),...,/„  (.V) son linealmente independientes, al determinante de los coeficientes 

del sistema (a ) denotaremos por W, es decir:

W =

A Í2 •-  fn
f \ / '  2 •-  f \
r  i / "  2 • f "J  n

r(n-l)
f r l) .

H n-1) 
•• J  n

Llamaremos el Wronskiano de las funciones: f  (x), f 2 (x),..., f„  (x)

Ejemplo N °l: Demostrar que las funciones: e x , e 2\ e ix son linealmente

independiente.
Solución

W =

x 2x 3xe e e 

ex l e lx 3e3x 

ex 4elx 9eix

= 2ebx, V x e  R

entonces las funciones e x , e 2x, e 3x, son linealmente independiente.

Ejemplo N°2: Demostrar que las funciones e x, cos.r, sen .y  son linealmente

independiente.
Solución

W =

e eos x  sen x  

ex -  sen x  eos x  

ex -  eos x — sen x

= 2elx *  0 ,  V x e  R

Entonces las funciones e x , eos x, sen x son linealmente independiente.

Ejemplo N°3: Hallar el Wronskiano de las funciones: / ,  (x) = x , f 2 (x) = —

Solución
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W  =
f \ ( x )  f 2(x )

/ ' ,W  / ’2W 1 —

x

1 1 2  n= ----------= —  para x * O
A' X X

Luego W = — ; para x ^  0
x

OBSERVACION

Que el Wronskiano W *  0, para que las funciones sean linealmente independiente es una 

condición necesaria pero no suficiente, por ejemplo las funciones:

J\ U )  =

/ 2W  =

x  si -1  < x  < 0
0 si 0 < x  < 1

0 si -1  < x  < 0 

A-2 si 0 < x  < 1

son linealmente independiente y su

1 X  Wranskiano es cero.

Este sistema de funciones es linealmente independiente puesto que para 

a ¡  = a 2 = 0 ,  se cumple la identidad: a , / ,  + ol2/ 2 = 0 . En efepto:

Si x s  [-1,0] => a , / ¡  (x) + a 2f 2(x) = 0

x  + a  ->.0 = 0 a , . a- = 0  => a ,  = 0

S ix  € [0 ,1 ] => a ,/i(A -) + a 2/2(-O  = 0

a , .0  + a 2.A2 = 0  => a 2.x2 = 0 => a 2 = 0 .  Luego a , = a 2 = 0  

Consideremos el Wronskiano en [-1,0] y en [0,1]

W  =
A2 0 0 x2

= 0 ,  W =
2x 0 0 2x

= 0 . Por lo tanto: fF [ /1, / 2] = 0 en [-1,1]
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

I. Obténgase el Wronskiano de las siguientes funciones indicadas:

© 1, a\.y2 ,...,x"~] para n > 1 Rpta: W = 0! 1! ... (n - I)!

© e mx, e nx , donde m y n son enteros y m í  n Rpta: W = ( n - m ) e (m+a)x

© senhx, coshx Rpta: W = -l

© x , x e x Rpta: W = x 2e x

© e x sen x , e x cos.v Rpta: W = - e 2x

© eos2 x, 1 + eo s2x Rpta: W = 0

© e~x ,xe~x Rpta: W = e~2x

© e \ 2 e \ e ~ x Rpta: W = 0

© 2, eos x, eos 2x Rpta: W = - 8  sen3 x

© e~3x sen2x, e~3x cos2x Rpta: W = —2e~6r

II. Mediante el Wronskiano, demostrar que 

linealmente independiente.

cada uno de los siguientes

©
i —a 7 2xl ,e  ,2e ^ 2 )  ln x, x ln x

©

i i
X2 ,.v3 ( 7 )  e ax sen b x ,e m eos ¿

© l ,s e n 2 .v ,1 -co sx
W  x+1

© y j \ - x 2 , x ^ 8 )  sen ̂ eos2 x

© x 2, x A,x* ( Í 0) e x , x ex, x 2e x
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III. Demostrar que las funciones dadas son linealmente independiente y su W ronskiano es 

cero, construir las gráficas de estas funciones.

©  M * )
0 si 0 < x  < 2 

( x - 2)2 si 2 < x < 4
f i  W :

(x  — 2) si 0 < x  < 2

0 si 2 < x  < 4

©

©

x  si -  2 < x  < 0 
0 si 0 < x  < 1

0 si — 2 < x  < 0
/ 2W  =  { 2 „

r i í  0 < x < l

/ i (x ) = x  , / 2(x) = x | * | , - l  < x <  1

IV.

©  Demostrar que el Wronskiano de las funciones: e 1 e 2 . . .e kf,k es

Ak]+k2+-+k„)x

1

h

k;

k„

k l

,n-\ .n- 1 ,n- 1/Cj tí 2 ... Kn

( 2)  Demostrar que las funciones: e 2x, x e 2x, e 2x sen x, e~x cosx  son linealmente

independiente.

©  Demostrar que el Wronskiano de las funciones: x a ,x (!, x y es:

a+ p + y -3
1 1 1
a  (3 y

a ( a - l )  P (P - l)  y (Y -l)
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5.3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS DE 
COEFICIENTES CONSTANTES.-

Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes son de la 

forma:

d ' y j h -1 dy

dx dx
(1)

donde a 0 ,a , , . . . , a n son constantes.

Para resolver estas ecuaciones diferenciales, primero consideramos el polinomio 

característico de la forma siguiente:

P(r) = a n r" +  aB_, r" '+ . . .+ 0 , r  + a 0 = O

Como el polinomio característico P(r) = O es de grado n entonces se puede obtener las 

siguientes raíces r],r2,r i ,...,rtl los cuales pueden ser, reales distintos, reales de 

multiplicidad o números complejos.

Luego para dar la solución de la ecuación (1) consideremos los siguientes casos:

I o Caso Cuando las raíces de la ecuación polinómica P(r) = O son reales y distintos:

/-, < r , < ... < rn entonces el sistema fundamental de soluciones de la ecuación (1) tiene la

forma siguiente er'x, er~x, . . . ,  er"x, y la solución general de la ecuación diferencial lineal 

homogénea (1) es: _____________________________ ___
n i  rj x r„X

y  = c ,  e 1 + c 2 e -  +...+cn e

2o Caso Cuando las raíces de la ecuación polinómica P(r) = O alguna de las raíces 

son de multiplicidad, consideremos r, = r2 = ... = rk = r  y donde r es la raíz de 

multiplicidad k, y n -  k son las demás raíces y distintas.

Luego el sistema fundamental de soluciones tiene la siguiente forma:
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y la solución general de la ecuación diferencial (1) es:

rx rx 2 rx k- 1 rx r, ,x r
y g = c 1e  + c 2x e  + c 3x  e  +....+cÁx  e  +<?Á.+1e +...+crte

3°Caso Cuando las raíces de la ecuación polinómica P(r) =  0 alguna de estas raíces son 
complejas: /-, = a ,  + /(3 |, r 2 = a ,  - i 'P j ,  r3 = a 2 +iP 2 , = a 2 - ? P 2

0 = v u» *■
y las demás raíces supongamos que sean reales y distintas.

Luego el sistema fundamental de soluciones son de la forma siguiente:

a«x 0 a,x 0 a jx  0 a 7x n r*x r„xe 1 co sp ,x ,e  1 sen p ,jt,e  1 co sp 2* ,e  L s e n p 2* ,e ^

reí'- 1 f»I jo ooifei
y la solución general de la ecuación diferencial (1) es:

y  = c ,e a |' co sp |.r+ c2ea |' sen P ^ + C je“2' cosP2x + c4e"2'r sen(32.r+ c5e’5' + ...+c„ernX

a. Ejem plos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

dx
Solución

„ d 2y
El polinomio característico, correspondiente a la ecuación diferencial — — — y = 0 es

dx

P(r) = r 2 - 1 = 0 , y sus raíces r¡ = 1 , r2 = - 1, de donde el sistema fundamental de 

soluciones es: e '1' , e ' 2' es decir e x ,e~x y la solución general es: y„ = c¡ex + c2e~x

Solución
ijrl ítaimoniloq noioeuaa el v:, -r.-..,i ?.el oboei/O ojru'y °£

El polinomio característico, correspondiente a la ecuación diferencial.

d 2y  -,dy 2-— ¿ - -3  — + 2^  = 0 es P(r) = r  - 3 r  + 2 = 0
dx’ dx

de donde r t =  1 , r2 = 2 , luego el sistema fundamental de soluciones es: e* , e 2x y la 

solución general y  = c le x + c 2e 2x



©  v" - 4 v' + 4 v = 0
Solución

El polinomio característico a la ecuación diferencial:

y " —4y'+4y = 0 es P(r) = r 2 - 4 r  + 4 = 0 de donde r = 2 de multiplicidad 2.

Luego el sistema fundamental de soluciones es: e lx , x e 2x y la solución general es:

? v 2xy g = c ,e  + c2xe

0  y "+ y  = 0

Solución

El polinomio característico de la ecuación diferencial: 

y"+ y  = 0 es P(r) = r 2 +1 = 0 de donde: r, = i , r2 = - i  ■

Luego el sistema fundamental de soluciones es: eos x, sen x, y la solución general es:

y  = c¡ eos x  + c7 sen x

©  y "+ y ’+y = 0
Solución

El polinomio característico a la ecuación diferencial.

2 1 V3 1 V3
y"+y'+y = 0 , es P(r) = r + r  + 1 = 0 ,  de donde r, r2 = -  — — — i

— 73  — V3
Luego el sistema de solución es: e 2 eos —  x, e 2 s e n -^ -x  y la solución general es:

"f V3 -f ^y a =c,e  L eos —  x  + c7e ¿ sen —  x
* 1 2 2

©  y ’" -2 y " -y '+ 2 y  = 0
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Solución
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El polinomio característico a la ecuación diferencial es:

P(r)  = r 3 — 2 r 2 -  r  + 2 = 0 ,  de donde: r, =  — 1, r2 = 1, r3 = 2 , luego 

el sistema fundamental de soluciones es: e~x , e x , e 2x y la solución general es:

y g = c,e~x + c2e x + c 3e 2'

@  y " '  + 3y"  + 3 y '+ y  = 0
Solución

El polinomio característico de la ecuación diferencial es:

P(r) = r 3 + 3 r 2 + 3 r  + 1 = 0 , de donde r, = -1  de multiplicidad 3, luego el sistema 

fundamental de soluciones es: e~x , xe~x , x 2e~x y la solución general es:

y g = c  ¡e~x + c 2xe~x +c-i x 2e~x 

( ? )  y " ' - y "  + y ' - y  = 0
Solución

El polinomio característico de la ecuación diferencial es:

P(r) = r 3 - r 2 + r - l  =  0 ,  de donde: r¡ = 1, r2 = / ,  r3 = —/ ,  luego el sistema

fundamental de soluciones es: ex , eos x, sen x, y la solución general es:

y g = c¡ex + c 2 cosx  + c j senx

( ? )  y " ' - 6 y "  + \ \ y ' - 6 y  = 0
Solución

El polinomio característico a la ecuación diferencial es:

P(r) = r 3 —6 r 2 +1 I r — 6 = 0 , de donde: r, = 1 , r2 = 2 ,  r3 = 3 , luego el sistema

fundamental de soluciones es: e x , e 2x, e 3' y la solución general es:

X 7 v  3 ty g =c¡e + c2e~ + c3e ’
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(ÍO) y í i  -  y  = O
Solución

El polinomio característico de la ecuación diferencial es:

P(r) = r 4 -1  = 0 , de donde: r , = - l ,  r2 = 1, r3 = í ,  rA = - i , luego el sistema 

fundamental de soluciones es: e~x , e x , eos x, sen x y la solución general es:

y  = c xe ' + c 2e ' + c3 cos.v + c4 sen .y

(Tí) y,v - 4y ' ' '+6y' -4y'+v = 0
Solución

El polinomio característico de la ecuación diferencial es:

P(r) = r 4 - 4 r 3 + 6 r 2 - 4 r  + l = 0 , de donde: r = 1 de multiplicidad 4, luego el sistema

fundamental de soluciones es: e x , xe x , x 2e x , x 3e ' y la solución general es:

y g = c¡ex + c 2x e x + c 3x 2e x + c 4x 3e x

0 )  y "  -8 y "+ 1 6 y  = 0
Solución

El polinomio característico a la ecuación diferencial es:

P(r) = r 4 — 8 r 2 +16 = 0 ,  de donde: ( r 2 - 4 ) 2 = 0

r, = - 2  de multiplicidad 2 ; r2 = 2 de multiplicidad 2

Luego el sistema fundamental de soluciones es: e~2' , xe 2x , e 2'1 , xe~y y la solución

general es: y g = c le~2x + c 2xe~lx + c i e 2x + c4xe~'

( U )  y ‘v + 2y"+y = 0
Solución

El polinomio característico a la ecuación diferencial es:
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P(r) = r 4 + 2/-“ +1 = O, de donde: r¡ = i de multiplicidad 2 y r2 = - i  de multiplicidad 2

Luego el sistema fundamental de soluciones es: eos x, xcosx, senx, xsenx y la solución 

general es: y  = c , cosx  + c 2x c o sx  + c3 sen x + c4xsen  x

El polinomio característico de la ecuación diferencial es:

P(r) = r 6 + 6/'4 + 9 r 2 + 4  = 0 , de donde:

r, = i de multiplicidad 2 ; r2 = - i  de multiplicidad 2 ; r3 = 2 i , rA = —2i

De acuerdo al tercer caso, el sistema fundamental de soluciones es: eos x, sen x, x eos x, 

x sen x, eos 2x, sen 2x y la solución general es:

y g = c t eos x  + c 2 sen .v + c3x eos x  + cAx sen x  + c5 eo s2x  + c6 sen 2x

©
Solución

b) E JE R C IC IO S PR O PLESTO S.-

R pta: y  = c ¡ e '+ c 2e 2x

R pta: y  = e 2' (c¡x + c2)

R pta: y  = c¡ eos x  + c2 sen x

R pta: y  = e ' (c,  e o s x + c2 sen x )



Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n 273

© y '”- 2 y ”-y '+ 2 y  = 0 Rpta: y  = c¡er + c 2e 1 + c3e 2'

© y'" + 3y" -3y'+ y  = 0 Rpta: e~x (c¡ + c 2x + c3x 2 ) = y

© y " '- y " + y '- y  = 0 Rpta: y  =¿ c, e x + c 2 eos x + c3 sen x

© y " ' - y  = 0 o . a- "fr V3 V3Rpta: y = c,e +e  - [c-, eos —— x + c3 sen ——]

OII1"X Rpta: y  = c¡ex + c 2e~x + c 3 cosx  + c4 senx

© y 'v -4 y '" + 6 y " -4 y '+ y  = 0
í ,V) V. 

Rpta: y  = e x (c, + c 2x + c3x 2 + c 4x 3)

© 6 y” '-y " -6 y '+ y  = 0 Rpta: y  = c¡e ' + c 2e~x + c3e* 6

© y " ' - y " - 3 y ' - y  = 0 Rpta: y  = c¡e~Á + c2e(l^ lx + c 3e,l_'/‘ 1'

© OII1

R t • * -* ^  ^  i 2 r >/3 V3Kpta: ^ = C|g + c2e + e ¿ [c3 co s---- x + c4 sen -----x] + e L [c3 e o s -----x + c6 sen ----- x]
'  2 2 2 \ 2

2 ^ - 3 ^  = 0 
d:r3 ¿v2 ¿v

Rpta: y  = c , + c 2e A + c 3e 3'

16) í í f  + 4 ^  + 4  = 0
Í¿Y t/.Y

Rpta: y  = c¡ +(c2 + c3x)e -2x

»4
¿ .y
dxA

■ = v Rpta: y  = c ,e x + c 2e ' + c3 eos x + c 4 sen x

d v . d 2y Rpta: y  = (c} + c 2x )e o sx  + (c3 + c 4x )sen x

d 4y  d 2y  
— r  + 3 — —-4_v = 0 
dx dx

Rpta: y  = c¡e' +c2e * + c3 eos2x + c4 sen2x
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20) ^ - 2 ^  + ̂  = 0 
dx dx dx

R pta: y  = c, + c2x + (c3 + c4x )e '

21) 2
d 3 y  d 2y  .  dy

d:c3 dx2 dx
- 2 ^ -  + y  = 0 R pta: y  = c¡ex + c2e * + c}e 2

22) 2 ^ - 7 - ^  + 2 , - 0
^  dx3 dx ■

R pta: y  = cxe2s + c2e 2 +c3e 2

i: v = c,e{2+j3)x + c ,e {2̂ 3)x + t , e<̂ 2+^ ) , + c  .,(-2-75),23) - ^ - - 1 4 — 5- + y  = 0 R pta: y  = Cje'“ ' VJ'" + c2e '‘ + c3e' + c4e'
í/x4 c/x~

ÍL Z
¿x2

+ k y  = O R pta: y = A coskx + B senkx

d  y  dy 
— z- -  2 —  + 4 v = 0
¿x2 d r  '

R p ta: y  = ex (A eos \ f í x  + B sen y¡3x)

26) 4 ^  + 5 ¿ ^ - 9 , >  = 0
<¿T í/x

x -v 3 3R pta: y  = c¡e' + c2e + c3 eos — x + c4 sen — x

^  + 4y = 0
dx4

R pta: y  = e x (cl eosx  + c 2 sen x) + e * (c3 eos x + c4 sen x)

d 4y  ~ d*y  d 2 y  dy
—  2 -

í£c3 ¿X“
R pta: >' = c 1e v + c 2é’ Y+ e v (c3 cosx  + c 4 sen x)

dx dx dx dx

R pta: y  =  c¡e ~x + c 2 eosx  + c3 senx  + e v(c4 cos2x + c 5 sen 2x)

30) 2y"-3>’'+y = 0 R pta: y  = cxe 2 +c2ex
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(9+3>/5)x (9-3>/5)x

[ n )

®
( 3 3 )

36)

2)

g )

§>

2)

42)

j'"-9>''+9>’ = O

y ' + / - 2 j  = 0 , y(0) = 1 , y ( 0 )  = i

y ' '-6y'+9y  = O, y(O) = O, y' (0) = 2 

y ' '+Sy'-9y  = O , y( 1) = 1, y ( l )  = 0

y ' '+4y = O, y(0) = 1, y ' ( 0) = 1 

y + 4 y + 5 j = 0,y(0}= 1 , y (0 ) = 0

y " ' - y " - y '+ y  = O 

/ v - 5 y + 4 ^  = 0

Rpta: y - c xe 1 +c2e

Rpta: y = e '

i xRpta: y  = 2xe

Rpta: y  = —  e 9̂ x ^ + —  ex 1 
P ' 10 10

Rpta: y  = ~  sen2x

Rpta: y  = e 2x eos x  + 2e 2' sen x  

Rpta: y  = Cjex + c 2x e x + c3e~x

Rpta: y  = c ,e x + c 2e x + c3e x +c

2 -xy v‘ - 3 y ' v + 3 y " - y  = O Rpta: y  = c¡ex + c2x e x + c3x 2e x + c4e x + c5xe x + cbx~e  

y v - 3 y iv + 3 y" '-3 y "+ 2 y '= 0  Rpta: y  = c¡ + c2e x + c3e 2x + c4 eo sx  + c5 sen*  

y v - 8 y = 0  Rpta: y  = c, + c 2e lx  +  e~x (c 3 eo s  y f i x  + c 4 sen  y¡3x)

y™  + S y iv + 16>> = 0

Rpta: y  = e r [(c, + c2x )e o sx  + (c3 + c 4x) sen]+ éTx[(c5 + c6x )e o sx  + (c7 + c8x)senx ]

y v + 6 y " + 9 y = o  

4 y '" -3 y '+ y  = O

4 y iv - 4 y " ' - 2 3 y " + l2 y '+ 3 6 y  = O

/ - y " = o

Rpta: y  = c¡ + c 2x  + (c3 + c4x)e

X

Rpta: y  = c{e~x + (c2 + c3x )e 2

- i x

3x

Rpta: y  = (c, +c2x)elx +(c3 +c4x)e

Rpta: y  = c ¡ + c 2x  + c3x  + c4e - c 5e
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y n -  2y" '~3y"+ 4y '+4y = 0 R pta: y  = (c, + c2x)e  Jr+ (c 3 + c 4.x)e2x

y 'v + 2 y ' " - 6 y " - \ 6 y ' - 8 y  = 0 R pta: y  = (c, +c2x)e~2x + c3{'+sB)x + c4e(]~'l3)x 

y " ' - 3 y ' - 2 y  = O cuando x = 0, y = 0, / =  9 ,  y ” = 0 R p ta: y  = 2 e2x + ( 3 x - 2)e~

y iv + 3 y ’"+ 2y"=  0 cuando x = 0, y = 0, y '=  4 ,  y " = -  6 Rpta: y  = 2(x + e~x - e ~ 2x)

y ' ' '+y' ' - y ' - y  = 0 ,  cuando x = 0, y = 1, cuando x = 2, y = 0 y también cuando x ->  oo,
1

y —> 0. Rpta: y  =  — (2 -  x)e x

y"-6y '+ 25y  -  0 Rpta: y  = e 3x (c, cos4x  + c2 sen 4x)

y " - y  =■ 0 , cuando x = 0, y  = y o , y ' = 0  Rpta: y = y 0 coshx

y " + y  = 0 , cuando x = 0, y  = y 0 , y ' -  0 Rpta: y  = y 0 cosx

> -" '+ 5 /'+ 1 7 y + 1 3 y  = 0 , cuando x = 0, y = 0, y '=  1, y ” = 6

Rpta: y = e _jr-É T 2jr cos3x

^—̂ - + k 2x  = 0 ,  k real cuando t = 0, x = 0, y —  = v0 Rpta: x = (— )sen ¿ í
dt2 dt K

y"'+y"+ 4y '+ 4y  = 0 , cuando x = 0, y = 0, j ' = - l ,  y "  = 5 Rpta: y = e ~ * -c o s 2

^-^ -  + 2b —  + k 2x  = 0, k > b >  0 cuando t = 0, x = 0 y —  = v0 
dt2 dt dt

Rpta: x = ( - ) e  -  bt sen at donde: a = \ k 2 — b2 
a

y '"+ 6y"+ l2y '+ 8y  = 0 , cuando x = 0, y = l ,  y ' = - 2 ,  y " =  2

y iv + 2 y " '+ 4 y " - 2 y ' - 5 y  = 0 Rpta: y =c ^ x + c jT x + c f x cos2x+ ce~x senlv
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( ó ^  y " ' - 2 y " + 2 y '=  O R pta: y  = c, + c2e 'c o s x +  c 3e 's e n .v

(62) + 8/ v +16^ = 0

R pta: y  = e '[ ( c i + c 2x )co sx  + (c3 + c4x)senx ] + e~*[(c5 + c6x )co sx  + (c7 + cgx )sen x ]

(w )  y , v - 4 y ' ”+4y"= 0  R pta: y  = c, + c 2x  + c 3e 2x + c4x e 2r

(64) .y,v - v " =  0 R pta: y  = c, + c 2x  + c3e x + c4e~' + c5 cosx  + c6 senx

(65) >’,v - 8> = 0  R pta: y  = q + c 2e2x + e~x[c3 cosy/Jx + c4 sen \Í3x]

(66) 2 v' 1 '—4 y ' - 2 y '+4y  = 0 R pta: y  = c ,e x + c 2e 2x + c 3e~x

©  y " ' - 3 y '~ y  = 0 R pta: y  = c¡ex + c 2x e x + c3x 2e '

(68) y™ -  5y"+4y  = 0 R pta: y  = c ,e x + c 2e~x + c3e 2x + c4e~2'

^ 9 )  y " - 3 y " '+ 3 y ”- y  = 0 R pta: y  = c¡ex + c 2x e '  + c3x " e x + c4e~x + c5xe~' + c6x~e x

@  y v ,+ y  = 0

J 3/7 x/ X X - J l/ lx  / X X
R pta: y  -  c{ eosx + c2 senx  + e ~ (c3 eos—+ c4 sen —) + e “ (c5 cos~ + c6 s e n )

y v - 3 y ,v + 3 y ' i' -3y"+ 2y '=  0 R p ta :^  = c, + c 2e v + c 3e x + c 4e x + c 5 eosx  + c6 senx

( 72) / " + / =  0 ,  y  (0) = 1 , y ( 0 )  = 1, y(0) = 0 R pta: y = 2 - 2 eos x + sen x

( 73) y " _ y + y _ y  = o  R pta: 7  = ^ c o s x +  B s e n x  + cex

( 74) y " + y = 0  R pta: y = A eos x + B sen x + c

( 75) y " - y - y + j ;  =  0 R pta: v = (c, + c 2x ) e r + c3e~x

(76) y ' " - 6 y " + l2 y ' - 8 y  = 0 R p ta : y  = ( c , + c 2x  + c3x 2)e2x
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11) y ' ' '-6  y ' '+1 l y ’- 6 y  = O Rpta: y  = c¡ex + c 2e 2' + c 3e 3x

y"-12y '+ 35y = 0 Rpta: y  = ¿¡e5* + c 2e lx

19) y n -8 y '" + 4 2 y ”-104y '+169y = O Rpta: y  = e 2'[ ( c ,+ c 2x)sen 3.y + (c3 + c4x) eos3x]

9 v "-3 0 v ’+25v = O Rpta: y  = (c, + c2x)e

y  -  6 y ' ' '+1 y ' '+6y'-Sy  = O

y"-4y '+ 2y  = O

Rpta: y  = c¡e + c 2e + c3e~ + c4e

— yÍ2 y¡2
Rpta: y  = e 3 [c, sen— - x  + c 2eos----- x]

(84)

(&)

81)

88)

89)

y '" -2 y"+ 3 y’- 6 y  = 0

y iv -4 y " '+ 5 y " -4 y '+ 4 y  = 0

y ’"+9y' = O

y iv - 1 3y' '+36y = O

y lv + 2 y " ' + y " = 0

y "  = 8 y " - \ 6 y

y " ' - l 3 y ' - l 2 y  = 0

Rpta: y  = c¡e2x + c2 sen \¡3x + c3 eos \Í3x

Rpta: y  = (c, + c2x )e2x + c3 sen x  + c4 cosx

Rpta: y  = c¡ eos3x + c 2 sen 3x + c3

Rpta: y  = c¡e2' + c 2e 2x + c3e 3x + c4e 3x

Rpta: y  = c¡ + c 2x  + c3e x + c 4xe

Rpta: j  = (C[ + c 2x )e2'  + (c4 + c3x)e 2x

Rpta: y  = c le x + c3e 3' + c3e 4x

y iv+ y  = 0 Rpta: y  = e ^  (c]cos-j=  + c2sen-j=) + e ^  (c3 cos-y= + c4 sen-^r)

64y'"“ + 4 8 y vl + \ 2 y ,v + y "  = 0

_ARpta: j  = (c1 + c 2a: + C3.v“ )co s— + (c4 + c5a' + c6x )sen —+ c7x + q



Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n 279

y » ) + 1  y - >  + (—2» + + n =
■ i i.2  r

Rpta: y  = e _Jt(c1 + c2x + c3x 2 + ... + c„x"_1) 

> '" =  y ' , y (0) = 2, y ( 0 )  = 0 , y '( 0 )  = - l  Rpta: y = 1 + eos x

4 —  - 2 0 —  + 25x = 0
d r dt

Rpta: x  = (c¡ + c2t)e 2.51

95) y "  + 8 y "  + I6 y"=  0 Rpta: y  = c¡ + c 2x  + (ci  + c4x )co s2 x  + (c5 + c6x )sen 2 x

96) y "  +4y"'+8y'+4y  = 0 Rpta: .y = e X[(C [+c2x )co sx  + (c3 + c 4x)senx]

97) y lv +4y"'+5y"+4y'+y = 0

-1+J5  - 3 - 7 5
„ -x l2  V3 __ _ __T/2 V3Rpta: y  = c,e 2 + c ,e  2 + c ,e  * '* e o s -—x + c4e " " s e n - —x

2 4 2

98) y "  + 4 v ,v + 4 v " = 0  Rpta: y  = c, + c2x + (c3 + c  4x) eos \Í2x + (c5 + c6x)  sen V I *

99) y " ' -2 y " + 4 y '-8 y  = 0 Rpta: y  = c le 2x + c2 eos2x  + c3 sen 2x

100) y " + 2 y = 0 ,  cuando x = 0, y = -3, y  = 0 ,  y " =  12

5.4. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES.-

Las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes constantes son de 

la forma siguiente:

d ny d n~ly  dy
an ------- 1-« . 1 -------r  +... + a, —  + a0y  = R(x)

" dxn n' 1 dxn á r
(1)

donde a n, a n_{ a 0 son constantes reales.
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Para obtener la solución general de las ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 

de coeficientes constantes, primero se determina la solución general de la ecuación 

diferencial lineal homogénea Yg , y después se busca una solución particular cualquiera

de la ecuación diferencial no homogénea Y , y la solución general de la ecuación

diferencial lineal no homogénea es igual a la suma de la solución general de la ecuación 

diferencial homogénea más la solución particular de la ecuación diferencial no 

homogénea, es decir:

Es decir que el problema se reduce a encontrar una solución particular Yp de la ecuación

diferencial lineal no homogénea. Cuando la función R(x) de la ecuación (1) tiene la 
forma:

R(x) = <?at [(/>„ (x) cos(Px) + Qm (x) sen(Px)]

donde Pn(x) y Qm(x) son polinomios de grado n y m respectivamente, entonces la 

solución particular Y de la ecuación (1) es de la forma:

" ' ' ' "' '
YP = x se ax[PK (x) cos(px) + Q k  (x ) senflk)]

donde K = máx {n,m} y s es el orden de multiplicidad de la raíz r = a  ± ¡P; PK (x) y 

Qk (x ) son polinomios en x de grado K, de coeficientes indeterminados, para determinar 

la solución particular de la ecuación diferencial no homogénea.

Consideremos los siguientes casos:

I o Caso: Cuando el-segundo miembro de la ecuación diferencial (1) es la función 

R(x) = P„ (x) entonces:

a) Si r  = 0, no es raíz de la ecuación característica P(r) = 0, entonces la solución 

particular es:

Yp = P n(x)
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b) Si r = 0. es raíz de la ecuación característica P(r) = 0 entonces la solución particular

es:

YP = x sP„(x)

donde s es la multiplicidad de r = 0

2o Caso: Cuando el segundo miembro d é la  ecuación diferencial (1) es la función 

R(x) = e°~x P„ (x)  donde a  es real, entonces:

a) Si r = a  no es raíz de la ecuación característica P(r) = 0 entonces la solución 

particular es:

Yp = e m PH(x)

b) Si r = a  es raíz de la ecuación característica P(r) = 0, entonces la solución particular

es: _________________

rp = x xemPn{x)

donde s es la multiplicidad de r = a

3o Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuación diferencial (1) es la 

función R(x)  = Pn (x) eos p.v + Qm (x) sen px donde P„ (x) y Qm (x) son 

funciones polinómicas de grado n y m respectivamente, entonces:

a) Si r = ± ip no son raíces de la ecuación característica P(r) = 0 entonces la solución 

particular de la ecuación diferencial es:

Yp = PK (x)  cos(/2v) + Q k  ( x ) sen( ¡3x)

donde K = máx {n,m}

b) Si r = ± ip es raíz de la ecuación característica P(r) = 0, entonces la solución 

particular de la ecuación diferencial es:

Yp = x s [(PK (x) eos J3x + Qk  ( x ) sen /ir)]

donde K = máx {n,m} y s es la multiplicidad de r = + ip
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4o Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuación diferencial (1) es la función

R(x) = e CL' [Pn (a) eos p.v + Qm (x)sen p.v] ] donde Pn(x)  y Q,„(x) son 

funciones polinómicas de grado n y m respectivamente, entonces:

a) Si r = a  ± ip no es raíz de la ecuación característica P(r) = 0 entonces la solución 

particular de la ecuación diferencial es:

Yp = e ax [(PK (.r) eos p.v + 0 K (x) sen p.v)] 

donde K = máx {n,m¡

b) Si r = a  ± ip es raíz de la ecuación característica P(r) =  0 entonces la  solución 

particular de la ecuación diferencial es.

Yp = x se°-x [(Z5*- (x) eos p.v + 0 K (x) sen p.v)]

donde K = máx ¡n,m¡ y s es la multiplicidad de r = «  ± ip 

a) E jem plos:, Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

(T )  Í  + 3 ^  = 3
W  dx- dx

Solución

Sea P(r) = r 2 + 3 r  = 0 la ecuación característica donde r, = 0 , r2 = - 3 .  luego la 

solución general de la ecuación diferencial homogénea o solución complementaria es:

v  -3 xYg = c, + e2 e

para la solución particular se obtiene de acuerdo a la parte b) del Io Caso, es decir: 

Yp = A x

1 M
Como Y  = Ax  => Yp = A => Yp -  0 ,  reemplazando en la ecuación

de donde 0 + 3A = 3 = > A = l ,  por lo tanto Yp = x y la solución general de la ecuación 

diferencial no homogénea es: Y  = Yg +Yp
i • —3xes decir: y  — c ¡ + c 2e + x
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©

©

^—̂ - — 2 —  — \5 y  = -(15x2 + 4x + 13) 
dx2 dx '

Solución

Sea P(r)  = r 2 - 2 / - - 1 5  = 0 el polinomio característico, de donde: rx = - 3  y r2 = 5 ,

luego la solución complementaria o solución general de la ecuación diferencial

homogénea es: y g ~ c \e 3t +c 2e
5x

Para la solución particular de la ecuación diferencial no homogénea, se obtiene de 
acuerdo a la primera parte del primer caso es decir: y  = A x 2 + Bx + C

de donde y p = 2 A x  + B 

dada se tiene:

y  = 2 A ,  que reemplazando en la ecuación diferencial

2 A - 4 A x - 2 B  - \ 5 A x 2 - 15&V-15C = -(15jc2 + 4x + 13) 

- 1 5 A x 2 - ( 4 A  + \5B)x  + 2 A - 2 B - \ 5 C  = -(1 5 x 2 + 4 x  + 13) 

de donde por identidad se tiene:

A = 1- \ 5 A  =  -15  

-(4 .4 +  155) = -4  

2 ^ - 2 S - 1 5 C  = -13

5  = 0 . Luego: y  = x  +1 

C = 1

por lo tanto la solución general de la ecuador es: y  = y  v + v ,

es decir: y  = c¡e 3x+ c 2e SÁ + x 2 +1

^ - 3 ^ - 4  y  = - 4 x s + 390x 
dx dx2

Solución

El polinomio característico es: P(r) = r 4 —3r~ - 4  = 0 de donde: 

r, = -2  , / 2 = 2 , r3 = i y r4 =

y la solución complementaria o solución general de la ecuación homogénea es:
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y g = c ,e  2x + c2e 2' + c 3 cosjc + c4 sen.v

Para la solución particular se debe tener en cuenta la primera parte del 10 Caso de donde 

se tiene: y  = A x 5 + B x 4 + C x 3 + D x 2 + Ex + F  , de donde derivando y reemplazando en 

la ecuación diferencial dada se tiene:

-4 A = -4 
-4 B  = 0 

-bOA -  4C = 0 

- 3 6 B - 4 D  = 0

120 A — 18C -  4E  = 390 

24B - \ 2 D - 4 F  = 0

Luego y p = x~ - 1 5.v3 y la solución general es:

y  = c¡e~2x + c 2e 2x +c } eos x  + cA sen.v + jr5 — 15.r3

0  y "  + 3 y ' = e x
Solución

El polinomio característico es P(r) = r 2 +3r = 0 ,  de donde r¡ = 0 , r2 = -3  , luego la 

solución complementaria de la ecuación diferencial homogénea es:

y g =c¡ + c 7e~3x y de acuerdo a la parte a, del segundo caso la solución particular es: 

y  = A e x de donde y  = Aex => y p = Ae '

como y ' '  + 3 y ' = e x => A e x +3Ae x =  e x => A = —
■ 4

de donde

A =  1 

C = -1 5

B = D = E = F = 0

€’ . / 
Luego la solución particular y p = —  y la solución general de la ecuación no homogénea
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0  v " -4 v '=  xe4x
Solución

i
El polinomio característico es: P(r)  = r 2 - 4 r  = 0 de donde >\ = 0 , r2 = 4 , luego la 

solución general de la ecuación diferencial homogénea es: y  = c, + c 2e 4x y de acuerdo 

a la parte b, del segundo caso se tiene la solución particular de la forma:

y  p = x ( A x + B ) e 4x

Es decir: y p = (A x2 +Bx)e4x y  la solución general de la ecuación diferencial no

homogénea es: y  = y g + y p

( ¿ )  y 1 + _v = sen x -  eos x
Solución

El polinomio característico es: P(r) = r 2 + 1 = 0 , de donde: = / ,  r2 = —i . Luego la
solución complementaria de la ecuación diferencial homogénea es:
y g = C] eos x + c2 sen x

La solución particular de acuerdo a la parte b, del 3er. caso es de la forma:

y  =x(^4cosx + 5 se n x )

Es decir: y p = Ax  eos x + Bx sen x y la solución general de la ecuación diferencial no 

homogénea es: y  = y g + y p es decir: y  = c, eos x + c2 sen x  + Ax eos x + Bx sen x

( t )  y ' ' -  4 y’ + 8y  = e 2' (sen 2x -  eos 2x)
Solución

El polinomio característico es: P(r ) = r ~ -  4r  + 8 = 0 , de donde:

r, = 2 + 2 i , r2 = 2 -  2 i , luego la solución general de la ecuación diferencial homogénea 

es: y p = xe 2x(Acos2x  + B sen 2x) de donde y  = y g + y p

0  y " - y ' - 2 y  = e x + e ~ 2x
Solución
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El polinomio característico es: P(r) = r 2 - r - 2 = 0 , de donde: = - 1 ,  r2 = 2

Luego la solución general de la ecuación diferencial homogénea es:

y g = c¡e~' + c2e 2' y de acuerdo a la parte a, del 2do. caso la solución particular es de la 

forma: y p = A e x + Be~lx

( 9)  y ' 1 '-4  >■’ = x e 2x + sen x  + x 2
Solución

El polinomio característico es: P(r) = r J -  4r = 0 , de donde: r¡ = 0 , r2 = - 2 ,  = - 2  ,

luego la solución general de la ecuación diferencial homogénea es: 

y g = q  +c 2e~2x +c 3e 2' y de acuerdo al 1er y 2do. y 3er. caso la solución particular es 

de la forma:

y p = x(Ax+ B)e2x + C eos x + Z) sen x  + x (E x 2 +Kx  + G) 

y  p  - 2  ( A x 2 + Bx)e2x + (2  Ax+B) e~ '  - C  sen x  + D eos x  + 3Ex~ + 2  Fx + G

y"p = 8 (A x 2 +B x)e2x + 1 2 ( 2  Ax + B)e2x + 1 2  A e7x + C  sen x - D c o s x  + 6E

reemplazando en la ecuación diferencial e igualando coeficientes se tiene:

12A + 8B = 0 -5 D  = 0 6E - 4G = 0

16A = 1 - 12E = 1

5C = 1 - 8F = 0

de donde: A = — , B = — , G = —, D = F  = 0 , E  = ----- , G — — , Es decir:
16 32 5 12 8

e2x 2 ,  s c° s ^  *y„ = -----(2x — 3x) + --------------------
p 32 5 12 8

Por lo tanto la solución general de la ecuación diferencial no homogénea es: y  -  v„ + y p
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(lO) y "+ 2 y '+ 2 y ~ e  ’ eos .v + xe  '
Solución

E! polinomio característico es: P(r)  = r 2 + 2/- + 2 = 0 de donde rx = -1  + 2 , r2 = —l - i ,  
luego la solución general de la ecuación diferencial homogénea es:

y g = e ~x (c, eo sx  + c 2 sen x) y de acuerdo al 2do. y  4to. caso la solución particular es: 

y  = x e_ i (y4cosx + 5 s e n x )  + (p c  + D )e_j;

derivando y reemplazando en la ecuación diferencial e igualando coeficientes se tiene 

que: A = 0, B = C = 1, D = 0 es decir: y p = ~ e~x senx  + xe~x y la solución

general de la ecuación diferencial no homogénea es: y  = y g + y  p

b. E JE R C IC IO S PRO PU ESTO S.

I.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

® d~y  dy ? x  x  2—   = x  Rpta: y  = c¡+c2e ------ — x  - 2 x
J..2 ,i~ 3

( 2 )  ^—~ - - A — ~ 5 y  = 5x Rpta: y  = c¡e x +c2e5r- x  +

dx2 dx

d 2y _ 4 ^Ü
dx '2

— H--
dx

í/3.V dy _

¿ y3 dx ~

rf2>’ - 4  —
¿x2 dx

+ 2 —

5

® d 'v  civ , _  x -v x 2— j ------ — = x +1 R pta: y  = c¡+c2e —c3e — :— x
2

( 7 )  — £ - 4 —  + 4v =  4 ( x - l )  R pta: y  = e2x(c,x + c2) + x

2
( 5 )  — ■~~ + 2 —  + 2 y  = 2(x + l)2 R pta: y = e A(c, cosx + c, senx) + x
w  dx- dx ’

( ó )  y "  + y  + y + > '  =  x 2 + 2 x - 2  Rpta: y  = c¡e~x + c 2 cosx + c3 senx + x " - 4
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© • ") 9 9
y  + 4 y ”= 8(6x + 5) Rpta: y  = c, x  + c2 + c3 cos2x + c4 sen 2x  + x~(x~  + 2 )

( ? )  y ' " - 3 y " + 3 y ' - y  = (2 + x ) (2 -x )  Rpta: y  = e'  (c¡x~ + c-,x + c3) + x" + 6x + 8

X

©  2y " - 9 y '  + 4 y  = 1 8 x - 4x~ Rpta: y  = q e 2 + c2e4t + 1 - x 2

10) y iv - 2 y "  + y  = x 2 - 5  Rpta: y  = e'x (C|X + c-,) + e '  (c3x + c4) + x 2 -  1

©  y ' v - 3 y " +  2y'= 6x(x — 3) Rpta: y  =  cj + e*(c2x  + c3) + c4e + x 3

12) ^ - ^ - 2  — + = 25x2 +12 Rpta: v = e ' (c, eos2x + c2 sen2x) + 2 + 4 x  + 5x‘
j 2
2

d x2 dx

13) - ^ - 2 —  = 1 2jc — 10 Rpta: y  = c , +  c-,e2x + 2 x  -  x 2
d x '  dx

14) ^ - £  + — - 2 y  = 2x, _v(0) = O, / ( 0 )  = 1 Rpta: y  = ex - - -----x - -
dx dx 2 2

v’" + 4 y '= x ,  v(0) = y '(0) = 0 , _y"(0) = l Rpta: y  = —  (1 -e o s 2 x )  + x 2
16

16) y iv + 2 y "  + y  = 3x + 4 , y (0 )  = / ( 0 )  = 0 ,  / ' ( 0 )  =  / " ( 0 )  =  l

Rpta: y  =  ( x  — 4 )  cos a: — ( - ^ -a í+  4 ) s e n x  +  3x +  4

-  y¡3 yÍ3 x 4
©  y iv + y ' " = x  Rpta: y  = q + c2x  + c3x 2 + c4e  v + e 2 (c5 eos— x + c 6 sen — x) + —

@  y "  + 2y' + 3y = 9x  R pta: y  = q e  x c o s j 2 x  + c2e 's e n  \¡2x + 3x — 2

(¿9) v" + y ' - 2 y  = 14x + 2 x - 2 x 2 R pta: y  = c¡ex + c2e + x ~ - 6

20) y" + y  = x 2 + 2 ,  y(0) = / ( 0 )  = 2 R pta: y  -  x 2 + 2 sen x
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21) v" + y ' + y  = x 4 + 4 x 3 + 12x2 Rpta: y  = q e “1 ' 2 eos — x + c2e_Jr' 2 s e n ^ - x  + x 4

22) y '" - 3 y "  + 3y l- y  = 2 x 2 — 3jc —17 Rpta: y  = (c, + c2x  + c3x ” )eX -  2 x 2 -  9x  + 2

2 5 11
23) y " —6y ' + 9y = 2x2 - x  + 3 Rpta: y  = (c,+c-,x)ei x + — x 2 +-— xh-----J v  * v 1 2 ’ 9 27 27

24) y ' + 4 y ’- 5 y  = l Rpta: y = c¡ex + c2e 5x -  0.2

25) y ’- 4 y " + 5 y '- 2 y  = 2x + 3 Rpta: y  = (ct +c2x ) e x + c3e 2 x - x - 4

26) >>v + 7 ™= x " -1  Rpta: y  = — - —  + c]x + c 2x  + c3 +c4 CQSx + c5 senx

27) y " ' - y '=  3(2 - x ) , y(0) = y '(0 ) = y " (0 ) = 1 Rpta: y  = e* + x 3

2

28) y " ' - y ' —x  Rpta: c¡ + c2ex + c3e~x ------ = y

29) y " - 2 y ’ + y  = - 2  Rpta: y  = (c, + c2x)e  x -  2

30) y "  + 9 y - 9  = 0 Rpta: y = c, sen 3x + c2 cos3x + 1

‘ 2 
„  - i  X

y  + j " = l  Rpta: y  = c ,+ c 2x + c3e + —

.  — 3x2
32) 5 y " '- 7 y " - 3  = 0 Rpta: y  = c, +c2x  + c2e 5 — —

^3
33) y ív - 6y " ' + 6 = 0 Rpta: y = c, + c2x + c3x 2 + c4e6x + —

— x3
34) 3y 'v + y " ' = 2 Rpta: y  = c, + c2x + c3x 2 + c4e 3 + —

35) y ,v —2 y " '- 2 y '+ y  = 1 Rpta: y  = c, cosx + c2 senx  + (c3 +c4x )e x -  1
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y' '+2y'+2y = 1 + x Rpta: y  = e ' (c, senx + c2 c o s x )+ :

7 v" -y = 1 4 x Rpta: y  = c¡+ c2e 7 -  7x2 -  98x

y " ' - y " + y ' =  x  + x
u  § V3 ^ V3 x3 3x2
Rpta: v = c,e“ Cos— x + c ,e - s e n — x + ----- 1-------------h x

2 2 2 3 2

y ^ y + 4 >; = x 2
•) V T 3

Rpta: y = (ci + c,xW 2' + :— + —+ — 
1 2  4 2 8

y " + i y '= S x  

y "- 2 y ' + y  = x 3 

y ‘v + > " =  x 2 + x

Rpta: y = c, +c-,e 8,1 + - —  —
2 8

Rpta: y  = (c, + c2x )e x + x J + 6x2 + 18x + 24

o  ^  2Rpta: y  = c, + c2x + c3 cosx + c4 sen x h------1--------x
12 6

■; ¿  j

v " -6 y  + 9y = x 2 - x  + 3, v(0) = —, y '(0) = -—  Rpta: v = (1 -3 x )e 3' + —  + —  + —
3 27 9 27 3

4 V3
y ”- y  = 2 x , y(0) = y ( 0 )  = 0 ,  y ( 0 )  = 2 Rpta: y  = — -j=e 2 sen——x + 2x

v3 2

y  '-4v'+4_y = x
7  1 1Rpta: y  = (c, + c 2x)e~' + —(2x‘ + 4x  + 3)

y-y+y=x +6 ~ V3 V3 7Rpta: y  = e 2(c¡ c o s x ^ -  + c2 sen x — ) + x + 3 x “

y - = 2 - x  , y(0) = 2, y'(0) = 0 48) y' '+6y'+1 Oy = x 4 + 2x 2 + 2

y " + 3 y + 3 y + y  = x 4 + 4 x 3 + iO x 2 + 2 0 x + i
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II.- Hallar la solución general de las ecuaciones diferenciales:

© y " - 7 y ' + 12y = - e 4x n  . 3a- 4 at 4.vR pta: v = c¡e + c2e -  xe

© y " - 2 y ' + y  = 2ex v 2R pta: y  = e (c, + c , x  + x  )

© S\+HJ1 _  , _v (x2 —x)ex
R pta: cte +c-,e h----------------

'  4

© y "  -  4 y ' + 4y = xe  2'
x3 2 ,

R pta: y  = (c, + c2x  + — )e~ 
6

© y " - 6 y '  + 9 y  = e x
, .  ex

R pta: y  = (c, + c2x)e ' ' + —

© y " - 3 y ’- 4 y  = 30ex r ,  . 4x - X  r XR pta: y  = c{e + c2e - 5 e

© y " - 3 y ’- 4 y  = 30e4' R pta: y  = (c, +6.v)e4' + c 1e '

©

*OCII1 ' Rpta: y  = c¡e ' + ex (c , -  2x + 2x~)

© y "  - y  = e  ' R pta: y V X Y= c. e + (c2 — ~ cos * + c4 sen v 
4

@ y " +  y  = \0 e 2x cuando x = 0, y = 0 a  y ' = 0 R pta: y  = 2(<?“ ' — cosx — 2 senx)

© y "  + 3 y '-1 0 y  = 6£?4v
4.v

R pta: y  = eje-4 + c2e~"' + ——

© y ' ' + \ 0 y '  + 25y  = \4e~Sx r»  ̂ -5x -5.v _ 2 -Sa-Rpta: y  = c¡e + c2e + 1 x  e

© y " - y ' - 6 y  = 20e~2x r» 4. 3 a' - 2 x  , - 2 xR pta: y  -  cxe + c2e - 4 x e

© 2 y ' ' -  4 y '  -  6 y  — 3e2x
2x3 Y _Y €R pta: y  = c,e +c2e ' — —

© 2y"  + y ' - y  = 2ex
A'

Rpta: y  = c¡e~x + c2e 2 + ex
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0 y "  + a 2 y  = e x Rpta:
ex

y  = C) eos ax  + c2 sen ax h— ------
+1

© y "  + 4y'  + 2y  = xe~2x Rpta: V -2.1 _y = y g - - e

0 6 v '' + 2y' -  y  = l x ( x  +1 )e ' Rpta: / ’ 1 3(\  vJ  = J„+(.V  - 3 x  + — )<?
' s 7

0 y " ' -  2 y ' ' + 1 0 /  = 3xex Rpta:
-V 1 ,

v = >-g + 3 e

0
X

y  y '+ — = X¿2
' ■ 4

Rpta:
.V -Y

_y = c¡e2 +c2e 2 + y p

© y " - y ' =  6x5<?' R pta: y  = c¡ + (X6 - 6x5 + 30.v4 -  102x3 + 360x 2 -  720a- + c2 )ex

© y " - y  = 2ex Rpta: y  = c ie~x + c-,ex + xe x

© y ” - 4 y '  + 3y = 4e3x Rpta: 3 x  x  ~ 3.vy  = c ,e  + c*y€ +2xe

© y " + 2 y '  + y  = e~2x Rpta: y  = (c | + c 2A-)e~'r + e “' A

© 3 y iv +Sy" '  + 6 y " = ( x i - 6 x 2 + \2x -  24)e_J

—  y¡2 Rpta: y  = c¡+c2x  + e  3v[c3 sen - j - + c4 eos a] +  ( x 3 -  6.v2 +12x)e '

0 d 2y  0 dy | y _  ^  
<£r2 dx

Rpta: >’ = ( f 1 + mc~x)ex + 2 e 2'

© —-^- + 2 — = 3xe 
<£r" dx

Rpta:
, .  v 4 1 

y = o, + c2e -A + xeA -  —<?'

0 y " - 2 k y '  + k 2y  = e x , k *  1 Rpta: v = , c ,+ c2r t e + — J  < g
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29) y ' ' - 4  y '  + 3v = 9e 3x R pta: y  = c¡e 3x +c2e x ~ — xe~3x

r 2
30) >•'' + 3_v' = 3.VÉ"_3a R pta: y  = c, + c2e-3* — (— + —)e~3x

31) j "  + 5>' + 6_y = 1 0 (l-jc )e_2jt R p ta: v = C[e~3x+ c 2e_2v+ (20a - 5 a2 )e~2'

x 2 j
y  + y-f- j  = (jc + A'2 ) e ' R pta: 2 (c, sen —  x  + c2 s e n - j - x )  + (1j - - - j  + j ) e '

r x 2
33) y " - 3 y '  + 2 y  = x e x R p ta: y  = c¡e2x +(c2 - x — —)ex

0̂mm. 4x
34) y" + y ' - 2 y  = x 2e 4x R p ta: y  = c,ex +c2e~2x + ------(x2 - x  + — )

18 18

.  3jt
35) y ” - 3 y ' + 2 y  = ( x 2 + x)e3x R pta: y  = c{ex +c2e 2x + — (x2 - x +  2)

3ó) y ' v - 2 y ' " - 2 y '  + y  = e x Rpta: y  = cxex +c2xe2x + c3 cosa + c4 senx + ̂ - e '

37) y " - 5 y '  + 6 y  = ( ¡ 2 x -7 )e ~ x , y(0) = y '(0) = 0 Rpta: y  = e2x -  e 3x + xe~x

X 1
38) y ”- 2 y ' —3 y  = ( x - 2 ) e x  Rpta: y  = C]e3x +c2e~x + ( - -  + - ) e x

'  \  7 2 r  ?V 1, X  29 441 _2;f
39) v"- 5  y1+ 6 = (x + 1) e Rpta: y  = c,e + c2e + (—  + ----- x + ------- )e ¿x
ZZJ y  y ’ 2 20 200 4000

£ £ 1 ~
40) 4 y " -4 y '+ v  = ( x - l ) e 2 Rpta: y  = e 2(clX + c2) + x 2( - ^ - - - ) e 2
• J  24 o

-> x 1
41) y " -2 y '  + y  = (x + \)ex Rpta: y  = ex(clx-\-c2)-^x2(— + —)ex

42) y " + 2 / ’= (4A 2 + 6 j t - l ) e 2v Rpta: y  = c, +c2x  + c3e~2' + ^ ( x - l ) e ~ '
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2 )

©
III.

©

©

©

©

©

©

©

©

©

©

/ ' - 4 y  = 6 e \ y ( 0 )  = - l ,  / ( 0 )  = 0 (44) y '" + j-'-10y  = 29e4t

y " + 4 y '  + 5y  = \ 0e~ix , cuando x = 0, y = 0, y' = 0 

Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

y "  + y  = 3sen 2x + x co sx
x 5

Rpta: y  = c, eosx + c7 sen x —  eos 2x  —  sen 2x' 2 3 g

y  + y  = eos x -  sen x 

y "  + 9 y = cos3x

y ” + y ’- 6 y  = senx. cosx  

y "+  2 y ' + y  = sen 2x  

y '' -  4 y ' + 5 y  = eos x  + sen x

Rpta: >' = C| eos.r + c2 sen x + —(eosx + sen x )

Rpta: V = c, sen 3x + c, eos 3x + — sen 3x 
- 6

Rpta: v = c,e2x +c-,e 3a— — (5sen2x + cos2x) 
1 2 104

Rpta: y  = e r (c, + c2x )~  —  (3sen2x + 4cos2x)

r» A 2x / \  COSA*Rpta: y  = e (c, eosx  + c2 sen x)  + -------

~ y  — sen x  — 2 eos x  Rpta: y  = c¡e +c2e + c3 eos x  + c4 sen x  + — (eosx  + 2 sen x)

d 2y
— — + y  = sen x  
dx~

d ry— -  + 4y  = cosx  
dx~

d 4y  d 2y  .  _
— — -  2 —— + y = 5 sen 2x 
dx dx

Rpta: y  = c, cosx + c2 senx —  cosx

Rpta: y  = c, eos 2x + c2 sen 2x +
eos x

Rpta: y  = (c, +c2x)ex + (c3 + c4x)e x +
sen 2x 

5

d ^ y

dx2
+ 9 v = 4x sen x

„  ,  ,  X  eos X
Rpta: y  = c¡ eos 3x + c3 sen 3x + — sen x ----- —

,, , ,  ̂ x 12sen2x + 16cos2x
y  + 4y  - 2 y  = 8 sen 2x Rpta: y  = c}e +c2e -------------- —-----------
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13) y "  + y  = 4xeos x R p ta: y  = c¡ eos x  + c-, sen x +  x 2 sen x + x  eosx

2 2, . „  - „ (w — n )sen(«x) + 2wHCOs/zx
y  - 2 m y  +m y  = sen(rtx) R pta: y  = (c \+c2x)e  H------------------------- — --------------

(m +n~)~

15) y ' '  + a~y  = 2eos(/wx) + 3sen(/wx), m * a

2 cos( nur) + 3 sen(mx)
R pta: y  = c, cos(ax) + c2 sen(ax) -

2 2 a —m

X 1 X 1
16) 4v" + 8y '=  x sen x  Rpta: y  = c, +c-,e~2 x -------- ) s e n x - ( — + — )cosx
^  H 1 2 20 50 10 50

x x3 x 2
17) _y" + y  = x 2 senx  R pta: y  = (c¡+ —— —)eosx  + (c2 + —  )senx

X  ^  ^  j

18) y " —j> = senx  R pta: y  = c¡ex +e  2(c2 cos— x  + c3— x) + —(e o sx -se n )
2 " 2 2

19) >•"+ y  = 2 e o s x , y (0) = 1, / ( 0 )  = 0 R pta: y = eos x + x sen x

20) y " +  4 y  = sen x , y(0) = y ' (0) = 1 R pta: _y-eos2x + - ( s e n 2 x  + senx)

21) _y" + 4}’ = 4(sen2x + e o s2 x ) , y (n )  = y '(it)  = 2 ,

Rpta: y  = 3n cos2x + -^-sen2x + x (sen 2 x -c o s2 x )

22) y "  + 4 y  = —12 sen 2x R pta: Y = A eos 2x + B sen 2x + 3x eos 2x

23) y "  + y  = -9 e o s2 x  , y (0) = 2, y'(0) = l R pta: y = sen x -  eos x + 3 eos 2x

24) _y" + 2y ' + 2_y = - 2 eo s2 x - 4 sen 2 x , y (0) = 1, y ( 0 )  = l R pta: y  = e~x senx  + eos2x

25) y "  + 2y'  + 2_y = 2 se n 2 x - 4 eos2x , y (0) = 0, / ( 0 )  = 0 . R pta: y  = 2e~x senx  + sen2x

26) y ” + 4y' + 3y  = 4 sen x  + 8 e o sx , y (0) = 3, j '( 0 )  =  — 1. R pta: y  = 3e r + 2 se n x
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IV.-

©

©

y "  + y  = 2 co sx  Rpta: y  = c¡ sen.v + c 2 eos.v + x sen x

y ”- 3y' + 2 y  = l 4 sen2jt — 18 eo s2x  Rpta: y  = c {e x + c2e 2' + sen 2x + 3 eos 2x

y "  + k 2 y  = sen(fec), k * b  Rpta: y  = c¡ sen(fcc) + c2 eos(for) + sen^ A).
k~ —b~

,, _ , . _  6a t 5 sen x  + I c o s x
y  - l y  + 6y  = sen x  Rpta: y  = c¡e + c2e + ---------—---------

17 _ eos 2x
y "+ 2y '+ 5y  = -  —  eos 2x  Rpta: y  = e x (c, eos 2x + c2 sen 2 x ) ------ -  2 sen 2x

sen x
y '  + y  + sen2*  = 0 , y(n)  = y ' (n )  = \ Rpta: y  = —sen 2 x ----------- —— eos*

y ” - 4 y '  + 3y  = 2 co sx  + 4 s e n x  Rpta: y  = c¡ex +c2e3' + cos.y

y ' " - y "  + y ' - y  = 4 se n x  Rpta: y  =c¡ex +(c2 + x ) c o s x  + (c3 - x ) s e n x

y "  + y  = 2cos.v , y(0) = 0, y(rc) = 0 Rpta: y = (c + x) sen x

y " - 4 y '  + 3y  = 2 0 co sx  Rpta: y  = c¡ex + c2eJA + 2 c o s .r - 4 s e n x

y "  + y ' - 2 y  = -6(sen 2.v + 3 e o s 2 x ) , y (0 ) = 2, y ' ( 0) = 2

y "  + y  = —60 sen 4 x , y (0 ) = 8, y (0 )  = 14

_v” + 4 /  + 5 = 8(sen3x-3cos3A r), y ( 0 ) = l ,  _y' (0) = —7 .

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

2xd 2y  . d y  „ i x „  . ix 3 2x e
— ^ - - 3 —  = 2e senx  R pta: y  = c] +c2e — e s e n * ------
dx dx 5 5

4 y " -  5y'  + y  = e x (sen 2.v -  eos 2x) Rpta: y  = c¡el +c2ex 4 + ——(-1 lsen 2x + 5cos2.v)
146
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( 3 )  y ' "  + y " - 2 y  = e * (2 co sx  + Asenx)

v -v X€ 'Rpta: y  = c¡e +e  (c2 eos a + c3 sen .v)--—  sen.v

( 4 )  y "  + 4y'  + 4y  = e~2x sen x  R pta: y  = e~2x (c{x  + c 2 ) - e ~ 2x sen x

x e 2x
( £ )  y "  + 4y'  + 5y = e~2x c o sa  R pta: y  -  e~~2x (c, eosx  + c2 senx)H----— sen.v

® r Y xex
y  - 2 y ’ + 2 y  = e cosx  R pta: y  = e (c, eosx  + c2 sen.v) + — sen x

y " ' + 4 y ' ’- I 2 y ' = 8 e 2' eo sx se n x

R pta: y  = c¡ + c-,e2x +cJe~f'x — —  e2'(5 se n 2 x  + 3cos2x)
68

■ _ _ £X 
[8J  y "  + 2y' + y  = ex eo sx  R pta: y  =c,e x +c2xe x + —  (3eosx + 4 senx)

Xe~x
y ' ' + 2y'  + 5y  = e x sen 2.v Rpta: y  = e x (c, eos 2.v + c2 sen 2x) -  ' eos 2.v

3  y " - y '  = e x s enx  Rpta: y  = c¡+c2ex — — (senA + cos.v)

@  y "  + 2y'  + y  = x 2e x eos.v Rpta: y  = c ,e”* + c2xe x ( - x 2 c o s a  + 4 x se n x  + ó c o s j t)

X
©  y " - 3 y  + 3y' -  y  = e x eos 2a R pta: y  = (c, + c2x  + c3a 2 )e v -  —  sen 2a

8

V'.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

1 2 1 2
(T )  y ' ' + 9y  = x 2e yx + 6 Rpta: _v = c, eos 3x + c2 sen 3a + —  (a 2 ~ —x  + --)eix + —

18 3 9 3

2x 3a sen2A' eos 2 a
©  / '  + 2 / = 3  + 4 sen 2 x  R pta: y  = c¡ +c2e 2x +~r--

2 2 2
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( J )  y "  + 4 v  = x 2 + 3 e \  y (0) = 0, / (O )  = 2

„  7 19 ,  x 2 1 3
R pta: y  = — sen 2 x ------ cos2x + --------- + — e

10 40 4 8 5

( 4)  y ' ' - 2 y '+ y  = x e '  + 4 , y (0) = y' (0) = 1 Rpta: y  = 4xex -  3ex + —  ex + 4
' 6

( ? )  2y ' ’+3v’+v = x 2 + 3 sen x R p ta : y  = c,e x + c-,e 2 + (x2 - 6x  + 1 4 )-  — sen x -  —  cosx
- *”  10 10

® „ , 2 -x / 2  ' f e  ~  y¡2 l sen 2x 3cos2xy  +_y+y = sen x  R pta: y  = cxe c o s -^ -x  + c2e - sen—  x  + ----------------+ -
¿ 2 2 13 26

X  —X

® lt , „ , _  _r/i y¡Í5 V í5 e" e
y  + y + y  = 2 senh x  R pta: y  = c ¡e ’ "eos —^—x + c2e - s e n —— x + —----- —

_. -7 xe2x e~2x
&) y " -y '-2 ,v  = cosh 2x R pta: y  = cte x +c2e~ + ---  +

©  y"+2y'+5y  = e '  (2x + sen 2x)

— v- xe x  _
R pta: y - e ~ x (c, cos2x + c2 sen2.v)----- —  .eos 2a: + —e x

4 2

íq )  y v - jy 'v = xe x -1  R pta: y  = - ^  + c,X3 + c2x 2 + c3x + c4 + ( ^ - - 4 .v  + c5)e'

j ’' 4y', = xc2' + sen x + x 2

„  ->,■ _2v cosx x3 x e2' 2 ^
R pta: y = c,+c->e +c-,e "  + --------------------h-------(2x -3 x )

H 1 2 3 5 12 8 2

12) y " +2 y '+2 y  = e co sx  + xe

•¿>1 ,£« •.**  4 í.
R pta: 3' = —^ v senx + xe ' +e  eosx + c2 senx)
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13) y"  + 2 y  m+2y"+ 2 y '+ y  = x e x +

x  1 . _ x
Rpta: y  = ) e ' + ( c ,+ c 2x)£' v + (c3 ) cosx + c4 senx

. , ,  , 2 v 2 „  - r  2  ̂ e*  s e n  ^  c o s  2 x14) y  +v = cos x  + e + x Rpta: y  = c, +c7e + (------ x + 2 x ) + ----- h—  -------------
J  1 2 3 2 20 10

15) y ' + 4  y " ’= e x + 3 s e n 2 x + l
X" 3_ e x  3x „

Rpta: y = c , +c-,x + c,x~ +c» cos2x + cs sen2xn— - + —  + —  sen2x
1 " 3 4 5 5 24 32

, _ . _ x
16) y " - y ' = x ~  — e ' +  e ' Rpta: y  = c¡+c2e~*+ —  — x 2 + 2x + xe x + —

jr x  ex c o s x -2 s e n x
17) y  - 3 y  = l + e + co sx  + senx Rpta: y  = c¡+c2e -  — -  —  + -— -—----------

18) y' '-A y ' = 4x + sen x + sen 2x

- 1 cos 2x
Rpta: y  = (c, + c2x)ex + x +1 + —  (4 cos x + 3 sen x) + -----—

25 8

19) y " -4 y ’+5y = 1 + eos' x + <?"'

„  •>,. 3 eos 2x 4sen2x
Rpta: y  = (c, cosx + c, senx + lV" + —  + —-------- — ----- -

2 10 130 65

20) y " '-2 y  + 4y  = e '  cosx + x 2 + sen 2x

-2 1 2 Rpta: y  = c¡e x +(c2 cosx + c3 sen x)ex + —(2x‘ + 2x  + l) +
8

1 xeA
+ — (sen 2x + 3 cos 2x) + :— - (3 sen x -  cos x)

40 20

-  , „  . i ,  3x sen2x cos2x
21) y  + 2 y = 3  + 4sen 2x  Rpta: y  = c ,+ c 2e + —  -----------
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v V
22) y " - 2 y ' + y  = x e x + 4 ,  y (0 )=  1, / ( 0 )  = 1 Rpta: y  = 4xex - 3 e x +------ + 4

23) 2 y ”+3y’+y = x 2 + 3 sen x  R pta: y  = cxe x +c2xe x + ~ (3eosx + 4sen A')

24) _y"-8>>'+15>’ = (15.v‘ +14.r + l) + e x R pta: y  = c¡e}x +c2eSx+(x  + 1) + —

2 -2 .v

25) y"'+4y'+4y = e~2 x +S(x + \) Rpta: y  = c¡ + e~2x(c2x  + c3) + x 2 - — -

27) y lv -8 y + 1 6 > ’ = x  senhx(2x)

R p ta : y  = e2x(c,x + c2) + e~2x (c3x  + c4) + x 2e2x .* V 2'

28) y ' " - y '  = (x + e x ) 2 R pta: y  = c¡+c2ex +c3e~x + - --------- a-(4- + 2) + -^ (x -3 )é ’a
' ' 6 3 2

26) y iv - y " ' + y " = \ 2 x 2 - 2 4 x  + e~x

„  f r  >/3 &  , , 4 n  2x é~xR pta: y  = ci +c2x  + e ¿[c3cos— x + c4 sen —  x] + (x - \ 2 x  ) + ^ ~ “

29) y ' ' ’+ /  '+y'+y = x  cosh(-x)

6*  X  —x
Rpta: y  = cxe~x + c2 cosx  + c3 s e n * + — ( x - 3 / 2 )  + —(x + 2)e '

~  8 8

^30) y " + 2 / '  + / = s e n x  + 2eo s2 x

_ r . , sen* 1 .
Rpta: y  = ct + e (c2x  + c3) ------ ------—  .(3 sen 2x  + 4 eos 2x)

VI.- Dar la forma de la solución particular de las siguientes ecuaciones diferenciales

0  y ” - 4 y ’ = x 2e 2x Rpta: y p = x e 2x ( A x 2 + Bx + C)

0 )  y " + 9y = eos 2x Rpta: y p = ,4eos2jr + 5  sen 2x
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( ¿ )  y ' ' - 4 y '  + 4 y  = se n2x  + e 2x R p ta : y  = A cos2x + Bsen 2x + c x 2e 2x

( 7 )  y "  + 2y'  + 2y  = e x sen x  R pta: _yp = e J ( /lc o sx  + fisen x )

( 5 )  y " - 5 y '  + 6y  = ( x 2 +l )e x + x e 2x R pta: y p = e ' ( A x 2 + Bx +C)  + x e 2x(D x + E )

( ó )  y " - 2 y '  + 5y  = x e x c o s 2 x - x 2e '  sen2x

R pta: y p = x e ' [ ( A x 2 + Bx + C)  eos 2x + ( D x 2 + Ex + F )se n  2x]

0  / ' + 3 / = 2 x 4 + x 2e~3x + sen3x

R pta: y  = x{A{x 4 + A 2x 3 + A3x 2 + A4x+ A5) + x(B¡x2 + B 2x+ B 3)e~3x + D  sen 3x + E  eos 3x

y "  + y  = x(l + sen x) R p ta: y p = A,x  + A2 + x(B¡x + B 2)sen x + x(D¡x + D 2)cos x

( 9)  y "  + 5y' + 6y  = e x cos2x + e 2'(3 x  + 4)sen x

Rpta: y  p = e x ( A c o s 2 x  + B s z n 2 x )  + (D\ + D 2x ) e 2x sen x  + (E ]x  + E 2)e2x cosx

(10) y " + 2 y ' + 2 y  = 3e~x + 2e~x eo sx + 4e~xx 2 sen x

R pta: y p = Ae~x + x (5 ,x 2 + J 2x  + B 3)e~x cosx  + x(C]X2 + C 2x  + C3)e~x senx

y ” + 3y' + 2 y  = e x (x 2 + 1) sen 2x + 3 e ' cosx  + 4 e '

R pta: y  = (A¡x2 + A2x  + A 3)ex sen2x  + (B¡x2 + B 2x + B3)e'  cos2x +

+ e 3x (D  eos x  + E  sen x) + F ex

^ 2 )  y "  + 4 y ' - x 2 sen2x + (6x + 7)cos2x

R pta: y p = x (A xx 2 + A2x  + A3)sQn2x + (B\X2 + B2x  + B3)c o s2 x

( o )  y " - 4 y '  + 4 y  = 2 x 2 + 4 x e '' + x sen  2x

Rpta: y p = Ayx 2 + A2x + A3 + x 2 (B¡x + B2 )e2x + (C ,x  + C 2)sen 2x + ( Dlx +  D 2 ) c° s2 x
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y ' 4 / +  4 = x(2e lx + x sen x ) y " + 2 y '  + 2y = x 2 - 3 x e  2vcos5x

19

5)
20)

y " ’- 3 y ' - 2 y  = e x ( l + x e x )

y ' ' - 4 y '  + 8y = e 2x (\ + sen 2x)

U)

19)

y lv + 5y"  + 4 y  = 2 eos x  

y " ' - y "  + y  = 2(x + 2e~x )

y ” ' + 3 y " - 4 y  = 9xe  2x+ 4x

5.5. METODO DE VARIACION DE PARAMETRO.-

Consideremos una ecuación diferencial no homogénea de coeficientes constante de tercer 
orden.

d~y d 2y  dy
7 T + a i T 7 +fl2 7  + “3J' = / W  
dx dx dx

...(1 )

donde a ¡ , a 2 , a 3 son constantes y f  (x) es una función sólo de x ó constante. 

Suponiendo que la solución general de la ecuación diferencial homogénea es:

y g = c¡y\ + c2y 2 + ^3y 3

Luego la solución particular de la ecuación (1) es: 

y  P = u\y\ +u 2y 2 + u iy i

donde ux, u 2, u 3 son funciones incógnitas que satisfacen a las condiciones siguientes.

u[yx +u'2y 2 + ü[3y 3 = °

u\y\ +«2^2 + “ 3 ^  = 0  

u \ y \ + u \ y " 2 + u [ y \  = n x )

... (2 )

La ecuación (2) es un sistema de ecuaciones en M,, u 2, u3, el método consiste en: 

1r0 Escribir la solución general de la ecuación diferencial homogénea.

y g = c \y\ + c 2>;2 + c 3>,3
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®

2d0 Reemplazar c¡ ,c2 , c 3 por las funciones incógnitas u l , u 2, u 3 obteniendo la 
solución particular de la ecuación (1).

y P = M1¿1 +»2^2 +«3>'3

3ro Forniar el sistema bajo las condiciones de la ecuación (2).

4t0 Por medio de integración obtenemos «¡ , u2 y «3 .

a) Ejem plos.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

d 2y
— y  + y  = eos ec x 
dx~

Solución

Hallaremos la solución general de la ecuación homogénea para esto se tiene: 

p(r)  = r ~ + 1 = 0 => r ¡ = i ,  r2 = —i de donde y g = c¡ eo sx + c2 sen x

la solución particular de la ecuación diferencial es: y p = u ] eos x + u 2 sen x , tal que

ux eosx  + u2 senx  = 0

I «i sen x +  m2 cosx = cosec x ; de donde

0 sen x

eos ecx eos x
eos X sen x

-  sen x eos x

= -1

cosx  0

-  sen x eos ecx

eos x sen x

-  sen x eos x

= c tg x => u2 = c tg x => u2 = ln(sen x)

y  p = — x eos x + sen x. ln(sen x) 

La solución general de la ecuación diferencial es:
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y  = y  r, + y = c, eos x + c2 sen x  — x  eos x  + sen x. ln(sen x)

©

y  = c¡ eos x  + c 2 sen x  — x  eos x  + sen x. ln(sen a )

y  + 4_y = 4sec x
Solución

Hallaremos la solución general de la ecuación diferencial homogénea, para esto se tiene: 

P(r) = r 2 + 4 = 0 => r, -  2 i , r2 = -2 / por lo tanto y  = c, eos 2x  + c2 sen 2x

la solución particular de la ecuación diferencial es: y  = u ] eos 2x + u 2 sen 2 x , tal que

ux eos 2x + u2 sen 2x = 0 

[-2mj sen 2x + 2u2 eos 2x  = 4 see2 x

reemplazando el sistema (a )  se tiene:

■(a)

ii, =

0 sen 2x

4 see'  x 2 cos 2x

eos 2x sen 2x 2

-2  sen 2x 2 eos 2x

eos 2x 0

-2  sen 2x 4 see2 x 2
4 see x. cos 2x

eos 2x sen 2x 2

-2  sen 2x 2 eos 2x

- 4  sec xsen2;c „ 2 „
-2  sec a. sen 2a u, -  4Ln(cosx)

ih

u2 = 2sec x(cos x - s e n  x) = 2 - 2 t g  x => u2 = 4 x - 2 t g x  

Como y p — u¡ eos x  + u 2 sen 2 x , al reemplazar se tiene: 

y  = 4 eos 2x. ln(cos x) + (4x -  2 tg x) sen 2x 

Luego la solución general de la ecuación diferencial dada es: y  = y g + y p
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d2y . 2— — + y  = sec .v 
dx

Solución

Hallaremos la solución general de la ecuación diferencial homogénea, para esto se tiene: 

P(r) = r ~ + 1 = 0 => rx = i , r 2 = —i \  de donde y g =c¡ cosx  + c2 senjc

la solución particular de la ecuación diferencial es y p = « , cosx  + u 2 s e n x , donde 

, u 2 son funciones incógnitas, que cumplen la condición siguiente:

íí, eos x  + u2 sen x = 0

- u, sen x + u-, eos x = sec" x
... (a )

resolviendo el sistema (a )  se tiene:

■ tg x. sec x

0 sen x
2secT x cosx

cosx senx

- s e n  x cosx

u i = — secx

ih =

cosx

— sen x sec x

eos x sen x

-  sen x eos x

= secx => u 2 = ln(secx + tgx )

Como y p = í/[ cosx  + i/2 sen x  reemplazando se tiene: y p = - 1 + senxIn  ¡ secx + t g x | 

y la solución general de la ecuación diferencial es: y  = y g + y

d 2y
+ y  = eos ecx.c tg x

Solución

Hallaremos la solución general de la ecuación diferencial homogénea, para esto se tiene: 

P(r)  = r 2 +1 = 0 r¡ =  / ,  r2 = —i . Por lo tanto y  = C\ eosx  + c2 sen x
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la solución particular de la ecuación diferencial es y p = u( eos .y + u 2 sen x , donde 

i/, , u 2 son funciones incógnitas, que cumplen la condición siguiente:

I eos x  + u2 sen x  = 0 

[ —u¡ sen x + ti2 eos x  = eos ecx.c tg x

resolviendo el sistema (a )  se tiene:

... (a)

u, = -

0 sen x

eos eexe tg x eos x

eos x sen x

-  sen x eos x

= —c  tg .y => w ,= -ln (s e n x )

ih =-

eos x 0

-  sen x eos ecx.c tg x

eos x sen x

-  sen x eos x

: c tg 2 x u2 = - c  tg x -  x

Luego y p = —c o s x . ln |s e n x |- ( c tg x  + x )sen x  y la solución general de la ecuación 

diferencial es: y  =  y g + y p

b. EJERCICIOS PROPUESTOS.

©

©

©

©

C

£ z
dx2

+ y  = c t g x

£ y  

dx2
- + v = see x

Rpta: y  = c, cos x + c2 sen x -  sen x. ln | eos e c x - c  tg x |

Rpta: v = c’¡ eos x + c2 sen x + xsen x + eos x. ln | eos x |

d 2y— + 4 y  = 4c tg 2x Rpta: y  = c, sen 2x + c2 eos 2x + sen 2x. ln | eos ec2x -  c tg 2x |
dx~

y " +2y '+2y  — e ' secx

. ,  . , . - 2  - 2 xy  +4 y  +4 y  = x e

Rpta: y  = e x (c¡ + x )sen  x  + e x [c2 + ln (cosx)]cos.

Rpta: y  = e~2x\c, - \  + c2x - \n x ]
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©

©

©

y ' '+y = tg x

y  +y = sec x. ese x

y " - 2 y '+ y  = e 2x ( e x + 1) 2

J -x

y " - 3 y ’+ 2y-

R pta: y  = y g + senx. ln |secx  + t g x |-
sen2 x 
2 co sx

1+e 2.Y

Rpta: y  = y g -  sen x. ln(csc 2x -  c tg 2x) 

Rpta: y  = y g + e x ln(l + ex )

2x

Rpta: y  = y  +ex arctg(e_Ar) ------- ln(l + e~^x)
* 2

(10)

©

y  +y  = sec x

y "+ y  = tg x

secx
Rpta: y  = y g +

Rpta: y -  y  -  eos x. ln(sec x  + tg x)

y '  ' - y  = e 2x sen(e * ) Rpta: y  = y  -  sene x - e '  cose~x

y ' '-3y'+2y  = cos( e x ) Rpta: y  = y  - e 2x cos(e

14) 9 y  "+y = sec(—)
X X  X X

Rpta: y  = [c, + —] sen — + [c2 + ln(cos —)] eos —

i-y y "~ y  -sen" x Rpta: y  = c,ex +c2e x —
2 sen x

(16)

©

y ”- y  = x 2e 1

y ' ’-2y '+ 2y  = 3x + e x tg x

Rpta: y  = cxe +c2e +e

.2

* 2"

x 3x 3
Rpta: y  = (<:, senx  + [c2 -  ln(sec x + tg x)J eos x)e +

y  +y  = x co sx
X x

Rpta: y - ( c ¡  + —  )sen x  + (c2 + — )co sx

y '" -7 y '-6 y  = 26e 2' c o s x  Rpta: y = c xe x + ( c 2 + 2 s e n x  + 3cosx)e 2x + c3e 3'
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@

©

y"+3y'+2y  = s e n ( e ') 

y" + 4y  = sec 2x  Rpta: y  =

Rpta: y  = c¡e ' +(c2 +sene  ' )e 2x

A cos 2x  + B  sen 2x + C° S ~A . lnicos 2x)  + — sen 2x 
4 2

©
v"+2y'+y = e ' ln(.v) Rpta: y  = (c, +c2x)e x + x 2e v( ^ I n ( x ) - ^ )

©
e~2x

y "+ 4 y '+ 4 y  = ——
X

„  . -2x -2 a -2a , -2aRpta: y  = c,e  + c2xe — e \ n x - e

0 y " - 2 y ' + y  = —e* senx Rpta: y  = ( c ,+ c 2x ) e '— cosx-é^

0 y " - 4 y ' + 4 y  = (3,v-2 + 2)e x Rpta: y  = CjC"' + c-j.xe"' + (3.v‘ + \2x  + 20 )e '

® y ' " - y " - y '+ y  = 4 x e x Rpta:
3 2 ,-A / x A , x  x  J  1 > ,y  = c,e + ( c i + c , x ) e  + (------------ f-------- )ey  i \ 2 3 i v 3 2 2 4

y '" - y '=  senx
eosx

Rpta: >> = c, + c2e + c3e + ^

y " ' - 3 y " - y ' + 3 y  = 1 + e x Rpta: _y = C| e ' + c2e~x + c3e3' -  — e 3x - e ~ ' x

0 y ' " ~ 2 y " =  4(x + 1) Rpta:
2a ,x 3 3 , 3 3 

y  = c, + c2x  + c3e~ - ( - - - J i  + 2 * + 4 )

0 y ’" - 3 y ' - 2 y  = 9e~x
3^2

Rpta: j  = c.'|e_T + c2xe_x + c3e2A---- — e x

0 y '" - 7 y '+ 6 y  = 2 senx Rpta: c, ex + c2 e2x + c3 e~3x + (4 cos x  + 3 sen x)

0 y " '—y' = senx -A A cos X Rpta: y - c ¡ + c 2e + c3e +

IV , , ~ Xy  -  y  = 2xe
-X  , x 2 5 X AR pta: y  = c2 +c3x  + c4e + ( y - x + q
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y" -5 y '+ 6 y  = 2 e ' 

y ' - y ' - 2 y  = 2e~x

R pta: y  = y  + e'

2x  _
R pta: y  = y g - —- e '7T\

36) y ' '+4y  = 3 ese 2 x , 0 < x  < -
3 3

R pta: y  = y  + — sen 2x. ln(sen 2 x )----- x  eos 2x
g 4 2

y "+ 4 y '+ 4 y  = —— , x  > 0 
x

n  . -2.v - 2 x  - 2 x  * - 2 xR pta: y  = c xe + c7xe - e  m x - e

38) y"+2y'+y = 3e R pta: y  = y g + —— e~
3_x_-

i

y ' " - y ' = x R pta: y  = A + Be + c e ------

y " —2y'+y = x~ + 1

y " - 4 y ' + 4 y  = + e ~2x

R pta: y  = e x (c¡x + c 2) + (x  +4.V + 7)

R pta: y  = e2'(c¡x  + c2) + ^ -  + ̂ - e 2x

42) y '" - 2 y " - 3 y '=  9(x  + 1) R pta: y  = c¡ +c2e ix +c3e x -  — (3x + 2)

43) y '" + 2 y ”- y '=  eosh(jc) R pta: y  = c,e' +c-,e x +c3e 2x H---- ex -----e 13 12 4

r  1
44) y"-8_v'+12y = 4xsen h 2 x  R pta: y  = c¡e2x +c2eb x -  — (2x + \ ) —-— (8x + 3)e^2'

8 128

45) y '1 '+y' ' - y '—y  = senh x R pta: y  = c¡ex +c2e ' +c3xe x +—ex + —  e
8 8

46) y "+  5 y  + 6y = ( x + 1) Rpta: y  = c¡e 2x+ c 2e 3x------ (18x2 +6x  + 7)
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47) y " + 5 y '  + 6y  = ( x + \ Y R pta: y - c {e 2x + c2e 3v -  — (18.r2 +6.V + 7)

48) y ’' + 4 y'  ~ 5 y  = \2 cosh x
2

R p ta : y  -  c, ex + c2 e~5 ' + xex -  — e~'

49) y " ' - 2 y " - y ' + 2 y  = (x  + l ) 2 R pta: y  = c ¡ e x +c2ex +c3e2x+ — (2x2 +6 x  + 9)

50) y " ' + 3 y " - y ' - 3 y  = e x + e~3x R pta: y  = c¡ex +c2e 1 +c3e 3j + —ex + — e

51) y " ' - 3 y "  + 3 y ' - y  = e x +1 R pta: y  = c¡e' +c2xe’ + c3x  e’ +-

52) y "  + 2y' + 2y  = sen 2x + eos 2 x , y(0) = 0, y ' (0) = 1

„  , 3 11 sen 2x  3
R pta: y  = e + (— cosxh sen.v) + - — ------------cos2x

'  10 10 10 10

S3) y " - y ' - 2 y  = e i x , y(0) = 1, / ( O )  = 2 R pta: y  = =—  + = j - + l —
—x -% J l x  2xe 2e e

54) y " + 2 y ' - 3 y  = \ + xe X 1R pta: y  = y g + —  (2x - x ) e  -

55) y'  ' + 4 y — 3x  eos 2x R pta: y  = y  + Ax  eos 2x + Bx sen 2x

56) y "  + y'  — 2y  = 2 x -4 0 c o s 2 x  R pta: y  = c¡ex +c2e 2x — — eosx

57) y "  + 3y' + 2y  = l + 3x + x~
_  -V _2V xRpta: y  = c¡e +c2e ' + —

58) y " '+ y " - 4 y '—4y = 3 e x - 4 x - 6  Rpta: y  = c¡e2x +c2e 2x + (c3 — x)e ' + x +
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5.6. ECUACIONES DIFERENCIALES DE EULER.

Las ecuaciones diferenciales de Euler son de la forma:

n d " y  n-i d" ly  dya„x — — + a .x  --- '— + ... + axx  —  + a0y  =  0
-"-1 dxdxti n -1 dx

(a)

donde a0, a ], a 2,-..,an son constantes.

Para resolver la ecuación diferencial (a )  se transforma a una ecuación diferencial 

homogénea de coeficientes constantes, mediante la sustitución.

t , , , dx ,x  = e => t = ln x, ademas —  = e
dt

dy

también —  = —  = e~‘ —  de donde 
dt ax dt

dt

'ÈL = e- ‘ ÉL 
dt dt

d  - y  dy ' dy'/ dt _ dy' _ d  ̂ d!y ̂
dx2 dx dx / dt dt dt di

d 2y  dy - , d 2y s
■ = e ( e -----\-e ------) de donde

dx- dt d f

d 2y  -2, . d 2y  dy

dx¿ d t2 dt

en la misma forma se hace los cálculos si la ecuación diferencial es de orden 3, 4, etc. 

También son ecuaciones diferenciales de Euler las ecuaciones de la forma siguiente:

an(ax + b)n É-2- + a„_\(ax + b)n 1 d- ~  + .... + a:(ax + b ) ~ - + a 0y  = 0 
dx dx x

... (P)

Para obtener la solución de la ecuación diferencial (P) se transforma en forma similar al 

caso anterior mediante la sustitución:

. dx e1
ax + b - e  => t = ln (ax + b). Además —  = —

dt a
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dy
dy di -, dy . . . .—  = —— = ae —  de donde se tiene 
dt dx dt

dt

dy -, dy —  = ae —  
dt dt

,  dyl
d'y dy' dt - , dy' -, d , dy „ 2 - , . - , d y  , d 2y
— r- = —  = —¡— = ae —  = ae — (ae — ) = a  e ( e -----ve  ——)
dx" dx dx dt dt dt dt dt

dt

de donde: d2y „2 -2írd2y dy

Las ecuaciones diferenciales no homogéneas de Euler son de la forma:

-  (7)

donde m es el grado de Pm (ln(x))

Para resolver la ecuación diferencial (y) se transforma en forma similar a los casos 

anteriores.

a. Ejem plos.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

2 d 2y  dy
+ x - - y  = 0

dx dx
Solución

Sea W  =» t = l„x, «demás *  =
dx dt dx2 d t2 dt

reemplazando en la ecuación diferencial.

e2' .e 2r -  — ) + e‘.e 1 —  -  y  = 0 ,  simplificando 
dt dt dt

d 2 y
d t2 -  y  = 0 , ecuación diferencial homogénea de coeficientes constantes.
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Sea P(r)  = r  -1  = 0 => rx — 1, r2 = —1.

Luego la solución es v ( t ) = c ie ' +c-,e~' , de donde y  = clx  + —
“ ' x

( ? )  (x + 2 )2 y "  + 3(x + 2 ) y ' - 3 y  = 0
Solución

 ̂ -  / , , . dy dy d 2y - i t , d 2v dy.
Sea x  + 2 = e => t = ln (x + 2) ademas: —  = e — ; — — = e (— r------ —)

dx dt d t 2 d t2 dt

Reemplazando en la ecuación diferencial se tiene:
,1 > = íi£ + A l  ■> tA£

dt dt dt

de donde al simplificar se tiene: — — + 2 — — 3y  =  0 , que es una ecuación diferencial
dt dx

homogénea de coeficientes constantes:

Sea P(r) = r 2 + 2 r - 3  = 0 ,  de donde: /•, = —3 , r2 = 1

Luego la solución es: y(t)  = c,e~3' +c-,e‘ ’- y - — ~—r  + c2(* + 2)
(* + 2)

0  x 2y "  + xy' + y  = x (6 -  ln jt)
Solución

Sea => t - l „ ( x )  además: &  = í ±  = e * A - ~ %
dx dt d t2 d t2 dt

Reemplazando en la ecuación diferencial se tiene:

2, - i t , d  y  dy , , dy ,e .e (— zr------) + el .e 1 —  + y  = e (6 - 1) , al simplificar se tiene:
dt2 dt dt

¿2
— y  + y  = (6 -  t)e , ecuación diferencial no homogénea de coeficientes constantes: 
dt2



314 Eduardo Espinoza Ramos

Sea P(r)  = r 2 + 1 = O, de donde: rx = i , r2 = - i

Luego la solución complementaria es:

y g = c i eos t + c 2 sen t y la solución particular es:

y p =(At  + B)e'  => y p = A e ' + ( A t  + B)e'  => y p = 2Ae'  + (At  + B)e'

d
como — ^- + y  = ( 6 - t ) e '  entonces 2Ae '  +2(At  + B)e'  +(At + B)e'  = ( 6 - t ) e r 

di '

1 7
2At + 2A + 2B = 6 — t => A = — , B = —

2 2

— + -^ , y la solución general es: y( t)  = y g + y p = c, cosr + c2 sen t - - ^  + -^

y  -  c, cos(ln,r) + c2 se n ( ln .x )-^ ( ln ;v -7 )

@  (2 .r+ i)2y " + 2 ( 2 x + i ) y + y = o

Solución

Sea 2* + l = e ' => t = ln (2x  + 1), además: —  = 2e~'—  ; É J L  = 4 e~2' ( É - L _ ÉL)
dx dt dx d t2 dt

Reemplazando en la ecuación diferencial dada:

e* 8 e - ^ - 3 ^  + 2 ^ )  + 2 ^ .4 e- ^ - ^ > + 2 ^ &  = 0 
d i1 dt2 dt d t1 dt dt

+ l e -  djL = 0
di1 d t 2 d t '  dt dt dt

dt dt dt dt dt dt dt dt2 dt



Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n 315

©

©

©

©

©

©

©

©

Sea P(r) = 4 r 3 - 8 r 2 +5r  = 0 , de donde: r, = 0, r2 =\  + ~ ,  r3 = l - ^  

y la solución general de esta ecuación es: y(t)  = c, +c2e' eos— + c3e‘ sen ~

y  = c , + c 2(2x + l)cos(
ln(2x +1)

) + e3(2x + l)sen(
ln(2x + l)

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver los siguientes ejercicios:

x 2 y"+2xy '-2y = 0

x  y"+xy'+9y  = 0

4x~y"-8xy'+9y  = 0

Rpta: y  = c, | x | +c2 ¡ x  \ 2

Rpta: y  = c, sen(3 In ¡ x  \ ) + c 2 cos(3 ln | x  | )

3 3
Rpta: y  = c ,x2 + c2x 2 ln x

x 2y"-3xy '+7y  = 0 Rpta: y  = c¡x2 cosV3 ln x  + c2x2 sen V3 lnx 

x 2y " + x y ' - p 2y  = 0 ,  p es una constante. Rpta: y  = c, | x \p +c2 | x  |_p , p^O

Rpta: y  =¡ x  |_l (c, + c 2 ln | x  ¡) + c3 | x  |7x 3 y ' " - 2 x 2 y " - \ l  xy'—l  y  = 0

x 3 y" '+ 4x 2 y " - 2 y  = 0

2 x zy ”+xy ' - y  = 0

x 3y ’" - 3 x 2y"+6xy '-6y  = 0

x  y"+3xy'+y  = 0

x 2 y"+2xy'+6 y  = 0

Rpta: y  =  c, | x  | 1 +c2 | x  ^  +c3 1 x -Vi

Rpta: y  = c,x +

Rpta: y  = c¡x + c 2x~ +c 3x

Rpta: y  = —(c¡ +c2 l n |x |)

, V 2 3 , 
2

Rpta : y  = - =  [c, cos(— ln(x)) + c2 sen(— ln(x))] 
Vx

,V 23 ,
2
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12) xy"+y'= O Rpta: y  = c ¡ + c 2 l n |x |

13) (2x + l) y "  — 2(2x + l ) y ’ + 4 y  = O Rpta: >> = c |(2 x  + l) + c2(2x + l)ln(2x + l)

14) x 2y " ' - 3 x y "  + 3y'= O Rpta: y  = c ,+ c 2x 2 + c 3x 4

15) (x + l ) - y ” - 1 2 y = 0 C2 

( *  + D¿
Rpta: y  = q + - — =̂— -̂ + c3(x + l)5

_  C, C->
Rpta: y  = — + -^-

@  y " - - y '+  4  = ° Rpta: y = x(c! ln x  + c 2)

Rpta: y = —  [c, cos(ln(x)) + c2 sen(ln(x))]

19) 9 v " + - y '+ 4 -  = 0
^  x x 2

Rpta: y  -  x 3(c, lnx  + c2)

20) J " + i y '+ A >, = o
A X“

Rpta: y  =  x  2 [C|Cos(— ln (x )) +  c2 sen (— ln(x))]

21) J -"+ l y " + ^ -  + 4  = O
x x x

Rpta: y  = c ,x  1 + c 2 c o s(ln x )+ c 3 sen(lnx)

22) >■”+ — + ̂ r - + 4  = °
X X X '

Rpta: y  = C]X + x (c2 ln x  + c3)

(23) y ”+ y - — L  = o
X “ X

Rpta: >> = x[cj (ln(x))~ + c 2 ln(x) + c3]

x 3v" v ’ v , X J 3  y¡3
24) y " + ------- -  + —  = 0 Rpta: y  = c¡x + x 2[qcos(-— lnx) + c2 sen(— lnx)]
‘ x x x 2 2
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25) / ' + — y ' +  4 - 9 y  = 0
x - Y  (x -1 )2

Rpta: y  — (x -l)~ [C | ln ( x - l )  + c 2

26) y"+ —~— i-——r—2" = b Rpta: y  = x 3[cj cos(V3 ln (x -2 )  + c2 sen(V3 ln (x -2 ))]
x  2 (x 2 )

27) 4v"+-
( x - a ) -

■ = O Rpta: y  = V x -ú [c ]  ln ( x - a )  + c2]

x  + a (x + a)
=  0 Rpta: _y = C|(x + a ) 4 + c 2(x + a) -2

3 y" y'

x + a  (x + a )2 (x + a )3
=  0

- - 3  3
Rpta: y  = c,(x + a) + (x + a) 2[c, cos(—ln(x + a)) + c3 sen(—ln(x + a))]

x  y "  —xy' + y  = 2x

x 2/ '  + 4xy' + 2y  = 2 ln x

2 „ . ,  ló ln xx ¿y " - x y ' - 3 y  = -----------

Rpta: y  = x[cj + c 2 ln(x) + c3 ln (x)]

Rpta: y  = —  + ̂ -  + L n x - — 
x x  2

1 4 1
Rpta: _y = —(c ,+ c 2x + ln(x) + 21n"(x))

x

x 2y +  x_y' + 9y = sen(lnx3) Rpta: y  = y „ — (ln(x))cos(lnx3)
s 6

34) x Jy " '  + 4 x - y "  + xy' + y  = x Rpta: y  = y g + -

35) x 2y" + 4xy' + 2>> = 2 ln 2 x  + 1 2x Rpta: y  = — + —7  + ln2 x  —3 lnx + 2 x +  7
x x
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x 2 y " - 2 x y ' +  2y  = x 2 - 2 x  + 2 R pta: y  = c]x  + c2x 2 +1 + (x 2 + 2x) ln.r

2 dy dy _ „  c,
x  —̂ -  + x —— y  = 0 R p ta: y  = cix  + —j

dx~ dx x

d 2y  2 dy 2y  2 x 3 . . .  .. 3x3
—  ----------- h—  = xln(x) Rpta: y  = c¡x + c2x  + —  (ln(x))-------
dx ' x  dx x  2 4

x 2y " - 2 x y '+ 2 y  = 0 Rpta: y  = c¡x + c 2x 2

x 2y " - 6 y  = 0 Rpta: y  = c¡x 3 + c2x 2

x 2y"+ — = O Rpta: y  = (c¡+c2 ln(x))Vx

x  y ”- x y ' + y  = 0 Rpta: y  = [c, + c2 ln(jc)]jc

x 2y ”- 4 x y '+  4 y  = 0 , y (1) = 4, y  (1) = 13 Rpta: y  = x + 3x4

x 2 y ' ' - 3 x y '+ 3 y  = 0 ,  y (1) = 0, / ( l )  = - 2  Rpta: y  = x - x 3

x 2y " - 3 x y '  + 4y  = 0 , y (1) = 1, y ' (1) = 3 Rpta: y  = (1 + ln(x))x2

x 3y ' "  + x 2y " - 2 x y '  + 2y  = 0 Rpta: y  = — + c2x + c3x 2
x

x 2 — f  + 3x —  + y  = 0 Rpta: y  = (c, + c2 ln x )—
dx' dx - x

2 V  ^  7 c7y " = —i- Rpta: y  = c,x  + —
x  x

x 2y " - 4 x y '+  6y  = x  Rpta: y  = cxx 3 +c2x 2

( l + x ) 2/ '  + 3(l + x)y' + 4y  = (l + x )3 R pta: y  =  (x + l ) 2[c, + c 2 ln(x + l)] + (x + l ) 2
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52) x y " + x y '  + 4 y  = O Rpta: y  = q  cos(2 ln(x) + c2 sen(2 + ln(x))

5 ^  x 2y "+ 4 x y '  + 2 y  = 0 Rpta: y  = c¡x~l + c2x~2

54) ( x - 1 ) 2y " + 8(x —l) y  + 12>' = O Rpta: y  = c , ( x - 1 ) “3 H - ^ í x - l ) “4

55) 2 x 2y " - 4 x y ' + 6 y  = O Rpta: y  = c¡ | x | 2 co s(^ -ln  | x |)  + c2 | x | 2 s e n ( ^ l n |x | )

56) (x -  2)2 y" + 5(x -  2) y'  + 8y  = O

Rpta: y = c , ( x - 2) 2 cos(21n | x - 2 | )  + c 2( x - 2 )  2 sen(2 ln | x - 2 |)

5i )  x 2y ' ' + l x y '  + 5y  = x  R pta: y  = c¡x ' +c2x  J +c2x  J + -

58) x 2_y"-3x>’' + 4_y = Inx R pta: y  = c¡x2 +c2x 2Ln x  + —Ln x  + —

59) x 2y —2xy' + 2_y = 3x2 + 21n x  R pta: y  = c2x + c2x 2 + x 2 lnx + lnx + ̂

60) x 2y +  xy'+ 4y = sen(lnx) Rpta: y  = c] cos(21nx) + c , sen(21nx) + ̂ sen(lnx)

^ - 3  — 3
6Í) 3x2y +  12xy' + 9.y = O R pta: >• = q x  2 cos(— lnx) + c2 ln x  + c2x 2 sen(— lnx)

2 d 2y  „ dy „ 1 _  c, c2 cosx lnx
------+ 4 x --------l-2y = cosx + — Rpta: v = — --------- r—H------
dx dx x ' x *2 x2 x

, , c, +c-, ln(x + l) + ¿«  (x + 1)
63) (x + 1) y "  + 3(x + l) y +  (x + l)y  = 61n(x + l) R pta: y  = ------- -----------------------------

' ' x + 1

64) x3^ 4 - 3 x2- ^4  + 6x —  - 6 y  = 0 R pta: v = c¡x + CtX2 +c3x 3
‘ '  ¿x3 dx2 dx y
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»3 j2  j
65) x3— Y - * 2— f - 6 x —  + 18>’ = 0 R pta: j  = (C| + c-> ln.r).*3 + c 3.v

dx dx dx

j L Z + x £ l
dx~ dx

n  „ 2, „ 2 \ x ln x  4xRpta: y  = c, sen(ln.r ) + c2 cos(lnx  ) H----- ------- —

O í  3 d 3y  ? d 2y  _ í/v _ 3 „  , , x 2 x3
67) at — r - * — —~ 2 x —— 2 y  = x  Rpta: y  = (c, + c-> lmrjjr + cjjc H------
^  dx dx dx ' ~ 3

68) ( 2 a - 3 ) 2 — ^ - 6 ( 2 ; c - 3 ) — + 12v = 0 Rptü: y  = c ^ 2 x - 3 )  + c 2( Í x - 3 )
^  dx dx

69) x 2y ”- x y ' + - y  = 0 (70) x 3y " ' - 3 x 2y "  + 6 x y ' - 6 y  = 0

7 l)  xv'" + 3 / ’= 0  (72) x i É - L  + 4 x 2É ^ r - 5 x — - \ S y  = x 3
^  W  dx3 dx2 dx

73) .r2y  + .ry -9> ’ = x 3 +1 (74) x 3 y" '+ 4x2 y"-8xy'+% y= 0

75) x 2 v" ' + Jfy"+4y’= 1+ cos(21nx)

76) (3 + .r)3^ 4  + 3(3 + .v)2 ^  + (6 + 2 x ) ^  = 0
¿ r  ¿ r  dx
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CAPITULO VI

6 .  O P E R A D O R E S  D I F E R E N C I A L E S . -

Supongamos que D denota la diferenciación con respecto a x, D 2 la segunda 
diferenciación con respecto a x y asi sucesivamente, es decir, para el entero k positivo.

D ky dky
dxk

Luego a la expresión: L(D)  = a0D" + a xD n +...+an^ D  + a n

se le llama OPERADOR DIFERENCIAL DE ORDEN ”n”; y es tal que, al aplicarse a 

cualquier función “y” produce el resultado siguiente:

{L(D)}(y)  = a 0D ny  + a lD"~'y+...+a„_lDy + a ny

donde los coeficientes a 0, a i , . . . , a n pueden ser funciones de x ó constantes.

Observ ación.- Dos operadores Z, y L2 son iguales si y sólo si producen el mismo 
resultado sobre alguna función.

es decir: ¿ , = I 2 o  £ ¡ ( y )  —  ¿ 2  ( y )

Observación.- ( L x.L 2 )y  = I ,  ( L2 (y ) ) , y si tos operadores Lx y L2 tienen coeficientes 
constantes entonces se cumple.

• Z<2 —

6.1. LE Y E S FU N D A M E N T A L E S DE O PE R A D O R E S.-

( l )  I ,  + L2 - - l 2 + ©  ( ¿ 1 + ¿ 2) + ¿3 =  Li + (L 2 + £ 3) 

(L¡ .L2).L3 = Lv (L2.L3) ¿[.(¿2 + ¿3) = LX.L2 + ¿|¿3

©  S i » ,  » e z *  o " ,  o - _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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6.2. PROPIEDADES.-

Sean m, n, r, k constantes reales r . k e z  , entonces se cumple

i  ro r \  ̂  /  ?"x \  k  kx1 D (e ) = r e

ahora deduciremos el efecto de un operador L sobre e"

para esto, Sea: L(D)  = a 0D n + a xD n 1 +...+an_lD + a n

( t í  r \ \  i í  mx \  r \ n mx  . r-v^- l mx ^  mx  . mx{L(D)}(e ) = a0 D  e + a xD e + ...+  a n_xDe + a ne

n mx n - 1 mx mx mx= a Q m e + a xm e me + a ne

emx( a m n + a m "  1+... +  a m + a )
VJ ) _________1 _ ______________ n -  I n /

L(m)

Es decir: {L(D)}(emx) = e"1*L (m ) ; por lo tanto se tiene:

2d0 {L(D)}(emx) = emxL(rn)

O bservación.- Si m es raíz de L (m) = 0, entonces L (D )e mx = 0 

Determinar el efecto del operador (D - m ) k sobre x kemx, es decir:

/  n  w  k mx ^ , k- 1 mx k mx k mx , k - 1 mx(D -  m)(x e ) = kx e +mx e - m x  e = kx e 

( D - n i ) 2{xkemx) = k { k - \ ) x k~2emx 

(D -  m ) \ x kemx ) = k ( k - 1)(* -  2)x k~3emx

/ n  >.k y k m x . j , mx mx ^ . k  k  ,( D - m )  (x  e ) = k \ e  = e  D x  , por lo tanto:

^ r o  /  x k (  k mx  v ,  . mx3 ( D - m )  (x e ) = k \ e

Observación.- Si, n > k  => (D -  m)n ( x k e"'x ) = 0
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4“  Para cada función con “n” derivando se cumple: (D -  m)" (e'"' u) = e" ' D"u 

5tc Si L(D)  = ( D - r ) k q> ( D ) entonces

L (D ) (x kerx) = ( D - r ) k <p ( D ) (x kerx) = k \{erx)<p (D)= k\<p ( / > "

1 jrx x kerx
L(D) k\ip(r)

Ejem plo. D ( D - 2 ) 3 ( D + \ ) y  = e~'

6to Si L es un polinomio => L(D)(erxu) = e ' L ( D  +r)u

Ejem plo.- ( D -  3)‘ (D  + l )3(y ) = x 2e2x

6.3. MÉTODOS ABREVIADOS.-

1ro La ecuación (D  -  r ) " y  = e r' (b0 + b¡x+....... +bpx p ), bp *  0

tiene una solución particular única de la forma: y  = x"e 'x Rp (x)  

donde Rp(x )e s un polinomio de grado p, dado por:

fíp(x) = — —-----+ -------& ------ + .... + ------------- ^ -------------
1.2.3.....n 2.3.....(« + 1) (p + l)( /?  + 2)......(p  + n )

2d0 La ecuación (D -  r)" y  = esxQp (x),  r  *  s , r , s  e  donde Qp (x)  es un polinomio de 

grado “p” ; tiene una solución particular única de la forma:

y p = e'xu donde u = e “x (b0 +blx+...+bpx p )

donde a = s - r y luego aplicamos el método de los coeficientes indeterminados.

3ro La ecuación (a0D n + a lD"~' +...+an_¡D + a n )y = R0 con R 0 = constante y

R»
an 0 ; tiene como solución particular a y p = —

^n



324 Eduardo Espinoza Ramos

4,ü La ecuación (a0D" + a xD n +...+ak D" )y = RQ con R 0 = constante y a k ^  0;

tiene como solución particular a y p =

5'° Aplicamos ahora el operador inverso: — í— . definido por — -— (L(D))v  = y ahora
L(D) L(D)

si aplicamos este operador a: (a0D " + a¡ D"  1 )y  = b(x)  se obtiene:

y - — -— (b(x))
L(D)

es decir: v = — — .--------- .— í— ...— í— A(x)...(*)
D - r ¡  D  — r2 D-r-¡ D - r n

La ecuación (*) se resuelve de acuerdo al siguiente cuadro.

Hacer Por Resolver Obtener

z =  b(x)  
D~r„ z ' - r „ z  =b(x) r„x 

z  = e .
e~r"X b(.\)dx

y = ------í------z(x)
D - r „ - \

v '~r„_¡v=z(x) < II a"5 jr j e ~r"~'x z(x)dx

y =  wix)  
D ~ r\

*

y ' - r xy  = w{x) e ^ x w(x)dx

r V ) x b(x)(dx)"Obtenemos y = er'x j e ^  n)x J e ' '5 '2>A... Je*'" '"~'>x Je  r"x

6'° Suponiendo que /(£ > ) = ( D - r ,  )(£> -r2 ) . . . ( £ ) - rn) en el cual los factores son todos 

distintos, entonces existe el desarrollo de fracciones parciales.

1 A A A
--------= — J— + — -— h... h— —— , en el que A.. . . . .  A , son constantes. Entonces:
f ( D )  D  — rx D - r 2 ü - r „  1 "
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y  = A¡e']x j ’b(x)e dx + A2e'2X \b(x)e v  + ...+  Anev  J e  b(x)dx

al calcular tanto las integrales de 5'° , 6‘° se descartaran las constantes de integración 

cuando aparecen, de otro modo estañamos calculando la primitiva en vez de la integral 
particular de la ecuación diferencial.

7 o Una integral particular de una ecuación diferencial lineal F(D)(y) = b(x) con

F(D)
se abrevian el cálculo de éste operador.

coeficientes constante está dado por <¡>p = ~̂ —— b(x)  y para ciertas formas de b(x)

a) Si b(x) = eax => <¡)n = — —̂ eax = - i — e“1; F (cc)*0
” F(D)  F (a )

b) Si b(x)  = sen( ax  + J3) ó b(x)  = cos(coc + J3) entonces

é n = — 1—- sen(ar.t+ B) = — ■—~--sen(crx+ B)\ F ( - a 2) * 0  
p F ( D - )  F ( - a  )

ó </>„ = — ^ r - c o s ( a x +  B) = ---- ^ r-co s(a r.v +  B)\ F ( - a 2) * 0
p F (D  ) F (—a )

c) Si b(x) = x p => (¡>r = -J^- j^x p = (a0 + alD  + a2D 2 +... + apD p )xp ,a0 0

Obtenido desarrollando -—-'—y , según potencias crecientes de D y suprimiendo 

todos los términos potencias D p, puesto que D" x"  = 0 para n > p

d) Si b(x) = ea 'R(x)  => t¡> = ---------eaxR(x) =
p F{D)

1 1 F '(D)
e) Si b(x) = xR(x)  => 4>n = ~— — xR(x) = x --------R ( x ) -------------; v /  v ,  r p F{D)  i ; n D )  v (F(¿)))2 ,

f) --------!--------b(x) = — -— .— -— b(x)  => <pn — í— [-----------¿(x)]
'  F¿D)F2(D) F,(D) F2(D) p F ¡ ( D ) F 2(D)



326 Eduardo Espinoza Ramos

g) — -—-senh(a.v) = — ^  ^ — senh(ox) si F (a ) . F(-a) *  O
F(D) F(a) .F ( -a)

h) cosh(ax) = —■ ^  ^ — cosh(a.r) si F (a ) . F(-a) *  O
F(D) F(a) .F( -a)

I x  nn
i) -— -----  — senoAr = ---------- sen io r------- )

(D +a )" (2a)"«! 2

j)
1 x" n n

eos ax = -----------cos( a x ------- )
(2a)" ni 2(D2 + a 2)"

O bservación:

j e'Px = eos /3x + i sen /? x  

i = eos [i x  -  i sen p  x

eos J3x =
e,px + e~i/¡x

sen p  x  -
eip x +e-'px 

2 i

¡ep > = cosh p  x + senh p  x  

\e~px = c o s h /? x -s e n /? x

senh P x  =

cosh P  x  =

eP* - e~P*

ep x +e~px

a)

©
Ejem plos.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

(D 4 -8 Z )2 + 16)(y) = xe2x
Solución

F(D)  = D 4 - 8 D 2 +16 = 0 r¡ = r2 = 2, r} =rA = - 2

Luego la solución general de la ecuación homogénea es:

<¡>c(x) = (c, + c ix ) e 2x + (c - ,+ c 3x)e  ~x , para la solución particular se tiene:
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<fip (x) = ev  J e ^ )x J e^ - )x J e J e r*xb(x)(dx)4

<¡>p {x) = e2x J e 0 Je~*x J e 0 J e 2xxe2x (dx)4 = e2x J  J e ^ x f  J x e 4x(dx)4 

í í e""e4'(T ?-H K* )¡= e” í í (ñ ~ l 2m ) 1

<t> (x) = e2x(—  )
p 96 64

 ̂ t v3 3x2
y  = <¡>c(x) +<j> p(x)  = (c0 +cxx)e2' +(c$+c4x)e 2x+ e2x(— — — )

96 64

©  D ( D - l ) \ y )  = ( x 2 + 2 x )  = e x
Solución

P(r)  = r ( r  —l)3 = 0  => r, = 0, r2 = r3 = r4 = 1, entonces

2 x<f>c(x) = c x + (c ? + c3x + c4x )e ; ahora calcularemos la solución particular:

<!>p(x) = ------ ----- - ( x 2 + 2x)e2x = ------ l------r [ - ^ - r ( x 2 +2x)ex ] ...(1 )
D { D - \ y  D ( D - l ) -  D - l

haciendo z = ^   ̂(x2 +2x)ex entonces: <̂- - z  = (x 2 +2x)ex cuya solución es

-  i-dx r  \-dx ~ ■ C 7 X  ̂ 2
= e J [ \ e J (x + 2x)exdx] = ex | ( j c  + 2x)dx  = (—  + x~)ex reemplazando en (1)

1 3 1 1 3
<f>p(x) = ------------ - [ —  + x 2]ex = ------------[------- (—  + x 2)ex ] ...(2 )

D(D  — 1) 3 D ( D - 1 ) LD -1  3 J

1 x3 dz x 3 i
Sea z = -------(—  + x '  )ex entonces —  — z = (------ h x  )ex , cuya solución es:

D - l  3 dx 3

(—  + x )exdx] = ex[—  + —  ], reemplazando en (2)
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1 x4 x 3 , 1 1 x4 x \  x
t ^ p ( x ) - ------------ (-1-— )e = — [------------- (------1-----)e ] ..-(3)

D ( D - 1) 12  3 D D - 1 1 2  3

, 4 3  j  4 3^ x  . ,  dz x  x  x . ..
Sea z = ■ —  (— H-)e e n to n c e s ----------- z = (-h— )? cuya solucion es:

D - l  12 3 dbc 12 3

dx C [-¿t

r
x4 xJ * v x5 X4

z = e J f le J (-— i-)exdx\ = ex (r— v-— ) , reemplazando en (3).
1 12 3 60 12

yv (x) = — (—  + —  )ex => (¡>p (x)=  f(—  + —  )exdx = X e x
p  D  60 12 p  J 60 12 60

La solución general de la ecuación es: <¡>(x) =  (x) + <f> (x)

i  • x 5 v
(¡>(x) = c¡ + (c? + c3x + c4x~ )ex h-----eJ

60

@  (Z > -l)3( £ - 2 ) 3y  = x V *
Solución

Sea P(r) = (r -  1 ) 3( r  -  2 )3 = 0 => r, = 1 de multiplicidad 3 y r2 = 2 de multiplicidad 3

y 2 x  x  ,  2 ^ 2xy c = (c l + c2 + c3x )e + (c4 + c5x + c6x  )e 

ahora calcularemos la solución particular.

y  = _______!_______x2e3x= e 3v_______ ?_______x2
P ( D - \ ) 3 ( D - 2 ) 3 (D  + 2)3(D + 1)3

= e3A__L_r-------!------ x2 ]
(D  + 2)3 D 3 + 3D2 + 3D + 1

y  = e3x---- í— -(1 —3D + 6D 2 )x2 = ei x ------l-— r (x2 - 6 x  + 12)
p (D + 2)3 (D + 2)3

y  = e3x — --------^-------------(x2 -  6x +12)
p D + 6D + 12D + 8
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n - - ‘ ^ - h D+h D l t x ' - ^ n )  => ’ ’ - * 4 - r +3)
La solución general es: >■ = _yc 4- y  f

©  ( D 3 - r 4 D 2 +2D) (y )  = x 2
Solución

Sea P (r) = /-3 - 4 r  + 3/-= 0 => r, = 0, r2 = 1, r3 = 3

X  r 3jr • r •de donde ^ c (x) = c, + c 2e + c3e ' ; ahora calcularemos la solución particular.

<t>p  (-v) =  — 3 -------------------------X— ----------- -v2  =  (— — ----).v2

p D - 4D" + D) D D - - 4 D  + X

1 1  4 n  13 2 2 1 8a- 26 x . . .  x 3 4x2 26
— (—i— Dh----- O )x —— (----------------------------------------------------------- 1--------- 1----------- ) tf> (x) —---1----------- 1----------- .
D  3 9 27 D  3 9 27 '  9 9 27

, 3v x3 4x2 26
Luego la solución general de la ecuación es: y  = c, + c2e + c3e + —  + ——  + —  v

©  (D 2 -  1 )(y)  = x 2
Solución

Sea P(r) = r 2 - 1 = 0 => r ¡ = \ , r 2 = - l ;  de donde <¡>c.(x)  = c¡e'  + c2e 1

calculando la solución particular se tiene: <f>p (x) = — -— - x  = ( -1  - D ~ ) x  = —x

Luego la solución general es <p(x) = <¡>c (x) + tj) p (x)

.'. <¡>(x) = c xe +c2e —x  —2

©  D \ D 2 -!)(>■) = x 2
Solución

Sea P(r)  = r 4(r~ — 1) = 0 => /•, = 0  multiplicidad 4 y r2 = 1, r3 = -1  de donde
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2 3 x  - x<f>LXx ) = c, + c2x + c3x +c4x  +c 5e + c6e ; ahora calcularemos la solución particular

<Pp W = ---- x2 = - ^  (-1 -  D2 ) x 2 = ̂ ( - x 2 -  2)
p D (D -1 )  Z)4 D

j / \ 1 . X2 _ . 1 X4 2 \ • , X5 X3 X6 X44>Ax) = —r (--------- 2x) = —- ( -------- x ) = — (------------- ) => &Ax) = ---------------
D 3 D 2 12 D 60 3 p 360 12

y la solución general es <j> (x) = 0f (x )+  <t>p ( x )

( i )  ( D 4 +10 D 2 + 9)(>0 = cos(4x + 6) + sen(2x + 3)

Solución

Sea P(r) = r 4 + 10r2 + 9  = 0 => ( r 2 + l ) ( r2 +9) = 0 

de donde rx = i, r2 = - i , r3 = 3i, r4 = - 3 i entonces

y c = c, eos x  + c2 sen x + c3 eos 3x + c4 sen 3x ; calculando la solución particular.

y  „ = —------—— -  = (cos(4x + 6) + sen(2x + 3))
p D  +10Z) + 9

y n = — r-----í— -------cos(4x + 6) + —  ------ — --------sen(2x + 3)
p (D + \){D +9) (D" +1)(Z) +9)

v = —---------í----------- cos(4 x + 6)h-----------------------sen(2x + 3)
p (—16 + 1X—16 + 9) (—4 + 1)(—4 + 9)

cos(4x + 6) _  J _ seno x + 3) • y la solución general es y = yr +yn 
105 15 p

0  (D 4 + 3 D 3 -1 5 D 2 -1 9 D  + 30)(y) = e4x

Solución

Sea P(r) = r4 + 3 r3 -  15/“ -  19r + 30 = 0 de donde

r, = 1, r2 = 3, r3 = - 2 ,  r4 = - 5  entonces y  =  c,ex + c2e3x + c3e 2 r + c4e 5<
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calculando la solución particular se tiene: y = ----------------------- ---------------- e4v
P D  + 3D - 1 5D~ - 19D  + 30

^ = ___________1__________ = _____________ I_________
' p (D -l)(D -3 )(£ >  + 2)(D + 5) ( 4 - l ) ( 4 - 3 ) ( 4  + 2)(4 + 5) 162

4 A

Luego la solución general de la ecuación es: y  = c¡ex  + c2eix + c3e~2' + c4e~5' + ■-----
162

( ? )  (£)S + 39D 6 + 138D4 + 126D 2 +900)(y) = sen(4x + l) + cos(6x + 2)

Solución

P(r)  = r* + 3 9 r6 + 138a-4 + 126/-2 + 900 = 0 de donde

(r~ + l)(r" + 9 )(r~ + 4 ) ( r ‘ + 25) = 0 => se tiene

r| = i, r2 = -i ,  r3 = 3¿, r4 = —3i, r5 2i, r6 = —2i, r-¡ = Si, /'8 = —5/

_Vc = eos x + c2 sen x + c3 eos 3x + c4 sen 3x + c5 eos 2x + c6 sen 2x + c7 eos 5x + c8 sen 5x 

ahora calculando la solución particular:

y  = — --------- --------- —r—---------------- [sen(4x +1) + cos(6x + 2)]
p D  + 39D + 138D + 126D + 900

1
sen^4x-f 1) +

(D 2 +1)(D 2 +9)(£)2 + 4 )(D 2 +25)

(D 2 +1)(D 2 + 9 )(D 2 +4)(£)2 +25)
cos(6x + l)

sen(4x + l) cos(6x + l)
}p ~ (-16  + 1)(— 16 + 9)(— 16 + 4)(—16 + 25) (-3 6  + 1)(-36 + 9)(-36 + 4)(-36 + 25)

v„ = -------— sen(4x + l)n----------- cos(6x + l)
p 11340 332640

La solución general es <p (x)  = y c + y
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10) (D~ + 3D + 2)(y)  = x  cos2.v
Solución

Sea P(r)  = r 2 + 3 r  + 2 = 0 => r¡ = - l ,  r2 = - 2  entonces y c = c¡e ' + c-,e ' 

ahora hallaremos la solución particular

1 .  1 „ 2D + 3 „y„ = —r---------------------------------------------------------------------x cos2x  = x — -------- co s2 x --- ------------c o s2 x
p D - + 3 D  + 2 D - + 3 D  + 2 (D2 +3D + 2)2

cos 2x 2 D  + 3 „
y  = x — ------------------- ------------------ ---------------- . eos 2x

P D - + 3 D  + 2 D + 6D  + 13D“ + 12D  + 4

1 „ 2D + 3 „
y n = x ----------------c o s2 x --------- ---------------------------------------- cos2x

p - 4  + 3D + 2 ( - 4 ) ' + 6(-4)D  + 13(-4) + \2D + 4

1 „ 2D + 3 „ 3D + 2 „ (2Z) + 3)(3£>-8) „
y„ = x ---------cos2x + -------------- cos2x = x ---- -----cos2x + -----------  ------------cos2x
p 3 D - 2  4(3D + 8) 9D 2 - 4  4(9D 2 -6 4 )

x  ^  \ ,(>D2 - 1 D - 2 4 X „
y n = ----- (3D + 2)cos2x + — (---------------------- )cos2x

p -4 0  4 -100

X  1
y = —— (3 se n 2 x -c o s2 x ) + ----------------------------------------------------(2 4 c o s2 x -7 se n 2 x ) ó (x) = y  + y ,
p -20 200 c f

11) ( D 4 + 8D 2 + 9)(y)  = cos3x + e2x
Solución

Sea P(r) = r 4 + 8 r 2 - 9  = 0 r, =1, r2 = -1 , r3 = 3 i, r4 = - 3 i

0c(x)  = cxex + c2e~x + cy eos3x + c4 sen 3x ; calculando la solución particular se tiene:

<j>„ (x) = —-— ----- icos 3x + e2x ) = —  ----- 1—  ------ eos 3x + —  ------ —  ------e2'
p D +SD  - 9  (D + 9)(D -1 )  (D +9)(D  -1 )

. . .  1 cos2x e2x . 3¿r. .é  (x) = —--------------- + ----- ; pero se observa que cos3x = Re(e ) entonces
p D +9 10 39 F
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e2'' 1 e3“
</>Ax) = ---------  ------eos 3 a  + -  ,  ,

P \0(D~ +9) 39 10 (D + 3i) + 9  39

1 3/v |  j
<j>Ax) = --------- - -------+ —  e2' => a0(D + 6i) = l => a0 = —

P 10 D +6iD 39 ° 0 6i

, , Re(c3" ) e2x ,i  eos 3.v -  sen 3a\  e2x , , a- sen 3a e2x
<pAx) = —------ +----= a(------------------) +---- 4>Ax) = ---------- +----

p 60/ 39 60 39 p 60 39

Luego la solución general es: y  = <f>c ( a )  +  <j>, ( a )

12) ( D +  1 ) (D -2 )3( j )  = x 2e2x + x e x
Solución

Sea P(r) = (r +1 )(/• - 2 ) 3 = 0 :=> r ¡ = - 1, r2 = 2  multiplicidad 3.

,  - x  2x  2x  2 2xentonces y c(x)  = c]e + c2e + c3xe +c 4x  e 

calculando la solución particular se tiene:

y  = ----------í------------------- j ( x 2e2x + xex ) = ---------- !-— [—l— ( a  V '  + xex )] ... (1)
P (D  + l ) (D -2 )3 (D + l ) ( D - 2 )  D - 2

Sea 2 = — í— (x2e2x + xex ) de donde: —  - 2 z  = x 2e2x + xex , ecuación lineal en z.
D - 2  dx

- i -  Z — P J

r = e 2x j ( x 2 +xe ' )dx = e2x( L - - x e - x - e ~ x) = y ^ - x f  - e *  

reemplazando (2) en (1) se tiene:

2v (2)

3 i i 3
- ( — e2x- x e x - e 2x) = -------- --------- [—  (— e2x - x e x - e 2x)\... (3)

' p (D + lXZ)-2)2 3 (D + 1X D -2) D - 2  3

Sea z = — -—  (—  e2x — xex -  e2x) de donde 
D - 2  3
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—  ~ 2 z  = — e~x - x e x —e~x ecuación lineal en z 
dx 3

z , / I ' “  \ , r - - *■

„4
1 yix] = é-2 v (—  -  xe~* -  e~x -  x) ... (4)

1 X4 -> ■ v -> v
reemplazando (4) en (3) se tiene: y„ = --------------------- [:— e 'A - x e x - e '  — xe~x ]

(£) + !)(£>-2) 12

4

[— -— (~—e 2 ' - x e x - e x - x e ~  ')~\ ... (5)
(D + l) D - 2  12

1 X4 1 -5
Sea z = ------- (•—  e x -  xex -  ex -  xe~x ) de donde

D - 2 12

í/z x4
—  - 2 z  = (;----- .v)e~* -  (x + l)e r ecuación lineal en z
dx 12

-  \-2 d x  C f - 2  r f v  V 4  -  .

z = <? ■' [ J e - ’ [(------ x)e * - ( x - \ ) e  ]dx]

r V 4  r 5 r 2
( - ---- . r  -  ( X  + 1 )e~x )dx = ( - ---------- )<?2 v + (2 + .*)<?” '  ... (6)

J 12 60 2

yp  = — -— [(-— — )e2x+( x  + 2)e~x ] 
* p (£) + l) 60 2

dyp x 5 x 2 2x  /  ^  - *  , •  ,— — + y  = (---------- )e + (.r + 2)e lineal en z

= « J [ j e * ^ — )?2' +(x  + 2)e~x ]dx] J [ ( i l , ^ ) ^  + U  + 2)e2A]dr]

V 5 v4 V 3 V  S
y_ = (-----e~x --------h----- )e — (— + —)e* ; La solución general es y  = v + y

p 180 108 81 2 4 c p
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13) ( D 2 - 4 D  + 3)(y)  = 1 OOx V* + 340e* cos2x

Solución

Sea P(r) = r 2 - 4 r  + 3 = 0 => r , = l ,  r2 = 3  entonces y c = c {e x + c 2e ix 

calculando la solución particular se tiene:

y n = --------(100x4e3' + 340ex eos 2x)  = --------- l-----------(1OOx V *  + 340ex eos 2x)
P D - - 4 D  + 3 ( D - 3 ) ( D - \ )

y„ = 1OOe3* -------------  -------------.y4 + 340ex -------------- í-------------- eos 2x
p ( D - 3  + 3 ) ( D - l  + 3) ( D - 3  + l ) ( D - l  + l)

v„ = 100<?3' ------1------x4 + 340ex ------ -------cos2x
p D(D + 2) D ( D - 2)

y  = 100<?3t — ( -  )x4 + 340e' —^ ------ cos2x
•'/> n  2  *  r' 2 "* ”

4
v„ = 1OOe — (------ x ) + 340ex (— -------eos 2x)
• p D 2 - 4 - 2 D

y  = 100e3x f ( - —  x3) dx- ( D -21  eos2x
p J 2 2 D 2 - 4

v = 100e3v(—  -  — ) - 1 70e'    eos2x = 100e3t( - — — ■) + —  (D -2 )c o s 2 x
• p 10 4 - 4 - 4  10 4 4

y„ = 10x5e3' - 25x4e3' -  —  co s2 x -------sen 2 x
4 4

La ecuación general es: y  = c¡e' +c2e3x +(10x5 - 2 5 x 4)e3' ------ (sen2x + eos2x)

14) (D 2 + D + l) (y )  = e3x + 6ex -  3e 2x + 5

Solución
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Sea P(r) = r 2 + /- + 1 = O => ^ , r2 = - - — entonces

y¡3 y¡3 _$,(x) = (c, eos—̂ x  + c2 sen -^ -x )e  1 *. ahora calcularemos la solución particular

j / \   ̂ i s?x . ¿ j e  i  r-íx , c \   ̂ _3.v , f e   ̂ - Ix
rP(x’-~ —r—Se +fe -3<? +-v=~ — +~̂ "— ----  ----e

r f+ D + l  ET+D+ 1 & + D + 1 Cr+D+ 1 Z^+D +l

„3.v £  x  -2 x  „3x  - 2  v

ón (x ) —------------------------------------------------------------------------- -̂---------- h 5 —---- 1 2c —--b 5
p 9 + 3+ 1  1+1+1 4 - 2 + 1  13 3

. 3í , . v e *
13

5<?° 5c°

D2 + D + 1 D- + D + 1 0 + 01
= 5 . Luego la solución general es: y  = 0C.(-Y) +

15) ( jD3 + D 2 + D  + l)(.v) = ex + e ' + sen 2.t

Solución

Sea P(r) = r 3 + r 2 + r  + 1 = 0 => rx = -1 ,  r2 = /, r3 = - /  entonces

0.. (x) = c¡e ' + c-, cosx + Cj sen x

ó ( x ) = —r------ ;---------- ( e '+ e “ '+ s e n  2x) . entonces:
p d 3 + d 2 + d + 1

(x ) = — -— 1-----------ex + — T— 1---------- e~* + — -— 1----------sen 2x
r (D 2 + 1)(D + 1) (D  + 1)(D + 1) (D - + 1)(£> + 1)

ex 1 1 1
ó ( x )  = —  + -----------e x ------ ------ sen2x •••(!)

p 4  2 ( D  +  1) 3 D - r  1

Sea z  = —------- => —  + z = e ~ x , cu\ a solución es:
( o + i )  dx . •• j
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-  \dx f  -  Idx
z = e '  t \e e Xdx] = e Xx  => z  = xe x — (2)

ex xe~x 1 D - 1
reemplazando (2) en (1) se tiene: é„(x)  = —  H------------- (—-— )sen2.v

p 4 2 3 D  —1

, , . e* xe x 1 ( £ ) - l )  1 , 1
0„(x) = —  h----------------------- sen2x = —(e + 2xe ) + —  (2 c o s2 x -se n 2 x )

p 4 2 3 -5  4 15

La solución general es: = <f>c (*) + (/>p (x )

6.4 SOLUCION DE LA ECUACION DE EULER MEDIANTE EL 
OPERADOR D.-

Para resolver las ecuaciones diferenciales de Euler mediante el operador D, se tiene en 

cuenta el criterio siguiente:

7 d 2 y % d^ y
x 2 - f  = D ( D - \ ) y  ; x3- f  = D ( D - \ ) ( D - 2 ) y  

dx dx

generalizando se tiene: x n ^ -^ - = D ( D - \ \ D - 2 ) . . . ( D - n  + \)\ « = 1,2,...,y  x  = e‘
dx"

• f 2Ejem plo: Resolver la ecuación x  y"+xy'+y  = x

Solución

x 2 y"+xy’+y = x  => ( D ( D - \ )  + D  + \)y = e 1

2 , \ / 1 , e ' x
=> y ,  = ¿ r ¿ ‘  “ y  =■

X
y  = c, eos x + c2 sen a: + —

Ejem plo: Resolver la ecuación x 2 y ”- x y ' +  y  = x ln3 x

Solución
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x 2y " - x y '+  y  = x In3 x  pasando a operadores

(D(D - \ ) - D  + \)y  = t 3e' => ( D 2 - 2 D  + \)y  = í V

cuya solución complementaria es y c = c¡e' +c2te' , y c = cxx  + c2xLnx

La solución particular es v„ = ----- — - P e 1 = e' —
p ( D - 1)2 D

, 1 t4 t t 5 ln5 a:
y„ = e ------ = e —  = x --------

p D  4 20 20

, ,  , ln5;
La solución general de la ecuación es: y  = yc + y p -  c¡x + c2x m x  + x —̂

b) EJERCICIOS PROPUESTOS

I. Encuentre una solución particular de:

0  ( D  + 2)1 y  = 12xe~2*

@  ( D - 2 ) i y  = 6xe2x

0  (£> + 3)3.y = 1 5 x V 3*

0  D 2( D - 2 ) 2 y  = 16e2x

0  ( D 2 - D - 2 ) y = l S x e ~ x

0  ( D - 2 ) 2y  = 2 0 - 3 x e 2x

0 (D  + \)2 y  = e~x + 3x

Rpta: y p = 2 x ye 2x 

Rpta: y p = ^ e 2z

Rpta: y p = ^ - e ~ 3x

Rpta: y p = 2x~e2'

Rpta: y p =(3x~ +2 x)e  '

3

Rpta: y p = 5 - — e2x

x 2e~x
Rpta: y p = —- —  + 3* - 6
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® (D~ —4)y  = I6xe 2x + 8x + 4

® (D 2 - 4 D  + 4 )y  = 6 x 2e 2x

@ ( D - 3 ) 2y  = e 3x

© D ( D - 2 ) y  = e 2x

© D 2( D + \ ) y  = e~x

© (D~ + 4 D + 5)_y = 4e ~x cosx

© (D 2 -  4D  + 13) v = 24elx sen 3x

© ( D 2 - 3 D + 2)y  =12xe~x

© (D~ +4)y  = 12(sen v + sen2x)

© ( D " + 4 ) v = 20(í" -co s2 x )

© (D~ + 16)_y = 8(x + senx)

© ( D + 4 )y  = 8 sen x  eos x

© (D~ + 4)y  = 8 eos' x

© ( D 3 + D 2 + D + \ ) y = 2 e 2‘

© ( D - \ ) 3( D + \ ) y  = - 2 e

R pta: y p = - ( 2 x  + l)(xe 2x +1) 

R Pta: y p = — e2x

R Pta: yp = y « 31

RPta: yp = ^e2x

R pta: y  = xe x

_2 %
R pta: y p = 2x e  sen*

R pta: y p = - A x e  cos3x 

R pta: y p = 2(6x + 5)e 1 

R pta: y p = 4 s e n x -3 x c o s 2 x  

R pta: y p = 4 e '  -5 .x  sen 2.x

R pta: y p = x.(— eos4x)

R pta: y p = -x c o s 2 x

R pta: y  = 1 + x sen 2x

.. 2 2,Rpta: yp = — e

R pta: y p = - t 3~̂
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(D  + 4  )y  = e"

( D 4 -  l)y  = 2senh í

R pta: }’P = y

Rpta: y p = — .coshí

25) D 2(D  + 2)y  = 2 + e 1/2

26) (D : + l)y  = 3 /4

27) ( 2 D + \ ) y  = ( t - 3 ) e ~

28) ( D '  -  3D + 2)y  = 2 + 1

L \ s 1/" 16 - r
Rpta; y p = — + — <? 2

4 4

Rpta: y p = 3í -  36? + 72

Rpta: y  = (1 -  t)e

Rpta: y  =
1 -2 /

(D 4 + 2 D 2 + \ )y  = eos / Rpta: y  = — .cosí

(D  + l ) y  = 3 s e n 2 /- 2 c o s 2 í Rpta: y  = - s e n 2 t +  — cos2r

II. Hallar la solución general de las ecuaciones diferenciales siguientes:

©
©
©

©

©
©

( D 2 - 5 D 2 + 8 D - 4 ) y  = e2x

( D 2 -  3 D + 2 )y  = e x + e 2x

D 2 (D  -  2 )3y  = 4$e2*

(D~ + 1 6) y  = 14 eos 3x

( D 3 + 3D2 - 4 ) y  = xe~2*

Rpta: y  = c¡ex +c2e2x + c3xe2x +— e2x

Rpta: y  = (c, — x)e  + (c2 +x)e 2x

3, 2iRpta: y  = c, + c2x  + (c3 + c4x  + c5x ‘ + 2x )e

Rpta: y  = c¡ eos4x  + c2 sen 4x  + 2 eos 3x

Rpta: y  = c¡ex +c2e 2x +c3xe 2x----- (a3 + x 2)e
18

(D2 -  4D + I3)y = 24e2x cos3x R pta: y  = e2x (c, eos 3a -  + c2 sen 3x + 3 cos.r)
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@  ( D 2 - 4 D + 1 3 ) ^  = 24e2jrcos3x

2
( D + 4)y  = 2cos.vcos3.ir 

( 9)  ( D~ + 25) y  = sen 5a

2xR pta: y  = e (c, eos 3 x  + c  ̂ sen 3 x  + 4x  sen 3 ac)

_  _ _ x  „ cos4a
R pta: y  = c, eos 2x + c, sen 2at + — sen 2 x -----------

1 2 4 12

R pta: y  = c] cos5at + c2 sen5Ar-0.1.vcos5A:

10) D(D~ + 1)^ = sen x

© ( D - 9 D  + lS) y  = ee
-3 x

R pta: y  = c¡ +c2 cosx  + (c3 — — )senA:

R pta: y  = c¡e3' + (c2 + —------)é,6.v

D~(D~ + 1)^ = sen a; R pta: y  = c, + c2a: + (c3 + —) eos x  + c4 sen a_

( D 2 + D + 2)y  = 2(1 + x -  x 2)

14) (D~ -  l ) j  = sen' x

( D 2 -  l)y  = (1 + e~x )~2

(D" — 3 D  + 2)y  = sen e

( D ¿ + D + l ) y  = e 3 x + 6 e x - 3 e  2 x +15 R pta: y p = ^  + 2ex - e ~ zx +5

fÍ6)

. x - 2 x  2R pta: y  = cxe + c2e + x

R pta: y  = c¡ex +c2e ' ------h
eos 2a:

2 10

R pta: y  = c¡ex + c 2e~x -  l + e~x ln(l + e v)

n  . x  2x  2 x  -R pta: y  = Cje + c2e - e  sene

- 3x
* „-2x

é~^x
18) (D 3 + 2D~ -  6 D + 8).y = xe 3x R pta: y  = c¡e' +c2e4x +c3e~2x --------- (2 8 a: +  34)

19) (D  + l)_y = cosx: R pta: y  = (x) + —(eosx —sen x)

20) (D +4)>> = sen2x R pta: y  = </)c(x)~
atcos2a-
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21) (Z) 3 + D ~ + D  + l)_y = ex + e ' +  sen x
1 _ X

Rpta: y  = <f>Ax) + — (ex +2xe  x) — (senx  + co sx)
4 4

22) (D~ -  l )y  = x 2 sen3x  Rpta: y  = c¡e~x + cte~x -  ^ sen3*~~:C os3-r

23) ( / ) '  + 3D + 2)y  = xsen2jt Rpta: v = c,e~x + c-,e~2 x — -cos2jc- — — —  sen2;c
y 1 2 200 100

24) D 4(£>2 - l \ y  = x 2 Rpta: >-= # . ( * ) - - ^ ( x 6 + 30x4)

v.  - g COS JV
25) (D ~ - 2 D - \ )y  = e '  cos* Rpta: y  = <t>c( x ) -------------------------

26) (D 2 - 4 D  + 3)_y = 2xe3* + 3ex cos2x

1 eix 7 3
Rpta: _y = ^ 6* + c2e + -----(x - x ) — e '(c o s2 x +  sen2x)

2 8

27) (D 3 - 2 D  + 4)y = x 4 + 3 x 2 - 5 + 2

„  -2*  ̂ *4 *3 3x2 5x 7Rpta: y  = c,e +e (c7 eosx + c, sen*) + —  -t------- 1----------  ------V 2 3 4 2  2 2 8

28) (D~ + 2)y  = x 3 + x '  + e ~x + cos3.v

1 1 7 ,  , e~2x cos 3a:
Rpta: y  = <j>c(<x) + — ( x  + x  - 3 x - 1 ) h -------------------

2 6 7

29) ( D 2 +5D + 6)y  = e~2x sen2 jc(l + 2 tg x )  Rpta: y  = <fic(x )  + e 2x tg x

30) ( D 2 + D)(D -  2 )3(y )  = e2x + e~x sen 3x

3 g —x

Rpta: y  = c0 + c,e~x + (c2 + c3x + c4x 2 )e2x + —  e"2x +-------- (6 cos3x -  3 sen 3x)
36 7860

31) ( D 2 + 6 D  + 9){y) = 2xe3x + 9 x 2 - 3  Rpta: y  = (c0 + q x ) e 3x + ^ - e 3x + x 2 + —  + ̂
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32) (£T + 6D + 9)(_y) = 2e ' senx R pta: y  = (c0 + c^x)e  3'  - e 2> cosx

33) (D y + 6 D 2 + 9 D)(y) = x 3 + e A

D  * ,  \ 3x X4 2.V3 3x2 24R pta: y  — Cn + (Ct + c~jx)e H— -H------------------------- 1------------1-------------H---------
0 1 - 4 36 27 27 2165

34) [ ( £ > - 0 ( 3 -  D)(4 + D)(6 + D ) - 4 0 ] ( y )  = e x co s(-2 x )

35) y 02* + 1 2 y (l0) + 4 8 y (8) + 6 5 y (6) +12>-(4) + 48  y (2) + 64 y = cos3x -  sen.v

36) (64D + 48D  + \2D  + £> )(.y) = sen(x/2) + cos(x /2)  + e 4

37) D 2(D A -  4 D 3 + 6Z)2 - 4 D  + l)(y)  = (x 2 + 1)(1 -  ex )

38) (D 3 -  D 2 -  D + 1) 0 )  = 7 -  6x -  3x2 + x 3 + x V *

39) (Z)8 - 2 £>4 +!)(>>) = ( 2 x - l ) c o s h 2 x (40) >’(1001 + 100>-= cosx + x 100

(Z)2 + 64)?0(y) = coshx + cos8 + sen8x

42) (D -  l)3 (D -  2)4 (D -  3)3 (y)  = ex (2 -  3x + 4 v2) + <?2a (3 -  2x + x 2 -  x 3) + x V v

43) ( D - 2 ) ( D ‘ - 2 D  + 5) ' (y )  = xe' cos2x

44) (D 2 - 2 D + 2 ) 2(y)  = ex (2 x c o s x -6 s e n x )  + xe 1

45) y '5’ + 4_y<4) + 14y<3) + 6 2 y (2> +149jy(1> + 149y+ \30y  = ex + x

46) y m - 2 y ,V + y  = cos4x + sen 6x

vi „ iv n 2a 1247) y  + 9y + 24 y  +16 _y = e t  x

48) >■ + 13_y + 60 y + 112_y + 64 y  = e + co sx  + senx  + cosh5x

49) y a  + 3 y vw +S y V"  +  l ó / '  + 23v,( + 2 9 > /K + 18.V-"7 + 2 0 / ; + 1 2 /  + 4y = <r* + 4 sen h x
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/ 2) + 2 i y l0) + 147y(8) + 3 4 4 v (6) + 2 l y <4) + \4 7 y (1) + 3 4 3 v = 4 + cos2x

© (£>5 + 2 £>3 + 10Zr + £)+ 10)y  = 0 (52) (D~ + l)y  = 2 see' x

© ( D 9 —4 D )y  = 6e~* -  3 e ' , y  = 7 , Dy = 9, D 2 y  = 19 Cuando x = Ln 2

© (Z)9 + 4 D )v  = 8cos2a- + 4 0 ) ( D 4 - £ > 3 - 7 D 2 + 3 D ) y ~ e 3xx

© (¿)4 -2 Z )3 +2Z)2 -  2D+ \)y  = e'v cos2a- 0 (D 3 -  D )y  = 1 + x 5

@ (3£>4 + 8D 3 + 6D 2 )^ = (.v3 - 6a-2 +12.v-24)í>'r

© (D S + 8 D 4 +17) = e 2v +cos3x 0
3 9  4

D (D~ + 1) >> = senx + cosx + 1

© (D 5 +4/34 + 14D3 + 6 2 D 2 + 149D+ 130)y = 60e'°0v

III. Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes:

© 2 1
x  y "+ x y '+ 4 y  = sen(ln x) Rpta: y  = c¡ cos(2 ln x) + c2 sen(2 ln x) + — sen(ln x)

3

©

x~y"+7xy’+5y = x

3x-y"+ \2xy '+9y = 0

C, C-, X

Rpta: y

Rpta: 7  = rT + —V  +

,V3

12

>/3,
3

cos(—  ln | x | ) + —=r- sen(—  ln | x  ¡)
Y  | 2

©

©

x 2 y"-3xy'+4 y  = ln x
2 2 , Injr 1Rpta: y  = c,x +c-,x lnxn-------- i- —

F 1 2 4 4

(D A + 8 D 2 + 1 6) 3 ( y) = cos5x + sen2x + e 3'

„  , 2 3 4 5 - - .Rpta: y  = ( c x + c?x  + ci x  +c4x  +c5x  +cbx  )sen2x

eos 5a b sen( 2x -  3n )  ey  = ----- — + .v ------- ;---------+
-3x

21 4 . 6 !  (13)° y = y g + y P
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( ó )  x 2 y ' - 2 x y ' + 2 y  = 3jc2 + 2 \n x  ( 7 )  x2y"+ xy'+ 4 y  = sen(lnx)

(^8) y m+ — — + — ——  -------  — r- = (jt + a)"'cos(31n(.v + a))
^  x  +  a  (x  +  a )2 (x +  a )

( 9)  x2y + 4 x y '+ 2 .y  = cosjf + — ^ O ) x i y " ’+ 2x2y " - x y '+ y  = x~ Lnx

x 2y '+ x y '+ 4 y  = cos(21nx) ( l2 )  x 1y ''+ 4xy '+ 2y  = 21n2 x + 12*

(13) (x + l)3y + ( x  + l)2y + 3 ( x  + l )y -8 .y  = — — p

U  + l )2

(14) (2x + 1)4 y "+ 3(2jc +1) V +  (2x + l)2y  = 6 ln(2x +1)

(15) x }y  M-  4 x 2y  ’+ 8xy ' - 8 y  = 4 ln x  + cos(ln x4) + sen(2 ln x)

ló) x 2 y "+ x y '+ 9 y  = sen(ln x3) + cos(ln x3) 17 x2y + x y + 4 j > ' = l + cos(21nx)

18) x 3D 3y  -  3x~D~y + 6xDy -  6 v = 60xh + 12.r18

19) x*yn -  6x i y in + 15x2y "  + 9x y 9y  = cos(ln x) + x  4 + sen(ln x3)

20) (D 4 -  l)(.y) = cosx + cosa:senx + x V v ( 2^  (Z34 + 8 D ' + 32) = xex + 1

22) y '  + 9 y 'V + 2 4 y "+ l6 y  = e 2x + x 1 @  (£>6 + 1)2 ( y )  = e* + x 24 )

(24) ( 3 x - l ) 3/ ’'' + (3 - 9 x ) 2 >•'"+( 3 x - l ) y  = 36x2 - 2 4 *  + 4

(25) ( D 2 + 81)8(>’) = cos(9x + b 3) + sen(9x + 2 - b 3), donde b es cualquier constante real.



346 Eduardo Espinoza Ramos

CAPÍTULO VII

7. ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES 
VARIABLES

Las ecuaciones diferenciales de orden n, de coeficientes variables son de la forma:

¿ " y  d ” ]y  dy
an(X)— t  + an-l(x )— ¿ T  + - + “l í-0-7- + a0 (x )y  = / ( * )  clx dx ctx

donde a0( x ) ,a ]( x ) , . . .a l]( x ) , f ( x )  son funciones de variable real x,y continuas en un 

intervalo.

Suponiendo que an (.v) *  0, entonces la ecuación (1) se puede expresar en la forma:

d ny d " -xy dy
, ~  + b\ W 7 7 T + + K-\  ( * K -  + K  (x )y  =  g(x)  

dx dx dx
-  (2)

La solución de la ecuación (2) es la suma de la solución general y  de la ecuación

diferencial homogénea correspondiente, más una solución particular de la ecuación 

diferencial correspondiente.

Si _y, , y 2 es un sistema fundamental de soluciones de la ecuación (2) entonces la

solución particular de la ecuación (2) es:

yp =C\ix)y\ +c2( x ) y 2+...+c„(x)yn ... (a)

donde ( x ) , c n (x)  son funciones incógnitas de x por determinarse. 

Para determinar las funciones incógnitas se forma el siguiente sistema: 

Sea c x(x)y¡ + c- ,(x )y2+-.+cn(Lx ) y n = 0  , entonces:
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y ]c \ ( x )  + y 2c '2(x) + ... + y„c'„(x) = O 
v c \ (x) + y ' 2 c ' 2 (x) +... + y  c (x) = O

(/?)

c¡ = J  /] (x)dx  , este resultado se sustituye en (a )  obteniéndose la solución particular y p 

Veremos para una ecuación de 2do. orden.

y "+ p (x )y '+ Q (x)y  = R(x),  donde y\ ,y2, es un sistema de soluciones.

Luego la solución particular es: y p = c¡ (x)y^ + c2 ( x ) y 2

donde c, (x), c2 (x)  son funciones por determinarse para esto formaremos el sistema

siguiente:

y ]c \ (x) + y 2c S (x) = 0 

y c (.v) + y  '2 c ’2 (x) = R(x)
✓ 1 ✓ 2 1 '

de donde W[yl ,,y2] = , 7 = y  {y2  ~ y ¡ y 2 Entonces
yi y 2

fv[yl , y2] w [ y x, y 2 3 1 J W[yl , y 2]

f V [ y \ , y 2]  W[yx, y2] ^  C2

y 1 0
y¡ R(x)  _ R ( x ) y l ' R (x)yxdx 

W [y„ y 2 \

Ejem plo:

©  Resolver la ecuación diferencial siguiente:
x 2 x( c o s x - s e n x ) jy "+ 2 se n x .y -(se n x  + cosx)>’ = e ( c o sx -se n x )~ , y¡ = e , _y2 = s e n x
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Solución

La ecuación diferencial dada se puede escribir en la forma:

2 sen x  , sen x  + eos x  , .
y + -----------------y -------------------- y = e (eos x  -  sen x)
' eos x  -  sen x  eos x  -  sen x

La solución particular es y = c( (x)_y, + c-, (x ) y 2

donde c¡ (x), c2 (x ) son funciones incógnitas de x por determinarse:

¡y¡c'i (x) + y2c'2(x) = 0
Luego:

y  '| c  '[ (x) + y '2 c '2 (-v) = ex (eos x  -  sen x)

ex . c (x) + sen x.c '2 (x) = 0 

[ex  .c '] (x) + eos x.c '2 (x) = e x (eos x -  sen x)

C (X )  =

0 sen x

ex (cos.v- sen jc) COS.T

ex sen x

ex eos X

= -  sen x => c, (x) = eos x

c '2 (x) =

e r 0

ex ex (eos x -  sen x)

ex sen x 

ex eos x

■ = e c2 (x) = ex

Luego la solución particular es y  = e '  cosx + e '  sen x y la solución general es:

© 3 3 x x -Resolver la ecuación diferencial: x y " - y ’—4x y  = 16x e , y¡ = e , y 2 = e

Solución

v "—  y 4x  y  = 16x~ex ; La solución particular es: y  = c, (x) v, + c-,(x)y-, 
'  x "
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donde c, (x ) ,c2(x)  son funciones por determinarse:

Luego:
¡e ' c \ ( x )  + e ' c ’2(x) = 0 

[2xex c \ ( x ) - 2 x e ~ x c '2(x) = \6 x i eA
, de donde se tiene:•>

c ' i (x) =
1 óx^e' -2xe

c '2(x) =

e e 

2xe'2 2 x e " 2

e*2 0

2xe' \6x* e*

= 4x  => c, (x) = 2x

= ~4xe2' => c2(x) = - e
e e ’

2
2xe ' 2xe~

2 , 2 r2

2 .V

Luego y =2x~e - e  y la solución general es: y  = c,e + c2e - e  +2x~e

d  y  dy
TEO REM A .- Mostrar que la ecuación diferencial — —+ /*(* )----- \-Q{x)y = 0 se

dx¿ dx

d 'u
transforma en — — + f { x ) u =  0 ,  haciendo el cambio de

dx2
variable y = u(x).v(x), y escogiendo V(x) en forma apropiada 

Dem ostración

Sea y = u V
dy , ,  du dv
—  = V —  + u —  
dx dx dx

d 2y  d 2u _ du dv d 2v
— f  = \— — + 2 -------- + u — -
dx2 dx ' dx dx dx2

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada.
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d 2u , d 2v dv d \ \  du

dx dx~ d x dx dx

d 2u 1 d 2v P(x) dv . . I d v . d u  .
— -  + (------   + ---------   + Q(x))u + (P (x ) = 0
dx v dx '  v dx v dx dx

(1)

2 dv
ahora daremos la forma deseada, escogiendo v(x) de modo que P(x )h--------= 0 , de

v dx

, , 1 dv  1 1 f  - r  \PU)d*
d o n d e ------= — P(x)  entonces lnv  = —  | P(x)dx  de donde v = e

v dx 2 2 J

Luego la ecuación (1) se reduce a:
d 2u 1 d 2v P(x) dv
—  + (------   + —  —  + Q{x))u = 0
dx' v dx~ v dx

(2)

u A n  \ 1 d  v  , p (x) d vhaciendo f ( x )  = ------ — + ---------— + Q ( x ) , la ecuación (2)
v dx '  v dx

queda en la forma:
d 2u
—  + / ( . T ) « = 0  
dx

, _ , , , d 2a . dy
Ejem plo.- Resolver la ecuación diferencial x  — — + 2 ----- (- .rv = ()

d x ' dx
Solución

A la ecuación diferencial dada escribiremos así: É J L  + —ÉZ. + y -  o
dx 2 x  dx '

(1)

donde P(x)  = — y Q(x) = 1; haciendo el cambio y = uv
x

... ( 2)

donde v = e
- i f P(x)cbc ~ [ ± .

2 J _  p  J X  —  . - l n  x

2 2
f ( x )  = -  + P . -  + Q(x) = ± - + - ( - f - ) + l  = - -  —  + 1 = 1

V V 1 .V 1 V-
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como la ecuación (1) se transforma en la forma — — + f ( x ) u  = 0 entonces — — + « = 0
dx2 dx2

de donde P(r) = r 2 +1 = 0 , cuyas raíces son rx = i , r2 = - i

La solución es u = c¡ eos x + c 2x  como y  = uv = — r=> u = xy
x

La solución es xy  = c y eos x  + c 2 sen x

O bservación: Si y¡ es una solución de la ecuación diferencial

y "+ p (x )y '+ Q (x)y  = R(x)  se puede determinar la segunda solución 

y 2 de la ecuación diferencial mediante la expresión: y 2 = v (x )y x 

donde v(x) es una función por determinar.

T e o r e m a .-  Si es la solución particular de la ecuación diferencial

d 2 y + P ( x ) ^  + Q(x)y  = 0
dx2 dx

f 1 ,  i  ,
- \P(x)dx

Demostrar que Y7 = cY, I-------------dx es también solución de la ecuación diferencial
J Y2

D em ostración

Como y, es una solución de la ecuación diferencial entonces

+  P (x )} ^  +  Q ( x ) Y x -  0 (lo  verifica)

de acuerdo a la observación se tiene Y = Y¡z es la solución general donde z es la función 

incógnita derivando se tiene Y' = Y\ z' + Yi ' z

Y " = Y [z"  + 2Yl 'z ' + Yl " z

ahora reemplazando en la ecuación diferencial

y, z" + 2Y,' z' + y,' ’ z  + P(x)(Yt z' + y,' z) +  Q(x)Yl z  = 0
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yx z "+ (27, -+ P(.v)r, )z ■+ (r, + />(.v)y, ■+ q w  ) z = o

Ylz ,' + (2Yl '+P(x)Yl ) z '= 0  => z " + (2 + P (x ) ) z ' -  O ...(1 )
1̂

haciendo z '= u  => z " = u '  reemplazando en (1) se tiene:

2y  ' u ' 2Y ' f
w' + (— — + P(x)+)u = 0 => — = (— —+ / >(x)) integrando lnw = 21ny¡ I P(x)dx + c{ 

Y¡ u Yi J

ln u Y 2 = P(x)dx  + q  levantando el logaritmo

-  [P(x)dx
? - j/^dx+c, -  [p(x)dx e

uY{ = e J = c.e J entonces u = c ------- ------ pero u = z

- jp (x ) d x  - jp (.x )d x

z '  = c - ----------- integrando se tiene: z = c I - -----------dx + c, como Y = Y¡z
Y\ J Y?

- jp (x )d x  -^P (x )d x

y = y,[c f - ---------- dx + cx] =c.Y¡ í - ------------dx + cxYx
J Y {  J y,

Se observa que la segunda solución de la ecuación diferencial es dada por:

■fP(x)dx

Ejem plo.- Hallar la solución general de la ecuación diferencial

2J
dx2 dx

(1 -  x 2) -  2x —  + 2y  = 0 donde Y] = x es la solución particular.

Solución

V-r| P(x)dx
Ce

de acuerdo al teorema anterior la segunda solución es: Y2 = c.Y{ I------- ----- dx ... (1)
i
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Luego a la ecuación diferencial expresaremos en la forma.

—H r -----y  = 0 de donde P(x) = - , ahora reemplazamos en (1).
dx- \ - x ~  dx \ - x 2 1 — x

- fP(x)dx f r r *
o j C O 1— dxV v Ce J , fe  ' » fY-, =  c Y, I---- ----dx -  ex I---- ----dx = c x  I---- ----dx =  ex I-

J  Y, J  x- J x 2 J x  n  - 2 '

Y2 = c x ( f[- 
J .

1 ,  1 X 1 / 1 XV/ X- + -  (----- ) + -  •(----- )¥x)

Y2 = « [ - - - I l n ( l - j r )  + 1  ln(l + *)] => Y2 = c [ - l  + J l n ¿ ± ^ ) ]  
x  2 2 2 \ - x

X 1 4" X
Luego la solución general es Y = c¡y, + c 2y-, Y  = C\X + c-,(- \+  — ln(— —))

2 1 — x

Ejem plos:

©  Hallar la segunda solución de la ecuación diferencial: y ' ' - 4xy' + (4 x 2 - 2 ) y  = 0 donde

Solución

.2 2 x 2 
Sea <p2 (x) = ve' donde v' = u derivando se tiene: </>'2 (x )  = v 'ex + 2xve

2 2 . , 2 . 
<f>'\ (x) = e ' v"+4xex v"(4.v + 2 )e ' v , reemplazando en la ecuación diferencial

2 2 2 2 -> 2 2 
e x v"+4xex v '+ (4x2 + 2 )ex v - 4 x e '  v'—%x~ex v - 2 e ' v = 0

2 ■ 2 , 2 
ex v’ '+(4x -  4 x )e x v'+(8x -  8a " + 2 -  2 )e ' v = 0

de donde e x v " = 0  —» v" = 0 —> u'= 0

u = l  pero v '= u  -> v’= l  —> v = x

. x2 
Luego la segunda solución es: <¡>2 (x) = xe
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y la solución general es: y  = c¡ex + c7xe '

Resolver la ecuación diferencial: y" .y '+ ye2x = x e 2x — 1, y , = sene*

Solución

Sea y-, = j , v ,  la segunda solución de la ecuación diferencial homogénea.

_y2 = s e n e v.v => y '2 = v 'se n e x + c o se 1 .e 'v  

y " 2 = sen eA. v"+2ex c o s e '. v '+eA (cose* -  e '  sen eA )v = 0 

Luego: sen eA.v"+2eA eo se ' .v’+ eA [eoseA —ex sen e '  ]v = 0 

simplificando se tiene: sen eA.v"+(2eA c o s e * -s e n e * )v ’= 0 , v'=u

■ ■ ■ - U * - • .
sene ' . « "+ (2 e ' eose ' -  sene ' )u’ = 0 => — i-2eAc tg e A — 1 = 0 , integrando se tiene

u

ln u + ln sen2 ex = x  => ln «.sen" ex = x  => u sen2 ex = eA 

ti = ex ese" eA => v '  = e x ese" eA

X X  X ^OS ̂  xv = - c \ge  como y 2 -  sen e . v => y 2 = - sene .------- - => y 2 = ~ c o s e
” sen eA

Luego la solución complementaria es: y g = c ] s e n e 1 + c2 c o se T

Ahora hallaremos y  por método variación de parámetro:

j sen e A u  '| +  eos e A u \  — 0

[■ex eos exu -  ex sen ex u \  = xe2 x -1

Y Xeos e' eos e
u \  =  xex eos e A -----------=> u = xex eos ex -------------- , integrando se tiene:

X  Xe e
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u, = x se n e
f  x sen ex fe
j .  —  j -sen e' , | eos e~ , , eos e"

- d x -  I------— dx = x sen e

eos e
u2 = x s e n ex + — -— , como y p = u ] sene + w2 cose se tiene: y p - x  al simplificar

Luego la solución general es: y  = x  +  c, sen e x + c2 eos ex

©

®

EJERCICIOS PROPUESTOS.

Resolver las siguientes ecuaciones:

2 2 
- xxy"—y '~ 4x y  = \6 x  ex , y - e x , y ~ e ~ x Rpta: y  = c¡e + c2e + (2x  -  l)e 

x(l - x  ln x)y  "+(l + x 2 ln jejy (x + l)_y = (1 -  xln x )2 ex , y¡ = e x , y 2 = ln x

Rpta: y  = c¡ex +c2 ln x  + ex (x  + x  ln x  + ln x)

® x2(ln x - l)y " + x > ’'+ y - 0 ,  y x = x Rpta: y  — e, ln x  + c2x

® y' '±(tg x -  2c tg x)y'+2c  tg 2 x.y  = 0 , y¡ = sen .v Rpta: y  = c, sen x  + c2 sen2 x

® x 2y " - x y ' - 3 y  = 5x4 , y, = -
X

Rpta: 2 c2 4 y  = cyx  + — + x
X

© x ( x -  l ) y ' ' - ( 2 x - l ) y '+ 2 y  = x 2( 2 x - 3 ) , y¡ 2= x “ Rpta: y  = x 3 + c¡x2 + c2 (2x -

® ( x - \ ) y " - x y '+ y  = ( x - \ ) 2.ex , >>, = e x
X2 x

Rpta: y  = c¡x + c2e +(— - x ) e

© y' '-2xy'+2y  = 0 , y x = x Rpta: y 2 = x

© xy' '- (x  + l)y + y  = 0 ,  y  i = e x © x 2y ”- 1  xy'+ \ 5y  = 0 , y¡ = x 3

© xy' ' + 2 /  + xy = 0 Rpta:
c, eos x c-, sen x eos x

y  =  —---------+ —-------------------
' 2 2 2
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12) sen x .y ' ' + 2 cos x. y'.sen x.y  = 2 cos 2 x , tal que y ( ^ )  = 1, y  ’( y )  = 0

_  1 -  eos 2x
R pta: y = -------------

2 sen x

13) y " - 4 y ’- l 2 y  = 0 ,  y , = e 6x Rpta: c ,e bx + c2e Zr

14) x 2y " + 2 x y '~ 2 y  = 0 ,  jy, = x R pta: y  = cxx  +

15) eos“ x . y " — s e n x c o sx .y —y  = sen* , y { = s e c x , y-, =  tg x

16) ( x 2 - 2 x D  + 2)y = x 3 ln x , sabiendo que y g = c ,x  + c2x es la solución de la ecuación 

homogénea

2
17) (x4 - x 3 )_y "+(2x3 - 2 x 2 - x ) y  _y = Í£-Z Ü _) y  = 1

X X

18) x y " - y ' - 4 x 3y  = 0 ,  y i = e x M ?) ( l - x 2)y"-2xy '+2y = 0 ,  y¡ = x

mx20) (2x + l ) / '  + ( 4 x - 2 ) y  + 8>' = 0 ,  Y, =e

21) y  + y t g x  + y c o s 2 x = 0 ,  Yx = eosx(senx)

22j x 4y"+ 2x3y'+y = x 2 , Yx = sen(—)
x

23) ( l+ 2 x )y ' '+ 4 xy '—4 y  = 0 ,  Y¡ = e~lx (24) ( l - x 2)y '- 2 ;< y  + 2.y = 0

25) ( x + l) 2y ' - 2 ( x  + l ) y  + (x 2 + 2x + 3) y  = 0

7.1. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE 
SEGUNDO ORDEN.-

1er Problem a.- Trayectoria de un proyectil.-

Consideremos un proyectil de peso p lanzando con un ángulo a  sobre el plano vertical. 

Estudiaremos la forma de una trayectoria, despreciando la resistencia del aire.
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A causa de la dirección de la velocidad inicial v0, el proyectil tiende a elevarse pero como 

consecuencia de la fuerza vertical de la gravedad p = mg., la trayectoria se curva hacia el 

suelo, ubiquémonos en el punto M de la trayectoria, al cabo del tiempo t después del 

lanzamiento, y sean x e y las coordenadas de ese punto. Como se observa en la figura. 

Como la única fuerza aplicada al proyectil es la gravedad, proyectamos éste sobre los dos 

ejes aplicando la fórmula fundamental F = ma:

Sobre el eje horizontal m = 0 
J d t2

d 2y
Sobre el eje vertical m — — = - p  = -m g.

Con el signo puesto que la fuerza p actúa en sentido contrario al positivo de y, resulta, 

d 2x  . , , , dx
— — = 0 , de donde —  = c = vn eos a  => x  = vn eos a x  + c 
dt2 dt 0 0

entonces, para t = 0, x = 0 de donde c = 0

Obteniendo: x  = v0r eos a  ... (1)

d 2 y  dy
También: — r- = ~g  => —  = - g t + c  

dt2 dt

dy .
para t = 0, y como —  que es la proyección vertical de la velocidad v0 es igual a v0 es 

d t
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que al integrar se tiene —g  —  + v0 sen a  + K

r
para t = O, y = O se tiene k = O de donde y  = ~g  —  + v0 s e n a  —(2)

de la ecuación (1) y (2) se elimina el parámetro t

1 S*2 2 ,y  = ------- -----  —  + x  tg a  = - a x  + bx
'  o 2 2¿ v0 eos a

que representa una parábola de eje paralelo al eje y, pasando por un máximo.

2a° Problem a.- Problema del resorte vertical-1

Un peso p es atraído por un punto fijo A proporcionalmente a la distancia. Cuando este 

peso se coloca en “O” a una distancia OA = a y debajo del punto A, la atracción de A 

sobre el peso p es igual y opuesto al peso p.

Hallar la ecuación del movimiento del peso p.

Suponiendo que se le abandone sin velocidad inicial en el punto A. ¿Cuál es la duración 

de la oscilación del peso p y cual es su velocidad cuando llegue a O? No se considera 

resistencia « d e l  aire.

Llamamos x a la distancia del peso p al origen A, en 

un instante cualquiera y contemos positivamente hacia 

abajo se tiene p = mg.

Además la fuerza atractiva hacia A es de la forma -kx, 

dirigida en sentido inverso al peso, y la ecuación 

fundamental es:

Z  de las fuerzas = mr, nos da: mg -  kx = m —~~~
d f

por otra parte, de acuerdo con el enunciado, se tiene en O mg

A

O

ni o
k = —^  de donde:
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d zx  mg d ' x  g
m — 7  + ---- x  = mg  => — -  + — x  = g

d t2 a d t2 a

ecuación fundamental de segundo orden incompleto, cuya solución es:

x  = M  co s . —t + N  sen , —t + a

para t = 0, x = 0, así como —  se tiene M = -a y N = 0 , de donde
dt

x  = a - a  cos J —t 
a

dx
Ut

= yfga sen J ^ t

- . ( I )

por lo tanto el movimiento x = f(t) es sinusoidal y el peso p oscila de 0 a 2a. el período es 

T = —  = 2LL = 2sr
!g

7t a
En 0, x = a y de acuerdo a la ecuación (1) se tiene: T  = — I—

2 \Jg

de donde la velocidad es v = —  = J^ag
dt

3er Problem a.- Movimiento de un punto atraído o repelido por un centro fijo o, 

proporcionalmente a la distancia.-

En este problema consideremos dos casos:

a) El primer caso de atracción
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Sea P0 la posición normal de la abscisa -v0,v 0 la velocidad inicial dirigida hacia el 

entero O, y llamaremos m a la masa del cuerpo.

La fuerza que actúa sobre el cuerpo es: F  = - k 2x  (k2 es una constante positiva)

Como el signo puesto que f  se dirige en sentido inverso de x.

d 2x
La fórmula fundamental del movimiento F = ma dá m — — = - k 2 a

dt2

. . . 2 k 2 . d 2x  2 A
que haciendo co - —  se tiene: — — + co x  = 0 

m dt

ecuación diferencial de segundo orden y su solución es: 

x = A eos tot + B sen cot que es sinusoidal.

Ahora calculando A y B se tiene: para t = 0, x = x0 se tiene A = x0

dx
Además v = —  = - ^ « s e n  cot + Bco sen cot 

dt

y para t = 0. v = v0 se tiene v0 = Bm => B = —
(O

* vode donde se tiene: x = x0 eos cot + —  sen cot = M  sen(cot — <p)
co

el coeficiente de t es la pulsación co, de donde el período

T es: T = —  = 2n —— siendo independiente de las condiciones iniciales. 
co k

La frecuencia es /  = — , se tiene un movimiento periódico sinusoidal: es decir, el más

sencillo de todos los movimiento periódico, se llama también movimiento pendular o 

movimiento armónico.-
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La cantidad x se denomina elongación o amplitud instantánea de la vibración, M es la 

amplitud de y, cp la fase.

Si en un fenómeno vibratorio, la amplitud instantánea viene dado por: x -  A sen co t la

velocidad es: v = —  = Acó eos cot y la aceleración. 
dt

d  V i  i
r -  —  = -Acó' sen cot = -co"x  la fuerza que produce el movimiento (o la fuerza 

dt

resultante), es, llamado m a la masa del cuerpo en movimiento y “a” a la aceleración:

F  = /na = - n u o 'x  = k(n2
¡ i'- i’ ;!) -m ■ ■ >■:

resultando proporcionalmente al cuadrado de la frecuencia.

b) Segundo caso de repulsión

• f 2  Siendo la fuerza F  = +k x

. • ■ j  i • • * d ~x  c  d  x  2 r» / 2 ^  \La ecuación del movimiento es: m — — = F = ---------- co x = (J , {co = — )
d t1 dt m

y la solución de - -  co2x  = 0 es: x = Ae"* + Be al
d t2

Con las condiciones del primer caso se calcula A y B obteniendo finalmente:

UM , —USI ,, IUI ,e + e Vq e — e O v
x = x0 (--------------) H—— (-------------- ) => x  ----- x0 eos cot+ — senh cot

2 co 2 co

4‘° P roblem a.- Sólido girando alrededor de un eje.-

Sea I el momento de inercia con relación al eje y
d 20

d t2G
la aceleración angular entonces la

fórmula fundamental de los cuerpos que giran alrededor de un eje es:

, d 20

d t2
de los momentos de las fuerzas

Sea 9 el ángulo de desviación de la posición de equilibrio y c 0 el momento resultante de 

las fuerzas aplicadas.
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Momento que supondremos proporcional al ángulo 0.

Como este momento actúa en sentido inverso al del ángulo 0, es negativo, de donde la 

ecuación.

/
d 20

d t2
= - c 0 I ^ c 0  = O

d r

al resolver la ecuación se tiene: 9 -  0O sen(
f r

<p)

el movimiento resulta perpendicular ó sinusoidal, y como el coeficiente de t representa la 

pulsación a> se deduce el período.

r  = —  = 2x j 7
(O

que es independiente de la amplitud.

Esto es lo que se produce cuando el par c 0 es debido a la torsión de un hilo elástico y un 

resorte espiral o un muelle, como ocurre en el balanceo en espiral o un reloj, o en el 

cuadro móvil de un aparato eléctrico de medida.

7.1.1 APLICACION AL PENDULO SIMPLE.-

Tomemos el ángulo 0, el momento de la fuerza p = mg, que tiende a volver al estado de 

equilibrio, es momento = p . t  sen 0 = m g / sen 0, y si se supone que el ángulo 0 es lo 

bastante pequeño para que se puedan confundir el seno y el ángulo (0 < 1 0o a 2 0o), 

podrá escribirse.

momento = mg í  0 = c 0

0
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Por otra parte, el momento de inercia con respecto al eje es i  = m , el periodo T es, por 
consiguiente

J - , 2 j ~ 2 , F - - 2 »  i  => T - 2 * ß  V \ g  \ g

5t0 Problem a.- Oscilaciones forzadas de un sistema oscilante cualquiera, resonancia.-

Considerando el caso general de una masa de peso m, sometida a una fuerza proporcional, 

con la amplitud x del desplazamiento, dirigida en sentido inverso y sin amortiguación.

d 2x
La ecuación del movimiento es: m — — = - k  x, (k~ > 0)

dt2

d 2.x ¿
ni —— + k x  = 0 

dt2

en consecuencia, el sistema es oscilante y la amplitud instantánea es:

x  = x0 sen es decir, una sinusoide sin amortiguar.
V m

1̂2
Sea o)2 = —  y supongamos ahora que este sistema, capaz de oscilar, está sometido a 

m ' “
una causa exterior, sinusoidal y de pulsación oo, será pues, una fuerza impuesta que va a 
actuar sobre el sistema, y si x ü es la ampiitud máxima, la ecuación del movimiento se 
convierte en:

d~x 2 i  ̂ , | ,in -—~ k  x  — k~ Xq sen cot ...(1 )
dt'

ecuación de segundo orden, cuya solución es: x = A sen (cot + cp)

dx . , , d 2x  2 , X 2—  = Acocos(cot + (p) => — ~ = -A a >  sen(o)t + <p) = -co x
dt dt~ 

reemplazando en la ecuación (1) se tiene:
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Si k 2 < macuto  < =

Si k 2 > maruco > co ,̂ A =

resulta que: para co < <u0 el movimiento está en fase

para w > co0 el movimiento está en operación

Si co = a>0 , A = oc, hay resonancia: ia amplitud del movimiento crece considerablemente, 
y hay de enormes fuerzas.

Así la resonancia (mecánica aquí) permite, con fuerzas pequeñas, obtener intensos e 
incluso violentos efectos.

En radio y con circuitos oscilantes se obtiene efectos análogos, lo que permite corregir 

intensas y de tensiones muy altas o sobretensiones útilísimas para amplificadores ó 

emisiones.

610 Problem a.- Establecimiento de la fórmula fundamental de resistencia de materiales 

(flexión de vigas).

Suponemos una viga horizontal apoyada en dos puntos, pero, por razones de simplicidad 

y claridad, tomemos antes una viga horizontal sujeta a un extremo y sometido a otro a una 

fuerza p.

— —-í— sen O = O (cuando 0 no es pequeño) 
B r  L

♦P
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Sea O ó !a fibra neutra, donde el esfuerzo es nulo, es decir, donde la longitud no cambia, 

encima la materia se estira y debajo se comprime.

Llamemos, asimilando la viga curvada a un arco de círculo.

■ P 
i
i 
i 
i
i
T

S la sección de la viga,

p el radio de curvatura de la fibra neutra.

1 la longitud inicial de la viga.

y la distancia de una fibra cualquiera encima de la línea neutra.

Se tiene para la fibra media.

I  -  p0 0

y para la fibra a la distancia y, de la longitud ha aumentado en d i

(  +dC = ( p  + y ) 0

de donde d (  = vd  = y —
' P

, . . . . . .  d i  y
el alargamiento unitario i es i = —  = —

i  p

denominemos “a” el espesor de la viga (perpendicular al plano de la figura) y sea dy un 

pequeño aumento de y.

Sobre la superficie a.dy se ejerce una fuerza d F.
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Sea n el esfuerzo por unidad de superficie, n = -—  = -----
ds ady

ahora bien, i es proporcional a n, en tanto que no sobrepasa el límite de elasticidad (la Ley 

de Hooke), y puede escribirse, n = ki donde k es una constante, que ha sido calificada 

módulo de elasticidad E.

Sea, por consiguiente n = E i

■ ■ BiuJn /
dF  y aE
----- = £ ( Z ) de donde dF = —  ydy  ...(1 )
ady p  p

es la suma de todos los dF sustituida la parte izquierda de la viga supuesta elevada, y 

equilibrando con la fuerza de la derecha.

En efecto, estando en equilibrio todo el sistema, tomemos los momentos con respecto al 

punto “O” de todas las fuerzas, y escribamos que la suma algebraica de todos los 

momentos es nula, o incluso que: I  de los momentos de las fuerzas de la izquierda = I  de 

los momentos de las fuerzas de la derecha.

Es decir = M  que se llama también momento de flexión.

Multiplicando la ecuación (1) por y se tiene:

aE 2 í 1' E  f  2 ,
vdF = —  y~dy,  integrando I vdF = M  = — I ay dy

p  Jb ' P J

ahora bien, a y2dy es el momento de inercia de la lámina dy con respecto a la línea neutra 

y si se llama Y el momento de inercia de la sección s con respecto al eje que pasa por O y 

por G.



Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Variables 367

b
I  = I ay2 dy

3

i  ■ i ,  E1 , j O+ y '2)2 ,se tendrá M  = — , por otra parte el radio de curvatura es: p  = -------------  pero como las
P y "

flexiones de las vigas son siempre muy ligeras, y' que es la pendiente, resulta

prácticamente nula en cada punto, por lo tanto p  = — , lo que dá M  = Ely ' '
y "

, . d 2y  M
es decir: — — = —

dx2 E l

Fórmula fundamental de la flexión en resistencia de materiales.

7m0 Problema.- Cálculo de la flexión de una viga.-

Consideremos una viga horizontal apoyada en dos puntos en sus extremos, esta viga se va 

a flexionar, para esto tomemos el eje de la viga como eje de las x y llamemos y la 

desnivelación vertical de la viga en un punto cualquiera, es decir la flexión.

X

Si se considera:

I = momento de inercia de la sección de la viga con respecto a su centro de gravedad.

E = el módulo de elasticidad del metal.

M = suma de los momentos de todas las fuerzas situadas a la derecha (o a la izquierda) de 

la sección considera a la distancia x, comprendido los momentos debidos a la 

reacciones de los puntos de apoyo.

P = radio de curvatura de la viga, en un punto cualquiera de la abscisa x.

. . d 2y  M
Se tiene la misma fórmula que en el caso de la viga sujeta: — r- = ------

dx2 E  I
cuya solución da la flexión y en un punto cualquiera.
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8V0 Problem a.- Vibraciones de una masa pendiente de un muelle.-

Para formular la ecuación diferencial de este problema se necesita dos leyes de la física, 

la segunda de Newton y la ley de Hooke.

La segunda Ley de Newton establece que la variación de la cantidad de movimiento de un

cuerpo por unidad de tiempo es proporcional a la fuerza resultante que actúa sobre el

cuerpo y su sentido es la de la fuerza resultante.

Expresando en forma matemática es: — (mv) = KF
dt

donde m es la masa del cuerpo, v su velocidad, F la fuerza resultante que actúa sobre él, K 

una constante de proporcionalidad.

Si m se considera constante => m —  = KF
dt

dv
de donde F = K m a, donde a = —

dt

La ley de Hooke establece que la magnitud de las fuerzas necesarias para producir una 

cierta elongación en un muelle es directamente proporcional a la elongación, supuesto que 

ésta no es demasiado grande, en forma matemática se tiene: | F | =  Ks

donde F es la magnitud de la fuerza, s la elongación y K es una constante de 
proporcionalidad a la que llamaremos constante del muelle.

Para formular el problema consideremos lo siguiente:
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a) longitud natural L b) masa en equilibrio,

muelle con deforma

ción L + í

c) masa a una distancia x 

por debajo de posición 

de equilibrio; longitud 

del muelle con deforma

ción L + £ + x.

Ahora consideremos las fuerzas que actúan sobre la masa m.

Io La fuerza de gravedad F¡ = mg g es la aceleración debido a la gravedad.

2o La tuerza recuperadora del muelle, por la ley de Hooke se tiene F2 = - K ( x  + (?) por

ser la fuerza recuperadora i 7, igual a la magnitud pero de sentido opuesto a las 

fuerzas de gravedad, y que para la posición x = 0, se tiene:

- mg = -Á?(0 + I ) => mg  ■= KC por lo tanto F7 .= - A'.v -  mg

3o La fuerza de resistencia del medio llamado fuerza de amortiguamiento, que se

- c  dx flexpresa asi: F%= - a — , a > 0
dt

4o Cualesquiera fuerzas exteriores que actúan sobre 1a masa que será expresado por 

Fa = F (t)  ahora aplicando la segunda ley de Newton F = ma, donde

d~x dx
F  = F, + F-, + F3 + F4 se tiene: m — y  = mg  -  Kx -  mg - a  —  + F(t)  de donde:

d2* c!x
m—r~ + fl--h =

dt1 dt

Que es la ecuación diferencial del movimiento de la masa sujeta al muelle.

9no Problem a.- Movimiento libre no amortiguado.-

d" x  dx
De la ecuación diferencial del movimiento, m — — + a -----r Kx = F(t)

d r  dt

para el caso del movimiento libre no amortiguado
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(f~ Y K.
se tiene a = 0 y F(t) = 0 V t entonces: m — — + Kx = 0 si, A = —

dt m

,2
— —+ á 2.y = 0 , cuya solución es: a = c, COSÁJ + Ci sen Xt 
dt'

donde c , , c 2 constantes arbitrarias y para

a(0) = a:0 , a-'(O) = v0 se tiene c¡ = —  , c2 = x0
A

v0
x  = —  c o s à  t + x0 sen /  í

expresaremos en la forma siguiente: at = c(—  eos At + —  sen /l?)
c c

_______  vo

donde c = J ( — )2 + Xq > 0 siendo —  = -se n (
A c

x0 = cos(£ obteniendo x = c eos (À t + (j>) => x  = c cos( |— 1 + </>)
£

por lo tanto el movimiento libre no amortiguado de la masa es un movimiento armónico 
simple.

10mo Problem a.- Movimiento libre amortiguado.-

De la ecuación diferencial del movimiento m ^ —̂ - + a —  + Kx = F ( t) ,  para el caso del
dt dt

movimiento libre amortiguado se tiene: F(t) = 0 V t resultando la ecuación diferencial

d 2x  dx d 2x  dx 2 n ■ A a ; 2 Km — r- + a -\-Kx = 0 de donde — -  + 2b—  + A x = 0 siendo 2 b - — , A = —
dt2 dt d t2 dt m m

para la solución de este problema se presenta tres casos que dependen del signo de

,2 \ 2 ' i b tW - i 'V  rnr. i r ^ r iil iijir jiií"  '» i* h  <>,■ I-« r*ü nb -  A. .
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Caso 1.- Movimiento Oscilatorio Amortiguado.-

S ib < / -  entonces la solución es: x  = e~bl[c, sen \J' A 2 -  b 2 1 + c2 eos \¡Á2 - b 2t]

que también se puede expresar en la forma: x  = e~hlcos[-Ja 2 -  b21 + </>] donde 

c = y jc f+ c j  > 0  y <(> está determinado por las ecuaciones:

l c 1 i c2-  sen 0 ; eosm = , ~
1 2  2 1 2  2 

Vc I + c 2 Vc i + c 2

Caso 2.- Amortiguador Crítico.- Si b = >.; La solución es x  = (cl + c2t)e  

Caso 3.- Amortiguamiento Super Crítico.- Si b > X 

Entonces la solución es: x  = c¡en' + c2er-

donde r} = - b  + \¡b2 -  A2 , r-, = —b — \lb2 - A 2

1 Ivo Problem a.- Circuitos eléctricos.-

En las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a circuitos en serie contiene una fuerza 

electromotriz, elementos de resistencia, inducción y capacidad.

Una fuerza electromotriz (por ejemplo una batería o un generador) produce un flujo de 

corriente en un circuito cerrado y que esta corriente produce lo que se llama caída de 

tensión (o voltaje).

Para la caída de tensión en cada elemento de resistencia, inducción y capacidad se tiene 

las tres leyes siguientes:

Io La caída de tensión en un elemento de Resistencia es dado por E R = Ri donde R es

una constante de proporcionalidad llamada resistencia e i la intensidad de la 

corriente.
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2° La caída de tensión en un elemento de inducción es dado por: EL = L —  donde L es

una constante de proporcionalidad llamada inductancia e i la intensidad de la 

corriente.

3o La caída de tensión en un elemento de capacidad o condensador es dado por:

Ec = —q donde c es una constante de proporcionalidad llamada capacitancia y q es 
c

i ' 1 £ 
la carga eléctrica instantánea en el condensador como i = —  entonces: Ec = — Iid t

Las leyes fundamentales en el estudio de los circuitos eléctricos son:

a) Ley de Kirchoff (forma 1).- La suma algebraica de las caídas instantáneas de 

tensión, a lo largo de un circuito cerrado en un sentido específico es cero.

b) Ley de Kirchoff (forma 2).- La suma de las caídas de tensión en los elementos 

de inducción, resistencia y capacidad, es igual a la fuerza electromotriz total en 

un circuito cerrado.

Consideremos el circuito siguiente:

En este diagrama y en los posteriores emplearemos los siguientes símbolos
convencionales.

di c

R

E

L
-----------------vJJJLQMÍL'-------------------

E fuerza electromotriz (batería o generador) 

—'VWV—  R resistencia

C Condensador
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Aplicando la ley de Kirchoff. al circuito y utilizando las leyes de caídas de tensión se

obtiene la ecuación: L —  + Ri + — q = E  
dt c

_ . di di d~q , d  q n dq 1 _
Como ¡ = — => —• = — — entonces: L — ^- + R —L + — q -  E

dt dt d r  d r  dt c

. d 2i di 1 . dE 
de esta ecuación se tiene: L — -r + R — + —« = -

dt2 dt c dt

Por lo tanto se tiene las dos ecuaciones.

Ecuaciones diferenciales para la carga q y la corriente i:

Si el circuito no tiene condensador la ecuación se reduce a: L —  -rRi = E
dt

y así se tiene inductor, la ecuación se reduce a: R —  + — q = E
dt c

Ejercicios Propuestos.-

@  En el extremo ele un muelle espiral sujeto al techo, se coloca un peso de 8 libras. El peso 

queda en reposo en su posición de equilibrio, en la que el muelle se ha alargado 6 

pulgadas. A continuación, el peso se desplaza 3 pulgadas por debajo de la posición de 

equilibrio y se abandona en t = 0 con una velocidad inicial de 1 pie/seg., dirigida hacia 

abajo. Despreciando la resistencia de! medio y suponiendo que no existen fuerzas 

exteriores, determinar la amplitud, periodo y frecuencia del mov imiento resultante:

Rpta:

15
Amplitud del movimiento y -  pie

, . , „ /T K
el periodo 2 (— ) = — seg.

8 4

frecuencia es — oscilaciones/seg.
71
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En ei extremo inferior de un muelle espiral sujeto al techo se suspende un peso de i 2 

libras. El peso queda en reposo en su posición de equilibrio, en la que el muelle queda 

alargado 1.5 pulgadas. A continuación se lleva el peso 2 pulgadas por debajo de su

posición de equilibrio y se abandona partiendo del reposo en t = 0. Hallar el

desplazamiento del peso en función del tiempo. Determinar la amplitud, periodo y

. frecuencia del movimiento resultante. R pta: ,v = — - . -  p ies. — oscilaciones/seg.
6 6 8

Al extremo inferior de un muelle espira! suspendido del techo se liga un peso de 4 Ibs. F:1 

peso queda en su posición de equilibrio en la que e! muelle está alargado 6 pulgadas. En 

el instante t = 0 se golpea el peso de modo que se pone en movimiento con una velocidad 

inicial de 2 pies/seg. dirigida hacia abajo.

a) Determinar e! desplazamiento resultante y la velocidad del peso en función del 

tiempo.

b) Hallar la amplitud, período y frecuencia dei movimiento.

c) Determinar los instantes en los que el peso se encuentra 1.5 pulgadas por debajo de

su posición de equilibrio y moviéndose hacia abajo.

d) Determinar los instantes en que se encuentra 1.5 pulgadas por debajo de su posición

de equilibrio y movimiento hacia arriba.

sen 8/ 1 . z  4 ,
R pta: a) t = ---------- b) — pies: — seg, — oscilaciones/seg.

4 4 4 ;r

7t nn  „ , .  5n n n  „ , ,
c) t=  —  + —  («= .0 ,1 ,2 ,...) d) t = — h----- (» =,0,1,....)

48 4 48 4

La naturaleza de un muelle espiral es tal que un peso de 225 Ibs. le deforma 6 pulgadas. 
El muelle se encuentra suspendido del techo, a su extremo inferior se liga un peso de 16 

ibs. que, a continuación, queda en su posición de equilibrio. Entonces se lleva a una 

posición 4 pulgadas por debajo de la del equilibrio y se abandona en t = 0 con una 

velocidad inicial de 2 pies/seg. dirigida hacia abajo.

a) Determinar el desplazamiento resultante como función del tiempo.
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b) Hallar la amplitud, período y frecuencia del movimiento resultante.

c) ¿En qué instante atraviesa el peso su posición de equilibrio y cuál es su velocidad en 
ese instante?

_ . sen 1 Oí cosí Oí , „ >/34 . ti , x 5 . . .
Rpta: a) x  = ------------ + ------ —  b) ------ pies; — (seg), — oscilaciones/seg.

5 3 15 5 /r

c) 0.103 se g ;-3.888 pies/seg.

©  De un resorte vertical cuya constante de rigidez es igual a 300 Kg/m. se suspende un peso

de 118 Kg. Si el peso se levanta 76.6 mm. sobre su posición de equilibrio y luego se le 

suelta, calcular el instante en que el peso se halla a 38.3 mm. debajo de su posición de

equilibrio y moviéndose hacia abajo. Halle también la amplitud, período y frecuencia del
■, - ■> - i.’’- ■

movimiento. R pta: .v = 7.66sen(5í + — ), amplitud 7.66 cm

El periodo — , la frecuencia —  ciclos/seg.
5

( ó )  Un peso de 1.84 Kg. suspendido de un resorte lo estira 76.5 mm. se tira del peso hasta

bajarlo 153 mm. de su posición de equilibrio y luego se le suelta. Suponiendo que el peso 

aciúa una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a 3 v kg. siendo v la velocidad 

instantánea en m/seg, hallar la ecuación del movimiento del peso después de haberlo

soltado. Rpta: x = 0.153v/2«?'Íí sen(8í + —)
4

( 7 )  Una masa de 100 gr. se suspende de un extremo de un resorte y el otro extremo se

suspende de un soporte fijo dejando que el sistema alcance el reposo. En ia posición de 

equilibrio el resorte se estira 5 cm. La masa se tira 5 cm. hacia abajo y se suelta con una 

velocidad de 7 cm/seg. Encuentre la ecuación del movimiento de este sistema para las 

siguientes fuerzas de amortiguamiento.

, )  2 . 8 0 0 * * ^  b) 3 . 5 0 0 ^ i ^ H Í
seg2 seg~

Rpta: a) .v = (5 + 77í)e>~14' b) at= 7e"7' - 2 e " 28'
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( ? )  Una masa m se proyecta verticalmente hacia arriba desde “O” con una velocidad inicial 

v0 . Hallar la altura máxima alcanzada, suponiendo que la resistencia del aire es

1 £? • g  + kvr)
proporcional a la velocidad. R pta: altura máxima x  = — [v0 -  — ¡n(--------- -)]

k k  g

<fc :»slqM
Se ha colocado una cadena sobre una clavija pulida, colgando, de un lado 8 dm. y del otro 

12 dm. Hallar el tiempo que la cadena tarda, al resbalar, en caerse.

a) Si se prescinde del rozamiento.

b) Si el rozamiento es igual a! peso de 1 dm. de cadena.
■ ÍO¡ J ;fl i- i 1)  f. ■ i t Cfi •* ( ■ -'‘j i' íi.í j f ia  1j  ‘i.:, i ii jí fc  .• ,KÍÍÍ>UÍ!

„  v ¡W . 1 „  f i o ,  x + 2  + s¡x2 + 4.v
R pta: a) t = I— arc.cosh — (x + 2) = I— ln-

b) / =  I— in —(a +  — + V-v* + 3x)
\ g  3 2

(lO) En el extremo inferior de un muelle sujeto al techo se fija un peso de 32 libras. El peso 

queda en reposo en su posición de equilibrio, en la que el alargamiento del muelle es de

2 pies. A continuación se lleva dicho peso 6 pulgadas por debajo de la posición de 

equilibrio y se abandona t = 0, no existe fuerzas exteriores, pero la resistencia de 1 medio

en libras es numéricamente igual a 4 — , donde —  es la velocidad instantánea en pies
dt dt

por segundo. Determinar el mov imiento resultante para el peso pendiente del muelle.

/3
R pta: x  = — e~2' cos(2V3/ )

ti
/r.

^ j )  Al extremo inferior de un muelle espiral suspendido de! techo se sujeta un peso de 8 Ibs.

que queda en reposo en su posición de equilibrio con el muelle alargado 0.4 pies, se lleva 

entonces el peso 6 pulgadas por debajo de dicha posición de equilibrio y se abandona

en t = 0. La resistencia del medio es, en libras, numéricamente iaual a 2 —  donde —  es
6 dt dt

la velocidad instantánea en pies por segundo.
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a) Escribir la ecuación diferencial del m ovim ien to , asi como las condiciones iniciales.

b) Resolver el problema de valores iniciales planteado en la parte a) para determinar el 

desplazamiento del peso en función del tiempo.

1 d~x dx 1
R pta: a ) ------ -  + 2 — + 20x = 0, x(0) = —, x'(0) = 0

4 dt2 dt 2

, .  - i , , sen 8/ eos 81 ,
b) x = e (■■■■ - + ------- )

4 2

(T í) En el extremo inferior de un muelle espiral suspendido de un soporte fijo se coloca un

peso de 8 Ibs. El peso queda en reposo en su posición de equilibrio, posición en la que el

muelle se encuentra deformado 6 pulgadas. A continuación se desplaza el peso 9 pulgadas

por debajo de dicha posición y se abandona en t = 0. El medio ofrece una resistencia que

es, en libras, numéricamente igual a 4 — , siendo —  la velocidad instantánea en pies por
dt dt

segundo. Determinar el desplazamiento del peso en función del tiempo.

R pta: ,v = (6/ + ̂ ) é

(T5) Se ha suspendido un peso de 7.26 Kg. cuya constante de rigidez es 7.44 Kg/m. se aplica

una fuerza externa dada por F(t) = 10.9 senlOt, t > 0, se supone que actúa una fuerza de 

amortiguamiento que expresada en Kg. es numéricamente igual a 5.95 v, siendo v la 

velocidad instantánea del peso en m/seg. inicialmente el peso se encuentra en reposo en 

su posición de equilibrio. Halle la posición del peso en cualquier instante.

R pta: x = 0.2925e-155' -0 .2 1 2 e “ív45' -  0.0915 sen 1 Oí -  0.0813 eos 1 Oí

(^4) Se suspende un peso de 14 .5K g.de un resorte vertical cuya constante de rigidez es

5.95 Kg/m. se aplica una fuerza F(t) = 7.26 sen2t, t > 0. Suponiendo que cuando t = 0 

el cuerpo se encuentra en reposo en su posición de equilibrio y que la fuerza 

amortiguadora es despreciable, determine la posición y la velocidad del peso en cualquier 

instante. R pta: x = 0.61 sen 2t — 1.22t eos 2t ; y = 2.44 sen 2t
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( í s )  Una viga horizontal de 2 Í  metros de longitud está apoyada en sus extremos. Hallar la 

ecuación de su jurva y su máxima deformación vertical (flecha) cuando tiene una carga 

uniformemente distribuida de co Kg/m.

r» * 00 í ah 3 4 o í 3 xRpta: ;■ = -—- ( 4 £ x - x  -SC x)  ; - y  max ¡
24£7 24El

©  Resolver el problema 15) si actúa, además, una carga de W Kg en medio de la viga.

Rpta: y  = — — (4£x3 - x 4 - M 3x) + - ^ — (3(x2- \ ( ~ x \ 3 -6C2x + C3)
24 E l  12 £7

- y  max
5 coC4 WC3
24£7 6 El

©  Una viga horizontal de t  metros de longitud está empotrada en un extremo y libre en el 

otro. Hallar la ecuación de su curva elástica y la flecha máxima si la carga uniformemente
' ;r

repartida es co Kg/m. Rpta: y  = ------ -(4(x3 - 6 ( 2x 2 - x 4) ; —y  max = ------
14E1 8E1

(78) Una viga horizontal de í  metros de longitud está empotrada en ambos extremos. Hallar la

ecuación de la curva elástica y la flecha máxima si tiene una carga uniformemente

2 co£4
distribuida de co Kg/m. Rpta: y  = ---------(2 t x - í 2 - x 2) ,  - y  max = ---------

' 24 El ' 384£7

(l9 )  Resolver el problema 18) si además actúa un peso W Kg. en el punto medio de la viga.

Rpta: v = —^ - (  2(x3 ~ ( 2x 2 - x 4)+ - ^ — (C3 -6 C 2x  + 9(x2 - 4 x 3), - < x < í
24 £Y 48£7 2

- v  max = — -— (coi4 + 2 W í3)
' 384£7

^ 0 )  Una viga de longitud 3 i  está libremente apoyada en los extremos. Hay una carga

uniforme co por unidad de longitud y carga co aplicada a una distancia t  de cada extremo. 

Tome el origen en el punto rr°dio de la viga y halle la ecuación de la curva elástica y la 

máxima de flexión.
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i  3 f,2 /33 , 7  x  C x í
Rpta: y  = - [ — ( - f 2x 2 -  —  )] + <y(— (x~ -  —

■ E l  2 8 12 4 6
f 3f

+ — ), - < .Y <  —
48 2 2

- y  max = — -— (405tai* + 368/y£3)
' 384£ /

21) Un circuito eléctrico consta de una inductancia de 0.1 henrios, una resistencia de 20 

ohmios, y un condensador cuya capacidad es de 25 microfaradios (1 microfaradio = 1 0 ”  

faradios). Hallar la carga de q y la corriente y en el tiempo t, siendo las condiciones 

iniciales:

da
a) q = 0.05 coulombios, i = —  = 0 ,  para t =  0

di
*  (OyCM O)Y .bOTRt " o í  *  O  0021! «  .¡-yiírod i -  .1 « .* / ob«C!

b) q = 0.05 coulombios, i = -0.2 amperios para t = 0

Rpta: a) </ = e "100' (0.05eos624.5/ + 0.008sen 624.50 ; i  =  -0 .32e_ltX>' sen624.5/

-100fb) </ = e (0.05 eos 624.5/ + 0.0077 sen 624.5/)

- 100/ (-0 .2  eos 624.5/ -  3 2.0 sen 624.51 )

Un circuito consta de una inductancia de 0.05 henrios, una resistencia de 20 ohmios, un 

condensador cuya capacidad es de 100 microfaradios y una f.e.m. de E = 100 voltios. 

Hallar i y q siendo las condiciones iniciales q = 0 i = 0 para t = 0.

R pta: q = e 200' (—0.01 eos400/ -  0.005 sen 400/) + 0.01 ; / = 5éT200' sen 400/

23) Sea L = 10 henry (h), R = 250 ohms (r), C = 10 farads (f) y E = 900 volts, (v) en el 

circuito de la figura. Suponga que no hay carga presente y que no está fluyendo corriente 

en el momento t =0 en que se aplica E, calcule la corriente y la carga para todo valor t> 0.

------- wwww-------

R R pta: / ( / )  = 6(e  5/ - e  üí )

Q(t) = —  (9 - 12<T5' + 3e~20' )
10
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(24) En los ejercicios, halle la corriente de estado estacionario en el circuito RLC de la figura 

de 23) donde:

a) L = 5 henrys, R = 10 ohms, C = 0.1 farad. E = 25 sent volts.

b) L = 10 henrys, R = 40 ohms. C = 0.025 farad, E = 100 cos5t volts.

c) L = 1 henrys, R = 7 ohms, C = 0.1 farad, E = 100 sen 1 Ot volts.

d) L = 2.5 henrys, R = 10 ohms, C = 0.08 farad. E = 100 cos5t volts

(25) Halle la corriente transitoria en el circuito RLC de la figura de 23) para los ejercicios de

24).

(26) Dado que L = 1 henrys. R = 1200 ohms, C = 10 '1 farad, Y(0)=Q(0) = 0 y E = 100 sen 

600 t, volts, determine la corriente transitoria y la corriente de esta estacionario.

- m t  ,
R pta: I j  = -(297 sen 8 0 0 ? -9 6 eos800 /); / . - = -------------- (24eos600f -  2 7 sen 600/)

T 2320 E 580
(■'*. * • -  :•> '*(•0.0 *

( 2 7) Se conecta una inductancia de L henrios, una resistencia R ohms. y una capacitancia C

farads, en serie con una f.e.m. de E 0 sen 10/ volts, suponga que 0 (0 ) = 1(0) = 0 y

4 L > R 2C .

! 'jb rri i tf¡: ¿"»tu:' j11• M t»L zo bsfai'jeqBO bvü'j
a) Halle la expresión para Q(t) y l(t). b) ¿Que valor de o  producirá resonancia?

K pta: b) <0 ■ Y - r2
2L

28) Resuelva ei ejercicio 27) para 41. < R~C  R p ta: b) ningún 00 produce resonancia.
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CAPITULO V ili

8. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE
COEFICIENTES CONSTANTES.- ■

Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las funciones 
incógnitas, x, = i/s¡(t), x-, = t//2( t ) , . . . , x n = ^ „ ( 0  es de la forma siguiente:

dx| 
~dt
dx2

-  f 2(t ,x],x 2,...,xn)
clt

Clt

NOTACION V ECTO RIA L

x  = ( x x, x 2 , . . . ,x „ )  e  Vn , / = ( / , , / , ...... / „ ) ,  ^ -  = f ( t , x )
dt

donde x, = ^  ( / ) , . . . ,x H = ^ (I(/)son  diferenciables y con derivadas continuas en (a,b) 
llamadas solución del sistema.

Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de “n” funciones

dx,-
incógnitas se puede escribir en la forma:

dt
i=i

Si bí (t) = 0, el sistema se llama homogénea y si b¡( t ) * 0  el sistema se llama no 

homogénea. Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales existen los siguientes 

métodos:
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M ÉTO D O : Reducción de un Sistema a una Ecuación Diferencial de n-Esimo Orden.-

Consideremos un sistema de dos ecuaciones:
^  = ax + bv + f ( t ) 
di
dy
dt

= ex + dy + g(t)

„.(1 )

...(2)

donde a, b, c ,d, son constantes f(t), g(t) son funciones conocidas: x(t), y(t) son funciones
1 dx

incógnitas de la ecuación (1) despejamos v = — (—  - a x -  f ( t ) )
b dt

reemplazando y en (2) se obtiene:

d  r l dx ..  . . .  d ,dx . .
— [ -  (——  ax - / ( ? ) ) ]  = ex + -  ( - —  ax - / ( / »  + # (/) 
dt b dt b dt

1 d~ x  adx d  . . .  .. d , dx , ,  .. . x _
T "  2------------ -  —  ( / ( / ) ) - C . V - - ( - ------ í J . V - / ( / ) ) - g ( / )  =  0
b d t2 dt dt b dt

simplificando se tiene:
. d ' x  „ dx

A — tt + B ----- 1- ex — R(t)
dt dt

donde A, B, C son constante que es una ecuación diferencial de coeficientes constantes. 

Ejemplo.-

© Resolver : .
£ = 3 - 2  7 
dt

—  = 2 x - 2 t  
dt

...(2)

Solución

1 dx
De (1) se tiene y  Reemplazando en (2):

— (— — = 2 x - 2 l  
dt 2 2 dt

1 d 2x  .  d 2x
------- -  = 2 x - 2 t  => — — + 4x  = At
2 dt 2 dt 2

es una ecuación no homogénea.
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El polinomio general de la ecuación homogénea es: r 2 + 4 = 0 r¡ = 2i, r2 = - 2 i. 

La solución general de la ecuación homogénea es: x  = c, co s2 í + c, sen2 t .

La solución particular es: x p = At + B

x = A  => x = 0  => 0 + 4(At + B) = 4t
p p

4A = A => A = 1, B = 0 => X „ = t

La solución general de la ecuación no homogénea es: x  = jr + x p = c, cos2í + c2 sen 2t + 1

© Resolver:

dx „ 
—  = x - 2  >• 
di
dy
dt

... (2 ) 

Solución

1 d t  ,
De ( 1 ) se tiene y  = — (.v- — ) reemplazando en (2)

— [—( * - — )] = x + —(jc— - ) ,  calculando la derivada 
dt 2 dt 2 dt

1 dx 1 d l x 3 dx
----------— — x  +—x -------al simplificar se tiene: — r - - 4 — + 5x = 0

2 dt 2 dt 2 2 2 dt dt2 dt

El polinomio característico es P(r) = r - 4 r  + 5 = 0 de donde / ' ,= 2  + í ,  r2 = 2 - i  

La solución general es: .v = c,ea' eos [ k  + c2ea' sen fix

es decir: x  = c,e" ' eosx  + c2e senx

© Resolver:

dx ,  „
—  + 3x+  v = 0 
dt
dv
—  -  x  + v = 0 
di

•••(I)

.(2)

x(0) = y(0) = 1
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Solución

dy
de (2) despejamos x es decir x = v  + —  , reemplazando en (1)

dt

— (y  + — ) + 3(y + — ) + y  = 0 , efectuando la derivada se tiene: - —?■ + 4 —  + 4 y  = 0
dt ' dt dt ' dt~ di

Polinomio característico P (r)  = r 2 + 4 r + 4 = 0 ,  de donde r = -2 de multiplicidad 2.

.v = t'|e 2í + c2te~2' , .t(0) = 1 => c , = l ,  remplazando en (1)

-2 c te 2í - 2 c 1te + c2e 2t + 3c,é’ 2í + 3(72̂ ? + .v(0 = O

c¡e 2' + c2/e + c2e 2' + y ( t)  = O

e~2‘ + c2te~2' + c2e~2' +1 = O => l + c 2 + l = 0  c2 = - 2  

la solución es x  = e 21 -  2 te , análogamente para y  = e (1 + 2/)

( J )  Resolver:

dx 1 „ 2 1 3 ...—  = 3 x ----- y - 3 t ~ — / + — —(I)
dt 2 2 2

^  = 2 y - 2 t - \  ...(2)
dt

Solución

— y  = 3x~  —  - 3 t 2 -  — ? + —, reemplazando en (2)
2 dt 2 2

— — - i - ^ - í - 3 1—-  = 12.V-4 —  - 1 2 r  - 2 /  + 6 - 2 / - 1 , al simplificar
2 dt 2 d t2 4 dt

2 - - \ Q  —  + 12x = 1 2 r - 8 / - 6  => — I r - 5 —  + 6x = 6/2 -  4/ — 3 => r 2 -5 /- + 6 = 0
dt2 dt dt2 dt

r = 2, r =  3; xg = cxe 2t + c2ei ' , la solución particular es: 

x = A t 2 + B t + c => x  = 9 A t+ B  => x  = 2 A
p p p
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reemplazando en la ecuación diferencial:

2 A - \ 0 A t  - 5 B  + 6 A t2 + 6Bt + 6c = 6 l2 - 4 i  - 3

6A = 6 => A = 1

(-10A + 6B) = -4 => B = 1

2A - 5B + 6C = -3

2 - 5 + 6C = -3

C = 0 x  = x a + x n
» P

2í 3 /  , 2  ,
X — C\€ + C-)€ + /  -h f

M ETO D O : Matricial para Sistema de Primer Orden con Coeficientes Constantes.-

dx
—  = «n*i +"i2x: +.....+dt

Consideremos el siguiente sistema: ,

dx-,
~dt~

dx„
dt

'■ al \ x \ +a22x2 + ......+ a2 nxn

(1)

' u n2  2

Las soluciones de este sistema de ecuaciones es de la forma:

x, = p {e " . x 2 = P-,e" , , . . , x n = p ne " ,  donde p¡ ,  i = l,...,n son constantes

dx i

Como

x, = /?,<?

x2 = P2er

dt
dx-,
~dt

dx„

-  P \ r e '

= p 2re'

xn =p„e"  -> - f  = P„rer- 
dt

... (2)
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Reemplazando (2) en (1) se obtiene:

Pxre" = a n $í?" + a]2P2ea  + ...+alnfl„e" 

P.re’1 = ü 2,p 2er' + a vJ 2erl + ... + a2nP„erl

W e '  = a nlfte" + an2J32e” + ...+ann0 nen 

simplificando se obtiene:

P\ r = au p x + a\2P2 +...+ a2„ />„
P 2 r  = a 2 \P \  t< :t22P 2 + ... + a 2nP„

P„ r  =  a„ i P\ +  “ ,,lP l  +  -  +  « » «  A ,

í (« i i  - r ) / ? i  «¡2/^2 + - + a i „ A , - °  

" 21A + (a l2 ~ r ^Pl + --- + a2i! Pu = 0

(a)  <

«,'lA  + a .tó ^  + -  + K »  = 0

a  es un sistema de ecuaciones homogéneas y tiene solución no nula sí y solo si:

a,i - r  a.

¿?2i #22 •** ü2«

#̂il »̂2 *** ann r

Luego P(r) = 0 valores propios del sistema y cada valor de r determinará P,
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Veremos para el caso de 3 ecuaciones.

dx
—  = ax + bv + cz 
dt
dy
—  = aix  + bly  + c]z  

d:
—  =  a - ,x  +  D-, y  + CfZ  
dt

Las soluciones son x = X e " , y  = ue" , z  = n e r>, donde X, u, n, r, son constantes.

.V = Ae"  => —  = Are" 
dt

y  = ue ^  = ae
di

rt—  = ue 
dt

Reemplazando (3) en (1) se obtiene:

Áre" = aAe"  + bue" +cne"

ure" = a, Áe" +b\ue' , simplificando se tiene:

nre" = a-,Ae" + b2ue' t , rt+ c2 ne

Ar = aA + bu + en (a -  r)A + bu+ cn = 0
■ ur = a\A + b\U + c¡n igualando a cero • a¡ A + (¿>, - r ) u + c n  = 0

nr = a-,A +b^u + c2n a2A + b~,u + (c, - r ) n  = 0

a - r b c
Luego: p(r)  = a¡ h\ ~ r  c, = 0 => P(r) = 0

a 2 b2 c2 - r

Si i], r2 , r3 son las raíces del polinomio

P(r) = 0 Si /- = /-, , se resuelve el sistema y se obtiene: X \ , u {, n t

Si r = r~,, se resuelve el sistema y se obtiene: X 2,u 2, n 2

... (3)
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Si r = r3, se resuelve el sistema y se obtiene: k 3, u3, n 3 

Obteniéndose las soluciones particulares:

x2 = , y 2 = «2e , z2 = n2e

<y /y /y
*3 ~ A3e ? .v3 = i/3e , z3 = n,e

La solución general es:
x  = C\X¡ +C2J>, + c3z, 
y  = c,x2 +c2y 2 -c3z2 

z = c, a3 + c2 >’3 +C3z3

©

Cjemplos.-

Resolver:

dx
—  = 2 x -  v + 3z 
dt
dy
—  = x  +  y  -  z

dt V '
Solución

2 — r -1  3 IIJC*

II 1 1 - r  -1 íiOII r2 = -1

0 1 —1 —r . '3 = 2

© Resolver:

dx
dt

= 2x -  y  + 3z

dy
—  = x+  y - z  
dt
dz
dt

Solución
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a - r  b c 2 - r  -1  3

P(r) = a, - r  c, = 0 reemplazando p(r)  — 1 1 -  r -1

a¿ b2 c2 ~ r 0 1 -1  - r

=  0

(2 — r)[-l( 1 -  r)(l+  r) + 1] + (-1 -  r) + 3 = 0

(2 - r ) [ - ( l  -  r2 ) +1] + 2 — r = 0 => ( 2 - r ) r 2 + ( 2 - r )  = 0 => (r2 +1)(2-/-) = 0 => r = 2

(a - r ) A + b u + c n  = 0
íZ[ A + (t\ -  r)u + e, n = 0 , reemplazando los datos se tiene: 

a2A + b-,u+c2n = 0

0A -  u + 3« = 0 

A - u - n  = 0 

0A + u -  3« = 0

U — 3/2
A. = 4n, n = 1 

« = 3, X = 4
(Oí

Ejercicios Propuestos.-

Resolver los siguientes ejercicios:
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©

dx
— = x - y + t  
dt

—  = x - 2 y  + 2t 
dt

x(0) = 

y(0) =

7
9
5
9

©

£¿c
= y

~dt
dx _dy_
~dt dt

©

dx dy _/
-— + — = e - y  
dt dt
2dx dy  ’
----- + —  = sen t - 2 y

dt dt '

x(0) = - 2  

y(0) = i

dx
dt
dy
dt

= x + 4 y  

= x  + y

©
2 —  = 6 x - y - 6 t 2 - t  + 3 _

dt 4 0 )  = 2

—  = 2 y - 2 t - \  
dt

y( 0) = 3 ©

dx
~dt
dy_
dt

— x  +• 3 y

= y

dx
dt

= 2 x  + y

^  = 2x + 3y  
dt

dx _
—  = l x  + 4 y  
dt
dy
-  = - x  + 3y  
dt

dx _
—  = - 2 x  
dt
dy ,—  = - 3 x  + y  
dt

dx ,  ,
—  = x  -  3 y  + e 
dt

±  = 2 ,  + e-' 
dt

—  = 4 x - y  + t + 1 
dt

^ -  = 2x + y  + t - \  
dt

—  = x  + 4 v + 3/e' 
</í
dy i—  = x  + y  + e 
dt

dx ,  .—  = 5x -  4 y  
dt
dy— = 2 x + y  
dt

dx _ _
—  = 2 x - 3 v  
<//

—  = 3jr + 2_v 
dt

x(/r) = - l  
>>(;r) = 0
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®  .

dx
- j - = x - 3 y
dt

dy i  
, * = jx + '

©

dx  * -,—  = 4 x - 2  y  
dt
dy
—  = 5x + 2 y  
dt

®  -

—  — 2x + 2 —  = 2 — 4 e ^  
dt dt
- d x  dy
2 ------3x + 3 — —v = 0

dt dt ■

©  -

dx .  .—  = 5x + 4 y  
dt
dy
—  = - x  + y  
dt

@  '

d 2x  „ dy „
— -  + x - 2 —  = 2t 
dt2 dt
_ dx dy .  _
2 ------x  + - - 2 y  = l

. dt d i '

®  ■
Dx -  (D  + 1)>’ = e~' 

x  + ( D - \ ) y  = e2'

©  -
(D + 2)x + (D + \)y  = t 

5x + (D + 3)y = t 2 ©
(D + \)x + (2D + l ) y  

- 2 x  + (D  + 3)y  = e‘ -

©
(D - l ) x + ( D  + 3)y = e~' -1

(£) + 2).r + (£> +1) v = e2í + í

e' + 2
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CAPÍTULO IX

9. RESOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS

Procedimientos.- El método para obtener la solución de una ecuación diferencial en
#

serie de potencias es similar a la técnica ci. los coeficientes iüíMérminados para ello se 

necesita conocer la derivada de una serie de potencias y de las propiedades de series de 
potencias.

n-2 m=0 k =0

w=0 n=2

ce ac

n=k n-Q

\)

El proceso para obtener la solución en serie de potencia de una ecuación diferencial 

veremos mediante el siguiente ejemplo.

r d yHallar la solución en serie de potencias de la ecuación diferencial ——  2xy  = 0 .
dx

Solución

d y
Suponiendo que la solución de la ecuación diferencial ——  2xy  = 0 ... (1)

d x
X  ,

en serie de potencia es: y  = I > ” ' - < 2>
//=0 ..
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ahora determinaremos los coeficientes cn , para que (2) converja a una función que 

satisfaga (1) para esto derivamos (2) término a término, es decir:

y = 'S  * c„x" entonces —  = N ' nc„x"~ 
Z - f  " dx "n=0 n=\

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial (1):

^ ~ 2Xy = Y ¿ nC"X"~l - 2x^ CnX" = 0
n=] »=0

enseguida debemos de igualar las potencias y se obtiene aplicando las propiedades de las 
series de potencias

dy
dx

2xy  = ^  \ /i + 1)c„+i .y"  -  2 ^  1' ca_\Xn = 0 , ahora igualamos los inicios es decir:
;»= 0 n- 1

00 oc
~ ~ 2 x y  = c, + ^ ( «  + l)c„+lx" - ^ 2 c„_i jt" = 0

n=\ /7=l

x
Luego efectuamos la suma de las series c, + ^  ((« + l)c„+1 -  2cn_, )x" = 0

n=l

aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualamos término a término se 

tiene: C| = 0

(« + 1 )c„+1 -  2c„_, = 0 para n = 1, 2, 3,........

2c
c , = ——  se llama fónnula de recurrencia 

n + 1

2 cQ
para n = I , c2 = ——  = c0

2c
n = 2 , c, = —  = 0
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n = 3 , c4 = ^ = - ^ = ^ .  = ^
4 2 2 2!

2c,
n = 4 , cs = — -  = O

5 6

_  _  <r „  2C4 Cq Cqn -  5 , c6 = - -  -

n = 7 , co =

6 2.3 ’

. * E l -

7
0

2 c ^ _ c o

8 3 !4 '

^ c „ x " =  c0
■0

2!
+ S L  

3!

4 6 
X X .1 

■ — + -- + -J = c 0l 1 +
Z! J! 4! 1 AÜ

»=0

Que es la solución de la ecuación diferencial.

9.1. SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE 
SEGUNDO ORDEN ENTORNO A PUNTOS ORDINARIOS.-

Consideremos la ecuación diferencial lineal de segundo orden

, ¿ 2y dy
«2 M  — t  + ai M  ~r + ao (x)y - 0

dx dx
O)

la ecuación (1) se escribe en la forma.

~ 2 " + P ( x ) ~ r + Q ( x ) y  =  o
dx dx

... (2 )
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donde £!<£> y
Oj(*) <i,U>

para obtener la solución de la ecuación diferencial (1) entorno a puntos ordinarios 

daremos las siguientes definición.

Función Analítica.- Una función f(x) se dice que es analítica en x = x0 , si se puede 

representar en serie de potencia en (x —x0 ) con radio de convergencia R > 0.

Observación General.- Las funciones elementales (todas las funciones que conocemos) 

se pu íde escribir como una serie de Taylor y por lo tanto serán analíticas.

Definición.- Se dice que x = x0 es una punto ordinario de la ecuación (1) si P(x) y Q(x) 

tienen una serie de potencia en (x -  x0) con un radio de convergencia R > 0.

Si un punto no es punto ordinario, se dice que es un punto singular de la ecuación.

d  2  ̂ ^  ^

Ejem plo.- En la ecuación diferencial -—— + ex —  + (sen x )y  = 0 , todo valor finito de x
dx dx

es un punto ordinario. En particular vemos que x — 0 es un punto ordinario puesto que
2 3 5X X  X X

ex = 1 + y sen x = x + — - + —  + ... convergencia para todo valor finito de x.
1! 2! 3! 5!

d y  . . . .Ejem plo.- La ecuación diferencial x — —+ (senx)y  = 0 tiene un punto ordinario en
dx~

sen .v . .
x = 0 puesto que se puede demostrar que £)(.r) = ------ tiene el desarrollo en serie de

x

2 4 6
JC X X • »

potencias Q(x) = 1 + -ry ~  —  + ■•■ que converge para todos los valores finitos de x.

^2
Ejem plo.- La ecuación diferencial — ír + (ln x ) y  = 0 , tiene un punto singular en x = 0,

dx2 '

puesto que Q(x) = Ln x no tiene un desarrollo en serie de potencia de x.
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O bservación.- Estudiaremos primeramente el caso en que la ecuación

d 2 v dv
— Y  + a t (x) —  
dx1 dx

comunes, un punto x  = x0 es.

a2(x ) — —+ a l ( x ) - p  + a0(x)v = 0 , sus coeficientes son polineales y no tiene factores

i) Un punto ordinario sí «2 (-vo ) ^  0 ii) Un punto singular sí a 2 (x0 ) = 0

Ejemplo.-

a) Los puntos singulares de la ecuación diferencial (x~ -  4)y"+2xy  '+6y  = 0 son las

soluciones de x 2 - 4  = 0 es decir x = ± 2, todos los otros valores finitos de x son 

puntos ordinarios.

b) Los puntos singulares no necesariamente son números reales. La ecuación
"> 2 

(x~ + 4 )y"+ xy'—y  = 0 , tiene puntos singulares para las soluciones de x  + 4  = 0

es decir x = ± 2i, todos los otros valores finitos de x, reales ó complejos, son puntos 

ordinarios.

Notas.- Ahora encontraremos soluciones en serie de potencia entorno a puntos ordinarios 

para ecuaciones diferenciales de tipo (1) y para esto enunciaremos el siguiente 

teorema sin demostrarlo.
• ' r. 11 1 •*:.} ■ ■ J, :u - .. • \ , . ■ i: I . ■ J1 )\ 1 ' , : i\j f

Teorem a.- Si x = x0 es un punto ordinario de la ecuación diferencial

, siempre podemos encontrar dosd 2 y dv
a2 (*) — t  + a\ ~r + ao M y = 0dx dv

x

soluciones distintos en serie de potencias, que son de la forma y  = y  ' c„ (x -  .v0 )" .
n=0

Una solución en serie converge por lo menos para | x - x 0 |<  R ¡ , donde es la distancia 

al punto singular más cercano, para resolver una ecuación diferencial de segundo orden

a-,(x)^-^-  + a¡(x) —  + a0(x )y  = 0 ,  buscamos dos conjuntos diferentes de coeficientes 
‘ dx2 dx

c„ de modo que se tenga dos series de potencias linealmente independientes y¡ (x) y 

y  i (x ) , ambas desarrolladas entorno al mismo punto ordinario x = x 0 .
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Luego la solución general de la ecuación diferencial es y  =  c,>'¡ (x) + c 2y 2 (x)

d~ y
Ejem plo.- Resolver la ecuación diferencial de segundo orden. — -  2xy  = 0

dx
Solución

Nota.- Para simplificar, supondremos que un punto ordinario está siempre localizado 

en x = 0, ya que si no la está, la sustitución t = x  -  x 0 traslada el valor

x = x0 a t = 0 .

00
Si >c = 0 es un punto ordinario de la ecuación diferencial entonces y  = cn x" es la

n=0

solución en serie de potencias de la ecuación dada de donde.

y - ' L c- x " ~  Z ‘ ' Z nc- x " '  =■
n=0 m=1 «=2

2 °o 00

por lo tanto al reemplazar se tiene: — 7 -  2xy  = n(n -  l)c„x”~2 -  2enx"41 = 0
n-2 n-0

ahora debemos de igualar las potencias y para esto se aplica las propiedades de las series

de potencias: ^   ̂(n + 2 )(« + l)cn+2x" -  ^  2 c„_[x" = 0
/i=0 w=0

C O  c o

Luego igualando los inicios es decir: 1.2.c2 + ^  (« + 2)(w + l)c„+2x" - ^ ^ 2 c „ _ 1x” = 0
/i=l n =1

ahora efectuaremos la suma algebraica de las series

00
1 .2 ,c2 + ((« + 2 )(n + l)c„+2 -  2c„_, )x" = 0

n = l

aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando término a término se 

tiene: .2 c2 = 0 => C2 = 0

(n + 2)(n +  l)c n+2 -  2c„_, =  0 para n = 1, 2, 3, 4,...
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2c
La ultima expresión es equivalente a. cn+2 = -------- —----- , n = 1 2 3

(w + 2)(w + l)

2 c 2c
ahora iterando se tiene: n = 1, c, =  — -  = — -

2.3 2.3

2c,
n = 2, c4 =

4 3.4

,  2c,n = 3, cs = — — = 0
5 4.5

5.6 2.3.5.6

2c4 2 Cj
n = 5, c7 = —2- = • 1

7 6.7 3.4.6.7

„ 2c,
n = 6, cg = -----= 0 ,  etc.

8 7.8

X
y  = ^ ^ c nx" = c0 + c ,x + c 2x2 + c 3x 3 + c4x4 +...

n= 0

2cq 3 2c, 4 2 Ci ^
7  = c 0 +  C .X  + ---- — AT' + ---- i-X *  + --------- !— JC7 + . . .

2.3 3.4 3.4.6.7

2cq 3 2 c0 6 2 Cq  ̂ 2c, 4
y  = C0 +  — Xj  + -------—  X 6 + ----------y-----X +  ... + Ci X H------— X

0 2.3 2.3.5.6 2.3.5.6.8.9 1 3.4

+ ^ £ l - * 7 + — É h — xí» +
3.4.6.7 3.4.6.7.9.10

n 2 3 22 é 23 9 x
J> =  C0 (1 + — “ X + -------X + ----------- X + ...)

2.3 2.3.5.6 2.3.5.6.8.9

. 2x 2¿ 7 2 10 .
+C,(XH-----+ ------- X H------------- X + ...)

3.4 3.4.6.7 3.4.6.7.9.10
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~ \' cjy
Ejem plo.- Resolver la ecuación de segundo orden -—— + x  —  + y  = 0

dx dx '

Solución

de acuerdo a la nota el punto ordinario se toma x = 0 entonces la solución en serie de
X X , <̂) X f

potencia es y  = /  c„x" => —  = /  ncnx n~1 => — r  = /  n {n - \ ) c „ x n~2 ahora
í-má dx dx~
«=0 n=l n=2

reemplazamos en la ecuación diferencial

d 2y  dy
— T JrX~ t +ydx2 dx n=2 /;=! n-0

se

= n(n -  l)cnx n 2 + ncnx n 1 + cnx" = 0 , ahora ponemos las :
n=2 n=1 n=0 "

X  00 00

(n + l)(n + 2)cn+2x" + y  nc„x" + y  c„xn = 0
n=0 n- 1 «=0

x  x

[(« + D(« + 2)c„+2 + c„ ]*'' + ^  ' nc„x" = 0 ,  igualando los inicios de las series
n=0 «=1

tiene.
X x.

2 c , + c0 +  ^ [ ( n  + 1)(«  +  2)c„+2 + c„ ]x" +  ^  n c„x"  =  0 

«= 1 /?*1

efectuando la suma algebraica de la serie:

2 c2 + c0 + 2 >  +  l) (n  +  2 )c„+2 +(n + 1 )c„ )xn =  0

n=\

aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando términos a término 

se tiene.

Cn
2 c2 + c0 = 0  ^  2 2

(n+\)(n + 2)c„+2 +(n + \)c„ = 0  _  c,

para: n = 1, c3 = -  —
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-i L2 H)n = 2, c4 = ------= -----
4 4 2.4

•J C3 c ln = 3, c, = ----- = —
5 3.5

n = 4, c6 -  C 4-  C°
6 2.4.6

n = 5, c7 = ------ = -
7 3.5.7

(—l)"c0 (l)"c,
Generalizando se tiene: c2„ = ----------- ' — y c2n+i =

2.4.6....(2«) ¿ 1.3.5.............(2n +1)

2 , 3  2 n 2 n+1como y  = c0 + c ]x  +  c 2 x  + c 3x  +...+c2nx  + c->n+1x +.

y = V  ( - i r — ^ — + V -
2.4.6...(2n) 12.4.6...(2n) (1.3.5...(2« + 1)

n=0 n=0

dy 2 • jEjemplo.- Resolver la ecuación diferencial —  = 1 + y  , mediante series de potencia de
dx

x, sabiendo que y (0) = 0
Solución

Tomamos a x 0 = 0  como punto ordinario, por lo tanto la solución es
n=0

ahora determinaremos los coeficientes cn , obteniéndose mediante la derivada
X  X

dy
y  = ^  ' cnx n entonces —  = ^  ncn x" 1 , reemplazando en la ecuación dada se tiene:

/»=0 w=l

X  X  X  X X

= l  + ( ^ c „ x n ) 2 =>
/ j = 1  w = 0  w = l  / J = 0  n = 0

x  x  n

ckcn_k )xn = 1 ; ahora ponemos las x en una misma potencia.
n-1 w=0 Ar=0
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x  X /?

ck .cn_k ).\r" = 1; efectuando la suma algebraica de la serie.
n=Q n=0 k=0

X  oc

2 > + i k +1 - y \ c k £„_k )xn =1
n=0 k-0

como se tiene un término independiente en el segundo miembro entonces desarrollamos
0  x  n

para n = 0 en la serie: c, -  ck .c_k + ^ [ ( w  + l)cn+l -  ck .c„_k ]x" = 1
k=0 n=1 k=0

aplicamos el método de los coeficientes indeterminados e igualando términos a término
n

se tiene: c, - c02 = 1 y (n + l)c„+1 -  ck .c„_•* = o

Luego:

C| = l + c0

1 , aplicando la condición inicial y(0)= 0 se tiene.
c„+1 = —  2 ^  ck c„-k Vn > 1 

*=0

y  = c„x" = c0 + c,.v + c2 x 2 +... + cnx n +...
n=0

_y(0) = c0 = 0 => c0 = 0 de donde c, = 1
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1 y5 1
n = 5, n ^ , - t = 0

k=0

I V 1 17
ck-c(,-k -  3)5 

k=0
n = 6- ¿-i

*=0
oc

Luego la solución queda en la forma: >’ = c„x" =c0 +c¡x + c2x 2 +... + cnx" +...
n=0

1 3 2 5 17 7
y  = x  + - x  + —  x  + ----- -v +... y = tg x .

3 15 315

Ejem plo.- Hallar la solución general de ia ecuación diferencial ~—rr — 2 x —  — 3y = 0
dx‘ dx

Solución

Tomemos a x0 = 0 como punto ordinario, por lo tanto la solución en serie de potencias
30 y WLU I ‘

alrededor de Xo = 0 es: y  = ^   ̂cnx n

4 J  J  dy  V  n-\ _  ¿de donde —  = > «c„x => —— 
dx " dx2n-\ n=¿

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada
x  y  y

^ « ( n  2 - 2 x ^ / jc„x"“' - 3 y | c „ /  = 0
m=2 «=1

x  y y

«(« -  l)c„x"~2 -  ^  ' 2nc„x" - 3 ^  ' c,rt"  = 0 .  poniendo las x en una misma potencia
n=l «=0

y  (n + 2)(n + \)cn+2x n = 0
n=0 1 1= 1 n=0

ahora poniendo los inicios iguales se tiene:
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efectuando la suma algebraica de la serie.

2c2 - 3 c0 + ^ [ ( n  + 2)(n + l)c„T2 -  (2w + 3)c„ ]x" =. ............. . . . 0

n=\

efectuando el método de los coeficientes indeterminados e igualando término a término. 

2 c , - 3 c o = 0  y (« + 2)(« + 1)cí;, 2 - ( 2 n  + 3)c„ = 0

3c0 (2n + 3)c
c2 = ----  y c .+, = ----------------- , V n >  1

2 (/i + 2 )(n + l)

i 5cipara n = 1 , c-, = —
3 2.3

.  7c2 3.7
n = 2 , c4 = ------ = ----------- c0

3.4 2.3.4.5 0

,  9c3 5.9 .
n = 3, c« = ------= -------------c i

5 4.5 2.3.4.5 '

„ 11 3.7.11
n = 4. Cf, = —  c4 = ------- c„

6 5.6 2.3.4.5.6

reemplazando en la solución se tiene, y  = c„ jt” = c0 +c,a- + c2jt2 + c3at\

3 2 5c¡ 3 3.7 4 5.9.c, j 3.7.11 Cq ¿
y = C„ +C,X + — CnX + — a-3 + ---------x  + -------  a + --------- — x  +...
' ü 1 2 ü 2.3 2.3.4.5 2.3.4.5 2.3A 5.6

3 2 3.7 4 3.7.1 1 6 , 5 3 5.9 5
—  x  + --------x +-------------x  + ...) + c ,(x  + —  x  +— ------ .r
2 2.3.4.5 2.3.4.5.Ó 2.3 2.3.4.5

r, ^  1.3.7...(4«-1) 2 / i V
-v = c J I ~ L  m i  * '“ ’ 2 -(2 «)! (2o + 1)!

n—0 ti- 0
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d 2 * dv
Ejemplo.- Resolver la ecuación diferencial (x2 +1)— — + x - —-  v = 0 , mediante series

dx dx
de potencias de x.

Solución

Tomando como punto ordinario a x0 = 0 entonces la solución es:

Z n dv V 1 d 2 y  TT ' ,,_2cnx  => — = > nc„x entonces — — = > n(n — \)cnx

n=0 n=1 '  n-2

ahora reemplazamos a la ecuación diferencial dada.

X  X  X

(x2 + l ) Y  n(K-l)c„.v"~2 +-v^  «c„.y" '■ Y  c„x" =0
íuamtdt Ámtmaá áai tmaá

n-2 n=1 n-0

X X  X  >'

Y  n («  - 1  )c„ x ” +  y^  n{ n - 1  )c„ x " “2 + ^  .y" -  ^  c„ x" = 0

/j=2 /»=2 «=l «=0

poniendo las x en una misma potencia.

x  x  x  y-

n(n-l)c,,x'' + ^ ( / 7  + 1)(/7 + 2)ch+2x" + ^T «c„x'’ -  ^  c„x" = 0
/?=2 n=0 ./;=! «=0

ahora poniendo los inicios iguales se tiene:

x  y.

Y  n(n — l)c„x” + + 1̂ n + ~ cn ìx " + Z  MC"'V” = °
n=2 /i=0 w=l

x  x

^ jr « (» - l)c „ x "  +2c2 - c0 + ^ [ ( «  + 1)(« + 2)c„42 - c„ + « c„]x " = 0

n=2 n=1

x

6 .C3 X + ^  [«(« -  l)c„ + ( / 2  + l)(n + 2 )c„ + 2  -c„  -r/;c„]x" = 0
2 c 2 - c 0 +

X

2c2 - c 0 - r  6 .C3X + Y  [ (« -!)(«  + 2)cn+2 -f (« + l)(w -  l)c„ ]x" = 0
n=2
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aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando término a término se 
tiene:

, c2 = ^ -
2 c2 -  c0 = 0 2
6 c 3 =  0  = >  c 3 =  0

(n + !)(« + 2)c,I+2 + (n + l)(n -  l)c„ = 0 _ n -1
«+2 _  r  n + 2

1 cn cnpara n = 2, c4 = — c7 - ------  — -—
4 " 2.4 2 .2!

2
n = 3, c* = -  — c, = 0

5 3

„ . 4 ,  , 6 , - ^ . K3c«
6 23.3!

4c,
n = 5, c7 = -------= 0

7

n = 6 c -  5có _ I-3-5-c0 
’ 8 8 24.4!

6 c7
n = 7. Cq = -------= 0

„ 7cg 1.3.5.7.c0
n = 8 , c)0 = ------— = ---------- etc.

10 2 .5 !

Z .  ?  3 4  ncnx  = c0 +c1x + c2x +c3x +c4x  +... + cnx  + ...

n=0

„ X2 1 4 1.3 6 1-3.5 s 1-3.5.7 ,0 ,y = c,x + c0( 1 + - -----— - x4 + ^ - V 6 -------------- — Xs + —  -xlu +...)
2 2 2! 2 3! 244! 255!
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2 x

y¡ M  = c0( 1 + - y  + ^  ( -
1.3 .5 ...( 2 « - 3 )  2« x , .

1) ------5:--------V ) ,  X <

2n n\

y 2 (x)  = c lx  y  = k {y x(x)  + k 2y 2 (x)  la solución general.

Ejemplo.- Determinar el valor de r para que la ecuación diferencial 
d~ ' d
— — -  2 x  —  + ry = 0 , tenga soluciones en series de potencias de x de la 
dx~ dx ’

- I - '

Solución

tomando a x0 = 0 como punto ordinario entonces la solución es
X  X  ^2 OC ^

£ C(1x" => —  = ^ ^ n c „ x n-1 , entonces — j- = ^ ^ n ( n - \ )c „ x " ~ 2 , ahora reemplazando
n=0 n—1 ^  n=2

en la ecuación diferencial dada.
X  X  X

^  ' n (n - l ) c „ x " ~ 2 - 2 x ^  ' ncnx"~] + /-^^c„x" = 0

forma y
n= o

n=l »=0
X  X  X

^ / ¡(/) -l)c„.r"-2 - ^ 2 /icnx', + rc„ x” = 0 , poniendo las x en una misma potencia
n=2 n=] n=0

x  x

(« + l)(/7 + 2 )c„+2x" - ^  2 ncnx" + rc„x" = 0
/?=0 /j=1 n- 0

x

y ^ [ ( ” +!)(« + 2 )cn+2 + rc„ ]x" -  ^  " 2cnx" = 0 ahora poniendo los inicios iguales se tiene.
n=0 «=1

x  x

2c2 + rc0 + [(« + l)(n + 2)c„+2 + rcn ]x" -  ^  2 ncnx" = 0
n= 1 «=1

efectuando la suma algebraica de las series.

X

2c2 + rc0 + ^  [(« + l)(/i + 2 ) c „+2 + (r -  2 /¡)c„ ]x" = 0
«=i
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aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando término a término se 
tiene:

2  c2 +rc0 = 0

(« + !)(« + 2 ) c „+2 + ( r - 2 n)c„ = 0

C2 = ~ 2 C0

r ~ 2n w
Cn+2 = ------------------------------C-  V « S 1(« + !)(«+  2) ”

i r ~ 2  para n = 1 , c3 = — j y  c,

r —4 r(r — 4)
n = 2 , c4 = ---------c , =

3.4 2 2.3.4 0

r — 6 (r -  2 )(r -  6 )
n = 3, c< = ---------c3 = ------------------ c,

4 .5  3 2.3.4 .5  1

„ r - 8 r(r —4)(r — 8)
n = 4, = — 1—  c4 = - ----------- c0

5.6 4 2.3.4.5.6

n = 5, etc.
6.7 5 2.3.4.5.6.7

como y
x;

1 3 n
C0 + C \X  +  C2 X  +c3x  + ... + C„X  + . . .

n= 0

y ~ co +c\x ~— x~co — r 7 “ ciC ,X  H------------------ C n *  + C ,X  -

r ( r - 4 ) ( r - 8 )  6 r ( r - 2 ) ( r - 6 ) ( r - 1 0 )
6 !

-cnx  - -
7!

c,x  +.

M /- 2 r(r  — 4) 4 r ( r - 4 ) ( r - 8 )  __6
y = c0( l ----- x + ----------- x -------------—-------x + ...) +

2! 4! 6 !

+ c, (x ---------X
1 3!

r — 2 3 ( r - 2 ) ( r - 6 )  5 r ( r - 2 ) ( r - 6 ) ( r - 1 0 )
5! 7!

x 7 + ...)
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X

- * ( i + 5 > o
n=O

n+i >'(r ~  2)(r -  6)(r ~ 10 ) - ( r  ~(4n  + 2)) 2»+k 
(2/1 + 1)!

+c, ( , +  V  ( - i r *  r(/' ~ 2)(/- 6 X r - 1 0 ) . - ( r - ( 4 n  + 2 )) 

t í  (2” + 1)!

Los valores de r son para todo r 5* 0, 2n, donde n e  z+

d 2v
Ejemplo.- Resolver la ecuación diferencial — ~ - ( .v +  l)y  = 0 n ediante series de

dx '
potencia de x.

Solución
ce

Sea y  = Y c nx" la solución en serie de potencia de x derivando se tiene
n=0

x  2 00

—  = "N ' nc„.if”-1 => = N  ' «(« -  l)c„x"-2 ahora reemplazando en la ecuación
dx dx ¿ - i

/ i=l n - 2

diferencial dada.

X  X  t

^ - I K x ^ - i x ^ c X  = 0
n=2 n= 0

X  X  X

y ' n(n - \ ) c nxn~2 ^  ' c„ x" = 0 ; poniendo las x en una misma potencia.
n=2 n- 0 /i=0

X  X  X

y  (w + !)(« + 2)cn+2xn ~ y  cB-|X" -^ c „ x ” =0
w=0 n=l w=0

X  x

y  ((» + !)(« + 2)cn+2 - c„ )x” - c„_, x" = 0
n=0 «=1

x

2c2 - c 0 + y  [(« + l)(w + 2)c„+2 - c„ -  c„_, ]x” = 0
n=l

aplicando el método de los coeficientes indeterminado e igualando término a término se 
tiene:
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Í2 c2 - c 0 = 0

[(« + l)(« + 2 )cn+2 - c„ -c„_, = 0
c «+2

c„ + cn- 1 
(« + !)(«+  2 )

, 1

para simplificar en estos casos, primero podemos elegir c0 *  0 , c¡ = 0 

una solución; la otra solución proviene de elegir c0 = 0 , c¡ *  0 .

Para el primer caso se tiene:

c, + c0 c0
para n = 1 , c-, = ----------= —

3 2.3 2.3

r. =  7 - °2+  c‘ -  C2 C0 -  c0
4 3.4 3.4 2.3.4 24

n = 3, c5 = c 3 +  c 2 - c n Cc¡ .. 1

4.5 2.3 2 4.5 30

luego una solución en series es: y  = c0 + c¡x + c2 x~ + c3x + ..-+cnx n +

2 3 4 5Cn 3 C0 4 C0 5 X  X X C
X + — x + — x +... = cn (1 + —  + —  + —  + -----

6 24 30 0 2 6 24 30
, c0 2 u0 3 , c0 4 , ‘-0 „5

y i - co + — x

la otra solución es para c 0 = 0 , c, *■ 0 .

, -o *-0n = 1 , c3 = —  = —
3 2.3 6

n = 2 , c4 =-^-1 £ L = iL = £ L
4 3.4 3.4 12

n = 3, c5 =
c3 + C-)

4.5 2.3.4.5 120
, etc.

, y esto nos dará

- )

X

Luego la solución en serie es: y  = ^  ' c„x" = c0 + C|X + C2X" + c3x3 + ... + c„x'' +..
n- 0
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, \ c\ 3 cl 4 ci 5 , x3 x 4 X'Vi(.v) =  C,X +  —  .V + ----X + —  X  +  ... =  C i(x + -----+ -----H--------- h...)
1 6 12 120 1 6 12 120

La solución general de la ecuación diferencial es.

2 3 4 5 3 4 5
X X X X  „ , X X X „

V — Ca (1 H------ 1------ 1-1—  1- ...) + Ct (x H---------------------------------- i-1----------- h...)
' 0 2 6 24 30 1 6 24 120

2 a yEjemplo.- Resolver la ecuación diferencial (x  + x )— —+ (* - 2 )y  = 0 ,  mediante series
dx2

de potencias de x - 1 .

Solución

Los puntos ordinarios son V x *  0, x *  -I, en particular es punto ordinario x0 = 1, 

entonces la ecuación diferencial admite una solución en serie de potencia
Qfi QC

dv
y = donde sus derivadas son ^  '

n=0 n=\
ncn( x - l ) "  1 y

d 2y  

dx 2
= n(n — l)c„ (x —1)”~2 . para que el procedimiento sea más sencillo haremos el

n=2

siguiente cambio de variable.

, , j , , dy dy du dy
u = x - 1 => x = u +  l de donde —  = — . —  = —

dx du dx du

d 2y  _ d y '  _ d y '  du dy ' _  d  aFy _____ d 2y
dx 2 dx du dx du du du du 2

como: n=\
00

dx 2 n=2

dy V "  «-i
du 2 / C"“=i

X

y  n ( n - l ) c nu " ~ 2
d 2 y

d 2yal reemplazar en la ecuación diferencial x(x  + 1) — — + (x -  2)y  =  0
dx
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d 2y
(¡< + l)(u + 2) — í- + (m - 1)v = 0 , de donde

du2

T.

(u + 1)(h + 2 ) ^ ^  n ( n - 1 )c„un ~ 2 + ( u - \ ) ^  nc„u" = 0
n=2 n=0

X  X  X  X

y  ' n (n -\)c„u"  + 3 *  ̂ ' n ( n - \ ) c tlun~] + 2 ^  ' n ( n - l ) c nu " ~ 2 + ( i i - Y ) ^  ncnun = 0
n=2 n=2 n=2 «=0

poniendo en una misma potencia a u.

JO X  X  X  X

2 > - l ) c X  + y  M n  + \)cn+y  + 2 {n + l)(n + 2 )cn+2 u”. + cnu n+1 =0
««*2 n=l «=0 w=0 «=0

X  X  X  X

^ \ ( w - l ) c „ u "  + ^ 3 « ( «  + 1)c„+1m” + ^ ( 2 ( w + 1)(m + 2 ) c„+2 - c „ ) w ” + ^ T c „ _ , t í "  = 0

n~2 n=\ n=0 n=\

X  X  X

^ r t ( n - l ) c „ i /"  + ^ ( 3 m ( «  + 1)c„+, + ^ ( 2(n + l)(« + 2 )c„+2 - c jw "  = 0

w=2 n-\ n=0

ahora poniendo los inicios iguales se tiene.

X

4c2 Cq +(12c3 + 6c2 - c ,  + c0)« + ^ ( « ( w - l ) - l ) c B +c„_, +
n=2

3n(« + l)c„+1 + 2 (n + 1)(« + l)c„+2)«” = 0

aplicando el método de los coeficientes indeterminados e igualando término a término se 

tiene:

4c2 - c 0

12c3 + 6c2 ~c¡ + c 0 = 0

3n(w + l)crt+1 + 2(« + l)(n + 2)c„+2 + («(« -1 )  -  l)c„ + c„_, = 0

c 1 5
de donde c7 = —  y e ,  = —  (c, — cn)2 4 /  3 12v 1 2 0
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1 ,

c»+2 = —----- --  (" C«-1 -  (» -  « - IJc, -  3«(/i + l)c„+!) ,  V n > 2
2(h + !)(« + 2 )

o 1 P  5 Apara n = 2 , c4 = -------- (— c0 —  c ,)
4 2.3.4 2 0 2 1

1 107 10
n = 3, c5 = -------(---------c0 — -c¡)

5 2.4.5 24 0 3 1

„ 1 , 263 421 „
n = 4, Ce = ------- (-------- c0 -------- c ,)

6 2.5.6 24 0 48 1

como la solución en serie será. y (u ) = cnun = c 0 +c,u+c2 u 2 + c 3» 3 +c4 u4 +...
n=0

ahora reemplazando los valores de c„ .

. c 0 2  ̂ , 5 3 1 7  5 4
y(u) = c0 +c]u+ —  u + —  (c{ - ~ c 0 )u- + —  (~ c 0 - - c , ) m  +

1 y 107 10 . 5 1 , 263 421 6
+ —  (------- cn + —  c,)w + —  (------------------------------- c0 -------c,)u  +...

40 24 ° 3 1 60 24 0 48 1

, x „  « 2 5 3 7 4 107 5 . . ir 5 4 « 5 .
y(u) = c0(l + - —  —  m + —  u ~ —— u +...) + c , ( m +  —  -  —  u + —  + •••)

como u = x - 1 entonces al sustituir se tiene:

+C l[(l_ , ) + < í z « Í . J . (j[_ 1) . + í i Ü + ..]
1LV 12 48 12

dy
Ejemplo.- Hallar la solución de la ecuación diferencial (1 -x )  —  + y  = l + x ,  que

. . .
satisface la condición inicial y (0) = 0.
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Solución

00

aplicando la serie de Taylor y(x )  = ^  \ cnx" solución en serie ahora derivamos
Al=0

X  .

—  = ^   ̂ncnx ”~] , reemplazando en la ecuación diferencial dada se tiene.
n = \

X  X  X  X  X

( l - J p y ^  ncnx n~x + ^  Cnx" = 1 + X => ^  ' nc„X" ' -  ^  nCnX" + cnx " = 1 + *
/i=l n=0 w=l n=1 /?=0

X  X X

poniendo las x en una misma potencia. + l)c„+1x" -  ^  \ nc„xn + ^  = 1 + a
aí=0 w=l  n=0

X  X

^  S [(« + l)c„+1 + c„ ]x" -  nc„ jc" = 1 + x ; ahora poniendo los inicios iguales.
n=0 n=l

x

c, + c 0 + ( 2 c2 + c , - c , ) x  + y [ ( »  + l)cn+, + c„ -« c „ ]x ” = l + x
n=2

1 i 1 Q)C, +C0 = l  1 0

2c-, = 1  => c2 =  —
2 2 2

(«  + l)c„+| + c „ - mc„ = 0 , V m > 2  m _ j

rt + 1

9 C2 1para n = 2 , c-> = —  = ---------
3 3 2.3

i 2 1n = 3, c4 = - c 3 = ----
4 4 3 3.4

„ 3 1n = 4, Ce = - c . =  —
5 5 4 4.5

aplicando la condición inicial y(0) = 0 se tiene: c0 = 0 , c¡ = 1 , de donde, por lo tanto, si 

la solución en serie de potencia es
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y (x )  = c0 + t,1Ar + c2.T' +ci x i +...+cnun+... es decir

2  ,  4  5
. X 1 3 X X

v(.t) = ;t + ----- 1------x  H------ + ------ I-...
2 2.3 3.4 4.5

X

v(x) = x  +
*"+1

n(n + 1)n=1

Ejemplo.- Halla la solución en serie de potencia de la ecuación diferencial

2 d~ y  dy
(jc- — 1)— -  + 3 .V —  + .ry = 0 que satisface las condiciones iniciales

dx2 dx

y(0)= 4, y  (0) = 6

Solució.

Tomando a x0 = 0  como punto ordinario, entonces la solución en serie de potencia es
x  x  ^  ^  2 ^

y  = N  ' cnx" , derivando se tiene —  = N  ' nc„x "~X y ~—T  = n(n-\)c„x"~~
JLu dx dxn=0 n=1 n=2

ahora reemplazamos en la ecuación dada.
X  X  X

(x2 - 1) ^ ^ n ( n - l)cnx n ~ 2 + 3.r^  ' ncnx"~' + x ^  ' cnx" = 0
n—2 n—\ n-0

x  x  x

'Sy ' n ( n - X ) c nx n - ^ r t ( n - l ) c nx''“2 + nc„x" = 0
«=2  n=2 n=1 n=0

poniendo las x en una misma potencia.

X  X  X  X

^ n ( / j - l ) c „ x n - ^ ( «  + l)(u + 2)cn+2x" + 3m:nx" + ' ^ c n_]x" =0  
1 7 = 2  «=0  «=1 «=1

poniendo los inicios iguales se tiene:
X  x  x

- 2c2 - (« + 1)(« + 2 )cn+1 x" + (3nc„ +c„_,)x" = 0

7 1 = 2  7 1 = 1  «=1

X

- 2 c2 + (3c, + c0 -  6 c 3 ) x  + ^  [(w2 + 2«)c„ + c„_, - ( «  + !)(/? + 2)c„_2 ] x "  = 0
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.............................................................  Í - 2 c2 = 0  C2 0
aplicando termino a termino se tiene: < => i

13c, + c0 - 6c3 = 0  c3 = - ( c 0 + 3 c ,)
6

+ 2«)c„ + <rn_j -  (« + l)(/i + 2)cn+2 = 0 para V n > 2

, , , + ”(” + 2)c„
de donde c 2 = -------------------- V n > 2

"+2 (« + !)(«+ 2 )

c, +8c, c,
para n = 2 , c4 = —------ - = —

3.4 3.4

c2 +15c3 3 1
n = 3, c, = —----------= — c, = —  (cn + 3c,)

4.5 4 3 2.4 0 1

c3 + 24c4 c0 +15c,
n = 4, c6 = —-------- - = —-----r r -

6 5.6 5.6

de las condiciones iniciales se tiene y(0) = c0 = 4 

j ' ( 0) = c, = 6 entonces se tiene: c0 = 6 , c¡ = 6 , c 2 = 0

-11 -i -11 -ÍZ
C3 ~ 3 ’ C4 ~ 2 ’ Cs ” 4 ’ °6 ~ 90

■ r ^ 3 4 5como la solución es: _y(x) =  c0 + c(.v +  c2ji:" +c3x  + cAx  + c5jt .

,  ̂ ¿ 'I ’ *4 11 5 47 6v(x) = 4 + 6 x  + — x  + —  + — x  + —  x  +...
3 2 4 90

Observación.- El método de solución de las ecuaciones diferenciales por medio de series 

de potencia, se puede aplicar cuando los coeficientes no son polinomios.

Ejemplo.- Hallar la solución de la ecuación diferencial por medio de series de potencia. 

y '' + (eos x) y  = 0

Solución
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2 4 6X X X
Se conoce que cosx  = l ~ — + como x0 = 0  es un punto ordinario entonces

la solución en serie de potencia es ^ f > „ x "

¡A- 2 aU

de donde sus derivados son: —  = N  ' nc„x"~l y —— = /7(tf-l)c„x"~2
dx ¿— i ' dxdx " dx2w=l w=2

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada

y"+ (c0s x )7  = ¿ ^ - i ) V - 2 + ( i - | T + ^ - | r + . . . ) V c Hy ' = o
w=2 n~G

= (2 c2 + 6c3x + 1 2 c4x 2 + 20c5x 3+...) +

2 4 6
/, X X X w 2 3 X+ (1 -  — + .,.)(c0 + c lx + c ,x -  + c 3x- +...)

= (c0 + 2c2) + (c, + 6c3)x + (—y .+  ftj + 12c4)x: + (20c5 + c3 --^ -)x3 +... = 0

por el método de los coeficientes indeterminados

co._ _ C n

1 1/1 — I I ^

c, + 6ĉ  = 0  Ci
c0 +  2 c 2 =  0  2

c3

- ^  + c2 + 12c4 = 0  =>  ̂ 6
2 c4 = ^

c, 12
----- + c, + 20c, = 0

2 c5 = ^ -
5 30

2 3 4 , 5como v = c0 + c,x  + c2x + c 3x + c 4x + c 5x .
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d 2y
Ejemplo.- Hallar la solución de la ecuación diferencial — '—+ v = senx en serie de

dx2 '

potencias que satisface las condiciones iniciales _y(0) = y' (0) = 0 .

Solución
X

como x 0 = 0 es un punto ordinario, entonces suponemos que y  = ^  ' cnx"  es la
n=0

Ot-

solución de la ecuación diferencial dada, de donde sus derivados son —  = N  ' ncnx"~] y
dx ¿—é

n=1

d 2 *  ̂ Y
— Y  = /  n(n - l ) c „ x " ~ 2 ’ además se conoce senx = J  ■
^  n=2 n=0

reemplazando en la ecuación diferencial se tiene:

ahora

X  X  X

«=2 n=0 n=0

a las series del primer miembro ponemos en la misma potencia.

(-I )" *
n 2n+\X  X  X

£ < »  + IX» + 2) « „ /  + £ > ■  = 2  (2„ + D!
n=0 n=* 0 /i=0

í - i r x 2- 1
5 2 [ ( «  + lX» + 2  ̂ 2 + c , ] * * = ^ +1)¡
w=0 «=0

La serie del primer miembro lo expresaremos como la suma de una serie de potencias 

impares de x en una serie de potencias pares de x, puesto que la serie de potencias del 

segundo miembro contiene solo potencias impares de x.

' ?  t - i . f i «  j  -  f .¿ O J  =  ( Yt
X  X

^ t ( 2 «  + 2)(2« + 3)c2„+3 +c2n+l]x2n+l +' ^ J ( 2 n  + \)(2n + 2)c2n̂  +c2n]x2" =
n=0 n=0 n=0

(-D "  ,x2„+.

por el método de los coeficientes indeterminados se tiene:
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1 (-D"
C2n+3= --------------------------------------------------------- [--- c2n+\]> V w > 0

2"+3 (2« + 2X2/1 + 3) (2w +1)! ln+i ,
formula de recurrencia.

c _____ S a_____C1 n ~
(2 /1+ 1X2 /1 + 2 )

para n = 0, c3 = — [1 - c , ] ,  c 2 = - —

, 1 r 2 c, ( - l ) 2c0
n = 1 , c, = ---- [----- + —J ,c 4 = --------- -

5 4.5 3! 3! 4 1.2.3.4

„ 1 r3 c, 1 v- l ) 3c0
n = 2 , c7 = — [------- -J , c6 = --------------

7 6.7 5! 5! 1.2.3.4.5.6

oc

como la solución y  = £ ^ c nx n = c 0 + c ¡x  + c 2x 2 + c 3x 3

n- 0

i  i  \2

y(x)  = c0 + c,x + ̂ c 0x 2 + ^  [1 -  c, ]x3 + c0 x 4

+—[-—+ ̂L]JC5 +0_^ +_L[2_£L]x7 +...
4.5 3! 3! 6 ! 0 6.7 5! 5!

y (x )= c 0( l + ^ - i 2 + ^ | - x 4 + ^ - / K . )

x 3 x 5 x7 rx3 2x5 3x7
+c,(.v------+ ----------- + ...) +[-------------+ - —  + ...]

1 3! 5! 7! 3! 5! 7!

n+1
y(x) = c0 eos x + c, sen je + y ---------^-x2n+1, V x e RZ-J (2n + l)!

n- 1

3C

como y (0) = y' (0 ) = 0 => c 0 = 0 y  c, =  0 .'. y(x) = ( - l ) n+,/2x2«+l

rt=l
(2/1 + 1)!
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d  d

Ejemplo: Hallar la solución de la ecuación diferencial —~  + jt— - 2 y  = e '  en serie de
dx" dx

potencia que satisface las condiciones iniciales y(0) = y' (0) = 0 .

Solución
X

como Xo = 0 es un punto ordinario, entonces suponemos que y = ^  c„x" es solución
n- 0

de la ecuación diferencial dada, de donde sus derivadas son:

—  = N  ' nc„xn~1 , — \  ' n (n - l)c,,x" ~ 2 además se tiene: ex = N  , luego al
í/x i dx2 ¿—én\

n-1 /?=2 n=0

reemplazar en la ecuación diferencial dada se tiene:

X  X  X  X

^ y \ ( « - l ) c „ y 2 «C„XH - 2 ^ c „ x n = y  y
/j=2 w=l n=0 n=0

ahora ponemos en potencias de x iguales.

X  X  X  x  n

' ^ ( n  + \)(n + 2 )c„+2x" + ' ^ n c „ x n - ' ^ 2 c„x" = ^ y
w=0 n=l w=0 n= 0

— 00 x  n

[(« + 1)(n + 2 )c„+2 -  2 c„ }xn + ^  nc„x” = ^ 7 T
n=0 w=l w=0

poniendo los inicios iguales se tiene. .

y x „
2c2 -  2c0 + y  [(« +  l)(n  +  2 )c„+2 -  2c,, +  «c„ ].v" =  1 +  ^  y -

/?=1 n=1

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

2c2 -  2 c0 = 1

(« + l)(n + 2 )c„+2 -  2 c„ + n c „ = — , V n >  1
n '

c2 = -  + c0
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l hí-2 -[—: + (2 -« )c „ ] , V« >¡
(« + l)(« + 2 ) ni

X

aplicando las condiciones iniciales en la solución y  = - c 0 + c¡x + c2x : +...
»=o

y (0) = y ' (0) = 0 = c 0 = c, entonces c2 = —

, 1 r, i 1 1para n = 1 , c, = — [l + c,l = —  = —
3 2.3 1 2.3 3!

„ 1 , 1  1 1n = 2 , c4 = — [—+ 0] = -------= —
4 3.4 2 2.3.4 4!

n = 3, c5 = — t - - c , ]  = - 4 r [ - - - ]  = 0
5 4.5 6 3 4.5 6 6

.  1n = 4, cA = —  
6 5.6

n = 5, c7 =
6.7

— - 2c4 
24 4

1

120
5 c.'<

6 !

7!

x 2 .v3 x4 .t6 x7
como la solución es v = cn + c,a- + c, x 2 + c ,x 3... /. y=; — + ^ ~  +  :----------- h------ +  ...

0 1 2  3 2 3! 4! 6 ! 7!

9.1.1 SOLUCIÓN ENTORNO A PUNTOS S1NGULARES.-

Se ha estudiado la solución en series de potencias de la ecuación diferencial
(j2 t

a2 ( x )— -̂ + a ,(x )“  + a0(x)v = 0 en tomo a un punto ordinario x = x 0 sin mayores
dx dx

dificultades , sin embargo cuando x  = x G es un punto singular no siempre es posible 

encontrar una solución de la forma y  = ^  ' cn( x - x 0)n ; entonces nuestro problema será
n=0

-c
de encontrar una solución en series de potencias de la forma y  -  ^  ' cn( x - x 0 ) 

donde r es mía constante que se debe determinar.
n=0
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9.1.2 PUNTOS SINGULARES REGULARES E IRREGULARES.

d~ y  dy
Un punto singular x = x0 de la ecuación diferencial — — + P (x )---- r Q (x)v  = 0 se

dx ' dx

denomina punto singular regular si ( x - x 0)P(x)  y ( x - x 0 ) 2 Q(x) son ambas analíticas 

en x0 , en otros términos ( x - x 0 )P(x)  y ( x - x 0) 2 (?(x) tienen una serie de potencia 

en (x - x0) con radio de convergencia R > 0.

Un punto singular que no es regular se denomina punto irregular de la ecuación.

Observación: Cuando en la ecuación diferencial a-,(x)— -  + ax(x )—  + a0(x)y = 0 los
' dx dx

coeficientes son polinomios sin factores comunes, la definición anterior es equivalente a:

Sea a , ( x 0) = 0 , obtenga P(x) y Q(x) simplificando y a° ^ - respectivamente
a 2 (x) a2(x)

hasta que estas sean fracciones racional irreducible. Si el factor x - x 0 es a lo más de

primer grado en el denominador de P(x) y a lo más de segundo grado en el denominador

de Q(x) entonces x = x 0 es un punto singular regular.

cC d
Ejemplo: En la ecuación diferencial (x2 - l )2 — ^ + ( x - l )  —  + y  = 0 , los puntos

dx~ dx

singulares son x = - 1 , x = 1 , al dividir a la ecuación diferencial entre

(x 2 - l )2 = (x  + l) 2 ( x .- l) 2 obtiene P(x) = -------- --------- y Q(x) = -------- ^--------7
( x - l ) ( x  + l )2 *  • ( * - l ) 2(x + l )2

analizando a P(x) y Q(x) en cada punto singular para que x = -1 sea un punto singular 

regular, el factor x + 1 puede aparecer a lo sumo elevado a la primera potencia en el 
denominador de P(x) y a lo sumo elevado a la segunda potencia en el denominador de 

Q(x) observamos que P(x) y Q(x) no cumple la primera condición por lo tanto 

concluimos que x = -1  es un punto singular irregular, para que x = 1 sea un punto 

singular regular, el factor x -  1 puede aparecer a lo sumo elevado a la primera potencia en 

el denominador de P(x) y a lo más elevado a la segunda potencia en el denominador de 

Q(x) por lo tanto analizando P(x) y Q(x) ambas verifican la condición, Luego x = 1 es un 

punto singular regular.
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Ejemplo: A la ecuación diferencial x 2 ( x + l ) 2 ^-%- + ( x 2 -1 )  —  + 2 y  = 0 dividimos
dx dx

2 , ,.2  . • d  y  x - \  dy 2 .
entre x  (x + l) , es decir: — v  + ----------- —+ —;--------- y  = 0

dx2 x 2(x + l ) d x  x 2(x + \ ) 2

Luego x = 0 es un punto singular irregular, puesto que (x - 0) aparece elevado a la 

segunda potencia en el denominador de P(x) pero x = -1 si es un punto singular regular.

Ejemplo: A la ecuación diferencial ( l - x 2) —  ̂ “ 2 x — +30^ = 0 dividimos entre
d;r  dx

, 2 A ■ d 2v 2x dy 30
1 -  x  .e s  decir: — ?---------------------------------------------------- h--y  = 0

dx 2 ( l-A /(!  + jf) dx ( l - x ) ( l  + x)

Los puntos x = 1, x = -1 son puntos singulares regulares.

i d 2 y  dy _
Ejemplo: En la ecuación diferencial x  — — -  2x -v 5y  = 0 x = 0 es un punto

dx dx '

singular irregular puesto que Q(x) = -4¡-.
x

9.2. METODO DE FROBENIUS.-

La solución de las ecuaciones diferenciales a2 ( x ) ^ - ^ - + a ^ x )  —  + a0(x)y = 0 en serie de
dx 2 dx

potencia entorno a un punto singular regular, se obtiene mediante el siguiente teorema 

debido a “Ferdinand George Frobenius”. .

Teorema: Si x  = x 0 es un punto singular regular la ecuación diferencial

f
dx dx

a2 ( x )— '— + a ^ x j - j -  + aQ(x)y  = 0 existe al menos una solución en series

OC x

potencias de la forma y  = ( x - x 0 )r ^ ^ c„ ( x - x 0)n = ' ^ ^ c n( x - x 0)"+r donde elde . . . .   ̂ a .. _
n- 0

número r es una constante a determinar.

La serie convergerá al menos en algún intervalo 0 < | x -  x 0 \ < R .
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2
Ecuación Indicia!: A la ecuación diferencial a2(x )— 7-+ <*,(*)—  + a0 (x )y  = O

dx dx '

escribiremos en la forma ——• + P ( x ) ~  + Q (x)y  = 0 ...(1 )
dx'  dx

Si .v = x 0 es un punto singular de la ecuación diferencial (1), entonces quiere decir que x 

p(x) y x 2 Q(x) son analíticas en .x0 = 0 y en consecuencia admite desarrollo en series de 

potencias, a la ecuación cuadrática en r dado por r ( r - \ )  + P0r + q 0  = 0  se denomina 

“Ecuación Indicial” de la ecuación diferencial (1) donde P0 = lint xP (x)  y
x—»0

qn = lim x 2Q(x ) a los valores r¡ y r-, de la ecuación indicial se le llama raíces indicíales
x-tO

ó exponentes de la singularidad.

Teorema: Demostrar que la ecuación indicial de la ecuación diferencial

d 2 y  dy— Y  + P (x )-----r Q(x)y  = 0 alrededor del punto singular regular
dx ' dx

*0 = 0 es r(r  - \ )  + P0r + q 0 = 0.

Demostración

como x 0 = 0  es un punto singular regular entonces por el teorema de Frobenius existe
X  X

una solución en serie de potencias de la forna y  = x r ^ T  cnx n = ^  \ cnx n + r ahora
n =0 n -0

f. <7 x

calculamos las derivadas —  = N  (« + r)cnx n+r~i ; — ^  '(n + r)(n + r - \ ) x " * ' ~ 2 .
dx ¿—i dx~ '

n=0  1 '¿ tliV r, n =0

por otra parte, como x 0 = 0 es un punto singular regular, entonces x p(x) y x"£!(x) son 

analítica x 0 = 0  en consecuencia admiten desarrollo en series de potencias es decir:

X

xp(x)  = ^T^P nx" , x 2Q(x)  = ' ^ ^ q nx n , donde ambas series convergen en un
n -0  n- 0

intervalo ! x | < R, centrado en x 0 = 0 , ahora reemplazando en la ecuación diferencial:
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+ W j  + Q ix )y  *  O 
dx dx

20 X  X  X
. 1 « n  _r« -  = o+ r)(n + r -  l)cnx n + r ~ 2 + ̂ - ' ^ ^ P nx" ̂ ^ ( n  +r)cnx"*r 1 + - y ^ , ^ jr" T ^ c»

w=0 «=0 w=0 /?=0 w=0

X  _̂j x x  ^ x  x

« + r)(w + r -  l)cB x"+'" 2 + / ’„x'1 (« + r)cnx" + ~  qnx n c„x" = O
w=0 «=0 /!=O * /;=0 n=0

X  X  X  X  X

^  (w + r)(n + r - 1 )c„x" + r~ 2 + x r ~ 2 (r + k)c„P„..k ]x” + x r ~ 2 ckq„.k ]xn = O
n=O «=0 /í=0 n-0 k—Q

x  n n

^ [ ( n  + r)(n + r - l)c „  + ^ \ k  + r)ckPn_k + ^ c kq„_k ]x" +''~ 2 = 0
n=O í-=0 A=0

por el método de los coeficientes indeterminados se tiene:
n

(n + r)(n + r - 1 )c„ + [{k + r)Pn_k + qn_k ]ck = 0 ,  V n > 0
*=o

pero n = 0, se tiene; r(r  -  l)c0 + (rP0 + q 0 )c0 = 0 

como c0 *■ 0 , entonces r(r  - 1) + rP0 + q 0 = 0 .

Que es la ecuación indicial de la ecuación diferencial.

Ejemplo: Resolver la ecuación diferencial x ^ —y  + 3 —  ~ y  = 0 aplicando el método de
dx1 dx

Frobenius.
Solución

Sea x0 = 0 un punto singular regular de la ecuación diferencial entonces por Frobenius la
X

solución en series de potencias es y  = ^  ' cnx n+' , cuyas derivadas son
«=o

x  2 *

—  = y  (n + r)cnx n+r~' y — f  = (n + r)(n + r - \ ) c nx n + r~ 2
dx dx~n=0 n=0
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ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada.

x  x  r

(ft + r)(n + r - 1 )cnx n + r~ 2 + 3 ^ ( / ?  + r)c„A-"Tr_l - ^ c , ;r xn+r = 0

n=0 n=0 n=0

y  (n + r)(w + r -  Jj)c„ x"*'' 1 +  ̂  3(n + r)cwx ”+r 1 -  ̂ c nx n+r =1
n=0 «=() n=0

X  x

-Vr [ ^ [ ( n  + r)(n + r -  l)c„ + 3(« + r)c„ ].v"_l -  ^  c„x" ] = 0
Ai — 0 w=0

ao x

+ r^(« + r -1 )  + 3)c„ ].r"_1 -  c,,.,*''"1 ] = 0
n=0 n=\

x r {—  * C°- + y [(n + r)(n + r + 2 )c„ '] = 0
«=1

ír (r + 2 )c0 = 0  . .
0 , V n > 1 ... (a)

[(« + /-)(« + r + 2 )c„ -c„_ , = 0

Luego r(r + 2) = 0 => r , = 0 ,  r2 = - 2.

para r, = 0 ,  c„ = V n >  1
«(« + 2 )

para n = 1 , c¡ = —

c, cn 2 c, 
n = 2 , c, = ---- =

2.4 1.2.3.4 2! 4!

c 2 2t'0
n = 3, c, =

3 3.5 3! 5!

„ = 4, c4 = ^  = ^
4.6 4! 6 ¡
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c„ -  — — —  , V n = 1,2,3.- 
«!(n + 2 )!

por lo tanto una solución en serie es: 5̂  = 2c0x” _  Y 1 2*"
' - c on!(« + 2 )! jLmd n\(n  + 2 )!

/7=0 n=0

cuando r2 = - 2 , la ecuación (a) se transforma en

( n - 2 )n.c„ -c„ _ | = 0 V n > l  => c„ = ■ n_!
{ n - 2 )n

, -  H i  - c 0 = 0  |c 0 = 0
para n = 1 y n = 2 ,

c2 -  c¡ = 0 [c, = 0

~ c2 n = 3, c-i — ——
3 1.3

o-, c, 2  c, 
n = 4, c4 = ¿

2.4 1.2.3.4 2!4!

c, 2c,
n = 5, c5 = —  = -

5 3.5 3! 5!

c4 2 c2
n = 6, Cf. = —  = -----

6 3.5 3!5!

2 c ,
c„ = •
" ( n - 2 )!n! ’

n = 3,4,5...

V  2 c , n _ 2

Luego la otra solucion es: y  = ------ 2 I ! * *

, para ¡ x | < oo
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9.2.1 CASOS DE RAICES INDICIALES.

Para aplicar el método de Frobenius se distinguen tres casos de acuerdo con la naturaleza 
de las raíces indicíales; para simplificar, supongamos que r, y r2 son las soluciones 

reales de la ecuación indicial, donde r, es mayor que r2 . La solución en series de 

potencias de la ecuación diferencial entorno a un punto singular regular lo trataremos en 
el siguiente teorema.

Teorema.- Sea x 0 = 0 un punto singular regular de la ecuación diferencial de segundo

d~ v dy 2
orden + P (x ) -----h Q(x)y  = 0 ,  supongamos que x p(x) y x  Q(x) son

dx dx
analíticas en el intervalo | x | < R y sean r, y r2 las raíces reales de la ecuación indicial 

r ( r - \ )  + P0r + q0 = 0 , donde r, > r2 , entonces la ecuación diferencial dada tiene dos 

soluciones linealmente independientes Yx (x) y Y2 ( x ) , validez para I x | < R donde la
CC X;

primera solución es Y¡ (x) = x '1 ^ ^ „ x ” = ^ ^ c„x" +'' , donde c0 = 1 y la segunda
n=0 n=0

solución Y2 ( x ) depende de r¡ -  r 2 es decir:
X< X

a) Si r x - r 2 no es un entero positivo, entonces: Y2 (x) = x ^
n=0 . n=0

donde b0 = 1

b) Si rx - r 2 es un entero positivo, entonces: Y2 {x) = x n ^  bnx n +cYx(x)Ln  [ x  \ ,
n=0

donde b0 = 1 .
X

c) Si r¡ = r2 , entonces la segunda solución es: Y2 (x) = K, (x) ln x + ^  ' bnx" ,
n=0

donde bn = 0 .Jo

N o ta : En la parte b) del teorema se tiene si r{ -  r2 es un entero la segunda solución se
r£-P(x)dx

puede obtener en la forma Y2 (x) = Yl(x) I— r-------dx siempre que Yt (x) sea una
J  Y;(x)

. d^ y  dy
solución conocida de la ecuación diferencial — -  + P (x)---- h Q (x)y  = 0.

dx dx
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■ d 2 y  dy
Ejemplo: Resolver la ecuación diferencial 2 x — y  + (x + l )—  + y  = 0. aplicando el

dx dx '
método de Frobenius.

Solución

como x 0 = 0 es un punto singular regular entonces existe solución en series de potencia
X

de la forma, y  = ^ ^ c nx n+r , donde r es constante por calcularse.
n- 0

Calculando las derivadas se tiene:

x  7 X

—  = N  ' (/?+ r)c„x"+r_1 y É—Z. -  \ ' fn + r)(w + r -  l)cJIjr*+r_2 reemplazando en la
n=0 n=0

ecuación diferencial dada.

X  X  X

2-r^T (n + rXn + r  - 1  )cnx n + r~ 2 + (x  + 1)^ T  (n + r)cnA"+r“1 + ^ c nx n+r = 0
«=0 n=0 n=0

X  X  X

^ ^ 2  (/? + r)(n + r -  l)cnxn+r_l (/? + /’ )c„Jt'l+r + ̂ \ r t  + r)cnx,l+r~l + ^ ^ c nx n+r = 0

n-0 n=0 w=0 /?=0

x  x  •

+ r)(2« + 2r -  l)c„jr"+'_l + ^  \ n + r + l)c<rv”+' = 0  

poniendo las x en potencias iguales se tiene:

X  X

^ ^ ( «  + /-)(2n + 2 /--l)c„x',+' _l + = 0 ; poniendo los inicios iguales.
/»=0 n=l

x  x

r(2r -  l)c0;cr-1 + + r)(2 n + 2r -  l)cnjr',+r_l + ^ \ «  + r)c„_1,
/7 —1 «  =  1

X

r(2 r -  l)xr_1 + xr- ’ ( ^ [(« + rX2« + 2 r -  l)c„ + (n + r)cn_¡ ]x") = I 
»=1

ahora aplicando el método de los coeficientes indeterminados

_ [ X n + r - ] =  0



Resolución por Series de Potencias 429

¡r(2 r — l) = O
para n > 1 .

[(« + r)(2« + 2 r - 1  )c„ + (n + r)c„_, = O

r(2r - 1 ) = O entonces « = —, r-> = O.
?

c„ = ------ ¡---------  la fórmula de recurrencia.
2« + 2 / - - l

para r ,= — se tiene cn = — — , n = 1 ,2 ,3,4..., 
?

i c' para n = 1, c, = -
2.1

n = 2 , o — -3 — SL-
2.2 2 2 !

2.3 2 .3  !

n -  á  ^  -  C°n  —  4 ,  C 4  —  — — — -  —  -

2.4 2 4!

= n = 1,2,3.
2".«!

i. (*) = Z  c" x"+r = i:2 (c° + Z c"xn} = *2C° '(1 + Z  x")
n=0 n—\ n=\

Z (—l)" n+- ' .
—-—  x  2 es la primera solución, para r2 = 0 , se tiene la segunda

n=o ^ n ’
solución, c„ = — para n = 1 ,2 ,3,4... 

2 « - l



430 Eduardo Espinoza Ramos

i opara n = 1 , c, = — -

n = 2 , c2 = -~ L  = Í L
2 3 1.3

n = 3, c, = -
5 1.3.5

. C-> C,
n = 4, c,

7 1.3.5.7

c = —  ̂ ^ c°----  para n = 1,2,3,..
” 1.3.5. ..(2 //-1)

OC X

(x) = ^  ' cnx"+r = £ c „ x "  puesto que r = r2 = 0

n=0 n=0

* • para | x | < ”M u  - 1)
n=\ n=1

Luego la solución general es: Y(x) = c, F, (x) + c 2 Y2 (x)

.d y  ,
dx2 dx

Solución

Ejemplo: Hallar la solución general de ia ecuación diferencial

Del ejemplo, el método de Frobenius proporciona solamente una solución de esta

2 n , x  X 2 x 3
---------------x  =  1 4------- i----------1— —  ■
!(« + 2)! 3 24 360

OC 9 t.

Z 2  „ x  x  x
------------------X  = 1 +  — H----------i--------- +  ...

n\(n ^M= 0

de la observación se tiene una segunda solución. Y2 ( x )  = F¡ (x) I----  — —  dx
Y\ (x)í

, -  ín  -'
e J

x)dx
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Y2(x) = Yl (x) f e- J — dx = Y¿x)  f
J Y?(x)  J

dx _

dx

Yf ( x )  ' J 3 X x 2 x 3 2
1 x [1 + -  + —  + -—  + ...]

3 24 360

v i  \ r dx v , \ r 1 /i 2 x 1 19 3 u
‘ W J  2  7  ,  ,  1 J 7  3  T “ ™ *' 3r. ¿ 7 2 x'

X [1 + - X  + -- X + ---+ ...
3 36 30

f  1 2 1 19 1 2  1 19
M  ( - T ------r  + -------------+ - ) d x  = K(.r)(------ -  + —  + - l n x -------

J x3 3x 4x 270 1 ? x 2 3x 4 270

^ y ,(x )  lnx + ^ ( x ) ( - - ^ -  + ̂ - - ^ | - .
4 2x 3x 270

Luego la solución general en el intervalo 0 < x < *  es

Y(x) = c, y, (X)  + c2 [ i  y, (x) ln x + y¡ (x ) ( -  —y +  ^ - - ^ - x + ....)]
4 2x 3x 270

t/2_y úfy
Ejemplo: Hallar la solución general de la ecuación diferencial x — — + --------4y  = 0

dx2 dx
Solución

como x0 = 0  es un punto singular regular, entonces la solución en series es 

y  = ^  c n x " ' r , de donde sus derivadas es - j -  = ^  ' (n + r)c„ x"  + l y
// = 0 n = 0

2 x
= y  (n + r)(n + r ~ \ ) c nx"^rc~2 

dx- 
n̂—0

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada

00 00 X
x£ ( n  + r)(n + r -  l)c„x"+r"2 + ^  \ n + r)cnx"~' - 4 ^ ^ c „ x " +' = 0

n—0 n=0 «=0

oo oc oo
y  (ft + r)(« + r -1  )c„ x^ ' " 1 + y  (« + r)c„x"+':~' 4e„,x = 0
n—0 n =0 w=0
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n=0 n=O n=0 /;=!

X  OO X  X

X ( - O 2cflx— - ^ 4 C,rv " - = 0  => (« + r )2 cB-v"+f~l -  4c„„
n=0 .

x

^ [ ( „  + r)2c¿ - 4 c „ _ ,K +f- 1 = 02 /-I
r  C’n A'

x

r_l +xr’ l ^ [ ( ' I + '')2c» _ 4 c «-i ]*" = °r cnx
n=1

ahora aplicando el método de los coeficientes indeterminados, r 2 = 0  => r, = 0 , r2 = 0

,  4cn_, 4c„_,
(n + r) c„ -4 c„ _ , = 0 => cn = -j - como n = , '2 = 0  entonces c„ = — —

(n + r) " n~

i 4copara n = 1 , c, = ——

4c, 42c0 42c0
n — 2 , c-, — — — — — ,

2 (1 .2 ) (2 !)

-  i  _  4c2 _ 43 c0
11 C3 ->2 , , i >23¿ (3!)

4nc0

C" (n\)2

Luego la solución resulta. Y} (x) = c0 ——7  para | x | < oc
t o  <” !>

para obtener la segunda solución linealmente independiente hacemos c 0 = 1

P(x)dx 
f e  *

_ J Yhx)
como se conoce Y-, (x) = Y] (x) I-------------dx
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Y2 (x) = Yx (x) f - d x  = y, (a) f-
J  Yhx)  J^ ( x )  x[l + 4x + 4x2 + — x3 + ...]2

9

= y,(x) f ----------------- — -----------------= y ¡(x ) f - ( l - 8x + 40x2 —'—  x 3 + ...)dx
J r, a 3 i J x  9x [l+ 4 x  + 24x + —  x  + ...]

9

= Yx(x)  f( - - 8  + 4 x - ^ l x 2 +...)dx = í^ (x )[ln x -8x + 2x2 — +••■]

Y2 (x) = yj (x) ln x + y, (x )( -8x + 2x2 -  ~ ~  x3 + - •)

Luego la solución general de la ecuación diferencial es: 

y(x) = C,Y, (x) ln x + y, (x )( -8x + 2x2 x3 + ...)

Ejemplo: Encontrar la solución general de la ecuación diferencial

2x 2 ^ - y - x  —  + (1 + x )y  = 0 alrededor del primer punto singular regular 
dx dx

x0 = 0 .

Solución

como x 0 = 0  es un punto singular regular, entonces la primera solución diferencial dada
X  _  .

es: y1(x) = ^ c „ x ' ,+'' , calculando sus derivadas y 't(x) = / ^ ( n  + r)cn
n=0

X

y, (x) = / ( n  + r)(n + r - 1  )c„x"
n=0

x"+r- ‘ y
n=0 «=0

ahora reemplazando en la ecuación diferencial dado.

!» X x

2x2 + + r “ 1)c«*"+r"2 “ + + (1 +,x " +'  = 0
n=0 il=0 n=0
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n=O n=O

, y + r+]  =  o

X  X  X  : X

y  2 ( / i  +  r ) ( «  +  r -  1 ) c 0 j c” + '  - +  ' ^ ^ c „ x " +r +  ' ^ ^ c n x n+r^  =  O

h=0 «=0 ai=0

X X

^ [ 2 (« + /-)(« + r - l)c „  - ( n  + r)c„ +c„]xn+r + ^ c „ j
n=0

X  X

y *  (n + r -  l)(2 w + 2r -  l)cnx',+'' + ̂  c„_
«=0 /»=1

X X

( / • - 1)(2 /" —l)c0.v' + —1)(2« + 2r - 1 )cnx n+r + / ^ . cnJf"+r = l
n=\ n=\

x

(r - \)(2r -  l)Coxr + ^ [ ( „  + r - 1)(2« + 2 r -  l)c„ + ]xn+'  = O

n=0

,xn+r = 0

n=l

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

I ( r - l ) ( 2 / - - l ) c 0 = 0, c0 *  0 

I (n + r -  l)(2n + 2r -  l)c„ + c„_, =0
entonces

»1 = 1, r2 = '

C„  = ■
n-1

(n + r — l)(2w + 2r - 1)

rt = 1 se tiene c„ = - H-l
«(2« + 1)

para n > 1

para n = 1 , ct = -
1.3

n = 2 , c2 = ---- — =

n = 3, c3 = •

n = 4, c4 = ---- =

C1 co
2.5 1.2.3.5

co
3.7 1.2.32.5.7

c3 co
4.9 1.2.32.4.5.7.9
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n = 5, c5 = — —  = --------- 7~ r<: i i m  < e2 .5 .II l .2.3 .4.5 .7.9

x  oc x

como y,(x) = = x ' X ^ x "  = x y c„x"
/í=0 w=0 w=0

y,(x) = x(l + y -------: -------- X” )

' l .2.3 .4.5 .6.7 .8.9..../J=l

y,(x) = x ( l + >  para c 0 = l *  0 .
a— «!(2« + l)

ahora calculamos la segunda solución.

como rl - r 2 = — no es un entero entonces de la parte a) del teorema se tiene

l
y,(x) = x 2 ^  ' bnx" donde b0 = l .

bn = ------= ----------------, V n > l
(„ _ I )2w »(2« - D

n = 2 , ¿>2 = -

n = 3, b ¡ = -

n = 4, b4 = -

2.3 1 .2 .3

_ ¿o
3.5 1.2.32.5

A.- ¿0
4.7 1.2.32.4.5.7
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n = 5, b5 = —^  = -J c r. , ~ -2  a c2 -5.9 1.2.3 .4.5 .7.9

( - i r  ¿b ( - 0 %
,2.32.4.52.6.72.8... « ! (2 « - l)

2 (x) = x 2 [Z>0 + V 1 ^ - 7̂ - 77] para bQ = 1*0 
/?!(2 « - 1)

«=1

w ^ + y  h í í I ]
- L Z _ j« !(2 / j - 1)

W=1

Luego la solución general es dado por: Y (x) = c] Y¡ (x) + c 2Y2 (x)

Ejemplo: Aplicando Frobenius, hallar la solución general de la ecuación diferencial

d 2y  dyX  T  + —  + y  = 0
dx dx

Solución

como x 0 = 0 es un punto singular regular, entonces la primera solución es:
x  *

Yx (x )  = c nx n + r , calculando las derivadas - j -  = (« + r)c„xn+' y
n=0 "=0

2 *
— Z = \  (,? + r)(n + r _ i )Cí¡x"+''"'2 reemplazando en la ecuación diferencial dada se 
d x 2 n=0

QO X  X

tiene: x ^ ^ (n  + r)(« + r -l)c „ x 'i+' - 2 + ^ ^ ( «  + r)c„x"+'_ l+^^c„x""' = 0

n=0 »=0 «=0
oo x  x

y  \ n + r)(» + r - l) c „ x "+r~1 + ^  ' (» + r)c„xn+l 1 + ^  ' c„x"+' = 0  

n=0 «=o n=0
x x

poniendo las x en igual potencias se tiene: ^ ( n  + r)2cnx"+r- l + ^ c n__]Xn+r- 1 = 0
n=0 n=l
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poniendo los inicios iguales.

X  00

r V r~' + ^ \ n  + r)2cnx n+r- x
n=l n=l

x

r2c0Arr_l +x''_i^ [ ( «  + r)2c„ +c„_l ]x" = 0 

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

para r = rx = r2 = 0 , c„ = — V n > 1. 

para n = 1 , 

n = 2 , 

n = 3, 

n = 4,

c, = - Í2.
l2

£o_
22

c = - z 2 - ~ -C-1 — _ —

22.32

4 2 22.32.42

(-I)" c0 _
cn -  para c0 -  i

(«!)

' ( - i ) ' V
2

n  ( " ! >  w=0

ahora calculamos la segunda solución Y2 (x) pero como ri = r 

teorema se tiene

= 0 por la parte c) del
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x  re

Y2(x ) = ^  ' bnx"+r + (x )Inx Y2(x) = ^  ' bnx n + y¡(x ) ln x , donde r = 0.
n=0 n* 0

x  x
(—1) je

h”X" /  -------T̂ r- )*n;c > calculando las derivadas se tiene:
(«!)H=0 «=0 ' ’

' t r  é r  <"’>• t ínnf903 - i s . ooorafn la (>f.<xih.üuqe

n „n-2 ■? ■ , i\w %.**“!
V /  u l  1.-2 , m  V ^ “ 1)1* V " H  Au +<2,— ^ — >to* +L - ^ - +z . - 3 tlo!) ■<—  (n!) <»!)/í-2  —1 —1

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial

Z , ,w n- 1 * X, V n( - l )  x fll
» « - I V  + >  —------1— 5--------  l n x + >  ----------r—

¿ i  (n\)2 ¿ - f  («D2n=¿ n*.2 n* 1

+y  »HVV +y  y
¿Lj  ( n l f  L - i n ¿ - J  (,¡ ¡)2
«=1 '  n=l «■=! '  '

. t ^ + y v “ + < y i ^ ) 1B - - o

(«!)■ ^  (« 0 *n=0 V 7 h=0 n=0 V ’

agrupando las series se tiene:

X  X X

w(w-l)¿„x”~' + ^ n /? „ x " ‘ l + ŷ b „ x n +
/;=2 /j=1 n-0

+ (y »Kn-lX-l)-^ + y ^ ) ^  + y í z ^ ) i n x  + 

t f  («o2 tr <«!> rr '

Z  « (-!)" x , y />(-!)"x y (-D " x H
(« !)2 ^  (« !)2 (/»!)2a=2 ;j=1 n-0

poniendo las x en una misma potencia.
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x  x  x

2 > - l+
n-1 n=O n-O

Z (w + l)(-l)"+1x" ( y > (/i + i)(-i)"+1x" | y (- iy '/)lnT 
((” + 1) ¡)2 “ S' ((« + 1) ¡)2 "  (w!)2

(y  (w + i)(-i)"-|,y" t y  „(-i)"x» ^ (-DV
' ((n + 1)!)2 ^  (m!)2 ^  (n !)2

/i=0 vv ’  ’ n=\ n-O v 7

x  x

n(n + l)b„+\Xn + y  ((« + 1)¿>B+| + 6J x " )  +

(« + l ) ( - l ) ' ,+1x ” 'V ' ,(«  + l ) ( - l ) ”+l , ( - ! ) % „

«=0 n=0

y  (w + i)(-ir -x- +y  (n + i x - p -  +(zir.)x- )lnx + 
^  ( ( « + 1)!) ( ( « + 1)!) (n O
n=] n=0

+(y  (( ü i « z i C + + y  z - v ? , .  0
« n  + 1)0  (n ')! (» !)¡w=0 w=l

poniendo los inicios iguales tenemos

f t + t b + Y « . + ^ + lk ^ ) + £ ( 3 i í ¡ ! f c C + f c ! t ^ . h x
¿ - f  ((« + l ) ! r  («0w=l w=l

+y ( ( " ^ x - i r + (n t i ) M r
((« + 1)!) (n!)

n=1

4, + ¡* + Y [ < »  + 1)¡ 4 „ , + 4 . ln* = 1
a—' (« + 1)(«!) '(«  + 1)(h!)
«=1 W=1

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.
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bn+1 = ---- l- r [ b n + " ~ + 2" a -  1)"] V n > 1
(/j + 1)2 (« + 1)(«!)2

-> Ir». 8 ! l r5 2 ,  31n = 2 , í>3 = — [6, + — ] = — [ -  + —] = -------
9 2 12 9 8 3 216

1 15 1 31 15 83
n = 3, b, = ------[¿>,-------] = ------[--------------- ] = -------

16 24 16 216  24  1728

C 1 1
Ï2C*) = ( l - x  + — x 2 -------- .V3 + -x 4 + ...) + K (x)ln x

2 8 216 1728

Luego la solución general es Y(x) = c, Y¡ (x) + c2 Y2 (x)

Ejemplo: Aplicando Frobenius, hallar la solución general de la ecuación diferencial.

2 d 2 y  i « . dy
-+{x  - 2x) — + 2j ’ = 0 

dx2 dx

Solución
. X

como x 0 = 0  es un punto singular regular, la primera solución es Y] (x) = ^ ~ '  cnx"+l ,
»=o

x  2 _

cuyas derivadas son: —  = N ' (n + /-)c„x 'I+r~i y — ^  = N  ' (w + /-)(/í + r - l ) c „ ' " * '  2
í/x < ¿v2dx < dxn=0 n=0

reemplazando en la ecuación diferencial dada.
X  X  r.

+ r)(/i+  r - l ) c , lx"+'""2 + (x 2 - 2x ) ^ ^ (n + r ) c „ x + 2 ^  ’ c„xn*' = 0x 2
n= 0 m=0 n>=0

X

x"+r = 0^ ( «  + r)(« + /- - l ) c nx”+r + ^ ( «  + r)c„x"+r+1 - ^ 2(« + r)c„x"+r + 2^ c „  
«=o «=o

X  x

^  [(n + r)(n + r -  3) + 2]cnx"+r + ^  (« + r)cw,x"+''+l = 0

n=0 n=0
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ix"+r = 0

poniendo las x en una misma potencia.

r x

[(« + r \ n  + r  -  3) + 2 ]c„xn*r + ^  (n + r -  l)c„.
/»=*0 w=*l

poniendo los inicios iguales se tiene.

í X
[ r ( r -3 )  + 2]c0x r + ' ^ [ ( n  + r)(n + r - 3 )  + 2]c„x,’*r + ' ^ ( n  + r - \ ) c „ _ ]x n+r = 0

w«l n-\

[r (r -3 )  + 2]coy  + x r ^ ^ ( [ ( n  + r)(n + r - 3 )  + 2]c„ + (n + /--l)c„_ l )x'' = 0 
//=!

x

[a-2 - 3 r  + 2 ]c0x' + , '  ^ [ (w + , - l ) ( „  + , - 2 )c„ +(/! + / - - 1)c„_|]at" = 0

«-i

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

Ir2 - 3 r  + 2 = 0 => r, = 2. r2 =l  

|(n  + r - l ) (n  + r - 2 )c„ +(n + r - \ )c„ _ ] = 0

c = ------ V n > 1
" n + r - 2
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C l Cr\
n = 4, c4 = — f  «■ 0

4 1.2.3.4

 ̂ _  ( - l ) ”c0 _ ( - ! ) "  c0 

" 1.2.3.4...« ni

como y¡ (x) = ^ c „ x "+2 = c0x 2 c„x"+1
n-0 n=\

_*• , / i \n „ «+2 _y- / i\"

/7 =  1 /7=0

^ /_ 1\ W y,]
para c0 = 1 *  0 , y x ( - 1) = x 2 >  ------ ~  = x 2e~x

¿ - J  n !
fl=0

ahora calculamos la segunda solución y2 (x)

pero como r¡ -  r-, = 2 - 1 = 1 es un entero, entonces la solución es

X.

y 2 (*) = y  K x " "2 + c0y\ (*) ln a- , donde b0 = 1
n=0

para calcular bn y c0 utilizaremos un método alternativo en lugar de usar el método de 

derivar y reemplazar en la ecuación diferencial.

El método alternativo consiste en lo siguiente:

X

SeaK2 (x) = —  [(^-/•2 )í(r,x)]|Wi , donde los coeficientes de Y(rxx)  = / / V
n+rx se

n—Q

mantiene en función de r, de acuerdo a la fórmula de recurrencia. cn = ------ !LJ—  V n > 1
r + n — 2

n = l ,  c, = -----—  c0
r -1
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_„ _ q _ ( - D 2n 2 , c? — —
2 r r ( r - l )

n _ ,  . ^2 _  ( -D 3 0̂n 3, — ■
r + 1 r (r - lX r  + l)

r + 2 r ( r - l ) ( r  + l)(r + 2 )

X7/ v r r+1 r+2 r+3 r+4
/ ( r 1A,) =  C0X +C jX  +  c 2*  +  c 3*  + c4 x  + .. .

Y(r x ) -  c x r +L } l c + i Z i L c ^ 2  , ( -D 3 e xr+3 .
( '  ) 0 r - l  0 r(r — 1) r ( r - l ) ( r  + 1) °

/ i \2
( r - r , ) y ( ¥ ) = ( r - l W ¥ ) = c0[ ( r - l ) x r +  ( - 1 ) 1a ,'+1 +  ^ - ¡ - x r*2 -

r

—  ( r - l ) ( r , x )  =  c 0 [ x r  +  ( r - l ) A r  l n x  +  ( - l ) ' A r+1 I n A — 7--r  +2
¿?r r

1 r+2 , 2 r  +1 r+3
+  -  x  ln A- +  — -------  X  — :

r  (r  + r) r ‘

Y2 ( x ) =  —  [ ( r -!)>>(/•, x ) ] |^  _ ! =  c0 [ a - x 2 l n x - A 3 +  a 3 ln  a  +  ^ - a 4 -
d r

3 x *
r , ( A )  =  C0 ( A - A 3 + - A 4 + . . . )  +  C0 ( - A 2 + A 3 -------- +  . . . ) l n A
‘ 4 2

3  -) x
F2 ( a ) =  c0 x ( 1 - a 2 + ~ * 3 +  - . )  +  c o ;c2( _1 +  : ,f _ - ^ _ +  " - ) l n -r

para c0 = l *  O se tiene.

3  2 3
y 2 ( A )  =  x ( l - A 2 +  - x 3 + . . . ) - a 2 ( 1 - a  +  = x ( 1 - a 2 + - x i + ..

~»Íw~

(~ 1) V +3 ,
r (r + 1) "

p — Ar+3 l n A  +  . . . j  
' + r

a4 i i—  In A + ...1 
2

, ) - y ¡ ( A )  ln a
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Luego la solución general de la ecuación diferencial es: Y (x) = c, y, (x) + c 2 Y2 (x) •

2 d 2y  dy 3
Ejemplo: Resolver la ecuación diferencial (x - x ) — —+ 3 ------- 2y  = x  + —  ,

dx2 dx x -
alrededor del punto singular regular x 0 = 0 .

Solución

En primer lugar hallaremos Ja solución en series de potencias de la ecuación diferencial 

homogénea Yg (x) y después hallaremos una solución particular Yp (x) de la ecuación

diferencial no homogénea.

Entonces calcularemos la solución en series de potencia de la ecuación diferencial

t i  , ,

' dx2 dx

sus derivadas son:

2 .
(X2 -* )^ - j+ 3 — -2>>=0 la solución Io en series de potencias es Yx (x) = ^  \c„x"+r donde

^ -  = ' V ( «  + r)c„.v"+r*1 y ^  = V ' ( n  + r)(« + r - l )c„xn+r 2 
dx t i  dx &

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial

00 X  x

(x2 - x ) ^  ' (n + r)(n + r -  \)c„xn+r~2 + 3 ^  ' ( n  + r)c„x'1+'"' - 2 ^  ' c„x"+‘ = <
n=0 fl=0 n=0

x  oc X

+ r)(n + r -  \)c„xn+r + r)(n + r - \ ) c nx"*r~' + ^ 3 (n + r)c„x"+r~'
n=0 n* 0 n=0

x

- ^ 2 c „ x n+r = 0
n= 0

+ /■)(« + /■ - ! ) -  2]c„x"+r + ^ ^ [ 3(n + r ) - ( «  + r)(/H->--l)]c,lx''+''~' = 0
n=0 n=0

00 X

[(« + r)(n + / • - ! ) - 2 ]c„x"+r - ^ ( w  + r)(n + r-4)]c„A :',+'“ 1 = 0

«=o «=o
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X X

^  " [(n + r -!)(/? + r -  2) -  2]c),_1.y”+''~i - ( r - 4 ) c 0x r'"1 \ n + r)(» + r -  4)c„ Ar"+r~1 = 0
n=l «=i

X oc

/■(r-4)c0,rr_1 (n + r)(h + r - 3)cn_lx"'rr~> -  ^  ' (w + r)(n + r — 4)c„x"
n—1 n=1

x
r(r  — 4)c0x r~[ + ^^[(;? + r)(/7 + r -3)c„_, —(« + r)(n + r — 4)cn ~\xn+' _I = O 

«=i

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

í r(r  -  4) = 0 => r2 = 0, rx = 4  

\ ( n  + r)(n + r - 3)c„_, -  (/7 + /-)(« + r -4 )c „  = 0

(« + r -3 )c„  , ,= v----------- i^ízL V n > 1
« + r - 4  

. n + 1
para r = r , = 4 ,  c„ = ------ c„_,, V n > l

n

2
para n = 1 , c, = y co = 2c0 

n = 2, c, = — c, = 3 cn
2 2 1 0

,  4 „
n = 3, c3 = - c 2 = 4 c 0

y>W  = ^  c«x”+r = *r ^  ¿V,x” = x4 ^  (« + l)c0x n para cft =
n=0 n=0 n=0

x
^(,y) = x 4^ ( n  + Y)x"

n=0

x  X   ̂ X  ^

Se conoce que ^   ̂x n = —í— => ^  ' nx"~l = -------- — => ^  ' (h + 1).y" = --------- —
n=0 l ~ X n-\ O - *) „=0 (1 _ *)
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V !  \ 4 1 X4Y\ (x) = x -
(1 - x )2 (1 - x )2

ahora calculamos la segunda solución Y2 (x) como r, — r2 = 4  entero, entonces la
00

segunda solución es: Y2 (x) = —- [(r - 0)_y(rx)] |r=Q , donde Y(rx) = cnx n+' de 

fórmula de recurrencia se tiene: c„ = — ——— c„_, V n > 1'* . A n *n + r - 4

'a
n=0

1 r ~ 2  para n = l ,  c, = --------c0
r - 3

r - 1 r —1
n = 2 , c2 = -- c ,  = -------- - c 0

r - 2  r - 3

-j r r
n = 3, c3 = ---- - c 2 = ------ c 0

r -1  r - 3

. r + 1 r + 1
n = 4, c4 = ---- c3 = — - c 0

r r - 3

„ r + 2 r + 2
n = 5 , c5 = ---- - c 4 = ----- - c 0

r + 1 r - 3

K(rx) = x'"(c0 + CjX + c 2x 2 + c 3x 3 + ...)

. r - 2  r - 1  2 r 3 r + l 4 , /' + 2 5 ,= x ( c Q + ---- — Cq X  + ----------------------------------------------------------- - c 0x + ---------- c 0x  + -- c 0x + -- c 0x  +...)
r - 3  r - 3  r - 3  r - 3  r - 3

, , r , K r ~  2 ) r+i , r ( r - l )  ; +2 r2 r+3 r(r + l) +4 r(r + 2) 5
rY(rx) = cn(rx H----------- x H----------- x + ----- - x  h--------— x + — x + ...)

v ’ 0 r - 3  r - 3  r - 3  r - 3  r - 3

r2 (*) = -7 -[''y ('* )] |r = 0 = c 0(1 + | x  + y )  para c0 = 1
o r

22x x  ., ,Y2 (x) = 1 + —  + — ; Luego la solución general de la ecuación homogénea.
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x4 2x x 2
Y2 (x ) = c¡-------— + c2 (1 + —  H-----); ahora calculamos una solución particular

(1 -x )  3 3

Y (x) de la ecuación (x2 -  x) + 3 —  - 2 y  = x  + - ~
dx2 dx x2

La solución particular Y  (x) se puede calcular por cualquiera de los métodos anteriores,

variación de parámetros ó reducción de orden, en particular lo calcularemos por series, 
para esto aplicaremos el método de superposición.

X

Sea Ypx (x) = cn x n+r una solución de la ecuación diferencial
n=0

2  d 2 y  dy 
(x -  x) — — + 3  -----2y -  x  calculando sus derivadas se tiene:

dx2 dx

^  (n + r)c„x"+r~l y d Yp^ X * = ^  (n + r)(n + v - \ ) c nx " ' r~2 
dx ¿ - i  dx2 ¿ - i

n—0 n=0

reemplazando en la ecuación diferencial (Ver la parte de la primera solución)

X

-r (r -4 )c 0x'"'1 ''[{n + r)(n + r -4 )c „  - { n  + r)(n + r-3)c„_i ]xn
n=i

..n+r-l =  x

La igualdad se cumple sí y sólo sí. r - 1 = 1 y n + r - 1 = 1, de donde r = 2, n = 0 

se observa que n no admite más valores entonces:

1 , x 2
- r ( r - 4 ) c 0 = 1 => 4c0 = 1 => c0 = — como Yp^(x) = c0x  = —

en la misma forma calculamos Y„
p 2

n=0

X

la solución (x2 -  x)  + 3 —  -  2 y  = ; haciendo todos los cálculos anterior se tiene:
dx dx
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X

- r ( r - 4 ) c 0x r~{ + ^ [ ( n  + r)(« + r -4 )c „  ~ (n  + r)(n + r -3 )c „ ^ ] x " +r~' = 3x~2
n=\

la igualdad se cumple si y sólo sí r - 1 = -2  y n + r - 1 = -2  de donde r = -1  y n = 0 

además - r ( r  - 4 ) c 0 = 3  para r = - l => -5co = 3 => c0 = - j

Yp2(x) = c0x r =

x 2 3x~'
La solución particular es Y„ (x) = -------------

p 4 5

La solución general es Y(x) = Yg (x ) + Y (*)

c,x4 2x x 2 x2 3aT 1
Y(x) = — — y ffc 2(l + —  + — ) + — —

( 1 - x )2 3 3 4 5

9.3. DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ESPECIALES.-

9.3.1 ECUACIÓN DE BESSEL Y FUNCIÓN DE BESSEL DEL PRIMER TIPO.-

La ecuación diferencial x 2 ~~ + x ~ ~  + (x 2 - P 2)y  = 0
dx2 dx

se llama ecuación de Bessel de

orden P con P > 0, la ecuación de Bessel es una ecuación diferencial de segundo orden.

La ecuación de Bessel surgió en el estudio de la radiación de energía y aparecen 

frecuentemente en estudios avanzados de matemática aplicada, física e ingeniería y 

particularmente en aquellos en que el modelo matemático se expresa naturalmente en 

coordenadas cilindricas; ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias alrededor

del punto x 0 = 0  el cual es un punto singular regular; sea Ypx (x) = ^  

primera solución, calculando las derivadas se tiene:

la
«=o
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dyx
dx

CC

= ^ T (K  + r)c„ n + r -1 d  y ,
J o

dx'

oc

= (n + r)(n + r - 1 )c„; .n+r-2

n=0 w=0

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial dada.

.*"+r = 0a:2 ^  + /*)(« + r -  l)c„ 2 + (n + r)cn x n+r 1 + (x2 -  p 2 ) ^ ^  cn j
w=0 n=0 n=0

OC 00 00 00

(« + r)(« + r — l)c„x"+r + ^ ( «  + r)c„x'I+'' + ^ c „ x ',+,'t2 p 2cnx n+l = 0 

« = 0  / i= 0  /i= 0  /i= 0

oc 00

^  ((» + r)2 -  /  )c„ x”+r + c„ xn+r+2 = 0
w = 0 n=0

poniendo las x en una misma potencia. ^  ' [(n + r )2 - p 2]cnx n+r + ^ ^ c n_2x n+r = l 

poniendo los inicios iguales.
n=0 n=2

0C oc
(r2 - /? 2 )c0xr + ((l + r)2 - p 2)cxx r+l + ^ T [(«  + r)2 - p 2]c„x"+r + ^  c„_2

n=2 n -2

CO

(r2 - p 2)c0x r + [(l + r)2 - p 2 ]c1x r+' + ^ [ ( ( n  + >-)2 - P1 K  + c„-2V ' +r =

x n+r = 0

n=2

aplicando el método de los coeficientes indeterminados

(r2 - p 2)c0 = 0

((\ + r )2 - p 2)cx = 0

[(n + r )2 - p 2]c„ +cn_2 = 0

r¡ = p ,  r2 = - p  

(r2 + l r  + \ - p 2)cx = 0

de donde:
(« + r)2 - /3 2

V n > 2

para r, = p  => (/>2 + 2p  + l - / ? 2)C] = 0 => (2p  + l)c1 = 0  ==> q - O
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como c = ---------— —  V n > 2
n(2p  + n)

para n = 2 , c , = ---------------
2 2(2 /?+ 2 )

n = 3, c, = ---------------= 0
3(2/7+ 3)

n = 4, c4 = -  C2
4(2 p  + 4) 2.4(2/7 + 2)(2/> + 4)

n = 5, c. = ------- —----- = 0
5(2p + 5)

C4 _  C0n -  6, c6 = —
6(2 p  + 6) 2.4.6(2p + 2)(2p + 4)(2p + 6)

n = 7, c7 = --------- ------ = 0
7(2/7+ 7)

n = 8, Cg = -  Cfi
8(2/7+ 8) 2.4.6.8(2/7 + 2)(2 p  + 4)(2 /> + 6)(2 p  + 8)

C7
n = 9, c9 = --------- ------ = 0

9 9(2/7+ 9)

Luego la solución Y] (x) queda expresado así:

( - 1  )nP0x 2n+Py ¡ ( x ) = y  cnx,,+'' = y  ——
1 A -  " 2 .«!(n=0 n=0 -  ..l!(/7 + l)(/7 + 2)(/7 +  3)...(/7 + «)

donde c0 es una constante arbitraria. En particular tomamos c0 = —
2' r(p +i)

anterior se transforma en la siguiente solución particular.

, la solución
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( - 1)" - X2n+P

(-O" ^x fn+p

Y,(X) = V  —---------
2-”' p.n \(p + \)(p + 2)(p + 3)...(p + n)T(p  + 1)

X

En forma simplificada queda en la forma: K (x) = >
M 1 Z j r ( n  + l)jT(B + /> + l ) ' 2

n=0

La cual se denomina “Función de Bessel de orden P de primer tipo, y denotaremos por

J  ( x ) , es decir: J  (x) = ̂ ---------- — ------------ (—)2n+p
p p ^ n n  + \)T (n  + p  + \) 2

n=0

Observación: Como casos particulares

(-
(n \)2 '2

( l )  Si r = m = entero no negativo, nos queda: J m (x) = /  -----------------(—)2n+m
¿—*n\...(n + m)\  2

(T ) Si r = p = 0 se tiene J a (x) = y  ~ -  (—)2"
Z— '
n=0

,.(n + m)\
n=0

ahora calculamos la segunda solución Y2 (x ) , en este caso debemos tener cuidado en la 

solución Y2 (x ) , para dar la solución general de la ecuación de BESSEL.

Io caso. Si r] - r 2 = 2 p *  de un entero y P > 0 entonces estamos en la parte a) del 

teorema anterior por lo tanto una segunda solución se obtiene sustituyendo P por

x  ( - 1)"-P es decir: J_ -, . = y  ( - 1)_______ (£x2
' p Z - i r ( n  + \ ) . r(n-p + l) 2n=0

Luego la solución general de la ecuación de BESSEL de orden P es:

Y(x) = c iJ p (x) + c 2J _ p (x)

2° caso. Si r, = r2 -  p  -  0 se observa que J  (x) y J _ p (x) son iguales.

3o caso. Cuando r¡ - r 2 = 2/? es un entero y P es un entero. La segunda solución es

eos P n J  p ( x ) - J _ D(x) 

sen P,t
es: Y = c iJ p (x) + c2J p (x)

J 2 (x) = J - P ( x ) , donde Yp (x) = ------------p - - - — ------ , y la solución general
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cos P n J p (x) -  J _0 (x) 

sen P n
de segundo tipo.

Nota: A la función Y  (x) = ------------  ——------  — -  se denomina funciones de Bessel

Ejemplo: Hallar la solución general de la ecuación

x 2 ^ -^  + x — + (x2 - —)>’ = 0 e n O < x < o o . 
dx2 dx 4

Solución

2 1 1 1Identificamos que P = — => P = — , P  = -----
4 2 2

Luego la solución general de la ecuación diferencial es: Y(x) = c¡J l (x) + c2J  ¡ (x)
2 ~ 2

• r 2 y  dy  ?Ejemplo: Hallar la solución general de la ecuación x — — + x —  + (x -  9)y  = 0
dx2 dx

Solución

identificamos que P 2 =9  de donde P = 3; la solución general es: 

y(x) = c ,J 3(x) + c 2y3(x)

2 d 2y  dy
Ejemplo: Resolver la ecuación diferencial 4x" — -  + 4x —  + ( x - 4 ) y  = 0

dx dx
Solución

Lo transformamos a una ecuación de Bessel mediante la sustitución u=y[x => x  = iC 

mediante la regla de la cadena se tiene:
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ahora reemplazamos en la ecuación diferencial

4 ( — (^—t ) -  {~ -) )  + 4« 2 • Oj") + («2 -  4).v = 0
Au du" 4u du 2u du

2 d 2 y  dy „ dy , 2 ^ «
w — f - m  —  + 2u —  + (u - 4 ) y  = 0

du du du

2 d 2y  dy 2 
u — — + u —  + (u -  4)>> = 0 es la ecuación de Bessel de orden 2.

<*r du

Ahora identificando P 2 = 4 de donde P = 2

Luego la solución general de la ecuación es: Y(u) = c¡ J 2(u) + c 2J 2(u) 

Y(x) = C¡J2(y/x) + C2J 2(y/x)

9.3.2 ECUACIÓN PARAMÉTRICA DE BESSEL.-

La ecuación diferencial de la forma: ^ -  + x ^ -  + (Á2x 2 - p 2)y  = 0 
dx2 dx

se denomina “Ecuación paramétrica de Bessel” y la solución general es dado por: 

Y( x)  = c xJ  p (Xx) + c 2y p (Xx)

■ ■ ■ 2 d 2 y  dy 2 nEjemplo: Resolver la ecuación diferencial, x  — — + x  —  + (9x -  4)y  = 0
dx2 dx

Solución

Identificamos que = 9  y P 2 = 4  de donde X = 3, P = 2.

Luego la solución general es: Y ( x ) - c ]J 2 (3x) + c2Y2(3x)

Ejemplo: Resolver la ecuación diferencial x 2 ^ -^ - + x -^ -  + (4 x2 ~ —)y  = 0
dx2 dx 9

Solución
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Identificamos que X2 = 4 y P 2 = — de donde X = 2, P  = —

Luego la solución general es: Y(x) = c ,J , (2x) + t'2l,1 (2x)
3 3

93.3  ECUACIÓN DE LEGENDRE.-

A la ecuación diferencial de la forma: ( l - x 2 ) É - L - 2 x É l  + n ( n + \) v = 0 
dx2 dx  v '

se denomina Ecuación de Legendre de orden n.

9.3.3.1 SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LEGENDRE.-

Como x 0 = 0 , es un punto ordinario de la ecuación de Legendre

(1 -  x 2) É—L  -  2x —  + n(n + 1  ) y  = 0
dx2 dx

X

entonces admite una solución en serie de potencia Y(x) = ' V q x *  , de donde sus

derivadas son — = \  x k 1 
dx '

*=i

A=0
oi. •: í" f>n¡ 
j t -2

ahora reemplazamos en la ecuación diferencial
X  X  X

(1 -  x 2 k (k  - 1  )ckx k~2 - 2  x ^ l c c kx k~l +n(n + \) ' f  ckx k = 0

*=2 *=l k=Q
x X oo x

- 1  )ckx k~2 - - l ) ^ x * - ' J ' 2 h c kx k + ̂  n(n + \)ckx k 
k=2 i=2 i-1 *=0

poniendo las x en un mismo exponente.

X  x  x  X

^ ( *  + l)(A:-l)ci+2x* ~ ^ ^ k ( k  -  l)ckxk ~ ^ \ k c kxk + ^ n ( n  + l)cl 
k=0 *=2 *=1 *=0

x = 0
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poniendo los inicios iguales se tiene.

X  X  X

I k* + 1)(^ + 2 )ck+-> + n(n + 1)0* ]xk -  2 >  - 1  )ckx k -  I  2kckx k = O
*=O k =2 *=1

2 c2 + n(n + l)c0 + (6 c3 + »(« + l)c, )x -  2 c,Jt +

X  X

+ [(A + 1XA + 2)c¿.+, + «(« + l)cA. ]jc* — ̂ ^ k ( k —\)ckx k -  2Ac(
*=2 *=2 i =2

2 c2 + n(n + l)c0 + ( 6c3 + [n(n + 1) -  2 ]c, )x +

kx k = 0

+ ^  \(A' + l)(A' + 2)clt+2 + [n(n + \)~  k(k  + \)]ck )xk = 0

k=2

ahora aplicamos el método de los coeficientes indeterminados.

2c, + n(n + l)c0 = 0

6 c3 + (« (n  + l ) - 2 ) c ,  = 0

(k + 1)(A + 2 )ck+2 + (n{n +1) -  k(k  + \)ck = 0

J J n(n + 1) n(n + 1)
de donde se tiene que: c, = -------  — c0 = ------——  c0 ,

«(« + l)- 2  (« + 2 )(n- l)
c, = ----------------- c, =.-------------------- (

6 3!

n(n + \ ) - k ( k  + \) _ ( n - k ) ( n  + k + 1)
°k+1~ (A + l)(A + 2) °k ~ ~  (k + X)(k + 2) °k

( n - k ) ( n  + k + \) _ w i,-s t
Ci,,-7 — Ct. v K — 2.

k+2 (Jfc + lXJfc + 2) 

es la fórmula de recurrencia.

, „ (w -2X « + 3) (n -  2)(n + l)n(n + 3)
Para k = 2, c4 = ---------— ------ c2 = ------------- -- ------------ c0
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k = 3, c5 =
(n -3 )(n  + 4) 

77  c3
(/; -  3) (n  -1  ) (n  + 2 )(n  + 4) 

5!

(n  -  4 ) (n  -  2 ) n ( n  + 3) (n  + 5) 
’ 6 !

(n ~ 5)(n -  3)(w -  l)(ra + 2)(n + 4)(« + 6) 
7!

etc., así, por lo menos para | x | < 1 se obtiene dos soluciones en series de potencia 

linealmente independiente.

Luego la solución general de la ecuación de Legendre es: Y (x) = a, Y¡ (x) + a 2Y2 (x)

observemos que si n es un entero par, la primera serie termina, y la segunda Y2 (x) es una 

serie infinita en forma similar cuando n es un entero impar la serie Y2 (x) termina con

x " , es decir, que se obtiene una solución polinomial de grado n de la ecuación de 

Legendre.

x c0 +...

Y2 ( x )  = c¡ x  —
(n - l ) (n + 2 ) 3 (n -3 )(n -l)(« + 2 )(« + 4 )

x c, + 5X c,
3! 5!

( n - 5 ) ( n -  3)(« - 1)(« + 2)(« + 4)(n + 6) 7 
7!

x c, +...

^,(x) = c0[ l -
«(« + 1) _2 (n -2 )« (n  + l)(« + 3) 4 ( n - 4 ) (« -2 )« («  + 3)(« + 5) _6 r 1
—————— x  ■+■ ———— — ——— ——— X Af + . •. I

2! 4! 6 !

y2 (x) = c¡ [x -
(« - l ) ( «  + 2) 3 ( « - 3 ) ( « - l ) ( «  + 2)(« + 4) 5
----------------- x + -----------------1------------------ X

3! 5!

(« -  5)(n -  3)(n - 1)(« + 2)(n + 4)( n + 6) ^
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En la solución de la ecuación de Legendre se acostumbra a elegir valores específicos para 

c(l y Cj dependiendo si n es entero positivo par ó impar respectivamente, para n = 0,

, • , ,  .  ̂ 1.3...Í/J — 1)elegimos c 0 = 1, y para n = 2, 4, 6, ..., c0 = ( - l ) - -------------- , en tanto que para
2.4.6...«

—  1 3 n
n= 1 elegimos c, = 1 , y para n = 3.5,7,..., c, = (-1 )  - ------' ■ ’ ....... por ejemplo para

2.4.6...(/j-1)

n = 4 se tiene.

r, (x) = (-1)2 —  (1 -1  Ox2 + —  X4 ) = -  -  —  x2 + —  A-4 = - (35.V4 -  30x2 + 3)
1 2.4 3 8 8 8 8

¡9.3.3.2 POLINOMIOS DE LEGENDRE.-
.-'o; jjq o jg H ¿ o r n j m i t

A las soluciones polinomiales especificas de grado n de la ecuación de Legendre se 

denominan “Polinomios de Legendre” y denotaremos P„(x) con las series obtenidas 

para Y\ ( x ) , Y-, (x) y los valores dadas para c0 y c ¡ , encontramos que, los primeros 

polinomios de Legendre son:

P0(*) = l . P]M  = x

P: (X )  =  y  (3x2 -1 ) , P3 (x) =  i  (5x2 -  3x)

P4 (x) = -  (35x4 -  30x2 + 3) , P5 (x) = -  (63x5 -  70x3 +15x)
8 8

Observemos que P0(x),P 1( x ) , / ,, ( x ) . / ’3(x),... son a su vez soluciones particulares de las 

ecuaciones diferenciales.

„ , 0. ( l - ^ ) £ f - 2 . , ^ - 0  
dx~ dx

-> í/ 2 v dv
n -  1 , (1 — x ) — -  2x —  + 2y  = i)

d x '  dx
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n = 2 , (1 -.Y2 —  + by  = O
á - ‘  dx

n = 3, (1 -  .V2 ) ̂ -Hr — 2 x —  + \ 2 y  = O
<¿r"

El polinomio general de Legendre se expresa en forma general por:

P , r ) -  1 ¥ *  < - l ) ‘ ( 2 - 2 t > !  ^
' 2" k ' . ( n - k ) \ ( n - 2 k ) \k~0

donde [-̂ -j es el mayor entero menor ó igual a ~

EJERCICIOS PROPUESTOS.-

I. Resuelva cada ecuación diferencial mediante series de potencias

n= 0

©
dy 2 n------x v = 0
dx © (1 - x ) É L - y  = 0 

dx -

©
dy

(1 + -v ) - j - - 2>’ = 0 
dx ©

dy
(2 .V -1) — + 2 v = 0 

dx

© —  + x 3y  = 0 
í/a- ©

dy
(1 + x) —  - n y  = 0 

dx

© ( * - 2) ^ -  + .y = 0 
dx © 2 ( x - \ ) - j -  = 3y  

dx

©
dy

x —  + y  -  0 
dx @

.1 dy 
* * * 2>

II. Resolver cada ecuación diferencial por medio de las series de potencias.

© ( 2 , - 1 )  " 7 - 3  j ' - O
dx dx ©

„  2 \ d~y  dy ( l - .v  ) —  - 2 x —  
d x ' dx

forma

0
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©

©

©

©

III.

d ' y  
dx2 y ©

£ y
dx2

-(.v  + 1)^ = 0

d " v  dy „
— t +x~ r +y = o
dx dx

d l y .r x ' - ± ^ 2„ = 0
dxA dx

dx2 dx

( ó )  { \+ x 2) ^ -  + x ^ j - - y  = Q
W  dx2 dx

d ' y
—  + xy  = 0 
dx

d ' y  2 dy— — - x ------3.w = O
dx dx

Encuentre en cada ecuación diferencial dos soluciones en series de potencias entorno al 
punto ordinario x = 0 que sean linealmente independiente.

© ( x 2 - \ ) y " + 4 x y '  + 2 y  == 0 © (.v2 -3 )v " +  2xy'=  0

© ( x 2 + l )y"  + 6xy' + 4 y  == 0 © (.r2 - l ) y "  + Sxy' + \2 y  = 0

© (,v‘ -  l )y”- 6 x y '  + \2 y = 0 © ( x 2 + 3).y" -  Txy' + 16 y  = 0

© ( 2 - x 2) y " - x y '  + \ 6y  -= 0 © y " - x 2y ' - 3 x y  = 0

© y "  + xy' + 2y  = Q © ( x 2 - 4 ) y "  + 3xy’ + y  = 0

© y ' ' + 2xy' + 4 y  = 0 © ( x 2 + 2)y '' + 4 xy' + 2 y  = 0

© y ' ' + xy  + y  = 0 © 3 y  + xy' -  4 y = 0

© 5 v " -2 x y , + 10 y = 0 © $II

© y ' '  — xy' + 2y  -  0 © y "  + x 2y ' + xy  = 0

© (.v2 + 2)y"  + 3xy' -  y  = 0 0 (.v2 —\)y"  + xy' — v = 0

© ( x 2 + \ )y"  — 6 y  = 0 © y " - ( x  + \ ) y ' - y ~ 0
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@ y ' ' -  xy' -  (x + 2) y  = 0 © (x + 2) y ' ' + x y ' - y  = 0

© y  + ( l+ x  + x 2)y  = 0 © (l-x)>-"  + (2 + x ) y - 2y

© ( \+ x )y "  + 2 y ' - y  = 0 © ( \ - x 2 ) y " - 2 x y '+ 2 y  = (

@ xy" + y '  + xy = 0 © (l + x 2 ) y '  + x y - y  = 0

© (2 x 2 - 3 x  + l )y"  + 2 x y ' - 2 y  = 0 © y - ( i + x ) y  = o

© (x 2 + l ) V ' - 4 x ( x 2 + l ) /  + (6x 2 - 2 ) y  == 0 @ ( 2 x - i ) y - 3 x y = o

© y "  + 2xy' + 2 y  = 0 © ( x - i ) y + y = o

IV. Mediante series de potencias resuelva los problemas con condiciones iniciales.

© (1 + x 2 )y" + 2x>''-2 y = 0 , y(0) = 0, ,v'(0) = l

© (x + l ) y " - ( 2 - x ) y  + y  = 0 , y(0) = 2 , / ( 0) = - l

© y "  + 4 y  = 0 , y(0) = 0, y ( 0 )  = 3

© y " - 2 y '  + y  = 0 ,  y(0) = 0, / ( 0) = 1

© y "  + y ' - 2 y  = 0 ,  y(0) = l ,  / ( 0) = -2

© y "  + x y ' - 2 y  = 0 ,  y(0) = l ,  y ( 0) = 0

© (x 2 + 6x)y"+ (3x  + 2 ) y ' - 3 y  = 0 , y(-3) II 0 V
.

-—
• 1 II 2

© y "  + ( x - l ) y '  + y  = 0 , y ( l)  = 2 , y ( l )  = 0

© y ' ' -  2xy' + Sy = 0 , y(0) = 3, y ' (0) = 0

@ (x 2 + \)y "  + 2xy '= 0  , y(0) = 0, y ( 0) = 1

© ( 2 x - x 2) y " - 6 ( x - \ ) y ' - 4 y  = 0 , y (l)  == 0, y ( i )  = i
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©
(a:2 - 6A- + 1 0 ) / ' - 6 ( .Y - l ) y - 4 y  = 0 , y ( l)  ==  o ,  y  (i) = i

©
y " - x y '  + y - \  = 0 , y (0) = y '(0) = 0

©
(4at2 + 16x + 17)y"= 8y , y ( - 2 ) = l ,  / ( - 2) = 0

V. Resuelva las siguientes ecuaciones mediante series de potencias.

©
y'  ' + (sen x )y  = 0

©
y " + e ~ xy  = 0

©
eos x.y"  + y  = 0

©
y " + e x y ' - y  = 0

©

ii1

©
aj' ' + (sen x )y  = 0

©
xy' ' + sen x.y' + xy  = 0

©
y' ' -  4.vy' -  4y  = e x

VI. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando el método de FROBENIUS.

©
2xy" + ( \ - 2 x 2 ) y ’- 4 x y  = 0

©
xy' ' + 2 y' + 9Ay = 0

©
x y " - y '  + 4 x 2y  = 0

©
Ay' ' + y' + at(1 + x )y  = 0

©

1 1
x y " + - y ' + - y  = 0 

2 4 ©

9 Ay' ' + 9y' + xy = 0

©
xy' ' + >■' + 4xy = 0

©
xy" + 2 y ' - 4 x y  = 0

©
2xy' ' - y '  + 2y  = 0

©
3xy' ' + (2 -  x )y '  -  y  = 0

©
2x(\ -  2x )y ' ' + (4 .í2 + l ) y  -  (2x  + \ )y  = 0

©
x 2 y  "+ x(x  )y '+ — y  = 0 

2 2

©
x 2_y' ' + (1 + 3 x )xy’ -  (1 + 6 x )y  = 0

©
Ay' ' + 2y' + xy  = 0

©
2xy"+ 5y ' + xy = Q

©
x 2y" + A (A -l)y' + y  = 0

©
4 xy"+ S y '+ xy  = 0

©
3A-2y"+2xy' + .v2y  = 0
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© 2 x y ' ' + (x + l ) y  + y  = 0 ® 2x>’” + 3 y - j  = 0

© 3xy" + 2 y '+ 2 y  = 0 © 2xy"<+ (1 -  2x 2 ) y  -  4x.y = 0

© 2 x 2y "  + x y ' - ( \  + 2 x 2 )y = 0 ® 2 x 2y  + 7x(l + x ) y - 3 > ’ = 0

0 2 x 2y " + x y ' - ( 3 - 2 x 2) y  = 0 @ 6 x 2 y "  + 7 x y ' - ( x 2 + 2)y = 0

© 2 x 2y " - x y '  + ( x 2 + 1)>’ = 0 @ 2 x y - ( 3  + 2 x )v '+ v  = 0

© 2 x 2 y "  + ( -7  + 2 x)xy' + (7 -  5 x )y  = 0
O í

® 2 x 2 v" + 3 x y - ( x 2 +1)^ = 0

© 2 x 2y "  + 3xy' + ( 2 x - \ ) y  = 0 © x ( x - 2 ) y "  + y ' - 2 y  = Q

2 x 2y "  + x(x + 1) /  -  (2x + l)y  = 0 @ x 2y "  + 3xy' + (1 + x + x 3 ) y  = 0

© x 2y "  + x(l + x ) y ~ ( l  - 3 x  + 6 x 2)y  = 0 ® 4 x 2y - 4 x y '  + ( 3 - 4 x 2)_y = 0

© x 2y " + (2 x  + 3 x 2) y ' - 2 y  = 0 © x 2y - x y  + (x 2 + 1)^ = 0

© 2x(l -  x ) y ' ' + (1 -  2x)y' + (2 + x )y  = 0
®

x ( x - 2 )2 y ' - 2 ( x - 2) y + 2>' = 0
¡ J ¡ -

© 2xy '' + (1 -  x)y '  -  (1 + x )y  = 0 @ x 2y +  (2 x 2 - 3 x ) y  + 3^ = 0

© a- 3 (x - 1 ) / '  + (x -1  )y' + 4xv = 0 ® 2x3y - x ( 2 - 5 x ) y + >> = 0

© (2 x 2 + 5x3 ) y  + (3x -  x 2 ) y  -  (1 + x )y  = 0
®

9 x ( i - x ) y - i 2 y + 4 ^  = o

©
x V ' - 2 x /  + 4 (x 4 -1 )^  = 0

®
2x 2y - x ( x - i ) y - j  = o

©
x 2y + ( x 2 - 3 x ) y + 4 ^  = o

®
x ( i - x ) y - 3 y + 2 > '  = o

VII. Mediante series de patencias encuentre la solución general de la ecuación diferencial 

dada, en 0 < x < oo (Bessel)
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© x 2y ' ' +x y ' +( x2 - ~ ) y  = 0 © x 2y "  + xy’ + ( x 2 - \ ) y  = 0

©
7 ? 1x  y " +  xy '  + ( x ---- )y  = 0

4 © x 2y ” + x y '  + (x2 ~ ^ ) y  = 0

© xy" + y '  + xy = 0 © -?L(Xy ' )  + (X - í ) y  = o 
ax x

© x 2y "  + x y '  + (4x2 “ ).V = 0 © x 2y "  + xy '  + (36x2 — ) y  = 0 
4

© 4 x 2 y "  + 4xy'+ (4 x2 - 2 5 ) y  = 0 © \ 6 x 2y " + \ 6 x y '  + ( \ 6 x 2 - \ ) y  = 0

© x 2y "  + xy' + (9 x 2 - 4 ) y  = 0 © xy" + 3y' + xy = 0

© x y " - y '  + 36x i y  = 0 © x 2y " - 5 x y '  + (ü + x ) y  = 0

© 2 x 2 y "  + 3xy' -  2(4 -  x 5 )y  = 0 © 4 x 2 y ” - \ 2 x y '  + (\5 + \6 x )y  = 0

© x 2y ' '  + 3xy'+(l + x 2)y  = 0 © 16 x 2 y "  + 24 xy' + (1 + 44x3 )y  = 0

© 36x2y"+ 60xy '  + (9x i -5 )^  = 0 © x 2 y "  + xy' + x 2 y  = 0

VIII.

© Comprobar que la ecuación diferencial 

solución particular y - x n J n (x)

xy" + (l--2 n ) y '  + xy = 0 , x > 0, tiene

© Comprobar que la ecuación diferencial 

solución particular y  = x~” J „ (x)

xy” + (l + 2n)y '+xy  = 0 ,  x > 0, tiene

© Comprobar que la ecuación diferencial x  

solución particular y  = s[x J v ( A x ) , X > 0.

2y " + ( A 2
,  , 1 

x  -  v + —) ,  y = 0, x > 0, tiene 
4

... ,<i ... ‘jb n i'yi'iít
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CAPÍTULO X■ I - .... I . ■ -I ! .......

10. CONCEPTOS BÁSICOS DE TRANSFORMADA DE 
LAPLACE

10.1. INTRODUCCIÓN.- En el cálculo elemental se estudió la derivación e integración 

los cuales gozan de la operación de linealidad, es decir:

- -  [ a f ( x )  + Pg{x)]  = a  L i  f ( , x)  + p  -y- g(x) 
dx dx dx

. i ■ »

[ a f ( x )  + pg (x ) \d x  = a  I f ( x ) d x  + P  I g{x)dx\ [a f ( x )  + Pg(x)}dx = a  f / (x)dx + p  íj

donde a  y P son constantes reales arbitrarias.

La integral definida de una suma también goza de la operación de linealidad, es decir:

f  [ a f { x )  + pg {x )] dx  = a  f  f ( x ) d x  + P  f  g(x)dx  
Je Ja Jo

La operación de linealidad de la derivación e integración transforman esencialmente una 

función en otra expresión por ejemplo:

■—  x3 = 3x2 , J x 3¿x - ~  + c xy dx  = 4 .

nosotros estamos interesados en una integral impropia que transforma una función F(t) en 

otra función de parámetro s, al cual se le llamará Transformada de Laplace, es decir, que 

la transformada de Laplace es una operación que transforma una función F(t) en otra 

función de parámetro s.
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10.2. DEFINICIÓN.- Sea F: [0,=c > —>R, una función definida para t > 0, entonces a la

función f  definida por:

f ( s ) =  f  e~slF ( t )d t=  lim í  e~s,F(t)dt  
JO b~*~K®

Se llama transformada de Laplace de F, siempre que el límite exista.

Simbólicamente a la transformada de Laplace de F se denota por: L{F( t ) } , es decir:

•foo

I { F (0 } = e~s,F(t )d t  = ./(* )

Ejemplo.- Calcular L { F ( t ) } , donde F(t) = t

Solución

¿ {^ (0 } =  f  e~slF(t)dt  = i*" e~slt dt = lim \ e ~ s' t d t =  lim ( - —--------— r ) / ' ’Jb Jb *->+oc Jb 5 s ' 0

r be~sh e~sb 1 1 1
= i™ U - - -------V ) - ( ° - - > ]  = 0 - 0  + -  = -

*->+« 5 S S S S

L{t} = — , para s > 0.
s

Observación.- El uso del símbolo de lim F(t) ¡  vamos a reemplazar por la
b—>+oc / 0

notación F(x)  j  , es decir:

r t e~sl e~” , +« 1
te-s,d t = { — --------e— ) = -T > 5 >  0

5 Sl  '  0 5T

Entendiéndose que en el límite superior, cuando t —> + * , e sl —> 0, para s > 0.
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10.3. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE 
L{F(t)}.-

La integral impropia que define la Transformada de Laplace no necesariamente converge,

por ejemplo; ni ¿{-} ni L{e'  } existen. 
t

Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L{F(t)}  son que F(t) sea 

continua por tramos o seccionalmente continua para t > 0 y además que sea de orden 

exponencial para t > T.

10.4. FUNCIONES CONTINUAS POR TRAMOS O SECCIONALM KNTF 
CONTINUAS.-

Definición.- La función F: [a,b] R, es continua por tramos o seccionalmente 

continua en [a,b] sí :

i. Existen puntos en [a,b] tal que: a = t0 < tx < t2 ^ t„ = b , donde F es continua en

cada subintervalo t¡ < t < tM  para i = 0, 1 ,2 ,..., n, salvo en dichos puntos.

ii. En cada punto t, e  \a,b\ existen los límites F(r+) =  lim F( t¡ + h) ,
' L 1 h—>0

F ( t J ) = lim F(t¡ - h ) .

Observación.- Consideremos una función F: [a,b] -»  R seccionalmente continua.
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A la diferencia F ( t * )  — F(t¡ ) = A se llama magnitud del salto de la función en 
el punto t ¡ .

Ejemplo. La función F(t) = [ j t j ] es continua por tramos en [0,4],
ítOIOfliH

Sí t e  [0,1> ri»F(t) = 0 

t e  [1,2> => F(t) = 1 

t e  [2,3> => F(t) = 2 

t e  [3,4> => F(t) = 3 

para t = 4 => F(t) = 4

Ejemplo.- La función F{t) =

0 si 0 < t < 1

t2 si 1 < t < 2 , ¿Es F continua por tramos?

0 si t > 2

Solución

F(1 ) = lim F(1 -  h) = lim 0 = 0/?—> o~ /»—> o
F (l+)=  lim F(l + h ) ~  lim (1 + h)~ =1

h-> 0' A—>0"

F(2~ ) = lim F ( 2 - h ) =  lim (2 - h )  = 4
A-»0' a-> o-

F (2+) =  lim F(2 + h) = lim 0 = 0
A->0* A-»0*
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además F(t) es continua V t e  <0,co> salvo en t = 1,2. Luego F(t) es una función continua 

por tramos en <0,oc>.

Observación.- Toda función continua en [a,b] es continua por tramos en [a.b]. 

Ejemplo.- Determinar si la función F(t)  = ln(/2 + 1) es continua por tramos en [0,oc¡>.

Solución

La función /•'( t ) = ln(/“2 + 1) es continua V t e  R, en particular es continua, V t > 0 

entonces F(t)  = ln (r  + 1), es continua por tramos en [0,+co>.

t + 2
Ejemplo.- Determinar si la función F(t)  = -— -  es continua por tramos.

Solución

h 4“ 4
F (2 ) = lim F(2 + h)=  lim —  = +oc 

h-* 0' ll—> 0* h

4 -  h
F ( 2 )=  lim F(2  -  h) -  lim

*-> o o - h

como 3 los límites, por lo tanto la función F(t) no es 

continua por tramos.

Observación.-

(T ) Si F es una función continua por tramos en [a,b], entonces dicha función es

integrable en [a,b] es decir: 3 I F(t)  dt
Ja

En efecto: como F es continua por tramos en [a,b], con discontinuidad en 

t0, tx, t2, ■■■,(„ y posiblemente en a,b.
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Entonces a la integral I F(t)  d t , se define como:
Ja

Í , /*„-/» M mb-h
F (/)¿ / = lim [ F ( t ) d t+  I F (0  *  + ...+ F(t )d t]  

h + 0 Ja+/, Jf0+A

como este límite siempre existe, entonces 3 I F(t )d t
Ja

( ? )  Si F y G son dos funciones continuas por tramos en [a,b], entonces el producto 

también es continua por tramos en [a,b]. (Probar: queda como ejercicio).

10.5. FU N C IO N E S DE O R D E N  E X PO N E N C IA L .-

Definición.- La función F: [0,+oo> —► R, es de orden exponencial si existen

constantes c > 0 y a  tal que \F(t)\< c e a t , V t > 0.

Ejemplo.- Toda función constante es de orden exponencial. En efecto: Sea F una 

función constante 3 c > 0 tal que | F(t) | < c, V t > 0 entonces |F (/)| <ce° '  .

Es decir que F es de orden exponencial haciendo a  = 0.

Ejemplo.- Determinar si la función F(t )  = eal eosb t , es de orden exponencial.

Solución

Como |cos bt| < 1, V t > 0 entonces e°'|cos¿/| < ea>, V t > 0 de donde:

|eaí cos¿>í| < eat => |F (/)| á  eu l .

Luego F(t)  = eat eos bt es de orden exponencial tomando c = 1 y a  = a.
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Propiedades.-

O  Sí F: [0,+oc> —> R es una función seccionalmente continua en [0,+oc>, entonces:

i) La función F es de orden exponencial siempre que existe a  e R tal que

l¡m B í>  = 0 .
'-*<*> eat

F(t)
ii) La función F no es de orden exponencial sí: lim -------= ce .

Ejemplo.- Determinar si la función F( t )  = t" es de orden exponencial para n e  Z +,

V t > 0.

Solución

F(t)  tn 
lim ------= lim ----- , aplicando la regla de L’Hospital

.. t" n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . 2 . \  1 n\ 1 «' n w A
= lim ---- = ------- ---------— -------lim ------= —  lim ------ = —  (0) = 0, V a >  0

a '' a n ' ^ e a' a ”

por lo tanto F(t )  = t" es de orden exponencial V/ > 0

.2 .
Ejemplo.- Determinar si la función F(t)  -  e es de orden exponencial.

Solución

F(t)  e12 ,lim ——  = lim -----= lim e = +oo, Luego la función F(t) no es de orden exponencial
t —>00 gal l—>cc gat t—>CC

©  Si F,G:[0,oo >—> R , son dos funciones de orden exponencial, entonces el producto 

de F y G son de orden exponencial. En efecto:

Como F y G son de orden exponencial existen a ¡ , a 2 , y  c¡,c2 > 0 , tal que:

|F(í)| < c ,e a‘‘ y | G (r)|<c2e a- ' , V t > 0 ^  |F (í). G(í)| = |F(í)||G(í)| < c ,ea'' .c2ea*‘
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= c, .c2e (a2+ai)t V? > O, entonces \F{t).G(t)\<e°“ , entonces F(t) . G(t) es de orden 

exponencial.

3 > Si F , G:[0,oo >—> R son dos funciones de orden exponencial , entonces la suma de 

F y G es de orden exponencial.

(Queda como ejercicio para el lector).

Ejemplo.- Demostrar que la función / ( ? )  = t ” sen kt es continua por tramos y de 

orden exponencial en [0,+oo >.

Solución

Sea / ( ? )  = / ,  (? ) ./2(?) = ?" sen&?, donde f l ( t )  = t",  / 2 (?) = sen k t , la función
■

/ ,(? )  = ?” es continua V t e  R, en particular / , ( ? )  = t ” es continua en [0, +«¡> por lo 

tanto / , ( ? )  = ?” es continua por tramos (por la propiedad que toda función continua en 

[a,b] es continua por tramos en [a,b]).

La función / 2(?) = sen k t , es continua V t e R, en particular es continua en [0, +co>, por

lo tanto f 2 ( t ) = sen kt es continua por tramos.

Entonces como /] (? )  = ?" y f 2 (?) = sen kt son continuas por tramos entonces 

/ (?) = t" sen kt es continua por tramos ahora demostraremos que / ,  (?) = ?”es de orden

exponencial; para esto demostraremos que: lim = o , es decir:
/-*oO gat

lim —— = lim — — = 0 , entonces f ,  (?) = t" es de orden exponencial.
eat t ^ a neat

Ahora demostraremos que f 2 (?) = sen kt es de orden exponencial, para esto existen c y 

a, tal que | / 2(?)| < ce“  , pero |sen kt\ < 1 de donde | / 2 (?)| < 1 = le 0í tomando 

c = 1 , a  = 0 se tiene que f 2 (?) = sen kt es de orden exponencial por lo tanto como 

f ^ ( t )  = t" y f 2 (?) = sen kt son de orden exponencial, entonces: / ( ? )  = t" .sen kt es de 

orden exponencial.
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10.6. TEOREMA.- Sí la función F: [0,+oo> —> R, es seccionalmente continua y de orden

exponencial a  entonces 3 f(s) = L{f(t)}, V s > a.

Demostración

Por hipótesis se tiene que F(t) es de orden exponencial a  => 3 M > 0, tal que 

\p(t ) \< M e 00 , V t >0.  Además por propiedad j J * F(t)dt  < j* |F (/)|(/í y

£{F(¿)} = f *  e~s,F ( t ) d t =  lim f  e~a F ( t ) d t .Jo a->* Jo
Luego |e~síF (/) | = e _íí |F (í)| á  M  e~st . e a , V t > 0  puesto que |F (í)| ¿ , V t > 0

Es decir: |<Ts'F(í)j < M e~(s~a)t ,V t >0, a esta desigualdad integramos de 0 hasta a.

f  \e~sl F(t) \dt  < f  M e Hs- a),dt = - — e-(s-a)‘ / °  = -—  ( e ^ a)a -1)Jo 1 1 Jb s - a  / o i-«
Ahora tomamos límite cuando a -»  +oo

lim f  le'5' F(f )| dt < — —  lim (e"(I_a)a - 1) = —— , de donde
a->+oc I I S — a  a->-Hc s — a

je~5'F(f)¿fr[ < M  , s > a

r
.
e~slF(t)dt  es convergente, entonces existe I e~slF(t)dt  esto 

quiere decir que: 3 L{F(t)} = f(s)

OBSERVACIÓN.

©  Si F: [0,oo> -> R es una función continua por tramos y de orden exponencial, se 

llama función de clase A.

©  Si F: [0,+oo> -> R es una función de clase A entonces 3 L{F(t)}.

©  Si 3 L{F(t)} =£> que F sea una función de clase A.
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10.7. TEOREMA.- Sea F(t) una función continua por partes para t > 0 y de orden

exponencial para t > T; entonces lim L{F(t) \  = 0
s—>x

Demostración

Como F(t) es continua por partes en 0 < t < T, es necesariamente acotada en este 

intervalo: |F (/)| á  M, = A /,e0' , además |F(r)| ^ M 2e /J

para t > T. Si M denota el máximo de { A /,, M 2 ]y  c, el máximo {0,?-} entonces

ÍL{F(í)}|< I e~" \F(t)\dt < M  I e~sl .ec,dt < —M  —— —  /  = ------ p a ra s> c
Jb J) s - c  /  o s - c

para s > c. Cuando s —> x  tenemos que:
s - c

10.8. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES 
ELEMENT ALES.-

Encontrar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones.

©  F(t)  = e kt
Solución

Aplicando la definición de Transformada de Laplace

/*  i
----------  = , s> k

s - k  /  o s —k

por lo tanto / (s) = L{ek' } = ------  para s > k
s - k

OBSERVACIÓN.- Cuando k = 0 se tiene: f ( s )  = ¿.{1} = -  para s > 0.
5

f ( s )  = L{F(t)} = L{ekl} = £  e~sl ,ek'dt  = £  eAs~k)'dt  =
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©  F(t )  = t n
Solución

f ( s )  = L{F(t)} = £{/"} = I éT5' t " d t , integrando por partes se tiene:

\u = t
I dv = e~s'dt

du -  ntn 1 dt

_ e_v/ 
s

f x *n *rst / +x ,,
e-“ t"dt  = — ?—  + -  i  e ^ ' t " - ldt

s i  0 s Jl

para s > 0, n > 0, t"e~sl —> 0 , cuando t —> +oo, luego se tiene:

f ( s )  = -  f  e- s,t " - ' d t = - L { t n- ' }  . . . ( a )•s Jo s

siguiendo el mismo proceso se llega a que:

L{t"~ín~l)} = L{t} = -  L{t°} = \ , puesto que ¿ { 1 } = - ,  que reemplazando en (a ) se
í  j -  s

■ ..  . n n - \  l \ n\  «! . . ntiene: f ( s )  = - . ------— r- f ( s )  = L{t } = -^ ¡-  , si s > 0
S S S S s s

( 3)  F(t)  = sen at
Solución

/ ( i)  = ¿{sen at} = e~sl sen at d t , integrando por partes.

„ „ ,s.sena/ + acosa/. / +x .  _« „ ,  ̂ . .f ( s )  = e (----- 5---r---- ) , para s > 0 , e -» 0 , cuando t -» +00, entonces:s +a / o

/ ( s )  = ¿{sena?} = 0 U ■■ , si s > 0
í  +a
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(7} F(t) = cosai
Solución

En forma similar que la función anterior.

f ( s )  = ¿{cosai}
- f

• s
e~" eosa t d t  = — -  , si s > 0

S +  tí“

a
Es decir: f ( s ) =  L{cosat} = —?-----   , s i s > 0

s~ + a~

TABLA DE TRANSFORMADA DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES 
ELEMENTALES.

F(t) L{F(t)} = f(s)
k

, s > 0

_<i+i s > 0

, s > a

sen at
—----- -  . s > 0
s -fa"

cos at
———- ,  s > 0 
s~ + a '

senh at ! I— — . s > | a 
.í ' -a "

cosh at
—----- - •  s > ia ;
s '  - a ~

ebl sen at
( s - b y  +<r

e b' cos at S — D
(.v -  b y  +a~>

e h' senh ai
( s - b y  -  a'

e "  cosh at s - b  

( s - b ) 2 -  a~
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Ejemplos.- Calcular L{F(t)} donde F(t) es dado: 

©  F(t) = t A + sen 4/ + eos I t
Solución

L{F(t)\  = L{tA + sen4r+ cos7/} = ^  + -—^—  + — •?
„3 „2 ,1 / ; „2i  s '+ 1 6  s ‘ + 49

F(t) = sen 20t

L{F(t) \  = I{sen 20í} = —

Solución

20
s- +400  

F(t )  = eos" 4 1

Solución

r ,  , ,  2 , ,  r ,l +  COs8/ 1 1  J  .V~+J>2L{F(t)} = L{eos 4t} = L{-----  -----} = - ( -  + —------- ) = -—  -------
2 2 s s +64  s(s  +64)

©  F(t) =sen 7tt eos nt
Solución

, . r , .< > r.sen ¿ x i ,  1 /  '¿n \L{F(t)} = ¿{sen ;r/. eos;«“} = L{---------- } = — ( ——— —) =
2 2 s ~ + 4 k ~ s 1 + 4 7 I 2

F(t )  = sen" m
Solución

i l r~r r i  7 i  , . 1 — C O S 2 . T r /  1 1 /  1 5  \
L { F { t ) }  =  L { s e i \ - X t }  = L { ------ -------} = - ¿ { 1 -COs2yTí} = - ( -------r------- 7 )

2 2 2 s s + 4 i r

10.9. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.-

a) PROPIEDAD DE LINEALIDAD.-

Sean F,G: [0,oc> -»  R, funciones continuas por tramos y de orden exponencial 

entonces: L{aF( t)  + /3G(t)} = aL{F(t)} + /3L{G(t)}
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Demostración

Mediante la definición de Transformada se tiene:

L{aF( t)  + pG( í)} = £  e~s,(a F ( t )  + /3G{t))dt

= a  e~s'F{t)dt  + p  ^  e~slG(t)dt =aL{F( t )}  + PL{G(t)}

L{ccF(t) + pG(t)}  = aL{F(¡)} + PL{G(t)}

Ejemplo.- Calcular L{F(t)}, donde F{t)  = t~ + co s2 t + e~‘

Solución

L{F(t))  = L { r  + co s2 t + e 3' }  = L { r }+ ¿{cos2r} + L{e3' } + + —
s s~ + 4 5 - 3

b) PRIMERA PROPIEDAD DE TRASLACIÓN.-

Sí F: [0,+oc> —> R, es una función continua por tramos y de orden exponencial y si 

L{F(t)} = f(s) entonces para a * 0 se tiene: L{ea'F( t)}  = f ( s - a )  , s > a

Demostración

Mediante la definición de Transformada se tiene:

L{F(t )}=  I e~s'F( t)dt  = f ( s )  entoncesr
= J P  e~s'.e‘" F(t)dt  = £L{ea'F( t ) }= e~“ .ea,F{ t )d t= e~{s~ai'F( t)dt  = J \ s - a )

L{e‘" F(t)} = J ’(s -  a )

Ejemplo.- Sí F(t)  = t 3eA . Hallar L{F(t)}.

Solución
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£{/3} = i -  = A  = f ( s ) ,  entonces: L{t3e4' } = f ( s  -  4 )=  6
s 4 s4 ( s - 4 ) 4

L { t V ' } =  6
( s - 4 ) 4

Ejemplo.- Sí F(t)  = e~' cos2r. Hallar L{F(t)}

Solución

S 5 +  1
Sea ¿{eos21} = —----- = f ( s ) , entonces: L{e~‘ eos2t} = f ( s  +1) = --------- ------

s ' + 4  (j + 1) + 4

L{e~‘ cos2í} = — S + ^
s “ + 2.v + 5

c) SEGUNDA PROPIEDAD DE TRASLACIÓN.-

Sí F: [0,+x> —» R, es una función continua por tramos y de orden exponencial y;
O •> H t • . • t i

Sí L{F(t)}= f(s) y G(í) = l t< Ü  entonces L{G(t)} = e~asf ( s )
[F ( t - a ); t >  a

Demostración

Mediante la definición de transformada de Laplace

L{G(t)} = f  e~s'G(t)dt  = |  e~s'G(t)dt+ |  e~s'G(t)dt  

= 0 + |"  e~srG(t)dt  = £  e~s'G(t)dt

Es decir: ¿z{G (f)}= j*  e~s'G(t)dt

ahora calculamos la integral, haciendo la sustitución: 

u = t -  a => t = u + a => dt = du, reemplazando en la integral se tiene:
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L{G(t)} = J* e~s(u+a)G(u  + a)du = e

por lo tanto: L{G(t)} = e asf ( s )  .

Ejemplo.- Hallar L{F(t)} sí F(t)  = ^  ’ ' > 2
0 , t <  2

Solución

Sea ¿{/3} = 4  = / ( í )  => L{F(t) i  = e-2sf ( s )  = ^ -  L { F ( t ) } = ^ ~
s s s

d) PROPIEDAD DEL CAMBIO DE ESCALA.

Sea F: [a,+cc> -> R, una función continua por tramos y de orden exponencial.

Sí L{F(t))  = f ( s )  => L{F(at)}  = - / ( - )
a a

Demostración

Aplicando la definición de Transformada de Laplace.

L{F(at)}=  I e~s'F(a t )d t ,  calculando la integral se tiene:

sea u = at => t = — => dt = — , sustituyendo en la integral 
a a

L{F(at)}=  f  e~s'F(at)dt  = -  f e~slaF(u)du  = - / ( - )Jb a Jb « «

.-. L{F(at)}  = - / ( - )  
a a

Ejem plo.- Hallar L{sen 7t}
Solución

re~su F(u)du = e~asf ( s )
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Sea Z,{sen7<} = —--------= f ( s ) , entonces L{sen7í} = —/ ( —) = - ( - — —) =
s +1 " 7 7 7 „2 2, s + 49

—  +  1
49

¿{sen 7/} =
s 2 +49

10.10. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA MULTIPLICACION 
POR POTENCIA DE t n.-

Teorema.- Consideremos la función f: [0,+oo> R, continua por tramos y de orden
jn

exponencial, sí L{F(t)} = f(s), entonces L { t " F ( t ) } - ( - 1)"— - L { F ( t ) } ,
ds"

para s > 0. V n e  Z +
Demostración

f oc
e~sr F(t)dt

aplicando la regla de Leibnitz para la derivada bajo el signo de integración se tiene:

{ [ m = f \ s )
as

f  e~stF{t)dt  = f  — !e-s,F(t)dt  = -  f  te~s‘F(t)dt = -L{t  F(t)} 
ds J, Jh ds Jb

Es decir que: L{t F (í)} = ------ f ( s ) , se cumple para n = 1
ds

ahora generalizamos el teorema usando inducción matemática. 

Suponiendo que el teorema es válido para n = h.

d h
Es decir: L{thF ( f ) \  = (-l)'' — j  f ( s ) , lo que es lo mismo.

d s '

f d^
e~s,thF(t)dt  = (-1 )A — y  f  ( s ) , derivando por la regla de leibnitz se tiene: 

ds '

—  f

ds J,

jh+\ 

dsh
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:ir: £  e ' V +Es decir: I e~slt n+'F(t)dt  = ( - l ) ' ,+l r /(.v)
d h-f-1

dsM

Luego como n = h el teorema es cierto, entonces el teorema es válido n = h + 1 y 

como también es válido para n = 1, entonces se cumple para todo n e  Z +, por lo tanto.

L{t"F(t)} = ( - \ r ~ L { F ( t ) }
ds

Ejemplos.-
2

5" ~íC

(í* + a 2)2

Solución

. d , d  s r(j" + a “) - s ( 2 s ) i  a ~ - s
¿{/cosa/} = - — ¿{cosa/} = - — ( - ----- —) = - [ i ------, 7 ; ;] = - 7 7 -----

ds ds s ’ +a  (s +a~)  (s ~ + a ~ )

-> ~> 
s -  a~

L{i eos at} = —------ —
(5" +a~)~

( ? )  Hallar ¿ { /(3 se n 2 /-2 c o s2 /)}
Solución

¿{/(3 sen 2 / - 2  eos 2/)} = —— ¿ {3 se n 2 /-2 c o s2 /}  = ——(-7 - --------
ds ds s~ + 4 s ‘ + 4

d  , 2 ^ - 6 ,  2(s2 + 4) -  (2s -  6)2s 2s2 + 8 - 4 s 2 +I2s 8 + 1 2 s - 2 s :

ds s - + 4  (s + 4) ( s z + 4 )2 (5 + 4)2

i + 12s-2 .v2
.’. ¿{/(3 sen 2/ -  2 eos 2 /)}= -

(s -+ 4 ) -

10.11. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA DIVISION POR ut’\ -

Teorema.- Consideremos una función F: [0,oo> -> R continua por tramos y de orden
U'/f\ r̂X

exponencial sí L{F(t)} = f(s) entonces ¿{------ } =  I f ( u ) d u
I Jv
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Demostración

F(t)Consideremos G(t) = ------  de donde F(t) = t G(t) aplicando la Transformada de
t

Laplace a ambos lados L{F(t)} = L{t G(t)} y por el teorema (1.10) se tiene:

¿{F(/)} = —— L{G(t)} de donde —  L{G(t)} = -L{F( t )}  = - f ( s ) , y se tiene 
ds ds

£ / ( « y « = J ~L}G(t)} = -  f(s) ds integrando se tiene: £{G(í)} = - |  f ( u ) d u  = I f ( u ) d u

Luego ¿.{^ ^ } = I f ( u ) d u^ >  = [ / < » >

Observ ación.- La constante de integración se escoge de tal forma que lim g(s)  = 0
.s—»x

Ejemplo.-
® e-a, __e-h, s+h

Demostrar que: L{-------------- } = ln(-------)
t s + a

Solución

l  {e-“' _  e- b } = L re -at} -  L {e~h' } = — --------- '—  = f ( s )
s + a s + b

ahora aplicamos la Transformada de la división

—ai -b i

L
e~ai - e~b! r x ¡ i  ,x

L{-------------- }=  I (----------------- )du =[\n{u + a ) - \ n ( u  + b)\
t Jv u + a u + b

, ,« + « ,  / x , . s  + a ^  + 6 
: ln(-------) = 0 -  ln(----- r) = ln(------ )

u + b  I S !s + b  s + a

r te~% — e~ h l ,  , , *  +  J \... L{-------------- } = ln(-------)
t s + a

, ,c o s / - c o s h í ,  
Calcular: L{-------- ---------}

Solución
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s s
¿{cosí -  coshr} = ¿{cosí} -  ¿{coshí} = —------------—  = f ( s )

s~ +1 s~ —1

ahora aplicamos la Transformada de la división

, .C osí-C osh í, r » ,  « 11 ví r l , / 2 .x 1 . ^ 2  /*¿{----------------- }=  (—----------—  \du  = [ - ln (« r  + l ) - - l n ( « ¿ - l ) ] /
t Js « '+ 1  u"—1 2 2

i , y + i , / *  „ i ,  ^ 2 +ix i , y - u= — ln(—------- ---- ) /  = 0 -  — ln(—-) = —ln(—--- )
2 m -1  ' S 2 s 2 - \  2 5 + 1

r ,c o s / - c o s h r  1, , í 2 - L
L{— 7------- l = I  (7 T T

Solución

¿{\ - e r +sen 2í} = ¿ {1}- L{e'  } + ¿{sen 2r} = ------ —  + = f ( s )
s í - 1  5- + 4

I -  (0)>¿ f> £19(1/2 „ *“*5 /£  —
ahora aplicamos la Transformada de la división

íiovjulu¿

. . \ - e '  + sen2í 1 1 2 u /*
L{------------------}=  I (------------+ —------)du = [ln z /- ln (w -l)  + arctg — ] /

t X u u —\ u +4 2 t s

= [ln(—~~r) + arctg^ ] / * = (0 + -  arctg^ = |
u — 1 2 / s 2 s — 1 2 2

jT s 1 5
+ ln-------- arctg —

s  2

, , \ - e '  + sen 2 í, ;r , s - 1  5 , .5 - 1 ,  * ,2 .
¿ {------------------ } = — + ln-------- arctg — = ln(------ ) + arctg(—)

t 2 s 2 s s

10.12. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA DERIVADA.
. — — —  ■

Los siguientes teoremas que se van ha estudiar, referentes a la Transformada de Laplace 

de la derivada se utilizan bastante en la resolución de las ecuaciones diferenciales.

a) TEOREMA.- Consideremos una función continua F: [0,oo> —» R y que F ’ (t) 

sea continua por tramos y de orden exponencial en [0,x>  entonces:
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L { F \ t ) }  = s L { F ( t ) } - F { 0 +) ,  donde F (0 +) = lim F(t)
->o*

Demostración

Como F'( t )  es continua por tramos y de orden exponencial entonces por el teorema

(1.6) existe L { F ' ( t ) } , es decir: L{F' (t)}= e~s,F ' ( t ) d t , integrando por partes.

j u = e I du  = -5  e dt
| dv = F \ t ) d t  [ v = F(t)

L {F \ t ) }  = e~ e~s,F(t)dt  = 0 - F ( 0 +) + sL{F(t)}

de donde: L{ F ' ( t )} = s L{F( t )}~  F ( 0 +)

Ejemplo.- Apliqúese una Transformada de Laplace a la ecuación diferencial.

—  -  3y  = e2' ,  sujeta a y(0) = 1. 
dt

Solución

Primeramente aplicamos la Transformada a ambos miembros de la ecuación diferencial

L { ^ } - 3 L { y }  = L{e2'} pero L{ ^ -}  = s L{y} -  y ( 0) y L{e2'} = —  
dt dt s — 2

por lo tanto s L{y}  -  _y(0) -  3L{y} =
s - 2

( s - 3 ) L { y } - \  =
s - 2

de donde L{y} =
s — 1

(.S - 2 X 5 - 3 )

b) TEOREMA.- Consideremos una función continua F':[0,¡» > —> R  y que F " ( t )  

sea una función continua por tramos y de orden exponencial.

Entonces: L{F' ' (f)} = s 2L{F{t)}- s F(0 + ) - F ' ( 0 + )
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Demostración

Como F"  (t) es continua por tramos y de orden exponencia! entonces por el teorema

(1.6) existe ¿ {F " (/)} , es decir ahora aplicamos dos veces el teorema anterior (1.12 a.), 

para esto sea G(t)  = F '( t )  => G'( t)  = F " ( t )

L { F L { G ' ( t ) }  = s L { G ( t ) - G ( 0 +)} = s L { F ' { t ) \ - F ’(0 +)

= s ( s L { F O ) } - F ( 0 +) ) - F ' ( 0 + )  = r ¿ { F ( / ) ¡ - i F ( 0 +) - F ( 0 +)

.. L{ F "’(/)} = 52 L\F( t ) )  -  s F ((T ) -  F 1 (0 +)

Ejemplo.- Apliqúese una transformada a la ecuación diferencial 4 y " ( t )  + y ( t )  = -2  

sujeta y(0) = 0. y  '(0) = .

Solución

Primeramente aplicamos la transformada a ambos miembros de la ecuación diferencial.

4¿{.v"(/)} + L{ v(/)} = L { - 2} => 4.s2¿{ v(/)} -  4sy(0) -  4 v '(()) + ¿{y(/)} = - 
s

(4s2 + ! ) / .{ v ( í ) } - 0 - 2  = —— de donde (4.v2 4-1)¿{ v(/)} = — ——
5 ' s

,  2“  11 ' = * ....... ¡ . i
s(4s~ + 1)

GENERALIZANDO.- Si F l" [0r+cc > —> R,  es una función continua y que F l" (/)

es una función continua por tramos y de orden exponencial. 

Entonces:

L {F (n) (/)} = s" L { F ( t ) } - s " ~ [ F (0 +) - s"~2 F ' (0 + ) - . .  - s  F ,n~2) (0 +) -  F 1"-1' (0 + )

n-\
L{ F {" \ t ) }  = s " L { F ( t ) } - ' y ' s " - ' - iF [ ° (Q+)

;=o
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Ejemplo.- Calcular L{t"} mediante la transformada de las derivadas.

Solución

L{D¡'t"} = L{n\} = — . de donde se tiene:
s

—  = L{D"t"} = s" L{ t"} -  5,,_l F(0" ) -  s " ~ 2F  '(0+ ) - . . .  -  F (""|! (0" ) 
s .

—  = s"L{tn} -  0 - 0 - . . . - 0  , por lo tanto: ¿{í"} = - ^ -  p a ra s> 0

10.13. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE INTEGRALES.-

TEOREMA.- Consideremos una función F: [0,oo> —» R, continua por tramos y de 

orden exponencial, entonces:

{ '

Si £{F(f)} = /(* )= >  £{ I = I F(t)dt
i i ‘

Demostración

Primero demostraremos que F(u)du es de orden exponencial, es decir, como F es de

orden exponencial => 3 a , c > 0, tal que: |F (í)| < c e 1' , V t > 0

| F(í/)í/i/j < J \F ( u ) \d u  < c J  eau du = —ea" j  = —(eur —eaa) < — e“'

entonces I F(u)du  es de orden exponencial. Por lo tanto 3 L{ I F(u)du\  es decir:
Ja Jo

L{ f  F(u)du}=  í* e~s'(  I F(u)du)dt  = lim f  e~s' ( f  F(u)du)dtX Jb X '«-*+X Jh l

w =  f j  
1 Jaintegrando por partes.

F(u)du

dv = e~s'dt

dw =  F(t)dt

e~sl
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L{ ¡F(w)</m}= lini [ - ——  J F(it)du /  + — f  e s'F(t)dt]
4. ' - ‘+=c s J, >0 s J)

= - - ( 0 -  I F(n)dii) + lim -  f e~s'F(t)dt
s J„ ' .^ « s  Jj

= -  f F(u)du + -  I e~stF( t)dt  = -  f  e 7* F ( t ) d t - -  f  F{t)dt
■5 J!, X J) v J¡ 5 J,

L{ !  F(u)du} = - L { F ( t ) } - -  [ F(t)dt
Ja X S Jn

OBSERVACION.- Cuando a = 0 se tiene: 

GEN ERALIZAN DO.-

L{F(t)} = f ( s )  => L{ I F\u)du} = ^ l{in

L\ | | ... | F(u)du.. .du\ = ^ L { F ( t ) ) — \ F(u)du
> mi mi f

n-1 veces

P P P I
Cuando a = 0 se tiene: L{ |  j J F ( li)du...du) = -~L {F( t )}

Ejemplos.-

0  Hallar L{ J  / e a! ser. t di)

Solución

¿{sen/} = - ^ —  => ¿{/sen /} = —— ¿{sen/} = —— ( - ^ — ) = ,~ V .,
5 +1 ds ds s~+\  (S '+ l)"

¿{/sen/} = — ¿{t?fl,/ sen/ } = — ~^S ^  -, = f ( s )
( i ‘ + l)  [(5- a ) - + l ] '
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Jb 5 s[ (s~ a)  +1)]

L{ ¡ t eai sen /dt} = ------ -
4

©  Hallar ¿ { r  j

,y [(j-a )- +1]- 

t sen tdt}

Solución

2s
¿{sen/} = —------ => ¿{/sen /} =

s - + 1 (.r  + l)2

(*' 1 1 i 1 25
¿{ J t sentd t}  = -¿ { s e n /} —  I t sen td t  = —(— — —) -  — (c o s í-se n  1)

í¿{ I t sent  di} = —

s ( .v '+ l)‘ S

2 eos 1 — sen 1

( s - + l ) -  i

L{t~ j* t sent di} = (-1 )2 ~ T ^ {  J
ds (s + 1)

d  r 85 c o s l - s e n ln 8(55” - 1) 2(c o s l-s e n l)
i L 1  J 1  . A  1

ds (5~ +1) 5" (57 +1) 5
*1 *>

, „ 8(552 - l )  2(cosi -  sen l |
.-. ¿ { r  t sentd t}  = —̂ --------------------- ---------

' (J +1) 53- I -

10.14. APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA 
EVALUACIÓN DE I N T E G R A L E S . - _______________

Sea F: [0,+cc> —> R; una función continua por tramos y de orden exponencial, entonces.
I

Si L{F(t)} = f(s) entonces e~s'F(t)dt  = f ( s ) ,  tomando límite cuando s —> 0, se

tiene: lim j e s‘F(t)dt  = l im /( s )  de donde
s~>0 J )  s -» 0  J;,

F(t)dt  = /(O ) . . . ( * )
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siempre que la integral sea convergente.

La expresión (*) es útil en la evaluación de integrales. 

Ejemplo.-

r" ~~a‘ sen bt—üt1 6 se
Evalúe la integral J ■■■ ~ -dt

Solución

Aplicando la división en t y luego la definición L{senbt}  = —------ — = f ( s )
s ‘ + b~

L{ P  f ( u )du=  f - ^ - ~ d u  = a r c tg ^ / = ^--arctg  
/ J.v i c + b ~  b '  s 2

L{S~n —} = — - arctg — , ahora aplicamos la definición de transformada 
/ 2

r _v, sen bt , 7T s . . . .
p --------¿7/ = ----- arctg— , tomando limite cuando s —> a se tiene:

/ 2

.. , _v, señó/ , .. .ir 5
lim I e --------dt = lim(----- arctg—)
5—>a t s-+a 2 bf
f sen bt jt a b

e - ------ dt = ----- arctg—= arctg —
t 2 b a

( 2)  Demostrar que J~Demostrar que | t e  il sen td t  ^
50

Solución

¿{sen/} = —  => ¿{/sen /} = —— ¿{sen/} = —~r(—r -— ) =
s +1 ds ds s +1 (s~ +1)"

2 s • • •
L{t sen /} = ——— —, ahora aplicamos la definición de transformada

( í 2 + l) 2

r _ , 2 S -, •
e t sen t dt = ——— -  , tomando límite cuando s —> 3 se tiene:

( ^ + i r
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lim f  e S,t s e n td t  = lim —— —7 de donde | e 2" ts en t d t  ='^3 Jh X

( ? )  Calcular la integral

6 3
100 ~ 50

eos 6 t -  eos 4t , 
-------------------dt

t

Solución

Calculando la transformada de la función eos 6t -  eos 4t, es decir:

¿{eos6/ - e o s 4/} = — --------- —̂ —  = f ( s ) ,  aplicamos la transformada de la división
s~ + 36 s~ + 16

eos 6/ -  eos 4t r  u II 1 , 1 / x
¿{------------------ }=  (-r—  ------- -------- )du = [— ln(u + o 6 ) - - ln (z / + 1 6 )]/

t Jv u +36 u + 1 6  2 2  ! s

1 u 2 + 36 , / x „ 1 , , s 2 + 36 , 1 , j  +16
= T lnH -------!2 u +16

eos61 - e o s 4/ 1, , s 2 +16

, r  n 1 , y +36 ,  1 , , s : +16 ,
„ . , ) /  = 0 - - l n ( —------ ) = —ln(—------- )
2 « ‘ +16 '  ■' 2 . s '+16 2 j- +36

¿{—  ----- :------- -} = — ln(— --------) ,  aplicando la definición de transformada
t 2 s~ + 36

f _s, eos 61 -  eos 41 , 1, , s +16
dt = — ln(— --------) ,  tomando límite cuando s —» 0, se tiene:

2 s +36

.. eos 6í -  cos 4t 1 s2 +16 1 0 + 16 í 4 2 , 2
lim e -------------------dt = -  lim ln(—------- ) = - l n -------- ) = - l n ( - )  = l n -
>0 X t 2 í->o s  +36 2 0 + 36 2 6 3

r c o s 6 í-c o s 4 í  , , 2
-------------------dt = ln (-)

t 3

10.15. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

Q  Determinar cual de las siguientes funciones son continuas por parte, 

a) /(* )  = •
2 ,  0 < t <3

4 , t >3
Solución
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©

como lim / ( / )  = 2 
i->i

lim / ( / )  = 4 
t->y

La función es continua por tramos.

b) f U )  = \ t
<t  <\

Solución

como lim / ( / )  = 3

lim f ( t )  = —
t-*v 2

la función es continua por tramos.

Solución

V t e R, f ( t )  = e'  es continua, en particular f ( t )  = e'  es continua en [0,cc>, 

como toda función continua en un intervalo, dicha función es continua por tramos.

Determinar cual de las siguientes funciones son de orden exponencial,

a) f(t) = sen 5t
Solución

Como -l<sen 5t< 1, V t e R entonces ¡sen5í| < 1 => | / ( 0 |  -  (donde c= l, a=0) 

por lo tanto la función f(t) = sen 5t es de orden exponencial.

5

Solución
b) f ( t )  = t

t 5 1
•= lim ---- = iim —----- = 0 V a > 0

, ^ a 5ea' '
lim -
/— QUl i— (?u

Luego la función f ( t )  = t~ es de orden exponencial.
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c) f(t) = sen h t
Solución

senhí e ' - e ‘ e2t
lim --------= lim ----------- = lim -
/—>00 eal r-»oo 2ea' í->* 2 é

*<i''IÍS*T» V>rj BUnfííTÜ'y i

l e 2'
= lim -—-—  ------ — = lim —— :--------------= 0 para a  > 1
'->x 2(ar + l)e( *' i ^ - e (a ’'(ar + l)

por lo tanto f(t) = sen h t es de orden exponencial 

Hallar ¿{cos2 at}
Solución

Como cos2 at  = — (1 + cos 2a t ) entonces 
2

1 1  s . s2 + 2 a 2
¿{cos' at} = — ¿{1 + cos2orí} = — (— + —5------- - )  = —

2 2 S 4- Art c•s s + 4or ó(s + 4or*)

( í )  Demostrar que ¿{/cosh af}=

Solución

Aplicando la transformada de la multiplicación por t.

< ■> 2 ,-1 ■> 2 2s  , ,  d , ,  , . 5  - a  — í (2 i)  i  + a
¿{cosha?} = —-----   => ¿{/coshaí} = — — ¿{coshaf} = --------  -----— —  = — -̂---- —

s  - a '  d s  ( s ' - a  )~ ( s ~ - a  ) '

senhí.

Solución

©  Hallar

¿{senhí) = ¿ í— } = ' i  = r ( “ T ----- ” 7) = / ( s )
2 2 2 5 -1  5+1

Ahora aplicamos la transformada de la división.
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¿ j f fE Ü Í ,.

1 . w °° „ 1 , ,5 - 1  1 ,5 + 1
= 7  ln(~ r ) = 0 ~ 7  ln(~ r ) = o ln(— 7}2 /¿ + 1 ' 5  2 s + l 2 5 -1

( ó )  Calcular Z,{i" cosai}
Solución

*  ( - 1 ) * / 2 *  ^ ( - l ) * ( a i ) 2 *Z ( - l )  r
------------ , entonces cos at = 7

(2 kV. ¿ - t

OC

z

(2k)\  ¿ - u  {2k)\
k=0 k=0

„ „ '( - l)* (a i)2A „ { - \ ) k a 2k t2k+n
t cos at = i > ---------------- = i cos ai = /  ----------------

(2*)! ^  (2A:)!
*=0 *=0

tornando Transformada de Laplace se tiene:

°° i t  Y \ k „ 2 k f 2 k + n  * 2 -  , n * 2* , ì \ k 2 k r ^ , . ^ ,
' ( - 1) a  t «  r , . 2 k + n ì  _  (- 1) «  (2« + »)!

2£+w+l(2 *)! ’ ^  (2*)! (2*)! 5 *=0 *=0 — *=0

oc

Z,{i" cosai} = ^  '
( - l ) * a 2* (2k + n)<

2k+n+\

. ,  sen i , 1, ,
Demostrar que L{--------} = — ln(

(2k)\ s 2 
k=0

sen2 i ,  1 , , s 2 + 4 S
• 4 ' 52 '

Solución

1 1 1 s
Z,{sen2 i} = —Z {l-c o s2 i}  = —(------------) = / ( s ) , por transformada de la división.

* 2 2 5 s + 4

1 - +00 1 c2 4- 4
-)

r .sen i ,  1 .1  u 1 1 - 2 i , 1 ( 1 - ,5 +I { --------}=  - ( ------- 2----- )£ fa = - [ ln « - - ln (w  + 4 ) ] /  = - l n ( — j
t Js 2 u u +4 2 2 I s 4 s

U --------} = T ln(— r - )
5t ’ 4 ” ' ~2
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,e‘ - c o s / ,
8J  Calcular L{-

Solución 

 ̂ §
L { e ' - e o s /}  = L {e ' } -L {co s t}  = ------------—  = f ( s ) ;  por propiedad de la división

s - l  s 2 + l

L{e' ~ C° St}=  f "  ( - í - r — -^— ) d u = M u - \ ) ~ M u 2 + l ) ] r  
t Js u - 1 u +1 2 / í

u — 1 , x „ , , s - l  v , V^2 +1
= ln ~ T T =  I  = 0 - ln ( T — ) = ln(^— -  

V«2+l/ j  Vs2+1 5-1

e - c o s /  Vs +K
• - ¿{------------ } = ln(------- — )

í 5 -1

( ? )  Demostrar que: ¿{e ““ f  eaxF(x)dx} =
Jb s  +  a

Solución

Sea L{F(x)} = f(s) aplicando la propiedad de traslación se tiene: 

L{eaxF(x)}  = f ( s - a )  , aplicando la transformada de la integral se tiene:

L{ I eaxF(x)dx} = —— , ahora aplicamos la propiedad de traslación, se tiene:
í ‘

lH e - “  I eaxF(x)dx} = -n s )
s + a

,c o s a í- c o s b t „ 1, , s 2 +b 2
10) Demostrar que: L{-------------------- } = — ln(—r-----r-)

t 2 s + a

Solución

s s
L{cos a t - eos b t}= —------------------------ —  --  = / ( s )

s ~ + a  s + b
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Ahora aplicamos la transformada de la división

c o s a t - c o s b t  r  « u 1 2 2 1 2 2 r
L{-------------------}=  (— --------- y — ~)du = b ln(" +a  ) -  —ln(¿/ +b  ) ] /

t Js n +a  u +b 2 2 '  s

1 , , « 2 + a 2 J *  n 1 , s 2 + a 2 1 , , s 2 +b2 x
= - l n ( —  ■ -  ■) = 0 -  — ln(  ̂ ——) = — ln(—----- —)

2 u +b~ ' s 2 s +b 2 s ' + a

, # eos a i - e o s  ¿ í, 1, s 2 +b 2 .
L{---------,---------} = 7 ln(^ ~ T T )

(TÍ) Hallar L{J/Hallar L{ I t e 2' sentdi]

s~ +cr

Solución

1
¿{sen ?} = —r---- , aplicando la transformada de la multiplicación por t.

5" +1

, .  , d d  1 2 5
¿{/seni} = —— I{sen /} = ——(—— -) = —--------

ds ds $ - + l  (s +1)

ahora aplicamos la propiedad de traslación.

I {e 2'ísen /} = ------— - - , aplicando la transformada de la integral
[(■s-2) +1]"

L{ I e2' t sen td t}  = ------ *‘s— —-
' 5[(i - 2 ) 2 + l]-í ‘

12; Calcular L{te2' f ' ( t ) }
Solución

Sea ! { / ( / ) }  = ^ (s) => L { f ' ( t ) }  = .v y /( s ) - /(0 )
• « 

aplicando la propiedad de traslación L{e2,f ' ( t ) }  = (5 - 2 ) y / ( s -  2) -  /(O )
■

ahora aplicamos la transformada de la multiplicación por t.

L{te2' r U ) }  = - — L{e2,f \ t ) }  = - ^ - ( ( s - 2 ) ¥ ( s - 2 ) - f m  = - íK s - 2 ) - ( s - 2 ) V/’( s - 2 )  
ds ds
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13) Calcular L{6 (C° S¿ ! ) j

Solución

L { e ' ( c o s t -  1)} = L{e' eos/} -  L{e } = — - — -̂----------—  = f ( s )
( s - l ) 2 + l s - \  '

aplicando la transformada de la división

L{e'Scost- l ) }=  r  ----------1 )du = ( i l n [ ( « - l ) 2 t l ] - l n ( Í / - l ) ) / "
t l  ( í / -1 )2 +1 u — \ 2 /  v(w -1)

noi
J i u - n 2 + i

= ln
U - l  ! s  s - 1 y ¡ ( s - \ ) 2 ' '+ 1

O  Hallar la Transformada de Laplace de la función F(t)  = r  jf x sen .y dx + j" x e 2x sen x dx

Solución

L{F(t)} = L{t2 j*.vsen.ví¿v+ J^xe2' senxúfv} = L{t2 J x sen x ¿ v }+ ¿ {  ' senxdv} ... (1)

' 1
Calculando L { r  I xsen xdx]  se tiene:
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bs2 - 2  + 36s2 - 6 s 4 - 6  2 (c o s l-s e n l)

( s2 + l)3 (s2 +1)4 i’3

, , 2 i , ,  8(5j2 -1 )  2 (c o s l-s e n l)
L { r  x senxdx} = —  ------ -  + — -----  ------- ...  (2)

' (s2 + 1)4 .v3

Í ” * ’
ahora calculamos la transformada de L{ I x e  x sen xdx}

1 2s
Z,{senx} = ■ . .....  => Ijx sen  a  } =  — --------- ,  por Traslación se tiene:

S~+\ (•? + !)

¿¡t'2vxsenx} = — ~ • --  , aplicando la transformada de la integral
[(■s-2) +1]

L{ i x e 2x senx<ér} =  — L{xe~x senx} = -----—— ^ —— •••(3)
i ,  - 5 i ' [ ( 5 - 2 ) 2 + i r

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

Jj x sen x dx} + L{ j*:L{F{t)} = L{t¿ | xsen x d \ }  + L{ I x e 2x senx dx} = —̂ ----------------------- T +~ ------ ;-----------~ +
8(5^2 — 1) 2(cosl-sen l) 2 (5 -2)

(s2 + l)4 " 7  s[(i'-2 )2 +1]2

1S) Calcular L {—-—  -}
^  d - e  )

Solución

Se conoce que ^  n x" 1 = —-----— , si |x| < 1
( l - x ) ¿ /í=l

X

'Ŝ ' n x n~] = 1 + 2x + 3x2 + ... + n x n~l + Sí \x\ < 1
n=i

|  •  O  i  'J t i  í  ^  _

Luego -------- -  = l + 2x + 3x3 +... + « x""' +... para x  = -e~ ' ,  se tiene
(1 -x )2 i, .„f,;

(1 + e )
= \ - 2 e  ' +3e - 4 e  tomando la transformada
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L{----- '— } = L{ 1 -  2*w -4e~3' +...} = I  = Y
(1 +e Y  s 5 + 1 5 + 2  5 + 3

»=o

(1 + e ' ) -  ¿ - d  s + nn=O

16) Hallar L{ I ^ ^ - d u }

■ r ,  1 . s r ( - l ) " ( n  + l)
" n + e _,’i2 2 - ¡

Í sem 

u
Solución

Expresando sen u en serie de potencia se tiene:

3 5 7 2 4 6u u u sen u , u n u
sen u = u ------+ — -------- K.. => ——  = 1------- 1------------ + ...

3! 5! 7! u 3! 5! 7!

Í  senu  (* u 2 u 4 m6 h3 u5 ¡<7 / '
-------í/u =  I (1-------+ ----------- + ...)du = ( u -------- + ---------------+ . . . ) /

u i ,  3! 5! 7! 3.3! 5.5! 7.7! /  o

/3 í5 / 7
= / ------- h-----------------h..., tomando la transformada

3.3! 5.5! 7.7!

f  sen» t 3 r  t 1 1 1 1 1
L{ | —  du} = L { t - — + - -  —  + ...} =3.3! 5.5! 7.7! 354 5sh

, 1 ( - i 1 <1 >s t1 )7 , ,
— — -----1— --------  —  + ...) = -a r c tg (-)
5 1 3  5 7 5 5

Í sem 

M

, ,  . sen , 1 1
L{ -------d u } = -  arctg-

5 5

17) Probar que: L{ f  SCn X dx) = — arctg(—̂ —)
• Ji X 5 5" + 3

Solución

Primeramente aplicamos propiedad de la integral

L{ f  SCn -■ dx} = L{ f  -ei~— dx -  f  sen x  dx} , por la propiedad de linealidad
J X J) X J) x

5 +  /!
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J x J) x J, x

I sen x
mediante el ejercicio ( 16) se tiene: L{ I ----- - d x }  = -arc tg (-)  •••(2)

x s s

ahora aplicamos la propiedad de cambio de escala.

1 s
Si L{F(t)} = f(s) entonces L{F(at)}  = —/ ( —) ,  es decir:

a a

, ,  C senx , . 1 1 , .  r'sen .v  , , 1 . - . 3.  . . .
Si L{ I -------dx}= — arctg— => L{ I ------- dx} = — arctg(—) •••(3)

J ) X  5 5  J b x  5 5

Luego reemplazamos (2) y (3) en (1). ,

3 1
, ,  . , > 1  3 1  1 1 , 3 1 1  , 5 5 X 1 , 2 5 .L{ I — — í&} = - arctg------arctg-= - (arctg--arctg-) =-arctg(— ——)=-arctg(—----- )'f=

f
@  Calailar

5 5  5 5  5 5 5 , , 3 S 52 +3
5 5

. ,  , sen x  , . 1 , 2 5 N
’• L{ | -------£¿v} = — arctg(—----- )

X 5 5 + 3

Solución

~)dx}
. ,  ¡* x2 cosx + e A senx , , , .  í*, e A ¡
L{ I --------------------- dx} = I {  J (x cosx + ------

aplicando la propiedad de la integral se tiene:

. ,  f  x 2 cosx + e~x senx , . , .  f  , , , ,  f  e~x
L{ I ----------------------dx} = L{ I x  eos xdx} + L{ I -----

J) x X Jb

aplicando la transformada de la integral

senx , , 
-------dx}
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aplicando la transformada de la multiplicación y la división.

, .  ■> d  , ,  . d  . s , s 2 — 1 ...
¿{xcosx} = —— ¿{cosx} = — - ( —----- ) = —r---------------------------------------------------- y  . . .  (2)

dx ds s 2.+1 (a +1)

L{e~x = p  L{e~x sen ,v} =? T ----- É!L.—  = arctg(¡< + 1 ) /
x  I  i  (w + l r + 1  '  í

= arctg(oo) -  arctg(s +1) = ~ ~ a r c t g ( s  + 1) . ..  (3)

ahora reemplazando (2) y (3) en (1):

C x2 cosx + e r senx , , 1 s 2 - l  n  1 , ,,
--------------------------dx} = - { — ------ r )  + - — -a rc tg (s+ l)

i) x s (s +1) 2s s

. - 2
L{

( l9 )  Dado una función G(t) donde L{G(t)} = g(s), cuando s > a. Entonces demostrar que para 

una constante T > 0: L{G(t + T)} = est(g ( s ) ~  e~slG( t )d t )d t , s > a , T > 0.

Solución

L{G(t + T)} = f e slG(t + T)dt  por definición de transformada.

Sea u = t + T, para t —> 0, entonces //  —> T y para t —> oo, entonces / /  —> oo 

L{G(t + T)}= e~s,G(t + T) d t= e^H\ ~ T)G { p ) d p

= est e~s"G(u)du = es,[ |  e~suG(u)du -  £ e~Sf,G(u)du]

= es' [ ^ e - s,G { t ) d t -  £ ers,G(t)dt] = e s' [ g ( s ) - £ e -s,G(t)dt]

.-. L{G(t + T ) } = e * [ g ( s ) -  e~s'G(t)dt]
- í
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20) Demostrar que L{ | -—-— du} = — ln(l + —)
"  5  5

Demostración

Primeramente aplicaremos la transformada de la división.

Si ¿{1 -  e~u} = —-----—  = / ( i ) , entonces por la propiedad de la división
5  5  + 1

, , \ - e ~ "  f  1 1 , , . u / *  s , s  + l , K
L{---------}=  (--------------------------------------------------------------------  — -)du = ln (------------ ) /  = 0 - l n --------- - = ln (-- ) = ln (1 + —)

U Js U M + l W + l / í  5 + 1 5 S

ahora aplicamos la transformada de la integral.

\ - e "  1 V \ - e  1 1
Si L{ } = ln (1 + —) L{ - — ~ du} = — ln (1 + —)

li S Jrt U 5 5

21) Calcular L{te'  I t —  (e2' sen t)dt}
' í *

Solución

Sea F(t)  = —  (e2' sen i) => L{F(í)} = L{—  (e2r sen i)} = s L{e2' sen t } - F ( 0 )  
dt dt

L{F(t)} = ------ Lj— F(0) => L{tF(t )}  = - ~ L { F ( t ) }
(5 -  2)2 +1 dt

004- *

L{tF( t) } = ~ [ ------ i - -------F(0)] = -
ífe‘( i - 2 ) z + l ' ((5 - 2 ) 2 + 1)2

52 - 5  r  i 52 - 5
L{tF( t) )  = ---------------- ^ => L{ tF{f )dt}  = - ( ---------------- j )

[(5 — 2) +1] Jo 5 [ (5 -2 )  +1]

L{t F(t)}  = ----- 'r ; 5 , S  L { !  tF( t )d t}  = - L { t F ( t ) } - ~  f  tF( t )d t[(5- 2)2 +1]- 5: i • Jo
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1 i 2 - 5
= - ( ------------------------------ 1— r1— 7 ) - -  f  (2t e2' sen t +t e2' cost)dt  ...  (1 )

s [ (5-2)  +1] s i

f
f

1 ¡

21 . j .  2a r 4 a  6  s e n  a  2  a 8 c o s  a ,  8  _
2t e  sen t d t = e  [— s e n a ----------------------------------------------------------- —  cosa + --------1----------  ... (2)

5 25 5 25 25

21 , 2ar2 a co sa  3sena a sen a  4 se n a , 3 „
t e  eo sd t = e  [------------------------+ ----------------------- 1 + —  ... (3)

5 25 5 25 25

sustituyendo (2), (3) en (1).

rl  i , r?,., 1 , s 2 - 5  e2a 2 cos a 1L{ I t F(t)dt}  = —(---------- ------- ) -------------------- (a sen a —  señan--- )h---------
5 [ (5 -2 )  +1] í  5 5 55{ '

e‘ f  1 
Ja

tí i i cv 1 (•S _ l)2 _ 5 e2a 2 cosa. 1L{e I tF( t )d t}  = ------------------ ------ ----------(a sen a — señan--------- ) + ----------
' (5 -1 )[(j - 3 )  +1] S - V  5 5 ' 5 (5 -1)

J a

, ,  1 ■ x i .  d  r ( í - 1 ) 2 - 5  , e2a . 2 cosa 1 .
L{te F(t)dt] = -  — [--------------------------- -̂----------r ] -- ( a s e n a - - s e n a  + —  + —— - )

ds  (5 -1 )[(í - 3 ) +1] s - \  5 5 5(5-1)

54 - I 653 + 12052 -  4005 + 460 e2a e
------------------------ --------------------+ ---------- —{ 2 a - 5 a sen a -  cosa)

5 [ ( 5 - 3 ) 2 + l ] 3 5 (5- l ) 2

Tt t . _ /X J . 54 - I 653 +12052 -4 0 0 5  + 460 e2a (2a - 5 a  sen a - e o s  a)
:. L{te tF ( t )d t}  = —  '

Ja 5 [ ( 5 - 3 ) 2 + l ] 3 5(5 - l ) 2

[22) Hallar L{ ^ - d u }
J, u

Solución
t

Sea u = t v => du = tdv, además se tiene cuando u = t; v = 1 y cuando u —> x ,

v —> 00 ahora reemplazando se tiene:

, ,  r  sen u , , . ,  r* sen ív , , , ,  f* sen ív , , f* 0 _« r í“  sen tv
L{ ------- Jw} = Z.{ -------- Xdv} =L{  -------- d v} =  e s([ ------- d v ] d t

J, U J| ÍV J i V  J0 J1 V
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= í  í  e st scn tv dt dv = f  — f  e sl sen tv dt dv = f  — ¿{sen tv}dv
Ji Jo v Ji v Ji v

r l v f“ dv  1 v , / *  1 rJi 1,
----- j d v  = I —-----  = — arctg(—) = -  -  arctg- ]

v s + v s J] s ¿ +V1 s s ' i s 2 s

23) Hallar ¿{ f
J, u

Solución

Sea u = tv => du = t dv, además se tiene: cuando u = t , v = 1 y cuando u oo, v —> oo, 

ahora reemplazando se tiene:

, . j“  COS U , < f°° C0S tV j » , ,  r  C0S ̂  J  i r° -ií r f* C0S ̂  J n J¿{ —  dw} = ¿{ -----ífi?v} = ¿{ -----------Jv} = e *'[ ---------- dv]dt
JI, u Ji tv J i V  J o J | V

= f  P  e~s‘ °0S ,V d td v  = P  — P  e~5! eos t v d t d v =  f* — ¿{eos tv}dv
i  J i  V J i v J b  J l V

v
— ;-)dv 
+ s

= —[In V - —ln(v2 + s 2 ) ] T  = 0 - - l n — -------= - l n  J s 2 +1
s 2 /  \ s ./i .. .2 ss 2 l \ S  yj\ + s2 S

nóijMlt><<

24) Hallar ¿{ | —— dx}

Solución

Sea x = tv => dx = t dv, además se tiene: cuando x = t , v = 1 y cuando x —» oo,

v —> oo, ahora reemplazando se tiene:

¿{ f  —  dx} = L{ r  —  tdv} = L{ f —  dv}
J, X  Jt tv J, V
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i r  i i i v /«! i i i
= -  (------------)dv = — ln ------  = 0  —  ln — f = - l n ( s  + l)

i J l  V 5  +  V 5  V +  5  '  1 5  5  + 1  5

f
-3r - 61e —e

25) Demostrar que | — —- — — dt = ln 2

Solución

1 1
Calculando L{-------------- } a se tiene: L{e~3' -  e~bt} = ---------------- = /(■?)

t 5 + 3  5 + 6

F  1 1 /*  u + 3 /°° 5+3
L{------------- }=  (------------- -)du  = [ln(w + 3) -  ln(w + 6)] =ln(---- - ) /  = 0 -ln (---- - )

t Js u + 3 w + 6 ' s u + 6 '  i- 5 + 6

<T3' - e -6' 5 +  6 .
L{------ — ■— } = ln(-——), por definición se tiene de la transformada:

t 5 + 3

r _ e~3t -  e_6í 5 +  6
e st.-------------- dt = ln(------- ) ,  tomando límite cuando s —> 0, se tiene

t 5 + 3

lim r  *  = l j m l n ( ^ )  = l n ( ^ )  „ !n 2 ,  f  ^ Z ^ dt = ln2
s—>o t o 5 + 3 0 + 3 Jq t

_  f00 e~‘ sen t , n
Demostrar que: I ----------- dt = —Jo t 4

Solución

sen t
Calculando la Transformada de Laplace: L {—-—}.

T, . 1 , . s e n l  F  du * / *  n  *Lísen í} = —----- => L{------ } =  —-----= arctg u /  = — -  arctg 5
5 +1 t l  u2 + 1 1 s 2

sen t r* e ^ sen t tz .
L{------ } = I ------------ d t - ----- arctg s , tomando límite cuando s —> 1, se tiene:

t Jo t 2
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f e ' sen t , n  

< 4

27) Calcular JT e m Sen ^  d t , siendo a y b constante positivas.

Solución

sen bt
Calculando la Transformada de Laplace de L{-------- }

t

, , b , ,se n bt.  f* b du  u t™ n  s
¿{senb t } = —----- - => L{-------- }=  —----- - = a r c t g - /  = — -a r c tg -

s 2 + b 2 t X  u 2 + b -  b '  s 2  \ \  b

¿ {Sen^f } = -  arctg(—), aplicando la definición de transformada
1 2 b

o . ■ ! * ■-« 'i t

Í  si sen—  _ ^ _ a r c tg (—) , tomando límite cuando s —> a se tiene:
t  . 2 Byb  ’

b t , ,7 i , S . .  ti  ,a .
— d t — hm(— -  arctg(-)) = — -  arctg(-)

s-*a 2 b 2 b
lim f V "  —
i-»a J, t

e~* sen2 t
Evaluar la integral I -------------

2
' dt

Solución

sen2 t
Calculando la Transformada de Laplace de L {— -— }

¿{sen" /} = -  ¿{1 -  cos 2/} = -  (------- ----- ) = / ( s )
2 2 5 j 2 + 4

¿ (Ü Í! i , , I  f (—— ^ — )rfu=—[Inw——ln(u2 + 4 ) ] / K — / * = 0 —̂ ln
t ! 2 I  u „2 +4  2 2 /  . 4 « + 4 ' 5 4

, aplicando la definición de la Transformada

i 2 +4

sen2 í ,  1 , s 2 + 4
L{-------- } =  —In

t 4 s 2

f cpn  ̂ t 1 -f 4
é~s t -dt  = — ln(— -— ) ,  tomando límite cuando s —> 1

t 4 s 2
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lim
J-*l f

’ sen2 t . 1
e s l -------- dt = -  lim

í 4 *-»1

lim ln(S ^ = — ln 5 f e sen í , 1 , r
----------— d t = -  ln5

29) Demostrar que: I -— dt = —
2 2

Solución

Calculando la Transformada de Laplace L {-—C_°S 1}
r

1 s
¿ { l- c o s í}  = ------- ---- = / ( s )

5 s 2 +1

_i-cos£}=  r  (i _ _ ^ _ )í/M =[lnií_ i ln(ll2 + l ) ] r  
t l  u u2+1 2 /*

1 w  "2 X / *  O 1 I , ^   ̂ 1 w j2 + K= - ln ( —-----) /  = 0 ——■ ln(—-----) = - l n ( — — )
2 u +1 ' s 2 s +1 2 5

r í i- c o s í_  r  1 . ,« 2 + U .  • jL{------— } = I — ln(— -— )du , integrando por partes
t Js 2 u

\ "ns>¿

= ^[/<ln(“ **) + 2arctgu]J ln(5 +S- 2arctgs
2 u / * 2 2 s ~

aplicando la definición de Transformada de Laplace

dt = --------ln(------ ) -  2 arctg s , tomando límite cuando s —> 0
2 2 2 ,s2 6

— cosí , rn  s , s'2 + L  .  t ti „ n
lim I <? s‘ -----  —  dt  = lim[---------------------- ln(— — ) -  2 arctg s] = -0 = —
« o  L t2 « 0  2 2 s 2 2

r.-i= s
X í

í1̂-  eos í , 71
dt = —

2 2

® _ , , , . , f“° c o s w -e “ +senw .
Calcular la integral I ------------------------du
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Solución

„  . * , . _ , . ,c o s u - e  + sen¡/,
Calculando la transtormada ¿{---------— --------—}

u

s 1 1
¿{cosM -e" +sen»} = —---------------+ —----- = / ( s )

s 2 +\ s - 1 s ' +Ì

, .cosw -e" + seni/_ ti 1 1 ,1 , ■> / x
---------------------- }=  (—-- + — — )du = [—ln(w + 1) —ln (w -l)  + ac tg u \ /

u I  u +1 « -1  u +1 2 / *

r 1 , , l<2 +1 . , / x 1 , . s 2 +1 _
= [ -  >n (-------- + arctg u] = (0 + — ) -  -  ln (---------- - )  + arctg 5

2 ( ¡ / - i r  '  * 2 2 (5 - l ) 2

. ,cosw -e"  +senw , n  1 , , s 2 +1 x 
L{----------------------- } = — -  -  ln (—----------- ) + arctg s

u 2 2 s — 2s + l

aplicando la definición de Transformada de Laplace

cosm  - e "  +sen u  , n  1 , , j 2 + l .
e ------------------------d u = -------- ln (—------------ ) + arctg s

u 2 2 s - . - 2 s  + \

tomando límite cuando s —» 0

f* eosu -  e" + sen u , rn  1 , . s2 +1 
lim I e ------------------------du = lim[-------- ln(—------------
s-*o Jb u *->o 2 2 s~ -  2s +1

- r
eos u - e  +seni/  , re _ . n
----------------------- du = ----- 0 + 0 = —

u 2 2

„2
3 l)  Demostrar que: f  e sl -— dt = — + — ln ( ‘ - ) -  2 arctg 5
■ J  Jo / 2 2  2 5 + 1

Solución

1 s i . IZ ,{l-cos/}  = -------------= f ( s ) ,  por la transformada de la division:
s s 2 +\

1 eos/ r  ^ —)¿i/ = [ ln (« )-^ ln (« 2 + 1 )]/ = ̂ h ( -^ U - .) /  = 0 - ^ ln(
/ Js u u2 +\  2 f s  2 u¿ + \ / s  2

£ ->  
s +1
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1 -  COS / 1 S~ +1 ! ■* ■
L{---------- } = -  ln (— 7 - )  = g ( 5)

t 2 s
}1 &b¡

, , 1 -c o s /^  1 r , u2 + L , . ,
L{----- -— } = — I ln (— -— )du , integrando por partes

t 2 Js u

, ,1 - c o s í ,  1 „ , , u 2 + L _ , / *
L{----- -— } = - \u ln (— —  ) + 2 arctg u\

t 2 u ~ ! S

L{ - — } = — + — ln (—----------) — 2 arctg .v, por definición de la Transformada de Laplace
t2 2  2 s 2 +l  B F

f  1 - c o t  , n  s , , s 2 , „
e — -—  dt = — + — ln (—--) -  2 arctg í

t 2 2 g~ + 1

(32) Evaluar la integral te~2' sen tdt
Solución

L i t s en t]  = -  —  L{sení} = — — (- - !— ) = —^ —  , por la definición de transformada 
ds ds í 2 + 1  (s2 + l)

r . 2s .
te s‘ sen tdt ~ ■ - — —, tomando límite cuando s —» 2 , se tiene:

(*2 + l )2

l i m f
*-»2 I»
1 • i  - s í  j  v 4 4lim I t e sen tdt = lim ■
« 2  J ]  s —*2 (^2 + 1)2 52 25

f -21 j  4te sen tdt = —  
25

21
33) Evaluar la integral I --------dt

r e  21 -  cosí 

i ~ —
Solución

—2t
L{e~2‘ -co s? } = — — j -—  = f ( s )  => L{e ~' COSt}=  r (- i _ — i i  

5 + 2 52 + l  t Js u + 2 u -
-)du 

+ 1
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■ l i iM / oc 1 i / 00 1 (s + 2)~= ln(u + 2 ) - - ln ( w  +1) /  = — In — -̂-----  = 0 - - l n ( —;------ )
2 /  s 2 u - + l  '  s 2 s +1

= — ln ( * —) ,  aplicando la definición de transformada se tiene:
2 s + 4 s  + 4

- e o s  t)dt 1 , s 2 + l .
—  = — ln (—------------) ,  tomando limite

2 s + 4s + 4

,• r  -i/ (e ' -  cos t)dt  1 s +1lim I <? - ---------------- —  = - l i m l n (—------------ ) = - l n 2
s->o Jo t 2 « o  s + 4s + 4

r  e 21 - e o s t  , . ,
| ---------------dt = - ln2

r34) Evaluar la integral | e 2'z senh tdt

Solución

Llt  senh t } = —— ¿{senh t} = —  (— í—-) = — ; por la definición de transformada
ds ds s 2 -1  (s2 - l ) 2

25
te~st senh tdt = —-------—, tomando límite cuando s—>2

(s2 ~ l ) 2f
lim P  te~2' senh tdt = lim — ^S = — ’ I te 2‘ sen^ *dt =
*-> 2 A  s -+ 2  ( s  - 1 )  9  J a

10.16. EJERCICIOS PROPUESTOS.-

I.

Q  Demostrase que f ( t )  = t * , es de orden exponencial cuando t->oc ; V e  R .

( ? )  ¿La función f ( t )  = t ‘ es de orden exponencial en [0,+co>?

Rpta. No es de orden exponencial
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( 5 )  ¿Es / ( / )  = / sen - continua por tramos en [0,+00>?

Rpta. Si es continua por tramos en [0,+oc >

( 7 )  ¿Cuáles de las siguientes funciones son continuas por tramos en [0,+oc>? Razónese la

respuesta.

a) / ( 0 = í ± |  b) =
t - 1 t —t —2

1
c) f { t )  = e'  d) / ( / )  = / 2

i- + 3,4̂ 4* t
Rpta. a) no es continua por tramos en [O,+00 >.

b) es continua por tramos en [0,+oo >.

c) no es continua por tramos en [0,+» >.

d) es continua por tramos en [ 0,+oc > .

(T ) Demostrar que para cualquier numero real a , F(t )  = e at f  ( /)  es continua por tramos en

[O,+ao >, siempre que f  lo sea.

( ó )  Demuéstrese que las funciones dadas son continuas por tramos y de orden exponencial en

[ 0,+oc >

a) f ( t )  = t" eos kt b) / ( / )  = -—C° SlCt c) / ( / ) = - ——
t t

.. . 1 -sen fo  % ..  . c o s /-c o s h / ' „
d) / ( / )  = ------------  e) / ( / )  = -----------------  0  f ( t )  = t cosh/

t t

Demostrar que el producto de dos funciones continuas por tramos en [0,+=c > es una 

función continua por tramos.

( 5 )  Hallar la transformada de Laplace ¿{F (/)}  si:

1+2

a) f ( t )  = t 2 eos/ b) / ( / )  = t 2e ‘ eos/ c) / ( / )  = (2/-3)<? 3
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Rpta. a) f ( s )  = — — ^  
(5 +1)

b) f { s )
2 (5 -1 ) - 6 ( 5 - 1 )

[ ( 5 - l ) 2 + l]3 "
c) / ( s )  =

- 3 e 3 
-1

® ^  t ( 2  > 65“ - 2Demostrar que L{t sen t } = —--------
(J2 +1)3

FA l i  3 1 5(5” + 7)Demostrar que ¿{cos /} = —----------—----
(5 4- 9)(5 1)

©  Halla ¿ { /3 cost}
Ó54 - 3 6 s 2 + 6

Halla / .{ - - -  LC0S- }
1 5 + 9

Rpta. / ( 5 )  = - ln ( - T — ) 
5 5‘ +1

( 13)  Halla L{sen(a+t)}
■ - ' » ' • JUU ' L l h  i f

„  _ cosa + s.sena
Rpta. / ( 5 )  = ------- 5----------

5" + 1

©
Calcula /.{cos bt} 

Demostrar que:

52 - 2 a 1
a) ¿{cosh“ (a/)} = ----- —

s(s~ - 4 a~)

\ n  > a ( s 2 + 2 a 2)c) ¿{cosa/, sena/} = —  -------- —
5 + 4  a

e) ¿{senh(a/).sen(a/)} =
2 a 2 s 

s4 + 4 a 4

Rpta. / ( 5 )  = - ( - +  5 2 )
2 5 s +4b

b) ¿{senh2(a/)} = -----~~a - -r-
5 (5“ — 4a )

d) ¿{cosa/, cosa/} = —-------- j
5 + 4a

f) ¿{senh(a/).cos(a/)} =
5 +4a

Hallar la transformada de Laplace de F(t) si

, / < 2 ..
a) F{t) =

2 , t > 2
b) F(t )  = te' —  (sen 2/) 

dt
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ísen t , t < 2n
c) F(t)  =

lO , t >  2n

e) F(t)  =

t , / < 2 
8 - 3 /  , 2 < / < 3  
/ -  4 , 3 < / < 4 
O , / > 4

g) F (/) =
dt zir eos 3 tdt

d) F(t)  =

0 , /<  —
2

;r 3/r
eos/ , — < / < —

2 2
n 3;r0 , / >-

2

0  F (/) = e 3í / cos4/af/

h) F(t) = te‘ \ t —  (e2' sen t)dt
i)  dt

( n )  Si / ( í ) = ! { / ( / ) } ,  demostrar que para r>0 ; /.{r'F(ar)} = — / ( - —^ - )
a a

6bs2 -  2¿>318) Demostrar que : L{t sen bt} = ,  , ,
(s 2 +b 2)3

„  r ,s e n /% 1
Demostrar que: ------ } = arctg —

/ s

Calcular L{F(t)}  sí:

a) F (/) = e~3' / sen l tdt

b)

Rpta. F(s)  = —--------------- -
( .T + 6 s  + 13)2

5+ 3
Rpta. F(s)  = arctg (—- —)

21) Calcularar L{ f  —. Jb t
sen 21

dt}

Hallar L{
/

3 1 1  3
Rpta. / ( i )  = —arctg-------- arctg.(—)

4 5 4 s

te“' - eb' ) 2
Halla L{±----------- —}

/
R pta. / ( s )  = ln( ( s - a - b )

(s -  2a)(s  -  2¿)
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„  .. , sen/ + sen ' t  ,
Halla L{-----------------e }

25) Evaluar ¿{sen kt. cos kt}

7 1 1  3
Rpta. f ( s )  = —arctg-------------------arctg(---)

4  5 - 1  4  5 - 1

Rpta. / ( 5 )  =
5 2 + 4  k 2

5 > 0

I 16 —(5 —3)
Halla L{F(t)}  sí F(t)  = e I tcos4tdt  Rpta. f ( s )  = - ,  ,

' (5 - 3 )  [(5 - 3 )  +16]

Hallar L{F(/)}si: 

a) F(t)  = t [ e ~ 3'sen2tdt  

\2tc) F(t)  = e 31

Í -

28} Halla L{F(t)}  si F(t)  =

29) Halla /.{/-'(/)} si F(l)  =

dt

sen t , t < 4 n  

sen / + cos t , t > 4 n

3 n
cos / , / < -----

2
3/r

c o s /+ sen / , / > —  
2

b) F(t )  = t f

r  e‘ - c  

' 1 >

te 3/ sen 2tdt

d) F(t)  :
cos 2/

dt

30) Halla Z.{F(/)}. donde: F(t)  =

/c o s f f l ( / - a )  , t >  a
,co , a  constantes

, / < a

r  sen u 

1
31) Calcular L{ I -------dn}

_  •
(33) Hallar L{e}' cos3/.cos4/}

32) Calcular L{----------- -}
^  (l + ew )‘

34) Calcular L{e3' / 3 sen2 /}

Hallar L{(t + a)n } , n e Z ' e s u n  entero positivo.

M-l „
Rpta. f ( s )  = n \(— —------+ a

( « -1)!5 ( n - 2 ) \ s  Ü5" 5
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Calcular ¿{ T e2a f  eM a ■-■ "U d/.ida}
Jn J i  H

Calcular L{|| í | | -^/¡T]} (38) Hallar ¿{sen ai. cos¿>í}

Hallar L{ea) sen2 bt\  ( 40) Hallar ¿{—y  Í e ' cos3tdt}
dt~ Jo

3 ,  (_ i r r (3w +l )
Calcular ¿ {v í c o s í2 } Rpta. f ( s ) =  y  -

3 « + -
fl=0 (2n)\s  t

X

Demostrar que: ¿ {sen í2} = ^  *
(-1 )”- '(4 « -2 ) !

(2 /? -1 )!í4" n=1

Demostrar que: ¿{ íí
Demostrar que: ¿ {F '" (í)}  = í 3 ¿ {F ( í ) } - s2F ( 0 ) - jF ’(O) -  F"(0)

. r'(n + l) - ln 5 : .r (n  +  l) ,
Demostrar que: ¿{í lní} = --------------- — -------------  , n > - l

s"

r-í<r~Calcular: ¿ { I  ( 1 ( 1  ----- -dz)dy)dx}

„  , ,  sen6 , r 6
Demostrar que: ¿{------ — } = y

l + e a (s + an) +bn=0

Calcular L{— \ e ^ 'F (—)dt} , a * 0 .  Rpta. f ( s )  = -< p ( sa -b )  
a Jb a 5

Demostrar que: ¿{ f  | f  sen - c¡z dydx}  = 4 -  arctg (— )
X  Jo Jo z

Demostrar que: ¿{ f dv} = - arctg(^—- ^ )  donde “a” es una constante positiva.
Jt y  s s + a~
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51) Sí L { F \ t ) }  = arctg (—) , F(0) = 2, F'(0) = -1 . Hallar Z.{F(,)} 
" s

52) Calcular L{ f  f  ( - ------  — )dudx } Rpta. f ( s )  = -^ -ln (^~S +C'S
Jb J, u s s + 2a

53)  Hallar L{— } Rpta. / ( $ )  = - — lim f  arctg(-=̂ - )du
t2 4 ¿->+x Js 3u2

(54) Calcular J  e~s ' S6n 1 dt Rpta. f ( s )  = arctg(-^-)

(s$)  Calcular la Transformada de Laplace de: L{t e' j* z-~-(e2: sen z)dz}

f i -
t max

56) Demostrar que: L{ | | u e~uF(u)du dx] = — +1)

2 2IT ,, r . c o s a t - c o s b t  1 (s + 1) +b
57) Hallar L {— — -------------------------------------------------------------------------------- —} Rpta. f ( s ) =  — ln(------------— -------- - )

f
t e*  2  (5  4 - 1 )  +  ùf

58) Calcular L{ | te" 21 ( SC'----)</»} Rpta. /(.?) = a , c t ( 2 / s ) ----- — s----------
^  1 u (s + 2) (s + 4)(s + 2)

59) Demostrar que: ¿{ SCn Z dz)dy dx} = - y  arctg (—)

r/  I  J

:Sen— } Rpta. f ( s )  = — arctg (— )

w Í s

6 l) Calcular L{ | | '--— diidu} Rpta. / ( s )  = — arctg ( - —)
*r ¿{ f• Jb Jb u

bt rax ^  e-u ab2 , ,  s
62) Demostrar que: ¿ { I l  I -----d u d y d x } - —— ln(—-  + 1)

11 ab

63) Demostrar que: ¿{ jj* (Sen - ̂ fcdydx}  - — -arctg (—)
s 3 ' i
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64) Demostrar que: L{ í í f  (SCn ~ )dzdydx)  = -^ -arctg (--)
52

65) Calcular L{ | cos ~̂— co s^z dz) Rpta. f ( s )  = —  ln ( -■ - *  — )
" z 2 s s +36í

r  i dI e z  —
Jb dz

„2 ^  1 r (^ -D 2 - 566) Calcular L{ | e z —  (e z senz)dz}  Rpta. f ( s )  = ----— [—------— — 7 ]
( i - l )  ((5 - 3 )  +1)

67) Demostrar que: ¿{sen6 í} =
s(s2 + l)(s2 +16)(s2 +36)

120
68) Demostrar que: ¿{sen' /} =

( s2 + l)(.y2 + 9)(s2 + 25)

1 /~_2 ■ 2 « i
69) Sí L{tF(t)}  = — ------ . Hallar L{e~' F(2t)}  Rpta. / ( j )  = ln ( i—----- ‘ , , )
^  5(5 +1) (s + 2)

70) Si existe, calcular L { -  | e~*,+" Sen- ■-</»}

f4' sen2 u \
71) Sin derivar y usando solo las propiedades de Transformada; calcular

d_ 
dt

TÍ)  Calcular ¿ { í" sen a í} , sí n 6 Zq y n e R ,  n > - l

e_4ícosí , , r ,l-c o sr c í,
73) Calcular L{-------- — } H 4) Calcular L{---- =-----------}

(1-e ) W  í2

,sen2í ,  O  , , , e “‘"sen2 í.
75) Calcular L{— — } (76) Calcular L{

-bl ser2 • 
d t ' í3

77) Calcular L{t2 —  ( - — Sen ¿)} sin derivar.

78) Si L{F(t)} = H(s), calcular L{ I dv I F(u)du}n
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&9)  Solo usando propiedades sin derivar calcular L{e' \ t —  (e2' sen t)dt}X dt

( 80) Calcular L{ í ~ ( t e  ' )dt} , sin derivar solo usando propiedades.

( Í l )  Sea [0,w>-+R una función de clase A. Si L{F(t)} = <p(s), calcular L{— e~lF {—)}, a > 0.
a a

sen t 1
Demostrar que L{e  ----- } = arctg(-— ) (83J Hallar L{2 + |t - 2|}

t 5 - 1

84) Demostrar que L{ f  f  SCn~ dzdv)  = -!-arctg(—)
X X  Z 5 5

(85) Evaluar si existe L{t I e 2f( ên --l )du}
X; u

(86) Sean a, b, u , v y A constantes, probar que:

L{at~" + bt~v } = A(as~"  + b s ~ v ) <=> w + v = 1 y A = ±^jiresen u

^ 7 )  Hallar una fórmula para: L{t" sena t} , a > 0.

(88) Calcular L{ r r  «*'2 eos«3 "dudy}

Hallar la transformada de Laplace ¿{a2 Jj" m sen u d u +  u e2" sen u du}

t"~x NT'' (>
Hallar L {—------} , donde n es un entero positivo. Rpta. f ( s )  = /  —

\ - e ~ '  * - J (se k=o v
sen/ V"1 (_ 1)"

Determinar la transformada L{------ —} Rpta. f ( s )  = /  t~----- ~
1 4-P

(« -D !
(5 + k )"

* = 0  v

l + e 1 ¿ - ¿ ( s  + n y  +1
n=0

e‘ sen / X -1 ' * (-1 )”- '«
Calcular L{---------—r-} Rpta. f { s ) = j  ---------~i¡  -

(l + e ' ' ) 2 ^ ( 5  + n -  2 ) - + lv 7 n=l
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93) Calcular L{------- e—— —----------------------------------------------------------- - }  Rpta. f ( s )  = ' S ' ---  -
^  \+e~3 - e  - e ~ 2’ ¿ - ^ ( s  + n Y(s + n) >(s + 2n)-n-O n=0

t2 ( - 1Y 2
Calcular L { - ----- —} Rpta. f ( s )  = }

' e ' + e n ' ' ' ' '  ¿ - J ( s  + 2n + 3)2
n=O V 7

Hallar ¿ { í3 tgh(í)} Rpta. / ( s )  = V
^ r . í  + 2 « r  ^(s + 2n)4 ^  (s + 2« + 2)4
n=0 n=0

96) Calcular L { -
■ 7  \ l - e )

2 ’y C-l)"/'1̂
yjn: (2« + l)/z!

n-O
(97) Calcular L{t~v2F(t)} sí F(t)  = —  ̂  -

«=o 1

(98) Usando propiedades calcular la transformada L{t—  f  — (
J  dt t3

(99) Usando propiedades, calcular la transformada £{e3' |cosíüw|d«}

@  Solo usando propiedades, calcular la transformada L{ sena/)c/í}

@  Hallar L{e~2' f  SC— -du} Rpta. / ( s )  = -
arctg(s + 2)

102) Sea F(x) una función real, definida F(x)  =

s + 2

0 , sz x e  [0,1 >

° . e ' - e 2'+ s e n x t 2 . .......(----------------------- )dt , s í x e [ l ,2 ]f
si x  > 2

Hallar L{F(x)} Rpta. f ( s )  = - ( — + ln2)(e s - e  2s)
s 8

, m )  Hallar Rpta. f ( s ) = K€ **—¡=— f ; v j / -  r-
y¡t yjs



Transformada de Laplace 519

I O, 0 < t < a  f  .
Si <¡ , calcular L{t I e +yF(v)dv}

t", t > a  Jb

105) Calcular la transformada de Laplace de la función F{t) =
í _ [| t 111 si [ | / |]  es par 
/ -  [| / + 1 1] si [| 11] es impar

106) Calcular L { x ( t + a )  1/2} sug. Es un el binomio de Newton.

„ , / — [ í 1 si [ 111 es paro cero ,, . ,
Si / / ( í )  =  ̂ Calcular L{te  I a H ( u ) d u } ,  a > 0

11 ~  [U + 1 1] si [| t 1] es impar

C' K '- t l ' l ] )  si 0*11 es par o cero 2 -a,Si G(t)  = < . Calcular L{t e
[ l - ( / - [ | í | ] ) 2 si [ |í |]  es impar 7 Á g w

)du)}

cos at -  cos bt 
Calcular L{------------------- }

tér

„  ^  , 1 , i s - l ^ + ó 2 ,
Rpta. f ( s )  = ~  ln(------—----- T)

2 ( s - 1 )  +a~

110) Calcular L{t

111) Calcular L{

Í
„ sen u 

f í 1

du}

y
-dydx}

s - l  5(l + ( 5 - l ) 2)

^ 1 2 )  Calcular I {  ' )dt}

Calcular L{t 1/2 c o sa i12} Rpta. / ( s )  = A|—e 17 , s > 0

114) Calcular L{
ea - e o s bt

t
} , a, b *  0 ^ 5) Calcular L{ j* SCn X dx}

116] Calculai* L{te ' ~JT e ‘ eos 4/ dt}cos4 / í*} (117) Calcular L{te  I t —  (e sen t)dt}

(Í l8 )  Calcular L{t e6' senhyft}

X  dt

119) Hallar la Transformada de Laplace L{t | -------------dt]
C e~2t se

1 — 7
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[120) Hallar la Transformada de Laplace L{t e 2‘ eos 3/}

^ 2 ^  Calcular L{t j^senxJx} ̂ 3 ^  Calcular L{e '(2 se n h 2 /-5 c o sh 2 f)}

^ 2 3 ) Calcular L{t J e -2' ^ ~ - d t }  ( l2 4 ) Calcular

II.-

i3í 
-dt}

® r e- f — e
Evaluar la integral I --------------------------dt Rpta. In 3

, . , . , f°sen a í-cos¿> / , _  , ,a.
Calcular la integral J -------------------dt Rpta. ln(—)

Evaluar la integral Ĵ ° t e 21 eos t dt Rpta. ^

® r_ f“ J 21 senhf.sení , n
Demostrar que: | e -------------------------- 8

r  - J 21 sen 6/. sen í , n  
Demostrar que: I e “ --------------- dt = —

F  sen2 1 , n  
Demostrar que: j — -— dt = —

( 7 )  Demostrar que: t e~3‘ t e~2' sen t d t d t  = ^

(T ) Calcular la integral M  t c o s 4 td td u  Rpta. ln 2

( 9)  Calcular e
4 ,  c o s a t - c o s b t  , „  ,  1 , .16 + 64' ------------------ dt Rpta. — ln(---------- )

2 16 + a2

ÍO) Calcular la integral e-‘ —  —dudtI V  t i = ü
J b  J b  «

{«Oí
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=0 J i i =  0 u

©  Demostrar que: j | é

r, , c o sh 2 /-c o s4 / , _  1 , „
12) Evaluar | ------------------- — dt Rpta. —In4

13) Evaluar | r e  2t sen tdr Rpta.Í
f-14) Evaluar J t e  2'sen h td t  Rpta. ^

Ìjo —2/ .e— - c o s t_dt

Rpta. -In 2

2

f -si l - c o s n t  H7T t S ^ ,  S y .
------2-----dt = -  + - ln(—-------  _  .

t 2 2 s + n  ri
16) Demostrar que: I e s -------  -----d t - —  + — ln(—-——-)-/? .arctg(—) , V w e Z  y

i i r  l - c o s n t  . _  nn
calcular I  -----------dt Rpta. —

l  t2 F 2

( l7 )  Usando Transfonnada de Laplace calcular j|“ J 0(u4)du

/«c g-ax2 _
(̂ 18) Calcular I ---------—----- d x . usando Transformada de Laplace sí a, b > 0.

sen x  ■+■ cos x
19) Usando Transformada de Laplace, calcular I -------- --------d x , 0 < P <P x p

Rpta. — 5—  (---- + ----------Í-— ) , 0 < P < 1
v ' sen—  cos----

2 2

yfír 1
20) Calcular | e~at ~'dt Rpta.  ̂ f erc( ^ j = )

r ̂ . , , c o s 6 í-c o s 4 í  , „  , , .2.
21) Evaluar la integral | ------------------- íVí Rpta. ln(—)
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22) Evaluar la integral
sen 2/

dt Rpta. O

23) Calcular el valor de I t e *  cost  dt  Rpta.r 25

24) Demostrar que:
„ j - c o s nt^ , nn s ,

í ------— )dt= —  + - ln
r  2 2

©  Calcular du dt

(¡9 ) Evaluar f  ^ ^ d x

31) Calcular f dx

yJ(X-  1)(3-X)

-/?.arctg(
s ,  r  l-c o s« f
- )  y — 7—  
« X r

dt

sen at
dt

28J Calcular

32) Calcular

f ,v'
f—Jb ( 8 - x ) 7/

j V ^

Calcular I —  —  dx

(33) Calcular j f  ( 4 - x2)3/2í£i:

/?/T
T
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CAPÍTULO XI

11. FUNCIONES ESPECIALES.-

11.1. FUNCION PERIÓDICA.-

La función F: R —> R, se dice que es una función periódica sí 3 p > 0, tal que:

F(t + p) =  F ( t) , V t e R

y al menor número p > 0, que satisface la condición de periodicidad se denomina 

período de la función

Si F(t) es una función seccionalmente continua a lo largo de un intervalo de longitud P y 

de orden exponencial, entonces su Transformada de Laplace existe y es la integral de cero 

al infinito.

11.2. TEOREMA.-

Sí F: [0,+qo> —> R, es una función continua por tramos, de orden exponencial y periódica

con período P. Entonces:
p

e~*'F(t)dt

£{F(í)} = -
l - e : ps
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D em ostración

Como F(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces 3 L{F(t)}

fx  p P  p2 P *t>P

e~s'F( t)dt  = I e~s,F(t)dt  + e~s,F( t )d t+  I e~*‘F(t)dt  +...

Jb J p *ip

Como F(t) es una función periódica con período P *  0, entonces a partir de la segunda 

integral se tiene: t = u + p, t = u + 2p, t = u + 3 p , . . entonces

L{F(t)} = í  e~s"F(u)du  + j 2 e~s(u+p)F(u  + p)du +

ÍiP
e-s(u+ 2 P)F (u + 2p)d U+ I e~s(u+ip)F(u + 3p)du + ...

P

= J^°e~s“F(u)du +e~sp é~suF(u)du  + e~2sp e~suF(u)du + ......

= (1 + e~sp + e-2sp + e 3sp + ...) £  e~suF(u)du  

L{F(t)} = ( l + e - sp +e~2sp +e~isp + . . . ) £ e~suF(u)du  . . .  (1)

pero se conoce que: —-— = 1 + x  + x2 + ..., para |x| < 1
1 - x

Luego \ + e- sp+e -2sp + ... = — —  .. . ( 2 )
1 -  e~sp

por lo tanto al reemplazar (2) en (1) se tiene: Z,{F(¿)} = -— ■ | e stiF(u)du
1 —  e  J b

e F(t)dt

l - e - ps

Ejem plo.- Hallar la transformada de Laplace de la función que se muestra en la figura.
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F(t)

1

1 2 3 4 5
0

-1

t

Solución

La función F(t) del gráfico es periódica de período P = 2 es decir:

11 si 0 < / < 1 
F(t)  = \ F(t + 2) = F (t) , V t

-1  si - 1  < t < 2

L{F(l)\ =
e~s'F(t)dt £  e~s'F(t)dt ^ e ~ stF(t)dt + J  e~s'F(t)dt |  e~s'dt + e~s,dt

1 -e -/» \ -e~ l - e

e~2s - 2 e~ s +1 (1 -e “')2 l - e _s e s - l  1 ,s .------------------- = -i----------— = ------------- = --------------= — tg (—)
s(l-<T2') s ( \ - e ~ 2s)  .5(1 + 0  5(^ +1) 5 2

I{F (í)}  = - tg h ( ^ )  
s 2

Ejem plo.- Hallar L{F(t)} donde F(t) es la función periódica que se muestra en la 

figura.

La función F(t) es periódica, de período P = 1, donde F(t) = t, para 0<t< 1 y F(t)-F(t + 1) 

V t su Transformada de Laplace es dado por:
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L{F(t)} =
JT e~slF(t )dt  Í e~S'td t

t e "  e s' '■

\ - e ~ ps

1
------(-

1 -  e~* \ - e ~

1 7+T> ? 2 2 S S
¿{F(r)} = -------

s s(l — e ' )

11.3. FUNCION ESCALON UNIDAD.-

A la función “Escalón Unidad” llamada también función unitario de HEAVISIDE es 

denotada por p( t  - a )  = p a (t) y es definida como:

0 si t <a
1 si t > a

su gráfico es:

su gráfico es:

La función jua (t) es continua en <0,+oo>, a pesar que //„(O  tiene un punto de 

discontinuidad en x = a, la Transformada de Laplace de j u ( t - a )  = p, (a) es:
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¿ W ( 0 } =  £  e sln ( t - a ) d t =  J  e 51 p ( t - a ) d t +  £  e *'p ( t - a ) d t

e~" ju(t - a ) d t  = e~s' d t = - — j  para s>0=  0 +

= — \0 — e 1 = -----
s s

OBSERVACIÓN. Toda función F puede ser trasladada “a” unidades a la derecha del 

punto a.

Ejemplo. La función F(t)=sent

F(t)

F(t) = sen t
1 /  i \

/  1 \/  i \/  i \/  i \
/  1 \  i \

0 n \ ^  t
Y

H(t)  =
0 si t < 0

s e n ( í - a )  si t > a

En general dada una función F: [a.+ac>—>R, se puede trasladar a la derecha, de tal manera 

que la función valga cero en [0,a> y se define la función G(t) = p( t  -  a) F  ( t - a ) .

Observación. Si L{F(t)}  existe para s > a > 0, entonces podemos calcular 

L { p ( t - a )  F ( t - a ) }  en función de I{F (í)}  •
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i) Teorem a. Sea Fr, [0+,oo>—>R, una función de clase A 

L { ^ t - a ) F ( t - a ) }  = e~asL{F{t)}

Dem ostración 

Mediante ia definición de transformada.

L { ¿ i ( t - a ) F ( t - a ) }  = J* e~ sl/.i{t - a)F{t - a)dt

= ^  e~sl/ i ( t - a ) F ( t - a ) d t  + e~sl ¿ ¿ ( t - a ) F ( t - a ) d t

e~s' F ( t - a ) d t  .rtfa
Sea t - a = z => t = a + z para 

reemplazando (2) en (1) se tiene:

L { f i ( t - a ) F { t - a ) } =  £  e~s,F ( t - a ) d t  = £  e~sl(a+:) F(z)dz

e~szF(z )dz  = e-as f  e~s‘F(t)dt  = e~asL{F( t ) \£  e~szF(z)dz  = e~as £

/. L{/u(t - a ) F ( t  - a ) }  = e as L{F(t)}

ii) Teorem a. Sea F: [0,+oó> —> R, una función de clase A,

L { p ( t - a ) F ( t ) }  = e~asL{F( t  + a)}

Dem ostración

Mediante la definición de transformada se tiene:

L{ju(t-a)F(t)}= e~s‘/u(t-a)F{t)dt  = J  e~s,ju ( t -a)F( t)d t+

f
ot

é~s' F(tdt

entonces

..(1 )

• • ( 2 )

entonces

a)F(t)dt  

.. ( 1)
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Sea t = z + a, cuando
[ í  —> + o o  ; z —> + o c  

reemplazando (2) en (1) se tiene:

... (2)

r oo AfíC
e~s' F(t)dt  =  I e~'

r x r
e-°zF ( z  + a)dz = e - “s I

F(a + z)dz

F ( z  + a)dz =e~as |  e~a,F( t  + a)dt = e~asL{F( t + a)} 

L { v ( t - a ) F ( t ) }  = e - asL{FU +a) }

OBSERVACION.-

Sea F : [0 ,+oc>  —» R, una función de clase A, tal que:

Í F ( /)  ; 0 < t < a
F (í)  = ]

W O  ; t > a

Luego la función F(t) se puede escribir en términos de la función escalón unidad.

Generalizando; Sí F: [0 ,+ oc>  —> R, es una función de clase A, tal que:

a la función F(t) se expresa en la forma siguiente:

/•j ( / ) ,  sí 0 < t < ax 

F2 (t ) , si ax < t < a2 

Fy (t) , si a2 < t  < a3

F(t)  = <

F„{t) , si t > a n_x

Luego a la función F(t) se puede expresar en términos de la función escalón unidad. 

F(t)  = F\ (t ) +(F2(t) -  F, (t))M { t - a ] ) + (F3( t ) - F 2 (t - a 2)

+. . .+ (F At)~F nM ‘))M (‘ - « „ - i )
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Ejem plo,- Escribir en términos de la función escalón unidad, la función.

F { t ) \ t 2 , si 0 <t  <2  
[41 , si t > 2

Solución
íjL

F(t)  = t 2 + ( 4 í - r ) / / ( / - 2)

Ejem plo.- Encontrar la Transformada de Laplace de la función que se muestra en la 

figura.

K

lF(t)

0 a b *

Solución

Escribiendo la función en términos de la función escalón unidad se tiene: 

F(t) = k[ ¡a (t - a) - u  (t - b)] y su Transformada de Laplace es :

ke~as ke~hs
L{F(t)} = k L{ // (t - a ) } - k L { / i  ( t-b )}  = -------------------

s s

••• L{F(t)} = - ( e - as - e ~ bs) 
s

11.4. FUNCIÓN IMPULSO UNITARIO Ó FUNCIÓN DELTA DE 
D1RAC.-

Consideremos la función f e ( t ) , definido por:

0 si t > £
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donde s > 0, y que es muy pequeño. Su gráfica es:

A la función f £ ( t ) , asi definida se le denomina función impulso, y cuando e —»0, 

la altura de la región rectangular sombreada crece indefinidamente y la base decrece, de 

tal manera que el área siempre es igual a 1, es decir:

A
- r

a la función S ( t )  = lint f  (?) se denomina función impulso unitario o función Delta de
£ —>0

Dirac, otra forma de definir la función 8(t) que frecuentemente es empleada en electrónica

1
es: S(t)  = lim — (// ( t - e  ))

e->0 £

Ahora calcularemos su Transformada de Laplace

£ { / , « } =  £  e~s,f £(t)dt = j V f7 , ( 0 * +  £  e~S' f c (t)dt

f —St —St , f
- — dt = --------= - -

F. ES / 0

e 1
- H-----

£S £S

1 - e
£ S

como S(t) = lim f £(t) => L{S(t)} = lim L { f £(t)}
£->0 £->0

1 _  e~s£ se~se
L{S(t)} = lim ----------= lim ---------= 1

e-*0 £ S  e-*Q S

.'. L { 5 (t)} = l, además L { S ( t - a ) }  = e~
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11.5. LA FUNCION GAMMA.-

Es una integral paramétrica definida por:

T ( n )

Esta integral es convergente para valores positivos n > 0, y para valores negativos n 

exceptuando los valores -1,-2,-3,-4..., a la función Gamma también se denomina función 

factorial y se aplica en las ecuaciones diferenciales que admiten soluciones por series 
infinitas.

Su representación gráfica es:

En la siguientes tabla se indica algunos valores de T(«) donde 0 < n < 1, calculados según 

(1) mediante series infinitas.

N 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
r(n ) 9.5 4.59 2.99 2.22 1.49 1.30 1.16 1.07

La integral F(«) e ^dju , no define ningún valor n = 0, pero define los valores

de T(«) para todos los números reales de la siguiente forma:

! »  = ( « - l ) r (n —1)



Funciones Especiales 533

11.6. PROPIEDADES DE LA FUNCION GAMMA.-

©  r ( « + i )  =  « r ( n ) ,  v « > - 1

Dem ostración

Por definición de función Gamma se tiene:

r ( n  +  l ) =  f  ■■i = r  f " > l"+1H^ =  f  f t " e ^ d f i =  lim f  i f é * d n  Jo Jo />-»■** Jj

integrando por partes:
I ® = //" \da> = n/u" ld/ j

\dv = é~"dfi  |  v = - e ~ //

p—>+0C
/ \ n  f  / / " - V '

= lim - p " e  p + lim n f  //" ]e “ d //  = 0  + « T
/ ) - + « e  p->+cc Jjj J ,

H"-Xe~ud p

r(rt+1) = «r(«)
( T )  f ( f l + l )  =  »! , V n e Z H

Dem ostración

Aplicando repetidas veces la propiedad (1)

r (n  + 1) = « r(n )  = n ( n -  1)T (« — 1) = n ( n - \ ) ( n - 2 ) F ( n - 2 )

= n ( n -  l ) ( « - 2 ) ( « - 3 ) . . . ( n - ( r t - l ) ) r ( l )

= n(n - 1)(« -  2)(n -  3)... ,3.2.1 T (l) = « r ( l )  = n ! .'. T(n +1)

O bservación. r ( l )  = /.i]~'e~^d¿i = ^ e ~ ^ d f . t  = 1 .‘.

11.7. TEOREMA.- f °° 2 y] n
e~u du = -----

D em ostración

« r  ( « )

= w!

r ( i )  =  i
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r  2 r  2
Consideremos : I  p = | e ' dx = I e y dy  y sea /  = lim / p , el valor de la integral.

i v  2 r  2 cp rp
= ( I e A dx)( I e V dy^ = I I eLuego l " p

Mí
dxdy

e * ' +-' ] d x d y , donde R es el cuadrado o ABC, de lado P

Sea R¡ la región en el primer cuadrante, comprendida por la circunferencia de radio P. es 

decir : \ \ e  +y ]dxdy y sea R-, la región en el primer cuadrante, comprendida por la

( , 2 V )

; ,r : J J ,

circunferencia de radio >/2P es decir: J J ,

«2

Luego : J j e “( r +> )dxdy < I 2p < | | e  dxdy

*t «2 

por medio de coordenadas polares (r, 9) se tiene:

d x d y .

( £  e- r2 rdr)d6 < I 2p < J  «T* rdr)dd

- ( 1 - e  p2) < I 2 < — ( 1 - e  2p ) ;  tomando límite cuando p-»+co, se tiene:
4 4
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Tt
lim — (1 - e  p )<  lim / 2 < lim — ( 1 - e  2p )

p—>+cc 4 p-t+cc 1 p—>+cc 4

— < I 2 < — de donde se tiene / =  T  e M dju = ^ ~
4 4 2 Jb 2

E JE M PL O  DE A PLICA CIO N .

Demostrar que: r ( —) = >/#•

Solución

Por definición de la función Gamma se tiene:

p  ^2e "d/uT(«) = p" le ^ d p  , de donde: F(-^)=  p 2 'e “d p  =

Sea p  = x 2 => dp  = 2xdx  ; cuando x = 0, // = 0 y cuando x —» + oo; p  ->  + oc

T ( i ) =  J ”  p~ 2e~f,d p  = x~'e~x2,2xdx = 2 ^ '  ~*2 ’e x dx = 2(“ -~ ) = \¡7t 
2

11.8. LA FUNCIÓN BETA.-

A la función B :R xR R,  definida por la integral

%n)=

donde m > 0, n > 0, se denomina función Beta.

11.9. PROPIEDADES DE LA FUNCION BETA.-

©  B (m,n) = B (n,m)
Dem ostración

Por la definición de función Beta se tiene: B (m•"’" í p"‘-1 (1 - / / r 1 d p
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f.1 = O , 2 = 1
sea z = 1 -  (i => dz = -d¡a, además cuando

/y = 1 , z = 0

B (m ,n )=  jV 'M -  J  z"-1(l - z ) AM£fe =

B (m ,n ) = B(n,m)

T(m)T(n)
T (m + n)

D em ostración

Por definición de la función Beta se tiene: B (m , /?) = |  (1 -  / / ) - '

sea g ( 0  = í  //'" '(1 -  / /)” x d f . i , calculando su Transformada de Laplace se tiene: por el 

teorema de convolución.

¿ { g ( 0 }  =  r ( m ) r ( « > — i -  =  r ( « ) r ( n ) .  'gm gn £t)t+n

,.x r ,  xr-/ w-i< 1 , r(/M )r(« )ím+„_,g (í)  = r (w ) r (« )¿  {— ^ -}  = — -------- - t
s  " r (m + n)

g ( t ) = fum~x( \ - d/ j  ( entonces tenemos:
T(m  + n)

f(m + «) r(w + w)4
sen2'"-1 6>.cos2"“' d d d  = - B ( m , n )  = ü í ü l í M

2 2T(m + n)

Dem ostración

De la propiedad (2) se tiene: B(m,n)=  I //"' '( 1 - / / ) "  [d ¿ i = ——  ̂  ̂ ^
1 f (w  + «)■n ) ‘ í '
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sea z = eos2 6  => dz = -2  eos 0 sen 8 d0 => s e n 9 c o s 9 d 9  = -  —
2

n
cuando #  = 0 , z = 1; <9 = —, z = 0

2

P  sen2'"“1 fl.cos2''- 1 9 d 0  = f 2 sen2m"2 6>.cos2""2 9 .s en9 .c os 9d 9

7t

■ r
(1 — eos2 9) m 1 (eos2 9')" 1 señé?.eos9 d <9

\/«-i «-i j  * l / i  \/w—i i j   ̂ n/ r (w ) r (« )z) z az = — I (1 -z )  z d: = - B ( m , n )  = — ------- -
2 2 r(w  + «)

___ 2 m - i  n  _ „ 2 n - i  „  1 D / \  r ( / w ) r ( n )sen t'.cos 0 d 0  = — B(m.n) = --------------
2 2r(w + n)

11.10. LA FUNCION DE BESSEL.-

La ecuación diferencial de segundo orden de la forma

t2y " ( t )  + ty'(t) + ( t 2 - p 2)y( t )  = 0

se llama ecuación diferencial de Bessel de orden p, con p > 0

Ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias al rededor del punto t = 0, el cual 

es un punto singular regular.

X  X

Sea y(t)  = tp ' ^ ^ a ntk = antk+p , p  > 0 ; calculando las derivadas se tiene:
*=o k=o

X X
y \ t )  = ^ ( k  + p)aktk+p-' , y y"(t) = ^ ( k  + p)(k  + p - \ ) a k

*=o *=o

ahora reemplazando en la ecuación diferencial dada

,k + p - 1
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r ' y ' ( k  + p)(k + p - \ ) a ktk+p~2 + t ' y ^ ( k  + p)aktk+p~i + ( t2 -  p 2) ^ a ktk+p = 0
k=0 K=0 k=  0

X X  X  X

y \(k + p)(k  + p - l ) a ktk+p + y ' ( k  + p)aktk+p+ y ' a ktk+p+2y ' jakp 2tk+p= 0 
i = 0  AT=0 * = 0  *= 0

oo oc
^  1 (A + p ) 2 -  p 2 ]aktk+p + ^ ^ a ktk+p+2 = 0 ; poniendo en una misma potencia a t
k=0 K= 0

X  X

J (A + p ) 2 -  p 2\aktk+p + ^  ' ak_2tk+p = 0  ; poniendo los inicios iguales 
*=o K=2

X X

( p 2 - p 2)a0t p + (2p  + \)a]t l+p + ^ T [(A  + /))2 - p 2\aktk+p + ' ^ a k_2
k=2

X

(2/7 + \ ) a / + p + ^ J ( A 2 + 2pk)ak + a ^ l í * ^  = 0

 ̂ j k+P = o

A- 2  X> 2

k=2

\ (2p  + \)ax = 0

|(A 2 +2p k)ak +ak_2 = 0

a, = 0

ak = -  ° k- 2 , V A > 2
"  h 2  -  -k z +2 pk

k = 2 => a-, = —
a.;o

2 2(2/7+ 2)

A = 3 => a, = — ———----- = 0 => = 0
3(2/7+ 3)

Cl~> O
= 4 => a4 = -  , , ,  ~ „  = ( - ! ) '

4(2/7+ 4) 2.4.(2/7 + 2)(2/> + 4)

A: = 5 => íZc = --------- ------= 0=>a5 = 0
5(2/7+ 5)

A = 6 => a6 = -  _  = (-1)'
6(2/7 + 6) 2.4.6(2/7 + 2)(2p + 4)(2/7 + 6)
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a2k = ( " i / ---------------------------- 5---------------------------2k 2.4.6.$...(2k)(2p + 2)(2p + A)...(2p + 2k)

(-l)*«o
° U 2.4.6.8...(2¿t) 2 (/> + l)(p  + 2)(p  + 3)...(p + k)

a - ______________ ( - D ^ o
a2k  l - , 2 k ,2.3.4.5...¿.2 (/> + l)(p  + 2)(p + 3 )...(p + k)

a2k = ------ k---------- ----------------------------- , V ¿ >  1
k \ 2 2k(p  + \)(p + 2)(p + 3)...(P + k)

y(t)  = tp ^ a ktk = t p ^
a=q t=o A:!22A(/7 + ! ) ( / .  + 2)...(/7  +  A:)

00 k

* ‘) = 7  ñ  —  a --------------‘2krp^ * ! 2 ” (p  + l)(p  + 2)...(p + *)

consideremos a(l = --------------- se tiene:
2 pr ( P +i)

00

(-1)*_______________f2*+P
„ „ f l2 '2 ¿<T (;>  + l)0> + l)(/> + 2)...(/> + A:) k=0

( )  = y __________ t l L ___________ilyP+p
•n  Z ^ k \ T ( v  + \ ) (v  + Ví(p + 2 \ . Á p  + k) 2

k =O
U.T{p + \ )(p + \){p + 2)...(p + k) 2

Esta función es una de las soluciones linealmente independiente de la ecuación diferencial 

de Bessel y es llamado “Función de Bessel de orden p y de primera clase” y denotaremos 

en la forma siguiente:

,  ( 0 = y _______________t í ¿ -----------------------( i» 2
' w  l ) l i >  + + 1  )(/>  + 2 ) . . . ( p + k )  2  

k =O
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a) D EFIN ICIO N .- A la función de Bessel de primera clase y de orden n, 

denotaremos por J n (t)  y es definido por la serie.

J J t ) =  x  (_1)*/„ (í) =  V  — 1— ------- (~ )2k+n, k >  0
nW  A ^ k \ ( k  + nV. r 2k \(k  + n)'.r 2k=0

x j.

si n = 0, se obtiene J 0( t ) = \  ̂  ̂ )2*
o w  Z—t (k\) 2

k=0 v ’

Llamada función de Bessel de orden cero.

OBSERVACIÓN.- Se ha obtenido una solución linealmente independiente.

00 i
j  (/) = 'S~'  ___    ___  ___--------------------------------(L \ ik+p

pK ’ ¿ - i n k + \ ) T ( p + \ u p + \ ) ( p + 2 ) . . . { p + k y 2 ’

se sabe que: ( p +  \ ) T ( p + 1) = T ( p  + 2)

( p + 2 ) n p + 2 ) = n p + 3 )

(p  + 3 ) r ( /7 + 3) = r (^ + 4 >

(p + k)T(p+ k) = r (p + k + l)

de donde: J J t )  = Y ----—---- (~)2k+P ó Jp(t) = Y *~0* ¿ ) 2k+pp ¿ - j r ( k  + \)r(p + k + l) 2 p ¿-Jk\{p + k)\ 2

La segunda solución linealmente independiente de la ecuación diferencial de Bessel es:

00 I co L
j  ( - d ______ r í ^ - P  ó j  ( t ) = Y  (-*> ,l & - p

- p ( )  Z j r ( k  + ¡ ) r ( k - p  + l) 2 p Z * H A ( k - p ) \  2
k=o k=0

O BSERVACIÓN. Las funciones de Bessel de mayor utilidad son los de orden cero 

J 0 (?) y las de orden uno, J  \ ( t )  y son expresados así:
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k=0 k=O k \ ( k  + 1)  2

el gráfico de estas funciones es:

b) PRO PIEDADES DE LA FUNCIÓN BESSEL.-

(X) = JnU). s i  n  e  z r ( ? )  J n+Í(.t) =  ^ - J „ ( t ) - J n_ l ( t )

©

©

d t

d_

d t

© n = 0, J' (í ) = -^i (0

©  J , ( t ) =  — sent
t V ^

®  J 3 ( ' ) = t (T ‘ cosí) ®  g2<" ) = £ - / «(í)m”
2 «= -oc

Se conoce con el nombre de función generadora para las funciones de Bessel

Ejem plo. Hallar J 0 ( í)} , donde ./0(/) es la función de Bessel de orden cero.

Solución
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n  2 4 6

J„(t )=— ----------(1----------------- + -----------------------------------------------------------------+ ...)
2nY{n + \) 2 -{2n  + 2) 2.4.(2« + 2)(2« + 4) 2.4.6(2n + 2)(2n + 4)(2«+6)

i - i l  t&
° f 22 + 22.42 22.42.62 + 22.42.62.82

/2 f4 r6 í8
I { ;0(/)} = I { l - r  + T T - T T T  + T T T T -...}

2 2 .4 2 .4 .6 2 .4 .6 .8

1 2! 4! 6! 8!
- +  — — - — — ------ ,  ■

5 22.í 3 22.42.55 22.42.62.57 22.42.62.82.í 9 "

= - [ - l - ( - ) 2 + — ( V  - ^ - ( V  + 1 ^ I (1 )2 - ; . ]  = 1 .  1 1

1 + 52
5 2 + 1

V-s2 +1

Ejem plo. Calcular L {-—

Solución

1 1
¿{1 -  J 0 (/)} = --------r ------ = f ( s ) ,  Por Ia Transformada de la División

s  \ l s 2 + 1

L { 1 J ° { t ) } =  f (  L - — 2 = = ) d M = [ln //  -  ln ^  + V a 2 + !  l /
f  J s  H  V ^ 2 + 1

s \ l  s "  + 1
= ln (--------£ _ ) /  = o  -  ln (------- = ln (— ————)

U + yj/U2 + 1 5 í  + V i 2 +1 5

r1 í V í 2 +1L{-------= ln-

Ejem plo. Demostrar que: I t 2J 0{ t )d t  = -1

Solución
fJo
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Se sabe que L{J0(t)} = , entonces

i .?2 J s2 + 1 ' - I  . 3
V (S2 +1)2 (5 + 1)

por definición se tiene:

foc
e~s' t2J 0

Jo

(t)dt = ■ tomando límite cuando s—>0

(S2 + l ) 2 (52 + l ) 2

lim I e s‘t2J 0(t)dt = lim(— —
s  — >  0

1
-) = 0 -1  = -1

(s2 + l ) 2 (s2 + l ) 2

2J 0(t)dt = - 1
- r -

11.11. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

Q  Muestre que la función F(t)cuya gráfica es la onda triangular que se muestra en la figura.

tiene como transformada de Laplace L{F(t)}  = — tgh(—)

™  -  ' de donde F(<) = C  ”  '  S< 0>1 >
Si t e< 1,2 > => /?72 — — 1 => F(t) = 2 - t  | 2 - í ,  si t e < l ,2 >

donde F(t) es periódica de período p=2

como L{F(t)} =
1 - 1 -  e

-dt = -
1 -  e -2 s

i | \ ~ sltdt+ |  e~s' (2 -  t)dt]
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— — \(-L - \ ) e ~ S' í  + ( i  + 4 - - ) e' f7  1\ - e ~ 2s s s 2 / o  s s 2 s /  i

1 ,e “2i - 2 e ~ s + L 1-<TS 1
1 -  e -) = -s \ \  + e~s) s ¿

• = —  tg h (-)

Nota. tgh / = e' -e~ '  e2' -1  1 - e '2'
e' + e ' e2' +1 1 + e 21

( ? )  Hallar la transformada de Laplace de la función periódica que se muestra en la figura.

Definiremos la función periódica F(t) donde el período es p = a, si t e  [0,a] => m = tg 0, 

luego la función es: F(t )  = /. tg O , con período p = a.

Ahora calculamos la Transformada de Laplace de: F(t )  = tg G.t 

e~s‘ tg 6.tdt
L{F{t)} = L{Tg9.t} = -

1 -  e
tg#

\ - e ~ a: i e~ tdt = ■
tg #  \ - e  - a s e

s 2 { \ - e - ° s )

( 3 )  Si F(t )  = t 2 , 0 <t  <2 y  F( t  + 2 )=  F(t )  hallar I{F (í)}

Solución

Graficando la función periódica de F(t) se tiene:
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L{F(t)} =
e~s'F( t)dt  j  e~s,t2(t)dl

1 - e ~ 1 - e -2s \ - e

t 2 2 1 2 , , 2

(—
1 -  e~2s s

— — _ v ~ 2s / = __
52 í 3 / o  i - e- 2i

L{F(t)} =
2 - 2 e ~ 2' -4s.e~2s - 4 s 2e~2s 

s 2( \ - e ~ 2s)

( 4)  Determinar la transformada de Laplace de la función F(t) definida por:

\ \ - t  , t<JT  

lsen/1 , t > n
F( t)  =

La función F{t) = |sen f | , es periódica de periodo p = n

rx  m  pHx m  ^

e~s,F(t)dt  = I e~s‘F(t)dt+ I e~s‘F(t)dt = 1(1 -t)e~s,dt+ I e~5' |sení|<* 

= (1 -  t)e~s,dt + -----j* e~st sen t dt -  e~st sen t dt
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e ' ™  s  — 1 l - é T ™  é~ ns + 1
— — [í ( ^ - 1 )  + 1]h— -— i------- ----------------------  ------

s s (1 + 5 ) ( l - e  **) 5 +1

e~*s 5 -1  1 e +1
—  [ 5 ( ^ - l )  +  l]  +  — +  - -------------- 2--------

5 5 5 + 1  5 + 1

P ~ K S  C —  1 P ~ KS

••• L{F(t)} = —  |5(^-l) + lj + —  ——  
5 5 5 +1

©  Hallar ¿ { í - [ |í |] }
Solución

Graficando la función F(t)  = t - [ \ t \ \

La función F(t) = t -  [| / 1] es periódica de periodo T 

jT  e~st F(t)dt  J e-s,ídí
L{F(t)} = ■

l - é  

1

-Ts l - e l - e 0

„ e- ' /n 1 „  1 , 1  5 +  1 s N l - ( 5  +  l ) e - s
— — t K -------------- r ) - ( ° — r ) l = - — — ~ e  ) = — T7 ,— = 7 7
l - e  5 5 5 l - e  5 5 5 ( l - e  )

Hallar L{F{t)}  donde F(t) = | eos t - sen 11, es una función periódica de periodo T = n.

Solución

F(t)  = c o s í- s e n ?

„ n  
c o s / - s e n í  , si 0 < t <  — 

4
■ n  ^  s e n í - c o s í  , s i — < t < n  

4
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L{F{t)} =
e~s,F(t)dt  £e F(t)dt  I e c o s í - s e n í í f r

1 -  e~Ts \ - e ~

71

-  -— I |cos t -  sen í| é~stdt + | eos t -  sen 11 e~st dt]

4

n

= ---- "-^"1 e~S' (cost  - s e n t ) d t +  j ^ e _í<(s e n í-c o s í) íf t]
4

1 , e~s' / * n= —--------------- -(sen  í - s .c o s í  + s.sen / + c o s í ) /  4
1 -  e~KS \ + s 2 '  o

e~s‘ . , / *
+ ------- (s.eos/ - sen í -  sen í - c o s í )

l + s 2 f

1 K

(2y¡2e~^ + ( s - \ ) ( \ - e ~ * s))
(l - e * s)(l + s 2)

... L Í F ( H s - m - e : n  

( l - e - " X l  +* )

( ? )  Hallar L{F(t)}  donde F(t) = | sen 11.

Solución

Grafícando la función F(t) = ¡ sen 11.

-1
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La función F(t) es periódica de periodo P = n, ahora aplicamos el teorema para calcular la 

transformada.

¿{|sení|} =
\ - e ~ ir sen td t  -

1 + e

( l - e - ^ X l  + s 2)

\ + e

( l - e " " X l  +5 )

Encontrar la Transformada de Laplace de la función que se muestra en la figura.

A la función F(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad. 

F(t)  = k ( n a (t) -  p b (í)) son transformada de Laplace es:

L{F(t)} = k L{Ma ( / ) } -*  L{pb(/)} = — (e-“  -  e *  )
s

■■■ L{F(t)} = - ( e ~ as - e ~ bs) 
s

Hallar la transformada de Laplace de la función mostrada en la figura.
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Solución

í1 > Püra 0 < í < 1 Definiendo la función F(t) se tiene: F(t) = <
11 , para t > 1

L{F( t ) \=  r e~s!F(t)dt  = f  e-°‘dt í  T
J b  J b  i  s s ¿ /  o s  /  í

También la Transformada de Laplace de F(t) se calcula expresado a F(t) en términos de la 

función escalón unidad, es decir: F(t) = t - ( 1 - 1) fi  (t - 1 )

L{F(t)}  = L{t + ( l -  t )M(t -1)}  = L{t} + L{n(t  -1 )}  -  L{t //(? -1)}

1 e~s d
—r" H------- 1----- .
s~ s ds

+ -----+ —  L { /¿ ( t -1)} -  —  + -------t" J ' ( ---- ) ~
s s ds s s~ s
1 é~s d  , e ~ \  1 e~
T + — + X ^ — ) = 3 - T 2

1 — e

@  Hallar la transformada de la figura

Definiremos la función F(t)
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luego:
m =

0 , si t e  [0,1>

2t - 2  , si  t e  [1,2 > 

4 - t  , si t e  [2 ,4  > 

0 , si  t>  4

S i t e  [0,1> => F(t) = 0 

S i t e  [1,2>=> F(t) = 2t - 2 

Si t e  [2,4> => F(t) = 4 - 1 

Si t > 4 F(t) = O

a la función F(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad.

F(t) = 0 + (2t - 2 - 0) f i ( t -  l)  + ( 4 - t - 2 t  + 2) / / (t - 2) + (0 - 4 + 1) ¿ / ( t - 4 )

F(t) = (2t - 2) / / ( t - l )  + ( 6 -3 t )  / / ( t - 2 )  + ( t - 4 )  / / (t - 4)

F(t) = 2t ¡j. (t - 1) - 2 ¡u (t - 1) + 6 n  (t - 2) - 3t // (t - 2) + t n  (t - 4) - 4 ¡i (t - 4)

¿{F(í)} = -2  ̂ -L{ /u( t  -1)} -  2 L{/i(t  -1)} + 6 L { M t  ~ 2)} + 3 M M t  -  2)}.
ds ds

- — L { ^ t - 4 ) } - 4 L { ^ t - 4 ) \ l
ds

d  p~s 2e~s e~2s d  e~2s d  e~4s e 
= -2  —  (— ) -  —  + 6  —  + 3—  (— ) -  —  (— ) - 4  —  

ds s s s ds s ds s s

- 4 s

©

-2s „—452e 3e e 
- +

S2 52

Hallar la Transformada de la Laplace de la figura

Definiremos la función de acuerdo al gráfico

e~*s -  3é~^ +-2é~*
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F ( / )  =

O , si  O < / < 1

t - 1 , ,  — — , si 1 < / < 3
2

4 — t , si 3 < t < 4 

t —5 , si 4 < t  <5
1 - t

, si 5 < í < 7
l

O , si  l >  7

Ahora expresaremos a la función F(t) en términos de la función escalar unidad, que es la 

forma mas simplificada.

/r( í) = o + (—  - 0) / j ( t - \ )  + (4- t - —  )jU( t - 3) + (t - 5- 4- t ) / j ( t - 4)
■ m ,  ' ■ : j ) i  i i¡-, 1 ;L r } ! = {'■:>; i

^ ^ - /  + 5 ) ^ ( r - 5 )  + ( ° - ^ )  M '“ 7)

F(t) = t - f i ( t - 1) - - 3) - 1 í  / / (f -  3) + 2rM* - 4 )  - 9 MU ~  4)
2 2. 2. 2

+ y  M¿ -  5) -  ̂ j tnU -  5) —^MU -  7) + U -  7)

as
~5 9e~3s 5 d

+ L M t - 3 ) } - 2 - L{M( t ~  *)}
2 s 2 s 2 as as

9e~*s 17 e_5s 3 d
2 s 2 ds

+ - — L{MU - 5)}-
7 e ls d
2 s ds

¿ { M í-7 )}

= ~ ( — ) + as s
9 ^ - ^ +17<T5 í- 7 e /i 5 d ,e - 3  s -45

2s
+ ------(------) + 2 — (

2 ds s ds s

-¡ j  _ 5s i —7s
(--------)+ (-------- )

2 as 5 as s

—s -> - 3 s  -4 5  -> —5s —75e 3e 2e 3e e
~ 2 r i - " 1 2 2 1 2~2s 2s s s s
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L { F m m . - - U - »
2 s~

12) Calcular ¿ { | í - | í - 2 | | }
Solución

Definiendo el valor absoluto en la función F(t)  = | r— | / — 2 j |

F(t) =

2 - 1 , si t < 1

2t — 2 , si 1 < t < 2 , expresaremos en términos de la función escalón unidad.

2 , si t > 2

F(t) = 2 - 2t + (4t + 4) / / ( t -  1) + (4 - 2t) / / ( t - 2 )  

L{F(t)} = L{2 - 2t + (4t - 4) / / (t - 1) - 2(t - 2) / / ( t - 2 ) }

2 2 „ _4 , ,  , „ _2s r . , 2 2 4e~s 2e
: -------_ + 4e sL { t } - 2 e  2 !{/} = -------r  + ~ l --------- 2

■s s 5 s s s~

2 2 4e~s 2e~ls
.-. ¿{| / - 1 / -  2 1|} = -------- + ----------—

s s" s s '

13j Calcular L{3‘ ju¡(t)}
Solución

L{3'} = L{e,ln3} = ■ ’
s - l n 3

í 1 , si t > 2  2 2 í 0 , si / < 2
también A * « , , 1 0 - J ( ( > 2

- 2 ( j - l n 3 )

L {3 '//i(0}  = ------ :-----
5 - \ n s

14) Calcular L{te~‘ se n 4 /.1//(eí -  3)}
Solución

Analizando la función escalón se tiene:
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//(<?' - 3 )  =

//(<?' - 3 )  =
0 , si t -  ln 3 < O

1 , si t -  ln 3 > O

M f - ln 3 )  =
0 , si t -  ln 3 < O

1 , si t -  ln 3 > O
... (2 )

Luego de (1) y (2) se tiene n{e '  -  3) = ¡u(t -  ln 3)

Si F(t)  = t e~‘ s e n 4 / . / / ( e '- 3 )  = t e ~‘ s e n 4 / . / / ( í - ln 3 ) , entonces

L{t e~‘ sen 4 t./u{e' -3 )}  = L{t e~' s e n 4 í./ /( í- ln 3 )}  

ahora mediante la propiedad de Transformada se tiene:

¿{sen4i./y(í - ln 3 )}  = e~s ln3L{sen(4/ +41n 3)}

(8 eos 4 ln 3 - 16 sen 4 ln 3)s +16(4 ln 3. eos 4 ln 3 -  sen 4 ln 3)

= e sln3Z,{sen4/.cos41n3 + cos4/.sen41n3} =e
s ln 3 ,4 cos 4 ln 3 + sen(41n3).s

s 2 +16 s2 +16

L{t sen 4t.ju(t -  ln 3)} = —— L{sen4t./v(/ -  ln 3)} = —
ds t

ln 3. sen(4 ln 3)s + (4 ln 3. cos 4 ln 3 + sen 4 ln 3)s

s 2 +.16

( s 2 + 1 6 ) 2

Calcular | í 2 - 7 1-2 )}
Solución

Analizando la función escalón se tiene: /¿(| t2 -  7 1 -2 )  =
0 si \ t 2 - 1  , |- 2  < 0

1 si |í2 -  7 1 -2  > 0
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si \ t 2 - 1  \<2  => - 2 < r - 7 < 2  => 5 < t 2 < 9

5 < t 2 <9  <=> 5 < t 2 a  t 2 <9  <=> (/< -% /?  v  t > y j i )  a  — 3 < í < 3

<=> - 3  < t < -s¡5 v  \ Í 5< t  <3  

si¡ í 2 - 7  |>  2 <=> r  - 7  > 2 V  f 2 — 7 < —2 <=> í 2 > 9  v  t 2 <5  

<=> f > 3 v í < - 3 v -  V? < í < V?

Luego la Transformada de Laplace de //((/•2 -  7 [ -2 )  existe en 0 < t < y ¡ 5 ,  \Í5 < t <3

1 , si 0 < t  < V5

y t > 3 entonces: //( | r  -  7 | -2 )  = - 0 , si \¡5 < t <3
1 , si t >  3

e~s,M ( \ t 2 - T \ - 2 ) d t+  e~s,^ \ t 2 - 7 \ - 2 ) d t  + e~sl ¿ i ( \ t2 - 7 1 -2)dr

L d , [ S s  + l)g~^ -  (35 + l)g~3s +1

¿ {fV V (U 2 -7  | -2)dt}=
9{s + \)-e2 e -3 (5 + i)  +  ( 6  _  2 > / 5  )(5 + 1 )  -  5 ( 5  + 1 )2 -  2

(5 + 1)3

Calcular L { t n lA cos t . sen t . j u ( t - 4)}
Solución
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„  . _2, ,  . .  t n  21 .  . . .  / e --21nn-.l s e n - 4 )
Sea F(t)  = t n  eo s/.sen / . / / ( / - 4 )  = —-— sen2/.íu ( / - 4 )  = -------------- ------- ———

1 P^S
¿{F(/)} = - ¿ { tó '21n,Ttse n 2 /.//( /-4 )}  = —  L{(t + 4 ) e m *(,+4) sen2(t  + 4)} . ..  (1)

L{(t+4) sen 2(í+4)} = L{(t + 4)(sen 2t. eos 8 + sen 8. eos 2?)}

= ¿{4(sen 21. cos8 + sen 8. eos2í)}+Z.{/(sen 2t. cos8 + sen 8. eos 2t)}
- n v  .

8 eos 8 + 4.?. sen 8 d
s 2 +4 ds

£{cos 8. sen 21 + sen 8. eos 2t}

8 eos 8 + 4s. sen 8 4cos8.5 + sen8.s2 -4 s e n 8  ...
--------5 5 -̂----------  ... (2)

s~ + 4 (s“ + 4)

n t ,  8cos8 + 4sen8(.s + 21n;r)
L{e (t + 4) sen 2(t + 4)} = --------------------- ^ ---------- - +

{s + 2 ln k ) '  + 4

4eos8(s + 21n;r) + sen8(.s + 21n;r)2 - 4 s e n 8  _|-------------------------------------------------------------- ...
(s + 21n^)2 + 4 )2

reemplazando (3) en (1) se tiene:

u - e ^  81n;r 8cos8 + 4sen8(.? + 21n^) + 

 ̂ 2 (s + 2 ln ;r)2 + 4

4 eos8(s + 2 ln re) + sen 8(s + 2 ln /r)2 — 4 sen 8

((s + 2 ln ;r)2 + 4 )2

17) Evaluar: L{ | ^ ^ ^ s e n í / / - —)cos( j u - ^ - ) / j ( i i - ^ - )d / j }
7r/x 4 4 4f

Solución

Sea f ( s )  = L{ T  ^ ^ ^ s e n ( ,u ^ ) c o s G u - - ^ ) / / G w r - ^r)d M} ••• í 1)
Jt, W  4 4 4
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COSh 4 /i + e ~ * \  e( 4 - ln ^ + e -(4+ln^^
-----— _  = e H (-------------- ) = -----------------------------

nn 2 2

reemplazando (2) en (1) se tiene:

,=H'Zfj (4-ln*-)/< , -(4+ln*-)//
/ ( s )  = ^Z,{ | (-------------- ------------- )sen 2 ( / / - —) / / ( / / - —)<*//}

2 4 4

=h <- 
-i

+ e-(4+. n ^ }sen 2( _ } ( _ )dM]_
4 4

- T S
n .  , k , , n ~ ~ s , ,  , e 4 , ,  „ . í

¿{sen(/i-----)co s(//-----) / / ( / / -----)} = £ 4 ¿{sen //.eos//} = -------I{sen 2 //}  =
4 4 4 2 j

L{(e + e )Sen(// — —)c o s ( //——) //( / /——)} =
- ^ ( s - 4 - t - ln / r )

e 4
4 4 4 ( s - 4  + ln;r)~ + 4

—j(s + 4 + ln > r)
e 4

(5 + 4 + ln^-)2 + 4

rL{ | (e<4_ln,T>/' + e“(4+ln;!’)'u) s e n 2 ( / / - -y ) / / ( / / - y ) í / / / }  =
4 4

~ ( í - 4 + l n ^ ' )  ~ 4 ( s + 4 + ln ; r )
l e 4 e 4
_ I------------------ i— : + , . ,— ^ — -] = g(s)

füf,I
•s ( s - 4  + ln;r) + 4  (s + 4 + ln;r)"+ 4

U  |  ( e ( 4 - in^ + e -<4+ 1n ^ ) Se n 2 ( / , _ £ ) / , ( / , =  1 ^ ( 1 )
4 4 2 2

~ ( - - 4 + l n a - )  - S ( - + 4 + ln a - )£ 2 p 2
- [ — ----------------------+ — -------------------1
5 (—- 4 + ln - r ) 2 + 4  (—+ 4 + ln ;r)2 + 4

2 2

... (2)

...(3)

— V
4 ‘

2 + 4

... (4)

... (5)
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ahora reemplazamos (5), (4) en (3)

- f ( ~ - 4 + l n ; r )  - | ( ¿ + 4 + l n > r )  - r ( s - 4 + l n ^ )  - ^ ( |+ 4 + I n ; r )

/ V  X 1 , ^  6  /  e  e  M/ ( . ? )  -  — | --------------------------------------- i------------------------------------------- ( --------------------------- ~- i --------------------------- -------- ) ]

2s (—- 4  + ln ;r)2 + 4  (—+ 4 + ln ;r)2 + 4  ( í - 4  + ln ^ ) (s + 4 + ln ; r ) - + 4
2 2

( l8 )  Hallar Z .{cos/.ln /.í?(/-;r)}
Solución

Aplicando la propiedad de la función Delta de Dirac para cualquier función continua G(t), 

se tiene: S(t  -  a).G(t)dt = G(a)

L{cost . \n t .S( t -  x)}  =f e sl eos t . \ n t . S ( t - n ) d t  = e  ** cos;zin;T = - e  “ Inír

19) Calcular L{ —— SCn ^ ——  //(v2 - \ 6 )dy)dx}

- í

Solución

v ~ ~v sen2(

( v - 4  Y
Sea F (y )  = | - — sen -1?.—5-2 ^ ( v2 - 1 6 ) d v , aplicando la transformada

= iiíy e v sen2(v -4 ) / / (v 2 - \ 6 ) d v  _  1 e v sen2( v - 4 ) / / ( v - 4 ) )

s e , r ( v - 4 ) M v - 4 )  ^  W v  i t o ( ^ L )  + arc ,g (í)
( v - 4 ) 2 v2 4 5 + 4  5

e- ' sen2( v - 4 ) M v - 4 ) -4(,+1) £ + l ln( (s+1)2 )+arct A ]  ...  (2 )
( v - 4 ) 2 4 (s +1) + 4 s+1

reemplazando (2) en (1) se tiene:

L{F(y)} = ~--- [———-ln( ----------)+aretg-^—] = H( s )  ... (a)
5 4 ( i + l) + 4  s+1

[
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como L { F { 2 y ) } ^ H ^ ~ )  => L{ {  F{2y)dy} = - L { F ( 2 y ) }
2 2 J) s 2s 2

¿ { £  ^ F ( 2 y ) d y ) d x }  = - L { [  { ^ F ( 2 y ) d y ) d x }  . . . ( 3 )

¿{ Í ( í  F{2y)dy)dx)  ^  L{  í  ( i  F V y ) d y ) d x } ± ^ H { ^ )  ... (4)

g-4(i+i) í s + n 2 2
de (a ) se tiene: H(s)  = —— -— [--------------------------------------- ln(------- -----------)+arctg--J

4 (í  + 1) + 4  s+1

-(S+f . )+arctg—̂—] ... ( 5 )
4 s 16 (í  + 4) + 64  s+4

reemplazando (5) en (4) se tiene:

Z‘ ** °  (s+4) , i  +  4  w  ( s + 4 )2f'íL{  ( F(2y)dy)dx} = - e ^ ' \ - — - \ n {  \  ’ )+arctg — -]
s 16 (s + 4) + 64 s+4

, 2> e ' sen2(v -4 )£ /(v 2 -1 6 )
donde F ( 2 y ) =  | ------------------------------------dv

(v —4)- f

P _ 2 1 P  + 1
20) Probar que: | x ' e  ' dx = — f (  ^ - ) , p >

Solución
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21) Probar que: ¿ { ln r } = ^ - ^ —

Solución

Se conoce que T (« )=  /y" ]e Md¿u , derivando con respecto a n

n W) = r ^ l n ^ ,  p a r a n = l

r ’(1) = e~u \n/ud/u , haciendo /u= st

f
/KC J*C

e_sí(]n í + ln/)í/? = s e~st ln s dt + s e~s' \n tdt

f > m  * * = m _  r ^ m ^ = m _ (_ £ ^ r
J )  S J )  5 S /  0

)

m + ( o - J E £ )  r ’( D  \ns  r'(i)-inj
s s s s s

,  L{ l n ^ r '(1) - ln -

(22) Calcular .(22) Calcular | x me ax dx , m, n, a > 0

Solución

Hacemos /u = axn => x" = — => x = (—) '"  => dx = —(—)" —d/u
a a n a a

si x = 0 ;  / / = ( ) :  si x —»00 , => ¡i —> <x>, sustituyendo en la integral
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f na

23) Demostrar que: x"' (ln x)'1 dx = v- , fl e z T, m > - l .

Solución

Sea ln x = -jí => x  = e~A => ¿x = - e ~ ^ d p  

Si x -»  0 , => //  —» °c : si x —» 1 , => //  —» 0

| x m(lnx)"¿x  = £  <rm"  ( - / /)"  e - f ' i rd f i )  = £  H )" p neHm+X)Md p

dz
Sea (m + l)/z = z  => dp. = — —-, además / / = 0 , z  = 0 , / / —>oo ,z -+ o o

m + 1

(-1)"«!

| x m(lnx)”¿x = £  ( - D V V ^ ^ Í - i r  £ (— )ne~z —  
m +1 m + 1

± ^ -  f e - z " d z =  (- 1),' |- f é - ’ z ^ ' - ' d z  
m + \)n+l Jo (m +1) X(m +1)

(-l)Br(n + l) (-1)".«!
(w + l)”+1 (w +1)”+1

, n e z  , m > -1

24) Demostrar que: L{tn} = , n > -1 , s > 0
 ̂ sn+

Solución

L{t"} = f e s,t " d t , por definición de Transformada de Laplace

X
Sea x = s t , s > 0 => t = —

L{t"}=  £  e~*tnd t =  £ « -* (£ )" * (£ )= =  J L  I "  e~xx ndx  =  - L - r ( «  + l)
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í "+1

25) Demostrar que: L{t

Solución

f ( _
Se conoce que: /.{/"} = => L{t~l 2} = ------

s"~ '

z {r ,/2} = .''T

ŵ+!
26) Si s > 0, n > l ,  Demostrar que: L {———} = r (« )(-

Solución

Se sabe que: ——- = 1 + x  + x~ + ... ,  para ¡ x | < 1
1 -  x

= 1 +e ' +e  21 +e  v  + ...

1" ' . = tn~' + tn~le-‘ + tn~xé~2' + tn- ' e -3' + ...
\ - e ~ ‘

L { - ^ — } = L{tn~' + t n~le~r +t"~'e~2‘ +t"-]e ^ '  +...} 
\ - e-'

= nn1 + n nL + nn1_ + =r(nX_L,
s" ( 5  +  1 )"  ( 5  +  2)" s"

11) Hallar
■ sit

Solución

Por medio de L{F'(t)} = sL{F(t)}~ F(0 + ),  donde:

2 + 1) r ( l / 2 ) J k  \ ñ
-!+• ”  5,/2

1 1 1 ^  V--- 1-------------1------------- h ...)
( j  + 1)” ( i  + 2)''

----------- h . . . )
(5 + 1)''
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F(t) = senyft => F '( í)  = ~— y F (0 +) = 0
2 V/

¿{-COS ̂ } = s ¿{sen } -  O , donde L { s e n 4 t } = Ke ■■■■-- = . l — e~>,4s
2-Jt ' 2 s

28) Calcular f  , q > 0, — > 0 y deducir el valor de j , — —

Solución

Sea 1 — x q =■ z  => x q =\  — z  => x = (l — z )l/<?

dx = ——( 1 - z ) 9 d z , además x p 1 = ( l - z )  ?
<7

Si x = 0, z = 1 y si x = 1, z = 0, entonces

= f ( l - z r  . ( l - z r - ' A - ^ I  f z - ^ d - z ) * “1*  
j)  V\ - x q 9 y  z  9 Jo

- ; 1 -

,  , , , . r ( i ) n ^ )  r  r ( ^ )

9 2 q q r ( l  + Z )  q r ( -  + ^ )
2 q 2 q

para el caso f  ■. -  , se tiene p = 1, q = 4.
X J I—a-4

i -  *  r  ,  > „ , n ,  i  r ¿ ) r ¿  ^I —= = = = =  I , :d x = —B(—,—) = —
i .  V T v  X 4 2 4 4

= - (  2 , .4 _ ) = ----------4_}
- 1 1 3

n -  + - )  4 H - )
2 4 4

í,29) Evaluar I„=  | (1 - t ¿)"dt

Solución

Sea / /=  l - / 2 => - 2 t d t = d n  ; / /  =  l - r  => t = y¡ \ - / j  => í/í =  -
dju

2 VI-/



Funciones Especiales 563

Si t = O, /j = 1 y si t = 1, //  = 0.

/„ = y ( \ - t 1)ndt = 2 ^ { \ - t 1)ndt = 2 ^  = jV '( l - n T X,1d n

-í S n+X)- \ \ - n y ~ Xd n  = B{n + 1,^) =d í ■ i I )  r(W + 1)I~( 2 ) y j r r ( n  + l)

2 r(«+i+-‘) r(*+|)

( „  +  i ) < / 7 - - )  ^ I r I )  ( 2 ”  +  1) ( 2 w - ] )  1 1  (2/7  +  l ) ( 2 i7  — 1 ) . . . 3 . 1
2 2 2 2 2 2 ' 2 " 2 ' 2 v\

( 30) Si B(p ,q)  = 1 d x , Demostrar que:

a) B ( p , q ) =  x~(P+q)i x - \ ) ^ ' d x  , b) B (p ,q ) =  ^  x P~ \ \ + x ) Hp+íl) dx

Solución ’ .

a) Sea x  = —, cuando x —> 0 ; z —> oc ; cuando x —» 1 ; z —> 1

1 j  dz como x = — => dx = — -

B(p ,q)  — x p~x (1 -  x)9~' dx = j = ^ z ^ ' i t - V r ' d z

= ^ x - (P+q\ z - \ ) q^ d z  _ t t. B ( p , q ) =  j " x -(|,+ ,)( x - l ) , “l<&

„  X  Z  , í f e
b) Sea z = ------  => x = ------  => dx  = -------- -r

1 — x z + 1 (z + 1)

d i  'Ji ■

cuando x ->  0 ; z —> 0 y cuando x -»  1 , z 00

+ D2
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= z p~ \ \  + z)~{p+q)dz  = £  xp_1(jr + i r </’+?)dx

B ( p , q ) = y x p~x# + x Y i p +q)dx

r'* 16^/3
/ / ( 8 - / / 3)113 d/u = -~_j- n  

Solución

j % ( 8 V ) l/3</// = 2

Sea x  = ( y ) 3 => x 1 3 = -y => d¿i = —x  21 Jdx , para f i -  0 ; x = 0 , // = 2 , x = 1.

f in ( % - d n  = 2 J 2jci/3(1 — jc)1/3^ x ~ 2lidx
- l í '

~1/3(1 —x)v i dx

como B{m,n)=  I ¡ T  '( ! - / / ) "  ' d f i  entonces
m — 1 = —  

3

n - 1 =-

2
m =  —

3
4

n = — 
3

f
S 7 í 8 n|)rA . 8 r<f)rA - , , ,

3 3

« í n I ) n , . I ) . i ( _ £ _ )  = l ^
9 3 3 9 n  27sen —

3

27

Demostrar que: ^ ( í - a ) p(fc - /) í  í/í = ( b - a ) p+q+' B( p  + \,q + \ ) , donde p > - l , q > - l ,

b > a.
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Solución

Sea t = //  + a => -t = -ju - a => b - 1 = b - / i - a  

si t = a , // = 0 ; t = b , / i  = b - a .

f d)~a
(t -  a)p (b -  t)q dt = I / j p ( b - a - ¡ u f  d  jii 

Ja

Sea x  = ^  ■ => / j - ( b - a ) x  => dju = ( b - a ) d x  
b - a

Si // = 0 , x = 0 , si //  = b - a , x = 1

Í. (b-a á
{ t - a ) p( b - t ) q dt = I n P{ b - a - (j)qdf.i = I ( b - a ) p x p \ { b - a ) - ( b -

= ^ ( b  — a)p+l x p (b -  a)q (l -  x )q dx = ( b - a ) p+q+l

= ( b - a ) p+q+l j f i t^ 1| l - * ) (?+lwd r = ( b - a Y +q+x

p —1 ! ' \  '  í

—----dx = — —— . Demostrar que r( /> )r( l -  p)  = — ——
1 + x  sen p n  sen p n

Solución

-T v j dyHacemos ------ = y => x = ----- - => dx = ---------r-
l + x  1 - y  (1 - y ) 2

Si x - » 0 , y - > 0 ,  y s i x —> c c ,y - » l

= i ______f L _ = f  y p~ ' v - y w ...=
■ 1  i . _ z _  o - y ) 2 J U - x r ' o - j ’)2 i>

*  r

sen p n  Jb 1 + x ■*> j +
1 - y

= f  (i -  >0(1~pH  dy = B{P , i -  />) = fr(p )r(1  p) = r w a
A r ( p + i - / j )

- O )

a)x]q (b -  a)dx 

x p (1 -  x )q dx 

B{p + \,q + \)

' - \ \ - y Y Pdy 

- P )
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— Z —  = T { p ) T { \ - p )  
sen p n

34) Mostrar que: f ( — + p)T( — -  p)
2 2 eos p n

Solución

n
Del ejercicio anterior r(/>)r(l- p)  = -

sen p n

n - j + P )T ( ^  -  p ) = + p ) n i  - ( | + P)) = — f — = —
sen(~ + p ) n  cos p7t

2 2 cos p n

f eos

I ?
35] Demostrar que: | C° S* dx = --------- —---------  , 0 < p < l

2 r ( p ) c o s ( ^ )

Expresaremos

Solución

T (p) _  ( /? -!)!

x ” r ( p ) x (/” 1)+1 T{p)x(p~')+'

_ l _ = ( , - ■ ) !  1 ¿ ( , P- I |  =  _ L -  f e - v - i d l

x ” r ( p ) x ' p- ' w  r (p)  '  ’ n p )  J,

C0SJC 1 r* n-1 J-------= -------- I e t p cos x dx
x p r(p) Jo

r  COSxdx = r ( - L -  f  e-a tp- x c o s x d t ) d x = —  f  r
i, jb T (p)  i, r ( P ) X  Jb

= —í— P  t p~]L{cosx}dt = —-— r i ~T~~dt
r ( p ) i ,  r(/7) J, t2 +1

r  j ^ d t
i) r(/7 ) Jh 1 + í2

“ eos x  dx)dt
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- 1/2
Haciendo z = t2 => t = z u2 => ¿/r = —----- dz

2

f  f i í l *  
j) x '  r ( p )  J, l + z 2 2 f (p )  i) z + l

217/?) p  + 1 , p nsen ■■^-7r 2Y(p)  c o s ^ ^

, f* COSX . K
por lo tanto I -------dx  = ------------

j) XP m n W r2 r ( p ) c o s ^

^ 6 )  Calcular
dt

(í +  l) ‘̂ / l4( l - í )
Solución

14,5( l - í ) - ,/I5 7— dt
t + 1

„ 1 1 —u . d u  , - , ,
Sea u = -----  t = ------  => dt  = — —; c u a n d o t—» 0 ; u —» 1 ; t —> 1 ; m —>■

1 + / « u

f -------------- í = =  =  f  —  y---------------" ----------------- ( “ ^ ) =  í  ( 1 _
* ( í  + l)‘̂ 14( i - 0  ■* — + i lC « 2

« r l4/15(2 « -i:

_ .  , w+l  dw
Sea w = 2u -1  => u —------  du = —

2 2

f --------------- Í —  f  ( l - « r l 4 / , 5 ( 2 « - Í ) Í / 1SrfM =  ( ^ ^ 4 7 , 5
A (í + l ) $ '< ( l - t )  ¿> 2 14 15

- |415w- ,/15</r’

.2

2

r 1/15í*/
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í jl i i4  i , , , 4  r ¿ ) r ( ! r )
( i _ w) > r ,w.5 - ¿ w = _ L 5 ( l ;l f ) =  is  is

2 I/I5 Jb 2 I/15 15’ 15 21/l5r ( — + — )
15 15

_ _ L _ r(— ) n i - — ) = ------ —--------
?1/15 15 15 l i s  7Z1 13 2 sen(—-)

15

í (/ + 1)‘| / 14(1 - / )  21/15sen (--)
15

37) Calcular I -— > a > O , b > 0.
Jl 1 + f* ’

Solución

Hacemos u = ----- r- => t = ------ => í = (------ ) ; => dt  = —(------ )¿
1 + í* l - u  1 — u b I - «  (1-m )

= ——  => 1 + /* = 1---- —  = —í— , cuando t -> 0 , u 0 y si t —> ce, u 1
1-M l - i /  l - u

|(  u y T  . . _ J «=i I - ,

i  1 + í6 i ,  _ L  ¿ 1 - «  o - « ) 2 ¿ i ,

u h .tih du

1 - ií

f-i

a-i 1_,
(1 - / / )  * ( 1 - m ) *  ( 1 - m )

= i  ( u^ . du = i  r wt - , i -
* X n . J  6 A( 1 - m)

1 r ( I ) r O  1 a a *i(—̂----¿L_ = Ir(-)r(i--) =—-—
b r ( -  + l - - )  b b b ¿ s e n ( ^ )

b b b

38) Demostrar que f  *  r ' T(b  

J ) 7 i ^ 7  n r ( ^ )
2 n
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í
Solución

Por definición B ( p , q ) =  I x p 1 .(1 -  a )</ 1 dx

i-i
Sea 1 —j r " = w x"  =1 — u => x = (l — u) " ,  de donde dx = — (1 — u)" du

n

Si x = 0, u = l  y si x = 1, u = 0

j. f . , ,

Jl Vi -  A-” J  w « 4 )

i r  i -.  i i i i  r 4 ) r ( 1 )  ^ r ( 1 )

=  1  f i/ - ,,2- i (1- h)- = - * ( - , - )  = - (- 4 - r - ) =  "
« Ji « 2 «  « r , 1 U r / W + 2 \

F ( - + - >  « n —— )
2 n 2n

39} Verificar que | — - ~ --dt f= T(1 + p ) T { \ - p ) , ¡p¡ <

Solución

Sea u = t - I => s i t —> l , u —» O y s i t —» o c . u —» * ,  entonces

. . . d i
J  r  J, (m + 1)~

c  1 i 1 wSea v = ------  => 1 + u = — => du = — -
1 + u v V'

si u —» 0 , v = 1 v s/ u —» oo , v = 0

r < £ 4 £ , i , =  f - i Ü i L .  I ° ( i z l y v = (- ^ )  = f d - v / v - ' *J r (¡/ + 1)' i v v Jb

= f  v(|- p)- ‘ (1 -  v)'I+̂ - ‘¿v = 5(1 -  p, 1 + p) = F(1 ~ P)F(1 + E l ~ r ( 1 ~ P)r(1 + P)
r( i - /» + i  + p) r(2)



570 Eduardo Espinoza Ramos

= T (1 - p) r  (1 + p) donde T(2) = 1

|  ^ - J r - d t  = r (i + p ) r o  -  p)  , \p \<

(40) Calcular ^ t a(\ + t)bdt

Sea t = tg2 0  => 0  = arctg \ft => d 0  =

Solución

dt

dt = 2yft(\ + t)dO = 2 tg # .sec2 O d d ; Si t —> 0 , =í> 0 —» 0 ; si t —»ce => #  = ~

|  ta( \ + t ) hd t =  tg2° #.(1 + tg2 0 )* 2 tg 5 .sec2 Odd  = 2 tg2a+l 0.sec2h+2 0 d 9

= 2 f f ----- (sen = 2 sen2a+'0.cos-2a- 2h-3 O dO
Jb (cosé>)2a+l(cosé>)2A+2 A

n .
= 2 p(sen6>)2(‘,+1H.(cos0)2|~<,-*~1H d 9  = 2B(a +1 , - a - b - 1)

2 r (q  + l ) r ( - q - ¿ - l )  2 r ( a  + l ) r ( - a - f c - l )
~~ r ( a  + l - a - b - l )  ~~ T (-¿ )

Calcular L{J0(yft)}
Solución
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s  1! 4s 2! 4 s 3! 4s s n ! s
n= O

—5 /4

L{J0( f t ) }  = -------  , s > 0
s

42) Demostrar que: L{e~a' J 0(bt)} = —=  ̂■ ■ -
Vs2 + 2 as + a 2 + b2

Solución

¿ V  ¿ V  fe6/6 ¿ V
J 0(2>/)=1— - +

2 ¿ 2 2.4 2 2 2.4 2.6 2 2 2.4 2.6 2.8 2

, i r / L „  l b2 1.3 b *  1 .3 .5  b b l.3.5.1.b'
L{J0(bt)}= —  —  +

s 2s3 2 .4 .J 5 2 .4 .6 .S 7 2 .4 .6 .8 .S 9

= - [ i -  j ( - ) 2 + t ^ ( - ) 4 +-1  = - - - j = = = - f = Ts 2 í  2.4 s 2.4.6 s s ¿2  .T  2 + ¿,2

r 7

.'. ¿{ J 0(Ví )} = - , ■ * ■ ; ahora aplicamos la propiedad de traslación
s 2 +¿>2

L{e~a,J 0(bt)} =
yjis + a)1 + b 1 y¡s2 + 2as + a~ + b 2

n ----- 7 e *
43} Demostrar que: L{JQ(a\¡t~ —b~)} = , t > b

V 5' +«"

Solución
JX.  j.

y0( Q - y /  \  (—)2< , por definición
A=0
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(t2 - b 2)k = t 2k - k ( t2£ - ' b 2 2)A-6¿ 6 +
7  i 2! 3!

¿ - J ( k \ ) 2 2  5 2 2 !s 5
¿= 0  v '

X (-1)¿ a 2Í (A: + l)(A' + 2)...(2^) (̂A: + l)...(2/c)¿>2
A._0'(^ !)"  2 ' ‘ s 2A+1 2 k ( 2 k - \ ) s 2k~l

k ( k - l ) ( k  + l)(k + 2)...(2k)b4 + — \
2k(2k  - \)(2k -  2)(2k -3 )2 ! s 2*-3 s

00 / 00 

= y í z ^ íW ^ V ) * . - ’ » - t- L - t
_  (-1  )kbk (y¡s2 + a 2 )k

k~o V T ñ v  V T ñ v  ^  * !

J = = e -éN/ ¡ ^  L{J0(a\l t2 - b 2 )} =
-b'-js" +a~.„V,2—2e

yjs2 +a2 yJs2 +a2

^ 4 )  Calcular L{í J Q(asf/ú)d/u]

Solución

-1 /4 5

Sabemos que: Z,{ J 0 (V7)} = --------  , s > O

L{ f / 0(aVw)J»} = i l { J 0(aV»)} = -  
Jb 5 s

L{í i  J 0(ayfü)du} = - ^ - ( ^
Jb “S 5

■'• ¿{í i  J 0(a-ju)du}  = — ——Jb 4¿

s í  s 2

2
4í _ ( 8 s - a 2)e 41

4s4

_ ¿  
2 '\í> 4s

@  Si L{F(u)} = / ( i ) , calcular L{ J  J 0( 2 ^ ( t ^ u) )F(u)du}
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Solución

Como y0(0 = V ^ 4 ( l ) 2* 
¿-^ ( k ! )2 2*=o

(-1)* (« (/-« ))*  v ^ ( - i ) V ( / - M)*

(A:!) ^  (*!)-A:=0 V 7 Á=0 v 7

J 0(2y¡tt(t - u ) ) F ( u )  = y /  1}2 uk ( t - i , ) k F(u)
7 ^ {kl)

(* x ¿ -
J Q(2y ju( t -u ) )F(u)du  = uk ( t - u ) k F{u)du

Í  A ^
J 0(2y]u(t -u))F(u)du}  = N   ̂ -2- / ,{ í  w*( t - u ) k F(u)du} por convolusión

7 ^ ( k 'y  *

-  V F W ,  = V  ^ ( / ( * ) ) 1
jL ~ i (L-:\2 L—j  ( i  r  \

= y  h l ¿ * l  y » )  (J) = y _ * L  z _ i £ i

yf=0 v ’ k

L{ j ^ J 0(2^u( t  - u ) ) F ( u ) d u ]  = ^

(4ó) Demostrar que J^ e~ './0( / ) d /= - ^ -

/c!s*+1

Se conoce que: L{J0(/)}

Solución

1

í s ~ + 1

f e s,J 0(t)dt = , tomando límite cuando s —> 1 , tenemos
V^2 +1
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lim P  e s,J M ) d t  = lim —p= L =  = ^ ~  f* e ' J 0(t)dt = ^ -
*-»• i, 2 • , 1 9 !  2

^ 7 )  Probar que: r J„(t)dt = 1

Solución

(n/s2 +1 -s )"
Se conoce que: I{J„(/)}= ----- ------- — , ahora aplicamos la definición Z.{J„(/)}

V r + l

f í v s  “ +1 — s )n
e~s,J n(t)dt = — 'S ,+ S— , tomando límite cuando s -»  0

V i2 +1

lim i"0e~slJ  (t)dt = lim ~Jl*— S  ̂ = 1 í  J„(t)dt =
s-*0 J) *-*0 IZ2 1 J)

^ 8 )  Calcular j ^ íe  Jo(4t)dt

Solución

L{Jq (40} — r=------  —* ¿U  *^o(4í)} — , ( y—r-------)
\ S “ +16 v s " + 1 6

de donde £{/ J 0 (4/)} = —---------— , aplicamos la definición de transformada
(s +16)‘ "

f s
e stt J J 4 t ) d t  = —-------- — , tomando límite cuando s —» 3

0 (s +16)

lim P e  s‘t J 0(4t)dt = lim — -— - — \ e 3,t J 0(4t)dt 
¡o s-*i(s2 +\6) V2 125 As->  3 125

( 49) Demostrar que: J 0(2yf7J¡) eosn d/ u  = sen t

Solución
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Sea F (t ) = J Q( 2 eos j ud / , 1 , entonces se tiene:

/ { F {t)} — /{  J o(2V/ fj. ) eos / / d u \  — p < f  J 0 eos /v í/ /y)í/í

r eos /u L{Jü(2y¡tji)}d/u

= I* e o s // .- -d fi  = — P e “" / ' cosudu  = — / ( —) , donde
Jb « S Jb 5 5

/ ( 5 )  =  ¿ { C 0 S Í } = - ^ —  = >  / ( - )  =  — £ —
5 "  + 1  S 5 '  + 1

¿ W ) }  = -  / ( - ) = - ( - # - )  = = ¿{sen r}
5  5  5  5  +1 S~  + 1

Luego ¿ { f ’(í)} = ¿{sen/} entonces f(t) = sen t

J(¡(ItJTJi ) eos/ud/.i = sen/

®  Demostrar que: J 0(2N/7/y)sen f.id/u = eos/

Solución

J 0(2y[tJÍ)i

= e - " (  J 0(2 j7 j i ) sen¿jd¿i )dt  = J^°sen/¿(J^ e"sl J 0(2^JTjü)dt)d/j

f  __  /*c 1 f00 1 1
sen/uL{J0(2^7Jj)}d/u = Jj sen //.-------  = - j  e_/í' /í s e n = — / ( —) . . .  (1)

Sea F (t ) =  I J ^ s j t  /u)sen/.¡d/u , entonces se tiene: 

¿{F(f)}

1 1 52
de donde / ( s )  = /.{sen/} = —-----  ==> / ( - )  = —r—

5“ +l   ̂ 5 + ]
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como L{F(í)} = - / ( - ) = - ( ^ — ) = = ¿{cosí}
s  s  5  5 + 1  j "  +  l

Luego L{F(t)}  = ¿{cosí} entonces f(t) = co s t 

SI] Demostrar que: f
Solución

2 a"
r  €

Se conoce que: L{J0a\Jt)} = -------

__ g-yjs
L{Jq(2^T¡ í )} = L{jQ(2s[Jisft)} = -------  donde a = 2y[jj

s

J0(2y¡t7i)JG(¿i)du )dt

(/u) ------- d / u= £  J0(//)( J "e s,J 0(2j7~ü)dt)d¿i= J 0

= -  f  ¿■'“ 'J o O iW t t  = - / ( - ) ,  donde f ( s )  = ¿{y0(/)} = -= i 
^ J i  - s s  s l s ~ + \

L{ f J0( 2 ^ ) J 0( M ) d f ( - ) = - ( - ¡ = = )  = r l —= L { J 0(')}
Jl 5 5 5 1 , , Vs2 + 1T +1

••• J  J 0(2 j7J¡)J0( f j ) d v  = J 0(t)

(52) Calcular J 0(x6 )d x , reduciendo el resultado a su mínima expresión.

Solución
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Sea F(t )=  J  J 0(x6t)dx . entonces su transformada es: 

L{F(t)} = e~s,( £  J 0(x(' t)dt)dx = |  ( e~s' J 0(xbt)dt)dx

= £  ¿{./0(.r6í)}¿Y= f
V52 +.V12

s.sec2 9 d 9
hacemos at6 = s.tg í?  ==> 6x5dx = s.sec2 9 d 9  => dx =

x = (s . \g6)vh => a 5 = (s.tgé*)5 6 => dx = ssec  0 d f
b(sAgO)

cuando x = 0 => 9 = 0 y cuando x —> +cc , => 9 = —
2

ahora reemplazando en (1) se tiene:

r  dx j* 2 1 s.sec2 9 d 9

{ ( t ) ] = l 7 F 7 7 = l  J s2ig20 +s2 ^

6x5

yls2 tg2 0 + s 2 6.5 tg5/6 9

j*T " sec 9  d 9  _ i J^‘1 f ‘ ~ sec 9 d 9  1 f ‘ " (, _ ?-i , nsen <9. eos6 d 9
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(4)

r ( a  + l) i i , t acomo L{t } = -------—  , a > - l  L {---- -} = ----------
5fl+1 V +1 H a  + l)

como = , (3,
5 5 r ( - - + i)  r ( - ) í1/6 5 n - y $ T t

6 6 6

ahora reemplazando (3) en (2) se tiene:

r  r ( — ) r ( — )  .

I 6 17 1/ 1I J (> (x t)dx = .----------- , tomando límite cuando t ->  1, se tiene:
J> \ 2 ^ r  r ( 5 ^

6

r(—>r(—) «c r(—)r(—)
lim f  J 0(x6t)dx = lim -----—— => f j 0( / ) *  = — —-----

" l \ 2 s f e r ( - ) S f t  *  i 2 y f c r ( ~ )
6 6

además tenemos 22jr-lr ( x ) r ( x  + —) = VrtT(2.v), entonces

22jr- 'r (A - ) r (x + i)  
r(2 x ) = ------------j=-------— , por lo tanto se tiene:

yj7T

^-1 5 1 I - 1 5  11 —L 5 11
5 5 20 r ( - | ) r ( H )  2 6r ¿ ) r 0  5 2 6r (— ) r (-r)

r (- )  =  r ( 2( - ) ) = ----- 12=— 12 _ = --------------- 1 2 _ i 2_  ^  r (  ) = --- 1- _ L ^ . . . ( S )

6 6 v^" V#' 6 V#

reemplazando (5) en (4) se tiene:

r ¿ ) r ¿ )  2 1/6r ( - i- )  2 1/6[ r (- l ) ] 2
f  M x6) d x -  12 !s2 n  = -------- ^  •••(«)

*  i 2 V ^ 2 - ,/6r ( ]| ) r ( i l )  12  r ( i i )  i 2 r ( - ) n - )

pero T ( p ) r ( l - p ) = — ——  , entonces r ( ^ - ) r ( -^ - )  = r \ ^ ) r ( l  —1 |)  = — j r -  ... (7) 
sen p x  12 12 12 sen i¿iL

12
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V* 2‘ 6( r ( — ))2 , ,

r  ---------- i2— ' t /2 ( r ( — ) r
reemplazando (7) en (6) se tiene: I J 0(xt')dx = — — — -------------------------= ----------- —

J  12 sen 1 2/r sen - - 
12 12

(53) Demostrar que: J  y  ( t ) = sen 1
Yi

Solución

í" r  t4
J„(t) = -------------- (1--------— + - ---- ---------- — ...)

2"V(n + \) 2(2«+  2) 2.4(2/; + 2)(2// + 4)

Y> 2 4 / 2  2 4

■/ >2( , ) _  2><r( ‘ + i ) ( I _ 2 3  + 2 -3-4 -5 " ') ~ 2 ^ . - r ( - ) (1 ~ ^ + 2 '3 A 5  }

K 1 - — + -T T T V -)  = J  U -  —  + T T T T - )v/7 2.3 2.3.4.5 ] ¡ n t  2.3 2.4.3.5'

n r
—  sen

y ;r/

54) Demostrar que: — J 0 ( .y )  = - J |  ( a )  
dx

Solución

A‘
y  (jc) = \  1----------  ——---------- (£ )2í +p . por definición

^  z - ( r ( *  + i) r ( /t  + /j + i) 2
í= o

(-1)*
T(A: H

\*  „  c n i
/  /  '  ^  ( - D  , X \ 2k  V ( - i r  , * , 2 *

0 2 - t r ( *  +  l ) r ( / t  +  l )  2  ¿ - ' ( A :!)2 2
<r=0 A=0

¿ /,(X ) y  2 k ( - \ ) k x  2,_1 1 y »  ¿(-1)* v 2it_|
¿v (¿i)2 V  2 Z- (£!)2 2

y  ( ^ i ) H r  x  2Í+, = y  ( - 1 ) *  {l y ^ ^ M x )  
((A- +1)!)2 V  ^ * ¡ ( *  + 2 )'• 2
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dx

55J Demostrar que: —  (x pJ p (x)) = x p J p _ x (x)

Solución

Se conoce que: T(k + p + 1) = (k + p) T (k + p)

J P(X) = y ^  r  --- ------------ r S ^ 2k+P » multiplicando por x f
^ Y(k  ■+• l)r(/r  + p  +1) 2

k =o

x ^ (x ) = y ______ í = i ¿ ______ ( 4 ^ i )
p Z - ^ r ( *  + i ) r ( ^  + p  + i) 22k+p 

k=0

d ( x pJ p (x)) _  ^  (_!)* 2(A' + /7)x2*+2í7_l _  'S T  ( - l)* +l2(ft + p  + l)x2*+2p+l

■Zidx ¿ - J Y ( k  + l)T(k + p  + \)22k+p f - J T ( k  + 2)T{k + P + 2)2lk+p+2

oc

■ I I

( _ 1 ) A + 1  ^ . 2 A : + / ? + l

t=0í T(A: + 2)r(/c + p  + 2)22k + p+\

m X  ̂ /_1 \£ + l
y  — o ------( ¿ ) 2̂ + i= xp j  t (x)
^ r ( A -  + 2)r(A- + p + i )  2  p

£¿V
(xpJ p {x)) = x pJ p A (x)

11.12. EJERCICIOS PROPUESTOS.-

® í3í, 0 < í <2 . . ! (
Sea F(t)  = , donde F(t) tiene periodo 4.

[6, 2 < í < 4

a) Hacer la gráfica de F(t) b) Hallar L{F(t)}

fr , 3 - 3 e~2s- 6 s e - 4s
R pta. L{F(t)} = ------— ---- -

s ( l - e  )
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©  Hallar L{F(t)}, donde F(t )  = j^ ’ ® y F(t + 2) = F ( t) , para t > 0.

« » “ •

(T )  Demostrar que la transformada de Laplace de la función F(t) que se muestra en la figura

1 e~as
diente de sierra es: L{F(t)} = —------------------

a*2 5(1 - e~as)

( ? )  Suponga que F(t) es la rectificación de semionda sen kt, que se muestra en la .figura.

Demostrar que: L{F(t)}  = — r-------- í-------
(s2 + k 2) ( \ - e ~ ^ )

( ? )  Hallar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura.
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Hallar L{F(t)}, donde F(t) se muestra en la figura.

—s „ -2 s— e —seRp,a. U F «>} = ^

( 7 )  Calcular la transformada de Laplace de F(t) tal que F(t + 2) = F(t), donde F(t) es el pulso 

parabólico del gráfico.

©

F ( t )
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©  Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gráfico.

H (t\
Evaluar L{-------^ -■}, donde H(t) es la función que esta dado por el gráfico adjunto.

(1 - e  ' )

( Í 3)  H(t) esta dado por el gráfico adjunto, calcular L{2 cosh 4t.H(t)}.
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( l4 )  Calcular

(T5) Hallar L{F(t)}, donde H(t) esta dado por el gráfico adjunto.

® Si F(t) esta dado por el gráfico adjunto probar que L{F(t)}  = -----— [s + -------------]
1 + « 1 / s .senh(— )

eb,H(t )
L{-------  }, donde H(t) esta dado por el gráfico adjunto.

( 1 -e  ')

(T7) Hallar L{F(t)}, donde F(t) esta descrita por el gráfico.
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(TÍ) Hallar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura.

(T9) Encontrar la transformada de Laplace de la función onda cuadrada, mostrada en la figura.

Rpta. L{F(t)}  = - tg h (— ) 
s 2

, F(t + 2) = F(t) graficar F(t)

y calcular L{F(t)}.

Expresar F(t) en términos de la función escalón unidad y obtener L{F(t)}.
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t \  0 < / < 2
O- >1 /■--

---
---

---
V

II 4, 2 < í < 4
0, / > 4

í2, 0 < / < 2

c) F (í) = í — 1, 2 < í < 3  Rpta. f ( s )

0, í > 3

2 i 4 2 4e
Rpta. f ( s )  = 4 - ^ 2í( 4  + 4 ) - -

-4  s

s 2

L - s * s ¿ ^ ± + ± . :
s s

- 3 1 , 5  1
( -  +  - T  

5 S

d) F (í) =
t 2, 0 < t  <2  

41, t > 2
Rpta. f(s)

Expresar en términos de la función escalón unidad, las siguientes funciones y hallar su 

transformada.

a) F (í) =
í , 0 < í < 2  

4í, t >  2

seni, 0 < í < n

b) F (í) = • sen 2 í, n  < t < 2 n

sen 3í, t > 2 n

23 ) Determinar la transformada de Laplace de la función F(t).

a) F (í) =
1 - 1, t<7T

sen t\, t >  k
b) F (í) =

Hallar L{H(t)} donde H ( t ) = 

Calcular L{t2~'  sen 3 í./¿ (í- 2 ) } .

2, <ó<t<3n  

eos í | , t > 3n

2 X t , t <  — 
2

i i 77c o s i , t>  — I l> 2

26) Evaluar f sen i.c o s í./ /(? -4 )}

Calcular L{-— y— s e n ( í - y ) - M í  “ “ )}

„2í -2f ,e  - e
Evaluar L{------- —  sen(í -  — ).//(/ -  —)}

3' 4 4

1, t < 3 n
(30) Hallar L{F(t)} si F (í)  =

sen 2 í | , t > 3n

29) Hallar L { | t - | t - l | | }
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31J Calcular L{U( / 3 -  6 t 2 + 11/ + 6)} y graficar la función.

32) Calcular L{sen (t - 7t)} (33) Calcular L { \ t ~ - 2 t 2 - t \ }

34) Calcular L{te~5' ex+5‘¡i ( \x- \ \  — Y)dx} (35) Calcular I { ís e n |[ |í - 9 | ] | / / ( e ' -1 )}

Calcular L{ f  e ^ “ju(u2 - \ ) d u }  (37) Calcular L{— fi ( \ t - \ \ - X) \
J-io/ 4'

(38) Calcular L{ j e~l,+u n < \ t -3 \ - 2 )d t }  Calcular L{ \i (sen t)}
J-joí ^

(40) Calcular L{ j \ < T l0'+> ( i r - \ ) d u }  ( í l )  Calcular L{tnp ( t - 2 ) }

42) Calcular L{——  ----- sen /.cos(/- tt)ju(í — —)}

j p e  5f sen2(¡ í-2 ) / /( i /2 — 4)
43) Calcular L{ | ------------------ — ------------du}

( « -  2)

44) Calcular Z.{-£— — -  — ju(t -  2n)}  Rpta. f ( s )  = e~2jzs arctg —
“ t -  2/T 5

45) Calcular L{t2e a' ju(t- a ) }  Rpta. f ( s )  = ^ —— - - ( s 1 +4as + Aa - 2 )
a(2a-s)

(s + 2);f
5 + 1

46j Calcular | ---------- ju ( t-a)dx}  Rpta. f ( s )  = -------ln
f  a ex —e

J) x 5 - 1
, S > 1

( 47) Calcular la transformada de Laplace. L{1* eos t .( t  -  7r).ju(t — 27t).ju(t - 1 7r)}

Rpta. f ( s )  = - e  lrcs. l 1¡1 ( !? i'~
(s -  ln 7) +1

48) Calcular L{tC° St- p(t)}  Rpta. / ( j )  = — — y------ y
^  x 2,2t ((s + ln9) +1)
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( 49) Calcular Z,{cos|;r-í|} Rpta. f ( s )  = — ~
s~ + ]

1
50) Calcular ¿{sen |;r-í|} Rpta. /(■s) = — t -------

5“ + 1

Hallar L { a - t ¿ j ( t - a ) }  donde “a” es una constante positiva.

Rpta. f ( s )  = -  + ̂ T
s s s

® 2  ̂ ^
Hallar L { t - t - a }  Rpta. / ( s )  = — í-1- ^ —

s~ s s~

(53) Calcular L { t 2 - 4 t ¿ i { t - 2 ) }  Rpta. f ( s )  = ^ (  \ - 2 e ~ 2* +2e '4*)

^ 4 )  Calcular la transformada de Laplace: L{t.e~bl é "  ' / / ( \x —1| — l)tfa}

Rpta. f ( s )  = ——— r ( s e  3 + 9e~s 3 +4e~s~'s )
(s + 3)3

21 -21 n  71

© Calcular L{-— —— sen(í-------------------------)co s(í----------- ) / / ( / ----- )}
4' 4 4 4

56) Calcular L { r  2 sen í. cosí./ / ( ? - —)}

57) Calcular I { | 4 - 1 t 2 - 1 1|} (58) Calcular L{sent .¿j(e5' - 4 ) }

e 4<í ** eos( t - / r )  2
59) Calcular L{------------ - — r-----r )}

(óO) Evaluar si existe L{-^- ( J  r e4' |v2 - 1| ¿v)} sin derivar.

6 l) Evaluar si existe I{  cosv.//(v“ -l)d v}
- J-12/
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(ó2) Evaluar I{  J^íe4' | m2 -lj í/« }  (ó3) Calcular Z .{|/2 - l | }

(64) Evaluar L{t2 (v —4)" ln|\- — 4) / / (v — 4)¿/v'}

(ó5) Evaluar L{ J^í/v f  F(u)du}  si F(t) = H(s) (óó) Evaluar L{t" ln|/|}

Evaluar £ { / /( /3 - 2 / 2 + /)}  (^8) Evaluar L{e2' t n ln|/|}

(69) Calcular la transformada de las funciones.

a) F(t)  = 1 + [|í - 1|] b) G(f) = ( - l ) [l̂

( 70) Evaluar L{ nlé~' f  cos3(v —l)/i(v3 -1)í/v} , donde ^ es la función escalón unitario.

21 u" ln|í<| du}1\)  Sea n > -1, n real, calcular L{t e

12) Si L{F(t)} = f(s), calcular L { ^ p - }  0 )  Calcular L{t2e~5'/¿(i2 - 1)}

74) Calcular L{te~5' J ex+5t ¡i i ( \x- \ \ - \ )dx}  @  Calcular eos/3'2}

76) Evaluar la integral I{sen 6(í - 1)//(/2 -1 )}

11) Calcular L{— j ^ e a F ( t /a )d t}  , a > 0

Evaluar L{t2e~At | 4 -  | / 2- 1 | } (79) Calcular L{t tgh(/)//(í -  1)}

e~sT(n +1)

8ü) Si F(t)  = ( / - ! ) ” / / ( / - 1 ) ,  calcular L{F(t)} Rpta. f ( s )  =

, n > - 1 , 5 > 0 
s n+i

«+i , n e  Zq , s > 0
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OC

(S ì) Demostrar que: L{tk tgh/} =
„  r(A-+i) r ( k + i)

*+i , i^ + 1
n=o (s + 2n)K+' (s + 2n + 2)

e~5ttk
82) Calcular L{— ■ - ■ y } , Vk. R p ta ./(s )  =

d + ̂ ) 2

X

^ ( - î r a + n )
r ( *  + i)

n= 0
X.

^ ( - l ) " ( l  + n

(6/î + 5 + s) 

k\

n=0 (6/7 + 5 + s)

—  , 5/ A' > - I  
* + l

, si k  e  Zqk-rl

^83) Calcular I { /e 6'senh V /} Rpta. f ( s )  = y

84) Demostrar que: £{/"} =

r ( n  + l)
„rt+l , 5/ n > -1 , n e  R

n !
„W + 1 , si n e  z0

Calcular L{t" 2J„ (a J ) }  

Demostrar que: L{J0( / ) sen /} =

87) Demostrar que: ¿{J0(/)co s/¡ =

p~a ,As
Rpta. (—)" -—z r ,— , s > 0

'JsyfíP

i A  , 2 ^sen(—arctg(—))
+ 4

f s í

A  , 2 ^- cos( arctg( ))
5 -+  4

(88) Calcular. L{e~20' J 0( t - 4 ) s e n ( /-4 )£ /( f - 4 ) }  ©  Evaluar L{J0(/)c o s /.c o sh /}

(90) Sea L{F(t)} = H(s), probar que: L{/'"2 u~" 2J„(2\ fü t )F( u)du} =
H ( \ / s )

9 l)  Calcular L{te ' I J 0(u)senu.du}T
(92) Si H(t) = e” J 0( 4 / ) .  Calcular L{H[^}
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93) Hallar L{t J 0(At )} . Rpta. —  5
( ^ + A 2)3/2

r>—ie c ( s - \ l s ~ + a ~ )

(94) Demostrar que: L{J0(aJr(t  + 2c)} = ~ ----— —
( s - + a - y ¿

( 95) Evaluar L{ ĵ  t 6 ' J 0(5( t-4) ju( t  ~4)dt}  (%) Evaluar L{t e -lo ,./0(O cos/}

(97) Evaluar L{ J  J  J 0{2yju(t- u))F(u)dudv}  si L{F(t)> = H(s)

@  Calcular L { J x( t ) } , L { J 2( t ) } , L { J n(t)}

99) Calcular L{ j V 20' . / ,^ ) s e n « d u } , si existe.

r  €~u ln( s -
Demostrar que: L{Ie{t)} = L{ I -----du} = -------

J u 2

0  Demostrar que: L{Ic(t)} = L{ J" C0Sf/ du} = l 1! ^ -

@  Demostrar que: j"  e ~ ' ( \ - J 0(t))dt = ln(l + V2)

^ 03) Demostrar que: a) J Q{t)dt = 1 b) ' J 0(t)dt =

(lÓ ^  Calcular te~i ' J 0(4t)dt  Rpta.

© Probar que \ J 0(at) eos b tdt  = —¡= 1 ■ cuando 0<b < a, y tiene valor cero cuando 
Jo -Ja2 —b2

b>a.

 ̂106) Demostrar que: | M Á tyd t
- i -
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©
©
©
©
©
©
©
©
©
©
(¡Tí)
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Calcular a) t J 0(At)dt b) tJ^At ' jdt

Rpta. a) O b)
A

j f  M líCalcular I J 0(u)J^{ t -u )du  Rpta. J 0( t ) - c o s t

f 2 e
ue" J 0(au)du Rpta. —

- a  ¡ 4

Demostrar que: j f  x 2"e ' dx =
[.3.5.7...(2/í -1 )V ^

2 "+l

Calcular las integrales siguientes, a) Ĵ ° sen t3 di b) j^ cosrV;

^  , r ( i / 3 )Rpta. a) ---------

Demostrar que: f(n ) = 2 I x 2" le ' dx
~ * r

„ , f  «sen« , im
probar que: I -------—d u = — tJb l + ¡r 2

Demostrar que: I x m (ln x)n dx =  ̂ ^ , n e z +, m >  -1
1 (m +1)l

■ r -

n  t I T í  2w  Ir (1 /4 )1‘Demostrar que: I J () (x )dx = -
4 n

Calcular P  1 ^ U- du , u e R ,  u > - l  si L{F(u)} -  H(s)
A r ( «  + l)

Í 2t
J 0 (u -  4) sen( u -  4)U(ti2 — 16)du}
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f118) Calcular la integral I t"'e a d t , m ,n > 0 , a > 0 . Rpta.
n — )n

/H + l
n a  "

I119) Calcular | t"{\nt)"dt,  n e  z+ , m > -1 Rpta. ^
(m + \ y

í120) Calcular I Rpta.
‘  ' 7 3 - c o s í  F 2>/2 4 2

^ 2 l )  Demostrar que: ^  ^^3^ Calcular [(7 - í)(í -3 ) )^ 0í/í

V^rr(l/4)í<:i23) Calcular I (aA- x Ay Vbdx Rpta.
4 a f(3 /4 )

124) Calcular f  ——  ------------------------------------ —  Rpta.
J) (t +1)(/“(! —

n

(? + l ) ( r ( l - / ) ) ,/3 73

í;125) Calcular | ----------^L=-------- Rpta. -  - 5
(í + l)3v r  (1 - / )

(Í 26) Expresar sen" xí¿c , mediante la función gamma.

[127) Calcular las siguientes integrales, 

a)

c)

í* f *  , a > 0 b) í° x2" •Ja2 - x 2dx , a > 0
* s ] \ - X a •*>

jT tg2”-1 xdx, 0 < n < 1 d) J^x''_1( 1 - x)'"_Ií/x , n,m > 0

(128) Mostrar que:

^  ,  2 3 ^  r'J'l ' Jñ
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©

Q

e) 3/2í/x = V 3^  
36

Calcular las siguientes integrales 

dx
a) f? (l+JC)

, O < a <

Rpta. a)
7 1

sen an

b)

b)

r/2

n j 2

dx

(l30) Demostrar que si /,
4 i - x :

Calcular los integrales siguientes 

dx
a)

c)

4~x

(x + \)2e x dx

x 2 dx . . n
=  entonces /.
« 1 2 4Vi

b)

d)

-Tx j  e dx

-dx sug.cx = ejclnc

Rpta. a) T (- )

1 5 4
c) - + r ( - )  + r ( - )  

3 3 3

Si F(t)  = —p  , t  > 0  , G(í) 
Vi

b) 2

r ( c + i )
d)

One)'C + l

- p  , 0 < t < 1
^jt ■ Demostrar que:
0 , t < 1 

F (í)* G (í) = ;r-2arctg  (Vi — 1 )//( / — 1)

Rpta.
;r

3>/3

Demostrar que: J  xco sx i dx =
3>/3r(^)
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135) Calcular / t2)" dt Rpta.
\[~ñ r (/i +1) 

r ("+l>

^ 3 ó ) Calcularn ,* !  o ,  , . v- (sen 0)2n'~l (cos0)2n~l d 0  n „  0 (n ,m )
[136) Calcular | -------- -------------- é------—  m ,n >  0 Rpta. -  — —-

(asen^ 8  + b eos2 6 f 2 anb"

f t m- 1 +t«-l
-------------- dt = 2 f í (m,n),m,n > 0

(1 +t)m+n

(l38) Calcular 

^139) Calcular

(V + r)m+n
d j u , s i m , n > 0  Rpta.

Calcular | — -—  ----- — dju,si m ,n >  0 Rpta.
(a + c/u) ‘ 

ln td t  7z~y¡2
@  Probar que |  ~ T  =

16

141) Demostrar que fí—  dt = -----------
+ 1 sen (nx)

Tí
T ( p ) T ( \ - p ) = ----------, 0 < /? < 1

sen p n

r m (1 + r)"

P(n,m)

a"’cn( \ + —)"'+"
c

0 < n < 1 sin usar la

^  ^  1 22m+l( - l  )m+xJ ñ n \  _+
Demostrar que: Y ( - m  — ) = --------------------------- , m e  z

2 (2/f + l)!

[r (3 )] r  r i  Pruebe q u e ---- —  = y¡ti .—=■
r ( I )  V5

O

144) ¿Es cierto la identidad siguiente? T(//) = .-
r ,  nf)

2>-..Co s ^ r ( ^ )  
2 2

si es

propiedad

afirmativo

demuéstrelo
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^ 45) Verifique que í

( l 4 ó )  Calcular t l t t & T j l Z ? * » , R p . a .
A (a + u(b -  a))n,+n an,b"

® _. , . r  *"<* < *  ,  rSi m > 1. demostrar que I — ----—  = ^ sec(— ) .-
r  + t 2 m

\ - m
m

2^ ”

@ Si \p\ < 1 , calcular f  (— — ) f .——— ,cz > 0 Rpta.
Jti 1 — t ( a + t )

^149) Calcular f V  (! + /)*<* Rpta.

a' p n

( a + iy >+!1 sen p  n

( 5 &  Calcular f cosh(2_̂  Rpta.
J> (cosh 0)

^51^ Verifique que. 22p- ]r ( p ) r ( p + ^ )  = ^ r ( 2 p )

2r ( q  + l ) r ( - ¿ - g - l )  

f(-A)

2h~ ' r ( a + - ) r ( - - a )  
_____  2 2

r(¿>)

Í152) Si sen(—).sen(— )...sen(—— -/t ) =  m - ,m  = 2,3... Calcular T (—)T (—)...JT(------- )
m ni m 2 m m m

Rpta.
m-1

^ 5 ^  Probar que J ^ ln (r(í))^  = -^Tn(2;r)

\fm
H(! ni

í i154) Si -1 < p <  2 , evaluar I  ---- ——r ~ d t  Rpta. 2 P ' j 3 ( 2 - p , p + \ )
(1 + 0

| _̂2)m \J7T
155) Mostrar que : T ( - m  H— ) = -------------

’ 4 2 (2m -1)!!
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^156j Mostrarque: V ( m + ^ ) T ( - m  + -j) = (-1)'" n , m  = 1,2...

157  ̂ Verifica que [ r (—)]2 = 4 -6 -8-10-12-14-  %
‘ J  4 5.5.9.9.13.13.17.17...

^158] Calcular ———dt Rpta. - x c o s e c ( p x ) . c t g ( p 7 r )

7  dt  ir 4 ) i 2
159) Verificar que: I" ---------------------------—  = ---------7 = —

sen2 1 -  ^senj _ 2
2

60) Calcular Ĵ " ln |sen/| dt Rpta. -^ -In 2

16l) Demostrar que: F(/? + l) = yj2x~p(—)p , p  e  Z + , p  —» 00

162J Probar que: r ( « + —)=   ̂ \ / n e Z +
2 4 "  n\

^ 6 ^  Demostrar que para fu> 0 , J  f Sen^  = ^ e  ^

® 1 r  t"~1 l
Demostrar que: ------- I (------- )dt = > — ,« >

r»  J, e'-i ^=1

T(n + ^ - ) Y { n - ~ - )
^165j Demostrar que: | sen x"dx = — (-— ----—-----  ------ — )

2/7 j- ,  1,r  ( n — )
n

■r
r ( ^ - ) T ( 2 n - ^ - )

(166) Demostrar que: | eos x"dx = — (----- —-------- ———)
2w T(w---- )í ‘

. . .  00 
^ 6 7 ) Calcular J 0 (t -  //)  •‘í 1 ^  d /j  Rpta. ■/, (t) = ^  ' (_ 1) Í̂_-)2m+l

w !(w  + l)! 2m=0
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^ 6 8 ) Calcular /u" xe " J 0( r - ¿ i 2)d/ i  para todo n en R - {0} Rpta.

n

^169) Demostrar que: Jp sen(ísen2 9)d6  = -^-sen(^) Jq(~)

[ j 0 { » 2)du  

171) Evaluar la integral

^ 7 2 ) Si |/?| > 1 , calcular f sen x pdx usando transformada de Laplace

170) Evaluar la integral

- 1 1
[173) Verificarque: | \n(T(/u))dfj  = t \ n t - t  + — ln(2;r)

174) Verificar que:

r / n+\ \H 11

ln ( r  (ju))dju = ln[í' .(t +1)'+1 .(í + 2 )'+2...(í + n - l)'+"~' e ' "  -  e 2 (2n)2\

(175) Probar que: J  x (.v) = J - — cosx

-̂/7̂ -sen© 1 f 7 , , sen n n  C
Probar que: J„(t) = — I cos(n<fi-tsen<p)<p------------I <

^ 7 ? ) Demostrar que: jf J^F(A:,>')(l-x)m_1̂ '" ( l - y ) n~'dxdy = B(m,n)  j^F(M )(l-«)"'+/' 1du

i'.£ ) 1( )T .

^ 7 8 ) Si x , y  <=R+, calcular j j x 2m~ly 2n~ld x d y , tal que D = {{x,y)  e . (R+) 2 / x 2 + y 2 < c 2}

c 2,"+2"r(m )r(«)
R p ta .------------------------

4r(m  + n +1)
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k179) Demostrar que: J 3(t)scnt  -  J  ^( t)cos t = —ĵ j

[180) Demostrar que: J0 (/) = ^ -[J ,_ ¡( í) -J (,+¡(/))

!8 i;  Hallar R p„ .  xJi (2x) + 2x2J 2(2x)

, , dJ Ax)
182] Demostrar que: d (x~J p_l( x ) J  p+l(x)) = 2x~J p(x )— -—

^183} Demostrar que: J p(x)  = ./ /;. ¡ ( x ) -  — J p (x)

(l84J Demostrar que: J p(x) = — J p (x ) ~  J p^ ( x )

d \ x J p(x )J p+i(x)] _ f ^  

dx
185y Demostrar que: ---------:— -— :-------- = x[J ;¡(x) -  J ' p+) (x)j

© Demostrar que: £3(.v) = (—- -  1)J, (x) — J q(x )
Y¿ x

4 2
1187) Demostrar que: J ,( í )  = ( l — -) ./ ,( /)  + —J0(x) 
v—■' ■ r  í

^Tss) Demostrar que: pJ p ( x )) = x  pJ p-\{*)

(TsO; Demostrar que: J_„(x) = (-1 )” J n(x), V n eZ

190) Expresar J A(ax) en función de J 0(a x ) y  J ,(ax)

48 8 24
Rpta. J A(ax) = (- r - r ----- ) J x(ax) ~ - 1 ) J 0(ax)

a x ax a~x

191) Demostrar que:
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a) L {f er( t ) \ = - — f er (4-) , s > 0 b) L { f er( 4 t ) } = — ¡ =  , s >  0
.V 2 Syj s  +1

5 #  1—£?
c) L{f„(a t)}  = ----- s > 0  d) L { fel.(— r )} = -------------  , 5 > 0

s 2 2\ t  s

2\[t S e' y/s +1 (yjs + 1+1)

^ 92) Calcular ( senh0)h(cosh0)a d d  Calcular —-—- d t

^ 94) Probar que: J  ln (r(//))c /// = t ln; + (/ + 1)ln(l + / ) - 2t + ln(2.T)-1

^ 9 5 ) Demostrar que f  ——- — ^ - ^ - d t -  ln(l + >/2)

® r  e2xdx . r  elxdx
Calcular a) I —  ------ , V a > 0 ,  V b > 0  b) I —r------- -

L , a e 3x+b L ( e 3x+\)2
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CAPITULO XII

12. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.-

Mediante la definición de transformada de Laplace se tiene: Si F:[0,+<x> >—> R , es una 

función seccionalmente continua y de orden exponencial, entonces 3 L{F(t)} = f ( s ) ,  

ahora invertiremos el problema, es decir: dada la función f(s) queremos encontrar la 

función F(t) que corresponde a esta transformada y a esta función F(t) se llama la 

transformada inversa de f(s) y se simboliza por ZT1 { / ( s )} , es decir F(t)  = U  { / ( 5)}.

Ejemplo.- Hallar F(t) sí f ( s )  =
' s + 3

Solución

F (í) = r 1{ / ( í ) }  = ¿“1{— } = 2<T3' de donde F(t)  = 2e“3'
5 + 3

Ejemplo.- Hallar F(t) si f ( s ) = - r -—
5 + 4

Solución

F (/) = ¿‘ i { / ( 5)} = Z.“i { - ^ —  } = } = - s e n 2 / ;  de donde F ( í)= -s e n 2 ?
5 + 4  2 5 + 4  2 2

12.1. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE 
LAPLACE.-______________________________________________________

ler. PROPIEDAD DE LINEALIDAD

Si a y b son constantes arbitrarios y f  (s), g (s) son las transformada de F (t) y G (t) 
respectivamente entonces:
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L~x {a f ( s )  + b g (í)}  = aL~] { f ( s ) }  + bL~x {g (í)} = a F(t)  + b G ( t )

Demostración

Mediante la propiedad de linealidad de la transformada se tiene:

L {a F( t)  + b G(í)} = aL{F(t)}+bL{G(t)} = a F(s)  + b G(s)

Es decir que: a f ( s )  + bg( s )  = L {a F ( t )  + b G ( t ) } ,  tomando la transformada inversa se 

tiene: LTX {a f  (s) + b g(s)} = a F( t)  + b G(t) = a L~x [ f  (s)} + b L~x {g(s)}

Ejemplo.- Sí / ( s )  = 4  + - r --------- — • Hallar F(t)
í 2 s 2 + 9  s - 2

Solución

m  = { /(5)} = zr> {-i-+ 4 — — 2— } = -  3zr'
Í 2 s  + 9  S - 2  S2 s 2 + 9  S - 2

= t + — sen 3 / - 3 e 2'
3

2da. PRIMERA PROPIEDAD DE TRASLACIÓN

Sí ZT1 { /( s ) }  = F ( í ) , entonces L~x{ f ( s - a ) }  = e a,F{t)

Demostración

Se conoce que: Si L { f ( t ) }  = F{s)  => L{ea'F( t ) }  = f ( s - a )  de donde

e ar F( t)  = L~] { f  (s -  a)} otra forma es:

f ( s ) =  £  e~stF(t)dt  => f ( s - a ) =  j ™ e * - a)tF(t)dt  = e * . e a‘F(t)dt =L{ealF(t)}

por lo tanto f ( s - a )  = L{eal F(t)}  de donde: L x{ f ( s - a ) }  = e “'F ( t )

s - 2
Ejem plo.- Hallar F(t) sí: f { s )  = -------— -

( 5 - 2 )  + 9
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■Solución

F(t)  = r *  { /(« )}  = L'1 {— - ^ - 5 ------ } = e2' ! “1 } = e2' eos3/
(s -  2) + 9 s  +9

3era. SEGUNDA PROPIEDAD DE TRASLACION

Sí ZT] { / ( s ) }  = F ( í ) , entonces Z f'{^ “ /(.s)}  =

Demostración

Como f ( s )  = I e~stF ( t ) d t , entonces multiplicamos por e

F ( t —a ), í > a 
0 , t <a

r
e~asf { s ) =  e'™ .e~s! F( t)dt  = £  e~s(,+a)F(t)dt

Sea t + a = u => dt = du; Cuando í = 0 ; u = a y cuando t —► +oo ; u —> +oo 

e~mf ( s )  = jj~ e~sU+a)F(t)dt = e~s"F(u —a)du = e~ai F ( u —a)du=  J" e-5" F ( u —a)du

= j P  é~suF(u — a)du  = £  <

o o

e F(u — a)du = e~s' F ( t - a ) d t  = L { F { t - a ) }

4ta. PROPIEDAD DE CAMBIO DE ESCALA.-

Sí ¿_ ,{ / ( s ) }  = F ( í) ,  entonces Z 7'{/(fo)} = - F ( - )
A: A'

Demostración
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entonces: L '{ /( fa )}  = — F (— )
k k

Ejemplo.- Hallar F(t) sí f ( s )  = -
9s +1 

Solución

Sea L { -./- -  } = sen t => L '{----- !:-----} = —sen —
s  + 1  ( 3 5 )  + 1  3  3

12.2. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA DERIVADA.-

Teorema.- Sí L~] { f ( s ) }  = F( t )  entonces L~] { f (n)(s)} = { - \ Y  t " F ( t )

Demostración

como L{tnF{t)} = (-1  )”^ - L { F ( t ) }  = (-1)" f ”'(s) 
ds

tomando la inversa a ambos miembros. L~' { / !") (5)} = (-1  )n t "F( t )

Ejemplo.- Hallar ¿_l{ ln (^ — )}
5 + 1

Solución

como L{tF( t) }  = - f ' ( s )  => r ' { f ' ( s ) }  = - t F ( l )  => L~{{ /'(* )}  = - tL~'  { / ( i ) }  

Luego L~'{f( s)} = -~L~ '  { / ' ( s ) } , aplicando este resultado al ejercicio dado.

ZT1 {ln(— )} = I _1 {ln(5 + 2 ) -  ln(.v + l)} = - - ( e ~ 2' - e - ') = ^ — —̂
5 + 1 t t

12.3. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LAS 
INTEGRALES.-

TEOREMA.- Si L~l { f ( s ) }  = F( t)  entonces Z. 1 { J f ( u ) d u }  = —^
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Demostración

como L{F(t)} = f ( s )  => f ( u ) d u

de donde al tomar la transformada inversa se tiene. L 1 { f  f ( i t )du}  = ^

Ejemplo.- Calcular la transformada inversa de L 1 { I ——— - }
Jv s + a~

Solución

Sí L{F(t)} = f ( s )  => L { ^ p - } =  j"  f ( s ) d s , de donde ZT'{ j  f ( s ) d s }  = ^

Lueeo si I. ' { /( s ) }  = F(t)  => Z, 1 { | f ( s ) d s }  = aplicando el resultado al ejercicio.
X t

1 . sen at ds , sena/
-------- t ) = --------  => L '{ -------- -}  = —
s~+a~ a Js s~+a~ at

12.4. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA
MULTIPLICACION POR S.-

TEOREMA.- Sí ZT1 { f ( s ) }  = F(t )  y F(0) = 0 entonces ZT1 [s f ( s ) }  = F'(r)

Demostración

como r ' { / ( j ) }  = F (í)  => L{F{t)} = f ( s ) ,  de donde --

L{F(t)} = sL{F(t)}- F(0) = sL{F(t)} es decir: L { F ( t ) }  = s f  (s) entonces r ' { s  f ( s )}  = F ( t )

Ejemplo.- Hallar — -—-}
(s + iy

Solución
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12.5. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA DIVISION 
POR S.-

TEOREMA.- Si U x { / ( s ) }  = F(t)  entonces ITl{ ^ - } =  \ F(u)du
s Jb

Demostración

como L 1 { /( s ) }  = F(t)  => L{F(t)} = f ( s )  de donde

L{ f  F(u)du} = É ^ l  => ¿->{ZÍ£l}= \ F(u)du  
Jb s í Jb

Ejemplo.- Encontrar L 1 {— ln(l H—V)}
s s

Solución

2s 2 1,„ 2(l-cosí)
ZT1 {ln(l + — )} = ZT1 {ln(52 +1) -  ln 52} = — Z71 { - ? — _} = - - ( 2 c o s í  -  2)

5- t 5-+ I s t t

, -w 1 w ,  . 1 m f  2(1 -  eos m) j  L { - ln ( l+ —  )}=  ----------------du
s s Jb

12.6. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE POR EL METODO 
DE LAS FRACCIONES PARCIALES.-

P(s) . .
Las funciones racionales -------, donde P(s) y Q(s) son polinomios en las cuales el grado

Q(s)
de P(s) es menor que el grado de Q(s), pueden expresar como una suma de funciones 

racionales simples, aplicando el criterio de descomposición estudiado en el caso de las 

integrales de funciones racionales.

, - 1 , 1 1í2 - 2 s  + 5 ,
Ejemplo.- Hallar L {----- ——----  — }

(s ~ 2 ) (2 s - l ) ( s  + l)

Solución

lL r -2 5  + 5 A B C  A(2s -1  )(s +1) + B(s -  2)(j +1) + C(s -  2)(2s -1)_ _|--------- H-
(5 -2 ) (2 s -1 ) (s  + 1) 5 - 2  25 -1  5 + 1 (5 -2 ) (2 5 - l) (5  + l)
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I l s -  2s + 5 = A(2s  -  l)(s +1) + B(s  -  2)(s +1) + C(s -  2)(2s - 1)

II s 2 - 2 s  + 5 = A ( 2 s 2 + s - l )  + S (s2 - s - 2 )  + C (2s2 - 5 s  + 2)

11 s 2 - 2 s  + 5 = (2A + B + 2C)s2 + ( A -  B - 5 C ) s - A - 2 B  + 2C

2A + B + 2C = 11 A = 5 

A - B - 5 C  = -2  => B = - 3
- A - 2 B  + 2C = 5 C = 2

l- ' { n ^  + 5 } = r ' {  5
(s —2 )(2 s - l) ( s  + 1) 5 - 2  2 5 -1  5 + 1

= 5Z,_1{ -^ T } - ^ r ' { —^-r } + 2Z“'{ - i T} = 5e2' - | e 2 + 2e~‘
5 - 2  2

5 -----
2

5 +  1

12.7. TEOREMA (FORMULA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE).-

Sean P(s) y Q(s) polinomios en los cuales P(s) es de grado menor que el grado de Q(s). Si 

Q(s) tiene n raíces diferentes a x, a 2 , . . . ,  a n ; entonces

r_, P(s)  y f (
0(5)

P(a k )

2(5) Q \ a k )
k=I

Demostración

Si el polinomio Q(s) tiene n raíces diferentes ax, a2, ■ ■ • ,  an; por lo tanto de acuerdo al 

método de la descomposición de las funciones racionales se puede expresar así:

s - a „Q(s) s — a x s - a 2 5 -  a k 

a la ecuación (1) multiplicamos por s - a k ,e s  decir:

. . .( 1 )

P(s)
Q(s)

( s - a k ) = (-
A,

- + ... + -
A - + ... + -----— )(5 -CÌT* ) ... (2)

5 -  a, 5 — a-, s - a L. s - a „
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ahora tomando límite cuando s —> a k y aplicando la regla de L ’Hospital, se tiene: 

Ak = lim (s - a k )=  lim P(s).-  a<'
s-Kzt  Q(s) s->ak £>(■*)

o_/y i i Pl cx.k)
= lim P(s). lim —— — = lim P(s).  lim lim ------- = P(ak ) . --------—  = ——-----

s - * a k  s - > a k O(s) S ~ * a k  s ^ > a k s - > a k  Q \ s )  Q \ a k )  Q ' ( a k )

,  Ak = ^ l  . . .O )
Q\ak)

reemplazando (3) en (1) se tiene:

P(s) P(a, )  1 P(a ©  1 P(a „) 1 . > •——  = — .----------1— ——-------------k..h-------- —----------; tomando la inversa
Q(s) Q' (a ¡) s-or , Q'(a2) s - a 2 Q \ a n) s - a „

¿ - i , P (g |)  1 I P(a2)  1 I ; P ( a «} 1 ;
l Q(s) l Q ' (a i) s - « i  Q \ a 2) s - a 2 £?'(«„) s - a „

_  P(a  1 ) gaxi + P(a 2 ) ea2l + + P(a n )
0 ’(« ,)  Q'(a2) Q'(a„)

• z,-ifP (5)í -  V  P(gA'}" 0(.sV Z ^O X a k )

Ejemplo.- Calcular 17' {-------  ̂ ~ ~r -̂--------}
J H 1(s -2 X í  + 1Xí  + 3)

Solución

g (s )  = (5 -  2)(s + lXs + 3) = s 3 + 2 s2 - 5 5 - 6

Q'(s) = 3s2 + 4 s - 5  => Q { 2) = 15, S '( l)  = -6 , 0 '( -3 )  = lO

P(s) = 19s + 37 => P(2) = 7 5 , P (- l)=  18 , P(-3) = -20

L- U ____ 1 2 £ ± H ____ . ¡ t u , -  + r t ñ e- * = * » - 3 e "  - l e - ' '
( s - 2 X s  + l)(s + 3) 0 ( 2 |  O V l |  Q \ - 3)
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' P(s)OBSERVACION.- Supongamos que f ( s )  = —■— son polinomios en donde el grado
Q(s)

P(s) es menor que el grado de Q(s), pero en este caso Q(s) = 0 tiene una raíz “a” de 

multiplicidad m, mientras que las otras raíces b],b2 ,- . . ,bn son todas distintas entre sí. 

Entonces se tiene:

, ,  , P(s) A¡ A2 Am fi, B
l) f ( s )  = ——  = -------------------------------------------------------------------- 1-+ ---------   -  + . . .+ -— + ---— "

'  ^  X \ -  . 117 . . MI __________ I f
0 (s )  ( i-a ) '"  ( i - a )  s - a  s - 6 ,  s - b „

1 d k
ii) Ak = lim —— — .— - ( s - a ) nf ( s )  ,k = l ,2 , . . . ,m  

i— (A: — 1)! ds

Entonces la transformada inversa es:

Pi \  A A *m~^
L  ' { f ( s )} = L ‘{ - i l i }  = e*  ( - 1 — -  + +... + Am) + + B2e ^ ‘ +... + B , / » '

Q(s) ( m - 1)! ( m - 2)!

12.8. LA CONVOLUCION.-

a) Definición.- Sea F y G dos funciones continuas por tramos en cada intervalo 

finito y cerrado 0 < t < b y de orden exponencial. La función que denotaremos 

por F*G y que viene definidas por:

F ( t ) * G ( t ) =  J F(u )G { t -u )d u

recibe el nombre de convolución de las funciones F y G. 

Ejemplo.- La convolución de F(t )  = e r y G(t) = sen t es:

<?'*sení = J^e"sen ( t - u ) d u  = e" (sen t eos u -  sen u eos t)du

= e“ sen t eos u du -  eu sen u eos í  du

,sen t . u u ' cosí  / u „ / ‘
= [-- ( e eosu + e senu ) -(e senu - e  cosí/)]/

2 2 / 0
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= —[sen/e' cosr + sen2 te'  -  coste '  sen / + er eos2 / ] -  — |sení + cos/|

= —\e' - s e n í - c o s í l  
2

e‘ * sen t = —(e‘ — sen t -  eos t)

12.9. TEOREMA DE LA CONVOLUCIÓN.-

Sean F(t) y G(t) funciones continuas por tramos V t > 0 y de orden exponencial, entonces: 

L{F(t)*G(t)} = L{F(t)}.L{G(t)} = f(s).g(s)

Demostración

e~saF ( a ) d a  ; g(s)  = L{G(t)}= f  e^sfiF ( P ) d p

f ( s ) . g ( s )  = ( f  e~sa F (a ) d a ) (

F ( a ) d a  £  e~Ha+P)G(/3)d/3

dejando a  fijo, hacemos t = a  + p, dt = dp, de modo que:

F ( a ) d a  f  e~s,G ( t - a ) d t  
Ja

f ( s ) .g (s )  =

Sea f ( s )  = L{F(t)}=

En el plano ta estamos integrando sobre la región sombreada, como F y G son continuas 

por partes V t > 0 y de orden exponencial se puede demostrar que es posible intercambiar 

el orden de integración:
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f ( s ) . g ( s ) =  | e~s'dt £ F{a)G(t - a)da = é~*{ J F(a)G(t- a)da}dt = L { F * G }

L{F(t)*G(t)} = L{F(t)}.L{G(t)} = f(s).g(s)

Ejemplo.- Calcular L{ se n( t -u )du)

Solución

Sean F ( t ) = e ‘ y G(t) = sen t, entonces por el teorema

1 1 1

f e"
eu sen(í -  u)du} = L{e‘ }.£{sen /}

s - \ ' s 2 +\  ( s - l ) ( s 2 + l)

Nota: e' * sen t = f  eu sen(/ -  u)du

12.10. TEOREMA DE CONVOLUCION PARA LA TRANSFORMADA  
INVERSA.-

Suponiendo que L 1 { / ( s ) }  = F(t )  y L 1 {g(s)} = G ( t ) .

EntoncesZT1 { /(s ) .g (s )}  = j ^ F ( u ) G ( t - u ) d u  = F * G  donde F*G es la convolución de F 

y G.
Demostración

Si se prueba que L{ ^ F ( u ) G ( t - u ) d u }  = f ( s ) .g ( s )  . . .  (1)

entonces el teorema quedara demostrado donde L{F(t)} = f ( s )  y L{G(t)} = g(s)

L { \  F { u ) G ( t - u ) d u } =  | e~sl( f  F (u )G ( t - u )d u )d t  
Jb J=o 4/=o

n e~slF ( u ) G ( t - u ) d u d t  = lim SM , donde
=o M->0°

SM = I I e~slF(u)G(t - u)du  dt . . . ( 2 )‘ f íJr=o Jn=0
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Consideremos la región Rtu sobre el cual se calcula la integral doble. 

Haciendo t = u = v => t = u + v

ahora a la región Rtu la transformamos en al región Ruv.

SM = j j e ~ slF ( u ) G ( t - u ) d u d t  = JJéTi(u+v)F(w)G(k)

Rtu Ruv

d(u, t )
d(u,v)

dudv (3)

donde el jacobiano de la transformación es. J(u,  v) =
d(u, t )
d(u ,v )

d u du
du ~dv 1 0

d t d t 1 1
d u d v

=  1

por lo tanto: SM = J J e-s(u+v)F(u

Kv

)G(u)du d v ; ahora definiremos la función siguiente.

* (k, v) =
éTi<u+v)F(u)G(v) , si u + v < M

0 , si u + v> M
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M  M
= I I k ( u , v ) d u d v , entonces

/ •V i m M

= I k(u ,i
Ji-'=o X =o

hm SM = k(u,v)dudv= e~s(u+v)F(u)G{y)dudv = ( e-5"F(u)du)( e~svG( v)dv)

lim SM = L{F(u)}.L{G(v)} = f ( s ) .g ( s )  . . . ( a )
M  -»X

como L{  I F (u )G ( t - u)du} = lim SM ... (P)
M - * xí n “>

í
l

por lo tanto de (a) y (P) se tiene: / (5).g(5) = L{ | F(u)G(t  -  u)du}

¿“'{ /(5 ).g (5 )}=  I F (u)G ( t - ú)du = F * G

OBSERVACIÓN.- La convolución de F y G es conmutativa, es decir F*G = G*F

Ejemplo.- Calcular Zf1 {--------!--------}
( 5 -1 ) ( í + 4 )

Solución

Sea /(■*) = —— Y g(s)  = —-— de donde L~] { f ( s ) }  = e' = F( t)  y
5 - 1  5 + 4

ZT1 {g(5)} = e~4' = G(t) , por lo tanto por el teorema de convolución se tiene:

Z,_1{--------!--------}=  íí F ( u ) G ( t - u ) d u  = (  e" .e~4i-'~uídu = e"4' =
(5 —1)(5 + 4) JL Jb J)

t _ - 4 1
du ~ e c V u  = —

5 5

_ 52
Ejemplo.- Calcular L —------- —}

V + 4 ) 2

Solución

Z~'{ /  } = r ' { ^ — . - 4 —} . d e d o n d e /(5 )  = - 4 —- y ? ( í ) - T ~
(5 + 4) 5 + 4  5 + 4  1 52 + 4  5 + 4
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porlotanto L 1 { / ( s ) }  = cos2; = F(t)  y L ] {g(s)} = cos2t  -  G(t)  

F ( u ) G ( t - u ) d u  = cos2u.cos(2t -  2u)du
(í  +4)V[-i-4) J,

íeos 2z/(cos 21 eos 2 u + sen 21 sen 2u)du

i2,íeos 21 I cos' 2u du + sen 2t I sen2u.cos2uduí!
„ , t  sen4r _ .sen 2/. t cost  sen 2/

= eos 21( -  + ------------------------------- ) + sen 2t(—--------•) = ------ + ---------
2 8 4 2 4

12.11. LA FUNCION ERROR.-

A la función error denotaremos por f er y es definido por:

f e r ( 0 du

al evaluar transformada inversas de ciertas funciones simples de s se encuentra la función

-Ir 1 * 1error por ejemplo: se conoce que L  {—p }  = ~ f =  entonces por la propiedad de
yJS \¡7tt

traslación.

ahora aplicamos el teorema de convolución a la transformada inversa de L 1 {—  -------}, es
S'JS +1
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Sea u = x2 => du = 2x dx = lyfüdx ; para u = 0; x = 0 y para u = t , x = Vi 

Luego reemplazando en (1) se tiene:

S'JS + Í
e - u  p / 7  e - x 2 2  p / F

—j = d u =  I - j = - . 2  x d x  = —¡= I é
\l7TU Jb v^x -Jx J)

dx = f er (\[t )

••• L - \ - — } = f er(sTt)
S'JS + 1

12.12. LA FUNCION COMPLEMENTARIA DE ERROR,

A la función complementaria de error definiremos por:

du

12.13. LAS INTEGRALES DEL SENO Y COSENO.-

A las integrales del seno y coseno se definen de la siguiente manera.

I M
(  sen u , . , . (“ eos»

= -------du ; I c( t ) = -------
Jb « i, u

da

12.14. LA INTEGRAL EXPONENCIAL.

A la integral exponencial se define de la siguiente manera: Ie(t) du

OBSERVACIÓN.- Se ha estudiado la función escalón unidad y su respectiva 

transformada de Laplace. Ahora expresaremos la transformada 

inversa en términos de la función escalón unidad y los expresaremos mediante el teorema 

siguiente.

12.15. TEOREMA. Si L 1 { / ( 5)} = F(t)  y c > 0, y si a F(t) se le asigna valores 
(no importa cuales) para -c < t < 0. Entonces:

L - x{e-csf ( s ) }  = F { t - c ) ^ t - c )
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-A S1 ^
Ejemplo.- Evaluar ü  {

(s + 2)3
Solución

0  + 2) s

— 4 s

r 1 {---------r-} = F(t  -  A)Hit -  4) = 2( t -  4)2 e-2(,~A)M{t -  4)
0  + 2)3

12.16. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

©  Hallar la transformada de Laplace inversa de:

a)
s2 +8

Solución

ZT1 = 3¿_1 { - r — } — 7=L~' } = 3 cos 2V2? -  3V2 sen 2V2?
i 2 + 8  s 2 + 8  V 2  5 + 8

b) r ' { — 1— } 
2 .S- 5

Solución

Z71 {— — } = -  L~]1 { - ^ - }  = -  e 2 
' 2 5 - 5 '  2 1 5 '  2

2

c) r ' {
i 2 - 2 ; r . s  +  2 ; r 2

Solución

1 { - —  -7} =  L - ] { 5 \ - — i  =  L~l { s *  7 }+ r 1 {-— I
s -2;r.s + 2;r ( s -7 T )“ + ; r 2 ( s - ; r r + ; r 2 ( s - t f )

— }
+  7T~

- e m cos m + em sen M
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Solución

r> {—  -  — - }  = ZT1{-— -} - 1“' {— - }  
5 + 4  5 -1 6  5 + 4  5 -1 6

i , 3 5 - 8  4 5 - 2 4 ,  r_l f 3 5 - 8  , , 4 5 - 2 4
» A *‘ + 4

} - 4 L  , , ™  » ,  i • -  » 2= 3L-1 H j i - )  -  4 -  AL-' + 6 r 1 { ^ - |
5 + 4  5 + 4  5 —16 5 -1 6

e) (5 + 1)-

= 3 eos 2t - 4 sen 2t - 4 cosh 4t + 6 senh 4t

Solución

Mediante la propiedad de traslación se tiene

^ }  = e " 'r 1{ÍX Í} = e - ' r 1{-L^_L} = ^ ( i l _ i l )  = £ l ( 4f3 _ r4)
(5 +1)  5 54 53 6 2 4 '  24

0  r ' {  , 3y + 2 }
452 +125  +  9

Solución

 3‘s!+.~___} = - l _1{_5 + 2/' 3.___ 1 = -Z T '{__ í___ } = — e~*t
' 452 +125  + 9 4 52 +3 5  +  9 / 4  4 5 +  3 / 2  4

( ? )  Hallar la transform ada inversa de Laplace.

. )  / ^
s - s

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.
s

2 5 - 6  _  2 5 - 6  _  A , B C  ¿ (5  + l ) ( 5 - l ) + f f 5 ( 5 - l )  + C 5 (5 + l)

s 3 - í  5(5 + 1)(5 — 1) 5 5 + 1 5 —1 5(5 + 1)(5 — 1)

25 -  6 = A ( s 2 -  1) + B(s~ - 5) + C(52 + 5) => 25- 6  = (A + B + C)s2 + ( - B  + C)s -  A

A + B + C = 0  A = 6
2 5 - 6  6 4 2
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¿- i{ 2 5 _ 6  6 — 4------- — } = 6~4 e~ '  - 2e '
s 3 - s  s 5 + 1 5 -1

b) r '{— -s'-2 25 + 2---------- }
(5 +  3)(52 + 2 5  +  2)

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.

5” — 2 5 + 2 A Bs + O A(s~ + 25 + 2) + (Bs + c)(5 + 3)

(5 + 3)(52 + 2 5 + 2 )  5 + 3 52 + 25  + 2 (5 + 3)(52 + 2 5  + 2)
nnbiiío^

52 - 2 s  + 2= A(s2 +2s + 2) + B (s 2 + 3 5 )+ C(5 + 3)

52 - 2s + 2 = (A + B ) s 2 + (2A + 3B + C)s + 2A + 3C

A + B = 1
2A + 3B = -2  =s>
2A + 3C = 2

a J J -

*  Jü
5

c  = - s
5

52 - 2 5  + 2 17 1 125 +  8
’ ' 1 _

(5 + 3)(52 + 2 5  +  2)  5 ( 5 + 3 )  5 s 2 +2s + 2

r ' { J - ,2 J + ? -  } = ¿->{- i Z - - l ( ^ - )}
(s + 3)(5"+25 + 2) 5(5 + 3) 5 5"+25+  2

. •:'>{£;i / t j n o D J f n l  í mj  obr¿

(5 + 3) 5 (5 +1)“ +1 5 (5 +1)” +1

17 _3( 12 4
—  e ----- e cost  H— e sen t
5 5 5

c) L~l { S~ f  + 3 } 
(5 — 1) (5 + 1)
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Solución

s - 2 s  + 3 A B C A ( s - \ y  + 5 (s  + l ) ( s - l )  + C(s + l)
( s  + l ) 2(s  + l) s  +  \ s - 1 (5 - I )2 (s  +  l ) ( s - l ) 2

s2 - 2 s  + 2 =  A ( s 2 - 2 s  + l) + B(s 2 - 1 )  + C(s  +1) = ( A  +  B ) s 2 + ( -2 A + Q s + A - B + C

A + B = 1 

- 2  A + C = -2  

A - B + C =2

A = *
4

4

c  = I

= r ' { 5
( ,s - l ) 2(s + l) 4(.s +1) 4(s -1 )  2 ( s - l ) 2

}

. 5 1 , te'
r) = T e —7* + T -4 's  + r  4 ' s - V  2 '(s  + 1)2 4 4

d)
s + a~

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.

1 1

s^ +a3 (s + l)(52 — as + a1) s + a s2 - a s - - a

A + Bs + C A(s2 - a s + a 2)+(Bs+c)(s + a)

(s + a)(s2 - a s  + a2)

= A ( s 2 - a s  + a 2 ) + B(s^  + as) + C(s + a)

= (A + B)s +(—aA +a B + C)s + a A + a C

1

A + B = 0 

—aA + aB + C — 0 

a 2 A + aC  = 1

A =

B = -

3 a2 
1

3 a1

C =  — -
3 a
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— ! _  = ___________________________ !___L (_ J H - .a . )
3 3 - > 2 /  2 fs -Ya 5a~(s + a) 3a~ s -a s - Y a

r  1 < 4 ^  = L~' { - - v ;1 >- t V (  2 s “ 2 »s -Ya' 3a~(s-ra)  3a" s —as-y a"

=_L ¿''{— } _ J — zr'{— —
3 a~ s + a 3a* . a_? 3a

(5 — )* + -----
2 4

~ 2 1 1  2 1 1  ̂ 2 ' 
3a s + a 3a  / a ¿ a  ,  a .  2 3a

( 5— r  + —  ( 5— Y + — -
2 4 2 4

1 -m 1 s i l  t S  y¡3a= — - e ------ r í*  eos— - t + — - s e n -------1
3 a 2 3 a2 3 a 2 3a* 2

e) r ' r  ¡ " " I
4s2 + l

35,

Solución

45*+1 4 j 2 + I  4 s 2 + I
4 4

1
1 r - l  r  2  1 > / 3  ,-1  ,  s  ,  1 t  V 3  i= —I  {— —̂- } ----------------------------------------------- 1 {--------- -}  = —sen--------- eos—
2 2 1 2 2 1 2 2 2 2s~ +  — 5 + —

4 4

/'TN ti „ r- l f 2s3 +10s2 + 8 . + 40,C 3 ) Hallar L ‘{--------- r— r-------------}
^  s (s +9)

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales. ^  = —(— — j — - ) ,  entonces
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2s3 + 1Os2 + 85 + 40 1 2s3 +1052 + 8s + 40 2s3 + 10s2 + 8s + 40

s 2 ( s 2 +9) ~ 9 ?  7 ~ 9  1

1 n  i n 8 40 i a 10s + 50 1 ,8  40 lOs 50= - [ 2 s  + 10 + -  + —  - (2 5  + 10-----  ------ ) = - -  + —  + —------- + —----
9 5 S 5 + 9  9 5 5 5 +  9 5 + 9

, . 2 s3+10s2 + 85 + 40, 1 _ 1(8 40 lQs 50 , 1 , 5 0  ,  x
L {--------- — ----} =  — L {— i— - + —---t~ r— -} = — (8 + 40/ + 10cos3/h sen3/)

5 (5 +9 )  9 5 5 5 +9  5 + 9  9 3

,2 s3 +IO52 +85 + 40 _  J_  

52(52 + 9) 27
U l { - ------- , , ^ --------} =  — (2 4 +  120/+  30 eos 3 /+  50 sen 3/)

n  1 1 r~\f  — 9 5  +  194 ) Calcular L {-------- ----------}
^  ( 5 - l ) 2 (5 + 3)

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales se tiene:

2s2 - 9 5  + 19 _ A t B | C _ ^ (5 -1 )(s  + 3) + £ (s  + 3) + C (s -1 )2
(5 - l)2(5+ 3) s + 1 (5 + I)2 5 + 3 (5 _ i ) 2(J + 3)

252 -9 5  + 19 = A ( s 2 + 2 s - 3 )  + j9(s + 3) + C (s2 -2 5 + 1 )  = ( A  + C)s2 +(2A + B - 2 C ) s

A + C = 2

- 2 A  + 3B + C  = 19
- 3A  + 3B + C = \9

A = -  2
2s 2 - 9 s + \9 2 3 4

B = 3 => -------- t---------—----------1- —— —  + -
C = 4 ( 5 - l ) 2(s + 3) 5 -1  (5 - I ) -  5 + 3

{.2s:. - p ± ll } = r 1 { - — + — ^ + — }
(5 — 1) (5 + 3) 5 - 1  ( 5 - 1 ) 2 5 + 3

= - 2  r 1 {— } + 3¿"’{ — } + 4 r 1 {— } = - 2 e '  + 3  t e '  + 4 e ‘3'
Ks - l J '(5 — l)2 ’ Ks + 3

2  . ^
( ? )  Hallar L

¡ , 5̂  + 25 + 3

(s~ +  25 + 2)(5- + 25 + 5)

Solución
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Descom poniendo en fracciones parciales se tiene:

2s1 +25 + 3 _ As + B Cs + D _ (As + B)(s2 +2i+5)+(Cs + D)(s2 + 25 + 2)

(s~ + 2s + 2)(5~ + 2s+5) s~+2s~r2 5~+25+5 (.s' + + 2)(^~ + 2.s’ * 5)

5 2 +2s  + 3 = A ( s i +2 s 2 + 5 s ) + B ( s 2 +2s  + 5) + C ( s3 +2 s 2 +2 s) + D(s2 + 25+ 2)

= (A + C)53 + (2A + B + 2C+ D )s2 + ( 5 A + 2 B  + 2C + 2D)s + 5B + 2D

A + C = 0
2A + B + 2 C + D  = \

5A + 2B + 2C + 2D  = 2 

55 + 2D = 3

A = 0

5 = 1
3

C = 0

D = 2
3

1 1  
s 2 + 2s + 3 3 3

(s2 +  2s +  2)(s2 +  2s +  5) i 2 + 2 . 5 +  2  5 2 + 2 s  + 5

I  1
i - , {_ _ £ Í ± 2 £  + 3------------------------------------------- , _  3 . 3

(s2 +  25 + 2 )(52 + 25 + 5) s2 +2s + 2 s1 +2s  + 5

= ------ í-} + — ¿~l(---------------} = — e~' sen/ + — e~' sen 2/
3 (s + l)2 + l 3 (5 + 1)“ + 4  3 3

( ó )  Calcular L~'{—------- -------- r—-—  ------------------ }
w  s  + As + 13s + 625 +1495 + 130

Solución

factorizando el denominador se tiene:

i 5 + 4 /  + l4 s 3 + 6 2 í2 + 1495+  130 = (s + 2 )(s2 -  25 + 1 3 )0 2 + 45 + 5)

1 __i. A Bs + C Ds + E____i — i í_____ i____________ i--------------- *
z r ! { -----------------------------  ----------------------------- } = L ~ l{--------- 1 - — --------------------*1— r--------------- /

55 + 454 + 13s3 +62s2 +1495 + 130 5 + 2 .v- —25 + 13 s ‘ +45 + 5

1 ¿- u 218 85 + 81 | 2265 + 515,
4578 5 + 2 (5 - I )2 +12 (5 + 2)2 +1
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1--------- p i q . - 2 /  J  , - \  i % S  +  ^ 9 ,  , _ - 2 r  r - l  , 2 2 0 5  +  6 3 ^  ------- (21 — e L {—------ } + e L {------------- })
4578 5 + 1 2  s 2 + l

1  .2, „ , t z  89(218e_2( - S e '  cos>/21 -  - 7=  sen \ f \2t  + 226e~2' cosí + 63e 21 seni)
4518 VÍ2

( ? )  Hallar ZT'{--------- ---------------}
^  (5 + 1)(5 — 2)(5 3)

Solución

aplicando la fórmula de HEAVISIDE. P(s) = 2 s 2 - 4  y Q(s) = (s + l)(s - 2)(s - 3) 

para Q(s) = 0, se tiene a¡ = - 1 ,  a 2 = 2 , a 3 = 3 

0(5) = 53 - 4 S 2 +5 + 6 => g '(5 ) = 352 -8 5 -r l

r » , _____ 252 - 4  , _ ^ ( - D cw + n 2 ± e 2, + P W e 3,
(5 + l ) ( 5 - 2 ) ( 5 - 3 )  e ' ( - l )  e '( 2 )  g»'(3)

2 4 •>, 14 3, e ; 4 7, 7 3,
= ----- e + — e + —  e = ------------ e + —e

12 -3  4 6 3 2

r '  1 1  r - l  í  1 9 5  +  3 7  Calcular L {--------------------------}
(5 -2 )(5  + l)(5+3)

Solución

aplicando la fórmula de HEAVISIDE. P(s) = 19s + 37 y Q(s) = (s -2)(s + l)(s + 3) 

como Q(s) = 0, entonces a , = - 3 ,  a 2 = —1, oc3 = 2

Q(s) = s 3 + 2 s 2 - 5 5 - 6  => 0'(5) = 352 + 4 5 - 5

0 ( - 3) = - 1 0 ,  Q ' { - 1) = - 6 , 0 ( 2 )  = 15 ; P(-3) = -20 , P (-l) = 18 , P(2) = 75

, 195+37 , />(-3) ( P (-l) , P{ 2) —2g~^> —3e~‘ +5e2t
i (5 -2 )(5  + l)(5+ 3)í 0 ’(-3)(5 +  3) 0 '( - l) (5  + l) Q'(2)(s-2)
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Calcular L '{-------- — ----- }
0  + l)(52 + l)

Solución

Aplicando el teorema de convolución se tiene:

£_ l{/(s).g(.s)} = \ F (u )G ( t - u)du  = F * G , donde f(s) = L{F(t)} y g(s) = L{G(t)}

L-X{-------V — } = r 1 {(—*—) ( - r — )}; donde
(5 + l)(52 + l)  S  + ] s  +1

f(s)
5+1

1
g ( - s )  =  —

5“ +
C7(0 = -----} = sen /

s  +1

}=  F ( u ) G ( t - u ) d u  = | e ".sen( t - u ) d u
(5 +  l ) (5 ¿ + l )  jd

= I e~u(sen /eo su -e o s /s e n

í‘
"(sen/eos« — cos/sení/)íiw = sen /J ^ e  " cosudu — cost  “ sen udu

u + e~" senu . / '  .-e~u senu - e~“ eo su / '
—--------------) /  — cos/(-------------- ---------------) /2 /o 2 / o= sen/(

e 'sen / sen / e eos t ,  . eos/ e sen/ - e o s /
-  (s e n /-c o s /)+ —̂ —+ — -— (sen/ + cos/)— —  = —  + ------- ------

1 _ e~‘ + sen / -  eos /

(s + l) ( í2 + l)  2

Calcular L '{—-r—— 7 } 
(5 +1)

Solución

Aplicando el teorema de convolución. L 1 {—,— — } = L '{—— — 7} ,  de donde
'(5 2 + l ) 2 V  +1 52 + r
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g ( s ) =  S
s2 + l

f ( s )  = - J ----
í 2 + l

G(t)  = L '{— :— } = cos/ 
5 -  +1

F(t ) = — } = seni
52 + l

( j - + i r
í ».L ]{—^ — 7 }=  I F ( u ) G ( t - u ) d u  = I senu .cos( t -u)du

J^sent/.(cosícosM + sen  / se n  = cos/ J* sen «eos u d u +  seni f  sen 2 udu
Jo

, sen2 i t . / '  ,u senu eosu , / '
= c o s /(~ "-■■)/ + sen/(—---------------- ) /

2 / 0  2 2 / o

cos/sen 2 / /sen / sen2/c o s í /sen /
2 2

( l ì )  D a d o a > 0  y L ' {/(-v)} = F ( t ) , probar que: L !{ /(a s )}  = — F ( —)
^ ^  ' a a

Solución

Sea k  = - = >  L { F { k t ) } = y f ( y )  
a k k

L{F(—)} =  a  f ( a s )  => F ( ~ )  =  a  L~[ { f  [ a s ) }  L~] { /(a i)}  = -  F ( - )
a  a  a  a

12) Hallar L~'{ - S- r j }
( s 2 + a 2 y

Solución

Aplicando la propiedad siguiente: Si L~[{ f ( s ) }  = F( t )  => L l { f ( s ) }  = - - L  1 {/'(•*)}

L~'{, T  d ed ° nde(s +a ) t (s + a  )
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( s 2 + a 2 ) 3 4  ( s ' + a - ) 2

aplicando el teorema de convolución

L~' } = L~' , de donde = F (í)
(s + a") s~+a~ s"+a~ s~+a~ a

, i , sen at _ ,  „
L {~2----- 7 } = --------= <?(/)s +a" a

, 1 . f  , f s e n a «  sena(t — u
L '{— ----- — }= F ( u ) G ( t - u ) d u  = ------.--------(s ' + a zr  Jb i ,  a a

vi
= -4r [sena/ f  sen cosa» í/íí-eos ar í  sen2 audu]

a" Jb

- ¿ 1/

sen a«(sen at cos au -  cos at sen au)du

1 , sen2 a u  , u  sen2 a i r , / 1
= —  sen a t . -------- cosaZ.(---------- ) /

n2 2 a 2 4 a / (a~ 2 a 2 4 a

1 rsen3 at t cos at Cos2 at. sen a t , 1 sena/ t cos at
a 2 2 a 2 2 a a 1 2 a

1

2a3
(sen a t - a t  cos at) • ■ • (3)

reemplazando (2) en (1) se tiene: L '{ , S  ̂ , } = —C— ( s e n a t - a t c o s a t )
(s +a Y  8a

13) Hallar ¿~'{ln(-
s(s + 3)

Solución

2 +1ZT1 {ln(—------- )} = ZT1 {ln(.v2 +1) -  ln s  -  ln(.v + 3)}; aplicando la propiedad siguiente.
s(s + 3)
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L '{/(■*)} = - - L  '{ / ' ( i ) }  dedonde 
t

._i„ , 52 + l 1 . 2s 1 1 _ 1 , _3,n l + e_3- 2 e o s ;
L {ln(—------- ) }  = —  L  ----------------- -}  = —  ( 2 c o s / - l - e  3f) = --------------------

5(5 + 3) t 5 +1 5 5 + 3 t t

,2
14) Calcular r '{ ln ( l  + — )}
" s~

Solución

Z,_l{ln(l+-^-)} = r 1{ln(52 +A-2)- ln 5 2} = --Z " l{ - ^ - r - 2 }  = --[2 co sfa -2 ] = 2-~-2cosfe 
s t 5" +k~ s t t

r l{ i n ( i + 4 ) l  = 2 - 2 c o s t '
s~ t

15) Calcular 1 {ln(l + -ir-)}
" s

Solución

r 1 {ln(l + -V)} = r 1 {ln(53 +1)} -  3 r 1 {ln 5} = - -  zr1 } -  3ZT1 { -}
5 t  5 + 1  5

1 , - 1 ,  1 2 5 - 1  3 ,  1 w „2  V3= — Z, {---- + —---------------- } = — (¡? + 2e  eos-------- / - 3 )
t *5 + 1 5 —5 + 1 5 t 2

. 3 - 2 e ' /2 cos ̂ - t - e ~ '
r , { ln (l+ -T ) } = - ----------------- -̂---------

s 3 t

1 2 2
16) Calcular ZT1 { - ln (~S—— -)}

5 5" + b~
Solución

L~] {ln(S U )} = ZT1 {ln(52 + a 1 ) -  ln(52 + b2 )} = --Z T ‘{ - j }
5 +b t s + a s +b~

1 „ , . 2 c o s 6 í-2 c o s a /
= — (2 eos a i - 2  eos oí) = -----------------------

t  t
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- i , l ,  , s 2 +a~ f2 (cos¿w i-oosa ii)'—Iní------ iK — I ----------------------------- /L {—ln(—— — )}=  - ----------------------- rfí/
s s  +b  Jb

17) Calcular r 1 ( In( S + * ? >
(s + 6 )(s -c )~

Solución

Z. 1 {In ^  +<: ■-■)} = L !{ln(s + a) + ln(s2 + c2) - ln ( s  + fc) - 2 ln(^-
(s + b ) ( s - c )

= —  (e "' + 2 eos ct — e ' -  2ec ) = 
t

~bt , -set —ale +2e —e -

_—4.v
18) Evaluar L ~ \ -------——}
^  (s +  2)2

Solución

Utilizando la propiedad siguiente:

Si r ]{ f ( s ) }  = F( t)  => L- '{e~asf ( s ) } = G ( t )  donde G(t)
F(t  - 

0

r ' { -----X— } = e-2,L-x{ \ } = t e r 2‘ = F ( í)  } = J F ( í '
(s + 2)2 s 2 (s + 2) [ 0

L~[ {— ------}  = F(r -  4 )./i(f- 4 )  = ( / - 4 )e -2('“4 V ú  -  4)
(s + 2)2

••• L_l {———- y }  =  (í -  4)e_2(í_4)//( í _  4)
(s + 2)2

19) Calcular ¿  ’{—— ‘ _2v }
s J( l - « ~ " )

Solución

c)}

2 eos cí

a) para t >  a 

para t < a

) , t > 4 
, t <4
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Como —-— = 1 + x  + x 2 +... + x" + ... ,  para I x | < 1
1 — x  '

' = \ + e  2s + e ^ s + ... + e 2"s +... = ^  ' e 2ns , entonces
l -  e~2s

(7=0

1 V '' e 2ns
, - = y  — — , aplicando la inversa

n=0

i * — .  ~ 2 n s  ■■ ■■■ ^ ~ 2 n s  w-— .

r 'í7 ^ i = r 'í I —
n=0 n=0 « = 0

w=0

20) Hallar ¿“!{—
( s ^ + a 2? 12'

Solución

como L 1 {J Q{at)} = — L=  . derivando L{—  J 0(at)} = --- — " , ,
V52 + a 2 da (* +a ) "

L{ tJ 0(at)} = ----- ,  a , tomando la inversa
(s- +a~Y  -

l J ^ ' ) ‘ - a r ' \ s 2 + 'a y r J  donde I | ^ - L _ 1  =

■ • M  -, 2  x 3 / ^ *
(s +fl ) "

21) Calcular F (í) = £“'{—---- --------} y F(12)
s cosh(2i)

2n ) , donde
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Solución| * i

*2-5 ^ - 2-' i
cosh 2s

2.5 . -2.5 i  ̂ —2se +e  1 2 2e

cosh 25 e2i -r e 2x 1 + e~*s

^  2^ d - e ^ + e - * * - e ^ + ...) = 2- C ^ r
53 cosh 25 53( l + e _4í) 53 53

"=o

(4/i+2)5

= 7 X (- 1)ng(4"+2)J = 2X H ) " t ~ T ~
n = 0  n = 0

1 r n r - 1 ^ ^ 4 n + 2 ) s  - ( 4 n + 2 ) s
F ( t ) = L - i{ ~ — } = 2 r ic y (— — } = 2  y — 3— ¡

5 cosh 25 5 11 5«=0 n=0

cc
= ^ ^ ( - l ) " ( í  - 4 «  -  2)2//( í -  4« -  2) de donde

n—0

0 si / < 4/? + 2
X

y  ( - \ ) " ( t - 4 n - 2 ) 2 si t >4/7 + 12
. «=0

X

ahora F(12) = V ( - l ) " ( 1 2 - 4 n - 2 ) 2 = 102 - 6 2 + 22 = 68
»=o

x
puesto que V  ( - l)" (1 2 -4 /7 -2 )2 , 12 > 4n + 2

/?=0

exp (-)
22) Calcular J  }
‘ s n+

Solución

, , V  amxm ax , i  V  a'” -  CXP(̂  V  a"'exp(ax) = >  ----- — = e => <? ' = > ~ —  => ,,+l -  /  , , 'mTñTT ’
¿ — 1 m\ ¿—‘ mis  5 m\sm=0 w-0 m=0

se tiene:
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e ^ p (  )  1 m .m+n t ■ r ■■ / Í~ 1 \2m-rn ,

r ' { - — f - } = V — zr'{------------------------------------------- r} = V — —  = ( - ) ”/2V     = ( - ) n,2i „ ( 2 ^ t
s  ¿ — im \  s "i+n+\ ¿ —J m \(m + n ) l  a  Z ^ m \ ( m  + n)] a

m=O m=O m—O
x

donde I „ ( t ) =  7  -------------- función de Bessel modificada.
" 7 Z - íw !(w + «)! 2

2e 2 senh(3 + —)
23) Calcular L_1{------ --------  2 }

(s + 6)9/2

Solución

3-4 -3--J
6-5 “257 ->_35 /3 2 _2

2e 2 senh(3 + —) = 2e 2 (—------——— ) = e b~s - e
2 2

,-i (2e 2 senh(3 + s /2 ) ,  r_, feb~s -éT2 í, 6 ,_lf e~* , ]f <T2i ,
L  x- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5 ñ - - - - - - - - - - - - - - - )  =  L  i - - - - - - - - - - - - - 57T i = e L  í - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - j p r i - L  i - - - - - - - - - - - - - ~ ñ 7T j  • • •  (  )

(í + 6) (s + 6)9/2 (s + 6 r 2 (s + 6)

, = -6t i , = -6/ ?̂/2 = 16e~~6'i7/2
(s + 6)9/2 s9/2 ’r(9/2) 105VÍ

r-i, 2e3”̂  senh(3+ s /2 )  ^  1 6 ^ <M)( í - l ) 7/2 16e-6('-2)( í - 2 ) 7/2
¿ { - ( 7 +l r ------- )= *  105-Jñ — I t ó — M?~ 2)

¿ _ ,  2g3" se n h (3  +  ^  g l2 - 6< ) 7 / 2  _ e l 2 - 6 f ( r _ 2 ) 7 / 2 M / _ 2 ) 1 _ 1 6

(s + 6) 105v^r

24) Calcular L *{~7=} 
Vi

Solución
X  ^ j 00 —- X

= 'S~' (-1)" — = > e  s = 7^ (-1 )" ------ =>^-=r = > (-1 )" --------- - entonces se tiene:
¿ r ! n\ n \ sn ^  . » 4n=0 n=0 ’ . n=0

m 00 « —L oc
( - l)" ínt" 2 v 1-! 2

r . (^ ) = y ( i r . {^ ) = y H £ í _ l F y
“  s ....2 —  « !r (« + ^ >  —  n \ ^ (2n)l'-iln 12 .n\
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Z  ( - 1  ) " 2 2 n r " ^  y ^ ( - l ) " ( 2 V 7 ) 2,> c o s ( 2 V 7 )

yfñ(2n)\  \[ñt(2n)\  yfñtn=O /í-0

. i , e í , _ c o s ( 2  Vi)

"  { V T

25) Calcular r ' { - J 0(-?=)}
5 yjs

Solución

t2 t4 í6
Por definición de la función J n (?) se tiene: Jn(t) = 1— t  + , •,

2- 2 .4 2 .4 .6

f / 2 n i 2 2 , 24 2<S
*"̂0 ̂   ̂ 1 7 7 7 7 7 *> 7 "í ’

V i 2 2.5 2 .4 .5 2 .4".6 .5

2  2 l__li_ _J_________________1_  1 , _ J _____ 1  _____ 1 _
s 0 y[¡ ~ s S1 + 22.s5 62s4 + 242_s5 ~r " ~ s s 2+ (2\)2si  (3 ! )V  (4 !)V

I - lii , í 4 ) ) = l _ , + , j L . j L + j l + ...+ ( z i £ i : + . , . , t ^
t ./7  í? n 3 i v \*  í4 n 4 í« n 3 r«!V=0

26) Calcular I  11
(5 + l)(52 + 4 s  + 5)(l — e 9s)

Solución

Sí + 5 A Bx + C 3 1 1 3 í + 25
- + -

(5 + l)(52 + 4 5  + 5) 5 + 1 52 + 45  + 5 2 5 + 1 2 52 + 45 + 5

3 1 1 3(5 + 2) + 19
2 5 + 1 2 (5 + 2)2 +l

, 3 l x i 3(5 + 2) + 19,,  3 3 19 _2í ,
L  {— (------- ) —  (—------------- :----) = — e — e c o s í -e sení

1 2 5 + 1 2 V (5 + 2) +1 2 2 2
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= - —'(3e ' + 3e 21 cose +e 21 sen?)

-<r3i n=0

L- \ , __________ 85 + 5_________  - , 3 1 35 + 25 ) ) Y

(5 + l)(52 + 45  + 5 ) ( l - e “ 9 í) ' 2(5 + 1) 2 52 + 45  + 5

Z _ 1  / - i / £ _ * . i V r ' , (35 + 25)e 1
2 *5 + 1 ’ 2 - Z j  ' 52 + 4 5  + 5 '

3 n—0

v - 1  -3ns+3n i

| y 8- r '  -  r v  ¡ a L t i a f i — )
/;=0 «=0

2 ¿ -J  <? 2 ¿ -^  5 -f-l
;í=0 w=0

3 '
^  3,?)//(í-3 a 2 ) —  ̂  g 2(/ 3/7 }[3 c o s í+ 19senr]//(¿ - 3 n )
n=O w=0

GO

= - -  y  [3 e '(f" 3',) ,ír 2(' _3" ) (3 eos/ +19 sen /)]//(?  -  3 n)
n= 0

" -65
27) H allar I -1 {------ arctg(52 + 45 + 4)}
' 5

Solución

,  . 25 + 4
Sea f ( s )  = arctg(s ~ + As + 4) => /  '(5) = ----------------

(5 + 2)4 +1

l  ] {/(■?)} = - -  L~x{ /'(5 )}  =  - i  r 1 { 2 s + 4  ■ }
t  t (5 + 2) +1

1 , 25 , e"2' . ,  25 .
— (¿ Li i—------( —-------- L , ~ 7= r j= (
t 5 + 1 / (5 +  \  2 s  + 1)(5 — \  2 s  + 1 )
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a , As  + B Cs + D
. 1

t s 2 +y¡2s + \ s '  + V 25 + I

r ' { - U - ----------------------------------------------------~ --- -¡ J - ------]}

' 7 5  (S - f - ) 2 + ( 4 . ) 2 (s  + ^ h A - ) 1
2 V2 2 V2

*~2' 1 1
-------[e 2 s e n ( - ^ r í ) - e  2 se n (-7= /) l

2t V 2 V2

V2f J | r
í e  2 — £ 2 é~*m' t * —

= — —-  sen(-¡=)[--------  --------------------------------------------] = -----s e n ( - p )  senh —  t
2 t  s i l  2  t V2 2

-2' • 4 i

e 21 sen( -4=) senh 1 
ZT1 {arctg(52 +45 + 4)} = --------------------------------- ----  ---------- ——

-2(w—6) . , « - 6 ,  _ , V2 ,f:L {------arctg(5 +45 + 4 )}=  I -------------------- --------------------------- //(¿< — 6)c* í
5 1  u — 6

4 -  ebs
28) C alcular L 1 {——-—-— — } y halle el dom inio de existencia de F(t). 
' 5 (4 + 2e s )

Solución

4 - e - ,xs 4 -  e~bs 4 - e ~ bs ,, e~bs e~2bs e~ihs
( 1-

*4<4 + 2^ )  4 / ( 1  + ̂ )  4s4 ' d« 2 4

4 - ^ ^ . , , , ^  y 4 - g- \  nl, e-"fa y ( - i ) " ,e-”fa g- (”+1>',
4 /  2 -~ ¡  2 "  4 5 4  2 "  2 "  5 4  4 5 4n=0 n=Q n-0

- i ,  ,  r—1, V »  (-1)" ,<r"b  g~(n+1)t ' , _ l y  (-1)"  r t Ae~“hs e~(n+')S >£ _ _ v  1 V (- ‘) ¿-¡r
' s4(4+2e~bs)' 2" s4 4s4 ' 4 ¿ - u  2n ' 54 454V 7 11—0 »=0

4 A A
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Z' ( - l ) " r4( t - n b f  „  Lx ( í - ( «  + l)6)3 , . „ tvl
— [------1------M Ú - n b ) ------------------ - v ( t - ( n  + \ m

n=C)

x

= - ~ y  — —  [4(í -  n6)3 / / ( / - n b ) - ( t - ( n  + 1 )b)' /u(t -  ( n + 1)6)] 
24 t 2

y F(t) en nb < t < (n + 1 )b

19) Demostrar que: Jr0(/) = — en" ( \ - w ¿) 2dw
\_

inv /1 1\ i

Solución

L ¡J 0(t)¡ = y-:—-  = —= = . —= =  ; aplicando el teorema de convolución se tiene:

i

L- ' { -jL = } = ^ J -  ; L - ' { -
\ l s + i  yjTr \ ¡ s - i  \]7T

Sea u = tv => du = t dv, cuando u 0 ; v -> 0 , u -> t ; v —» 1

i r  - i  - -  i r  -  —y°(í)=¿P'( 2du = x \  n)v 2(1_v) ldv

i r  , -1J 0(t) = — j e"u 2r)v 2 (t -  v) 2 dv , ahora hacemos w = 1 -  2v"i=> dv = -  

cuando v —» 0, w —» 1 y cuando v —> 1, w —> -1

dw



636 Eduardo Espinoza Ramos

30) Demostrar que: J 0 (r) = — f  cos( tcos9)d6
x  Jb

Solución

f 9  = 0, w = 1
Sea w = eos 0 => cuando -j . Utilizando el ejercicio 28) se tiene:

[9 = n,  w  = -1

J0(í) = -  f  e"M( l - r p 4 ’ = -  f  e"“ sS( l - eos2 9) 2( - s e n 9)d9
n  y  x  JT

= — f  e " a^ed O - - ^  I [cos(/eos0) + i sen(íeos0)]d9 = — er‘cosOd 0 + — j* sen(ícos9)d9  
'T J¡ 7t JL- 71 J, 71 Jb

igualando la parte real y la parte imaginaria se tiene: J 0( t ) = — I cos(?cos9) d6
7t i

3 l) Probar que L 1 \t 2 = P— arctg(-4=-)
y~ ^  ' \  7TS \¡S

Solución

c  -V  V  _1 V  2Se conoce que: e = —j— , sea x = ;í
H = 0  ‘

E ( —1)"(/2"
------------ , integrando de 0 a t.

n!
n=0

X L - t  ni Jb Z - ,  «!(2/i + l) /  o Z - i  n!(2/j
«=0 W=0 “ A

vvT Jb ^ x ¿ —'n\(2nV 7 1  ~ " A ^ r i  +  1)«=0

r  2 V  ’"' (—l)” í  2 . . —1f  iyj[) = —-— > -------------  multiplicando por t 2
JerK ¿—u  w!(2« + l)V/r Z—' «!(2n + l)w=0
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_L  ̂ ^
t 2 f„r ( \ t )  = —t= /  -------------- , tom ando la transform ada

"  V ^ ^ ( 2 ; i  + 1)/j!n=0

/->í,4f  , n v_ 2 , , y  2 y  (-D" . 2 y  (-D"

= - f íirctg(T )V-O *— < , n n+T yj7TS*-^2n + \ V J V in=0 (2rt +  l) s  2 n=0

32) Calcular | YSen x/ ¿ypx2 +1
Solución

f  x  sen x t
:— —̂-—d x , tom ando Transform ada de Laplace

x  +1

L{F(t)}  =  e~sí\  A sen tx.dx)d t =  ̂ e~5' sen x t d t)dx

= f  - ^ - ¿ { s e n x /} ¿ x  = f  , x d*,---- j ~  = 4 — Í  ( /  ~ —
Jb x  +1 Jb {x~ +  l)(x~ +  x~ ) s - 1  Jb X +  s  x

2 + l
)dx

1 , x  , /*  1 , s7r K , 71 / 1= - y  —  [s.a rc tg---- arctg x] /  = - y —  [—  -  - ]  =  - ( — )
s — 1 5 10 s¿ - 1 2  2 2 s + 1

r 5 sen xt 7T 1
—  ------ dx} =  — (----- - )  tom ando la transform ada inversa

x 2 +1 2 j  +1

f

COSA'2

xsenx?  , n  e ' dx = --------.2 + 1

33) Calcular eos x 'd x
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Solución

-f
= f  é ~s>( eostx2dx)dt = j*  e~st eostx2dt)dx = ¿{coste2 )dx = —

Sea F ( t ) =  | eos t x 'd x , tom ando transform ada

■'(!-) r_>  í  j f i s f S i l

■fx4

sea x 2 = s t z 0  =>' 2 x d x  =  i . s e c 2 Odd

cuando x -»  0 ; 0 —>■ 0, cuando x -»  oo , 6  = —
2

r  s d x  _  j*2 5 . s e e  19 d 9  _ 1 1*2 d d

^  J j  i 2 + x 4 J) ( i 2 + s 2 tg 2 &)2y¡stg0 2 1  y fs tgd

1 ñ  1/2 n  -1/27, 1 f 2 2<1 H= — =  I eos 0. sen 0 dO = — j= I eos 4 i9sen 4 O.dO
2 yfs Jb 2 V í Jb

i ' :• •' . • ' j -

I r <i>r <í> 1 r < i - 4 > r ( í >  1 ' I T . -T

2V 7 7 p /3 + i_-> 2V i  2 2 Vs" 2 s e n — ^  2\¡2\fs
~ 4 4 ' 4

F ( / ) = —^ = ¿ ' { i  1/2} = - ^ = /  1/2 = K[-=  F (  1)= I cosar d x
2V 2 2V 2 2V2/  i  "  J) 2V 2

/T

nx . 
dx

Solución

S e a F ( / ) =  I C-.S- — ¿/.y , tom ando transform ada 
Jd x" +1

¿ {F e /»  = r  e- s,( r  = r  r
Jb Jb x '  +1 Jb x  +1 J 3

= I — ^—  ¿{eos n x t\d x  =  | (-T-—
Jb x +1 X x2 +1

e st eos nxt d t)dx

+1 s¿ + n^x2s T T ) dx
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=  f  sd x  r
J) (x 2 + l) (s2 + n 2x 2) j) x 2 + l  s 2 + n 2x 2 s 2 - n 2

s , n nx,  / x  s n x ,  n s  ,,
= —------5- [arctg x  —  arctg —  ] = — ----   [ -  - —  ] =  — -----   (1 — )

s — n~ s 2 / o  s - n  2 2s  2(s - n ~ )  s

L{F( t) } =

2 ( s - n ~ )  s

x ( s - n )  n
2(s + n ) ( s - n )  2 (s +  /j)

F ( t )  = r ' { — —  } = -e ~ " ' f ( l )  = f ^ ^ t / x  =
2(s + n ) ‘ 2 i  x 2 + \  2

35) Calcular L '{——
s - \ / s

Solución

/ - W  * 1 T - \ , S  +  ' ^ i  , - l  I  * , 1 ,  J  , J  , - \  ,  1 ,L {— = }  =  !  {— ------} = L  {----- ~ + ~¡=-------- } = e + e L  {— = = }
s - y / s  S ~ - s  S - l  V i ( s - 1) SyJS + 1

= é  + e ' \ U l{ - . ~ F= = } \  =e'  4 V lL ~ '{ - } * r 1{-7===}] =e'  +e‘\V
s yjs + l s V.v + 1 J n t

= e ' + e '  I -y-¿—du  , v = yfü  => « = v2 => du  = 2vdvJo J x u

u = 0 , v  = 0 , u —> t = >  v = Ví 

= e‘ +e‘l - j =  ^  e -v2dv] =e '  +e ,f er( S t )  = e‘( \ + f er(t))

12.17. EJERCICIOS PROPUESTOS.-

( T )  H allar la Transform ada Inversa de:

a) b)
s ( s - ; r )  5(5 +  a)
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e> °  ^ { 2r + ^  94-?(5 + 2) 5 + 5 " - 2 5

g) r ' { - ^ — } h) r ‘{ ^ }
5 + 2 5 - 6  5 —1

i) /- :{-- 2 - }  j) L~'í4 ^ - }
35 +45 + 2 5" +45

—t 7T _—[ fit
Rpta. a) F(t)  = 2en t - l e 1 senh—t b) F ( í ) = e ~ al -  2e 2 senh —

c) F(t) = Senh(^ ) + 4 r — d) F(t )  = 2 eos 3í + sen 3f 
V5 3 v^

e) F{t) = e~2‘ —  O F(t )  = 2 + e ‘ - < T 2'
6

g) F(r) = 6e~' cosh y ¡lt — %e~'  senh 4 í t
V7

h) F(t)  = 2 cosh í -  6 senh f

i) F(t)  = —e 3Í cosh^ - t — -í=e- 3 s e n h ^ - í
3 3 3^2 3

j) ¿’(í) = e -2' cosh2/ + lOe-2' senh21

(T )  Mediante fracciones parciales, hallar la transformada inversa de Laplace.

a) ZT1}-----— -----} Rpta. F{t) = U 3 e ‘ - e ~ r)
(5 +  l ) ( 5 - 3 )  2

b) ZT1*—-------- } Rpta. F(t)  = í - 1 + e~r
5 (5 + 1)

■ c + 1 1 eos 2í sen2í.
c) r ‘{ .  Rpta. F(t)  = —e ( — 1 -  )

952 + 65  + 5 9 3 3
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d) r ' f - K i i ,
5(5  +  1 )

Rpta. F(t) = l + e ' - 3 te  '

e) ----- }
5(5 + 2)(í -1 )

Rpta. F(t )  = \ - 2 e ~ 2' +e '

Rpta. F (i)  = 5 e 3' - 2 e ~ 2'

g)
s - s

Rpta. F (t)  =  1 — — e ' + — e‘ 
2 2

h) r ‘{
, 53+165-24

54 +2052 +64
}

„  , cos2i .  2 , sen4i
Rpta. F(í) = ----------sen2/n— cos4íh----  —

F 3 3 2

i) ¿ -’i
52 -3

(5-2)(5-3)(52 +25 + 5)

i  t. 2 Q  1 5 1

Rpta. F(t) = ----- e2' + —  e3' ------ e- ' eos 2/ H------ - e~' sen 2t
13 10 30 390

j) L~ l { . Rpta. F (í)  = —e ' - —e o s / - —seni 
2 2 2(5 + l)(5¿+l)

( 5 )  Mediante la formula de Hoaviside calcular la transformada inversa de Laplace. 

25-11
a) I - {

(5 + 2)(5-3) } Rpta. F(t) = 3e~2' - e 3f

b) £- .{_ 19£ ± 37_  
(5 -2X5+ 1X5 + 3)

Rpta. F (í)  = 5e2' -  3<T' -  2e~3'

-X 7-1 r 25 - 6 5  + 5
c) L {-5------- 5----------- 7 }

5 —65" + 1 15 —6
Rpta. F (i) = - ^ - - e 2t + ^ fi3í

d) zr*{
1

(5 + l)(5Z+ l)
Rpta. F (i)  = -̂ (<? '+  seni - c o s i )



642 Eduardo Espinoza Ramos

e) ¿ -‘{..y - -16- } Rpta. F(t)  = 5e3' - 2 e ~ 2'
s —s — 6

, j  + 1 e~t/2 1
L 2 -, J  RPta‘ FW = —----e 36 s“ + 7 s  + 2 2 3

r_lf 2 7 -1 2 s£-■{— —— t i l — } Rpta. F (0  = 3e-4' - 3 c o s 3 í
(s + 4)(s2 +9)

h) L l {------------------------- } Rpta. F(t)  = - —e~3t + - e " '( 4 c o s í - 3 s e n í )
(s + 3)(s2 + 2 s  + 2) 5 5

o  / i  s 2 - 3  -
(s + 2)(s -  3)(s2 + 2s + 5)

Rpta. F(t)  = --------
3e3< e 21 e 'e o s 2í 9e 'sen 2 í
50 25 50 25

s 1i) Zr'{----------------------------------} Rpta. F(t)  -  — senhí.sení
(s - 2s + 2)(s + 2s + 2) 2

( 7 )  Encontrar la transformada inversa de Laplace.

a) L ' { —  ------ =— -̂--— } , a ¿ * b z , a b *  0
(s +a ){s +b )

b) i ' { - ----- ------------- } , a 2 * b 2 , a b *  0
(s2 + a 2)(s2 + è 2)

'» a b * °

d> ¿ '{¡ ( 7 7 í ) i C) 1  {( s - 3 ) ( J + 2 )(5 -1 )}

( 5)  Hallar la transformada de Laplace, mediante el teorema de convolución.
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a) r ' {
(5 +3)(i-l) ( s + i r < j - D

c )  r ' {  - , 5  , }

o 2 + i) 2
d) ¿“"{-y-í----- }

5 2 ( 5  +  l )

e )  z r ' { ------------------------ 1------------------------ } ,  a * b

(s + a)(s — b)
JS

O L ~ ' { —  , 1
0 - + 1 ) 2

h) v L - - -}(s2+4)2

®  Hallar la transformada inversa de Laplace de:

a) L ~ '{ -
s~ + 2s t  5 b) /T {-

5 — 6 5  +  1 3

c )  "  — }

5 “  -  0 5  +  1 3

d) , lv  1 -}
5- + 4 5 + 29

( í  + 1)4
O

0  + 2)3

g )  r ‘ {  Z r  , 6 s + 5

5 — 65" + l i s  — (

, 3 5 - 8  4 5 - 2 4 ,

h )  1  — 2 7 7 *5 + 4  5 - 1 6

5 ( 5 - t t ) 65 + 7 5 + 2

k) {—7— ^ ------- }54 -I65- + 100 O L ~ '{---- --- }
(5 + l)(5 -+ 4 )

II) L - ' { — ---------------------------------}
(52 + l)(5 ‘ +45 + 13)

(2 )  Hallar las siguientes Transformadas inversas.

m) L
(5  + l ) ( 5  + 2)3
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a) j 2-T* +  3
a) 1 3  , ¿„2s + 65'  + 1  I5 +  6

b) -., 3
s —2s +1

c) r ' { ----------— )
(5 + 2)"(52 +1)

d) L~'{------ £ ± f ------}
(,s + 1)(5-+4)

e)
5 — 1

(5 + 3)(5" t  25 + 3) (5 + 4)(5‘ +9)

g) {—  ---- } , « > o
/  1 \ «(5 -1 )

h) r ‘{ 22' ..2 }
(.v2 + l) 2

i) r 1
(52 + l)2 j) 1 {̂ 7 T}5 +1

© Si I  '{-} = -——— , n > - l ,  calcular:* .,4- * »-w «x 7-B+1' r(« + i)

a>
(5 + i)

b)

, r- , f3(52 - l ) 2 , 4 5 -1 8  , (5 + l ) ( 2 - 5 1/2,
c) L {------ 5----- + - ----- r  + -------- —2------- }

9 — 5

-i », —i \e) L~ {(—------ )-}
35 + 2

®  Hallar la transformada inversa de Laplace.

a) r ' {<(5 + 25 + 2)
b) L~'{ V 6'9 + 7t } 

(5“ - 4 5  + 5)

, r- , í 53 +852 +22(5 + 1),
c) I  {------------------------------ -------- 5— }

( 5 “  + Ó 5  + 10)

d)

(5¿ + 2 5 + 5 r
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gl r i ^ ! í z 2 ,
s - 2 5 s

h) ----- }
6s +7s + 2

@  Hallar la Transformada inversa de Laplace de:

a) £- 1{ln<— r)}
5 - 1

y . .  ✓
2 V + l

b) ZT {—ln(—— 7)}

c) £  {ln(---- 7 )}
s + b

s 2 + 1
d) ¿-'{ ln(— —  )>

s(s +1)

e) r ' ¿ l n ( ^ - i ) } 0  l - ' {L h ± J ± )}
2 ( s - 1 ) 2

- i f .  .  -s +1h) Z -{ln(—— — )}
5(5 + 3)

i) r ' í - l n í ^ ) }
s 5 + 1

k) ¿ ''{ s in * — ) + 2} 
5  + 1

->í_Lln(£!+«2
‘c'O „2 1¿5  5  + b

') r ) l

©  Hallar la transformada inversa de Laplace de

„) ¿ - i {in((5 + ^ 2 + c2)
(5 + b)(s -  c)~

)}

a) L *{arctg(s+1)} b) L '{—arctg(—)}
5  5

c) r '{ - c o s ( - ) }
5  5

d) LT {arctg(— )}
5

e) L 1 {arctg(s + 1)} f) L 1 {arctg(-^—)} 
5  + 2

g) L 1 { ^ -  arctg(s2 + 45 + 4)}
-45

h) L '{s2 arctg(-)}

12)  Calcular la Transformada inversa de Laplace de:
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i 1 l i / * )  i r - ■ ■a) ¿ - '{ -(1  + - - ) - 1' 2} . (fi b) L~'{-===}
i i J Vi +1

c) r ' { e  (1- e  ] } d> r V 3*-2^ }
s(s* + 1)

e) r 1{ - f L = }  f) L~'{-  - 1— =}
V i- 1  ( s - i )V i

g) h) r ' { - = L _ }
V i v i  +1 Vi" + 4 i  + 13

i) j)
se' + 1 \ ¡ s - a  + b

k) ¿ " '{ e 1'-5 -1} 1) ¿“ '{éT 1'* - !}

m) ¿ - ‘{ -^ ± 2 1 1 — } 
4 i“ + 4 i  + 9

( n )  Hallar la transformada inversa de Laplace de:

a) ZT'{-------------------^ ------------ 3 - }  b) L~'{
( i  + l)( i + 2)(s¿ + l ) ( l - e '¿s) ' ' (s - 1 ) 0  + 2)2 (1 -  e~2s )

c) L - ' i  , ■ v i d ,  r ' i -  3 5 + 5
"s (i2 + 2 i  + 5)(e s +1) ( í  + 1)(í2 + 4 i  + 5 ) ( l - e  3i)

14) Para a > 0. Demuéstrese que: de L~‘ { f ( s)}  = F( t)  se sigue

L - ' { f ( a s + b )}  = - e ~ ^ F { ~ )  
a a

15) Dado F(t)  = ZT1 {——  ------- }, calcular F( 10) Rpta. F(10) = 344
' i  senh(3i)

Té) Verificar L_l{— = e ' (—r ^ — + f e, \ 4 t ) - l )
1 + Vi y j x t e

}

que
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-s\íx - x2/4i
17) Verificar L~l {-— =-}  = —
" V i s jn t

,o> r, . f_ | ,V Í  + T - V Í ,  e ~ " 2J \ ( t  1 2 )18) Demuestre que: L { ------ -----pr} = -------- --------
Vs + l W s  t

1 tn é~*
19) Demuestre que para n e  Z + , se tiene: ZT1 {— —■— y} = -

' ( s  +  l )"+1 n\

i .m -atJ t €
20) Demuéstrese que para m > -1: 17  {-— ------—} = ■

( í  +  a p  r ( w  +  l )

@ Halle la formula para determinar: F„(t) = I 7 x\------ \------}, n e Z +
” V ( í 2 +1)

22) Halla, F ( „ , ^ f a - 4> ( T ' >,
' ( s - - 2 s  + 2)2

R pta. F(t)  = -e~ '  [cosí + (í -  n )sen

f i — — ) \ - { 1 \ , ■ 1

P~4̂  1
23) Evaluar Z._ ,{----------} R pta . F(t)  = - ( í - 4 ) V 2(,-4V ( '- 4 )
' (í  + 2)3 2

24) Si F(t) es continua para t > 0 y F(t)  = I 7 X{— ------r} evaluar F(2), F(s), F(7)
" (5 + 1)

R pta. F(2) = 0 , F (5) = 2e~2 , F(7) = Se~4

25) Si F(t) es continua para t > 0 y F(t)  = L i {——-— ——— -} evaluar F (l), F(3), F(5)

R pta. F (l)  =  1 , F(3) = -1 , F(5) = -4

26) Hallar ----------*. : ■ } R pta. F(t)  = e~m I eü,J Q(bt)dt
(s + a)y/s2 +b

27) Si H(s)  = ln(l + ■-■!==) calcular F(t)  = U x { //(í)}  
V l+ 5 2
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(28) Mostrar que para cualquier entero n > 1, a *  0.

1
r ' { — -— -- ■— , } = —  f  tL~'{- }dt(s~+a') 2n J) (s +a-)n

'M

(29) Utilizando el resultado del ejercicio 27), para demostrar que: 

ZT'í—;— ---- -} = — -—  f í  f  / f . . .  f  t sen / d t , n veces.
V + ^ r 1 r a n ' . l  J, i, l

30) Dado c > 0, s > 0 y F(t )  =  / , ' { / (s)} . Pruebe que

X

—l i l i —} = 2 V  ( - l f  F( t  -  2 nc -  c)U(t  -  2 nc -  c) 
cosh(cs)

n=0

( 3 l )  Calcular Z.~1 { , .......- -} R pta. F(t) = - ^ =  j sen^J\5(t -u)J0(\¡\5u)du
W  y¡(S2 +2S + 16)* V i  5 J )

■ 1 2 V '”' (-1)"/"
Calcular ZT '{-./0( -p )}  Rpta. F(t)  = >  v ’ ,

S S  <tC|Sl ^

33) Calcular la transfonnada de Laplace: L_I{-----------------------------------}
s(as + l)(as + 2)...(i2s + /j)

t —L
Rpta. F(t)  = —  ( l - e  at)" 

n\

Hallar F(t)  = r i { ^ - }  R pta. F(t) = Y (t ~ n) ^ f ~ 4)
s e ' - l  ( « “  4)!n=A

35) Demostrar que :

r ' { ------ J = + — !-r + - 7 L = >  = - 7= ( l + e- ' ) - ( l +e‘) fer( / t ) + - r f er(at)
1+Vl+s 1+ y¡s s\js + a  y jx t  \ \¡a

36) Calcular ZT'{— l-¡=} (37) Calcular Zr‘{ - = L -------- }
" s - V s  yjs — a + b
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38) Calcular L~'{—  2s +14? +16
(s- + l)(s2 + 2)(s2 + 7)(1 +e~5i ) s4 + 4«4

39) Hallar L~'{
_i , s 6 + 55 + IO54 + 6 s3 + 2552 + 9s

s8 + 16s6 + 9454 + 240s2 + 225
}

Encontrar L {
_l f 2(53 - 7 5 2 + 1 4 5 -9 )

( s - l ) 2( 5 - 2 )3
} ® Encontrar L {

_i ,4 s 3 + 1852 +305 + 17,

(s + 2)4

42) Encontrar L {
(s¿ - 4 s  + 5)(s2 - 2 s  + 5)

-} (43) Hallar L~'{--------- ^ L J ---------}
V J '(5 -3 )(5  + 2 ) (5 - l)

44) Encontrar L *{——-------S-— —}
■ '  (5 -3 )(5 2 + l)

45) Hallar L~'{
... > 25 3 + 55 + 65 + 1

5(5 +1)
}

46) Hallar £~'{9 65 + 5 5 -2  s 3 
^  s (s — 3)

47) Hallar L~'{
5 - 7 s  + 4 s2 - s 3 , 

(5 + 1)3(5 — 2)2 '

( 5 3 + 2 5 2 - 5 - 4 7 )
Calcular L {——-

(5- +45 + 13)

, , , , 1 , s 3 - 6 s 2 + 2 7 5 -3 8
(49) Calcular L {---------------------- — }
v J  (5 - 4 s  + 13)

Calcular L \ } 
(5 + 45 + 5)*

5Ì) Calcular L 1 {—j= = } , a,b > 0 
Vas + b

Calcular a) L '{ s l{  I Sent dt}}Í T 5(5 +1)

(5 3 ) Hallar la transformada inversa de Laplace L 1 {-----------—}
5(5 - a ) "

4 5 - 2
54) Hallar la transformada inversa de L {— (———)}

5 5 + 4

Calcular L '{ — }, V A,B,b y c reales
5” + 2  bs + c
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Calcular L {—------- -}
V + 4a4

-> 3(K > u/->2e 2 senh(.i + —)
(57) Evaluar ZT'{------- :----- — — 2_}

(5 + 6)

Calcular F ( /)  = ¿ - '{ - -— } y F( 12)
s 6(l - e '4 i)

Evaluar L 1 {—7=} 
\ls

(óO) CalcularL *{ ■ 1— }, a* b
— \Js + a + \ l s  + b

Calcular L !{
.V21 senh(cs)

} 62) Calcular L~'{—------------ }
s cosh(cs)

Calcular L '{—7=̂ }
\Js

64) Evaluar L

- 4  s
Evaluar L~l{—¡-----}

s 1
Evaluar L  1 {-— -------}

s e  s +1

Calcular L {----------- -}
(5  +  6 ) ” " '

20
68) Encontrar -------------}

s senh(4s)

Calcular L ! {
4s3 + 652 + 14s + l 1

(55 + 4s4 + 6s3 + 5s2 + 2)(1 -  e~2s )2

Calcular L {-
s(4 + 2e~as) ©

-1 £Encontrar L {—¡=}

Calcular L !{—-
s4 — 6.s3 + 5s2 +35 — 1

Calcular L {

(52 +1)(52 + 4 )( í 2 + 9 )(s2 +36)

( \ ls2 + a 2 - s ) 2
[~i 2 yjs +a

74) Hallar I T ' F ^ )  
s + 4  a

Encontrar L 1 {
/ 4  4V s - a

, e  1 senh(6i )  
76) Encontrar I  {--------- —:—;—

( 1 - e ^ ) 2 }
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-20  s
77) Calcular ZT'{-

s 5 + 5s4 +14s3 + 62j  2 +149 s +130

2e~ 2 cosh(5  +  —) _ 2 ~ ~
"1{--------------- ,V2 2 } (79) Evaluar L~'{ ~ , }

(s + 24) '  ^  \ ^ - l ) 2(^-(-3 )J

80) Calcular L ' { e (1, e }} R pta. F (t)= [l - eos (t - 1 ) ]  n(t - 1) - [1 - cos(t - 2 )]n (t - 2 ) 
s(s  +1)

81) Demostrar que:

-Qyfs
a) r l{ e - ° ^ }  = — T = e ~ «  b) L~x{- ------- } =  / „ ( - £ = )

2 J z t  s V4/

4 ^  >/**

e) ¿-‘{g-4*-2̂ }  1 . . ^ ^ - 4) 0  ¿-!{ 1 } = £A(f>
Vll(<-4)3 \ l ( s2 - a 2)3 a

g) ZT1 { - ^ = }  = eab+bl‘ f er(bsít + -^ r )
s + b\/s 2 Vi

82) Dado c > 0 ,  s > 0  y L { /(s)}  = F ( t ) , probar que:

X
U x { /(s )  tgh(cs)} = F(t)  + 2 ^ T  (-1)" F{t  -  2nc)jj(t -  2nc)

n=1
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CAPÍTULO XIII

13. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE 
LAPLACE EN LA SOLUCIÓN DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES.____________________________________

Las técnicas de transformada de Laplace son muy útil para resolver ecuaciones 

diferenciales con condiciones iniciales dadas, es decir: A medida que avancemos en su 
estudio observamos que dicho método transforma un problema de Ecuaciones 

Diferenciales ordinarias en un problema algebraico de fácil análisis, el que una vez 

resuelta es llevado al problema original atravez de la transformada inversa de Laplace.

Este proceso observaremos en el siguiente esquema.

Como , n > l, depende y(t) y sus n - 1 derivadas calculadas en t = 0, la
dt"

Transformada de Laplace es especialmente adecuada para resolver problemas de Valor 

inicial para ecuaciones diferenciales lineales. Este caso de ecuaciones diferenciales puede 

reducirse a una ecuación algebraica en las función transformada L{y(t)} = y(s), para ver 

esto, consideremos el problema de valor inicial.
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d " y  d n- ' y  dy

y(0) = y 0 , / ( 0 )  = >-0 , , y¡Q^n = >•<-'>, en donde

a ¡ , i — 0,1,...,n , y y0 , y (j.....y¿" 1 ' son constantes, por la linealidad de la Transformada

de Laplace podemos escribir.

d n y  d n~ly  d
a'>L{—- ^ }  + an_\L{— + a{L{-~-} + aüL{y}  = ¿{g (/)} , por propiedades 

dt dt dt

a„ l i"  L{y} -  ( 0 ) - . . v '"’0 (0)J + a„_, Is"“1 L {y } -  s''"2y (0 )  -

- . * ' ' - V ( 0 ) - . . .  - .y " -2) (0 ) |+ ...+ f l0¿ { v } =  L{g(t)} 

(a„sn + a„_lSn-'  + . . ,+ a0 )L{y} =  a„ Is"’ 1 j ( 0 )  +  s"~2y'  (0 )+ .. ,+ y  ("_l) (0)1 +

+ a „ . ,(5 " -1 + s n"2y (0 )+ ...+ y<" -2)(0))+ ...+!{.?(/)} 

de donde L {y} = y (s), calculando y(t) mediante la transformada inversa de Laplace. 

y ( t )  = L- '  {7 (j)}

En forma similar para las ecuaciones lineales de coeficientes variables no homogéneas. 

Ejem plo.- Resolver las siguientes diferenciales 

©  y " ( t )  + 4y(t )  = 9t , y(0) = 0 , / ( O )  = 7

Solución

Tomando Transformada de Laplace en la ecuación diferencial 

L{y"(t )  + 4y( t ) }=  L{9t} => L{y"( t )}  + 4L{y( t ) }= L{9t}

s2L{y(t)} -  5 y( 0) -  y  ’(0) + 4 L{y(t)} = ~
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(52 +4)L{>>(í)}=4- + 7 = ^ ± Tf-  => L{y(t)} = - ¡ S\ +9  = ^ ( - L - ^ i - ) + — 7W  ' 2 /  ’ A \  A  > 1 A 1  As s~ s (s~ + 4) 4 ^  5 + 4  5 + 4

4 5 "  5 “ + 4  5 + 4

A  J - - ■

y(t)  = 7 ¿ “' { - 7  — r 1— } + 1L~' { - r — } = 7 (í - 7 sen 2 í) + 7 sen 2 /
4 5 5 + 4  5 " + 4  4 2 2

, x 9/ 19 .
y(t) = — 1— sen 2 /

4 8

0  ( D 2 - 4 D  + 4 ) y = l e 21 + c o s / ,  ,v( 0 ) = ^ ,  ,v'(0) = - ^
25 25

Solución

é/ 2 d— — — 4 —  + 4v = 2e2' + c o s í , tomando Transformada de Laplace en la ecuación
dt2 dt '

L{^—z - - 4 —  + 4y} = L{2e2' + cos/}, por propiedades 
dt dt‘Aj .» i '. /n  sbm ricm m 'il £. odíIm U ^íso /  {/,* J s to o o  w

5 2 L{y(t)} - s y ( 0 ) - y '  (0) -  4sL{y( t )} + 4 y(0) + 4 L{y{t)} = L{2e2' + eos /}

( s2 -4 5  + 4 )¿{ ,v (/)} -^7  + ̂ -  + %  = - „ • 2
25 25 25 i - 2  5- + I

~ 7 r , 2 5 3 5 -1 6
( 5 - 2 )  Z,{.y(/)} = -----   +  —— -  + — ——

5 - 2  5“ + l 25

,  ,  „ 2  5 3 5 - 1 6
L{y(t)} = ----------— h— j---------------Y+-—t------- 2

( 5 - 2 ) 3 (5 + 1 ) ( 5  — 2 )  2 5 ( 5 - 2 ) 2

vj > jL. ■ r>. i j ü  ’ ü i. r .

1 2 5 3 5 -1 6  . 2 2; 3 2/ 3 2, sen/
v(í) = L {--------- T- + —T------------------------------ 7  + ----r} = r e 2' + - / e  + —  en
' ( 5 - 2 ) 3 (52 + l ) ( 5 - 2 ) 2 25(5- 2 ) 2 5 25

©  / y ( / ) + y ( / ) + / y ( / )  =  o ,  y ( 0 ) = i ,  / ( 0 )  = 0
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Solución

Tomando Transformada de Laplace se tiene

L{t y "  (t) + y'  (t) + 1 y(t)}  =  0 , de donde L{t ÿ  ' ( / ) } +  L { ÿ  ( / )}  +  L{t y(t)} = 0

~  (s 2L{ y ( t  )}- s y ( 0 ) - y  '(0) + sL{y{t)} -  ><0) -  ̂  L{y(t)} = 0 
ds ds

-2 s  L{y(t)} - s 2- ^  L{y(t)} + s L{y{t)} -  = 0
ds ds

(s2 +\)^-L{y(t )}  = -sL{y( t)}  => - “ 7 ^ 7  = — ^ - . i n t e g r a n d o  
ds L{y(t)} s 2 + l

ln(L{_y(í)}) = -  ln \ ls2 + 1 + ln k  => ln(Z,{^(í)}) = ln , ^ , levantando el logaritmo
\ ls 2 +1

L{y{t)} =
s 2 +1

, tomando la inversa y(t)  = k L  '{ - j 4 .....} = k J 0( t ) , como y(0)=l y
Vï2+ i

J Q (0) = 1 entonces j(0 )  = c J 0 (0) => 1 = c y ( t )  =  M O

13.1. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL MÉTODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.-

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx
T t
dy_
dt

= an x  + an y  + f ( t )  

=  a2\X + a12y  + g(t)
(1)

con condiciones iniciales x(0) = x (}, y(0) = y 0, donde x,y son las funciones incógnitas, 

a ¡ i , a l2, a 2¡, a 22 son constantes y f(t), g(t) son funciones conocidas tomando la 

Transformada de Laplace a ambas ecuaciones diferenciales del sistema (1)
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dx
L {— } = L{an x  + an y  + f ( t ) }  

at

= L{a2\X +  a12y  +  g( í )}
at

, mediante las propiedades de la transformada se tiene:

s L { x } ~  x(0) = axxL{x} + aX2L{ y}  + L{ f ( t ) }  

s L{y} ~ j (0 )  = a21L{x} + a22L{y}  + L{g{t)}
, agrupando términos se tiene:

( s - a u ) L { x } - a X2L{y} = x0 + £ { /(/)}  

- a 2xL{x} + { s -  a22 )L{y}  = v0 + £{g(0}
-  (2)

Si x 0 + L { f ( t ) }  y y 0 + L{g(t)}  no son ambos cero, entonces se puede resolver el 

sistema (2), mediante la regla de CRAMER, es decir:

L{x} =

x0 + L { f ( t ) }  - a x2 

y 0 + L{g(t)} s - a 22
x - a , -a.12

- a 2X s - a 22

(x0 + L { f ( t ) } ) ( s - a 22) + aX2(y0 +L{g(t)})  
( s - a xl) ( s - a 22) - a x2a2l

x  = L-i , 0 o  + L { f ( t ) } ) ( s - a 22) + aX2(y0 +L{g( t )})  ̂
(s — ax j )(s — a2 2 ) — d\2 a2\

L{y} =

s - a u x0 + L {f ( t ) }  

-«21 J 'o + i k W Í (■y — ¿z, i )(>>q +Z,{g(Q}) + fl2iQ 0 + L { f ( t ) } )  

(s -  axx)(s -  a22) -  ax2a2x

y  = A s ~ aiQ(yp + £ {g(Q}) + a21 (*o + ¿ { /0 ) } ) ,
( s - a 11) ( s - a 22)-O i2a 2,

por lo tanto es evidente que la Transformada de Laplace, nos permite convertir un sistema 

de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas en un sistema de ecuaciones 

simultáneas. Este método puede generalizarse a sistemas de “n” ecuaciones diferenciales 

de primer orden de coeficientes, dado entonces un sistema correspondiente a “n” 

ecuaciones lineales simultáneas.
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Ejem plo.- Resolver el problemas con valor inicial, 

como x(0) = 1, y(0) = 0.

Solución

[ x \ t )  = x ( t ) - y ( t )  + e‘ 

{y'(t)  = 2x(t) + 3y(t)  + e - ‘

Tomando Transformada de Laplace, a cada ecuación diferencial

\L{x \ t ) }  = L { x ( t ) - y ( t )  + e‘ }

{L{yXt)} = L{2x(t) + 3y(t) + e - '}

j 5 L{x{t)} -  x(0) = L{x(t)} -  L{y(t)}  + L{e‘}

[s L{y  '( / ) } -A 0) = 2L{x(t)} + 3L{y(t)} + L{e~ '}
.EfTlIOt K¡ 'ib  "ÍE!aa)(

( s - \ )L{x ( t ) }  + L{y{t)} = \ +

-2L{x(t ) }  + ( s -3 )L {y ( t ) }  =

1
5 - 1  5 - 1 , por la regla de CRAMER

5  +  1

L{x(t)} =

s
5 - 1

1
5  +  1

1

5 - 3

5 - 1  1

- 2  5 - 3

11 1 9 5 - 4 5
-+-

10(5 + 1) 1 0 ( 5 - 4 5  +  5)

, . -11 1 9 (5 -2 ) —7 , 11 19 2, 7 2t
x(t) = L {----------- + -------------  ------ } = ------e + —  e eo s t ------ e sen /

10(5 + 1) 10 [(5 -2 ) +1] 10 10 10

11 _» ex(t) = -  —  e ' - \ ------(19 eos / -  sen /)
10 10

l í a  o j =

s -1
5

5 -1

-2
1

5 + 1
5 -1 1

-2 5 - 3

5 — 1 25
5 +  1 5 - 1 352 +1

( 5 - l ) ( 5 - 3 )  + 2 (5 _ l) (x  -4 5  + 5)
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2 2 s ~ 2 * 1 < 1 a  ~  + ---- - - - { ------------------------------- y ) -( -\-----------)
5(s + l) s - 1 5 ( s - 2 )  +1 i  ( s - 2 )  +1

r - i .  2  2  8 ,  s - 2  7  1 . .
y i t ) - L  { - — T7 + ---- T_ 7 (— ~ ~ 2 -----) - 7 ( --------- 2 ^5(s + \) s - 1 5 ( í - 2 )  +1 5 ( s - 2 )  +1

/ \ 2 ̂  / 8 2/ *^2/v(í) = — e +2e  — e eos t —  e sen t
5 5 5

13.2. UNA ECUACION INTEGRAL.-

E1 teorema de la convolución es útil para resolver otros tipos de ecuaciones en las que 

aparece una función incógnita bajo un signo de integral. En el ejemplo siguiente obtener 

f(t) resolviendo una “Ecuación Integrai” de la forma.

m = g (t)+
Jo

donde las funciones g(t) y h(t) son conocidas.

Ejem plo.- Obtener f(t) si /(< ) = 3í2 — e~' -  f ( /u ) e ‘~p d/u

Solución

Tomando Transformada de Laplace. L{f ( t ) }  = L { 3 r } - L { e  ' } - L {  J ^ / ( / / ) e ' ^d/u}

L { m } = \ - — - L { m } L { e ' }  =>
53 s +1 S s +1 5 -1

(i + _ L )l { / ( 0 } = 4 - j - t =* - L r ¿ { / ( 0 } = 4 - 4 t
s - 1 53 s + 1 s -  1 s  5 + l

6 p - l )  s - 1 6 6 l ___2_
54 s(s +1) 53 s4 + s s + 1
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13.3. UNA ECUACIÓN INTEGRO-DIFERENCIAL.-

La segunda Ley de Kirchoff establece que en un circuito simple conectado en serie, la 

suma de las caídas de potencial a través de un inductor, de un resistor y de un capacitador 

es igual a la tensión E(t) suministrada, es decir que: caída de potencial a través del

inductor = L  —  caída de potencial a través del resistor = Ri(t) y caída de potencial a 
dt

través del capacitor
í *

i ( r )dz  en donde i(t) es la corriente y L, R y C son constante,

se deduce que la corriente en un circuito como el que se muestra en la figura esta regida 

por la ecuación Integro-diferencial.

di 1 f .
. -----Y Rl H----I II

dt c Jo
( r ) d r  =  E ( t )

Ejem plo.- Determinar la corriente i(t) en un circuito simple L-R -C si L = 0.1 H, 

R = 20 Q, C = 10~3 F  , i(0) = 0 y si la tensión aplicada E(t) es como se 

muestra en la figura

Solución
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como el voltaje se anula para t > 1, entonces podemos escribir así:

[1201 , 0 < / < l
E(t) = j q j > exPresado en términos de la función escalón unidad.

E(t) = 120t -  120t / / ( t  - 1), por medio de la segunda propiedad de traslación se puede 

escribir así: E(t) = 120 t - 120 (t - 1) /u (t - 1) - 120 n  (t - 1)

ahora reemplazando los datos en la ecuación L ^ -  + Ri + — | i ( r)dz  = E(t)
í :

dt I-0.1 — + 20/ + 103 I i ( r )dr  = 120r — 120(í — l)/y(r — 1) — 120 /v ( í - l )

Si L{i(t)} = I(s)  => L{ I i ( r)dr}  =
í'< s

L{0.1 — } + 20L{i(t)} +103 L{ f i(r )dr} = L{1201 - 1 20(/ -  l) t/( í -1 )  -1 2 0  í /( í  -1)} 
dt Jo

3 I (s)  120 120e_í 120e~s
0.1s / ( j ) + 2 0 /( í ) + 103 —  = — ---------- — -------------c

multiplicando por 10 s a la ecuación (s +100)" I(s)  = 1200(------------ e s )
s s

1 1 1 -s . *
/ ( j )  = 1200[------------- 7 --------------------------------------1

í ( 5  +  100)2 s ( s  +  100)2 (5 +  100)-

_  1/10000 1/10000 1/100 1/10000 _f
l i s )  = 1200(------------------------------------------ 7 --------------e +

s s + 100 ( j + 100)- ^

í/io o o o  í / i o o  _s i - s ,
+ ------------e s + -------------- e -------------- - e  ]

5 + 100 (s + 100)2 (s + lOOV2

aplicando el teorema de traslación para la transformada inversa. 

¡(í) = A [i _ //(í - i ) ] _ A [e- 100' - e- m , - ])M( t - \ ) \ - \ 2 t e ~ m ' -1  i r a í í - lV f 100“-” / * - ! )
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¡13.4. RESORTES ACOPLADOS.-

Supongamos que dos masas m ¡ y m2 están sujetas a dos resortes A y B, de masa 

insignificantes, cuyas componentes son k , y k 2 , respectivamente. A su vez, los dos 

resortes están conectados como se muestra en la figura.

Sean x, (í) y x 2 (t) los desplazamientos verticales de las masas con respecto a sus 

posiciones de equilibrio cuando el sistema se encuentra en me vimiento, el resorte B esta 

sujeto tanto a un alargamiento como a un acortamiento; por consiguiente, su alargamiento 

neto es x 2 — x , . De este modo, por la ley Hooke resulta que los resortes A y B ejercen

sobre m l , respectivamente las fuerza

-¿■¡x, y k 2( x 2 -X ])

Si no se aplica ninguna fuerza externa al sistema y no hay fuerza de amortiguación, 

entonces la fuerza neta sobre m ] es - k xx t + k 2( x 2 - x , ) por la segunda ley de Newton

d 2 x
escribimos así: mx — — = - k x l + k-, (x2 - x ,) 

dt '

De igual modo la fuerza neta ejercida sobre la masa m2 se debe solamente al 

alargamiento neto de B, es decir: —k 2 (x2 -  x , ) ,  de esta manera resulta que:
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d ~ , , xm2 ---- — = —k2 (x2 -  Jfj)
dt~

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado queda descrito por el siguiente 

sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden simultáneas.

d 2x ,i
dt l

m ] - y -  = -A-, x, + k2 (x2 -  x , )

• • • (I )
d~x2

m 2  — ~  =  ~ k 2  ( x 2  ~  x , )  

dt~

Ejem plo.- Resolver el sistema (1) suponiendo que k¡ = 6 , k 2 = 4 ,  m l = 1, m2 = 1 y 

que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades 

unitarias de direcciones opuestas.

Solución

como las masas parte de su posición de equilibrio entonces x, (0) = 0 , x 2 (0) = 0 y como 

sus velocidades son unitarias y opuestas entonces x, (0) = 1, x2(0) = - l ,  ahora

reemplazando en el sistema (1)

fx,' (/) + l 0x,' ( í )  -  4 x2 ( t) = 0

| ~4X| (/) + x2 (t) + 4x2 (t) — 0

tomando transformada de Laplace a cada ecuación

j¿ { x 1//(í) + 10x1'( í ) - 4 x 2(O} =  0 

\l {x 2 ( í ) -4 x |( f )  + 4x2(Z)} = 0

¡s2L{x, (/)} -  s Xj (0) -  x0 (0) + 10SL{X] (t)} - 10x, (0) -  4 ¿ {x2(/)} = 0 

| s 2Z,{x2(z)} —s x2( 0 ) -  x2(0) -4 L { x ,  ( í) }  + 4¿ {x2(f) }  =  0

Í ( j 2 + 1 0 s ) I { x, ( 0 } - 4 í {x2 ( í )} =  1 . , , ,
; aplicando la regla de CRAMER se tiene:

(-4L{X| (/)} + (s" + 4 )L{x2(í )} = —1
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£{*i(0} =

1 -4

-1  s 2 + 4 s 2

s 2 + 10s -4 (s2 + 2 )(s2 +12)

-4  s 2 + 4

; usando fracciones parciales se tiene:

s _ As + B Cs + D

(s2 + 2)(s2 +12) s 2 + 2  s 2 +12

s 2 = ( ^ s + S ) ( s 2 + 12) + (Cs + D )(s2 + 2)

s 2 = ( A  + C)s3 + (B  + D ) s 2 + ( \ 2 A  + 2 C ) s + \ 2 B  + 2D

comparando los coeficientes de s en cada miembro de la igualdad se tiene:

A + C  = 0 
B + D = 1 

12A + 2C = 0 

12B + 2D  = 0

de donde

A = 0 

C = 0

1 -  ^  1 1 6

B = ~~5 {s2 + 2)(s2 +12) 5(s2 + 2 ) 5(s2 +12)

5

/.{x, (/)} = --
1

x ,(0  = ¿“1{ 1
5(s2 + 2 ) 5(s2 +12) “  * 5(s2 + 2 ) 5(s2 +12)

" l(0  = ^ r l { 7 7 i } + ̂ r l { 7 ^ } "  x M  = - ^ " ^ + f s e n 2 j 2 t
V2 V i

jL{x2(/)} =

5 + 1  Os 1 

-4  -1 s2 + 6

s +10s -4
,2

(s2 + 2 )(s2 +12)

- 4  í  + 4

siguiendo el proceso anterior, mediante fracciones parciales obtenemos.

L{x2(t)}
s2 +2 s 2 +12



664 Eduardo Espinoza Rantos

/ \ 2 i \¡2 3 i y¡\2 \¡2 rr \¡3  rr
x2(t) = ----- -¡=L {—----- }------ j = L  {—-------} = ------- seiW 21------- sen2v31

5V2  V + 2  S s í ñ  \ s + 1 2  5 10

Luego la solución del sistema (a )  es:

V2
x{ (t ) = ------- sen sí l t  + —  sen 2^3/

V3
10

x2( t ) ~ -------sen sÍ2t--------sen 2 V3i
10

13.5. REDES ELÉCTRICAS.-

Un sistema eléctrico (red) con mas de un circuito simple (o lazo) también da origen a 

ecuaciones diferenciales simultáneas tal como se muestra en la figura.

La corriente / ,( / )  se divide según las direcciones indicadas en el punto B {, llamando 

punto de ramificación de la red por la primer ley de KIRCHOFF podemos escribir.

¡ i ( 0  = i 2( t ) + i 3(t) . . . ( 1 )

además, también se puede aplicar la segunda ley de KIRCHOFF a cada circuito, para el 

caso del circuito A { B, B2 A2 A, , sumando las caídas de voltaje a través de cada parte del 

circuito resulta.

£■(*) = /,/?, + L¡ + ¿2R2 . . . ( 2 )
dt

en forma similar, para el circuito A¡ B¡ C2 B2 A2 A ¡ , obtenemos
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E(t) = i\R\ +L2 . . . ( 3 )
dt

ahora reemplazamos (1) en (2) y (3) se obtiene dos ecuaciones de primer orden para las 

corrientes i2(í) e i3( t ) .

L\ - j -  + {R¡ + R2 )i2 + R¡i3 = E{t)
■ f  . . . ( 4 )

L2 + Rti2 + Rfy  = E(t)

con las condiciones naturales z'2(0) = 0 , i3(0) = 0 ,  el sistema (4) se puede resolver 

mediante la Transformada de Laplace.

13.6. PROBLEMA DE ENTRENAMIENTO PARA EL ALUMNO.-

Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes z, (/) e

i2 (t ) en la red de la figura que contiene un resistor, un inductor y un capacitador es:

di,
L —>- + Ri2 = E(t)

R C ^ -  + i2 - i ,  = 0 
dt 2 1

Ejem plo.- Resolver el sistema (*) con las condiciones E = 60V, L = 1H, R = 50Q, 

C = 10”4 F , y donde i, e i2 son inicialmente igual a cero.

Solución
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al reemplazar los datos en el sistema (*) se tiene. 

dl' + 5 0 j 2 = 6 0

, sujeto a ¡, (0) = 0 ,  i2 (0) = 0dt

50(10 ~4) ~ + i 2 ~ii  = 0

. ahora aplicamos transformada de Laplace a cada ecuación del sistema.

¿ { M > + 50¡2(,)} = L{60} 
dt

¿{50(10"4) ^ P  + í2 - / ,}  = 0

S¿{í1(í)}-/1(0) + 50L{í2(í)} = —
S

50(1 O'4 )5 L{i2 (<)} -  50(10^ )i2 (0) + Z,{¿2 (/)} -  L{ix (f )} = 0

5¿{z1(0} + 50¿{¡2(r)} = —
5

-2 0 0  L{ix (/)} + (s + 200)L{i2 (t )} = 0

60
50

0 5 + 200 605

r-1

i  50 5(5 + 100)2 ’
-2 0 0  5 + 200

6 6 60
55 5(5 + 100) (5 + IOO)2

< 6 - . -  60 1 -

; mediante fracciones parciales se tiene

6 6 -100í 60 te ■100/

¿{/2(í)} = -

60
5 —

5
-2 0 0  0
5 50

200 5 + 200

12000 

5(s + 100)2
; mediante fracciones parciales se tiene:
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6 6 120

55 5(5 + 100) (5 + IOO)2

/2(0  = ¿ " ' i - -------- - --------------= ^ - V 100' -  \20te~100'
- 55 5(5 + 100) (5 + IOO)2 5 5

mediante fracciones parciales se tiene

;  t * \  ^ ^  „ —1 0 0 /  ¿ n ,  - t 0 0 1 . ■ 6 6  - 1 0 0 /  n n , „ - I 0 0 // , ( / )  = --------e - 6 0  t e  ; h( t )  = ---------e - 1 2 0  te
1 5 5 5 5

13.7. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

^ 1 )  Demostrar que la ecuación subsidiaria de la ecuación diferencial y"+ay'+by = g ( ? ) , tiene

, c i - , x (s + fl)j(0 ) + }''(0) R(s)la Solucion y(5) = ------- —  +-
5 "  +  0 5  + b s~ + as + b

Solución

Tomando la Transformada de Laplace a la ecuación diferencial

L{y"( t )  + ay ' ( t )+ by ( t )} = L{g(f)} => s 2y ( s ) - 5 y ( 0 ) - / ( 0 )  + a 5 y(s )  + b y ( s )  = R(s)

(5 + a).y(0) + y  '(0) R(s)
(s2 + as+ b)y(s) = (s + a) v(0)+ y ’ (0) + R(s) y (s)  = - 2 * 1 ,s  + as+ d s~ +  a s  +  b

(T )  Resolver la ecuación diferencial: y + 4 j  = 9 / ,  y(0) = 0, y ’(0) = 7

Solución

Tomando la Transformada de Laplace a la ecuación diferencial

,  9
Z.{/'+4y} = L{9t}, de donde 5~Z ,{y}-5 .y (0 )-y ’(0) + 4L{y} = —

5

9 7 s 2 + 9  r , , 752 + 9  9 19 1

5 5
(s + 4)L{>’} = —  + 7 = -----—  =5. — -  = — - + — ( - — )

1 S 5" (5 + 4 ) 45“ 4 5 + 4

, 9 19 1 9/ 19
J  = L->{ + ( - _ - ) }  >’ = - + Y s e n  2/

4^ 4 5“ + 4 4 8
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(T )  Resolver la ecuación Diferencial y ' ' -3y '+2y  = 4t + \2e~‘ , y(0) = 6, >’'(()) =  -1

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene. L{y”-3y'+2y}  = L{4t + I2e~ '} 

s 2L { y } - s  y(  0) -  35 L { y } + 3>(0) + 2L{ y}  = 4  + ‘2
S2 5 + 1

(52 -3 5  + 2)¿{>’} -6 5  + l  + 18 = 4  +  - 1 2

5” i’ + 1

(s2 -  35 + 2)L{y} = 65 -1 9  + —  +
4 12 6s4 -1 3 s 3 - 7 s 2 + 4 s + 4

5* s + 1 5 (s + 1)

654 -1 3 5 3 - 7 5 2 +45 + 4 3 2 2 2 3
L{y)  = — r — — -5— :— —— - ~  + — +

52(5 + 1)(52 — 35 + 2) S 52 -S + l 5 — 2 5 — 1

y = ¿ { i  + 4 - + — --------— + _ L } = 3  + 2í + 2e“' - 2 e 2' + 3e'
5 5" 5 + 1 S - 2  5 -1

( 7 )  Resolver la ecuación diferencial y"- 4y '+5 y  = 1 2 5 / ', ^(0) = y (0 )  = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene. L{y' ' -4y'+5y)  = L{\25t~}, de donde

s2L{y)  -  5 j(0 )  -  y  '(0) -  45 L{y)  + 4y(0)  + 5L{y}  = ^
250

35'

j ?50
(s -4 5  + 5)L{ >} = —— , despejando L{y} se tiene

s
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, . 11 4 1 1  1 1 5 -2 4
y(t)  = 250Z, {-------+ ------ T + — ---------(—------------)}
' 1255 255 5 s 125 V  - 4 5  + 5

- t n J l  4t t1 11 lt 2 2( x
= 250(-— H-----+ ----------- -e cosí + -----e sení)

125 25 10 125 125

j ( 0  = 22 + 40í + 25 /2 - l i e 1' cosí + 4<?2' sen í)

©

7Ü
Resolver la ecuación diferencial dada y"+ 9 y  = \St , y(0) = 0 ,  y ( —) = 0

S olu ción

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y"+9y}  = ¿{18?}, de donde se

tiene: 52¿{>’}-5>’{ 0 } -y (0 )  + 9£{>'} = Z,{18í}

s s

, 5 >'l(0) + 18 A B Cs + D
L {y }= , y— = -+—+-T ■■

5  ( 5  + 9) 5  5 “ 5  + 9

52 j ’(0) + 18 _ A B_ Cs + D A(s3 +9s) + B( s2 + 9) + Cs3 + D s2

s2(s2 + 9) 5 52 52 +9 5 2 ( 5 2 + 9 )

52.v'(0) + 18 = (A + C)s3 +( B + D )s2 +9A s  + 9B  comparando coeficientes de s se tiene:

A + C = 0 A = 0

B + D  = y ’( 0) 5  = 2

=>

9A = 0 C = 0

96  = 18 D  = Y \  0 ) - 2

(2)

2 v '( 0 ) - 2  , , .
Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: L{y}  = —-  + —  ---------, tomando la inversa

5 5 +9
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A y \  0 ) - 2  3/r y ' i f i ) ~2
como v(—) = 0 => k  h---------sen—  = 0 =>  ----------------- — jt

2 3 2 3

y( t)  - 2 t + 7r sen 31

( ó )  Resolver la ecuación diferencial dada: y ' ' (í) -  Ay' ( t ) + 3y( t )  = F(t)  , _y(0) = 1 , y'  (0) = 0

Solu ción

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y"  ( t ) ~ 4 y '  (t) + 3j>(í)} = L{F(t)}  ,de 

donde. s 2¿ { v ( í) } -^ (0 ) -_ y ,(0 )-4sL {> '(/)}  + 4j;(0) + 3Z,{_y(/)} = £{F(í)}

( s 2 - 4 s  + 3) L{y(t)} = s - 4  + L{F(t)}  => ¿{.y(í)} = - —4+  ¿ { F (0 } , tomando inversa
s" + 4s + 3

, { J - 4  + ¿{ F (0}  = , s — 4 ----- ,
( J -3 X 5 -1 )  ( s - 3 ) ( s - l )  (s —3 ) ( s - l )

= { - L } - I r 1 { - U + L- ' { f ( í n * r 1{ ‘
2 s - l  2 s -  3 ( s - 3 ) ( s - l )

y(t)  = - j e 3' + F ( t ) * ( ~ - e- )  = | e '  ~ e 31 + 1  j V - e u) F ( t - u ) d u

Resolver la ecuación diferencial dada t x " ( t ) - ( 4 t  + l)x '(0  + 2(2í + l)x(?) = 0 , x(0) = 0

Solu ción

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuación dada 

L{t x " ( t )  -  (41 + 1) x ' ( t ) + 2(2/ + 1) x (/)} = 0

L{x  "(í)} + 4 4 - H x X t ) }  -  L{ x \ t ) }4 ^ -L {x{ t )}  + 2Z{x(/)} = 0 
ds ds ds

— — (s 2L{x  '(í)} -  sx(0) -  x  '(0)) + 4 ^ - ( s  L{x(í )} -  x (0 )) -  sL{x(t)} + x (0 )  
ds ds

- 4 ^ - L { x ( t ) }  + 2L{x(t)} = 0 
as
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-2sL{x(t)} -  s 2 —  L{x(t)} + * (0 )  + 4L{x(t)} + 4s —  /.{*(/)} -  sL{x(t)} 
ds ds

+ a (0 ) -  4 —  L{x(t)} + 2L{x(t)} = 0 
ds

- ( s 2 - 4 s + 4)— L{x(t)} +  (3s -  6 ) L{x(t)\  =  0
ds

(s -  2)2 —  ¿{jc(í)} + 3 ( 5 - 2 ) L{x( t )} = 0 
ds

¿ -L {x ( t)}
ds________h_ £ _

L{x(t)} 5 - 2
n j  fí/s , f 3ífc , ,= 0 , integrando I—-----------ds+  I-------= ln¿J L{x(t)} Js- 2

\n(L{x(t)}) + \ n ( s - 2 ) i = l n k  => ( s - 2 ) 3 Z.{.v(í)} = A: => L{x(t)}= k
( 5 - 2 ) 3

x(t) = k L ]{- — r}  = -— -—  .’. 3 x ( t )  , V  k * 0  , en particular si k = l, se tiene la
k t e2 2t

( s - 2)3 -

t 2
solución x(t)  = — e ' 1

2

( s )  Resolver la ecuación diferencial y " ( t )  + y ( t)  = J qU) . J'(O) = > '(0) = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y"  (t) + y(t)} = L { J 0(t)} ,de donde

52 L{y ( i )} -  s j(0 ) -  y'  (0) + L{y(t)} = L{J0 (?)}

(52 +1) L{ v(/)} = , 1 , despejando L{x(t)}
’ ^ /7 7 T

L{x(t)} = -— r-r , tomando inversa se tiene: y(t)  = I 7 x{—— -—- j } , de acuerdo
(52 + 1) (S2 +\)Á

al ejercicio (20) de la transformada inversa se tiene: ^ (í) = ZT1 {---------- r-r} = U ] (t)
(52 + l / 2

y(t) = tJl (t)
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( 9)  Resolver la ecuación diferencial dada por: y ” {t) + t y \ t ) ~  y ( t)  = 0 , _y(0) = 0 , y'  (0) = 1

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y" (t) + ty'(t) -  y( t )}  = 0 , de donde:

s2L{y{t)} -  jy(0) -  y  '(0) ~ L { y '(/)} -  L{y(t)} = 0 
as

s 2L{y(t)}  -1  -  tfO)} -  L{y(t)} = 0
ds

s 2I{.y(¿)} -1  - L{y(t)}- s ~ L { y ( t ) } - L{y(t)\  = 0 => - s ^ - L { y ( t ) \  + (s2 - 2 )L{y(t)} = 1 
as as

^  ^ 2 _^ j
—  L{y{ t )} - - ---------- - L{ y ( t ) }  = —  , ecuación lineal
ds s s

f s2-2 .  f s2- 2j ,2 ^
- -----ds (• I-----ds 5 _21ns r - +2lns As

\ = p J 5 I Je J * ( - — \ ' ’ " ’H y ( t ) }  = e  J 5 I \ e J 1 ( - y )  + c ] = e 2 |-J<? 2 +c\

2 2 2 
£_ 2 £_ 2 £-

e 2 f  ~ T  . , C 2 f - T  , 1 e 2— [ -  le  2 st/s +  c l = - y - [ e  2 + c ]  =  —  +  c .— r

Por el teorema del valor inicial se tiene:

€
0 = ^(0) = lim_y(Z) = lim .sy(.s) = lim(— + c.——) = 0

/->0 J - » X  s - » o o  s S

luego lim -  + c.— - => c = 0, entonces L{y{t)} = , tomando la inversa se tiene:
S-KC S S S

L{y(t)} = ~ r  de donde y(t)  = ZT1 {— } = t entonces .\ y ( t ) = t  
s~ s
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©  Resolver la ecuación diferencial dada ty"(t)  + ( l - 2 t ) y ' ( t ) - 2 y ( t )  = 0 , y(0)= l, _y'(0) = 2

Solu ción

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuación dada 

L{t y " ( t )  + ( \ - 2 t ) y ' ( t ) - 2 y ( t ) }  = 0 ,  de donde :

~ L { y  "(/)} + L{y  \ t )} + 2 ̂  L{y  ’(0} -  2 L{y(t)}  = 0 
as as

~ ( s 2L{y(t)}  -  s y ( 0 ) - y \ 0 )  + -  y(0)  + 2 ̂ - ( sL{y ( t ) }  -  y(0)) -  2 L{y(t)}  = O
as as

-2sL{y ( t )} - s 2 4 -  L{y\t)}  +1 + sL{y(t)} -1  + 2L{ y ( t )} + 2s ^ -  L{y{t)} -  2L{y{t)} = O
as ds

- ( s 2 - 2 s ) - ^ - L { y ( t ) } - s L { y ( t ) }  =0  
ds

L{y{t)} s¿ - 2 s

■ r ,  M r
= O , integrando, I— ------------ h ds+  I------ = ln k

6 J L { y ( t ) }  J s - 2

k k
ln(Z,{y(/)}) + ln ( s - 2 )  = \nk  => ln (L{y(t)}) = ln (------ ) ,  de donde: ln L{y(t)} = -------,

s - 2  s - 2

aplicando el teorema del valor inicial se tiene:

les 1
1 = j'(0) = lim y(t)  = lim .yy(.s) = lim ------ = k entonces L{y(t)} = ------- , tomando inversa

/->O s—>x s—><x¡ 5 — 2 S — 2

y(t)  = {—-—} = e2' , por lo tanto, la solución es: y ( t )  = e 2' .
s - 2

Para que valores de A y B se tendrá que /•’(O) = 1 , F '(0 )  = 3 siendo H(s)  =
s 2 + A s - B  

s3 - s

S olu ción

Descomponiendo en fracciones H(s) se tiene:
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u¡  4 s + A s - B  M  N  R 
H ( s ) = ---- —---------= ------ 1------7 h------ 7 , de donde:

s s - 1  s +1

M  -  lim
s + As — B —B

— lX í + 1) “ I
= B => M  = B

N  = lim
5 4- As  — B \ + A — B

í ->i s(s + l)
N  =

1 + A - B

R = lim
s + As — B  1 — A — B

■»-+-! s ( s - l )  2(s + l)

i x B 1 + A ~ B \ - A - BLuego H ís )  = — + ------—  H-------------
s 2 ( s - l )  2(í  + 1)

'  '.M ',"  ' *rt ¿ -

^  r- i , f i  1 + ^ 5  1 - A - B ,  „ 1 + A - b  , l - A - B
f ( o = i ‘{ / /(S» = ¿ '{ - +  , ■■--+ , ,  ^ } = B + — r ~ e +— 7— *s 2( s - l )  2( í  + 1) 2 2

„ 1+ A - B  1- A - B  
F (0 ) = I = £  + ---------------------------

, 1+ A - B  , \ —A —B
F '( 0  = ------------* --------------- Ft0) = 3- l t ± ^ - l = ^ = > ^ 3

5  B 4 - 5  , 2 + B
Además I = B + 2 -  — - \ - — = 1 (verdadero), entonces F(t)  = B  + —-— e ------—— e

para A=3 y para cualquier valor de B.

Resolver la ecuación diferencial dada por: y "  (t) + 2y'  ( í)  = f ( t )  , j ( 0 )  = jv' (0) *  0 .

1 si ti < t  < 2 n  

donde: f ( t )  = • 0  si 0 < t  < tt 

0 si t > 2ti
S olu ción

La función F(t) es lo mismo expresarlo así f ( t )  =

0 Si 0 < t  <7t

1 si 7t < t < 2 n

0 si t >  2n
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Ahora la función f(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad.

-res -2 res

f ( t )  = j u ( t -  7Z) -  -  2 x ) , de donde !{ /( / ) }  = ----------------- ,

además L{y " ( t )  + 2y'( t)} = L { f ( t ) }  

s 2L { y ( t ) } - s y ( 0 ) - y ' ( 0 )  + 2 s L { y ( t ) } -2 y (0 )  = L { f ( t ) }

—Jts -2ns -ns -2tts") € — £ C — €
(s +2s)L{y(t)} = ---------------- , de donde L{y(t)} = — ;--------------, tomando la inversa

5 s~ (s + 2)

p~ns — cT^ns
y(t)  = r ' { —  ------------ } = [ ( / -7T) + - 1  ]M(t - n ) -  [(/ -  2n)  + í T ™  ]//(/ -  2a)

S (5 + 2)

y(t )  = [t -  k  - 1 + e Hl~*) ]¿í(f - n ) - \ t - 2 n - \  + <’~<'_2ír) ]//(/ -  2x )

N ota: r ' { - r - í ----- } = t + e~‘ -1
5 (5 + 2 )

d 2y  dy [0  , t <2
~ T  + 4 - f +  4>-(0 =
dt dt [e

j ( 0) = l , / ( 0) = - l
Solu ción

13) Resolver la ecuación diferencial dada por: — ^- + 4 —  + 4y( t)  = < , donde:
’ e~( , t >  2

Encontraremos la solución para t < 2 , £{— — + 4 —  + 4 >>(/)} = 0 , de donde:
d r  dt

s 2L { y ( t ) } -  sy(0) -  y'  (0) + 4 5 ¿ M 0 }  -  4>’(0) + 4 L{y{t)} = 0 

( s2 + 4 5  + 4)Z,{>>(0} = 5 + 3 , despejando L{y(t)}

L{y(t)} = S , ahora tomando la inversa y(t)  = L 1 {—̂ -— 7 } = te 2' + e~2' 
( 5  + 2)- ' (5 + 2)"

Ahora veremos la solución para t > 2
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2 2 
¿{—f  + 4 ^  + 4y(0} = ¿{e"('~2)} => (s + 2)2I{v (/)} -(s  + 3) = - i -  

d r  dt s +1

¿{v(/)} = ———-r + --------------------------------------------- %---------   > tomando la inversa
' (s + 2) (j  + 2) ( i  + l)

v(t) = r l{ ? + 3 ^ + ----------------} =e~2' + te~2' + e 2(e~‘ - e ~ 2' - t e ' 2' )
(s + 2)2 (s + 2)(s + l ) '

Luego la solución de la ecuación diferencial es: 

y(t) =
te 21 + e 21 , para t< 2

[(/ + l)e 2/ +e il 2)- ( í - l ) e  2,< , para t >  2

(T5) Resolver la ecuación diferencial dado por

t x " ( t )  + x ' ( t ) - a~tx(t) = 0 , .r(0) = k , x ’(0) = 0 , a *■ 0

Solu ción

Tomando la Transformada de Laplace

L{tx"( t)  + x ' ( t ) - a 2tx(t)} = 0 = —  L{x"(t)} + L{x \ t ) }  + a 2 4-L{x ( t ) }  = 0
ds ds

- — (s2L{x(t)} -  sx(0) -  x ’(0) + sL{x(t)} -  x(0) + a 2 —  L{x(t)} = 0 
ds ds

- 2 s L { x ( t ) ) - s 2 —  L{x(t )} + jc(0) + sL{x(t)} -  x(0) + a 2 ^ -  L{x(t)} = 0 
ds ds

—(52 - a 2) —  L{x(t)} -  sL{x(t)} = 0 
ds

—  L{x(t)} .
 — ------------ h———-  = 0 , integrando ln(X{x(í)} + —ln (s2 -  a 2) = lnc

L{x(t)} s  —a 2

In \Js2 -  a 2 L{x(t)} = ln c entonces Z.{x(/)} = —¡==
\ s 2 -a2
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Aplicando teorema del valor inicial

. se . . c
lim , . . . .  - = lim x(t)  = ,r(0) = k  => lim ,--------  = k => c = k

•Js2 - a 2 1 - 2a
i

s"

¿{*(0} = - 7 = y  = x(t)  = kL~]{—  1 ■ } x( t)  = k  I 0(a. t)
y j s ~ - a  \ J s ~ - a 2

( í s )  Resolver la ecuación diferencial dada por: y " ( r ) - 4y'( t)  + 3y ( t ) = F(t)  ,y (0 )= l ,y  (0) = 0 .

Solu ción

L { y " ( t ) - 4 y ' ( t )  + 3y(t)} = L{F(t)}

s 2 L{y(t)}  -  sy(0) -  y ' (0) -  4s¿{>-(/)} + 4^(0) + 3L{y(t)}  = L{F{t)}

( s 2 - 4 s  + 3)L{_y(í)} = s - 4 +  Z.{F(í)} de donde:

s~ — 4s + 3 s — 4s + 3

y( t)  = L~]{ / ~ 4 } + r 1 {¿{F (í)}}*r 1 { * }
5“ -4 5  + 3 (5 -3 X 5 -1 )

>(,)=ir ' (  - L l+2 i - '( -L l+f(,).(i ! l - £ : ) = f ' - r I' +F|')’ í (<'3' - e')2 5 - 3  2 5 - 1  2 2 ~ ¿ 1

3e' e3' 1

í '

@  Resolver la ecuación diferencial dada por: y ’ ’ (l) + 4y(t)  = F( t) ;  j (0 )  = 0 , y'  (0) = 1

fl , 0  < t < 1 
F(i)  = I

[0 , í > 1
Solución

A la función F(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad

F ( í ) = l - M '~ l )
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L{y" ( t )  + 4y(t)} = L{F(t)}

,  2 , >, , 1 e l —e +s
(5 + 4)¿{y(;)} = 1 + ----------= --------------

s s s

1 — e s + s | 1 — e ' + s
L{y(t)} =--5--- => y(t) = L {--5---}

s (s ‘ + 4) s(s +4)

4s 4 (s~ + 4) 5 s +4

y(í)  = — —— cos2í + — s e n 2 z -p ( t - l ) *  —sen2/ .. .  (1)
4 4 2 2

sen 2/ 1 í*
/ y ( / - l ) * —- —  = — I sen2(t -  u).p(u -  l)du

1 f  i f* l ,o i i
= — I sen2(t  — u)du = — I sen2z¿fe = —c o s 2 z /  = ------- c o s2 (¿ - l)

2 J  2 4 /  M 4 4

Luego y( t)  = + -^ |e o s 2 ( /- l ) - c o s 2 ¿ | para t>l

Í17) Resolverpara x( t ) ;F( t )  = I (t - u ) p x \ u ) d u ,  0 < p < \
í '

S olución

F(t)  = ( t - u ) ~ p x'(u)du = t~p * x \ t )  , 0 < p < \

Tomando la Transformada de Laplace L {F ( t ) }= L { t  p *x '( t ) } = L{t p }L{x'(t)}  

si L{F(t)} = f ( s ) ,  entonces se tiene:

f ( s )  = L { r p }¿{.v'(/)} = F(1, / -  (sx(s )  - x (0 ) ) f ( s )  + r(1,_;P)- *(0) = f(1
s s s
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i * ( ° ) _  f ( s ) | *(°) 
s r ( \ - p )  s s pr ( \ - p )  S

*( í ) = "rTT— T £_1 + x <0) = * 1-1 * r > + *(0)r(i-p) sp r(i—/?) sp

----- í— - F ( t ) * - ^ —  +  x(  0 )  = Sen^  F ( t ) * t p~x +  x (0 )r(i-/>) ' r(/7) w k w w

X (f ) =  Sen /7-?~ /T ( ,)  * t P ~ X +  *(())

J \ x \ ñ  + y \ t )  + 3x(t) = \5e~' .
Resolver sistema de ecuaciones diterenciales •! con las

[ y  "(0 -  '(0  + 3y(f) = 15 sen 21
condiciones x(0) = 35 , x '(0 ) = -4 8  , j (0 )  =  27 , y '(0)  = -55

S olución

Tomando la Transformada de Laplace a cada ecuación

L{x"(t) + y  \ t )  + 3x(í)} = ¿{15e~'}
L{ y  "(í) -  4 x \ t )  + 3y(t)} = ¿{15 sen 21}

fs 2L{x(t)} -  sx(0) -  x '(0) + sL{y(t)} -  y(0) + 3¿{x(í)} = 15L{e~' } 

l s 2I{y(/)} -  sy(0) -  y  '(0) -  4sL{x{t)} + 4x(0) + 3L{y(t)}  = 15L{sen 21}

{s + 3 )L{x(t)} + sL{y(t)} = 35í -  21 + —
s +  ̂ ; Aplicando la regla de CRAMER

-4  sL{x(t)} + {s2 + 3)£{y(í)} = 27s - 1 9s +
s + 4
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L{y(0} =

35s -2 1  +

2 7 5 -1 9 s  +

15 
5 + 1 

30
5 2 + 4

5 + 3

5 "  +3 5

- 4 5  5 2 + 3

305 45 3 25
- + -

+  1 5 2 + 9  5 + 1 s 2 + 4

, . f 305 45 3
x(t) = L *{—------- -T— +

25

s 2 + l 52 + 9  5 + 1 s2 + 4

x ( t ) = 3 c o s í-1 5 s e n 3 í + 3e~í + 2 co s2 í

15

L{y(t)} =

5 + 3  3 5 5 -2 1  +

— 45 275 — 195 +

5 + 1

30

s 2 + 4

5  +3 5

- 4 5  5 2 +3

305 60 3 2
- + ------+ -

5 2 + l  5 2 + l  5 + 1 52 + 4

, x ( 305 60 3 2 .
y( t)  = L  -----------—  + — T + ~? 7}

5 +1 5 + 1  5 + 1 s 2 + 4

y(t)  = 3 0 c o s i-6 0 s e n /  + 3e>- ' + sen2í
nói'jfinoü fibf.-j e aoetqfiJ ab sijeimoiznsiT el olwiemoT 

. . . Í 2 x ' ( í )  + 2 x ( t ) + y \ t ) - y ( t )  =  3 t
Resolver el sistema de ecuación diferenciales < ..................... , con las

|  x \ t ) +  x ( t )  + y \ t )  + y ( t )  = l

condiciones x(0)=l , y(0)=3
Solu ción

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación

í L{ 2x XO + 2 x(t) + y  \ t )  -  y ( t )} = L{it}

{¿{x \ t )  + x(t)  + y  \ t )  + .y(í)} = L{ 1}

2sL{x{t)} -  2jc(0) + 2 L{x(t)} + sL{y(t)} -  j>(0) -  L{y(t)} = —

5 ¿ { x ( í ) }  -  *(0) + L{x(t)} -  y(0) + L{ y(t)} = -
5
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(s + l)¿{ar(í)} + (5 + l ) IW í)}  = -  + 4
5

L{x(t)} =

—T- +  5 5 - 1
5

1 >. 1-  +  4 5 + 1
53 + 8 5 2 + 4 5 + 3  1

2(5 +  1) 5 - 1  

5 + 1  5 + 1

2 3
- + ------

5 (5 + 4 5  +  3) 5 5  +  3 5  + 1

/ \ 7-1 í 1 L J
x ( t ) - L  { — --------------- -  + -----------

s 5 + 3  5 + 1
} = í -  2e + 3e x ( t ) = t — 2e ' + 3e '

L{x(t)} =

2(5 +  1) —  + 5
5

5 + 1  —+ 4
5

2(5 +  1) 5 - 1

5 + 1  5 + 1

3s í +5s 2 - s - 3  3s 2 + 2 5 -3

2 5 2 ( 5 2 + 4 5  + 3) 5 2 ( 5  + 3)

> + J L i = 1_ , +2>
5  ( 5  + 3) 5  5 5  + 3

y( t )  = \ - t + 2 e ~ i‘

. . . í x "(í) -  x(/) + 5 y  \ t )  =  t
20) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, i ' , con las

\ y " ( t ) - 4 y ( t ) - 2 x ' ( t )  = - 2

condiciones iniciales siguientes. x(0) = 0, x' (0) = 0 , y(0) = 0, y'  (0) = 0

Solución

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación

ÍL { .y " (/)-* (')  +  5 v '(0 }  =  ¿ W  

\ L { y \ t ) - 4 y ( t ) - 2 x \ t ) }  = L{-2}
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s L{x(t)} -  s x(0) -  x ’(0) -  L{x(t)} + 5sL{y(t)} -  5^(0) = —
s

s 2L{y(t  )} -  s x(0) -  x '(0) -  4L{y(t)}  -  2sL{x(t)} + 2x(0) = -  -

(s2 +l)L{x(í)}-5sZ{;;(í)} = -

-2sL{x(t)} + (s2 -4)L{y ( t ) }  = ~ -
, aplicando el teorema de CRAMER

L{x(t)} =

5 s

2 s 2 -  4
1 ls z - 4

s 2 +1 5 s

-2s 5 - 4

s 2(s2 + l ) ( í2 + 4) S2 52 + l 52 + 4

x(/) =  z r ‘ { - 4 - +  5

s 2 s2 + l  s 2 + 4
} = {/ + 5 sen t — 2 sen 21}

x(í) = - í  + 5 sen t -  2 sen 21

L{y(t)}  =

s!+1 7

-2 s
- 2 s ¿ +4

5 + 1  55

-25  52 - 4

1 25 5
- + -

5(5 + l)(s + 4) s s + 1 5 + 4

1 2 5  5
y(t)  =L~l {-------------+ —------} = t -  2 eos t + eos 21

s 52 + l 5 + 4

( 2 1)  Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y(t)  = í - 2 cosí + cos2í

x "(0 + 2x(í)- y \ t )  = 2t + 5 

x \ t ) -  x{t) + y  ’(t) + y(t) = - 2 l - \
, con las condiciones iniciales x(0)=3, x '(0 ) = 0 , y(0)—3

Solución
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Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación.

[L{x\ t )  + 2 x ( t ) - y \ t ) }  = L{2t + 5}
{ L { x \ í ) - x ( t ) + y \ t )  + y(t)} = L { -2 t - \ }

í s 2L{x(t )} -  s x(0) -  X '(0) + 2L{x(t)} -  sL{y(t)}  + j ( 0 )  = L{2t + 5} 

\ sL{x(t)}  -  x(0) -  L{x(t)} + sL{y(t)} -  y{0) + L{y{t)} = L{-2t  -1}

(s2 + 2 )L{x(t)} -  sL{y(t)}  = 4  + -  + 3s + 3
s~ s

(s +1 )L{x(t)} + (s + l)L{y(í)} = - 4  -  -
s s

; Aplicando la regla de CRAMER

L{x(t)} =

2 5 , ,
—r- H------------ h 3s + 3 —5
5 5

2l _ \
’ 2 

5 ’  S
s + 1

s ¿ +2 - s  

5 —1 5 + 1

354 + 6 5 3 + 7 5 2 + 5 5  +  2 

s 2(53 + 2 5 2 + s  +  2)

¿{a(/)} = — + 4  h— 4  + “4 —  ’ tomando inversa x(í) = L 1 {— + 4  + —4  + 4 ~ 7?
5  5  s + 2  5 + 1 5  5 "  s + 2 5 +1

x{ t ) = 2 + t + e 21 + sen t

igual modo se obtiene y(t) es decir. .’. y( t )  = l - í - 3 e  2' + co s í

Se conectan en serie una resistencia de R ohmios y un condensador de C faradios con un 

generador de E voltios (ver figura) en t = 0 la carga del condensador es cero. Hallar la 

carga y la corriente en cualquier tiempo t > 0, si.

a) E  = E  o constante

o
E
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S olu ción

Dado del problema

circuito R - C Capacidad = C faradios

Resistencia = R ohmios Generador = E voltios

en t = 0, Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda ley de KIRCHOFF y condición del

problema se tiene: RI  + — = E0 => + ̂ =— = — , ecuación lineal aplicando
C dt R.̂ ^

transformada de Laplace se tiene: L { ^ -  + -^— Q} = L{— } , de donde
dt RC R

sL {Q ( t ) } - Q (0 )  + - ^ -L { Q ( t ) }  = ^
K C /yo

(S + -^—)L{Q{t)} = , despejando L{Q(t)}
R C Ro

E
L{Q(t)} = ----------—-— , tomando transformada inversa.

/?£(£ + — )
RC

Q{t) = I “ ' {-------^  L~l {-----------------------l— ~ }
R S (S  + -±~)  K S{ S  + -----)

RC RC

S (/)  = £ o C ( l - e- " * c ) como /  =
dt R K

b) Datos del problema.
Circuito R - C , Resistencia = R ohmios

Capacidad = C faradios , Generador = E voltios

para t = 0 => Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda Ley de Kirchoff y condiciones del 

problema se tiene.

RI + = E0e~a l , donde /  =
C  0 dt



Aplicación de la Transformada 685

Luego R = E0e a t , de donde
dt C 0

+ —L. Q(t') — !h)JL— _ ecuación lineal aplicando transformada de Laplace se

tiene: L { + —  0 (0 }  = L {— — }
dt RC R

RC R(s + a )

(s + ¿{0 (0}  = E° , despejando L{Q(t)}
RC R(s + a )

En
£{0(0} = -----------p -----------, tomando inversa

R(S + — )(s + a )
/\C

Q(t) = L -'{---------- ^ =  -------- - i ----- — }
R(S  + —  )(* + « )  K (S + -—  )(s + a)

K C /\C

e (o = ----------- l~ r ] = r ^ c (e' a' ~ e~ "RC)1 - R C  s + a  £  1 1- R C
RC

dt \ — RC RC

23) Desarrollar el problema 22) para el caso en que E  = E 0 sen cot y la carga del 

condensador se a 0 O.

S olución

Datos del problema: 0 ( 0) = Q0, E  = E 0 sen a t , Resistencia = R ohmios

fü-toubní .
Capacidad = C faradios, de la condición del problema se tiene.

+ _ L  Q(t) -  sen 0Jt aplicando transformada de Laplace se tiene.
dt RC R
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dt RC  R

sL{Q(t)} -  0 (0 )  + - i -  L{Q(t)} = E° -
RC R s 2 +co2

(S + ~ ) L { Q ( t ) }  = Q0 + £()á> , despejando L{Q(t)} 
/(C + ío

L{Q(t) } =— W--------- , tomando inversa
■S + —  (S + —  )(s2 +co2)

RC RC

r-l, Q o  , E qG>Q(t) = L {----- -̂--------------------------------}, de donde
5  + —  (S + ——)(s2 +co2)

RC RC

_l/RC E0 . R 2C 2 , sen cot a)R2C 2e~"RC,
0 ( 0  = 00* + - £ l -------7 7 ^ ( - l ^ - - (ÜC0Síyí) +

/? 1 + íu2/?2C 2 l + <»2tf2C 2

coEnRC  . ./» r En mR2C 2 eos cot -  RC sen cot.

e ( ,)= (a + I 7 Í W ,e -------->

24) Un inductor de L henrys y un condensador de C faradios están conectados en serie con un 
condensador de E voltios. En t = 0, la carga del condensador y la corriente del circuito son 

nulos. Hallar la carga del condensador en cualquier tiempo t > 0.

a) Si E  = E 0 constante b) E  = E 0e at a > 0

Solu ción

a) Datos por el problema 

Inductancia: L Henrys 

Capacidad : C faradios

Resistencia : R = 0 , E  = E 0 de la segunda ley de K irchoff se tiene:
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¿ d¿(t) + _L i* 1{r)dr =  V\( )   ̂ de donde + —  Í  /(r)rfr  = ^  
dt c X  dt LC  Jb L

aplicando transformada de Laplace se tiene

dt LC Jo L L C  s Ls

(S  + - 2 —)¿{/(/)} = ^ 2 . ,  despejando L{I(t)}

Efí
L{Q{t)} = ---------------- -—  , tomando la inversa

L ( S 2 + ---- )
LC

_1 Er, Er,yJCL t
m  = L {-----------------------------Q—¡—  } = - ^ 7 ----------sen(-r= = )

¿ ( 5 2 + _ L )  L y/RL
LC

e iM l íiohnul 6: ¿a ftfóabnob 0 ) ’6 ,,a  £3 (j;-i í . 
dQ(t) _  r, E0^ L  t _  E0y¡CL

5)0

. / ( O - ^ s e n í - ^ )  g ,  C W - ^

Q(t) = - E 0C.cos(—J = )  + k  para Q(0) = O entonces O = - £ 0C+A: => k = E 0C 
\  RC

£(/) = £0C(l + c o s ( ^ = ) )

b) Datos del problema

Resistencia: R = 0 ; Inductancia : L Henrys

Capacidad : C faradios , £  = £ ,0e ““r , a  > 0, para t =  0, Q(0) = 0, 1(0) = 0, por la

t

segunda ley de Kirchoff se tiene: L ^ - ^ -  + — f  I( r)dr  = E0é at
dt c Jb

Q ' V ) + - ^ Q ( ‘) = Y e~a'
"

1 E
aplicando transformada de Laplace L{Q"(t) + -----Q(t)i =  L { ~ e  ~a l },  de donde

LC L
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(s2 + ^ —)L{Q{t)} = E° , despejando L{Q(t)} 
LC L(s + a )

t-‘dL{Q(t)} = ------------- -------- — , tomando inversa
¿ (S  + a ) (S 2 + — )

» ) 4 r ' | ------------ 1 — _ |
1 (S + « ) (5 2 + — ) L s + a  s 2 + -----

LC LC

de donde efectuando operaciones se tiene

2 ( , ) - ____ & -------<<f« -e o s ,  '  +
U « ! -  ' I a 2 + —

V Z,C LC

Desarrollar el problema 24) si E(t) es E Qó( t ) donde 5(t) es la función Delta De Diroc.

Solu ción

De las condiciones del problema se tiene.

r dl{t)  1 „  , dl{t) , 1 f  r/ w  £ o ¿ (0
Z,— + -  I I ( r)dr  = E  , luego —7 — + —  I I ( r ) d r = — -—  

dt c Jb dt LL Jo L

aplicando transformada de Laplace se tiene:

d l ( 0  . 1 ^  =
s LL{^ d T + I c  í I{r)dr]  = L{^ ? 1 }  ^  5¿W í) } - / ( 0 ) + - ¿

(5 + —— )L{I(t)} = — , despejando L{I(t)}
Z,Cs Z,

¿ U (0 }  = ----- 5—i—  > tomando inversa I(t) = ~ - L ^ {  S } = —2-cos(

como = Z(í) = —  cos(—¡ = = ) , integrando
¿ / í L  y j  L C
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Q(t) = —  VZ c  sen( 1 — ) + k , para Q(0) = 0 => k = 0 
L J L C

Q{t)

26) Un inductor de 3 Henrys esta en serie con una resistencia de 3 ohmios y una f.e.m. de 150 

voltios, suponiendo que es t=0, la corriente es cero, halle la corriente en cualquier tiempo 

t> 0 .
Solu ción

Datos del problema. Inductancia : 3 henrys, Resistencia : 30 ohmios.

t = 0 ,1 (0 )  =  0, f.e.m. : 150 voltios

¿  Í ^ í í l  +RIU)  = E  , de donde - + — /( / )  = — , aplicando transformada 
dt dt L L

L { ^ 1  + - / ( / ) }  = L{t ) > de donde 4 L V W  -  7<°)+ T  = T Zdt L L L LS
orjccr" Li- ifí'jjir b  t’fjp jponijr j/. » hiuJÍf» ob oi-JÍov noy Güiüf

(s + j ) L { I ( t ) }  = , despejando L{I(t)}
L Lij

£ { /(í)} = --------------- = — (— + ----- - ) ,  tomando inversa
L S (s + * )  1  s s + K

L l
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27) Resolver el problema 26) si la f.e.m. es 150 sen 20t

Solu ción

Datos del problema: f.e.m. = 150 sen 20t 

Inductancia = 3 Henrys ; Resistencia = 30 ohmios

su ecuación correspondiente es: L + Rf(t)  = E  , de donde
dt

,i¡b<

dl(t)  R ,dl ( t )  R
- + — I(t)  =  — , aplicando transformada L{-------- !- — /(/)}  = L {—}, entonces

dt L L dt L L

í £,{/(/)}-  /(O )+ 4 £ { /( ') }  = ¿ j 15Qsen20/} , despejando L{I(t)}

m t ) }  =

L

1000

Os +  ^ X - r + 4 0 0 )

/( í)  = 10001
1

, tomando la inversa

} = 2e~Wl + 2 sen 20/ -  2 eos 20/
( s  +  ^ ) ( s 2 + 4 0 0 )

/ ( / )  = 2e~10t + 2  sen 2 0 / - 2  eos 20/

28) Hallar la corriente I(t) que fluye en el circuito de la figura mostrada, si se aplica una onda 

cuadrada con voltaje de altura V0 . Se supone que el circuito no esta perturbado antes de 

aplicar la onda cuadrada.

V(t) — 1 1-------------

1 1 V t)
1 1 t1 I i-

— v w ----------

Solu ción

La ecuación del circuito es: L.I '(/) + RI(t) h—  I(r)dr  = V(t)
U ‘
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del circuito L = 0 y aplicamos la transformada

c i '
L{RI(t) + -  \ I ( r ) d r }  = L{V(t)} => /{£{/(*)}+ —  L{I(t)} = L{V0(Ua( t ) - U b(t)}

1 e~as - e ~ bs Vn(e~as - e ~ bsì
(5 + -----)L{I(t)} = V0(---------------) => 7{7(/)} = —------------------ , tornando la inversa

RC s *(* + — )
RC

K

~bs y  t - g  t - b

] — y =-jL\e c«Ua(t)-e~ * c Ub(t)\
s + ----- s + -

RC RC

/ ( / )  =

0 , 0 <t  < a
V I-a
— e RC , a <t  <b  
R

V -Lze. <-b10 [e *C _ e « r ]? t > b
R

13.8. EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS,

Q  Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) ^  + 4 — + 4.v = 4e~2',x ( 0 )  = - l ,  x '(0 ) = 4 R pta. x( t)  = e~2‘ (2 t2 +2t  - 1 )  
dt2 dt

b) ^ - ^  + x =  6cos2 1 , x(0) = 3 , x '(0 ) = l R p ta . x(t) =  5cost - sen t - 2 eos 2t
dt1

c) y ’( 0 - j ( 0  = 5 sen2 í , y(0) = 0 ,  y ( 0 )  = l R p ta . y(t) = 3 senh x - sen 2t

d) y " ( t ) - 2 y ' ( t )  + 2y( t)  =  2 cos2í -  4 sen2í , y(0) = 0 , y ( 0 )  =  l

R pta . y(t) = - eos 2t + eos t - sen t

e) y " ( t ) - t y ' ( t ) + y ( t ) = \ ,  y(0) = 1, y ( 0 )  = 2 R pta. y(t) = 1 + 2t
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O t y " ( t )  + ( - l - t ) y ' ( t )  + 2y(t )  = t - l ,  y(O) = O, y(0)  = l R pta. y(t) = t

g) - ~ - - 2 y ^ l  8éT' sen 3í , y(0) = 0 , y ( 0 )  = 3 
dt2 dt

R pta. y  =  l e 1' - 3 e ~ ‘ - e ~ ‘ sen 2 / +e~'  eos 3/

h) —r - - T -  + 4 ^ - = —le'  + 4 e 2í , y(O) = 0 , y ' (0) = 5 , / ’(0) =  3
dP d t2 dt

„  27  i  57 3 íe ' <?' e 2'
Rpta. v = -------eos 2/ + —  sen 2/ + --------fe—  + —

50 25 2 25 2

©  Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) ^  + 2 ^ - 1 1 ^ - 123; = 4 , y(0) = y' (0)  = y " ( 0 ) = 0
dt3 dt2 dt

3r ~4r -i 1_ e e e 1
R pta. V = ------------- H-----------

21 21 3 3

b) t 2y " ( t ) - 2 y ( t )  = 2 Rpta. y  = - l - c t 2

c) y " ( t )  + 2 t y ’( t ) - 4 y ( t )  = 6 ,  y(0) = y'(0) = 0 Rpta. >> =  3 í2

d) y ( 0 - 8 f / ( 0  + 1 6 y 0  = 3 , y 0 )  = y ( 0 )  = 0 R pta . y  = h 2

e) y ' \ t ) - 4 t  y' (t)  + 4y(t) = 0 , y(0) = 0, y'  (0) = 10 R p ta . y = 1 0 t

f) ¿ ! z  +  4 ^  + 5 ^  +  2;y =  10cosí , y(0) =  0 , y ( 0 )  = 0 ,  y " ( 0) = 3 
dtz dt2 dt •

R p ta . y  = -e~2t + 2e~‘ —2te~‘ -  c o s í +  2 se n i

g) + y  = e~2r sen t , y 0 )  = y (0 )  = 0 
d r

1 , , e~2‘Rpta. y  = - ( s e n / - c o s í )  + -------(sen í + c o s í)
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h) ^-— - 2  —  - S y  = 0 , y(0) = 3, y ( 0 )  = 6 R pta. y  = 2e4' +e~2'
dt2 dx

( 3)  Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

k t 2e~2'
a) / * " ( / ) - ( 4 /  - l ) * '  ( 0  + 2(2/ + l).v(í) = 0 si x(0) = 0 R pta. *(/) = — - —

b) x É JL  + ±  + xy  = 0 , y ( 0 ) = l ,  y (0 )  = l Rpta. y(0) = k J 0(x)
dt dx

c) / x " ( t )  + x ' ( t ) - a 2t x(t)  = 0 , x(0) = k, jt’(O) = 0 , a ^ O  R pta. x  (t) = c l 0(at)

d) Resolver para V(t), si ^ V \ t ) V ( t - u ) d u  = 24/4 , V(0) = 0 R pta. F (/)  = ± 12 /2

•* si , < 0 ) - I  R p,a.

| s  (OYSr 0  S = i L  + (*1
f) / 2/ ' ( / )  + ( 2 r  + / ) y ( / )  + (2 /2 + / - l M / )  = 0 , siy(0) = O , y \ 0) = I

R pta. y( t )  = e~’J ](/)

g) y " ( / ) - 6 y ' ( / ) + i 2 y ( / ) - 8 j ( / )  = / V '+ i , y ( 0 ) = i ,  y ( 0 )  = - i , y ’(0) = 2

R pta. y ( t ) = e ■■ ■■ + g2' ( —  ----- f -—  — + —) + e2‘ - 3 t e ~ 2' + 5 t2e~2'
5! 8 8 9 8

h) t 2V " ( t )  + t V ' ( t )  + ( t 2 - \ ) V ( t )  = 0 , V (l)  = 2 R pta. F (/) = ^ ^
•m  ( V )

(T )  Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

a) y ( / )  + 4 /(/) = 9/ , y(0) = O , y ' ( 0) = 7 R pta. y(t)  = ^ -  + ̂ s e n 2 /
4 o

b) y * ( 0 - 3 y ( / )  + 2 K 0  = 4/ + 12«-' , y(0) = 6 , y ( 0 )  = - l

R pta. y(t)  = 3 + 2/ + 2e_/ — 2 e2' +3er
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c) y ’( O - 4 / ( 0 + 5 * 0  = 1 2 » 2 , ^ ( 0 ) = y ( 0 )  = 0

R pta . y  = 22 +  40í + 25 /2 + 2 e2' ( 2 sen í - 1  Ico s/)

d) y " ( 0 + ^ ( 0  = 8 c o s í , y(0) = 1, _y’(0) = - 1  R pta . y(t) = eos t -  sen / + 4/ sen /

e) y " ( t ) -3 y '( t )  + 2y(t) = 4e2‘

Rpta. y(t) = cle2' + 4te2' +c2e' donde c¡ = y ' ( 0 ) - y ( 0 ) - 4 , c2 = 2j>(0)- y ' (0) + 4

f) y "  ( 0  +  9 * 0  = 18 / , y(0) = 0 , > '(y ) = 0 R p ta . y(t) =  2t +  ti sen 3t

g) y " ( t )  + 4y = F(t)  , y (0) =  0 , / ( 0) = 1 donde F ( í)  = 

sen 2t 1
R p ta . y(t)  = ----------+  —[co s(2 í -  2) -  eos 2í ] , para t >  1

2 4

1 , 0 < / < 1 

0 , í > l

h) y" ( t )  + 4y(l)  = F(t)  , y (0 ) =  0 ,  / ( 0 )  =  1 si F(t) =  U (t - 2 )

sen 2/ 1
R p ta . * 0  =  — ~—  +  —( e o s ( í - 2 ) - l )  si t >  2

i) x' ( 0  +  3 x ( 0  = e~2‘ , x (0 ) =  0  R pta . x(t) = e~2‘ - e -3'

j )  x \ t ) - x ( t )  = c o s í  - s e n í  , x (0 ) =  0 R pta. x(t) = s e n t

k) x ' ( 0  +  4 0  =  2 s e n í  , x ( 0 )  =  0 R pta . x ( í )  = e~‘ - c o s í  +  s e n í

1 P“ — 2
I) 2 jc'(í) +  6 x ( í)  =  te~i! , x(0) = - ~  R pta . x ( í)  =  — e"3'

©  R esolver las sigu ientes E cuaciones D iferenciales.

a) x " ( t )  + x ( t)  = 2e‘ , x ( 0 ) = l  , jc’(0) =  2 R p ta . x( í)  = e‘ + s e n í

b) jc'(í) — 3jc(í) =  3/3 +  3í2 +  2 í + 1 , x (0 ) =  - l  R pta.
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c) *"(/) + 2*’(0 = i , x(0) = 2 , * ’(0) = - ¿
7 4 56

R pta . x(t) = 2 - t<<2t + X)e~2'
56

—  - . . x. !• ; i)'A
d) y " ( t ) - 3 y ’(t) + 2y( t )  = f ( t )  , y ( 0) = y (0)  = 0 , f ( t )  = U ( t - l )

e2(‘-D , i
R p ta . y(t) = (— 2------ e ' - ' + - ) U ( t - 1)

e) / / , (/) + ( l - 2 O / ( O - 2 > '( O  = 0 ,  y (0 )=  1 , / ( 0 )  = 2 R p ta . y ( t )  = e 2'

f) t y " ( t )  + { t - \ ) y ' ( t ) - y ( t )  = 0 , y ( 0 ) = 5  , y ( 0 )  =  0 R pta . y( t)  = 5e~‘

( ó )  R esolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
0 (0 )x , í — (('./>- + 1 * / X j 'i —= Vl\;' l)x( VI — v)£ % i  1

a) y"" ( í )  +  6v” (0  +  12y (0  + 8>'(/) =

00

=  4 , y ( 0 )  =  - 1 2  , y" (0 ) =  34

b) y" ,( / )  +  2 y ( f )  +  5>’( / )  =  e~' se n / ,

0II0

, y ( o )  =  i

c) y" - 3 y + 2 y = 4 / + e 3' , y (0 ) = 1 , y ( o > = -1
t£ )~  — + — =■(!)<. .« íq íl

d ) y" " ( / ) - 3 y ’( / )  +  3 y ( / ) - j ( / )  =  o II0

1 , y (0) = -1 , y - ( 0) =  - i

e) y" l( / )  +  2 y ( / )  +  5>'(/) =  e~‘ se n / , y (0) =  0

T
110

f) y"" ( 0 - 3 y ( / ) - 4 y ( / ) + i 2 j ( / )  = \2e~‘ , :y(0) =  4 , y ( 0) =  2 , y " (0) = 1 8

(2)  R esolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a> P Í  x( t -u)x(u)du  =  2x( t9 - sen p t  , p * 0  R pta. x(t) = J¡(pt)

i . . .
b) Si L{F(t)} = H (s), resolver para x(t) la  ecuación  diferencial

x"  ( / )  +  6x' ( / )  +  7 x ( /)  =  F(t)  sujeto a x (0 )  =  x' (0 ) =  0

R pta. x(/) = F ( r )* —7=^senh(V2/) 
v2
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c) y " ( 0  + y( t)  = F(t)  , donde y(0) = 0 , y(0)  = 0

F(t)  =

0 , t <

3 K 5 K
eos t , —  < t < ----

2 2
.  5/r
0 , t >  —

2

R p ta . y(t)  = — (eos t. sen 21 -  sen t -  eos 21 + sen t - 2 t  eos t)
4

d) J * "(« )* '(/- u ) d u ^ x ' ( t ) - x ( t )  si x '(0 ) = *’(0) = 0 R p ta . x(t)  = t - ~

; í ‘
.ü .'1131 y  e'jfinraf ij'js <y, r¡3 Zfi!

e) 5 I e" c os2 ( t -u )x (u )d u  = ef (x '(0  + * (0 ) ~  1 > x(0) = 0

R p ta . x(t) =  ^ - 4 / e '  --^ -e-2'

0  / ' ( / )  +  2 / ( 0  +  2 .y( 0  = e '  , y(0) =  0 , y(0) = l
i -  = (OVV . f= ÍÜ iv

e' e~‘
R pta . y(t)  = — h—— (3 sen t — eos /)

g) y ' " ( t ) - 3 y " ( t )  + 3 y ' ( t ) - y ( t )  = t 2e'  , y(0) = 1 , y(0)  = 0 ,  y ( 0 )  = -2
(O) '7 , ¡) ' (Oj/ , > 088 1 , +¡\)'v .£  K ') "  v (»

í2
R pta. y  = e‘ - t e ‘ ----- e' + ------

v 2 60

h >  y - ' ( / ) + y ,( 0 + 4 y ( 0 + 4 > '( / )  =  -2  , y(0) =  o  , y ( 0 )  =  i ,  y ( 0 )  =  - i

„  1 e~' 3 3R pta. v = —  + —  + —  cos2í + - s e n 2 í
v  * 2 5 10 5

Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace.

y ' (t) + a  y ' ( t )  + ( iy{t )  = 0 donde a  = 6, P = 9, y(0) = 0, y ( 0 )  = 0

Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace. 

y " ( t )  + a y ' ( t )  + /3y(t )  = Q(t) donde a = - l ,  P=-2, y(0) = 0, y(0)  = 0 , Q{t) = e l +e~2‘
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©  Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace.

F U ) y " V ) +  R( t)y '( t )  + S( t)y ( t )  = Q ( t ) , donde y(0) = 0, / ( O ) ,  F(t )  = 4 t 2 ,

S(t)  = ( t 2 + 1)2 , Q(t) = 0.

y " ( t ) - 3 y ' ( t )  + 2y(t )  = f ( t )  donde / ( í )  = -j|) ’ 0 < í < 1  , ^(Q) = / ( O )  = 0

©  Resolver la siguiente ecuación diferencial mediante Transformada de Laplace.

[ 0 , 0 < /

[l , t>

R pta . + I x / ( , _ l )

12} Resolver la ecuación diferencial dado por: t y ” ( / )  +  2y ’( / )  +  /  y(t)  =  0 ,  * 0 + ) =  1, y(Ji)=0
— r  ( \ r i % £  t  \ £ í i s :í - ) — =  ( y t o  . f c t q jH  
d

„  .  . ,  sen/
R p ta . y(t) = -------

13} Resolver la ecuación diferencial y " ( t )  - 4y ' ( t )  + 5y(t) = V ( t ) , y(0) = 1 , / ( 0 )  = 1 

donde V(t) = - e2'e o s t  , Q < t < 2 n

0 , t > 2n

„  . . x i, 21 te~' senI e~‘ „ TTI
R pta . y(t) = e e o s t - e  s e n / + ------------------— (t-2x )sent .U(t -2nr)

14) Utilizando Transformada de Laplace resolver la ecuación diferencial

t , t<  1

y  ~ r .......................................... 1>W2 y +  f  * 0 - / ( 0 .  donde / ( 0  = 
Jb

inicial y(0) = 1.

i u

(1)*.}J  sbnob " « ( O ' t  , í

( 2 - t )  , 1 < t < 2 sujeto a la condición

@  Resolver la ecuación y(t )  = 4 s e n / - 2 jT>>(m)sen(t-u)du  Rpta. * / )  =  -y=- s e n 1
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©

Resolver el problema siguiente de 

valor inicial

y \ t )  + 2y(t)  + J  y(u)du  = f ( t ) ,

y(0) = 1 donde f  es dado por el 

gráfico.

Rpta. y( t )  = -2 te ~ ‘ + l  + 2[fe~(,-1)l- il j t / ( / - l )  + [ ( l - f ) ~ <í~1) l|C7(í — 2)

Resolver el siguiente problema de valor inicial, 

y ' (í) + 4y(í) = sen í -  U(t  -  2/r).sen(/ -  2x )  , _y(0) = y ( 0 )  = 0

1 1
R pta. y(t )  = — ( -  sen 2t + 2 sen /) + — (sen 2t -  2 sen t)U ( t - 2 x )

6 6

Resolver la ecuación diferencial x " ( t ) - 2 x ' ( t )  + 5x(t) = e~2' (4cos3 / + 1 8 sen 3 í) , 

x(0) = 2, * '(0 ) = -1

Resolver la ecuación diferencial x " ( t )  + n 2x(t)  = a sen p t , x(0) = l,jr '(0 )  = 3 n,p

constantes positivos, n ^ p

Resolver la ecuación diferencial t y " ( t )  + y ’(t) + 1 y ( t)  = 0 sujeto a las condiciones 

iniciales y(0) = 1, y'  (0) = 0

Resolver la ecuación diferencial t x ' ' (t) + x ’ ( t ) + 4 1 x(t)  = 0 , con las condiciones iniciales 

x(0) = 3, x '(0 ) = 0

Calcular L { J x(t)} y usando el resultado obtenido, resolver la ecuación diferencial 

x " ( t )  + x(t)  = J x(t) si x(0) = 1 , jc'(0) = 4 donde L{x(t)} = x(s)

Resolver la ecuación diferencial
©

t 2y" ( t )  + t y ' ( f )  + ( t2 - l ) y ( í )  =  0 ,  si y(0) = 0 , y ( 0 ) = -
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@

B

29)

©

©

3

36)

24) Resolver ^ x m( u ) x \ t - u ) d u  = 24t> si x(0) = x '(0 ) = jr"(0) = 0

25) Resolver la ecuación diferencial t V " ( t )  + ( t - l ) V ' ( t ) - V ( t )  = 0 si V(0) = 5 yV(oc) = 0

Resolver la ecuación : 

x " ( t )  + 2x'( t)  + x( t)  = F ( t ) ,  

x(0) = x(0) = 0 si F(t) esta dado 

por el gráfico adjunto.

t 2x " ( t )  + t (2t+ \ )x' ( t )  + ( 2 t2 + 1 - \ ) x ( t )  = 0 , x(0) = 0 ,  x '(0 )= -^  

x "  (í) + 3x'(t) + 2x( t)  = 3 /2 + e 2t sen 3/ , x(0) =? x '(0 ) = 0

x " ( t )  + 3x'(t)  = \ - 2 U ( t - 2 x )  , x(n) = 0 ,  x '(/r) = - l

x " ( t ) - x ' ( t )  = H( t )  , x(0) = 1 ,
7 > 0  ü

x' (0) = 0 si H(t) esta dado por el 

siguiente gráfico.

t x " ( t )  + (2t + 3 )x '(/) + (/ + 3)x(/) = e 1 si x (0 )= l  

/ y ' ( 0 + y ( 0 + í > < 0  = o , y(0) = 1 , y (0 )  = 0 

jr" (/) + (2í -  3)jc' ( t ) + 2x(t)  = 0 si x(0) = 1 , x'  (0) = 3

x " ( t )  + t x ' ( t )  + x(t)  = 0 , t > 0 ,  sujeto a las condiciones iniciales x ( 0 ) = l ,  x'(0) = 0 

x ' ' (t) + 3x' (t) = 1 -  2U 2 (t ) sujeto a las condiciones x(7t) = 1 , x'(7r) = - \

(t - 1 2 )y ' ( í)  + 2y ( 0  + 2y( t)  = 6í , si y(0) = y(2) = 0

t 2y " ( t )  + t ( \ - t ) y ' ( t ) - ( \  + 3t)y(t)  = 0 sujeto a la condición y ( 0 ) = l ,  y(0) = 4
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Resolver la ecuación diferencial y ”+4y = f ( x )  si f ( x )  = 

y ( 0 ) = l  , y ( 0 )  = l

0 si 0 < x  < k  

1 -  sen 3x si x  > n

R pta . f ( x )  = cos2jc+ +-^[1 -c o s2 ( .v -^ ))¿ /(x -^ )+ (-SCn' ^ : ^  sen 3( x -  Tt)U(x -  Tt) 

Hallar la función y = f(x) tal que: f ( x )  = 2 f ( u ) cos(x -  ü)du = ex

X . - X_ € + 6 —y  . - x
R p ta . y  = --------------- xe =  cosh x - x e

40) Resolver las ecuaciones diferenciales.

a) y * - y  = i  euu2du , .y(0) = /(0 )  = 0

„  e* r 3 9 2 21 45 , e~x
R pta . y = — (----------x H------x ------- ) +  l --------

6 3 4  4 8 16

b) y"+2y'+2y = / ( / )  donde / ( / )  =

-------------------_____ \ /  I

0 , 0 <t<Tt

e~' cosí , Tt <t  <2tt  

0 , t > 2n

e- ' e
R pta . y  = e ‘ |>’(0)cosí + ( v(0) + y '(0))sen/]+ — (/ - tt)U(/ -  n)  - [ —- ( /  -  2n )sent \¡J(/ -  2tt)

i
c) y ' + 2 y  + 2 1 y( t)dt  = f ( t )  donde / ( / )  = •) °0Sf ’ ^ ? ^ , y(0)

1 0 , t > n

R pta.

- ( / s e n í - s e n /  + /co s /) , 0 < t < n

e~‘ e~‘
—  ( / s e n / - s e n / + eos/) + — [( /- ; r ) ( c o s / - s e n / )  + s e n / ] , / > n

d) y" -4y '+ 5y  = f { t ) ,  y(0) = 1 , / ( 0 )  = 1 donde / ( / )  =
e2t sen/ , 0 < t < 2 n

0 , t >2  Tt
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R pta.
2 ( 2 i 21 t s e n te cost - e  sen / + e ——  , 0 < t < n

e2' c o s f - e 2' senZ + zre2̂  seni , t > 2 n

(4 Ì) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales.

a)
jc' ’ (/) -  3x' (t) -  y ’ (/) + 2y ( t )  = 14/ + 3 

x ' ( f ) - 3 x ( / )  +  / ( / )  =  l
, x '(0 ) = 0 , y ( 0 )  = 6.5

R pta .
*(/) = 2 -  — - - -----é~2t

2 2

y(t )  = 7t + 5 - e ‘ + j e~2'

b)
2x  '(/) + 2 x(t) + y  ’(/) -  y(t)  = 3/ 
x \ t )  + x(t)  + y \ t ) + y ( t )  = \

, x(0) = 1 , y(0) = 3

R pta .
| x(t) = t + 3e ' -  2e 3í 

\y ( t)  = l - t  + 2e-i '

c)
x \ t )  + 2x(t) - y ’(í) = 2/ + 5 
x \ t ) -  x  (/) + y  \ t )  + _v(/) = -2 /  -1

, x(0) = 3 , x '(0 ) = 0 , y(0) = -3

R pta.
*(/) =  / +  2 + e 21 + sen / 

y (/) = 1 -  / -  3e~2í -  cos t

d)
j .v' (/) -  2x(t)  -  y'  (/) -  y (/) = 6e ‘ 

\2x '  (/) -  3.v(/) + y  (/) -  3 y{t)  = 6e3
, x(0) = 3 , y(0) = 0

U / )  = (l + 2 / )e '+ 2 e 3' 
R p ta . <

[y(t) = (1 -  t)e‘ - e 3'

e)

dx _3,
—  + jc + v  = 3e 
dt '

— + ^  -  4 ^ = 1  
U /  '

, x(0)=l , y(0) = 2 Rpta.

x(í) = 3e-2< _ 69e5í _ 7 e-3, + 3 
w  40 8 5

, . é~2t 69 5í e~l‘ 1
v(/) = ------+ —  e ---------------
^ 2 40 8 10
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^ d x  dy .
2 -----1—-— x -  y  = e , 4 0 ) = 2

dt dt
dx dy  „ , ... ,
— +— + 2 x  + y  = e  , 4 0 ) = 1
dt dt

R p ta .

x  = 8 sen t + 2 eos t

i t
y = -1 3 s e n í+  c o s íh ---------

2 2

g)

d x  dx dy
3—  + — + 2 x - .y  = 0

dt2 dt dt
dx dy _ .
—  + ------2x + v = 0
dt dt '

, x(0)=0, y(0)=-l, ,v'(0) = 0 R p ta .
\ x  = 2e‘ - e 2' 

\ y  = e‘ - 2

h)
y'+ y  + 2z '+ 3z  = e ' 
3 y ' - y  + 4z '+ z  = 0

, y(0) = 0 , z(0) = 1 R p ta .

y  = 5e‘ -3 e ~ ‘ -2 e ~ 2'

-2, ^  2 e "  ,z = e H----------e

Resolver el sistema de ecuación diferencial

condiciones iniciales: y ( 0 ) = l ,  z(0) = -l

\ t y ( t )  + z(t)  + t z \ t )  = ( t - \ ) e  

\ y \ t ) - z ( t )  = e-'
sujeta a las

Resolver el sistema de la ecuación diferencial

Resolver el sistema de la ecuación diferencial

2x \ t )  -  3y \ t )  = 2e‘ , 4 0 ) = 2 

x \ t ) - 2 y \ t )  = 0 , y(0)  = 1

R pta . x( t)  = 4e'  - 2  , y ( t )  = 2 e ‘ -1

x \ t )  +x(t)  + 2y(t)  = 0 , .v(0) = l

3x(t) + 2y( t)  + y \ t )  = 0 , 4 0 ) = 2

i w

Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

(/y
—  = 2y  + e' , 4 0 )  = 1 
dt

-  = S x - t  , 4 0 ) = 1 
dt

Resolver el sistema de la ecuación diferencial.
-  = x - 2 y  , 4 0 )  = -1  
dt

^  = 5x - y  , 4 0 ) = 2 
dt
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5 7
Rpta. x = -3cos3r —  sen3z , v = 2 c o s3 i— sen3/ 

H 3 3

Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

>\)A sJrremoo el nb (A) a

2 -  + ̂ - - 2 x  = 1 , x(0) = 0
dt dt

~ T + ~ T ~ ^ x - 3 y  = 2 , * 0 )  = 0 
dt dt

n  ~ v 5 7/ 1 8 -it 5 i* 1
R pta. x  = -2 e  +—e —  , y  = - e — e —

2 2 3 2 "■ 6

Resolver el sistema de la ecuación diferencial:

d 2x
— - + x - y = 0  , x(0) = 0 , x'(0) = -2  
dt
d 2y

[dt
+ y - x  = 0 , y(0) = 0 , / ( 0) - l

R pta . x  = - —- —^/2sen \Í2 t  , y  =  - — + — \¡2sen\¡2t
2 4 2 4

t 3

49) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

2 t4 2?  t4
R pta . x  =  8h------ 1-—  , y  = -------- 1- —

3! 4! 3! 4!

\ d 2x______L_d 2y

i'."5 dt2
d 2 x d 2 y
~d1T ~ dt2

Resolver el sistema de la ecuación diferencial

d x dy
+ 3 —  + 3_y = 0 , x(0) = 0 , x ’(0) = 2

dt2 dt
d 1 x 
dt2

+ 3y  = t e  1 , ,y(0) = 0

„  í2 , 1 1 1 -/R pta . x  = —  + t + \ - e  , v = —  + — e + — t e
H 2 3 3 3

1 J ▼
r

Resolver el sistema de la ecuación diferencial.
?¡ S

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 

corrientes i2(t)  e i3(t) de la red mostrada en la Figura , es
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di-, di-.
Lí j----h Ri$ — £ ( 0  i ¿2 ---------- *̂3 — F(t')

dt dt

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si R = 5Q, L x =0.01 H , L2 =0.0125 H ,

E = 100V, í'2(0) = 0 e /j(0 ) = O .

c) Determine el valor en amperes (A ) de la corriente i¡ ( t ) .

ía r>v|<

-900 í

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 

corrientes i2 (/) e i3(t)  de la red mostrada en la figura es,

L ^ ±  + L ^ L  + r í  = E (t)  ; -R , ^ -  + R, —  + — /, = 0
dt dt  12 1

d¡2
dt

díy 1 .
— + — J
dt C

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si R¡ = 1 0 Q , Z,, = 1H , C = 0.2 F, 

[120, 0 < f < 2 

[0, t > 2
E(t) =

c) Determine la c o r r ie n te ( í)  en amperes (A ).
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CAPÍTULO  XIV

14. SE R IE S D E F O U R IE R .-

14.1. FUNCIONES PERIÓDICAS.

D E F IN IC IÓ N .- Se dice que una función f: R ------ > R es periòdica, si existe un nùmero

positivo “T” tal que f(t + T) = f(t), V t e R. Él número T recibe el 
nombre de periodo de la función f(t).

1 f ( t )  ' l f ( t )

\  1

V  J o

■4................................  ‘

*  |)  0

‘ ................................ *■ - 4 .................. ........  T

J  t  

......................... ►

E jem p lo .- Grafícar y determinar el periodo de la función / ( i )  = (—1 )^

Solu ción

Se tiene que sí, 2n < t < 2n + 1 => [| 11] = 2n, n e  Z, de donde 

/ ( / )  = < -D 2" = l  = > f(D  = 1, V n e Z
\  i /  s

Sí 2n + 1 < t < (2n + 1) + 1 => [| 11] = 2n + 1, V n e Z, de donde 

/ ( / )  = ( - l ) 2n+l = - 1  => f(t) = - l ,  V n e Z
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f(t + 2) = f(t), V t e  R. Luego f(t) es periódica de periodo T = 2

E jem p lo .- Las funciones 1, sen t, sen 2t, sen 3t,..„ sen nt ; eos t, eos 2t, eos eos nt 
son funciones periódicas para el caso en que f(t) = sen t

t

1

‘ f ( t )

í  ! \  2
0 n n \  ! /  2 k t

2  V L /

«--------T  = 2 n ---------♦

Para el caso en que f(t) = sen 2t

Para el caso en que f(t) = sen 3t
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O B S E R V A C IO N .- Sí f(t + T) = f(t), V t e R
r / «¡03+ \£so3 - f \ ) \  'í>b oLoi ijq !a isltaH %olq«»p i ' i l

f(t + 2T) = f((t + T) + T) = f(t + T) = f(t) 

f(t + 3T) = f((t + 2T) + T) = f(t + 2T) = f(t)

•' •

f(t + nT) -  f(t), V n e Z +, V t e R  

f(t -  T) = f((t -  T) + T) = f(t) 

f(t -  2T) = f((t -  2T) + T) = f(t -  T) == f(t) 

f(t -  3T) = f((t -  3T) + T) = f(t -  2T) = f(t)

f(t -  nT) = f(t) , V n e Z  +

Luego sí f(t + T) = f(t) => f(t + nT) = f(t), V n e  Z, t € R
■ v . ' Í1 H) <i> OIJ (Oí ,ít^ ) -ífl/i f(t i, . :.V, .!•' 1 ) ' •

P or e jem p lo .- sen (t + 2rt), V t e R  sen (t + 2nT) = sen t, V t e R

E jem p lo .- Demostrar que la función f(t) = constante, es una función periódica de 

periodo T para cualquier valor positivo de T.
S olu ción

Sea f(t) = k la función constante

Si f(t) = k, entonces f(t + T) = k por ser función constante de donde f(t) = f(t + T),

para todo t, por lo tanto f(t) es una función periódica de periodo T.
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O B S E R V A C IÓ N .- Si / ( f )  = co sto ,/+ eos <a2í es periódica 3 nx, n 2 e Z  tal que 

eos cu, (f + T)  + eos o)2 (t + T) = eos co] t + eos co2t

De donde coxT = 2n]x  a  co2T = 2n-,7i => —  = —  e Q
< »2 n2

Si / ( t )  = eos eo¡t + eos co2t +eos co}( es periódica => 3 n ¡ ,n 2, n 3 e  Z  tal que
_  _ _ _ o\ n, <y, n7 ^

(o{T = 2n,/r a  a>T =2n-,n  a  a )]= 2 n i x , entonces —  = — , —-  = —  e  Q
0% «3 COj «3

P or ejemplo.- Hallar el periodo de / ( / )  = eos 2t + eos \Í2t de donde —  - ~ ^ = í Q ,
«h s] 2

entones / ( / )  = eos 21 + eos \¡2t no es periódica.

E jem p lo .- Hallar el periodo de la función / ( / )  =  eos — + eos — + eos —
3 4 5

S olu ción

Por definición se tiene: eos — (t + T) + eos — (/ + T) + eos — (t + T) = eos — + eos — + eos —
3 4 5 3 4 5

Entonces 3 n l , n 2, n i e Z  talque:

— T  = 2 Tin,
3 T = b n n

— T = 2jin-, => T = 8 x  n 2
4

T -  10/r n3
- T  = 2 n n ,
5 3

resolviendo el sistema: para esto m.c.m. (6,8,10) = 120 de donde «, = 20 , « 2 = 15, 

n3 = 12 . Luego T = 120 n  (periodo mínimo)

O B S E R V A C IÓ N .-

©  Si f  y g son periódicas con periodo T, entonces h = af + bg, a y b constantes, es 

también periódica con periodo T.

©  Si f  y g son periódicas con periodo T, entonces f.g es también periódica con 
periodo T.
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En efecto: f(t + T) = f(t) a  g(t + T) = g(t), V t e  R 

=> (f.gx't + T) = f(t + T) g(t + T) = f(t).g(t) = (f.g)(t)

(f  g)(t + T) = (f.g)(t), V t e  R 

T E O R E M A .- Si f(t) es una función periódica con periodo T entonces se cumple:

+- T T+t

o  JT r2 f ( t ) d t  = f T m d t  ¡o £  /(* )< *=  J f ( t ) d t

Demostración

Como f(t) es periódica con periodo T, entonces f(t + T) = f(t), V t e  R ... (1)

Hacemos t + T = z => t = z -  T reemplazando en (1) tenemos: f(t) = f(z -  T)
.UH3ÍJ sn; tfü'i.V-.8 ürnsTOííJ lab (ii) i ■ - *  j >¡teq i.\ -¡»fa 

/•/? w?+r
/  (í)í/í = 1  / ( z  -  T)dz  = i /  (í)<fr

a Jar Jqh-7"

donde t = z - T => a  < t < (3 => a < z - T < ( 3  => a  + T < z < p  + T

JiB eP+T
/ < / ) * =  / ( / ) *  •••(*) 

Ja+T

puesto que cualquier variable puede reemplazar al diferencial de la variable.

T T T

j ” ^2 m d t  = p r + £ r 2 / ( í> / í
°~2 ~2

aplicando el resultado de (*) a la primera integral del 2do miembro

T T T T T T

j 0^2 f ( t ) d t  = m d t  + j"r 2 f ( t ) d t  = £ r 2 f ( t ) d t  + £ r f ( t ) d t  = J j ,  /I(/)<*

a~2 °+2 ~2 I  2
•i til

L

fV/(')<*)
°”i  "I

ii) Si se hace a  = 0, p = t en (*) se tiene: f ( t ) d t =  f ( t ) d t
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T T
S ien (** ) hacemos a = ^  se obtiene: f ( t ) d t  = f ( t ) d t  ...(***)

2

TEOREMA.- Sí f(t + T) = f(t), V t e  R, sí g(t) = f ( t ) d t , entonces:

T

g(t + T) =  g(t) »  [ \ f ( t ) d t  = 0

2

Demostración

Í+r «+t pr *+t
f ( t  + T)dt = I f { t ) d t  = I f ( t ) d t  + I / ( f ) A  ... (1)

de la parte (***) y (ii) del teorema anterior se tiene:

I"  f ( t ) d t  = J *  / ( i ) * , £  r /( /)r fí = £  f ( t ) d t  ... (2)
T

T

reemplazando (2) en (1) se tiene: g ( t  + T )=  ^~T f ( t ) d t +  f ( t ) d t  = g ( t )=  f ( t ) d t

2

T T

j* T f ( t ) d t  = f ( t ) d t  -  f ( t ) d t  = 0 de donde f { t ) d t  = 0

= Í ™ ‘ - T
TEOREMA.- Si f(t + T) = f(t), V t e  R, entonces si F(t)

demostrar que F(t + T) = F(t), V t e R  donde a0 = — f ( t ) d t  

Demostración

T ¿ I
2
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anT C1 ant anT f* ant
F(t  + T) = —̂ —+ I f ( t ) d t  — -̂------ 2  = Ji — 2~ = ^ ( f) ’ V t € R

F(t + T) = F(t), V t e R

14.2. FUNCIONES ORTOGONALES.-

D E F IN IC IÓ N .- Se dice que dos funciones reales g m (/) y g n (/) son ortogonales en el 

intervalo a < t < b.

Sí la integral del producto g m(t).g„(t)  sobre este intervalo a < t < b es igual a cero, es 

decir: f  g m (t) .gn (t)dt = 0 , m *  n ...(* )

O B S E R V A C IO N E S .-

(T )  Un conjunto de funciones reales g o ’£ i ’áT2>"-> clue satisface (*) para todos los 

pares de funciones distintos en el conjunto, es un “conjunto ortogonal” de funciones

en ese intervalo.

(5 ) La integral N ( g m (/)) = f  g 2m (t)dt ... (**)
Ja

se llama Norma de la función g n (í) en el intervalo a < t < b

(T )  Un conjunto ortogonal de funciones, g 0, g ];. . . ,g m,.. . , en el intervalo a < t < b, tal 

que cuyas funciones tiene norma 1 satisface las relaciones:

f .0  si m * n ,  » = 0 ,1 ,2 ,..y: 
g m(t).gn(t)dt = \  . ...(***)

1 si m = n, n = 0,1,2,... ;

un conjunto de este tipo recibe el nombre de conjunto “Ortonormal” de funciones en 

el intervalo a < t < b

Ejemplo.- El conjunto de funciones:

{1, Cosío,/, eo sco2t,..., eo snco2t,—, sen¿»0/,..., sen/j&)0í} es un conjunto

T T
ortogonal en el intervalo — — < t<  —
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Solución

( ? )  Sí g m(í) = 1 y g„(t) = cosncu0t , entonces

T
I tc p-

Sí coq = ~  I r l -c o sncúQt dt = 0 sí n * 0
2

T

©  Sí g „ (í)  = l ,  g m(t) = sen mco0t entonces ñ  sen(m a ^ ^ d t  = 0 , V m
2

( 5 )  Si g„(t) = eos na>0t , g m(í) = eo smo)Qt , entonces:

£ , cos(na>ot).cos(ma>ot)dt = •

©  Si (/) = cos(«<u0í) y g„, (í) = sen(ma>0t ) , entonces:

r

£  cos(rtÉ¡%f) sen(mco0t)dt = 0 , V n, V m

2

©  Si g„ (í) = sen(nco0t)  y g m (í) = sen(m<u0í ) , entonces:

T

Í2 10, si m ^  n
sen (nc^t)  sen (mcoQt)dt = i .

L  [1, si m = n *  0

OBSERVACIÓN.- Dado un conjunto ortogonal podemos obtener un conjunto 
Ortonormal dividiendo cada función entre la raíz cuadrada de su 

norma.

Ejemplo.- El conjunto {l,cosíü0/,...,cos«íü0/,...,senffl0í,...,sen/j<y0í} donde
T T T

N (\)=  f > .  N(cosna>0t)=  Jpr eos ncüQÍ dt = ^  y A^sen sen" na^td t  = — ,

~2 2 2
1 eos akt  sen o*,/ , . ̂ ,

entonces el conjunto {—¡ = ,— f=—....,— p=—,■•■} es un conjunto Ortonormal.
V r /r  ' /F  

\ 2  \  2
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14.3. EJERCICIOS PROPUESTOS.-

©  Encontrar el periodo de las siguientes funciones:

a) eos nt b) eos 27tt c) sen nt d) sen 27it

v 2 x t  ' 2 n t  ,■ 2 n n t
e) sen tU f) eos-------  g) sen-------- h) eos-------

k k  k

„ 2 n n t  t í
i) sen--------- j) ¡ sen a>0t \ k) sen t + sen — + sen —

k  3 5

(T ) Demostrar que la función f(t) = constante, es una función periódica de periodo T para
cualquier valor positivo de T.

©  Si T es un periodo de f, demostrar que nT, n = ±2, ± 3 , es un periodo de f.

( 7 )  Si f(t) es una función periódica de t con periodo T, demostrar que f(at) para a *  0 es una

T
función periódica de t con periodo — .

a

( 5 )  Demostrar que si f  y g son periódicas de periodo T, también lo es h = af + bg, donde a y
b son constantes.

( é )  Si f(t) es una función periódica de t con periodo T e integrable, demostrar que

1 f'+a
f a{t) = —  I f ( z ) d r  también es periódica con periodo T.

2 a J,_a

—. OP rp

\ l j  Demostrar que si f(t) y g(t) son continuas por tramos en el intervalo y periódica

T
1 n  . .de periodo T, entonces la función h(t) = — I r f ( t  -  r ) g ( r ) d r es continua y periódica

con periodo T.

( ¿ )  Trazar las gráficas exactas de las funciones siguientes:
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a) m  =
— - s i  - K  < t  < O

4
n  „
—  SI O < t < 7t

14

, f( t +  2 ti) =  f(t)

b) / 0 )  =  - ,  <  t <  7t, f( t +  2 tc) =  f(t)

,2 ^ .2t  7T
c ) /'(O =  — , -Ji < t  < ti y f(t + 2 ti) = f(t)

d) f ( t )  =  t  , -n < t < n y f(t + 2tt) = f(t)

e) / (O = e!í|> -ti < t < 7i y f(t + 2tt) = f(t)

14.4. SERIES DE FOURIER.-

Si la función f(t) es periódica con periodo T y que puede representarse por medio de una 

serie trigonométrica de la forma:

(1)

a esta serie se le llama serie trigonométrica de Fourier, a la serie (1) también puede 

representarse del siguiente modo

f i t )  = C0 + y  C„ COS ( « < V  -  en )

n=1

... (2)

En efecto:

an eos(no^t) + bn sen(nú^t)  = y¡a2n + b2 (
yja2n + b2

eos (nco0t) +

definimos: c„ = >Ja2 + b2 , eos 9n = "...... -, sen 6n =

\¡an +tf, 

b„

sen(«®00 )

A 2 +bn ” \ l“ 2n +b2n
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a n eos«<y0í + ¿„ senHíü0? = c„(cos#„ eo snw Qt + sen0 n sen(/i®0í)) 

= c n eos(ncoot - 0 „ )  

ahora reemplazamos (3) en (1) y se obtiene:

-  (3)

SC 00
f ( t )  = -—  + ^  (a„ eos nco0t + b„ sen nco0t ) = c0 + ^  c„ c o s (« 6 J -  6>„)

W=1 W=1

00

/ ( O  = Cp + /  , C„ cosjncoQt -  0n)
/l=l

donde c0 = —  y 0n = arctg(— ) y además cn = J a 2 +b2 y 0n = arctg(— ) se conoce 
2 <z„

como: Amplitudes armónicos y ángulos de fase respectivamente.

14.5. EVALUACIÓN DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER.-
t'jaouaul ‘íb oJnu #o íot* bsbnfinosjU’io cí íoq o*ioo 

Mediante la relación de ortogonalidad del conjunto de funciones

{l,cosíy0/,cos2£U0í,...,cosn íy0/,...,sen«íyQÍ,...,sen2<y0/,senco0/,...} podemos evaluar 

los coeficientes: a0 , a„, b„ dé la serie de Fourier

... (1)

2 K
donde <w0 = - -  (frecuencia angular fundamental)

T T
En efecto: integrando la ecuación (1) de -  — a y

1 1 00 * 00 

f ( t ) d t  = - y  + j^,cos(/iG^QA + y ^  ¿)„ J ^ ,se n (« í^ 0 *  - ( 2 )
2 2 n=l 2 fl=l 2

pero por la ortagonalidad del conjunto de funciones se tiene:
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¿ c o s t ^ - O ,  V . , 0 ,  £ > ( „ ^  =  0 ,  V „ 6 Z ...<3,

2 2

ahora reemplazamos (3) en (2) se tiene:

r r T
i*-  ¿2 í*~ /i
| 2r /(*)<// = y  | 2r ^  + 0 + 0 = y r , d e  donde «° = -  ] > ) *

7 ' I 2

T T
multiplicando la expresión (1) por cos(mcu0/) e integrando de — — a — se tiene:

T T „o T

f(t)cos(mcoot)dt ~ ~ ~  eos(mco0t)dt + a„ cos(Mft^0cos(mco0t)dt +

~2 ~2 "=' 2

' bn j s e n (n á ^ t )  cos(m¿rJ0/)d/ — (4)
n=i “i

pero por la ortagonalidad del conjunto de funciones se tiene:

T T T

P  cosincúf^dt = 0 , J^. sen(ncüQt)dt = 0 , cos(/iú^í) cos(w&^f)í/í = y  - m=n*0... (5)

2 2 2

ahora reemplazando (5) en (4) se tiene:

J^. f(t)co%(jnwQt)dt = 0 + am y + 0  (m = n), de donde 

_2

r  t
ahora multiplicamos (1) por sen(m&i0í) e integrando de a —

r t ao Z
f  (t)senimcúQ^dt = y -  j* .̂ sen(mco0t)dt + cos(/jft^í) sen(/Mffl0/)J í +

"7 " i "=1 I

T°o J-
+^ ' bn I ^sen(«ú%f)sen(wft\)f)^ —(6)

n=l 2
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©

por la ortogonalidad del conjunto de funciones se tiene: 

T T T

2 ?
sen(mú^t)dí = 0 , p̂ cos(Aíú̂ )/)sen(/ní^)r)^ = 0, s e n io r )sen(ma^t)dt , m=n^0... (7)

T

ñ-
¿ T T

reemplazando (7) en (6) se obtiene: | / (í) sen(mojnt)dt = 0 + 0 + bm — = bm —

2

(m = n) de donde

Ejemplo.-

Encontrar la serie de Fourier para la función f ( t )  = e ‘ en el intervalo (-n, n), 

f(t + 2n) = f(t)

Solu ción

1

i

y i  e *  
/  \

X  i

i r 
i i

‘ f(t)

/  \
/  1

e ~ n ¡____
e  r  i 

1 1

ni lOüiñ k¡ obnr.o

x ¡
1
1
1

1 i i i ¡ 1 p
-371 - 2 n  - ti 0 71 271 3n {

oc
ao V ''

/ ( 0  = — + /  cos(n(ÜQt) + bn sen(ní^í))
n=1

i - _  _ 2tt 2tt t
donde T = 2ti, ¿y0 = —  = —  = 1, por lo tanto 

T 2n
00

/ ( / ) =  —  + ^  ' (an eos nt + sen « /), de donde
n=i

(e 2 - e  2 ) = — senhk
71
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©

, 2 (-1)" senh /r
eos« / dt = — ,-----------------

K ( ^ + 1 )

£ '2

2 senh tt X ~ ',2  (-1 )” senh;r

, - 2  (-1)"« senh i-
sen«/ dt = — .------- -----------

2;r
/ ( 0  = ......  + V  [—— ^ -----------eos nt

Z -j  /r („2 +1)

(«¿ + l)

2(-l)" /jsenh;r  

/r(n2 +1)
sen nt]

/ W  =

00 n
senhK Isenhn  V"'' (-1) . „
---------- 1----------— > —----- (eos n t - s e n n t )

tc k  n2 +\
n=\

Hallar la serie de Fourier de la función dado por / ( / )  = (~ l) [!í|]

Solución

La función f(t) es periódica: f(t + 2) = f(t), V t

oo

/ ( O  = Y  + ^  K  cos(«o\)í) + bn sen(na^t)]
n=1

2/r 2n
de donde T = 2, <wn = —  = —  = n , por lo tanto

0 T 2

oo

/ ( / )  = —  + [a„ cos(n;r t) + sen(«^ /)]
n=i

... (1)
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«o = |  £  A O d t  = J  (~ l)tW'dt = - £ d t  + Jf dt = O
2 

T

a„ = y  J*̂ , f ( t )  eos n n  t di = | ( - l ) l|,|J eos n n t  dt = 0

~~2 h

... (2)

(3)

bn = y  / ( t) sen n n t d t  = J* ( - l ) l|,|J sen n n t  dt =

2

■Jfsen n n t d t  + ísenn n t  dt + I s e n n n t  dt = -4 - ( l  —(-1 )" -(-1 )"  +1) = —  ( l - ( - l ) " )  
J-i Jb n n  n n

bn -  —  ( l - ( - l ) " )  = 
n7t

4
— si n es impar
nn - tv r.

0 si n es par T.-i

u2n-\ ( 2 n - l ) x
, n = 1,2,3,...

ahora reemplazando (2), (3), (4) en (1) se tiene: / ( / ) = — N
n

Hallar la serie de Fourier de la función cuya gráfica es:

4 V 1'' sen(2n -  \ )n  t
2 n - \

Los puntos (-tc,0), ( 0 ,n 2) , (7T,0) están en la parábola

... (4)

x 2 +Ax + By + C = 0 entonces y  = n 2 - x 2

\
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Entonces f ( t )  = x 2 - t 2 , - K < t < n  y f(t + 2k ) = f(t), V t e R

Como coq = y T = 2n  entonces co0 =1

00
aoLuego f ( t )  = -----1- y  (an eos nt + bn sen n t ) , donde

n= 1

bn = — f  / ( / ) s e n  nt dt  = — L (x2 - 1 2) sen t dt  = 0 => bn = 0
y  y *  x  i * ' impar

7 *  JL*. n  Jb /r 3 / 0

2 r

3” -  ̂JLa„ = — | / ( / ) cos« dt = -I P ( x 2 - t 2)cosnt dt = — | (;r2 - t 2)cosnt dt = —  (-1 )”- i f '
_4

«2

2;r
m = — + 4• y . — , 

/i=l

w+1
- eos nt

O B S E R V A C IÓ N .- Para calcular la suma de una serie infinita por ejemplo:

2 —r — / ixrt+1 ■ « ( i\w+l 2
^ = / ( 0 )  = ^ -  + 4 ^ — y -  dedonde —Para t = 0

n=l

Para t = n => 0 . / « - ^ Y t S ^ L
3 n

n=1

2x '
00

, de donde N  ' = —
,.2 ^ n 2 6n=l n=l

( 4)  Encontrar la serie de Fourier para la función f(t) definida por: / ( / )  = 

f(t + T) = f(t), V t e R

- 1 , ---- < f < 0
2

1, 0 < t<

h-, 
| 

CN
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2

f(t) Solución

X

f ( í )  = ■y + ^  K  COS nCO0( + bn sen nCO0t )
n=1

a" = 7  dt

- H r . ff ( t )  cos na>0t dt + I '  f( t )cosncü0t dt]
- H .

cos na>ot d t+  Ĵ " cos nco^t dt]

ndh

jO  | sen(w<y) _ 2 [0 | sen (-^ « ) | sen ^ n  ^  _ Q
/  — nco„ /  o T ncoo ncüQ

\ a„ =0 , V « e Z H

= / ( O *  = | [ j ^  f ( t ) d t  + ^  / « *  j = |  [ -  £ ^ d t + £ * ]  = 11[ - 1  •+1;i = °

a0 = 0

f & T 
b„ = j  j ^ / w se n rtcúot d t ^ ^ m s t n n a v  dt + f /( / ) s e n  /7ft%í <*]

í r- i t -  r « „ „ « y  * +
T  I T -k T na%, > — hímk ' 0T ncüQ n a b

2 ^  1 cos(«;r)^ ^cos n x  1 ^
T ncüQ na>0 nco0 ncüQ

2 ,  2 2cosn/r. 4 ,1 -c o s n ^ . 2x
= - ( ---------------------) = - ( -------------- ) ,  « o =  —

T iicoq nco0 1 nw0 1

4 1-cosn^r 2 ,
= —(------------- ) = — (l-c o sw ;r ), como cos«^r = ( - l )

T 2 x n  n x
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O si n es par
4 , de donde thn_x = -------------

— , si n es impar ~ (2« - l) ;r
«/r

-sen n7tt m - t
4 sen m i t

( 2 n - \ ) 7 T  '  '  '  ( l n - \ ) 7 i
w=l ai—1 n-\

Encontrar la serie de Fourier de la función definida por: f(t) = t para el intervalo <-n,7t> 

y f(t + 27t) = f(t)

Solución

oc¡

f ( t ) = <̂-  + yy ' (an eos a)0nt + bn sen na>0t ) , donde
n=i

an = — I T f  it)dt = ~  I "j t dt = O, por ser f(t) impar

2

T

an = Y  J ^ /ÍO c o s iu q jf  d t = ^  J T t eos na>0t dt = O

puesto que: t eos nco0t es función impar
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1 s e n « ^ /  tc o sn a ^ t  ¡ *  \ A - \ ) n n  (~ \)n 7Z 2(-l)"
n n

00

/ ( / )  = 2 ^ ( - l ) " s e n « <

( J )  Encontrar la serie de Fourier para la función f(t) definida por f ( t )  = t 2 en el intervalo 

<-ji,7t> y f(t + 2n) = f(t)

Solución

00
aQ v

/ ( / )  = —  + 2 ^  (an cos nù)ot + sen > donde
n=ì

, ft)

2n

2 

T

a„ = — I r / ( < )  eos n<j%i d t , donde f t ^ = - ^ -  =  l => éo0 =1
2 í Í ' ) " Í 0  “* I Ù i ■'»

- i f i
2

- - i  *  J-T
2 , I A 1 sen nt 21 cos nt 2

t  cos nt dt = —[-----------r +
2 . / *  4

—-  sen nt] = —— cos n;r
n • -* nn  n

4 .
si n es impar ” n2
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b„ — “  | “_ /(r )se n  d t , donde & ^ = y -  = l => <w0 = l

2

, 1 i*'7 2 j 1 ✓ í2 2/ 2 e o snt. i *bn = — I t sen nt dt = — (------ c o s /i í+ —-s e n « í + ------ — ) /
í  J-, *  n n 2 «3 /

de donde se tiene bn = 0 ,  por lo tanto / ( f )  = y  + 4 ^   ̂ ^  eos nt
n=1 W

14.6. APROXIMACIÓN MEDIANTE UNA SERIE FINITA DE 
FOURIER.- _____ ________  __________________________

ao J 1Consideremos Sk (t) = —  + >  an eos nco^t + bn sen nco^t)
2 ,71=1

... (1)

La suma de los (2k + 1) términos de una serie de Fourier que representa f(t) en el 

T T
intervalo —-  < t < — . Si f(t) se aproxima por S k ( t ) , es decir:

K
ÜQ/ ( / )  = —  + 2 ^  («„ eos na^t  + b„ sen n o ^ t) + ek (í)

n -\

o6
donde ek (t ) = (a„ eos na^t  + bn sen na^t)

=k+\

entonces: e k (t) = m - S k (t)

...(2 )

-  (3)

... (4)

s k (t ) es la diferencia o error entre f(t) y su aproximación, entonces el error cuadrático 

medio es denotado por E k y está definido como:

T

= I  £  [ek (í)]2 = ( / ( O  -  Sk (O)2 dt ... (5)
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14.7. TEOREMA 1.- Si se aproxima la función f(t) por una serie finita de Fourier 

S k (t) . Entonces esta aproximación tiene la propiedad de ser él 

mínimo error cuadrático medio.
Demostración

i r  a k
Como Ek = — P r [ / ( / )  -  Sk (í)]2 dt y Sk (f) = y  + ^  (<*„ eos nco0t + b„ sen nco^t)

2 "=l

] í~ 2 fln  ̂ 2
Entonces Ek = — I [ f ( t ) -------- 2 j ( a» cosn(°ot + b„ sen«<y0í)] dt

2 «=i

Consideremos E k como una función de a0 , a n y b„ , entonces para que el error 

cuadrático medio E k sea un mínimo, se debe cumplir que:

— -  = 0 , — — = 0 , — -  = 0 , n = 1, 2 , ..., k. En efecto:
da0 da„ dbn

L  k
^  \  f í  t /(O  -  ■~ -  5 ]  («„ eos ncüot + bn sen na ^ t ) ] ( ~ )  
ca0 T J_L 2 Smmd L

2 W=1

T T k T k T

= - I  p  j  Tdt + J ^ a n j ^ c o s nc^t d t + j ^ b n J ^ s e n m V  dt
2 2 «=1 2 '*=1 2

pero como cosnoj^t dt = 0 , para n *  0;

2
r r r

sen = 0  , V n =  1,2,3,... y a0 = j ;  ^ T f ( t ) d t  — y r/ ^ dt = ~2
2 2 2

t  ( •
T

ao 1*2 , «o T a0- i  I <// = — [— + —] = — , entonces se tiene:
2T l l  2T 2 2 2

ir í -  = - 3 .  + - i  + 0 + 0 = 0 
2 2

SE,
de donde ----- = 0

aoo
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' e  2 r~ k k
=  [ » [ / ( 0 4 - y g ,  eos nco0t - ' y ^ b n s e n / t á p e o s » a y  dt

" I  n=l n=l

T T k T

= ~ J  0 / ( 0  eos no^ í <* +  y  0  eos « a y  ¿f +  y ^ a „  0  eo s2 « ¿ y  dt
2 2 «=! 2

* Z
sen eos dt

n=i
k

♦ & > ü«=i

= - a n + y ( 0 )  + | - a ny  + | ^ ^ ( 0 )  = -a „ + a n = 0

^  = 0 , n = 1, 2 ,..., k
a», ,

análogamente se prueba que — -  = 0 , n = 1,2,3, ■•■, k
5a.,

14.8. TEOREMA 2.- E1 error cuadrático E k en una aproximación a f(t) por S k (t)
T

definida por Ek = 0  [ / (O  _  $k  (O]2 dt se reduce

r  .......... 4 2.
2 n=l

D em ostrac ión

Desarrollando Ek = -¿- i ;  [ / ( O - 5 * (OI2*  se tiene:4 £ (
2

r

0 [ / ( O ] 2* - |  0 / ( O - ^ ( O ^  + y  0 [ S t (O]2*  -  (a)

2
r r

2 2 

calculando las dos ultimas integrales se tiene:
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t  k T k T

f ( t )  cos na>0t dt) + f { t )  sen ncoGt dt)
2 n=1 2 «=1 2

«=1 /7 = 1 W=1

. -I j k
-  /(r ) .5 , (,)<// = ^  + ^  (*2 + b2n )

2 n=1

i r  n  a k
-  y T[ ^ k U ) f d t = j  p r [ y  + cos«iy0/ + sen

( P )

2i/r
2 «=1

T

= j  c° s nc^ f+ a o ^ sen
2 w=l //—1

k
+(' y  ' (an cos nco0t + bn sen ncoQt))2 ]dt

n=\

t k T k T
= y +  y ^ « »  J ^ c o s m t y  dt + ^ ^ b n J ^ s e n nco0t dt

n=1 2 «=1

2 /j=1

Fr [Sk (t)]2 *  = ^ -  + y  j^r (a„ cos w ^ i + b„ sen nco0t)]2 dt

i r  *
+ — I lTC ^ i an cosnmGt + bn sennco0t ) f d t

2 n—1

z  k

t  y i
2 2 «=1

A-

[ ^ " \a B cosnco0t + bn sen«<u0i)]2 =[ax coscoQt + a2 c o s la ^ t  +... + ak co skco0t
«=1

+ ¿ 1  senaJ0i + ̂ 2  sen2&>0/ + ... + 6i  sen£iy0/]
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K K a

= ^  ' a2 eos2 nw0t + f  ' b 2 sen~ na^t + 2 ^  anam eos n0t. eos mo^t  +
n=\ n= 1 w,m=l, n*m

k k 

+2 ^  bnbm sen nco^t sen meo^t + 2 anbm eos nco^t.sen meo^t... (*)
n,m=1, /»*m «,/w=l

ahora multiplicando por ^ e integrando en (*) se tiene:

 ̂ 1  ̂ y* 1 i
-  VT [^ T  (a» eos «6%/ + bn sen g>0/)]2 ¿í = -  ̂ a 2 -  + -  ̂ ¿ > 2 -

2 n=l «=1 «=1

k 1  .  k z
eos no)0t.eos ma^t dt + K K  f i  sen nco^t.sen mo^t dt

2 
+ _

T  .  _
n,m=l 2 o «,m=l 2

*•
2
T  ^  Pr cos «**>'•sen OTfiV  dt = ^  ̂  + 1

n,m=l 2 /,=l
0

i  F  [S, (/ )]2* = y +A- } " •(Y)
2 W=1

Luego al reemplazar (p), (y) en (a) se tiene:

E ^ y f l l A O f d t - f ^ i a Z + b Z l  + ̂  + ̂ i a Z + b t
2 n=1 n=l

£* 0 [ / W ] 2A - ^ Tj ^ K 2 + ^ 2)
2 «=1 

OBSERVACIONES.-

í

( 7 )  Como Ek = y  p r [ ^ ( í ) ] 2^  entonces E k > 0 ,  k =  1,2,...
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2)©  Como E k > 0 a

~2 «=1

Í,  2 k
2r  LAO]2 dt - - ^ ^ ( a 2 + Z>2) > 0 , de donde
2

k

w=l 2

14.9. TEOREMA 3.- (TEOREMA DE PARSEVAL).-

Si a0 , a„ y  bn , para n = 1,2,..., son los coeficientes de Fourier en la expresión de 

Fourier de una función periódica f(t) con periodo T, entonces

2)
/»=!

D em ostrac ión

2
Como p r [ / ( 0 ] 2* - ^ - ^ ( a 2 +¿>2) ,  V k = l ,2 , . . .

■ 2  »=1

Entonces {2?* }*>,, es una sucesión de términos positivos 

Ahora analizaremos si la sucesión es decreciente es decir:

^ U U ) f d t - ^ - X- ^ \ a l  + b2n ) - ^ a 2k+l +b2M )
2 «=1 

V _______________________  __________________________ >

Ek

1 ,  ,

Entonces £¿.+1 = — (^l+\ + K+1)» de donde

^*+1 ~ = (a*+i + ̂ *+1) < 0 ^  ^ +.

1
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por lo tanto la sucesión {Ek } es decreciente pero (0 < E k+[ < E k < E 2 < ) es decir

que la sucesión {Ek }m  es acotada, por lo tanto la sucesión {Ek }ki] es convergente y

lim Ek -  0

pero lim Ek = lim ¿  F  [ / ( / ) ] 2 dt  -  1 V  (a2 + b2n)) = 0
Á:->oc k —»ce y J  1 4  2  fc ■ ̂

2 «=1

r  2 *
de donde I  jj.[/(í)]2dt = ^L + I ^ V 2 + ¿2)

2 n=l

Ejemplo.- Aproximar la función f(t) = t en el intervalo <-n,n> mediante una serie 
infinita de Fourier de 5 términos que sean diferentes de cero, calcular 
también el error cuadrático medio en la aproximación.

1

a0 = — r  / (t)dt = — f  dt = 0 por ser f(t) = t impar
t  y i  n  y K

2
T

cin = Y  ^  f ( t )  eos no^t d t = — j"  t eos nt d t = 0  puesto que la función t eos nt es

. n  n
impar en c  >

T

i = — \ f(t)senncOr,t dt = — T t s e n n t d t  = — f
" t  I r  ^  n  L n n  y

t sen nt dt
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2 1  1 /*  2 r I n  ^
—[—  sen nt —  eos nt] = — [—  sen n n -  — cos nn  ]
7i n n '  o 7i n n

'  2 , 1

= -  — cos«;r, de donde b„ = (-1)" = — (-1)" 1
n

Z 2 _i (-1)
—(-1)" senn/ = 2 >  - - -sen n t , sabemos que

n=l n=1

CO

SA. ( t) = - y  + (a„ eos no^t + bn sen nco^t)
n=1

S5(t) = 2 ^
n=l

(-1)"

271 Í>4É 4- = - —  2[1 + 0.25 + 0.111 +... + 0.04] = —  -  2.9272 = 0.363 
2 ' n 3 J 3n=1

£*5 = 0.363

3  2Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la función f ( t )  = t - t i  t , -  t i  < t < jc ;

f(t) = f(t + 2ti), aplicar el teorema de Parseval al resultado para calcular la
00

suma de la serie /  —-  
nn=1
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co  ̂ «L

Luego la serie de Fourier es: f ( t )  = ^ sen wí, donde bn = —  J~,/(í)sen«/ d t

n=I I

bn = —  f ( t ) s e n n t  d t , puesto que f(t)sennt, es función par

bn = —  f (í3 -  7T2 t ) s e n  n t  d t = — ( f t 3 s e n n t d t - n 2 F t s e n n t d t ) ... (1)
x Jb * Jb Jb

f 3 , r í3cos/ií 3 2 6í 6 /*
t sen n t  d t  = [-------- + — r sen mí + — eos «í —-r sen «/]

n n2 n3 «4 'o

= -I^3(-l)+^(-l)" =-—(-1)" +^(-l)n ».(2)
n n  n  n

f , , icos ni 1 .y* ^
t s e n n t d t = ( -h —sení)/ =-—(-1) —(3)

n  n  I o n
reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

bn l)"+%-l)"-*2(-- 
7T n  n  n

= - ^ l ( - i ) + - ^ ( - i r + — ( - i r = ^ | ( - i ) "  => c - i r
n n  n  n  n

,  ^ . u Y f c B Í - «
^ /7/I=l

QO
para calcular la suma de la serie £  —  , aplicaremos el teorema de Parseval

n=i n

2 «=1
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1 t n 1 2k 1 n 1 , 1 r n 1 2 n 5 ;r7
—[---------------+ —
R 7 5 3

1 r2/r 4/r7 2n
—[----------------+ -----
n  7 5 3

l_ i h £ i + i £ i _ £ : ] , 7 2 y - L
vT 7 5 3 ¿ - f w6«=1

n , „„'V ' 1 ■ 1 1 r 16 n 6 ^] = 144 > —  por lo tanto /  —  = ----- [-----=  
J 144 105 945

n=l n=l

14.10. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER. -

Sea f  una función periódica con periodo T y sea
cc

f ( t )  = ~z¡-+ eosnco^t +bn sennco^t) ... (1)
n=l

donde oj0 = —  y a n y bn son los coeficientes de Fourier de f(t)

k
Problema 1.- Sí Sk (t) = y  + ^  (a„ eos nei^t + bn sen ncopt) — (2)

/?=]
2/r

La suma de los (2k + 1) términos de la serie de Fourier de f(t) donde a>0 = —  y

2 na" = T k

i

f ( t )  eos nco^t dt ; bn = -^  jj./(/)senw úJbí d t , entonces:
1

$k (0
o r -  ! = 7j>>-

sen(/: + ^)(z - t )  

2 2 sen ojo ( -— )
-dz

Demostración

A A
Como 5 * ( 0  = ~~  + «„ eos na^t + s e n « ^ /

«=i

* Z

I ' f f i
2 n=l

/  (í) eos dz) eos



734 Eduardo Espinoza Ramos

T
1

f r /«><* + i f f i  f  (z)(cosncoQZ.eosnco0t + sen«&> z.sen na^tydz
Jl í .  ¿_L

2 «=1 2

/ k ‘
= j  \ 2T f ( ^  + y ^  f ( z ) c o s n o ^ ( z - t ) d z

2 "=1 I

Íí  *
2r /(z)¿fc[^  + eos nafr (z -  ?)] ¿fe . . .(a )

sabemos que: sency0(« + - )̂.s -senft¡b(n--^).s = 2 sen eos nco{)s , entonces

 ̂ 1 1 ^  ^
^  ' [sen 6% (w + — )s -  sen (w - —)s] = 2 sen ^  ' eos hcoqS
n=1 w=l

[sen — -  s e n + [sen — -  s e n +.. .  + [sen £y0(A: + -  sen o ^ ( k -  ̂ ) s ] =

k
tifas  ̂ . 1. cüqS

= 2 sen — y  eos = sen (Oq (k + —)5 -  sen ——
n=\

k
, ,  1 x ^  V 1 /  XLuego sen cüq(k + —)s -  sen-----= 2 sen------  > eos , (s == z - 1)

n= 1

k
sen (k + —)s = 2 sen [— + ^  ' eos

2 2
n=1

seno^(A:-t-^)(z-í) j *
--------------- - ----------= — + /  eo sncoQ(z-t)  — ( P )

2sen — ( z - í )  2 “ f
2

reemplazando (p) en (a )  se tiene:
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Problema 2.- Demostrar que la expresión (*) se puede escribir como
1,

-  «£ sen(& + — )co0A
( o =- y T f u +a )---- íh— ,dÁ7"' '■ 0 O)0Á2 sen —y— 

2
Demostración

En la expresión asterisco (*) hacemos z - 1 = k  de donde dz = dÁ

Además —— < z < — => - ~ < A + t <  — => —— — t < A < — — t 
2 2 2 2 2 2

T ,  1~ J—t sen(&+— )co0A
entonces Sk = — I" f ( t  + A )----------- —-— dA  pero f(t + k  + T) = f(t + Á)

T  JLZ!_» ~ (i\)Ai  ' 2 sen —y—
2

sen(fc + I)<q,A j *
además ----------=—z—  = — + /  eos nco^A entonces

,  cüqA 2 ^
2 sen n=i

2

sen(A: + —)<¡%(̂  + r )  j * j * sen(A: + I)íy0/l

(Oq(A + T) 2 i  ¿ 2 ( ¿ / (0o ^ \2 s e n - !LÍ—-----r, «=i „=i 2 s e n ( ^ - )
2 2

por lo tanto la función integrando es periódica con periodo T en la variable “k ”

+— T
además sabemos que: Sí f(t + T) = f(t), V t entonces L  ; m d t =  j*r m d t

“~1 2

T 1  ,_ J -  sen(£ + —)co0A
Sk (t) = - p ( A ' + t )  l  ^

o 2 sen ——
2

Problema 3.- Sea f(t) una función periódica, con periodo T, integrable absolutamente 
en un periodo. Entonces en todo punto de continuidad donde existe la 

derivada, la serie de Fourier de f(t) converge al valor f(t), es decir

lim 5 , ( 0  = /(O
£—>oo

D em ostración
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T 1
2  J-  sen (k  + —)cúqX

S e a S * (0  = -  2_ / ( í  + A)----------- —  dA  ...(1 )
T y \  2se n ^ .

2

sen(¿ + -)<q,A j *
Sea t un punto de continuidad de f(t), c o m o -----------=——  = —+ /  eos n a ^ A , entonces

o^A 2 (
2 sen-----  n=\

2

Z  sen(Á: + -)ft^A j /  * /  j
I  -— d A = — I dA +  7  I eosncohA dA  = — , de donde se tiene:

2 sen ^  22  ¿sen — 2 n—1 2
o

~ J- sen(A: + — )ü)qA ~ ¿  sen(k + — )ca0A

T i l  ,  V  d í  = ' y luegotenen.es:
7 2 sen------  o 2s€ft------
2 2 2 2

_ 1 7 - 1
-  -L sen(^+-)ft^ /l 2 - i  sen(* + - H / l

s k ( t ) - / ( t ) = -  \ 2 f ( t + A )— — 2 - d A - -  ------------ h r dÁ
T J4  2 s e n ^ /l  T  J .I  2 s e n ^

2 2
/

=2 Pr J.i
sen(A: + —

[ / ( í  + / l ) - / ( / ) ] ------------------- consideremos
2senfflj)A

g(A) = -------------- -— entonces: Sk( t ) - f ( t )  = — T  g(/l)sen(^ + dA
2senftJh/ l  i -L  l

2
T

lim[SA( / ) - / ( 0 ] =  lim — F  g (/l)sen (^ + — )a)0A dA  = 0 lim 5*(/) = / ( / )
k—>oc *-»oc J  J_£ 2

2

OBSERVACIONES.

©  Si a n y bn son sucesiones de los coeficientes de Fourier de f(t) => 

lim = a n = lim bn = 0 . En efecto:
n—>cc n—>co

-> k T 2 *  ̂ J-

Sabemos que " + ^ ( a 2 + b ] )< ^  j  r / 2(0 dt y ^ ( at  + % ) - — j  r f~V)dt
n~l 2 «=1 2

es convergente (E k) con limite cero entonces:
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lim (a 2 + b2 ) = O <=> lim an = lim bn = O
w—>00 « —► oo n—*cc . n:

©  Si f(t) es una función continua por tramos y la integral del valor de f(t) es finita

: 01/ ( 01*

x T T
< oo) entonces---- < t < —

2 2

T T

lim 12 /(O cosw ft^ídt = lim I ‘ f( t)senna\)t dt = O
«—»oo J  ^  n -» x  J

£como I “ | / ( O  | dt < oo => 3 an y é„ tal que lim an -  lim bn = O
;í—>ac /i—>00

r r

entonces lim 12 f( t)cosno j^ t  dt = lim I" /(O sen n a^ í dt 
n J T n—>oc J T

2 2

14.11. LEMA (EL LEMA DE RIEMANN LABESGÜE).-

Si g es una función continua por tramos en [a,b], entonces

lim i g(x)sen(/í.x)dx  = lim I g(x)cos(Ax)dx  = O
A-*ac À-XX)

Demostración

Demostraremos que: lim I g(x)sen(Ax)dx  = O
>oc

Hacemos 1(A) = g(x)sen(/ix)<ft , a < x < b ». (O

n  . 7T , n  _ _ ,  7t
Y sea x = íh—  , a < x < b => a < t i—  <b  => a -----< t < b -  —

A A A A

1(A) = £  7 g(t + y ) sen M* + y )dt = -  £  l  g(t + j )sen A t dt
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Í ~  •  R

* £ (*  + ) s e a A x  dx  ...(2 )

’ á

sumando (1) y (2) tenemos: a — a b b —
X X

2/(¿ )  = - j ^  A g ( x - —)se n A x  d x + g ( x ) sen A x  dx

g ( x  + — )s e n /lx  d x -  I ' g ( x  + —) s e n A x  dx +

+ J^ Á g (x )se n /lx  dx+  g (x )se n ¿ x  d!x

= -J ^  g (x  + ̂ ) s e n A x  dx+  /l[ g ( x ) - g ( x  + y ) s e n / lx  dx+  g (x )sen A x dx

”7  I

consideremos que g (x) es continua en [a,b], entonces en este caso 3 M > 0 tal que 

|g(x)| < M, V x e  [a,b] entonces

12I(A)  |= 2 1I(A)  |< £  ¡[\g ( x  + ̂ ) \ d x  + £  X\ g ( x ) - g ( x  + ̂ ) \ d x  + £  J g ( x ) |d x

entonces | 21(A) |< M ( ( b - b  + — ) + M ( a - a + —-)+ | * \ g ( x )  — g ( x  + — ) \ d x
A Á Ja A
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OBSERVACION.- Dado £>0, 3 5>0 / |y -  x| < e => | g(y)-g(x) | <£ entonces X ->°o

\ (x  + ̂ - ) - x \ =  — < e  => \g ( x  + ? - ) - g ( x ) \ < £
A X A

ti 1 n
Luego por (*) y la observación se tiene: | I(A)  | < M  — + — e(b - a -----) -»  0

A 2 A
Sr*
0 o

\ I ( Á ) \ < - ( b - a ) < £  lim /(A ) = 0
2 A—>zc

Problema 4.- Sea f(t) una función continua por tramos, periódica con periodo T.
Entonces en todo punto de discontinuidad de f(t) tiene una derivada de

derecha e izquierda; la serie de Fourier de f(t) converge a ) + g ( 0 )

Demostración

Probaremos que: lim S*(í) = ~ [ / ( í+) + / ( O ]k—>cc 2

k
Donde Sk (t) = — + (an eos nco0t + bn sen na>0t)

n=1 ' "i £_ 1 ■ i ~ - - i  ')\- 
2 1  sen(¿ + -)o j fíA

También sabemos que: Sk (t) = — I ~ f ( t  + A )----------------— dA
T  J -- o coo/'■2sen-

2
t  A)iiJii ;k f..

T sen(£ + j  f -  sen(A: + ̂ )íi^A
Es decir: P / ( , *  + A)------------  [  / ( ,*  + * ) —

—r O cpn y  7 cf»n —-—

JL sen(k + -)co0A
Entonces lim Sk (t+) = lim — I f ( t ++ A ) ----------------— dA +
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T 12 / •  sen(* + - )ß ^ A
Se tiene además — I ------------ —-—

T H  2 s e „ ^
d >1 = 1

En esta integral, la función integrando es una función par.

/

r i r

1 7- 1 1
sen(& + — )co0A . J-sen(£ + -)¿«b/l . ¡o sen(£ + — )(o0A
----- ------------------ ^ ^ d A = - r L-----^ - r ~ d A

2 sen
co^A

2 sen
cüqA

= i f : 
T  l l 2 sen

(UgA

entonces:

ir
T 1i- sen(¿ + — JcüqA

2 sen
— dA = -  

(OqA 2

, entonces:
sen(fc + — )coqA

2 sen
— d A = -  

coqA 2

sen(£ +

2 sen
-t/A

- / ( O - -  r
~ r  J z

/ ( O -
sen(& + — )co0A

2 sen
coqA

- d A , consideremos:

r -  sen(& + J ¡ - f ( r  + A )sen (k+-)cOoA

r i^ ^ ^ ± T d^ n n - r í

7

P
t  l i

dA-
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r -  sen(k + —)a>nÁ
4  p i / « ‘ + » - n m -----------

T  A 2sen- 
2

ahora sea g(Á) = — -------- -— T~^~  entonces g(A.) está bien definida y es continua luego- cOqA 
2 sen

2

2 /  sen(A + I ) í^ / l  *
es integrable — ' / ( r + + A )-------------------------f ( t +) = — g ( A ) s e n ( k + - ) ú)()A dA

T X  2 s e n ^ ¿  2 r j ,  2
2

tomando limite cuando k —> oo
¿i-iv;q icq

7  ron/'t 3 T2 sen(A:+ )ú )̂A , 2 1*? 1
•>m [- r  / ( í + + / l ) -----------=—------ - / ( í +)]=  l i m -  y  g{A)sen(k+-)co0A dA = 0
*-»<« I i-L ,  übA 2 *-kc T i_L 2- 2 sen ——

2 2

~ sen(¿+I)Ét^A .
de donde lim — 2 / ( í + + i ) --------- , .?,■ ■■ d A = - f ( t +)

J -f  2 s e n ^  2
" 2

7- 12 ^  sen(* + - ) « y  ,
análogamente lim — 1“ /(*  +>í)-----------=—— dA = —f ( t  )

*-»» T  J_L 22 2 sen —y—
2 2

OBSERVACIÓN.- S k : constante, entonces: lim Sk (t+) = lim Sk(t~)=  lim Sk(t)
k — k —>' X- k —>cc

14.12. DIFERENCIACION E INTEGRACION DE LA SERIE DE 
FOURIER.-

T T  » T T 
TEOREMA.- Sea f(t) una función continua en £“ y = / ( y )  y /  (O es

continua por tramos y diferenciable. Entonces la serie de Fourier de:

X

/ ( / )  = "7" + ^ ^ ( an cosmú^ í + ¿>„sen n«^/)
n=l
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se puede derivar término a término para obtener

X

f \ t ) =  ^  nco0 (- a n sen nco^t + bn eos na>Qt)
n=1

Demostración

f(t + T) = f(t), V t entonces / '  (t + T) = / '  (t ) y

X

cc
/  V )  = -7 -+ /  , («„ cos ncopt + P„ sen n o ^ t)

n=1

T
1  r2

donde a n = y  I f \ t )  cos nco^t d t , integrando por partes

u = cos ncúQÍ [ du = -ncüQ sen nco^t dt 

dv = f ' { t )d t  ^  | v  = / ( í )

T t  T

°tn = y  /  '0 )cos dt = y  f ( t )  eos nco^t/  2r -  -nco^ fi t)  sen na^t dt
1

= y t /C ^ -K -ir  - / ( - y ) ( - l ) " ]  + «ab (|:) j ^ . / ( / ) s e n « ^ í  dt
2

T

= «cubty 0  /(O sen  «íy0í Jí] = nco^b,, => a„ = «<a06„

2

T
2 nP  = — I f'(t)sen(na¡flt ) d t , integrando por partes tenemos:

Sean
« = sen nco0t ídu = nco0 cos na^t

dv = f \ t ) d t  ^  | v  = / ( í )

T
t rr

f(t)n(úQ cos nco0t dtP" = j :  j^ fX t ) se n (n c O Q t)d t= Y f( t ) s e n n o )0t / y ^ Y  j V
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2 T  hcOqT  T  T 2 naiQ
= -  [ / ( - )  sen — ----- / ( - - )  sen nco0 ( - - ) ] ------^

T

£
/ ( / )  eos na>0t dt

f { t )  eos nco^t dt] = -n œ 0an => /3„=-na>0a n
2

T T

y a o = | 0 / ' W ^  = | [ / ( O ] / V  = o
2 2

30

Entonces: f \ t )  = ^  ' ncon[bn eos na^t - a n sen nai0t]
n=i

Ejemplo.- f ( t )  = n 2 - t 2 , - n < t < n; f(t + 2n) = f(t), V t

Hemos calculado su serie de Fourier 

de f(t) es decir:

m
3 ^  nn=1

n+ 1

-eosnt y

f ' ( t )  = - 2 t ,  continua por tramos y 

su serie de Fourier será:

-'f(t)
712' \ \ \  /  \ /\ /

y
/\  /\  /

-71 0 71 t

ou

f \ t )  = 4 ^
n= 1

(—l ) ” +1( - n )  senni

(-i)"= 4 > ------- sen nt
¿-~i n
n=1

T T
TEOREMA.- Sea f(t) una función continua por tramos en el intervalo ^

00
f(t + T) = f(t), entonces: f  (t) = ^ -  + ̂ ^ ( a n eosnú)0t+ b n sennco0t) ■,

n=1
se integra término a término para obtener:
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. 00

f ( t ) d t  = —  {t2 ~ t { ) + /  - — - [~bn (eos ncof)t2 -  eos neo t) + an (sen nco^t 2 -  sen nco^t^)] 
J 2 ¿-~'ncú0

1 n- 1

T T
donde Z,,í2 e < /, < t2

Demostración

Como f(t + 1) = f(t), V t y F(t) ■ f /w -*
Entonces F(t + T) = F(t), V t, luego F \ t )  = f ( t ) — ~_On

n zoo ,
00

Sea F(t)  = —  + j  (a n eos nco0t + /3n sen nco0t) (la representación de su serie de
n=1

T
2 (ir .

Fourier) donde a n = — I F(t) eos no>0t d t , integrando por partes.

Sea
u = F(t)
dv = eos na)0t dt

2

d u = F \ t ) d t
sen noj()t , entonces:

v = -
ncüQ

2 r , ,  . 2 sen(«<y0í) ¡ 2 2 F'(t)sen(nco0t) u“■ = 7 i i  <*=7 -I “7 Ir —^ --- *
2 2 2

= - . — [ F ( - ) s e n - ^ ^ - F ( - ^ ) s e n ( - ^ ^ ) ] - - ^ — p  F ’(í)senn®0í dt 
T neo,̂  2 2 2 2 «¿y0Y JL1

o

T

= — — ¿  P r F ’(O sen«íy0/ dt] = -----— ¿  F
«®0 T X_L nco0 T J_L

r ( / ( 0 - y ) s e n n í ü bí <*

2 ” "2

7- T
 ̂sen nco0t dt]T

2 ~2
O (por ser impar)
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a„ = ---- — [b„ -  0] = — => a „ =  -  A .

r

rtû̂ O

Ä = f  f i  F  (t) sen na^t d t , integrando por partes

Sea
« = F(f)

í/v = sen dt

du = F \ t ) d t  

cos noìQt 
nolo

2 f )  , 2  cos«<yn/ /X 2 í*2 F'i
A = -  I F(r)sen»wfc/ *  =  - ( - F ( 0 -------------------V  r “ r  r ------

T X L  T nah T T

F '(t) eos na>0t
nco0

dt

-̂ -[F(̂ K-Í)n -/r(“ X-6"] + — [| PrF'(/)cos«̂/ A]
7Víw0 2 2 /7ö̂ ) I

2 ( - l )
T/jé̂

i '

= Ä z ! L [ / t ( _ ^ ) _ / • ( ! ) ] + _ i _ ¿  p /( i ) c o s n ö ^ / í / í - ^ -  p  cosMö^ii//] 
r«íai) 2 2 «i«!) r  j-L i  JL_

2 ( - l ) " rr / 7 \  ^ v , ,  1 [2_ p
Tnûjn

.[ F { -  ) - F (- )]  + ------[
2 «<üb T X L

f  (/) cos ncüQt dt]

Timûq

pero F ( 0  =

neo*

/ ( i ) * -
F<f > ' :  f  r
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n ~ )  -  F ( ^ )  = £ 2 f ( t ) d t  + ̂ - j Q2 f ( [)dt  + ̂  =  -  j° r f ( t ) d t  -  0  f ( t ) d t  + ^
~2

= -  p  /(< )< * + — = - — + —  = o ... A = - S l-
l l  2 2 2 »«*,

2

oc

Luego F(t) = —  + N  ----- [-6 n eos ncoüt + an sen nco^t]
2 ¿-fncoo

n=\

00

F (í¡) = —  + /  ------[-bn eos nco0t\ + an sen no)0t] ]
2 hcOq

n- 1

oo

F(t2 ) = —  + ------[~b„ eosncoQtj + an sen nco0t2]
2 ¿-fncúo  

n=\

oc

F (t2) -  F (tx) = /  ------[-b„ eos nco0t2 + an sen nco0t2 ] -
¿ - f n a i b «=1

OC
-  /  ------[-6,, eos noj{)t\ + a„ sen nco0t] ]

¿-fncoo
n=1

oc

= /  -—-[¿„(cosna)9/1 -co s« íy 0/-,) + a„(sen«íy0í-, -senníOgí,)]
¿-fncoo
n=1

. oo

f ( t)d t  = —  (z2 - , í,) + 7  ----- [~bn (eos nca t̂2 -  eos hc^í,) + an (sen nc%t2 -  sen n«^/,)]
4, ' 21 n=1

Ejemplo.- Dada la función f ( t )  = t 2 , 0 < t < 2n  y f(t + 2k) -  f(t).

a) Hallar la serie de Fourier de la función f(t).

b) ¿Cuál es el punto de convergencia de la serie de Fourier de f(t) en cada punto de 

discontinuidad?
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(-1)"c) Hallar la suma de la serie > - -
' n2n=\

t 2 2d) Hallar la serie de Fourier de — (/ -  n  ) ,  a partir de la parte (a)

Z I JT~ 
(—  + —— ) 
«3 nn=1

S olución

a) Graficando la función f ( t )  = t , 0 < t < 2rt u‘ ¡m

La serie de Fourier de la función f ( t )  = t 2 es:

00
/ ( / )  = -^  + ^ ^  (an cos na)Qt + bn s e n « ^ / ) , donde

n=l

l n L

= -  H 3" r  I / (O  cos na^t dt = — | t 2 cos nt d t , integrando por partes
n  J-x

J ti = t
ì/ v  = cos n i  dt

du = 2i dt 
sen nt

v  = --------------
n
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1 F  2 j  1 . t 2 s e n n i.  / n 1 F  2 ts e n n t  2 F
a n = — I t  c o s n t  d t  =  — (---------- ) / ---- I ------------ d t  = ------ I

n  J-Æ K___ n /  -x. 7i n htv

2 t  e o s  n i sen  n t ¡ K 4 ( - l ) ”

u =  t

d v  = sen n/ é/î

t------------+

^  f i t )  se n  nco0t d t = — T
x  X L  7T

n n  n

T

m n t  ¡ n _  4 ( - J

n2 '  - *  n 2

t  sen n t d t , integrando por partes

d u  = 21 d t  

cos n t
v  = —

n

, 1 . t 2 cos n t .  t K 2  F  ,
bn = ~ i --------  —) /  + —  I t  cos nt  d t

71 n ! - n  n7i

n n '-------------- *-------------- - nn n n ' -*

00 00 „
.  s ao n 1 V ^ 4 (- l)"

/ ( 0  = ^ L + ^ a „ c o s n /  = — + 2 ^ -----—  cos ni
«=1 n=l

;r2 (-1)"
/ ( í ) = _  + 4 2 ^í - 2L cosmí

b) f i2 7 i  )=  lim / ( i )  = 4;r2 y lim /(< ) = / ( 2;r+) = 0 entonces
t-*2n~ t-*2x+

f (27T~) + f i27T~)  _ 4^-2 0 _  2^2

c) Como f ( t )  = t2 = ~  + 4 /  , 2------  para t = 0, —  + 4 ^
n=l W "=1

(-1 )

00

z
n=l

( - ! ) " _  * 2
M2 12

t sen mí dt

" cos m# _
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d) Como V , £ i + 4 y
n=l

( - l)" c o s« í . , .
- ,  integrando se tiene:

M ^ Í ^ Í “ - - - f í r - Í í£n=\ n= 1

í . 2 2s „ V ' ( - l ) “ *- ( t  - ti ) = 4 >  - 3■ sennt para l = —
rt=l * ^

? 00 00 -J
7t y  2\ . v  1 v  1 *
6 4 K L - t n 3 ^  ¿ - ' n 3 32/7=1 /I=l

.T2 + (“ O* eos«/
~ T +

sen mí

como í para t = n
#i=i

9  00 ac -y

3 ^ „ 2 6
n=l /i=l

V - ,  i * 2 * 3 * 4
^  «3 + «2 3 + 6 (—

14.13. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

0  Hallar la serie de Fourier de la función dada por / ( / )  =

Solución

-71

— — , -71 < t < O 
4

— , O < t  <71
4

O 71

2tz 2tt 
a>n = —  = —  =  1, 1 =  27t

0 T 2ti

-* La serie de Fourier de f(t) es
t

00
/ ( / )  = —  + (an eos nco^t + bn sen nco^t)

n=\
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1 r Jt ,  / u r7t ,  / *  ¿T ;r JT
= —[— 0 /  + [—0 /  = —+ — = —

*  4 /  * l 4 /  o 4 4 2

r

an = y  p ( t ) o o s n t  d t=  — J* f ( t )  cosnt dt =— f ( t )  cosnt dt+ f ( t ) e o s n t  dt]
- u n

1 r  K J r *  JT sen«* / °  sen/ / *= —[ | ---- cos nt d t+  I — cosnt dt] = — [----------- /  + —— ] = 0
7t J_x 4 Jt 4 4 n ' -a n '  o

bn =-j; J ^ /( í)s e n n / dt = — JT f ( t ) s e n n t  dt = — [ J° f ( t ) s e n n t  dt + f ( t ) s e n n t  dt]
2 71

1 r r  ^ f i=  — | I -----sen n t d t +  I —sen nt dt]
*  L  4 l  4

b _ 1 ĉo snt |  ̂ cosnt  /°  ^ 1 ^ 1  (-1)" (-1)" [ 1^
" 4  n I  -te n /  -T 4 n n n n

2 n n

0 si n es par

1 . .— si n es impar 
n

1
2 « - l

n  V~> sen(2/i -  l)í
/(O  = y  + X  K  eos nt + bn sen nt)  / ( 0  = ^  + ¿ [ ]  2 w l

«=i «=>

( 2 )  Encontrar la serie de Fourier para la función f ( t ) =  \ A sen oj0 11

Solución
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PC

Luego la serie de Fourier de la función f(t) es: / ( / )  = —  + a„ cos noj^t y T = jt
n=i

| ,4 sen co^t \ d t+ — 0 1/i sen coqí \dt = — J  ̂| ,4 sen co^t \ d t+ — | | A sen co^t \ dt 

2

= — I -  A sen co t̂ dt + — 12 A sen co^t dt
*  1 -  Jd

2 ^cosffl^/ / °  , 2 v4cosfflj,r
*  i - -  n  (Oq

I '  2 A * O S L / J  
I - -  K COn > o T

= - [
K

l T, A , M  1 T A Al l AK 2̂ 4 4A
= - l ( A - ( - A ) ] ----- [ - A  -  A]  = —  ( 2 A )  + ----- = ----

71 7t 71 71 K

T n
2 1*2 2 1*2an = — I f ( t )  cos na^t dt = — I | ^sena^í | eosno^t dt 
T  JLI ^ X -

4/í

* - [ C -k  y a
Asen co t̂ eosnco^t dt+  0  A sen co^t eosno^t dt]

n
2A r  i n  i

= —  [ I — (senCl + njíy^ + senO- ”) ^ ) ^ *  I — (sen(l + n)<&0t + s e n ( l -  n)a>ot)dt
7t J-— 2 Jo 2
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A r, 1 1 , ,cos(l + n);r cos(l-n)?z\ ,cos(l + «);r co s(1 -h );t
= — f(------------ + ------------- ) - ( -----1------—  + ----- ------— ) - ( ----- ----------+ ----  ------— )

7i (l +  n ) ^  (1 -n)(OQ  (l + n)<2̂  (1 Q + n )°\} ( l - « ) ^

, 1 . 1 M+(--------------1--------------)]
(« + 1 H  (1-»)«*, J

A r, 2 2 x 2cos(l + «);r 2 cos(l
-[(:-----+ --------) — — r ---- ------------------------- :--------- ](OqTC 1 + n 1 - n 1 + n 1 - n

_ A [ 4 + cos(l-w );r^

2*  l - n 2 1 + n 1 — n

A r 4 1 1 , .
—  [------ -  -  2( -  -— — ------] si n es par
271 \ - n ~  1 + n 1 — n

A .(. 4 1 1 V,2(------ + -------)] si n es impar
2k  1- n  1+n 1 — n

a„ =

A 4 4
2tz l - « 2 V „ 2
A 4 ___ 4_

271 \ - n2 l - n 2

] si n es par

=> a.  =
] si n es impar

A 4
— (------ - )  si n es par
x  \ - n 2

0 si n es impar

, 4 A t 1 x 4 A , 1 xLuego a2n = —  (-------------7 ) = —  (-------5-)
a  (1 - (2 n )  n  1 - 4 «

f ( t )  = ^  + V  —  (--------- )  eos 2nco0t
2 ¿ - ¿ 7 1  1 - 4 «

n=l

m
2 A 4 A y __
7t 71 1 -

n= 1
4 nz

-eos 2 ncünt

( 3)  Desarrollar f ( t )  = e rcosl cos(rsen í) en serie de Fourier (Sugerencia: usar la serie de 

potencias para e 1 cuando z  = r e /!)

S olu ción

Como eos 6  =
ejB +~JS

, sen 6  =
ejt - e ~ jt

2 j

f  (f) = ercos' eos(r sen t) = e
,eJt+e Jl j eJrSent +  e ~jr sen!
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J '+ e - f t  eJ t-e~ j ' eJl -e~ J' J< +e~jt  eJ'- e ~ j '  eJI -e~ jt
1 r (^ — -----) jr .-----— —  - j r . ----- — -  j  -----) r.~----  ----- - r . - ----   

■--e 2 .[e 2j +e l j  ] = - e  2 .\e 2 +e 2 ]
2 2

1 -(e j'+ e-j+ ei'-e-j') - r- (eJ‘- eJ<+e~j<+e~}') ]
+ e ] = - [ ereÍ' + e- 'eJ' ]

como e
X X

y ^  =>
X—i n ! n\
n= 1 n=\

f ( t )  = -^[ere' + e re 1 ] ,  entonces se tiene:

/ ( 0 = i y ^ ) + ^ ) l = i y i i (e
n\ 2 ¿ —t n \

n—l n=1

= 1 + -

OS»IJj

+ i  v i l
. ¿ - J n \  2 ¿ - i n \

eos nt ••• / ( 0  = 1+-
n=1 n=l

¿—i n \
«=i

eos nt

(T ) Encontrar la serie de Fourier para la función / (O  = -j

Solución

í + 1 ; - l < í  < 0  

í + 1 ; 0 < t < 1

f(t)

\  A  / \  / \  /I
\  /  \  / \  '  \  7 I\  /  \  / \  /  \  /

\  /  \  / \  /  \  /\  /  \  / \  /  \  : /  I\ /  \ / \ /  . V I ....
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 t

se tiene: T = 2 

2n
(%= —  = 7r

observamos que f  e  P C [-l,l] , es decir: f(t + 2) -  f(t), V t e R y  /  e  Fp

X

/ ( O  = —  + y  a„ eos n;r í , = 0
2 '

n=l

donde a0 = ~  0 / ( 0 =  J  f ( t ) d t =  J^ / ( í ) ^  + |V ( 0 < *
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= £  ( í + 1)dt + j V / + 1 ) d t = ( i  -  o ) + ( o + 1 ) = i

an = y  £  f ( t ) e o s n x t  dt = j"* f ( t ) c o s n x t  dt = £  f ( t ) o o s n x t  dt+ f(t)cosn7tt  dt

2

= £  (/ + l)co s/i/r í dt+  ( - f +  l)cos«7rf dt

1 (-1)" (-1)” 1 2 2(-l)"
an ~ 2 2 2 2  ', '>~*~2'> — ^ 2  2 ’’« ;r n ;r « ;r n /r n n  n n

O si « es par

4 . .
■ si n es impar

Yl~ 7Z

v n T . [cos«;r = ( - l )  4 _ 1 T 7NOTA.- . Luego a2n_, = ---------- 7- 7 , n =  1,2,3,...
[sen /7/r = O, V n e  Z (2« - 1)2 *-2

" S )—  \  ■oc
1 4 1

••• / ( O  = -  +  —7 /  ---------- -  co s(2 m -  l) ; r  /
2 Æ2 ^ ( 2 n - 1 ) 2W=1

NOTA.- A partir de esta serie de Fourier podemos obtener la suma de la serie
X

------------ = — + ----- 1-—- + —  + En efecto: para t= l  se tiene f( 1 )=0
(2w - l )  l2 3 5 7n—\

00
1 4 1

0 = / 0 ) = -  + - 7 /  --------- -c o s ( 2w-l ) /r
2 n  (2/i — 1)W=1

,21 ! 4 Y  ( - o  _ 0 ^  y  1 _ n
2 + x 2 Z ^ ( 2 „ - l ) 2 ^  Z ^ ( 2 „ _ l ) 2 8

n—\ n=I

©  Hallar la serie de Fourier de f ( t )  = e ' ,  111 < ti

Solución

17t
11 1 < n: => -7t < t < ti => T = 2ji, (Oq = —  = 1; la serie de Fourier de la función fl¡t) es:
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oo
aof { t )  = —  + y  (an eos ncúQt + bn sen nco0t ) , donde

n=i

2 senh ;r
;r

2

r

eos nt dt =
e‘[« sen nt + eos«/] ¡ K

Jt(n +1)

eK c o s n x  e * eos(-7rn) (-1 )” , n - K. 2 (-l)"senh;r
-  (e - e  ) = •

7T(/72 + 1) 7 [(n 2 +1) ;r(rt2 + l) ;r(« +1)

a„ =-
20-lT_setüwr 

;r(«2 +1)

= f  / ( O s e n nt dt = ^- j *  e'
2 71

sen nt dt =
e‘ (sen nt - n  eos nt) / ^

^•(n2 +1) // -/T

e* ( -n  eos na )  e * ( - n  cos(—n?r)) n(—l)"e K — eírn(—1)" n(—l)”^ - e

■̂(k +1) /r(n +1) ;r(n2 +1) ;r(w2 +1)

2 « (-l)'1 senh(^) 

7r(«2 +1)
b„ =

-2n(—1)" senh(/r) 

;r(«2 +1)

/ ( 0  =
senh(/r) 2 senh(/r) .(-1)" eos «i « (-l)" sen « z

K X
«=1 1 + «2 rt2 + 1

© Hallar la serie de Fourier de la función / (t) ■

- U - ; - * < / < - -

; X t J  
2 2

1 1
~ < t  <71 
2
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Solución

Como f(t + 27t) = f(t) donde T = 2n, cô  = y -  = 1

*
La serie de Fourier de la función f(t) es: / ( í )  = -y- + y  (an eos nt + bn sen n t ) , donde

n=i
r  1 i . - .

°o = f  j \  f ( t)dt = K t)dt = “ 1[ J j  f(t)dt + JPi f{t)dt + i  f(t)dt

= - [  
7T f » ' +o+í ('- i > * ] = - — i 

2;r

a n =  y J ^ ./( /)c o sn í t f / = —  J  / ( ¡ IC O S f l /  í / í-■ ir
1

= —[ j 2(í — )cosnt dt+  j O.cosnt dt
k  y K 2

2

+ ( í - i )  eos ni dt]
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= —[ i ( t - I ) c o s nt d t+  I (t —
n i -K 2 JI

I ) c o s « i  dt] = - i — sen(—)
2 nn 2

b„ = — y  f ( t )  sen nt dt = — | / (i) sen nt dt
t  y v

2 ft y n

i r 2  i r  i= —[ I  ( t - —)sen n t  d t+  I j O.sen nt dt+  I ( / - —)sen/  dt]
* 2 2

í . n ,  i ,  , r ,  u  j ,  ! r 2 / « ,  1 « 2(-!)"= —[ I (*— )sen « í dt+  I (Z- — )senn t  dt] = —[— -s e n (—) + — cos------------
n  i_K 2 J i 2 n  n 2 n 2 n

2

1 2 ( u \  S , 1 • -  1  5 - m 1 a
b„ = —  [—  sen(J) + c o s (^ ) -2 ( - l)" ]  

n n  n 2 2

00

y  (í) = — (—— 1) + — [Isen (—)c o s« í + I ( - —sen —+ cos —-2 ( - l )" ) ]
2 2 n  n  n 2 n n 2 2

n=i

©  Encontrar la serie de Fourier para la función f(t) definida por f(t) = 1, para -n < t < O, 

f(t) = O, O < t < 7t y f(t + 2n) = fl[t).

Solución

Graficando la función f(t) se tiene:

oo

/ ( ; )  = —  + (an eos ncoQt + bn sen na>0t ) , donde
n=l
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T

30 = |  J j - / ( O *  = ^  |  f ( t ) d t  = i { £  f ( t ) d t  + £  f ( t ) d t )

= - [  f <* + 0] = - [ 0  + ;r] = l => a0 = 1
*  J - x  n

T

an = — | 2 /( í)c o s n « ^ í d t = — I f ( t ) c o s n t  dt = —[ I co snt d t+  I O.cosnt dt]
t  y i  n y K n y„ y

2

1 f° , sen nt / 0 sen nt
= — I eos nt dt = — -—  = 0  + ----------- = 0 => a„ = 0

n  ¡_K nt t -x  nt

T

bn / ( 0 senncu^t -  — J* f ( t ) s e n n t  dt = —[ | °  f ( t ) s e n n t  dt+ f ( t ) s e n n t  dt]

0 si « es par 

2
—  si n es impar 
n n

1 f°  1 COSrtí / °  1 ,
= — I sen«f dt = —[--------------------------------------------- ] /  = -[1 — eo snn] =

n  y ^  n  n • -x  nn

i ■ 2 • ru\ 1 2 V sen(2w_1)í
L“ g0 -  / ( , ) ' I ' í 2 .  2m-  In=1

Si f(t) es una función periódica de t, con periodo T e integrable, demostrar que

1 f +af a ( t)=  —  f (  r )d t , también es periódica con periodo T.
2a J,_a

Solución

Debemos demostrar que f a (t + T) = f a (t)

i *t+T+a * Mt+a+T

f a (t + T ) = V" f ( T)d? -  ~  / ( r ) d r
ZíJ J t+ T -a  ~ a  J t-a + T

ahora usando el hecho de que para cualquier función periódica de t con periodo T, se

J »p+t w?

f ( t ) d t =  I f ( t ) d t , entonces tenemos que:

a+t Ja
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f a ( ‘ + T)
\ r a+T i c +a

= —  m d T = —
2a J,_a+7- 2a  ¿,-a

f ( r ) d r  = / a (í)

de donde / a (í + T) = / a (í) L.q.q.d

Solución

La regla de correspondencia de la gráfica de f(t) es: / (t) =
1 +

4í 
71 
4/
7

■ < í  < o

2 T T T T
— [ 0 - ( ------+ - )  + (-------) - 0 ]  = 0 => a0 = 0
T  2 2 2 2

= ^  [ 0  f ( t )  cos(rtco0t) dt + 0  f  (t) cos{nco0t)dt]

~2

H
4/

r ( 1 + y )  cos(n®b0^-

7

r « - í )cos(n(ü0í)^ ]
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_ 2 4 4(-D" 4 ( - l ) "  4  \  1 ( - i r  16 1 (-1)”

T n 24 T  n24 r  n24 T  n2a%T n2a¿T 2 n2 ^  "2 "2 J

a„ =
0 si n es par

8 .
si n es impar

a%T 4n  n n 

8
a 2n~\

n2* 2
(2n - 1)2 Ji2

T *0 T 
b„ = j  j ^ / ( ' ) s e n ( « < v ) ¿ í  = -^ [ J ^ /íO s e n /ia ^ / dt+  / ( / )  sen nco^t d t]

2 2 

=  [̂ j°r (1- y ) senMfl\ )í ¿í + £ ( i - y ) s e n / i < v ]

2--------- i ( - 1 ) "  ( -1 )"  i = -[--  --+ — ] = o => ¿>„ = 0
r  ncofr ncüQ na>Q

co
8/«>-£

/i=l
(2h - 1 )2;t2

C O S (2«  - l ) £ ü ^ í

OC
Encontrar la suma de /  ---------- —

^ ( 2 « - D 2

Solución

Utilizando la serie de Fourier de la función f(t) del ejercicio (9), es decir:

/(0  =

1 + —  ; - ~ < t <  0 
T  2

1——  ; 0 < í < -
7  2

f ( 0 ) = l

como
8

•X)

8 1 / ( 0 )  —  /   - = 1 de donde
n 2 ¿ r * ( 2 n - l ) -«=i

x  7
Z , _ K~

(2« - l ) 2 8«=1
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i 1 2
©  Utilizar el teorema de PARSEVAL, para probar que ^  — ------— = y -  utilizando el

»=i 2̂w ^
problema (4) de 14.5.

Solución

Se trata de la función f(t) dada por: / ( / )  = -

T
-1 , -----< / < 0

2
T

1 ; 0 < / < —

el desarrollo en serie de Fourier es: /"(/) = — *S ' ——-— -——
n  2 n - \

n—\

i r  2 i *
por el teorema PARSEVAL se tiene: y  p  f 2 (t)dt = y -  + ̂  ^   ̂(a 2 + ¿>2)

I? n=l2

16

l)2
- í - i f  L - r  -T JLl J) k~ ¿—?(2n-\y T 2 22 w=l «¡=1

00 -y

Z _ J ___ _ n 2

(2n —l)2 ”  8/7=1

2 (-1 )” sen nt 1 , 2 ,
Integrar la serie de Fourier de f ( t )  = í para obtener y  -------- --------= — (/ -7 i) t  y

n=l ”
00 A

E l _ ;r 
_  945

W=1
Solución

En la parte 14.12 se ha calculado la serie de Fourier de / ( / )  = t 2 , es decir:

„  ,T 2 v 1 (-1)'' eos« / , .
f  (/) = —  + 4 > -------- --------, integrando se tiene:

3 n
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( - 1)"
sen n x ,r  2 , r  n 1 , . 'V ' (-i)"  r  , X3 tt1x  <_1I t dt = I —  dt + 4 )  — -— | eos nt dt => —  =*-------1- 4 > — -

A Jl 3 «2 Jo 3 3 r?n=1 «=1

(-1)" sen nt 1 3 2  ̂1 , 2  2 >de donde /  ---------------------------- -----------  — (t - i r  t) = —  (t - i r ' )
n3 12 12

n=i

T x „
ahora aplicamos el teorema de Parseval ^  0  / 2 (t)dt = o2 + i  ^  [o2 + < ^ r ^ ) 2 ]

2 W=1

r  1 /3  7 \2 / I V  »  1 /  2* 2'5 o V >I —(t - ic~t) dt = — y  — => -----[------------------------------- +--)/ =8> —
J„ T 9 2 ¿ ^ „ 6 18̂ r 7 5 3 /  -jr

_1_
2;r

«=1 n=l
í

líinou ‘j/  lA /rlí.SA 4! :;rri'ji0vj b  *>

16* ‘  8y l ,  de donde =
Z - f  w6 ^  „ 6 94518^(105) „n=\ n~1

( o )  De un conjunto infinito de funciones reales \<j>„(0}„>i se dice que es un conjunto

ortonormal en el intervalo <a,b> si I <j>n (t)</>m (t)dt = 6mn , donde 8 mn es la función
Ja

Delta de Kronecker. Sea f(t) una función definida en el intervalo <a,b> y si se supone
00

que f(t) se puede representar como f ( t )  = cl<fr(t) + c202(t) + ... + cn<pl,(t) + ... = y , j A Q
f n= 1

en el intervalo <a,b>, donde los c„ son constantes. Demostrar c„ = f  (t)</>n( t ) d t ,
Ja

n = 1.2,..., Los coeficientes c„ se denominan coeficientes de Fourier de f(t) con respecto 

al conjunto ortonormal {</>„ (/) } .

Solución
ou

Como / ( 0  = c n <pn (0  , multiplicamos ambos miembros de la igualdad por (j)n
n=i r" ' : ,

■ ^
00  ' . 

f(t)4>m (t) = ^  c j „  (t)t¡>m (r) , al integrar en el intervalo de <a,b> se tiene:
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í*a f(t)0m(t)dt = t ^ c n(f>nipm{t)dt, donde n=  1,2,3,... y m = 1,2,3,...

Q n=1

haciendo m = 1 , se tiene:

|V M«M< = Ít
° a n= 1 °

— C\ + c2 (0 ) + ... + cn(0 ) + ... = c, 

para m = 2 , se tiene:

<¡>n (t)<¡>2 (t)dt, haciendo el mismo análisis

° n=1 a

r
f ( t )</>2 (t)dt = 0  + c2  + 0  + ... = c-

para m = n, se tiene: | f{t)</>„(t)dt = }  cn | <t>n (t)</>n(t)d t  = 0  + 0  + ... + c„ +... = c„

W= 1

f f ( t ) 0 „ ( t ) d t  = 'y 'c „  f <
Ja Jan= 1

Cn =  I  fU)<Í>„(t)dt
Ja

GO A

Si /(f) = y  se aproxima por / A ( t ) = ' ^ '  c n</>n ( t ) . Demostrar que el

W= 1  W= 1

cuadrático medio —-— f [/(í) - f k (í) ] 2 d t , es mínimo. 
b - a  Ja

S olu ción

Llamemos Ek al error cuadrático medio, es decir:

fb - a  Ja

00

reemplazando el valor de f k (t) = en i 1)

«=I
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f k ^

[ / (t) - /  cn<t>n (í) ] 2  d t , derivando con respecto a c„

n=\

n-\ n=\

f k k k

[ ~ Y j ( ' ) / « + Y j c j n  (,)X  *” {t)]dt
« = 1  n= 1 n=l

r k k

£ > 2  W - =  o , L.q.q.d.

n=I n=l

15) Demostrar que si cn son los coeficientes de Fourier de f(t) con respecto al conjunto

f *
[f(t)]2dt = ^  ' el . Este resultado se conoce como la

identidad de PA R SE V A L .
S o lu ción

Como / (t) = ^  ' cn </>„ (/), multiplicando por si m

n= 1

x  x  oo

i m ?  = = Y J c" f "2(t)
n=\ n=l /7=1

integrando ambos miembros en el intervalo <a,b>

j*  U it ) ] 2 dt = j*  J  c ¡4 ¡  (0  , de donde £  [f(t)]2 dt = J  c2  £  £  (t)dt

a “ n= 1 « = 1

» I X

J (j>l (t)dt = S nn =1, entonces se tiene: J  [/(f ) ] 2  d t= ^ '  c 2 , L.q.q.d.y como

14.14. E JE R C IC IO S P R O PU E ST O S.-

® Í0  , O < t < 1
Hallar la serie de Fourier de la función: f ( t )  = \ , f(t + 4) = f(t), V t e  R.

í , 1 < í  < 4
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© ,  f t , 0  < / < 2 .
Si f ( t )  = \ y f(t +  3) =  f(t), V t e R. Hallar su serie de Fourier y

[ 2 - t  , 2 < / < 3

graficar la función.

(5 ) Si /(/) = j í ’ ^ y f(t + 4) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la función.

0  Si f ( t ) -
1  , 0 < í< l

0 , 1 < t < 3 y f(t + 5) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la función

-1 , 3 < / < 5

®  m -

4t , 0 < t  <2

-3 , 2 < / < 4 y f(t + 7) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la función

1 , 4 < í < 7

® i 0  , - c < t < 0
Si f ( t )  = < y f  ( t + 2c) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar.

Ic - t  , 0 <t <c

©  Si /(/) =
0 , - c < t < 0

( c - t ) 2 , 0 < t < c
y f(t + 2c) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar.

8 )  Si f ( t )  = V >7r + ̂ t ’ n  1 ̂  y  f(t + 2k) =  f(t). Halle la serie de Fourier y graficar.
7c + 2t , 0< / < n

®  Si /(/) =
t(c + t) , - c < t <  0

10) Si f ( t )  =

( c - t ) 2 , 0 < t < c

t + 1 , -2  < t <0  

1 , 0  < í < 2

y f(t + 2c) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

y f(t + 4) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.

© Si f(t)  = cos(—) y f(t + 2n) = f(t). Halle su serie de Fourier y  graficar la función

í 0  , - c < / < 0  i
Si f{t) = < y  f(t +  2c) =  f(t). Halle su serie de Fourier y  graficar.

\e~l , 0< t <c
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O , —n < t < O
13) Si /(/) = -j y f(t + 2n) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.

r  , 0 < t  <7r

@  Si /(/) =

-71-í

2
O

71 -t

-7T < t < O

t = O y f(t + 2tc) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.

0 <t <71

¡0

17)

Si / ( / )  =

-/T -/ , ~ 71 < t <-~
K

7T-t

y f(t + 2n) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.

^< t<7C
2

Hallar la serie de Fourier para la función f(t) = t - [| 1 1]

Si f (t)  = <7r + t ' K < ‘ < ^ y f̂ t + 2tc) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar.
I 7l - t  , 0 < t < 71

sí m =

71 K
t , -- <t < —

2 2
7t 2)71

71 — t , — < t< --
2 2

y f(t + 2n) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.

Vvt.

sí m =

2 71 71t , ----- <t < —
2 2

y f(t + 2n) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar.
K2 71 371
-- , — < t< --
4 2 2

(20) Hallar los coeficientes de Fourier y encontrar la serie de Fourier para la función

F(t) =| A sen a)0t \, - y < í< - ^ ,  co0 = a  .

Si f(t)  = 1 - 2 1 2 - t4, 0  < t < 1, halle la serie de Fourier y con el resultado obtenido

X

la serie N  ' —  (aplicando PARSEVAL).
n

sumar l
n- 1
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( í~2) Hallar la serie de Fourier de la función f(t) = cosh (kt) para 0 < t < c y hallar la serie

para t = —

Si f(t) es una función periódica integral, con periodo T, demostrar que

_ -r  X
1 1 y  ̂ ^

~  I /(Ó (-- t)dt= /  —— donde bn es un coeficiente de Fourier de f(t) y
T Jo 2  ^ n c ü Q

n= 1

(Oq = ~~r (SUS- Desarrollar , para 0 < t < T en serie de Fourier).

Sean f(t) y g(t) funciones continuas por tramos con periodo T y sean a n , bn y a n,

los respectivos coeficientes de Fourier de f(t) y g(t), demostrar que

T

_2
T I T

p r  , f ( t ) g ( t ) d t  =  ̂  ( a „ a „  +  bnpn)

2 «=1

Hallar la serie de Fourier de la función f(t) dado por el gráfico, estudiar la convergencia 

puntual en [-3 7 r,3 7 r]

(26) Halle la serie de Fourier de f ( t)  = t2- t , -1 < t < 1, por evaluación directa, graficar.

. í -21 , -n <t < 0
Desarrollar en serie de Fourier la función definida por: f(t) = < ,

[ 3 ? ,  0 <t<7T

f(t + 2n) = f(t), V te R  usando el resultado de este desarrollo, calcular la suma de la serie
X

1I(2n —1)
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Calcular la serie de Fourier de f ( t )  =  e a‘ en -n < t < n use este resultado para calcular la 

suma de la serie“L
n=1

a2 + n2

(29) Si f ( t )  = t 4 , -n < t < 71, halle la serie de Fourier de f(t) y calcular la suma de la serie

<*! - A ) 2
---- 7 -̂- , graficar la función.

H4
n=\

Sea /(<) =
\r+\ , -\<t<o

[r - 1  , 0  < í < 1

Si f(t) esta dado por el gráfico adjunto:

, tal que f(t - 1) =-f(t) gráfica y halle la serie de Fourier.

a) Halle su serie de Fourier de la función 

f(t).

b) Con el resultado de (a) verificar

+ + J ___ 1_ + _ W 3

- 5 + 7~U  + 13 17 6

Sea f ( t ) = \ t 3 - t \ ,  -4 < t < 4, f(t + 8 ) = f(t), f(t - 4) = -f(t). Halle los coeficientes de 

Fourier, haciendo el gráfico periódico con todos los datos presentes.

(33) Hallar la serie de Fourier de f(t) dado por: f ( t )  =

1 , 2 < t <3

4 - t  , 3 < í < 4  

/ - 4  , 4 < / < 5  

1 , 5 <  t < 6

, f(t + 4) = f(t).

•̂2 í- í 3
Hallar la serie de Fourier de la función f ( t )  = ----------- en - 7 1  < t < n y mostrar que
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(35) Hallar la serie de Fourier f(t) =

(40)

t — 711
0  <t<7T

-t~ —nt
-, -71 < t <0

1  6

y probar que >  -----r= ^- -
4 “'(2 rt-l) 6 960
n=l

36) Hallar la serie de Fourier de la función /(/) =

-7T-t , -7T < t <- —
2

t , — — < t< — al resultado 
2 2

7t-t — < t <71 
2

obtenido aplicar Teorema d^ PARSEVAL para sumar la serie.

Explícitamente determinar los coeficientes de Fourier de la función 

0  , - 2  < / < - 1  

/(/)  = • |f| , M < 1  en el intervalo [-2 ,2 ]

0 , \<t <2

\-t , - 3 < í < 0  . .
Si f(t)  = { . Determinar los coeficientes de Fourier y hallar la suma de

1 t , 0  <  /  <  3  3

X

la serie 7  ----

/I=l (2/i - ir

Halle la serie de Fourier de /(/)  = | A eos coQt |

f(t) esta dado por el gráfico adjunto, halle su serie de Fourier de f(t) y sumar la serie 

, l i l i l í

+ 22  + 32 + 52  ^ 6 2 + 72  + 92
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Si / ( í)  =| t2 — 11, -2<t<2 , f(t - 4) = - f(t), Graficar f(t) y calcular la serie de Fourier 

de f(t).

T T
Demostrar que si F(t) y G(t) son continuas por tramos en - — < /< — y periódicas con

T

periodo T, entonces la función definida por H(t) = y  J"^ F(t - /u)G(p)d¡j. , también es

2

una función periódica.

43) a) Hallar la serie de Fourier de la función f(t) = eos at, - n < t < ti (a e R, cualquiera)

< jmo JAVH 2 AJb) Hallar y _l_
n2- a 2)2

™ 2 

d) Determinar /  — ---——
¿ •¿ (n 2 - a 2)2
n-l

c) Determinar: ctg (arc)

ni(!njjob jlíranií!}io«lqx . 
00

e) Calcular /  ——--
An -1

« = 1

44) Hallar la serie de Fourier de la función f(t) cuya función gráfica es:

f(t)

-3ti -2ti -ti 0 7: 2n 3it t
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b) Aplicando el teorema de PARSEVAL hallar la suma de la serie correspondiente.

Si f(t + 2n) = f(t), V t y F(x) = JT [f{t) — ̂ ~]dt. Demostrar que: F(x) es periódica

con periodo 2 ti, donde a0 = — r

47) Dado ^  ^  ' (-1) ” + 1 , -ji < t < t i, usando integración probar que:

n=\

t2 rr2t 7t Z (-l)" eos nt ' 3
— Y que

n=\

(- 1 )" sentit• Í__£Z -V izl¿_
12 12 n

-, para - ti < t < n

Hallar la serie de Fourier de f(t) representado por el gráfico adjunto:

Sea F: R —> R una función seccionalmente continua con periodo 2n y supongamos que
00 SC

F(t) = —  + ^  ' (An eos nt + Bn sen nt) y sea F(t + x) = ̂ -+ ^  ' (an eos nt + bn sen nt) ,

n=I

probar que: A„ =(-1 )nan , Bn =(-1)" bn

n= 1

Encontrar la serie de Fourier de onda de la figura, por diferenciación.

f(t)
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CAPÍTULO XV

1 5 .  S E R I E S  D E  F O U R I E R  D E  F U N C I O N E S :  P A R E S ,

I M P A R E S ,  S I M E T R Í A  D E  M E D I A  O N D A ,  C U A R T O  D E  

O N D A  P A R  Y  C U A R T O  D E  O N D A  I M P A R . -

En el capítulo XIV se ha estudiado que cualquier función periódica f(t) con periodo T 

que satisface la condición de ser continua por tramos e integrable sobre cualquier 

intervalo se puede representar mediante una serie de Fourier.

oc

/ (t) = —  + ^  1 (an eos no3^t+bn sen nco t̂) donde co0 = —

n = ]

/  *

Ahora en este capítulo estudiaremos el efecto de la simetría de la forma de onda y el uso 

del impulso en el cálculo de las series de Fourier de algunas formas ondulatorias.

15.1. FU N C IO N E S PA R E S E IM PA R E S.-

Diremos que la función f : R —> R, es par si satisface la condición f(-t) = f(t), V te R y e s  

impar si satisface la condición f(-t) = - f(t), V t e R.

O B S E R V A C IÓ N .- Observamos que una función par, es simétrica respecto del eje 

vertical en el origen, mientras que una función impar es 

antisimétrica respecto del eje vertical en el origen.
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15.2. PR O PIE D A D E S D E LA S FU N C IO N E S PA R E S E IM P A R E S.-

(T) Si f, g : R —> R son funciones pares entonces f.g es función par.

D em ostración  

Sea h(t) = f(t).g(t), por demostrar que h(t) es función par 

h(-t) = f(-t).g(-t) = f(t).g(t) = h(t) por lo tanto 

como h(-t) = h(t) entonces f(t).g(t) es función par.

( 2 )  Si f,g : R -> R son funciones impares entonces f.g es función par.

D em ostración
\ \

f,g son funciones impares => f(-t)= -f(t) y g(-t) = -g(t)

sea h(t) = f(t).g(t), por demostrar que h(t) es función par

h(-t) = fl-t).g(-t) = (-f(t)).(-g(t)) = f(t).g(t) = h(t)

como h(-t) = h(t) entonces f(t).g(t) es función par

(5 ) Si f  : R —> R es una función par y g : R —> R es una función impar entonces f.g es una

función impar.

D em ostración

Como f es una función par, entonces f(-t) = f(t) y como g es una función impar, entonces 

g(-t) = -g(t).

Sea h(t) = f(t).g(t) por demostrar que h(t) es función impar.

h(-t) = f(-t).g(-t) = f(t).(-g(t)) = -f(t).g(t) = -h(t)

como h(-t) = -h(t), entonces f(t).g(t) es función impar

( 4)  Toda función f(t), se puede expresar como la suma de dos funciones componentes, de las

cuales la una es par y la otra impar.

Demostración

Se conoce que cualquier función f(t) se puede expresar así:
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m =i  m +i  /(-r)+i  /(?) - 1 /(-o  = i  [/(o+n - t )]+1 [/(o -  /( -o í... d>

Sean
/.(*) = - [ /(O +/(-')] 

/o ( 0  = | [ /( 0 - /(- 0 ]

... (2 )

Donde f e (-r) = |  [/(-O + /(O] = ̂  [/(O + /(-O] = fe (O

Por lo tanto f e (t) es función par

> 1

/o (-o= \  m - t ) -  /(o í=~  [/(o -  n - t ) ] =-/o  (o

por lo tanto / 0(O es función impar, entonces / ( 0  = f e(t) + fa(t), donde / e ( 0  es la 

componente par y / 0 (í) es la componente impar de la función f(t).

E jem p lo .- La función f ( t)  = e‘
e' +e 1 e‘ -e ‘

= cosh t + senh t

E jem p lo .- Hallar las componente par e impar de la función definida por

\e~', i > O

O , t < O

S olu ción

/(0 =
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|e-' t >0 O , t > O
/ « = r  ’ 1  => n - ‘ )= \ , n

O , t < O [e , t < O

/,(*) = - [ /(O + /(-*)] =

e ; í > 0  

, ; / o ( 0 = ^ I / W - / ( - í ) ]  =
-e' ; í < O
2

-e“' ; í > O 
2

e' ; t < O
2

Luego las componentes par e impar de la función f(t) son f e(t) y /o (O que se muestran 

en la figura.

(5 ) Si la función f : R -» R, es par, entonces se cumple: j* f(t)dt = 2 ^ f ( t ) d t

Solución

Aplicando la propiedad de integral definida: j* f{t)dt = J° f(t)dt+  J^/(r)í/í ...(1) 

haciendo t = -x, en la primera integral 

j °  f(t)dt = £  /(-atX-í^) = - £  f(~x)dx = f(-x)dx

como f(t) es par, es decir f(-x) = f(x), de donde

r  f(t)dt = r  f(~x)dx = r  f(x)dx = r / w *
J-a JO Jo Jo

al reemplazar (2 ) en ( 1 ) se tiene:

f f{t)dt = f f(t)dt+  f f(t)d t=  \  f(t)dt+ \  f(í)d t = 2p
J-a J-a Jo Jo Jo Jo

.-. £  / ( / ) *  = 2 £ / ( / ) < *

... (2 )
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(ó )  Si la función f : R —> R, es impar, entonces se cumple I f(t)dt = 0
J-a

Demostración

Aplicando la propiedad de la integral definida

f  f(t)d t=  j f(t)dt+  P  f(t)dt = r f m +  ^ f ( t )d t  ...( 1 )
J—a J—a Jo JQ JO

como f(t) es impar entonces f(-t) = -f(t) ... (2 )

al reemplazar (2 ) en ( 1 ) se obtiene:

f  m d t =  \ nt)dt+ \ f m =  r  n-t)dt+  r  f m =- r  nt)d t+  r  f ( t )d t=o
J -a J-a  Jb J) Jd Jo Jo

■■■ J” f(t)dt = 0

15.3. SIM E T R IA  DE M E D IA  O N D A .-

Si la función f(t) es periódica con periodo T, entonces se dice que la función f(t) tiene

. T
simetría de media onda si satisface la condición: /(/)  = -J (/ + —)

OBSERVACIÓN.- Mostraremos en la figura una forma de onda con simetría de media 

ondas se debe observar que la porción negativa de la onda es el 

reflejo de la porción positiva desplazado horizontalmente medio periodo.

NOTA.- Simetría de media onda no es par ni impar.
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TEOREMA.- Si una función negativa f(t) tiene simetría de media onda. Demostrar que:

Demostración

Como f(t) tiene simetría de media onda, entonces se tiene: f(t)  = -f(t+-^T) ...(1) 

como f(t) es periódica con periodo T, entonces:

f ( t ~ n  = A t  + T-±T) = f(t+ 1 )  - ( 2 )

por lo tanto de ( 1 ) y (2 ) se tiene: /(/) = - f( t- —T)

15.4. SIM ET R ÍA  DE C U A R T O  D E  O N D A .-

Si la función periódica f(t) tiene simetría de media onda y además es una función par o 

impar, entonces se dice que f(t) tiene una simetría de cuarto de onda par ó impar mediante 

los siguientes gráficos mostraremos las formas de ondas con simetría de cuarto de onda.

15.5. SIM E T R ÍA  E SC O N D ID A .-

Con frecuencia la simetría de una función periódica no es evidente debido a la presencia 

de un término constante. Esto lo ilustraremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo.- De la figura mostrada, demostrar que si se construye una nueva función

A . ,
sustrayendo de f(t) el término constante — , la nueva función es una función

impar.
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Solución

La sustracción del término constante — de f(t), lo que hace es desplazar el eje horizontal

. . A A
hacia arriba en — y resulta la nueva función g(t) = — — es una función impar.

15.6. C O E F IC IE N T E S DE F O U R IE R  D E  O N D A S SIM E T R IC A S.-

Mediante las propiedades de simetría se simplifica el cálculo de los coeficientes de 

Fourier.

TEOREMA.- Si f(t) es una función par y periódica con periodo T. Demostrar que 

00 ^ ^

/(O = Y  + Y ,  an COS n(O0t » donde an = — P  f (0  COS«CU0Í dt y ffl0 = - y
n= 1

Demostración

La serie de Fourier de la función f(t) es :

QO
ao V  ^

/ ( í)  = —  + ^  (a„ eos na>0t + bn sen nco0t)

n=1
(1)
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r  t

donde an = y  f(t)  eos ncoQt d t , = y  0 /(í)sen d t , n = 1,2,3,...

2

como sen a 0nt es impar y f(t) es par entonces f ( t)  sen nco0t es función impar (por la

i

propiedad 3 de 15.2), luego 0  /(/)sen no\¡t dt = 0, por la propiedad 6  de 15.2

1

por lo tanto se tiene: bn - 0  ... (2 )

Como cosmíüqí es par y f(t) es par entonces f ( t ) eosno)nt es par, luego

T T

0  /(/) eos ncoqt dt = 2 f ( t)  eos nw^t dt ( por la propiedad 5 de 15.2)

2

T T

2 Cl 4 n
an = Y  I T cosnú}ot dl = Y  V 7(0  eos no^t dt ... (3)

2

al reemplazar (2) y (3) en (1) se obtiene:

« r

f(t)  = ̂ - + ŷ a n eosncoot y a„ = — P  f ( t)  eos ncô t dt

n=1

Ejemplo.-

a) Hallar la serie de Fourier de la funciónf ( t)  = tA -2n 2t2 ,-7t<t<rc, f(t+27t)=f(t),VteR

Solución

Construyendo la gráfica de la función f(t).
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f(t) es una función par, entonces la serie de Fourier es

, ,  s  a o  V  2 n  2 t i
f(t) = -h /  a„ eos n i, íüh = —  - —  = 1
J 2 n 0 T 2k

n=\

T
4

f f ( t ) cosna^t dt = — I  (t4 -27i212)eosnt dt
ft Jo

integrando sucesivamente por partes se tiene:

2 f \ . 4  , 2 . 2 ,  . „  2 2 4 * ( - l ) \  4 8 ( - l)"
= — I (i -27T t ) eos ni dt = — (-----------  -) = --—

ft Jo ft n n

t jCÍt — 1 7Z
15« o = |  =  *  =  |  j V " 2 * ’

QC  ̂ 00 w

como /(/) = —  + an eos n t , entonces: /(/) = - — — 48^ ^   ̂ 4  eos nt

/»=i «=i

00

b) De la serie de Fourier de la parte (a) calcule la suma de la serie y  —  aplicando el

teorema de PARSEVAL.

Solución

T

j  P , ( / ( í ) ) 2  d t= ~  + \ ^ al + Ú ) P°r PARSEVAL

2  « = 1



Análisis de Formas de Ondas Periódicas 781

10V - - Í 2 V +1, 5 2 Y  ±  =» 1

315 225 1575 n%n=l n=1■ I *n=l

1152 V - L  = - ^- ,r8, dedonde V \  = 
1575 ¿-¿n*.. .. 9450

n=\ n=\

00
c) De la serie de Fourier de la parte (a), calcular la suma de la serie y  ——

, n n—\

Solución

4I n  (- 1 )" eos fxtIn
En la serie de Fourier /(/) = — ——  48 y  ^

. nn=\

„  4 7^ 4 JOV ( - l ) ' H )
Hacemos t = 7t; —n  = - - 1 ^  n=l

(- 1 )2" 4 7/r4  8 ^ 4 . V 1 1 Xa

15
n=1

15 15

d) Hallar la serie de Fourier de la función g(t) - t ( t 2 - n 2 ) mediante la función f(t) de 

la parte (a).
Solución

Como f ( t )  = t * - 2 x 2t 2 => / ' ( / )  = 4/ 3 - A n 2t , luego 

/ '(/ )  = 4(r3 - n 2t) es continua en [-tc.tc], además

/ (-/r) = / (;r) = -/r4  ; / '  (/) es continua por tramos

15 „
n=l

, derivando

z w _ 48y  , 48y
w=l n=l
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4 (í3 - ^ = 4 8 y H r ^ £  => f i ^ n y < d r i
r? n

n=1

00

. . , 2  2 \ , „ 'V  (- 1 )" senní
g ( 0  = /(í2- ^ 2) = 1 2 > K— !— ---

n

e) Aplicando el teorema de PARSEVAL a la serie de Fourier de la parte (d) calcular la

suma de la serie „ ,„0

au

" 1 7
n= 1

Solu ción

jJ 2  00

y  j 2r g 2 (t)dt = “ L + ̂ ^ ( a „2 + ¿>2) porParseval

2 «=1

3n
n=\

2 K 3n
n= 1

72y  i = i
Z ^ „ 3 ;rJb 7 105 4 ^ «  9 4 5
n=l  * »=1

f) Hallar la serie de Fourier de la función g(í) = —  (3f4  -10;r2 í 2 + 7*-4) mediante la
15

función f(t) de la parte (a).
S olu ción

4 2 2  7,t4 (-l)"cos»/
La serie de Fourier de /(<) = t -2n t = ----- 48 > ---- ---- , integrando

15 ^ «
«=i

f  (í4 - 2 /r2<2) ^  = - y j- / - 4 8 y   ̂ ^  f  cosní di

W—1
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í 5 27r2t3 l n 4t V 1  (_ 1 )" sennt
--------+----= -48 > -— — ---
5 3 15 n5

n=1

i  (3,* - 10*2, + 7»*) = -  48 Y  
15 n5

n-1

TEOREMA 2.- Si f(t) es una función impar y periódica con periodo T, demostrar que la
□C

serie de Fourier de f(t) es f (t)  = ^ ' b„ sen noj0t , donde

«=i
T

, 4 1*2 . , 2;r

r  I ^ Wsenwft)bí dt y coo= y

D em o stra c ió n

00

La serie de Fourier de la función f(t) es: f ( t )  = —  + y  (an eos nco^t +  bn sen nco0t ) ... (1)

n= 1

r  T

donde an = j  J^ ./ ( í)c o sn íV  dt y /(í)sen </f

* Jbfi'.b , n5í>. „•> ^
como f(t) es impar y eos nco0t es par entonces f(t)  eos nco0t es impar, entonces 

T

ñ
f(t)  eos ncú̂ t dt = O (por la propiedad 5 de 15.2)

2

T

a„ 0 / ( 0  eos dt = j ( 0 )  = 0 = > a „ = 0  ...( 2 )

I

como f(t)esimpary senn<w0í es impar entonces f(t)senncoQt es par entonces 

r  T

b" = T  ^  SCn nCOot dt = 7  f  ̂  sen ucoqí dt ... (3)
"2

r ' t

ü° ~ Y  J r  = O puesto que íl[t) es impar por lo tanto de (2) y (3) en (1) se tiene :
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ao  ̂ '

f (t)  = y  ' bn sen ncô t donde bn = — P  /(r)sen dt

n= 1

Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la función tal que cuyo gráfico es :

í 1 si 0  < t < a 2n n
/ ( 0  = i , . , = —  = - ,  f(t + 2 a) = f(t)

[ - 1  si - a < / < 0  2  a a

como f(t) es impar y f(t + 2a) = f(t) es periódica entonces, la serie de Fourier de la función
00

Z . nnt . .
bn sen---, donde

a
n—\

T

2 C2  ̂ nnt , 2 f° nJit ,
b „= — | / ( í)  sen---dt = -  sen--- dt

T y_L a a Jo a
2

= -— eos— / *  = - — K-D" -l] = — fl-(-i)"] 
i77r a ' o nrt nn

bn = —  [l-(-l)"] = 
rvr

—  , si n es impar 
nx

O , si n es par

°2n-\
(2n-l)7T

°° sen(2 «- l) — t 
4 V 1 a

por lo tanto /(O  = ~  /  
n

n=l
2 n - l

aplicando el teorema de PARSE VAL se tiene:



T '■ ■
i r  2  i  ̂ j
~ J r /% )<# g -y (4? + b;t ), por Parseval

2 n = \

- i  r  f V ) , » = o 4 y  . 1 6  = , ± ( r * + r * ) = j _ y _ L _
2a J 0 2^^^--(2«-l) 2a J_a J) 7i~ ¿-mi2n — 1

/7 = 1 W = 1

l 4 t —  de donde Y - ^  = í Í  
X2 Z-í2w-l Z- i2h-I 8

« = ! M= 1

TEOREMA 3.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier función periódica f(t) 

que tiene simetría de media onda, contiene armónicas impares 

solamente.

Demostración

La serie de Fourier de la función f(t) es :

x-
a0

f ( t )  -  + y  ( a n eos nco0t + bn sen nco0t) , donde
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n= 1

1 M) T “

an = :̂ 0  f ( t ) eosncô t dt = y [ J T f(t)cosnco0t dt+ ^  f(t)cosnco0t dt]

2 2 

cambiando t por (t-—T) en la primera integral, se tiene :

T ,;v J i ,¡-

an = — [ p  j  (/—-T)eosnú)0(t —  T)dt+ y  f{t) eos ncô t dt] ... (1)
T J  2  2  Jo

como f(t) tiene simetría de media onda, entonces se tiene :

f(t)~  f ( f —  T) y como sen n re = 0 , entor. 
. ' 2

7 /

an — [ jp* —/ (í)[cos ncô t. eos nTr 4- sen nir. se , i ] d t  +  J ‘̂ f ( t )  eos nco0t dt]
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T T
2

( 1  -[-!]" )/(í) eosnco0t dt = 2^  ^ ^  / ( í )  eos «ay  dt

I f

0  para « par

T
, en forma similar se demuestra que: 

/ (O  eos nú)0t dt, n impar

b„ =

F f

0  , para « par

T

f{t)senna>ot d t, para n impar

TEOREMA 4.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier función periódica f(t) 

que tiene simetría de cuarto de onda par, consta solamente de armónicos 

impares de términos el coseno, es decir:

* r
/W  = ^ « 2 n- 1  cos[(2 «-l)ttfoí] del a2„_, = — P*/(í)cos(2 «- l)a y  í/í

n= 1

Demostración

00

aQ
La serie de Fourier de la función f(t) se tiene: f(t)  = - -  J  (an cos«&^r +bn sen ncô t)

n=l

como f(t) tiene simetría de cuarto de onda por f(t) = f(-t) y f ( t  + — T) = —f(t)  y del 

teorema 2 y 3 se tiene :

b. = 0

a2n = 0

, para todos los valores de n incluyendo a0

T

a2n-\ /(f)cos[(2 n - lH í] ¿ /

r T

= f(t)cos{2n-\)o}0t dt+ /(í)cos(2 n-l)ft\,í dt]

cambiando la variable t por (t + ^ T )  en la segunda integral
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a2n-\ = y [  /(í)cos(2 n-l)ft^í dt+ f ( t  + ~T)cos[(2 n-l)e^ (f + ̂ T)]dt

4

aplicando la propiedad f ( i)  = - f(t + ̂ T ),se  tiene :

T

a2n-i = ̂  /(Ocos(2 «-l)íy0r dt+ j  r / ( 0 cos(2 n- l)í^ / dt]

4 f í
— [ I T f(t) cos(2n-\)co0t dt+ I /(/)cos(2 ;i -l)¿y0/ dt]

4

1 1 

= j  J^ ,/(í)cos( 2 »-l)íüb/ dt = -| F  f(t)cos(2n-\)co0t dt

TEOREMA 5.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier función periódica f(t) 

que tiene simetría de cuarto de onda impar, consta de armónicos 

impares de términos del seno solamente, es decir :

dt

00 ^ * 

f(t)  = 'y ^b2n-i sen(2n-\yo0t y b2n_x = — l 4  /(í)sen(2 n-l)tq,í

n= 1

Demostración

00

af) X  ^
Como f ( t)  = -- Y y  (an eos nco0t + bn sen na>0t)

n=\

f(t) tiene simetría de cuarto de onda impar entonces f(-t) = -f(t) y / ( í  + ~ T) = —f (f)

\a = 0
y de los teoremas 2 y 3 se tiene: <! " , para todos los valores de n incluyendo a0

[ b 2 n =  0
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,J2n-\ • f(t)sen(2n-\)a>Qtdt, por el mismo criterio del teorema (4) se tiene :f
T

Ejemplo.- Encontrar la serie de Fourier de la onda cuadrada que se muestra en la figura

La función f(t) tiene simetría de cuarto de onda impar entones

00

/ 0 ) = ^ ¿ > 2 «-i sen[(2n-\)co0t], í^=-
2n _  2n _ k 

T 2a a
n= 1

T a

bln_i = — P f{t)sen{2n-\)ú\ltdt = —  | sen(2 «- l) — tdt 
T Jo 2a Jo a

, a cos( 2 n - 1 ) —  a 

----------------ñ -7r(2n-\) • o (2n-X)n

K
4  ® sen[(2 n- l) —í] 

f(t)  = — /  ----------— , si aplicamos el teorema de Parseval
71

n=1
2n-\

H
«=i

16

r̂2  (2 /z — l ) 2

n=l
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15.7. E X PA N SIO N E S DE M E D IO  R A N G O .-

Sea f(t) una función periódica con periodo T = 2t y f(-t) = f(t), V t e R, entonces

X

r, x ao . . 2 n n
/ ( 0  = — + /  a„ eos nci^t, donde 0%= —  =

n=] /  * \  !

X  '_J  

/ W  = y  + ̂  cos(n y  í)#

n=l j ' | /

T .

4 1*2 7T 2 r
donde a„ = — I f(t)cos(n — t)dt => a„ = - / ( í)c o s (y  t)dt

X

Z n7i
bn sen(— /)

W= 1

6" I /W s en(- y O ^

... (l)

... (2 )

(3)

-  (4)

de acuerdo a las expresiones (2) y (4) solo se necesita que la función f(t) esté definida en 

el intervalo finito [0,¿], entonces la serie (1) y (3) representan ambas una misma función

f(t) dada en el intervalo [0,£] y fuera de este intervalo la serie ( 1 ) representa la extensión 

periódica par, con T = 2Í\ la serie (3) representara la extensión periódica con T = 21, y las 

series (1) y (3) se denomina “Expansión De medio Rango” de la función dada f(t).

Ejemplo.- Hallar la serie de medio rango 

de f(t) tal que cuya gráfica es :

1
'f(t)

a

/  1 \/  1 
/  i

0 a 2 a t

Solución

La función f(t) cuya gráfica es dada, tiene por regla de correspondencia.
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/(*) =
t , 0  < t< a  

2a — t , a < t < 2a

¡
1 f(t)

a

\ „ / l \  /\ -2 a -a /  ! \  /  r
'  1 > 

N i x
0  a 2 a \ J /  t

\ 1 / \ 1 /
\1 / \|/

Extensión periódicamente impar y f(t + 4a) = f(t), T = 4a

00

Su serie de Fourier es / ( í)  = /  bn sen(---) , donde
2a

n=\

T Aa
, 4 t i  . ,n n t . , 1 r a . . .  ,nn . ,
bn = — \ / ( 0 sen(—- )dt = -  f(t)sen(— t)dt 

T Jo 2a a X 2a

= -[ i” t sen(~~)dt + f  
a Jb 2a Jb

,nx  r 2at ,nnt 4a2  nnt / “
sen(—  t)dt = [---- cos(——) +— sen(— )]

2a nn 2a n n 2a > o

tsen(^-^-)dt+ P (2 a-í)sen(—  t)dt] 
2a Jh 2a

í

2 a2 nn 4 a2 nn
-eos---v- -sen-

f
nn 2 n2n 2  2

nn x 4a2  , ,sn 4a2 nn 4a(-l)”
( 2  a-t)sen(— t)dt = ----(- 1 ) +---eos— +

2a nn nn 2 nn

2 a2 nn 4 a2 nn
--- eos--- v • t  sen —

nn 2 n2n 2 2

(1 )

... (2 )

... (3)

ahora reemplazando (2) y  (3) en (1) se tiene:
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, 1 r 2a2 nn 4a2 nn 4a1 . 4a2 nn
bn = —[----eos--- 1- ■ ■ sen------- (- 1 )' +---eos---

a nn 2 n n  2 nn nn nn

4a(-1)" 2a~ nn 4a~ nn
+---------- -eos-— + --—-sen— ]

nn nn 2 n2n l 2

1  . 8  nn. 8 a nn .
= Tsen— ) = - y ^ sen(— )

a n n  2  n n 2

n = 1 , sen— - 1

2

n = 2 , senn = 0 s e n -  = (- 1 )"
, 2

Sí ^« = 3, sen-y = -l => b2n= 0 , si n = 1,2,3,

n = 4 , sen 2n = 0 ¿2 n I =(-l)

n = 5 , sen—  = 1
2

n-1 8a

n~n~

X  n _ j

f(t) = ̂ r 'S ’’  ̂ ^——sen(2 n - l)—  (serie en seno) 
n 2¿^{2n-\)2 2a

n—\

i

/  ' \/  1 \ 7"
11 

'•

- 2 a  -a
c---------- 1---------- a----------------- P-

0  a 2 a  t

Extensión periódicamente par, y su serie de Fourier es :

X

/(*) = -y + y ,  an cos(- ^  0  A donde:

W= 1
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T

4 f i  v .nn 1 r a .«¿rí,, ;
a„= — f(t)cos{— l)d t= -  /(/)cos(——j<*

T i ,  2a a J, 2 a

1  r I* 1171 s 7 f20/-, , rtír
= —[ I ícos(-—/)í/í+ I (2 a-í)cos(— f)^] ••• (1)

a Jb 2a X 2a

nn , 2 « 2 nn 4 a 2 4 a 2
fcos(— t)dt = --- sen-— h eos----- -—- —(2 )

2a nn 2 n n 2 n n

_ . nn t , 4a2 cosnn 2a2 nn 4a2 nn
(2a-í)cos(— r)aí = ---- 7 - 5 -------sen —  + eos—  ... (3)

2a n~n~ nn 2 n~n~ 2

f
r

reemplazando (2) y (3) en ( 1 ) se tiene:

, 2  2 ”>
1 r2a~ nn 4 a" nn 4  a~ 4 « ~ c o s m / T

an = ~  t------ sen— - + -T-Tcos^  o 2 2 2a  n n  2  n~7T~ 1 ----- ~-~n~7r~ n k

2a2 nn 4 a2 nn
—— sen —  + —-—-eos-—I 
nn 2 n n  2 '

8 a2 nn 4a2 8 a nn 2  nn
2 cos—--- 2—2 -(l + eos n^)]=-r-v [eos—— eos —-]

n" 2 n n  n~n~ 2  2a n"n ¿ n'n~ n~n

8 a , nn 2 nn ̂ 
% =-t-y(cos— -eos — ) 

n~n~ 2  2

i 5.8. FU N C IO N  IM PU L SO  U N IT A R IO  (D E L T A  D E  D IR A C ).

La función impulso unitario 8 (t), conocido también como función Delta de Dirac, puede 

definirse de varias maneras, generalmente se expresa mediante la relación.

------ , S! I t \< £
Se(t) = j 2e

0  , SÍ | t  | >  E

y la función 8 (t) queda expresada por : S{t) = lim Se(t)
£•->0
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I SJt)dt = f  SAt)dt = — t /  = — (£■ + £■) = 1

Le i s  2e / -* 2e

15.9. ESPA C IO  D E  LA S FU N C IO N E S D E  P R U E B A  C l

Una función de prueba es una función 

infinitamente diferenciable que se anula 

fuera de algún intervalo finito abierto 

<a,b>; es decir, una función de prueba 

es una función continua que se anula 

fuera de algún intervalo finito.

f(t)

0  b

15.10. EL C O N JU N T O  D E  L A S F U N C IO N E S L IN E A L E S.

Al conjunto de las funciones lineales 

D = {T: Cq —> R c  C / T es una funcional lineal}.

Luego la función 8 (t) se definirá por la relación

0  , si t 0

denotaremos por:

m =
oo , si t = 0

... (1 )

y además
L m d , - Í  

L

ó(t)dt = 1  ... (2 ) 

8 ( t ) m d t = m  -(3)
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15.11. P R O PIE D A D E S.-

© [ V
•Loo

En efecto: J * S(t-t0 )</>(t)dt = /(z)0(fo + z)dz = </>(t0 + z) __=Q = <t>(t0), (r -10 = z)

Esto es por la función de prueba

©  £ S(at)</>(t)dt = —  0(0), V a e R, a * 0 
[a I

dz
En efecto: at = z => dt - —  . S ia>0y-°o< t<oo=>-oo<a t<ao

a

= - 0 (0 ) - (a )
a

r  S{aí)4>{t)dt = -  P  S(z)<f>(-)dz = -0(-)
J-x a Lx a a a

Sí a < 0 y -oo < t < oo => -oo < at < oo

[  S(at)<f>(t)dt= f  S(z)<KL )—  = ~ [ s ( <z ^ (- )— = - - m  -.(P)
JL* JL a a J-oo a a a

Luego de (a) y (P) se tiene: I S(at)<p(t)dt = —  0 (0 )
£ ■ \a\

Jg ('o )» a < t0 <b

fuera de < a,b >

En efecto: consideremos </>{t) =
g (t) , a < t  <b

0  , fuera de < a,b >

Í S(t- tQ)<p(t)dt = \ 5{t-t0)g(t)dt por lo tanto 0(/o) = f  S(t- t0)g(t)dt
30 Ja
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( 4 )  Si a < b. Demostrar que : )dt
1 , para a <t0 <b  

0 , para b < t0 < a

En efecto : Haremos la interpretación de la expansión, para esto seleccionaremos la

í 1 , para a < t <b 
función de prueba <j>(t) tal que (f>(t) = \

[ 0 , para b< t < a

De la propiedad (1) se tiene :

£  S(t - 10 )dt = £
1 , para a <t0 <b

0 , para b <t0 <a

( ? )  Sí f(t).8(t) = f(0).5(t), donde f(t) es una función continua en t = 0, Demostrar que : 

a) d(at) = — S(t) b) 8(-t) = 5(t)
Ia I ■

En efecto : como f(t) es una función continua, entonces

£ [ m s ( tm t ) d t=  y s ( t ) [ f ( t ) . m Y t = m . m

= /(O) £  S(t).<t>(t)dt = £  [f(0).sum t)dt

puesto que (j>(t) es una función de prueba arbitraria, se concluye que f(t).5(t) = f(0).8(t) 

ahora la propiedad se tiene :

í  6{at)(j>(t)dt = -í-^(0) = —  f  S(t)0(t)dt = f  -l-S(t)</>(t)dt
I a I I fl I JLx JLc I a \

Ia I

haciendo a = -1 se tiene: £ ( - / )  = —y  S(l)  = S(t) , por lo tanto 8(t) es una función par
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Ejemplo.-

(? )  Evaluar j 5(t-5)e4' cos(—  t)dt
J - X  5

í

Solución

(t - 5)e4'cos(^-t)dt = tf>(5) donde S(t) = e4' cos(^-t)

por lo tanto <f>( 5) = 220 eos n n = e20 (-1)"

£ ¿>(í~5 )e4' eos(~ t)d t  = e20(-l)”

© f 

f
Solución

£(/-10)e 'dt = 0 puesto que í0 =10 í<2 ,8>

( 3 )  ^ S (t- l)e  'dt = </>(!) donde <¡>(t) = e ' =e 7

Í5.12. D E R IV A D A S DE L A  FU N C IO N  8.-

\t)S(t)dt = - I 5(t)(/>Xt)dt = -<¡>X0) donde S'(t) = — , <p\0) = ̂ y-
dt dt

DEFINICIÓN.- La derivada S'(t) de la función S(t) está definida por la integral: 

j* 8\t)S{t)dt = - £

calculando la n - ésima derivada de la función 8(t) 

j "  S'\t)<t>(t)dt = - S\t)</>\t)dt= J* 8(t).<t>\t)dt = <p\0)
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£  S m{tMt)dt = - £  S'\t)<t>\t)dt = £  ít»V tÓ < »  = - £  S(t)</>'"(t)dt--</>

f ,

£Ejemplo.- Evaluar I ' 7 2 f 7 ¿ r r  - 6
V /

Solución

A B
-+■

^   ̂ crt2-b 2 (at-b)(at + b) at-b at+b

A = lim — !—  = —
, ^ a t  + b 2b

B = lim
1 1

>>at-b 2b

1 . 1 , 1  1

-)=— [-
2b at-b at+b 2b at-b at + b

r i derivando

¿V ) = ¿ [ (  °  , )~(--- TT>]
2b (at—bY (at + b)

1 . 2  a 1 .2 a

2b (at-b)3 (at + b)3

1 ..-1.2.3.a3. -1.2.3.a3

)-(-
2b (at-b)4 (at + b)

,v 1 r 1.2.3.4.a4, 1.2.3.4.a

* 1 0  “ 2 b i ( (at-b)5 (at + b)5

-bistri

derivando

derivando

nóijfwt r,i ■aup oo

derivando

= \V»< \ )Cj( i )' \ 

derivando

1 .(- lf l.2 .3 .. .« /  (-!)”•(! .2.3.,.n)a"

2b (at-b)"+i (at + b)"+i

’(0 )

l ) V n’(0 )
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2b\at-b)k̂  (at + b)n+l

1 rí-1) " « !«  (- I)".»!.*!",, 1 r «!.a (-I)"»!«"

2b ̂  (-b)n+] bn+l 2b bn+l bn+l

w!a"-[-i-(- i r ] = ^ - [ ( - i r +l-i]
2bn+í lb"+2

f  ¿ < »> (o r to *= ^ - L (- i r +1-i]
J-oo 2 b

15.13. P R O P IE D A D E S D E  LA S D E R IV A D A S D E  L A  FU N C IO N  5.

Q  Demostrar que la expresión I f'(t)</>(t)dt = - I
J- x  «Loe

m m d t

La integral j* f'(t)(¡>(t )d t , integramos por partes:

£ V '( í ) 0 ( O < *  =fU)</>(t)j  ̂-  J *  f(t)</>\t)dt

se conoce que la función de prueba (j>(t) es tal que se anula fuera de algún intervalo, es 

decir, es cero en t = ±*

.-. C  f \ t ) m d t = - \  f o m o d t
J-X) J- 00

( ? )  Si f(t) es una función continua y diferenciable, Demostrar la regla del producto.

Dem ostración

Aplicando la propiedad (1) se tiene:

Demostración----------

u = <p(t) f du = (¡>\t)dt

dv = f\t)dt v = / ( í)
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[ f ( t ) S { t ) Y m d t = -  r  [ f ( t ) . s \ t ) w i t ) d t = - r  s ( t ) [ n t ) f ( t ) ] d t
J-oc J -x

Í
O 0D0 1*0

¿«[(/(0¿W)'-/'('¥«]<* = - í(r).[/(0^)]'*+  ¿(O-LAMO]*
X J-oc «Loo

= r  ^'(/)[/(í¥(0]^+ r  [S(t).f'(tm t)dt = r  [¿’(o./(o+<w'(omo<*
J-X J -x  J -x

[/(0 ¿(f)] '= /( 0 ¿ ' ( 0  + < W ( í )

( 3 )  Demostrar que: = f  (0)S'(t) - f ' (0),S(t)

Demostración

Por la propiedad (2) se tiene : f(t)S '(t) = [f(,t)S(t)]'-f'(t)S(t) ... (a)

y la propiedad (5) de (15.11) se tiene : 

f(0).5(t) = f(0).8(t)

sustituyendo en (a) se obtiene : / (t)S' (/) = / (O)J' (í) - / '  (0)¿>(f)

( 4 )  Demostrar que la función 8 es la derivada de la función jj.(t), la cual está definida por la

expresión : fj(t)ip'(t)dt = 4>{t)dt

Demostración
|-w ^

De la primera propiedad se tiene :

r  / u \ t ) S { t ) d t = -  r  / j ( t ) < / > \ t ) d t  = -  r  ̂ v)^=-[<*k«)-<*ko)]=<*h°)
J -x  J-oc J )

puesto que <(>(oc) = 0. Entonces

P n \ t ) < K t ) d t =  i  d O M O d t  //'(í) = — =
J-x J-oc <J d t
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15.14. FU N C IÓ N  E SC A L O N A D A  U N IT A R IA .-

La función generalizada (o función simbólica) |i(t) se conoce como la función unitaria de 

Heeviside ó función escalonada unitaria y es definida por :

0  , para t < 0  

1 , para t > 0

La función fi(t) no está definida para t = 0

Observemos que la derivada p(t) vale cero cuando t < 0, y cuando t > 0 vale

PROBLEMA.- Si f(t) es una función continua por tramos con discontinuidad súbitas 

a x,a 2,..., en ti , t2 como en la figura y la función f '( t)  está definida en todas partes 

excepto estas discontinuidades de numero finito encontrar la derivada generalizada de f(t)

Si a¡ > 0 , entonces los impulsos son hacia arriba
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Si a i < 0, entonces los impulsos son hacia abajo

a¡ = /(',+)- /( , ) = lim /(O  - bm f(t)
,_>,o '~*'o

consideremos la función g(t) = f(t)~  y  ak/u{t-tk)

5(t - t0)

I 1 , para t > t, 
donde /j(t-tk) = \

[ 0  , para t < tk

obviamente la función g(t) es continua en todas partes y su derivada es igual a / '(/)

excepto en un número finito de puntos donde g ’(t) = f\t) - Y  akd(t-tk) ...(*)

/ !  *
OBSERVACIÓN.- Una función periódica se dice que tiene simetría escondida; 

cuando la simetría no es evidente por ejemplo.

Simetría impar
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Sí A = 1, entonces

l\
1 \ 
1 ' 
1 
1

A

f(t)

\  !\  
\ 1 ' 

\ 1

\j

a k = 1, V k
I
l

, l 
\ I
\ I

-2T -T 0 T 2T t

X

g(t) es impar, entonces g (i) = sen(nco0t) , donde

í4  r  í i
bn = — y g(t)sen(n(o0t)d l, donde g(t) = -- 1+—, 0 < t< T

? 1  T 2

entonces
4 H 1 1 , w  1 2n

>„=  — I (-- t + —)sen(na)nt)dt= — , (yn
" r  J, r  2 0 --- J117T

... (a)

1 1
entonces g(t) = — > — sen(«o^í)

;r < n
» = 1

X

1 1 V 1
f( t)-  — + — y  — (sen /;«„/), derivando en el sentido de funciones generalizadas

2 7T n
n- 1

I /

/ X

/ W — ^  c o s ( ^ )  =  ^ X Co s ( ^ )
«=1 «=1
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es decir: f\t) = — ̂  ^cos(nco t̂) ... (fJ)

n=1

00 X

g(0 = / (O - Y \(-\)“kU(t-nT ) , entonces g\t) = f\t)~ Y  S(t-nT)

n=—x  n=—x

x  x

/ ,( o = g ,( o + ^ ^ ( í- » 7 ’) ^  / ’( / ) = - y + ^ ó '( f - / ,n

n=—oc n-—x

x  x

de (y) y (P) se tiene que: — + ^  ' £(?-hT) = y  ^  eos (nío^t)

-  (Y)

W= 1

a esta función denotaremos por : ¿>r (0 = ^   ̂S(t-nT) = y  -t-y^^cos(««0/)

n=I 
S.T.F.

es decir <5r (í) = y  ' S(t-nT) se denomina el “Tren Periódico de Impulso Unitario”

5(t)
5(t + 2T) 5(t + T) 5(t-T) 5(t - 2T)

0

OBSERVACIÓN.- Deducir la serie de Fourier de ST (f)

X

Sea ÓT(t) = —  + £ [ a, cos(n0^ 1) +bn sen(«í^/)]

n=l

T T

\  sr (t)dí = “  3(t)dt = Y  es decir a0 = jdonde a,

i f

T I

a„ = y  f r ^ ( 0 c o s ( ^ ) ^  = f f ^ ( 0 e o s ( ^  = y ( cosM<übO| , = 0
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ST(t)sn(nco0t)dt

i

= - p ,  t JLz
sen(na>0t)dt = ̂ sen(«<u0 i ) | , _ 0 = 0

^rW  = 7  + ̂ y ,  eos ««y

n= 1

15.15. E V A L U A C IO N  DE L O S C O E F IC IE N T E S D E  F O U R IE R  PO R  
D IFE R E N C IA C IÓ N .-

Para facilitar él cálculo de los coeficientes de la serie de Fourier para ciertas funciones, se 

usa la función 8  junto con la diferenciación.

Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la función f(t) = | t |, -3 < t < 3 (periódica) 

usando la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios.

Solución

/(O  = 1 * 1=
t , 0 < t < 3 

- t , - 3 < t < 0

f V )  =
- 1 , - 3 < í < 0
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/"(/) = o

OO 00

/ ' V )  =  ¿ 6 (0  =  2 ¿ ( í - 6 « ) - 2 ^ S ( f - 3 ( 2 « - 1 ) )
n——se n=-oc

ao oc

= 2 [ ^  ¿(f - 6 «) - ]T  <?((+3) - 6 «))]

n=—x  «=—oc

OC oc

2  V 1  „ 1 2  V  ,«;r „
= 2[— + 7  /  c°s(— cos(—  (/ + 3))]

o o J 3  o o 3
*=l «=l

00 00 00

= y ( cos(y 0 - y (- i r  cos(yí)) = y ^ [ l - ( - l ) n]cos(
W = 1 /1 = 1 W= 1

00

Entonces : f " ( t)=  ^  — [1-(-l),l]cos(— t)

«=i

Como la función f(t) = 11 1 es par, entonces :

X

/(O  ^ T  + y . 3" cos(~~~0 , -3<t<3 

» = 1

/ W , £ (_ ^ )se „ & )

n= 1

- 2  2
n 2n2a„ 2.

f  "(O = ^ ( ~ -  - c os ( ~~ í) entonces = | [ l - ( - l ) ”3
«=1
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6 (1 -(- 1 )") ,
a„ = ---- — --. Luego:

7t~n

4 r  a ‘2 / 3 ia0 = -  \ tdt = — =3
6 J ,  3 / o

a2n = 0 ,  V« = 1,2,...

a 2n~\ 2

12

x\2n-\Y

f{t) =T + y\ — — — rC O S (2 /J  -  1 ) ^
2 n (2n — 1) 3

ahora hallamos la serie de Fourier de f(t) = | t |, -3 < t < 3 mediante diferenciación o 

impulsos unitarios.

Z n n'a„ s nx
(------ ) í:OS(--1)

9 3
* = 1

[2 S(t) - 2S(t - 3)] eos (— )dt
- 3  3

2 2 t íí
x n a„ _2  r  

9 6  1 3

_£Vf, =I[2J‘í(,)cosí5£*_2J|’

1 nxt
= — [2 cos---

3 3
- 2 cos—  ] = ^[ 2 - 2 (-l)”] = |(l- (- l)'')

/ = 0  ^ l/=3  ̂ 3

9 3 ^  ( 2 « - l )



Análisis de Formas de Ondas Periódicas 807

15.16. E JE R C IC IO S D E SA R R O L L A D O S.-

®  Encontrar la serie de Fourier de la función f(t) que se muestra en la figura

La regla de correspondencia de la gráfica mostrada es : 

f(t) = t. 0 < t < 1, f(t + 1) = f(t), V t e R, T = 1 

como f(t) es una función impar entonces a0 = a„ = 0  

Luego la serie de Fourier de la función f(t) es :

X

Z 2n
bn sen(/7ffl^/), donde i = —  = 2 n

«=i

i t 

b" = Y  j j  ^ ^ sen(2n;r t)dt = 2  t sen 2nnt di

A
t sen(2n nl)dt, integrando por partes

u =  t
dv = sen Ixnt di

du

, ,r tcos2nnt sen2 n n t , / 2  . (- 1 ) 
bn =4[---  ̂ 2 , ]/  ,= 4

” 2

n+ 1

2  nn 4n¿ 4 nn
b„ =

(- 0 '
n+I

k n

n=\

1 V~' ( - l ) " +l sen2nnt

= dt

eos 2  n nt 

2 nn
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© Encontrar la serie de Fourier de la función f(t) definida por f(t) = 11  ( para t e

y f(t + 2n) = f(t)

Solución

Se observa que f(t) es par y T = 2tt,

ln  i
= Y  =

^  j Como f(t) es par entonces b„ = 0

Luego la serie de Fourier de la función f(t) es:

\ /

i

A \  

i \

‘ f(t)

/ K

/  1 
/  i \ /  .

-2n -7t 0  71 2 ti

f(i)  = — + N  ' a eosúMnt, donde: a0 = — \ f(t)dt = — f
2 ^  T Ji x J,

n= 1

t dt = x ■=> a(, = x

T
4 f : ,  , 2  f  , 2 tsennt 1 , / ' 7  2 r-l + (-l) " 1

an = — I / (r) cos noĵ t at = — I tcosnt dt = — (----- h— - eos «0 = —L---,---J
7~ j, ^ Jb x n n~ / o x n~

a., =
—-— . si /; es impar -4
n-ji por lo tanto a2 « - 1  = '

0  . si // es par
(2 » - i r *

,  m = £ _ i y £ ^ ^
2  x ¿—i (2 /1 - 1 )-

<i=i

T T
Sea f(t) una función periódica con periodo T definida en cuya serie de

2x
Fourier es : / ( í ) = y  + ̂ ^ ( a  cosnco t̂ + b,, sennío0 í ) , (o0 =-^-,s\ f e(t) y / 0 (í) son

«=i

los componentes par e impar de f(t), demostrar que las series de Fourier de f e(t) y / 0 (í)

X  r

son respectivamente fe(t) = —  + an eosnco0t ; / 0( í ) = ^  sen
W=1

Solución
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Sabemos que:

Luego se tiene: f e(t) = -[/(/) +

- ( 2 )

\

... (3)

(4)

/ ( í )  = y  + ^  * (a„ eos ncô t + bn sen no^t)

“ n= 1

oo - -- . \\\ \ rf'>o'j ? — . 1 vj( \}

f(- t) = —  +\^(an eosncoot-b,, sen ncô t) 

n=i

ahora reemplazamos (4) en (3) obteniéndose

X  00

f e(t) = — + cosnco0t + bn senw¿;0/) + y^ + ̂ ^ (a ,, eosnco0t-bn sen

/;=1

••• / , ( 0  = y  + ]£]a„
/7 = 1

además de ( 1 ) y (2 ) se tiene : / 0(/) = —[/(/) - /(-O]

eos

... (5)

ahora reemplazando (4) en (5) se tiene :

X ' ¿' x  .

/ 0(/) = + coswíy0¿ + 6 , 7 sen«íy0 / )- ~ - - ^^ (a /? eosna>0t-bn sen a?ú90/)]

W = 1 w=i

OC

— [ 0  + 2 ^  bn sen nco0t]

X

fo(t) = y ,b „  sen ncô t

n=1

(T) Utilizar el resultado del ejercicio (3) para encontrar la expansión en serie de Fourier de 

cada una de las siguientes funciones definidas en <-ti,tc> con periodo 2n

a) f(t) = cosh t b) f(t) = senh t

Solución
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T = 2tc, coq ~'Zjr  = 1 ’ como ft*) =cosh t es par 

entonces b„ = 0

X

Su serie de Fourier es : /(<) = —  + ^  ' a„ eos ncô t

donde

2 í*2 i rT
“0 = T l"7, ^ l)dt = Ir 1  °0Sh‘ d l= ~

senh n

n
2

T

■l" = Y  f  (t) eos nco0t dt = ̂  J cosh/.cos«/ dt

»=i

1  r  e‘ + e~' 1 r  -
= — I ----- eosntd t= —  I (<?'+e')cosnt dt

n JL,t 2 2K JL,t

1  re'cos«í + e'«sen/7/ e 'nsennt-e ' eosnt
= [-----  ----- +------ --- -------

2k 1 + // 1 + ii

_ 1 ^2(e* -e rr) eos nt ̂ _ 2 (— 1 )” senh n 

2 /T 1 +n2 + n~ )

2 senh;r 1 (- 1 )" cosní

' /*• -71

f(t)  = ■
;- r Z íK 2 1 +«-

n=\

f(t) = senh t ; T = 2ji, o>0 - = 1

Como f(t) = senh t es impar entonces a0 = an =0 

t Luego la serie de Fourier de la función f(t) es :

X •/-

/ (/ )=  ^  ' bn sen no)()t = ^  ' bn sen n i , donde

«=i /;=!
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b„ = — | f(t)sennt dt = — f  senht.sennt dt
n t í l

2

1 f  e - e~' 1 r  -
- I -senn t d t - — I (e '-e ')sennt dt

S -rr  2  TV

_ 1 ^e1 (sen nt - n eos nt) + e~r (sen nt + neos nt) / T 

n 1 +n2 'o

1 [-e'Tw(-l)" | 1 | e~*n.{-1 ) " ____1_

*  1 + /72 1 + « 2 1 + « 2 1 + M2

- 2 ( - l ) ” n e* -e~ *  2 ( - l ) " + l/7senh/r

/r(l + n2 ) 2 ;r(l + w2)

2  V ’’ í-l)"+ln
f ( t)  = — /  ---- ~— senh jt. sen nt

71 ¿— i 1 + /T
n-\

(5 ) Partiendo de la serie de Fourier de la función f(t) = eos at, a  e R, - n < t < h, calcular la
QC

1
suma de la serie

/L-i 1
n——oc n + -

Solución

f(-t) = cos(-at) = eos at = f(t), V t € R, entonces f(t) es par y periódica, entonces 

bn - 0, luego su serie de Fourier es : f ( t)  = ̂ - + J ' an eos n t, donde
2

n= 1

2  ^  , 1 f  , 1 sen a t  / '
= — r / ( 0 <*= — eos a t d t = ------ =

T y i  7t y K k a  / -a-

1 sen a t sen a  t i  sen(-a;r) 2  sen a t i

(X 7 t CC7Z 0.71
2

T

— — í* f  (t) eos ncünt dt — I eosat.eosnt dt = — | eos a t. eos nt dt 
T ^  n l R 7t i

2

2  rTcos(a + n)í + cos(«-M)/^ _ 1 j.sen(a + n)í + sen(a-n)t^ j *

71 J) 2 ;r a  + n a - n  ! o
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_ 1 2a(—1)" sena;r _ 2a (-1)" senara
— L 2 J — *> 2

^  a  -/i“ n a~ - n

X

/(/) = ~ +  ^  eos«/, de donde

n=i

sena;r 2a (- 1 ) sena# senanA  _ V""' (- 1 ) ,
cosa/ = -----+ > -- .---  -- -— eosnt  ------------------------ [--- 2 a /  —----- -cosn/J

xa n a  -n~ n a  í—j n--a-
«=i n=i

senara 1 V  (- 1 )2" ,
cosa;r = ---- [--- 2 a /  —----H

n a  L-Jn - a
»=i

1 r 1 -> 'S T  1 i ,  1 x V 1 ~2 ac igan  = —[--2 a /  —----T] => n(c\gan--- )= > -r--- ,
n a  L~ in* - a - na /j--a'.. „  n —tr

n= 1 n=l

( 1 )

2 a -2 a I 1

n2- a 2 (n-a)(n + a) n + a n—a

X  X  X  x  x

Z -2 a _ y  1 V ' 1 1 _ V ' 1 1 V ' 1 ___ 1

n2- a 2 L—J n  + a Z-^n-a n + a  -n + a
n=I n~\ n-\ .j i n—\ ¿ /r=l

CC X ;  X

- Z — -* Z — - Z —n +  a  n + a  n + a
/;=1 /?=-1 w =-x

x

ahora reemplazamos (2 ) en ( 1 ) se tiene : n{c tg a n  ) = /  —
na n

... (2 )

I
-- , si a =
+ a  2

/ Í = - X

X X

n(c tg —-- ) = /  ---de donde /  - -í—  = - 2

2  7T ___  - ____-
w=-x A2 + — n~—x  A7 + —

(ó )  Hallar la serie de Fourier de la función g(t) = 3r  -n~

Solución
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La función g(t) = 3/2- n 2, es la derivada de la función f ( t)  = tJ - x 2t,  como

3 2 (J
f(7i) = f(-7i) = 0 y f ( t)  = t -?r t es continua en [-tc,7i], donde su serie de Fourier es 

(-1)" sen nt ̂ (“ U sen^r .
/(/) = 12 > ---- ---- , entonces se tiene :

n=i

/ x o =3/2 = g (/ )= i 2 ^ (~1),,w3coswf.  12y  i í cosw'■
.. r 2

N = 1 i /l = l

2 - 2 = p Y  C0Sn‘
' ~ < n

2n
n=1

co

( 7 )  A partir del resultado del ejercicio (6). Hallar la suma de la serie ^  —
1_
2n

n=\

Solución

- ! = ' 2 Z ^
n= 1

para t = ti => g(x) = 3tt2 -;r2 = I 2 S  ' ^
n

n=l

X  X

2;r2 = 1 2 ^ "^ -^ de donde ^  ' =

n=\ n=1

(? )  Calcular J*

/7 /  i\/7

2t + 5  w  -)dt
-3t + 2

Solución

^  2í + 5  _  9  7  

' t2 -3t +2 t-2 t - 1

9 7 (—1).9.1! (—1) .7.1!
<t>\t) = ----- 7  +----T= y +K ’ 2

(t-2)2 (t- 1 ) 2  (t-2) (t- 1 ) 2
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<t>V) =
18 14 (-\)2,9x2\ | (~1)3 .7at2!

(¿- 2 ) 3 ( í- 1 ) 3 ( í- 2 ) 3 ( /- ir

_ 5 4  42 (—1)3 .9.3! (-1)4 .7jc3!
Í) '" ( í )  = ------------ r  + ----------- r  =  -i—  ------ — +  -v '

( í- 2 )“ (í-D 4  (t- 2 ) 4 « -ir

.*<«>/ x (- l)n.9.vw! (-1)"+i .7jc/i !
<P (t)=-—  ---- + -—  ---- :— , dedonde
r  v ’ - ~\n+I i\«+l

^ n,(0) =

(/ - 2 ) ( /- 1 )

( - l ) n . 9 x n \  (-l)"+l.7 x n \ _  9  x n \  

(~2)"+l (- 1 ) " + 1  2 /I+l
+ 7a:«!

r  s n(t)( 2 t+ s  ) d t = ( -\) " t (n)(0)
J L  r- 3 í+ 2

Hallar la serie de Fourier de la función, tal que cuya gráfica es :

► t
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La regla de correspondencia de la función f(t) es :

/(/) =

- 2  ; -4< t  < - 2  

t ; -2<t  <2 , T = 8 , co0 =

2 ; 2 <t <4

2 n _ n  

T ~ 4

f(t) es impar entonces a„ = an = 0, la serie de Fourier es

30

Z Y17T
bn sen(— t) , de donde

«=i

, 4 6  , 1 r  r ,  x , n n t n .

“ i  r  ̂ ,')scn<ir £,rf' +i  jr

1 f  n n t  , 1 , n n t s ,
= — I /sen---dt + — I 2 sen(--- )dt

2 J, 4 2 y  4

r, > ,HTtK , f(t)sen(——)dt
4

l r 8  nns 4 4 /wr 4(-l)n 4cos( 2  )
= — [--   cos(— ) + —  (—  sen — )------- 1-------

2  nn 2 nn nn nn nn

, 9 nn 4.(—1)”
K  = ̂ ^ sen~ --------

n 'ir  2 nn

n2(l)2 1 -n

8  4
+ -

n (3) 3.n

8  4

n 5 5 .n

b l~ 2 n

b‘ ‘ ~ T4/r

h  = ~  
6 71

t2.72 l n 8 n
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X

Luego f ( t)  = sen(—y-) , donde

b„ =

n=l

(- i r ' 8  + _ 1 _ i
2n 1 (2n-l)2x (2n-l)x

b2„ ~ '
(2 n)7i

; « = 1 , 2 ,...

, . . 4 2  Kt 1 -7-/ 1 2  3xt 1
j ( t )  = — [ ( 1  + —) sen —--- sen —  + (-----) sen------ sen n t +... ]

7t k  4 2 2 3 9k 4 4

Si v(t) = sen t, -ti < t < ji. Hallar su serie de Fourier.

Solución

La función v(t) es par, entonces b„ — 0

Como T = 2n, co0 = = 1 => « 0 = 1 y la serie de Fourier es :

X

v(t) = —  + ^  an eos nt ; donde

n=i

T

an = — p  v(t)dt = — I  íse n íí/ i= — | ísení dt
r i i  ^  1 ,  *  JL

2

2 / *  2 
= —[-/cos/ + sení]/ = — [tt + 0 ] = 2

71 I 0 71

T

a „ = — | 2 v(t) eos ntdt = — I
" r  JLi ti y  n fJ-7Tt sen t.cost dt = —  I í[sen(n + l)í + sen(l - n)t]dt

2  7t

1  -;rcos(n + l);r ;rcos(l-n);r ;rcos(l+ n);r ;rcos(l-n);r 

2 /r 1 + n 1 — n \ + n 1 — n

cos(n + l);r cos(l -n)n

1  + n 1 — n
, como eos (1 + n)rc = - eos nrc
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, 2 (-l)”
por lo tanto an = --- —

1  — n i—t 1 -M-
n= 1

® í 1 si 8  < / < 9
Si /(/)  = < , de las condiciones de f(t) para que tenga una serie de

[ í - 8  si 9 </ < 10 w  v H 6

X

Fourier de la forma: /(/) = , cos(2 «-l)ft\)/-(- b2n- sen(2n - l)ft^í]. Hallar dicha
n=\

serie de Fourier y graficar f(t).

Solución

f(t + 4) = f(t), f(t) = - f(t + 2) simetría de media onda

X

/(/) = cos(2 rt-l)íUb/-i-¿>2 n_i sen(2 «-l)e%/], donde

«=i

^  , 2  x n n
T = 4, coq = —  = — ==> (Dq = — , entonces

/(/)cos(2 rt-l)t«b< di = I /(í)cos(2 «- l) — tdta2n-\ = y  /(Ocos(2 « - 1 H /  rff = £

= j^ c o s (2 « - l ) y í  í/ /+  jj^

r ,
ft2n-i = y  / ( 0 sen(2 «-l)fi)bí dt = £ /( í)se n ( 2 « - l ) y  *

7T 4
tcos(2n-\) — í dt = -------r—-

2  (2n-\) 7T
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= fsea(2n- \)— dt + f ísen(2 »- l)-<* =--------- 4( -vi, 2  \ 2 (2 /1 - 1 )«' (2n-\) x

X

4(-l) " + 1  , , * / .
■)sen(2 /»-l)— ]

-4 , , 6
— r—-)cos(2 /j- l)—  + (------

(2n-\)27i2 2 (2n-\)7i (2n-l ) 2 « 2

12) Utilizando la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios, hallar la serie de 

Fourier para la función : /(/) = •

t + - r  ; - - < / < 0  

T 2

' 4 ' 2 ;T

Solución

T
0  < /<  — 

2
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— S(t + )
T 2

3T
2

T_
2

f"(t)

■ i í K f f ) '
L i\ I§ ( t-  -I)

T 2

-T T

O J_ 
2

-As(t)

3T
2

- 8 (t - T)

oc oc

/ M(í) = | 2 Ü ^ - (2 « - 1 )Y )- j Y j S(,- " T)
n = -x  » = - *

OC oc

rt=—X /|=—OC

8  1 2 V  2*-, 7\ 1 2 >T~' .
= —[— + — > eosn —  (/ + —)----- > eosnay]

T T T¿-J T 2 T T ¿—i
n= 1 n=\

x x x

= ̂ (- 1 )" eos «fiy - y  eos «ay  ] = —  y 1 [(-1 )" - 1 ]eos «¿y

n=l n=l n=1

x

/ ’"(O = y i f K - i r  — 1] eos 77 &y (a)
n=\

como f(t) es impar => J\t) = sen ncô t

n=i
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OC 0C

f \ t )  = ' ^ '  n(ü0bn eosncô t => /"(í) = ^ ^ - n 2co{¡bn.sennco^t
n=\ //=!

x

f  " ( 0  = ^  (-n3 rqj ,b„) eos /jay

n=l

comparando (a) y (P) se tiene: —n = - [ (- !)"  -1] b„ =

-  (P) 

16(l-(-l)")

0  si « es par 

32
- si n es impar

tr cOqT'

AT

b.. =

0  si n es par

4 T . .
——— si n es impar
n n

2"-‘ (2 n - I ) 3 « 3
«=i

4T V -* sen(2 «-l)c%/

(2 n-l)

15.17. E JE R C IC IO S PR O PU E ST O S.-

©

©
©

©

©

Probar que la función cero es la única función que es simultáneamente par e impar.

Si la función f(t) es impar, probar que | f(t) | es par.

Sea la función f(t) diferenciable en el intervalo <-a,a>. Demostrar que su derivada f'(t) 

es impar cuando f(t) es par y par cuando f(t) es impar.

Encontrar las componentes par e impar de las siguientes funciones :

a) f ( t)  = e b) / (f> = —~ c) fi[t) = sen t - sen 2 t

Demostrar que el valor de la media cuadrática de f(t) es igual a la suma de los valores de 

los medios cuadráticos de sus componentes pares e impares ósea :

T T T

j  j = j  j \(fe(‘))2dt+Y  ^ .( fo ( f í? d t
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(^ó) a) Hallar la serie de Fourier de la función tal que cuya gráfica es :

©

©

©

b) Aplicar el teorema de Parseval al resultado de (a) para probar que

I
n= 1

1

(2/i — 1) 96

A partir de la serie de Fourier de f(t) = t, - t i  < t < n. Calcular la suma de las series

Z
X 1 V  (-!)""

« 4 ’ 2 ^  w 4 ■
n~\ «=1

Utilizando la diferenciación encontrar la serie de Fourier de la función f(t) dada por la 

gráfica.

Por diferenciación, calcular la serie de Fourier de la función 

0

/(* )  =

At + 2A , — 2 < í < —1

A , ~1<í<1 , f(t + T) = f(t).

2A - At , 1 </ <2

0 o T2 < I < —
2
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Sea F"(t) = ó(t-2)-3S(t-5) si f( 10) = 8 y /'(10) = 7 . Hallar f(t).

(Ti) Desarrollar la función f(t), definida por : f ( t)  =

&

n i „ t
eos—  , para 0 < t<  — 

l  2

i
0 , para —< t < t

. en serie de

cosenos.

Encontrar la serie de Fourier de onda de la figura por diferenciación.

^3 ) Hallar la serie de Fourier de la función f(t) = | sen 11

Usando la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios, encontrar la serie

(2-1 , 0 < í < 4
trigonométrica de Fourier de la función f(t)

t - 6 , 4 <t<\

15) Por medio de impulsos unitarios calcular la serie trigonométrica de Fourier de la función

f ( t )  =  tt2 - t 2 , - 7 i< t< 7 t .

Representar las siguientes funciones por una serie de Fourier de cosenos y trazar una 

gráfica de la correspondiente extensión periódica de f(t).

a) f(t) = t, 0 < t < 71 b) / (t) = sen(-y-), 0 < t < t

©  Si f{t) =

evaluar

QCI
«=1

, - 7 1  < t <  0
4

ft r,— , 0  < t  <  71
4

(-1 r 1
2n -1

, Hallar la serie de Fourier y con el resultado obtenido
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( l8 )  Hallar la serie de Fourier de en -n < t < n y utilizando este resultado

ce
para demostrar que > ---------- -
F M Z - j  ( 2 n - \ )  96

2

.4

( l9 )  Hallar la serie de Fourier de la función f ( t )  = t 2, - c < t < c y utilizando el resultado

. 00
V 1 (-1)' demostrar que > ----- -

'( - l)" +l _7C_ 
12n=1 '

^ 0 ) Hallar la serie de Fourier de la función : f ( t )  =
t(c + t) , —c < t<  0

(c — t)~ , 0 < t< c

' n T T
21) Si la expansión en serie de Fourier de f(t) en el intervalo es

oc

—  + ^  \ a„ eos n<o{]t + bn sen no^t) , ú)q = —  . Demostrar que la serie de Fourier de
«=1 ¡ \ ■ ¡u ■/ • mi.«.

T
cosenos y los senos de f(t) en el intervalo < 0 , — > son respectivamente

2
00 00 

a0 + ^  ' 2 an eos n o y  y ^  ' 2 bn sen no.)ní suponer que f(t) = 0, para - — < t <0 .
n=1 rt—1

(22) Sea la función f(t) periódica con periodo T. Si i) = f ( t )  ; detenninar el

comportamiento de los coeficientes de Fourier an y bn de f(t) ilustrar gráficamente.

(23) Si la función periódica f(t) con periodo T satisface f ( ^ T  — t )  =  —f ( t ) ,  determinar el 

comportamiento de los coeficientes de Fourier an y b„ de f(t) ilustrar gráficamente.

( 24) Encontrar la serie de Fourier de cosenos y la de senos de
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Hallar la serie de Fourier de medio rango (serie de coseno) de la función f(t) con sus 

respectivos gráficos y con el resultado obtenido calcular la suma de la serie

x

I
H=1

(-D
« +1

(2« -1 )
•, donde f ( t )  ■

—  (7 r - 2 t ) ( x  + 2t) , 0 < í <  —
32 2

—  ( 2 t - n)(2t-7>7t) , — < t < n  
12 2

Si G(t) = - 1, -rt < t < ti. Hallar la serie trigonométrica de Fourier mediante la derivación'
(impulsos unitarios o delta de Dirac), usando G"'(t)

Demostrar que :

a) f ( t )  = S ( t - t 0 ) = f ( t 0 ) S ( t  - 10 )

c) S'(t) = S ' ( t )

Utilizar la diferenciación para encontrar los coeficientes de Fourier de la función f(t) = t 

para <-n,n> y f(t + 2n) = f(t).

Utilizando la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios y la diferenciación, 

encontrar los coeficientes de Fourier de la función definida por f ( t )  = e ' , para <-tc,tc> y 

f(t + 2n) = f(t).

Dada la función f(t) periódica con periodo T = 4, tal que cuya gráfica es :

b) Hallar la serie de Fourier de f(t).
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c) Para t = O, calcular la suma de la serie correspondiente.

d) Aplicando el teorema de Parseval, calcular la suma de la serie correspondiente.

@  Representar la siguiente función f(t) por medio de una serie de Fourier Senoidal y

construir la gráfica de la correspondiente prolongación periódica de / ( í )  = t 2 , 0 < t < 7t

(3 2 ) Sean f  y g funciones continuas por tramos en <-oc,oo> con periodo 2 tt y sean ak , b k y

a k, p k respectivamente los coeficientes de Fourier para f  y g. Calcular

f ( t ) .g ( t )d t

t» :■» si jb wnui' -i islual/s'» («) ira obinatdo obclíunsi h  0  

33) Calcular a) 5(sen t) b) S ( t4 -1)

( 34 )  Evaluar las siguientes expresiones :

a) S( t 2 - a 2) b ) c> £ V " )(O arctg t a

d) I ¿>{n)eal sen(bt + k)dt e) J S (a - t ) S (a  -  400)<?4' sen(5; + 2)dt
•Le J~7C

f) i  & n)( t-3 ) e a'{bt + c)dt g) j S (n\ t -6 )a rctg / dt
•Lx J-<c

35) Calcular y graficar S ( t5 + 3 /4 — 5 í3 — 15f2 + 4 / + 12)

36) Sea G"(/) = S ( í - 3 ) - 6 S ( t - 5 ) ,  G(10) = 8, G'(10) = 7 ,  calcular G(t).

(37) Usando los impulsos unitarios, hallar la serie de Fourier de la función adjunta por el
gráfico.

f(t)
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r i —( i —O , o < í < i
Sea f ( t )  = \ . De la condición a H(t) para que tenga una serie de

(2 —0  , 1 < í < 2
X

Fourier de la forma H(í) = n- sen(2/i -  l)o y
«=i

39) a) Si f ( t )  = t - t  , -1 < t < 1. Halle la serie trigonométrica de Fourier por medio de 

impulsos unitarios usando f l v (t).

X ^

b) Usando el resultado obtenido en (a) calcular la suma de la serie /  —
n=\

40) Calcular por diferenciación la transformada de f(t) cuya gráfica es :

©  Hallar la serie de Fourier de la función f(t) cuya gráfica es :

42) Usando las propiedades de la función Delta de Dirac, evaluar lis  siguientes integrales.

IX/- + 2) dt
b) I

¿ (3 /-1 ) ( /2 + 4 )¿ í
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c) £ e~i 'S ( a - t ) S ( a - 2 ) d a  d) J  8 (S Í - \ ) d t

Si G(t) = t sen t, -n < t < n, Graficar y dar las condiciones para que G(t) tenga una serie
X

de la forma G(t) = ^  ' a2n_ cos(2« -1  )coQt y halle dicha ¡. serie.
n=i

Si F(t) es la función dada por el gráfico adjunto, halle la serie trigonométrica de Fourier 

por medio de impulsos unitarios usando F "'( t)

Si H(t) está dado por el gráfico adjunto, calcular su serie de medio rango con sus 

respectivas gráficas.

Si F(t) = t 3 , 0 < t < T. Halle su serie de Fourier por medio de impulsos unitarios, 

utilizando F IV (t ) ,  graficar todos los impulsos.

Si G(t) = t ( n 2 - r ) ,  0 < t < T, ¿Qué condiciones debe satisfacer G(t) para que tenga
X

una serie de Fourier de la forma G(t) = ^ ^ [ a 2n-i cos(2« -l)ít^ / + ¿2n-i sen(2«-l)c% í]?
n=1

Graficar la función para esa condición y halle dicha serie.
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^ 8 )  Grafícar la función f(t) y usando los impulsos unitarios hallar la serie de Fourier de

0 , - c < t < 0

[ ( c - / ) 2 , 0 < t < c
m =

49) Hallar la serie de Fourier para un tren periódico de impulsos unitarios S 2„(t) a partir de

la funciónf(t) = t + n, - n < t< n .
í süsrt touui¡b<¡ oortKig h  ;ibsfo wyfiut eí ¿t> (i)!

50) Utilizando la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios, encontrar la serie 

de Fourier de la función f(t) cuya gráfica es :
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CAPÍTULO XVI---------------------

(. ¡ :■ . , > V v t: .

16~ ESPECTROS DE FRECUENCIA DISCRETA.-
i •!„ •>+ u % >• .>>••• zuaimuvj

Las funciones periódicas representadas mediante una serie de Fourier implican que la
especificación de sus coeficientes determinan únicamente la función; ahora en este

capitulo se tratará de usar los coeficiente de Fourier en el estudio de las funciones
periódicas y se introducirá el concepto de espectros de frecuencia de señales periódicas.

16.1. FORMA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER.

Dentro de las aplicaciones de las series de Fourier, es importante expresar estas series en 

términos de los exponenciales complejos e ±jna>0t
not fifiimonab aa (c) nóbnu--> al A 

Consideremos la serie de Fourier de la función periódica f(t)

’ iV.ifo \ / w  ¿O fliíín^J íl'> 1/1 til tí v jftíjiJQ  ; '-)OZi y< ‘ 1X ' ■
/ ( / )  = —  + /  (an eosnco0t + bn sen nco0t) ... (1)

2 * 4
n=l

2n
donde ü)q = — , el seno y coseno, se puede expresar en términos de las exponenciales,

. - i i I
eos nco0t = - ( e ^ > '  +e-J,ww)

es decir:
sen nm„t =

2 j

al reemplazar (2) en (1) se tiene :

sen ncogt = —e jm00')
(2)

f { t )  = ^  + V  [a„ -  (eJ""V + e-jn"w ) + b„—  ieJ" v  -  e~in"w )] 
2 2 2 i

al agrupar y teniendo en cuenta — = - j  se puede expresar a s í:
j

(3)
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30

m =^ +Z 4 k  - +^ a ^ i
n=l

(4)

ao 1 - —  1ahora hacemos c0 = — , c„ = -(<*„ -  A ) , c„ = - (a „  +y¿>„)

entonces : / ( í ) = c0 + (cnejr,aot + c_ne *nía° ') 
«=!

= o , + Z c"e^ 1' = X  c-yw /w

Luego

«=i

“ 35“

«=-1

/ ( o = y iJc»gyi
><*<)' . . .  (5)

A la ecuación (5) se denomina forma compleja de la serie de Fourier de f(t) ó serie 

compleja de Fourier de f(t).

Los coeficientes c„ se puede evaluar en términos de a„ y bn es decir :

fU )d tf r
2

T T

cn = \ ( an " A )  = y [  j^r /(0 c o s (« < ^ /)d í-y  jj ,/( /)s e n (« f ty )d í]
2 2

T T

= j  J^TfU )e~",a,°'dt

. . .  (6)

2

- T Í
f ( t )e~ in"K,'dt

2

. . .  (7)

... (8)
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Las ecuaciones 6, 7 y 8 se puede combinar en una sola fórmula, es decir :

T

cn = j ^ T f ^ e J,'"^'dt, n = 0, ± 1, ± 2, ... . . .  (9)

como f \ t ) e  es periódica con periodo T, entonces al considerar la ecuación (8) se
'¡ÍÍJÍ It Ü,,- .. > ISO I! «níiqtiene cn que se puede hallar a partir de la fórmula

1 £  f ( t ) e " wwdt

además: como cn = ——— - ,  c_„ = c„ =

(10)

Cn +Cn Cln , Cn Cn bf

c„ = \c„ \eJ*A n , \c„ [= ^ a" + — , c_„ = |c „ \e  M’(,) , ^„(/) = arctg(--^-)
2 «„

Ejemplo.- Hallar la serie compleja de Fourior para la función
í 1 , s/ 0 < i < 7t „

f ( t )  = \ , f(t + 2tc) = f(t), V t e R
1 -1 , si 7t <t < 2n

Solución

1
T

f rComo C" = Y  Y-rfU)6 ",ülf>ld t , donde f ( t ) e  J"'°0‘ es una función periódica, con 

'  2

periodo T, entonces : cn = -^ f{ t )e  im''',dt

-+ t
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2n  Jo J) 2* jn  / o

2 n7t

para n par cn = O, n impar
2/7*

O para n par

~ j
2 /1*

para n impar

(2/7-1)* (2/7-1)*

. -  j  V  1 gX^-D'
r 2« — 1

L 2 n - I (2 /1 -1 )*  "* ‘ (2 /1-1)*

c2n-l + c2n-l = 0 = «2/1-1 y C2«-1-C 2«-1

illd

(2/1-1)*

CO

1 2 l

j  = ~b2n-\j

u 2 n - \ (2 /1-1)*

1 2 l
, entonces f ( t )  = — h—  /  ---------- sen (2 /i-l)í

2 *-¿—<(2/7-1)
W=1
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* t

2  r  i r  ibn = — I g (t)se n n t= — I senn td t  = ------ eo snt I
71 y z n  J) nn < o

!l7t

n  Jb
_____ 1_____

nn / 0

—  [1 - ( - ! ) " ]  nn

b2„-\=JZ--- — - b 2 n = 0 ,  V n =  1,2,3,...
(2 n - \ ) n

00

K n-1

1
sen(2/j -  l ) í , de donde

r£

1 2 V -1 se n (2 « -l) /
2 «

n=l
2 / j - l

oc

o también usando cuarto de media de simetría g(t) = s e n (2 /i- l) í , donde
n—1

T n
. 8 . .  . . .  4 í*2 sen(2n -1 ) /

r l  ^ sen(2w-1)í d t = ~  I -------2-------

_ 2  cos(2w -  l)f /  _  2
■T 2/7 — 1 /  o (2 /1-1)« ■■■ *(,)=íZ2 X - ’ se n (2 « -l) /

n=i
2/1-1

ahora calcularemos usando el tren de impulso unitario.
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« C O S  H Ú )Q t

* - 2 >  n T ) -  j + t  ' y  i
n ——x  « = 1

OC -X  X  X

g '(/) = ^  £(/ -  2nx) -  ^  ó'(í -  (2n - l);r) = «J(r -  2n;r) -  S((í + T )~  2nn)
n ——x  n = —x  « = - x  n = —x

X  ' X

= ----+ — 7  COS/7/------------- /  COS/2(/ + /r)
2;r ;r ^ 2;r ;r

n=1 «=1
i -\r*

X  X  x

= — N  ' eosnt —— ^  ' (-1)" cosnt = — ^  ' [1- ( - l ) ' ’]cosn/ 
n  Á—4 n *—i n

)n°;' n=\ n=1 n=1

A  . 'V»v • ” 77— 7~>~ ‘ \ í
X  '  T \ (  ¡ —  Y \.; . I

g ( 0  = bn sen n i , derivando se tiene :
« = 1 r _ , . r ri i s ,

X  ^

g '(t) = ^ ^ n b„  c o sn t , de donde — [1 - ( - 1 ) " ]  =
n— 1
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por lo tanto bn
0 si n es par
2 , de donde = ------ ------

—  si n es impar “ (2n - 1 )*
nx

OC
se n (2 « -l>  2

2 n - l  2W=1

1 2 V - 'sen(2/i —l)í

n=l
2n-

16.2. ORTOGONALIDAD DE FUNCIONES COMPLEJAS.-

Diremos que un conjunto de funciones complejas f(t) (f: <a,b> —» C) es ortogonal en el

Í. T rv • ' 1 .( J)i ( í * í ;bí’'y! *—  0 , si /? *  m —  .

f n(t)-fm(t)dt = < , donde f m(t) es el conjugado
(rn , si n = m

complejo de /„, (?).

Ejemplo.- Si f m (t) = = eos mojQt + j  sen inco0t

f m (0  = e~Jmao> = eos meo^t -  j  sen /na^í 

Ejemplo.- Probar que el conjunto de funciones complejas {e /,,"v } V n e Z es ortogonal

T T
en < -----,— >

2 2
Solución

T T T

i) P  ejn‘̂ ( \ ) d t=  P  e'""*)'dt =— !— /  2 
y i  I L  jnag  /  -L

1 -(e '2*" - e~2Jn*) = 0 si n ^ 0
jncon

H)
Z  ____ L  l  M - m)l ,L
2 ejn‘^ .(e jnua°')dt = 2 eJnl‘K>'.e~jmt°n'dt = 2 eJ,^ n~m)'dt = ------------  2

X l  J .Í  J-L j a ^ ( n - m )  /  JL
2 2 2 2

1
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[(-!)*  —(—!)*] = O, k e Z  si n^ ra
jcoo^n-m)

T T T

¡i¡) Si n = m, entonces J j . e"H*' . e ^ ' d t  = J*. e'n°w  £ ina? d t  = P  dt = T
2 2 I

Utilizando la propiedad de ortogonalidad de funciones complejas, determinar los

coeficientes de Fourierier: f ( t ) =  ^  c„<

donde f(t + T) = f(t), V t e R

T

cn = j  Fr f( t)e~Jncao'd t , n = ± 1, ± 2 , . . .
2

a la expresión (1) multiplicamos por e~jmú>0'

X

f ( t ) e J"w"' = ( ^ c nej"co°')e ^ ¿or, integrando
n——x

r  ^  r
P  f ( t ) e - J'"‘*>'dt = Y c „  , de donde

« = 1

/ /

por lo tanto cn = y  f  (t)e~jmt'K,‘ at

2 2

deducir la serie de Fourier del tren periódico de impulsos unitarios.

(1)

. . . ( 2 )
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X X

ST(t) = ^  ' S ( t - n T )  = ^  1 cne ‘"l0n' , donde
n=—x w=—x

T T

c" = 7  = 7  f r s m e - ^ d t  = ^ { e
2  2 •!

1 V -1 1 V “ '
de donde c „ = — y por lo tanto ST(t)= y  S(t - n T )  = — y

OBSERVACION.-

X  X  X

ó’r (/) = I ^ e /"^' +1 + ^ ^ ' ]
/?=—x  w——x  n=—•x

1 . x “ 1 1 2 'V~' h- e~Jn<ao'

=7[Z e'w+,+Z ‘̂ 1 - r f  Z (f— r— >
n=l w=l «=1

1 2  * / x 1 2
= ~  + ~  cos ”r<V  ° r ( t i = — + Y cosncoot

OBSERVACIÓN.- Se sabe que la serie de Fourier constituye un poderoso instrumento 

en el tratamiento de diversos problemas que implican funciones
t <

periódicas.
Sin embargo muchos problemas prácticos no involucran funciones periódicas, por lo tanto 

es necesario desarrollar un método de análisis de Fourier que incluyan funciones no 

periódicas. Luego estudiaremos la representación frecuencial de funciones no periódicas 

por medio de las series de Fourier.

16.3. INTEGRAL DE FOURIER Y ESPECTROS CONTINUOS DE LA 
SERIE DE FOURIER A LA INTEGRAL DE FOURIER.-

Expresamos con una función periódica f T (t) con periodo T, cuando se hace que T tienda 

a infinito, en este caso la función resultante f ( t )  = lim f T(t) deja de ser periódica a este

proceso de limite ilustraremos mediante un tren de pulsos rectangulares.

. . A L  a o ii < j i  rtu' ;u i i  b i u o m -h ,  i h
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Consideremos la función f T ( / ) ,  definida por :

f r ( 0  —

n T d0 , p a r a -----< t < -----
2 2

1
1 , para -  — d < t < —d  de donde f r (t + T) = f r (t) , T > d

1 T
0 , para —d <t<  —

2 2

f T ( t ) 1  =  2  T  =  2 d  
d

i i °  
d

i i
i i
K-d-H
i i

J______L

Cuando t —» oo, se obtiene la función : f ( t ) =  lim f T(t) =
r->x

naturalmente la función f(t) no es periódica.

, ,  d d1 , cu an d o---- < t<  —
2 2

0 , de otro modo
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TEOREMA 1.- Sea f(t) una función periódica con periodo T, cuando T -»  oc, f(t) se 

convierte en una función no periódica. Encontrar la representación de 

esta función no periódica.

Demostración
X • — — -------------------- --- --------—

Sea f ( t ) =  ^  ' cne'',ÜKl' , es la forma exponencial de la serie de Fourier ... (1)
/I= -X

T

donde c„ = j  P  f(t)e~""°"'dt, oj() = ^  ... (2)

Al reemplazar en la serie de Fourier se tiene :

x x T

f ( t )  = ^  c j e ^ d t  = X  (7  Pr )e

2 n  1 (o0
como cor, = — , entonces — = —  

ü T T 2n

„ T

cuando T —> *  = > ----- > 0 => — — > 0 => (On —> 0
T 2 n

luego sea co0 = Aa>, entonces la frecuencia de cualquier “armónico” nco() debe 

corresponde a la variable general de frecuencia que describe el espectro continuo, es decir 

n->oo a medida que co0 = Ata -»  0 de tal manera que el producto infinito, es decir :

nco0 = «Ató —> co . Luego la ecuación (3) se convierte en :

cuando T oo, Acó ->  dco, entonces la función no periódica se convierte en
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£■!/</ ( 0  = —  | [ |  f ( x ) e - ' m dx]ell0,dw  - . ( 4 )

si se define F(a>) = J  f ( t )e  jmdt . . . (5 )

ahora reemplazamos (5) en (4) obteniéndose

... (6)
2 n £m = ± - 1  F((o)ejo>t dco

Las ecuaciones (5) y (6) es la representación de Fourier de la función no periódica.

OBSERVACIÓN.- Se observa que la ecuación (6) es análoga a la ecuación (1) y la 

ecuación (5) es análoga a la ecuación (2), luego a la ecuación (4) se 

conoce como Identidad de Fourier.

OBSERVACIÓN.- Se hace hincapié en que la anterior derivación heurística de (5) y
(6) no esta fundamentada en una base rigurosamente matemática. 
Sin embargo, desde el punto de vista de la ingeniería, el interés 

primordial en la interpretación y utilización de tales relaciones.

TEOREMA 2.- (Teorema de la integral de Fourier)

Si f(t) es real entonces f ( t ) = — j j f ( x )  eos co(t - x )d x  dco
J) J-x

Demostración

Seconoceque f ( t )  = —  f  [ P  f (x )e~ iu>xdx]ej6)'d (0 = —— f  f  f ( x ) e ' rJi' ^dx dco
JLoo JL, 2n  JLX JUo

= —  í  j /(x )[co s¿ y (r -x ) + jsenco(t-x)]dxdco
2 n

= —í— 1 1 / (x) eos ío(t -  x)dx da> + j  —  í  |
2 7t ^  / J- / 2 K  J_x J  /

/ (x)sen(o(t -  x)dx dco

Si f(t) es real, entonces f ( t )  = —  \ | f ( x )  eos co(t-x)dx  dco
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como eos co(t -  x) es par con respecto a co, entonces se tiene :

/ ( ' )
4 ÍJ>.y)cos (o(t -  x)dxdco

16.4. TRANSFORMADA DE FOURIER.-

La función F(co)= J ^ / ( / )  = e 'Md t , es conocida como la integral de Fourier ó 

Transformada de Fourier de f(t) y denotamos por :

* f >F(co) = n f ( t ) ) =  f(t)e~J dt •••(I)

Si J  1 es el símbolo que se utiliza para indicar la operación inversa, es decir para obtener 

f(t) cuando F(co) es dado, esto es :

- - r2 n j_ r
F(co)eia>,dt — (II)

a la función f(t) se denomina Transformada Inversa de Fourier de F(co). Las expresiones 

de (I) y (II) se conocen como par de Transformada de Fourier.

TEOREMA 1.- La condición suficiente para que exista Transformada de Fourier de f(t) 
es que la integral del valor absoluto de la función f(t) debe ser infinita

£( I \ f( t ) \dt<x)

Demostración

Como e-Jlút _ eos co t -  jsencot - J ( ú t |= -y/cos2 cot + sen2iot = 1

y \ f { l)e~ ,m  | = | / ( O [ \fu ) \d t  = r
J— 00 J—oc

f\t)\dt= I I f(t)e ■ \dt , es finita

entonces I f ( t ) e  j<0,dt es finita, es decir :
J-x

existe la Transformada de Fourier jF[f(t)]



NOTA.- La función F(ra) = J  [f(t)] es en general compleja y se tiene 

F(co) = R(co) + jX(co) = | F(co) | e ^ ta,), donde ¡ F(co)| se denomina espectro 

de magnitud de f(t) y (J>(co) espectro de fase de f(t).

TEOREMA 2.- Si f(t) es reai, demostrar que las partes real e imaginaria de F((o) son :

R et/^ o )) = R((o) = £  f( t)coscot dt ; Im(F(£<;)) = X(co) = -  j* f(t)seno)t dt

así mismo demostrar que R(a>) y X(co) son funciones par e impar de co respectivamente 

ósea R(co) = -R(co), X(co) = -X(-m), F(-a>) = F((o) donde F(co) es el conjugado

complejo de F(co).

Demostración
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Como F(co) = r ' [ f V ) ] =  £  f ( t ) e - j(oldt ...(1 )

Además se conoce: e~],ot = eos co t-  jsencot ... (2)

al reemplazar (2) en (1) se tiene :

F(co)=?[f(t)] = L  /( í) [c o s  cot -  jsencot]dt

= £  f(t)coscot d t - j  £  f(t)sencot dt = R(co) + j X(co) 

igualando las partes real e imaginaria, se tiene :

R(co) = £  f  (t) eos o) t dt ; X(o>) = -  j" f{t)sentüt dt

como f(t) es real se tiene :

R(-co) = £  f(t)cos(-cot)dt = £  f  (t)coscot dt = R(co)

X(-co) = -  £  f(t)sen(-cot)dt = £  f(t)sencot dt = -X(co)
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es decir que R(co) es una función par de co y X(o:>) es una función impar de co.

F(-co) = R(—a>) + jX(-co)  = R(co)- jX(co) = F(co)

TEOREMA 3.- f(t) es real si y solo F(-co) = F(a>)

Demostración

i) Si f(t) es real, entonces F( -co) = F(o>) ya esta demostrado en el teorema 2.

■ o - i ■
¡i) Si F ( - gj) =  F(co) entonces f(t) es real, por demostrar. Supongamos que 

f ( t )  = / ]  (t) + j  f 2(t) , donde f x(t) y son funciones reales y

f { t )  = J~'L[F(co)'\ = —  i F(o))eio>'dco, es decir que :

2n

- f2n  J_x

£  [R(m)+iX(co)]eJt0,dco 

£+ j  f 2(t) = —  I [i?( co) eos (O t-X(co)seno) t\dco + 
2 71

+ j —  j [X(co)coscot + R(co)sena>t}dco 
2 n JLX

igualando las partes real e imaginaria se tiene :

£/¡( í)  = —  I [/?(©) eos -  X(co)sencot]dco
2 7t

/■,(?) = —  í  [R(co)cosa>t + X{(D)seniot]d(D
" 2 71 JLX

y como F (—co) = F(co) entonces R(-co) = R(co) y X(-a>) = -X(co), entonces R(co) 

sen cot y X(co)cos cot son impares de co de donde f 2 (t) = 0 => f ( t )  = j \  (t) es real.

TEOREMA 4 -  Si f(t) es real, demostrar que su espectro de magnitud |F(co)| es una 

función par de co y que su espectro de fase <j>(co) es una función impar de co.
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Demostración

Si f(t) es real, entonces F(-co) = F(co) y F(a>) =| F(co) \ e~Jlp{t0) =¡ F(co) \ e~JlpUo)

F(-a))  =| F(-a>) | e ,<t’{~í0) => comparando se tiene : | F(-co) \ e =| F(co) |

|F (-co ) | =  |F (co )| a  co(4>) =  -<$>((o)

TEOREMA 5.- Demostrar que si la Transformada de Fourier de f(t) es real, entonces 
f(t) es una función par de t y que si la transformada de Fourier de un real 

f(t) es imaginario puro, entonces f(t) es una función impar de t. 

Demostración

Consideremos la Transformada de Fourier de f(t) es decir :

7 [f(t)] = F(co) = R(co) + j X(co), donde

R(a>) = j*" f(t)coscot dt a  X(co) = - y  f(t)sencot di

Si F((o) = R(co) a  X(co) = 0 => f ( t)senw t dt = 0  . entonces f(t) sen cot es impar y 

como sen cot es impar entonces f(t) es par.

Si J  ff(t)] es imaginario puro, entonces se tiene F(co) = j X(co) a  R ( co) = 0, entonces 

f  f ( t )  eos cot dt = 0 entonces f(t) eos cot es impar, pero como eos cot es par en t 

entonces f(t) es impar.

OBSERVACIÓN.- Si f(t) es una función real y J  [f(t)] = F(co) = R(co) + j X(co) de 

U f e  (0 ] = R(a>) y n f o  (0 ] = jX (co) , donde / ( í )  = f e (t) + f 0( t ) , 

siendo f e(t) y f 0(t) las componentes par e impar de f(t) respectivamente.

Ejem plo.- Hallar la integral de Fourier que representa la función f ( t )

Solución

1 para 11 1< 1
0 para | / 1> 1
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-1 O 1

F{a>) = n f ( t ) ] =  £  m e  m dt = J e~J<0,dt

7 1'  - 1  /É L )

F(a>) =

jo) 

2senco
CO

1 1 2  eJ~ -  e
e~J,a +— eJÍ0 = - ( - ------ ------) = — senco

i jco jco co 2 /  co

y m ~  f f(co)eJ<ü,dco = r \ f ( c o ) \
2 «  y , - - r2 n  J_y

rcn* >1 'ftfn 

Isenco eJC0t dco
co

= I  f££2f- % i « d < 0 , l  [

K  J_x CO 71 J_ x

_ 1 f°  senco.coscot j  f*
7T CO 7T J —qc

i r
para f(t) es real, entonces f ( t )  = — I

«  J-a

serico
(eos cot + j serico t)d co

sencosencot
co

dco

senco.coscot
dco

co

además f(-t) = f(t) es par entonces / ( / ) i r senco.coscot
co

dco

. , , . , . r  sena . nEjemplo.-Deducir del ejemplo anterior que I -------dco = —
co

Solución

Como f ( t )  

/(O )

eos tco.sencoi  r
X i)

2 p  cosO.senco 2 í"*

«  Jb c° . ^  Jo

<y
dco, para t = 0, se tiene :

se neo
co

dco r senco 
co

dco = —
2
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16.5. TRANSFORMADA SENO Y COSENO DE FOURIER.-

TEOREMA 1.- Si la función f(t) está definida solo para 0 < t < oo. Demostrar que f(t) se 

puede representar p or:

f ( t )  = — f  Fc (co) eos cotdco, donde Fc(a>)= f /'( /)eoscot dt
x Jb Jb

Demostración

Como f(t) solo está definida para 0 < t < oo, entonces podemos definir para -oo < t < 0 

por la ecuación f(-t) = f(t) por lo que la función resultante es par.

Si se define Fc(<») = jT f ( t )  eos cot dt entonces f  (co) eos cot dco

Fc (co) se denomina Transformada coseno de Fourier de f(t) la cual se denotará por :

J j / ( 0 ]  = Fc(co) = £ / ( í ) c o s í y f  dt

f ( t )  = ?c '(Fc(co)) = — f  Fc(co)eos cot dt

TEOREMA 2.- Si f(t) está definida solo para 0 < t < co, Demostrar que f(t) se puede 

representar por : f ( t )  = — j Fs(co)sencot dt donde Fs(co)= J f(t)sencot dt
x  J) J)

Demostración

Como f(t) solo está definida por 0 < t < oo, entonces podemos definir para - oo < t < 0 

por la ecuación f(-t) = -f(t), entonces la función resultante es impar.

Si se define Fs(co) = £ ° /( í) s e n íy í  d t , entonces / ( í ) = —- £  Fs(co)sencot dco

Fs (co) se denomina Transformada seno de Fourier, la cual se denotara por

J ,[ / ( 0 1  = Fs(co) = £  f(t)sencot d t , f ( t )  = T ~ \F s(a))} = ~ ^ f s(
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Ejemplo.- Hallar la integral de Fourier de / ( / )  = e ' cuando t > 0 y f(-t) = f(t), k > 0

Solución

£F(co) = | e kl [eos cot -  jsencot]dt = e kl eos c o t d t - j  | e X/sen cot dt
J í

F(co) = J* e kl eos cot dt = 2 e ki eos cot dt

2k -kt ¡ (ú - / x -k- k l ,  (o / x—e (— -sen<w/ + c o s /) /  = —  
2 k /  o k 2k 2 + co

/ (O  = 7" ' [/r(® )]= —  I F(co)ei,0,dco 
2k

0 k + or
F(co) = —

2k
i 2 2 A' 4-69

r* Jb

I

eos cot 
k 2 +co2

d a  , (t > 0, k > 0)

eos® / , x  -ki , „ , ™dt = — e , (t > 0, k > 0)
k 2 +co2 2 k

OBSERVACION.- Si f(t) es una función par => X(co) = 0 y

F(co) = R(co) = 2 f  (t)eoscot dt y f  (t) = — ^  R(co)eos co t dco

Si f(t) es impar, entonces R(ío) = 0 y F(co) = JX(co) = 2 f(t)sena>t dt y

f ( t ) — I X(co)sencot dco 
n  J)
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16.6. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMADA DE FOURIER.-

( 7 )  Si Fx (ro) = J [ f x (í)] y F2 (w ) = f [ f 2 ( í ) ] , entonces :

9\a\f\(,t) + a2f 2(t)\ = a xT [ f x(t)\ + a 29 \ f 2(t)'\, donde a x, a 2 son constantes arbitrarios.

Demostración

T[a\f\0) + a2f 2(Q] = £  (axf ( t )  + a2f 2(t)]e l(0'dt

' a\ £  J0)'dt + a2 £f x{t)e~ja)'dt + a2 f 2(t)e~'(0,dt ---axFx(co) + a2F2((o)

© Si a es una constante real y F(a>) = jF[f(t)], entonces J [ f (a t )  ] = —  F {—)
\a\ a

Demostración

T[f(at)]=  f  f (a t ) e -J0Xdt = -  f  / ( »
J-CC  ̂ J-X

y<y(-)
)e ° du

l ía JLaj

-j{—)u 1 ¿y
/(w )e a d u = —F{—) «—O)

a a

du u
sea at = u => dt = — ; a > 0  y como -o o < t< o c  => -oo< at< ac y t = —

a < 0 y como - *> > at > oo, entonces
, .0 J) . .

i i f* -joK—) t o) _
7 T /(a0 ] =  — I /(«)<? a du = ---- I f ( u ) e  a du = — F (—) ...(2 )

a J7 a J-x a «

Luego de (1) y (2) se tiene: J[f{at)]  = -^—F(—)
M  a

-  ( í ' i  i t \ \  -■ V  ü  =  («’ > ' y t  3 3 0 / 1 0 ,  r i 3  ¿ O  J ) t  I < í

( 3 )  Si J[f(t)] = F(co), Demostrar que iF[f(-t)] = F(-co)

D em ostración
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De la Propiedad (2) se tiene: J[ f(a t) \  = -^— F(—),  V a e R, a * 1 entonces para
\a\ a

a = -1, se tiene que : ^T[/(—/)] = -——F (-co) = F(-a>)

( 4)  Si F(co) = J[f(t)}? Demostrar que : 9r[ f ( t - t 0)] = F(co)e~'ÍO'0

D em ostración

7 [ f { t - t ())]= J  A t - t 0)e-j6Xdt=  £  f(i,)e~Jrô n+")du 

Sea t -  lo = u => t = u + t0 =e~'(or 0 j f(u )e~ 'rü"iju
*Lx

-co < t < ce = F(co)e

-00 < t - tn  < <*

(T ) Si w0 es una constante real y F(to) = j7"[f(t)]. Demostrar que J [ / ( í ) e  /V<v ] = F (oj - « 0 )

D em ostración
IW ’

n f ( t ) e Jl^ } =  J  f( t)e '"« '.e-J(a,dt = £  f ( r ) e ^ (r0~ ^ )'dt = F(o)-ro{,)
or.1

( ? )  Si F(to) = J[f(t)], entonces jF[f(t)] = 2ti f(-w)

D em ostración

Sabemos que / (r) = —
2/T

£  f((o)eJI'" d o:>, entonces

=  /.V>( > ) \  ¡  =  ( Y ) ^  f f l j í  j u ^  C í'> i3 Í b f l

2 7C.f(t) = £  F (a>)eJ"M d  o) , si se reemplaza t por - t  se tiene:

2 x . f ( - t )  = |  F(ú))e~Ja"dco = 2x.f{-co)  = £  F(t)e~imdt = J[F (/)]  

Luego 2rc f(-co) = 7[f(t)]
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Si iT[f(t)] = F((ú) y f(t) —> 0, cuando t —> ±oo. Demostrar que : 

í T ( / ’(<))] = j (ú f i a )  = j m ‘J[ f( t)]

D em ostración

7 { f ' « ]  = J  f 'U  )e-jmdt = f ( t ) e i,:>l / ’ + jco £  f ( t ) e ~ iMdt 

como f(t) —»■ 0 cuando t —> ± x  => f ( t ) e y 'nu /  = 0
/  - X

Luego J [ / ' ( 0 ]  = j&  £  /(O *  ja*dt=} co F(co) = jco J[f(t)]

OBSERVACIÓN.- Mediante la aplicación repetidas de la propiedad (7) se tiene

= O'®)" = 0 « ) " ^ l / ( 0 ]

( ? )  Si J  [f(t)]) F(co), co * 0 y £  f ( t )d t  = F(0) = 0 ,  Demostrar que:

I7[ | f{x)dx]  = —  F(co) = — f [ f ( t ) l  
jco jco

D em ostrac ión

Sea 0 (0  = J f \ x )d x  y 0'(O = /(O  y si

j[<t)(t)] = (t)(o)) => w ( O ] = j [ / ( O ] = y « 0 ( « )

Con la condición que lim 0(O = j* f ( x ) d x = j ^  f ( t )d t  = F(0) = 0
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Cuando F(0) =  £  f ( x )d x  *  0 , se tiene que : J[  £  f (x)dx]  = F(ea) + n  F(Q)S(co)
JO>

@  Si = F((o) => n ~ t j  fU )]  =
dF(co)

dco

Demostración

F(cS) = y \ f ( t ) ]  = y  f(t)e~J,JId i , de donde

dF(co) d 
dco dco

£  f ( t ) e ~ m dt = £  - j t A t ) e ~ IMd t = n ~ j t A t ) ]

nobulo«'
Luego J ( - j t  -r / ( / ) ]  =

CÍCO

Ejemplo.-

(T ) Si F(co) = J[f(t)]. entonces J \ f ( a t ) e ' ,ü°‘] = — F(——— )
' \a\ a

Solución

n . f ( a t ) e J0>'] = £  f ( a t ) e ‘"V.e'-"01 di = £  f{a t)e  lÛ " ^ 'd t

i r  -jio.-'aa)“ i r  
Sea at = u => dt = —  = ~  \ / ( “ )« a d u = ~ \  J(u)e  " rf"

/i Cl J_x “  J-x

Si a > 0 y -oc < t < oc _ _L __ÍÍL)
tí í/

Si a < 0, entonces yr[ f(a t)eJtüi)' ] = —- F ( -------- —)
- a a

Luego yr[ A £‘t)em '] = - ^ - F ( (0 C°°)
I a | a

©  Si F(w) = jF[f(t)]. hallar !f[f(t)senco0t]
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Solución

PM)' _ i . .
n f ( t ) s e n a t )t] = n f ( t X - ----- z 1 -------)] = — T l f ( ‘)em '' - f ( t ) e ^ ‘]

2  J  2 y

= = ^ [ F ( o ^ c o () )-F(a> + cq))]
2./ 2 j

Luego f[f(t)senco0t] = ^-[F(co-co0)-F(co+co0)] 
2./

Hallar la Transformada de Fourier de f ( t )  = e al

Solución

F[e-al' ] =  J  e~a^e-j0Mdt  = £  ea,.e~ioHd t +  £ ea,£ jw,dt

( i )  ( K  ( a - j i o ) t  0  - < a + j i o ) l  x

= a (a~ja)'d t+  e -{a+J(d),dt  = - ------------------------- ------
y ,  Ji a - j o i  ' a + jco '  o

= (— L— 0 ) - ( 0 — —  )= • 1
a -  jco a + jco a -  jco a + jco

a + jco + a - j c o  _ 2a 2 a
( a -  jco)(a+ jco) a2 -co2 °  ’ a 2 -co~

® Hallar la Transformada de Fourier de f ( t )  = —------
a~ + t

Solución

Aplicando la propiedad (6) al resultado del ejemplo (3) esto es,

J[e a|'|]=  ^ a ■ = F(co) y f { t )  = e a|'! 
a + a>

Entonces J[ _ ] = 2n.f(-co) -  2n.e g| 
a" + t

como
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Entonces jF[—5——y] = 2x.e 1,10 , de donde F [———-]  = —<? " 
a + t  a  + t  a

16.7. CONVOLUCION.-

Consideremos las funciones f\  (t) y f 2( t ) , entonces La Convolución de /¡ (í) y f 2(t) 

está definida por la expresión :

í
/ (? )=  f \(x ) - f2(t ~ x)dx , la cual es denotada por : f ( t )  = / ,  (t)* f 2(t)

OBSERVACION.- Un caso especial importante es cuando / ,  (/) = 0 para t < 0 y

f 2(t) = 0 para t •>0. Entonces f ( t )  = f ( t ) *  f2(t)= j ^ f ](x).f2( t - x )d x

¡ 16.8. PROPIEDADES DE LA CONVOLUCIÓn TI

Q  Demostrar que la convolución es conmutativa f x(t)* f 2(t) = f 2(t)* f \ ( t )

Demostración

Aplicando la definición de Convolución se tiene: j \ ( t )*  f 2(t)=  £  f i (x ) . f2( t - x ) d x

í A' —> — oo * y —> co 
Sea t -  x = y de donde dx = - dy además cuando \

; y

f l ( t )* f , ( t )=  [ U x ) M t - x ) d x =  f  / , ( í - v) ,f2{y)(-dy)

= - £  M y ) - M t - y ) d y =  |  f 2( y ) .M t - y ) d y  *  f 2<t)*fi(t)

( ? )  Demostrar que la Convolución es asociativa [/¡ (t)* f 2(t)]* f 3(t) = / ,

Demostración 

Sea g(t) = f i ( t ) * f 2(t) y h(t) = f 2(t)* f 3(t) , entonces

g ( 0 * / 3 «  =  / i M  * ¿ ( í )  ••■(»)
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g (0  = f , ( 0 *  f 2(t)=  £  f \ ( y ) - f iU - y ) d y  ...(b )

g ( 0 * f 3(0  = J  g (x ) .f3(r -x )d v  = J  [ £  f,C y).f2( x -y )d y ] f3(t -x )d x  ...(c )

y dado que h(t)=  J  f 2(z).f3( t - z ) d z  ...(d )

h ( t - v )=  I f 2(z) .f3( t - y - z ) d z  ... (e)

por consiguiente, la integral se identifica dentro del paréntesis angular en el segundo

miembro de (c) como h(t -  y), de donde g(t)* f j(?) = J f\(y)h(t -  v)dv = f ( D *  h{t) 

por lo tanto : U x(t)* f 2{t))* fe ( t)  = f x{t)*[f2(t)*

f(t)*5(t) = f(t), donde 8(t) es la función impulso unitario es decir que la Convolución de 

una función f(t) con una función impulso unitario conduce a la misma función f(t).

Demostración

Aplicando la definición de Convolución se tiene : ) = £  f (x ) .S ( t  — ic)dx

utilizando la propiedad conmutativa se tiene :

f ( t )* S ( t )  = S(t)* f ( t )  = £  5 ( x ) . f ( t - x )d x  = f ( t )  par a la función impulso unitario. 

f(t)*8 (t) = f(t)

( ©  Demostrar que: f(t) * 8(t -  T) = f(t -  T) ; ) * S { t - t 2) = f ( t - t l - t 2)

Demostración

f \ ( t ) * S ( t -T )  = S ( t - T ) *  f ( t )  = £  S ( x - T ) . f ( t - x ) d x  = f ( t - T )  

f ( t )* S ( t -T )  = f ( t -T )
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f ( t - t ]) * S ( t - t 2y = S ( t - t 2) * f { t - t ¡ ) =  £  S ( .x - t2) f ( t - . \ - t í )dx

= f ( t - t 2 - / , > = / ( / - / , - t 2)

/(A — í, )*¿> (í-/1) = / ( í - í i - t 2)

16.9. TEOREMA DE CONVOLUCIÓN EN EL TIEMPO.-

si íT /i (0] = Ft (<«) y 7 [ f 2(0] = F2(<w), entonces /[/¡ (?)*/:(0] = F{ (cd).F2(cv)

Demostración

Aplicando la definición de la Transformada de Fourier de /) (t ) * f 2 (t)

? l/¡  (0  * f 2 (/)] = £  [ J  ./i (x ) f2 (t -  x)dx]e~M dt

= £  A (.v)[ £  f 2( t - x ) e jmdt]dx ... (1)

pero J  f 2 (t -  x)e '<0'dt = J [ f 2-0 - x)] = F2((o) ^ Jo>x ... (2)

ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene :

n m * f 2(t)\ = £  M x)-F2( * 'W ,0>,dx = [ J  (x)e~'í!>ydx]F2(a))

= J  [ / , (t)e j:‘?dt)F2(o)  = (co).F2(co)

Luego 7[f\  ( l ) * f 2(0 ] = F{ (co).F2(co)

16.10. TEOREMA DE CONVOLUCION EN LA FRECUENCIA.-

Si 7  [F,(cy)] = / , ( 0  y 7  [F2(m)] = j 2{t) 

Entonces : 7[F¡ (a>)* F2 {(ú)\ = 2n.j\  (t ) . j2 (/)
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ó  7 { j \ U ) . f 2 ( f ) ]  =  ^ —Fí(co)* F2(co) = J -  f  Ft(f )F2( w -y )d y  
2x 2x  J ,

Demostración

7  1 [F,(co)* F2(co)\ ~ 7  ‘[ I Fx(y).F2(co-y)dy]

co- y  = x

co = x + y  = 4 ~ \ l  \ Fl (y ^ F2 ( a ) - y ) d y y Mda>
2 K  JL X J— x

d co = í/x

J  t J  f¡(j) ./s (x M v ]ey(v+A'),dv

i f  Fl(0[f  F2(v)í?,V'*V,'í/-vWv 

= ¿ Í  Fl(?)eVV'[ £  ^

2/r

t)e /A dx]dy

= 2 4 —  r  ^(íw )e/a"í/tw][—  í  F2 {co)eJtú'dco]
2 x  JLX 2« JLX '

Luego 7~' [F, (co) * F2 (©)] = 2 « ./, (t) .f2 (t)

1
Ejemplo.- Utilizar la convolución para encontrar J  [

(\ + jco)(2 + jco) 
Solución

Se conoce que 7 [ f\  (t)* f 2(t)] = F¡ (co).F2 (tí>), entonces 

7[Fl(co).F2(co)] = f i( t ) * f 2(t)=  J  f i(x).f2( t - x )d x

1 \e~ot t > 0
También se sabe que 7[e~at] = ----------, donde f ( t ) - \  '

a  + jco [ 0 , t < 0

Entonces 7~'[— -— ] = e~'U(t)
1 + jco

2 x . f ](t) . f2(t)

1
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2 + jco
1 si t > 0
0 si t < 0

(\ + jco)(2 + jco)+ jco)
■]= f  e~xU(!x)e~2(‘~x)U ( t - x )d x

ex ^ 'U (x)U (t-x)dx  = f e '  2'dx = e 2' y e 'd x

= e~2,(e' -1 )  = (e~‘ - e ~ 2,)U{t)

0 si x>  t
1 si x < t

0  si JC < 0  A  x >  t
U (x).U (t-x )  =

1 si 0 < x < t

También podemos hallar f(t) desarrollando F(co) en fracciones parciales es decir :

F(co) = ----------  -----------= —  -í— - ,  entonces :
(1 + jco)( 2 + jco) 1 + jco 2 + jco

r\F(co)\=r) [—!—] ■- r ] [—!—] = e-2 - e~2' = (<?-' - e-2' yu(0
1 + jco 2 + jco

16.11. TEOREMA DE PARSEVAL Y ESPECTRO DE ENERG1A.-

Si 7[f\(t)] = F, (co) y J [ f 2 (/)] = Fi (co) , demostrar que :

£  J  F{(co).F2(-co)dco

Demostración

Seconoceque: 7 [ f i( t ) f2(t)] = -^ -F i(co)*F2(co) = -^ -  j F¡(y)F2(co-y)dy

como ‘J [ f x( t ) f2( t ) ]=  y¡( t ) f2(t)e )ü* d t , entonces
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|  f ( t ) f 2(t)e~i,0' d t = ^ ~  £ F,{y)F2(co-y)dy

Si (0 = 0 => I" f ¡ ( t ) f2(t)dt = ^ ~  f  F¡(y)F2(-y )dy  = - í -  j" Fi(o))F2(-o))d(o
JLx 2 *  J_x 2 *  J_ x

J  f l( t ) f2{t)dt = ~  Fl((o)F2(-co)dco

16.12. EL TEOREMA PARSEVAL.-

Si iT[f(t)] = F ( ío ) entonces f \ f ( t )  |2 dt = —  | \F{co)'\ dco
J x ' 2* J_x

Demostración

Si J[f(t)] = F(co) ^  J [ / * (/)]=  J f * ( t ) e - j0*dt

= £  f * ( t \ e ico,)*dt = J  [ / ( / ) e ,w' ] * ^

= [ £  / ( 0 e “yt~"'),<*]* = F * (-® )

es decir J[f*(t)] = F*(-co)

Luego si hacemos / ,(? )  = / (O  y h  U) = entonces como

£  f\(.t)fitt)dt  £  Fx(o))F2(-co)dco, entonces :

£  f ( 0 f * ( t ) d t  = y -  £  F(w)F*[-(-ft>)]¿/<y = ^ -  J  F(co)F*(io)dco
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16.13. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCIÓN 
IMPULSO.-

La Transformada de Fourier de la función impulso 

unitario S(t), está dado por :

= f  8{t)e~jeotdt

OBSERVACIÓN.- Analizando la definición se tiene:

7 [S(t)] = f  8(t)e~j<ú,dt = e~j(0,\ =1
JU l,=0

5(t)

► t

OBSERVACION.-

8(t) = —  f  1 £ j(*d<o = —  f  
2n  JU 2n

~  f  F(co)ej‘°'c 
2k  .Loe

ej‘°'dco = r [[\\

i ‘ F(co) 

1

0

En efecto : £ (/) = —  P e '‘>'d co = —-  f (eos a>+jsena>t)dt
2n  L  2n J_x

2 n
P  eos cot dt a—— P  semotdt = — |

J- í  ' v J 2 k  ^  v ' 7Z J) 
par

sencotdt = — | eos co t dt
im par

r
S(t)  = — | eos co t dt 

n
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©  En general se tiene :

<J(v) = —  P  ejxydx, ó(y) = — Peos(xy)dx 
2n  J_x ' n  Jb

©  n S ( t - t 0)]= P S ( t - t 0)e-Ja'dt = e - jD>,\ = ,
J-r_ ,,=,0

i L

i l S ( t - t0)

jCOÍQ 0 to

16.14. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA CONSTANTE.-

©

©

T[A]= P Ae~Jtá<dt = 2k .A— ~ P
J-oo 2 tt

haciendo x = t e y = -co, entonces :

£(-<y) = —  P  eit(~iü)dt = 2n AS(-co) y como 
J-oc

2/r
eJxydx

5(-oo) = 5(co) => ^ [A ] = 2jiA5(co) 

donde A es una constante y iF[l] = 2tc8(co)

!F[ejo,0"] = 2  k 8 ( co- oi0 )

En efecto : como J [ 1 ] = 2n 8(©) y T \ _ f ( t ) e JO)a‘ ] = F(co — <aa) , entonces 

f [ e jo>0' ] = 2nS(co -  co0)

Ejemplo.- Hallar J[cos&>0í] y .T[seníü0/]

Solución

n e o s  co0t] = n -  (ew  + e JU* )] = ^T [eM)‘ ] + ~ 'J W ' bV ]

= ^2nS(a>-cú0)+^enS(cú+co0) = xS(co-cú0) + 7rS(a) + a>0)

!F[sena>0t] = - j xS(a>-a>0) + j7rS(co + co0)
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16.15. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DEL ESCALON UNITARIO.-

Sea U(t) la función escalón unitario definido por : U(t) =
1 si t > 0 

0 si i < 0

10 si t > 0
Sea J[U (t)] = F(co) y como J[\](-Í)] = F(-co) y U (-t)  = \ y U(t)+ U(-t) = 1,

[1 si t<  0

excepto para t = 0 y 7[U (t)] + j[U (-t)] = J [ l ]  => F(co) + F(-m) = 2rt 8(to)

[(¡ • ' \ )*>!% • U £ — ) -  (J + )6Tv\ -i { I —
Supongamos que F(co) = k 8(co) + B(co), donde B(co) es una función ordinaria y k es

una constante y como S(-g)) = S(os) entonces :

F((ú) + F(-co) = k 8(co) + B(co) + k 8(-co) + B(-m) = 2k 8(os) + B(oo) + B(-co) = 271 8(co)

entonces se tiene k = 7t y B(co) es impar y podemos hallar B(co) y además

U \t)  = ^  / - = S(t) y como J[f(t)] = F(co) 
dt

y 7 [ U ( t ) \  =  F ( ta )  y 7 [ U \ t ) }  =  j to F (a > )  =  j os[tt S(os) +  B(cc)]= J[S(t)] =  1 

y como o) S(co) = 0 y jcs[7t S(co) + B(to)] = 1, entonces

j7t(co 8(co)) + jcoB(m) = 1 => jos B(os) = 1 => B{m) = —
ja>

F(co) = 7rS(co) —— y como F(co) = J[U (t)] J[U(t)\= ttS(co) + —
jco  J(o

Ejemplos.-

( 7 )  Calcular J [ l - 3 ¿ ( í )  + 2<?'(f-2)]

Solución

7[ 1 -  38(t) + 28' (t -  2)] = 7[\] -  3 >¡F[S{t)] + 27[8' (í -  2)]

= 2tt 8(co) -  3 + 2 jos 7 [8(t -  2)] = 2nS(co) - 3  + 2 jcoe~J2m
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( ? )  Calcular 7[sen^t]
Solución

Se conoce que sen 't = — sent — — sen 3 t , entonces 
4 4

!F[sen3t] = ~ ‘J\sent] ~ —f[sen3t]

= — [ - j 7 t d ( m - \ )  + j x 6 ( o ) + \ ) - ( - j x 8 ( a > - 3 ) )  + jx á ( c o + 3))] 
4 '

= j —(S (co -3 ) -S (o ) - l ) )  + j  — (<5(íw+1)-<?(u’ + 3)) 
4 4

•i-jH ~ ( ( » ) )H  v*)^) )S - ( íú - ) H  -i K  *

16.16. EJERCICIOS DESARROLLADOS.-

©  Encontrar la serie compleja de Fourier para la función f(t) definida por f ( t )  = sen4t en el 

intervalo <(),k> y f(t + 7t) = f(t)
Solución

• ,v  — p r . ¡,

Mediante las identidades tenemos : e ±JnH = eos n 0  ± /se n  n 6  , además se conoce
.-»nolito . I = + (cuK> t; |ü)i { ü «>

e J n 0  -

cos(n 0 )  = --------- ----------  ; sen(«(9) = -------- — --------

Luego para el ejercicio dado se tiene :

j e  - jo

f  (/) = sen t = (-------------- ) , desarrollando se tiene :
V

f { t )  = — [í'4" - 4t'2" + 6 - 4<?_2j" + e“4/' ] '
16

©  Encontrar la serie compleja de Fourier para la función f(t) definida por f ( t )  = e ‘ en el 

intervalo <0,27t> \ ¡(t + 2n) = f(t), mediante integración directa.

Solución
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/ ( r ie  diSea f ( t )  = cneJnaK': donde c„ = y  j* j
n=—x

c„ = ~  £  e .e~Jr‘,'K'‘d i . donde co0 T = 2ti

C =  _ L  r  d t  = ---- ì----¡ - T ,

2 -  i  2 /t[1 -  /w] / o

1 , 3 r  7

( I - ./« )  2 .n l - j n )
( t

e2* -1
como e ~!gn = 1, luego c„ = —---------

' I n  O- j r i )

s,  ̂ s r  <?"T - 1 jn e - 1 v  e "entonces f{ t)=  > --------------eJ ------------  > ----
¿ - 2 ; r ( l - / n )  2/T ¿ - 1 -
/7=-3c ‘ n=-x

( 3 )  Reducir el resultado del ejercicio (2) a la forma trigonométrica de la serie de Founer.

Solución

Sabemos que a n =c„+c_n de donde 

g2* - !  ^ - 1
-— , luego se tiene :

2.t(1 -  _/n) " 2 /t(1 t jn)

e2 * _ l e2” -  i e2'7 -1  r 1 1
an = t —:— —  + — — —  = —:------ 1 — -  + ■" 2;t(1-jw ) 27t(í -t jn) 2n  1 -  jn  1 + jn '

I

_ el!t - 1 1  + jn  + l - 7'n, £ -* -1
2/T 1 + n2 /T(l + n2)

_ _ e2* _ i  

2;t(1 -/tj) 2 x(]* jn )

e2* — 1,1 + j n - 1 + jn (e1" -1 )«
= j ---------- [—  ----- r——] = -------------- —

2 n  1 + « x(\ + n~)
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Lueao f. e "  -1  \  ' <?" - ic o s n r  e~~ -1  n sen ni
/U )  = — ------- >  (--------------------------------  -r

l z  1 + «- -  1 + nn*i

■> _  -r
. e "  -1  r  1 V -1 ¿ o s  n i n ,.. r(f) = --------------- 7 i---------:-----------rsen^r);

K -  1 - /! '  1 + «*T = l

( 7 )  Hallar los coencientes complejos áe Fourier de la función t(t) que se muestra en la figura

Or, = ----TSea / ( f ) =  /
n =—x

Diferenciando término a término se tiene : / '(r )  = ^  * (jno>t )cre r '* ‘ . graneando
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A 1A A
f " ( t ) = - 8 ( t  + tx) ------ 8(t) + - S ( t - t x)

h h h v -

T

por lo tanto - ( ncô0 )2cn = — £  f  "(t)e~J"0J()ldt
2

T

m i
[8(t + /,-)- 2 S(t) + S(t -  t, )]e~Jn<on'dt

2 A
= — [ e ^ ' i  - 2  + e~J"°w ] = — (eos noj^  -1 )

TU Tu

4A ? ncünt, 
= ------ sen"

Tu 2 1

Luego -(«íü0) c„ = - — sen-(——  ) => c„ = 
1 11 z.

At ,
s r a ( = & )

2

¿ - ] 2

Demostrar que los coeficientes complejos de Fourier de una función periódica par son 

reales, y los de una función periódica impar son imaginarios puros.

Solución
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00 X

Sabemos que : / (í) = c0 + ' ^ ^ c tlejn(ü(>' + \ ^ c nt

X

m - Y *

/"‘W

n~—\

aJ»m0 '

_ « 0  _ 5 l z j h .  á - c* - fli .+ A
co -  2 ' n ~ 2 ’ • " ~~ 2

i) Para f(t) par entonces = 0 , de donde

a» ~ °
2

a„ + 0
c =■

«al

c - , = y .  real

c„ = c_„, f  es par

ii) Para f(t) impar => a 0 = a„ = 0 ,  de donde

o-A 
2

. ° + A

c„ = - j  , imaginano

( ó )  Si f(t) y g(t) son funciones periódicas con periodo T y sus expansiones de Fourier son
X  00  ̂ ^

/ ( í )  = Y  C„ejn(ü°' , g (í) = ^  dneJn<°°‘ para = - y , Demostrar que la función
n——oo n=—x

T

m = Y  f i  f ( t - r ) g ( r ) d r  es una función periódica de igual periodo T, se puede

2
cc

expresar como /i(í) = ^  ' c„c/„£

Solución

Sea /i(í) = y  P f ( t  -  z)g(r)dT ■d)
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h ( t ) = ^ c nd„eJn̂  ...(2 )
n=—oo

de (1 )y (2) se deduce que f(t) = f(t -  i)g (t) entonces tenemos que demostrar que :

00

f ( t - r ) g ( r ) ^ c ndne ^ ’ ...(3 )

como

c„ejncOQl f ( t - T ) = Y  c„eJI
r i = - c*

oo
g(r) =

JncoQit-T)

jncüQT

f  « - £ .
w=—x

00

g (0  = ^  ¿V
/!=—X

ahora multiplicamos ambos miembros

00 00 CC 00
/ ( /  -  r)g (r) = ^  ^  cnd„eJn' ^ +T) = ^

©

/ ( í  -  r)g(r) = ^  cndneJ"0X}t por lo tanto h(t) = ^   ̂cl:dnejnc0üt
n=- co /i=—oo

Si f(t) y g(t) son funciones periódicas de periodo T y sus expansiones de Fourier son
X i ¿■•'00 ¡i J '

2n
ejnioot , para co0 = y~>  Demostrar que la funciónf ( t ) = ^ c neJn°*‘ , g(t) = Y ¿ d"

n = —x  n = -c c

h(t) = f(t).g(t) es una función periódica de igual periodo T, que se puede expresar como
x  X  x

h(t) = y  a neJnw°' donde a n = ^ ^ c n_kdk (sug. demostrar que q„ = /  \ c„_kdk son
n ~ —x  « = —x  k = - c c

los coeficientes de Fourier de h(t)).

Solución
I > \ > O , + ví — ?

Sean h(t) = f(t).g(t) ... (1)
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como

h{t) = ' Y j a nejno*' ...(2)
n=-oo

00 00

m  = Y J cn-keiW0^ k)t y
«=-oo /*=-oc

multiplicando ambos miembros se tiene :

00 00 00 x

n t ) g ( t )  = Y J Cn-kej0K>{n~k),^ dkeÍa°k‘ = Y í C''-kd^ M ) ‘ =
n = —x  n = —c c  n = — <x> / i = —x

de donde h(t) = f(t).g(t)

X  X

Si y a „ = ^ c n_kdk
f l ——c o  A '= - X

r -  *
Luego ar„ = y  F h(t)e~jn<a° 'd t , como /i(Q = ^  cn_kdkem>"'

2 w = —x

00

“ ■ 4 2 w=—x

cn-kdk T

4  £  £ *  i=v ~  £■* ■ £
2 n = -x  2 n = -x

x  x

a , ^ c , _ A  => /)(;) = L.q.q.d.

Hallar la serie compleja, utilizando derivación (Delta de Dirac) de la función

/ «  =

1 - /  ; — 2 < f < —1
2 í+ 4

-3 í + 4

2/-1

-1 <í < 0

0 < f < 1
1 < / < 2
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Solución

m

- i
2

-3
2

— 2 < r < —1 
- \ < t  < 0  

0 < í  <1 
1 < í < 2

f " ( t )  = 0 , cuya gráfica es :

2n 7Tíy0 = _  = _ ,  / '  ' (/) = 3S(t  +1) -  5S(t)  + 5<5(í -1 )  -  3¿>(í -  2 ) , - 2 < t < 2
T 2
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f ( t ) = ' ^ c„e 2 => f \ t )  = Y , - ; J ncne ’ 2

[3<5(í +1) -  5S(t) + 5S(t -1 )  -  3S(t -  2)\e 2 dt

/" (O  = y 'S - ~ T nlc« y 1 2 . de donde
n=- oo

n 2n2 1 f  f 2 -
3¿(í + l)e 2 ^ - 5 |  5¿(í)e

j"2 -jn—t C2
+5 S ( t - \ ) e  2 d t ~ 3 S ( t - 2 ) e  2 dt]

7 2 .  . / r  . X .71 .71
7T~n r  1 -jn—t , -jn—t . -jn—t -jn—t.

~ 1 J l T L = \ V e 2 '= -«~5e 2 l=o + 5e 2 / - i - 3 e  2 ,-2]4 4

. ;r n/r
= ~[3e~ 2 - 5  + S e ' T  - 3e~y'"r]

4

l . „  ««  . c c, nn  . nn  „= —[3(cos------1- y sen—  ) - 5  + 5(cos-------- /s e n — ) — 3(—1) J
4 2 2 2 2

= — [8 eos —  - 2 /sen — w - 5 - 3 ( - l ) " ]
4 2 2

(8cos — /i-2 y s e n  —  — 5 — 3(—1)") 5 + 3(-l)"  + 2 /s e « -^ - -8 c o s —-
,, - _______ 2___________ 2_____________  __________________ 2-------2_

— 2 2  2 2n n  n  n

_ . .  .  . nn „ nn
. * 5 + 3 (- l)  + 2 y sen —- - 8 c o s  —  . £»

/W=-VZ-------------2
k  nn=-oc

© Usando convolución, hallar / ( í )  = F -If-----------.------------]
(1 + jeo) (2 + jeo)
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Solución

F(co) = F[ f\t)]  = ——— 7 --^——— , de donde
(1 + j(o) {2 + jai)

G(co) = — -—  y H(co) = — -—  , por lo tanto se tiene:
1 + ja» 2 + jco

g (t) = F - \ - ^ — } = e- '»(t)
1 + jn

2 + jco

(1)

... (2)

1 = £  g(t —x)h(x)dx = J*por convolución f ( t ) =  g(t -  x)h(x)dx = I e x)¿ í( t-x )e  2'¿i(x)dx 

f ( t )  = e' P  e~*M(x)v(t-x)dx

i

H ( t - x )  \ 1 n(x)

^ _____e *

0 t

0 si x < 0
M *) =

/u(x) = 

M(x)juU-x) =

1 si x  > 0

0 si x > t
1 si x  < t

0 si x  < 0 a  x > t
1 si 0 < x < t

f  (í) = e' e~xdx = e‘ ( -e  x j  ) = e ' ( - e ' + 1) 

f ( t )  = -e~2' +e~' de donde f ( t )  = (e~‘ - e ~ z,)U(t)

5 )  Si mn = £  t " f ( t ) d t , demostrar que F(co) = J  [f(t)] se puede expresar como

X  „

f ( « ) - y  ( - j ) ”m„■
co
ni
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Solución

Por definición F(a>) = F [ f  (í)] = £  / (t)e~ja,dt

X 2 X3 X4
Como e x = 1 - x h ----------1----- ...

2! 3! 4!

Si x = Jcot, al reemplazar se tiene : e Jü)í = 1 -  jcot + -~(jcot)2 --^ (ya> í)3 +... 

multiplicando a ambos miembros por f(t), e integrando

Í C fK,O /WC <«0 ,
f( t)e~J0Xdt = /(* )« * -  f( t)(jcot)dt+  - ( . jcot)2f { t ) d t - ...

00 J-GC «Loo J-x  ̂•

r  f(t)e -ja,,d t= u o ))° r  f(t)d t-(jco )' r  / / < d + ^  r  ¿ m * - . . .
J-OO J-00 J-x  ̂• j-x

"/(<)<*
n=0

como F(co) = f( t)e~ i(°'dt y además = I t"
•Loe J-QO

por lo tanto se tiene : F(a>) = /  (-y)" mn —  L.q.q.d.
¿—é ni

fU )d t

16.17. EJERCICIOS PROPUESTOS.-

©  Encontrar los coeficientes complejos de Fourier y dibujar los espectros de frecuencia para
' T

la semionda sinusoide rectificada f(t) definida por f ( t ) -
A sen cont , 0 < t < ■

0 2
T  y

0 , — <t <T
2
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(T )  Encontrar los coeficientes complejos de Fourier y dibujar los espectros de frecuencia para 

la función diente de sierra definida por / ( / )  = - y f  + ^ .  para 0 < t < T  y f(t + T) = f(t).

©

©

©

©

©

©

©

X
Aplicar el teorema de Parseval al resultado del ejercicio (2) para probar que =

n=\

1 71
6~

Mediante la diferenciación encontrar la serie compleja de Fourier para la función diente 

de sierra de la figura.

Hallar la serie compleja de Fourier de F ( t )= \ t2 — 11, -2 < t < 2, graficar F(t) y su 

espectro de amplitud.

Si f(t) es una función periódica con periodo T, y los coeficientes complejos de Fourier son 

c„ , demostrar que los coeficientes complejos de Fourier de la función portadora, de

amplitud modulada periódicamente / (í) eos mco0t están dados por (c„_„, + cll+m).

Calcular la Transformada de Fourier de las siguientes funciones

a) U(t -  a) (función escalón unitario)

sen 41
b) S a(4t)*e a , donde Sa(4t)

41

t t~

Sean f ( t ) = - ¡ ^ = - e  2"2 , g(t) = - rL=-e 21,2 . Calcular H(t) = f(t)*g(t) 
V2 na \¡2nb

Usando la definición de convolución, calcular h( t ) =\ t \ *e  U(t)
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@ Calcular F [ f" ( t )* r U ( t ) ] itao'j gol unJnoon J

© Usando la definición deconvolución, calcular e~'l> * \t \U (t)
ib tiln j.’b nóianut c!

© Calcular F[ 3JC° + 5 ] 
a '  -  2 j a  -  2

© Calcular F -1[—----- ---- + (eos fy + e“ )£ («)]
a>- - 5  j a  +6 f T

© T T
Si f(t) es integrable en el intervalo finito < - y ,y > ^ co es real, demostrar que:

m

T

£
lim \ Tf{ t )e  Jíú!dt = O

^ 5 )  Si F(co) = ^F[f(t)], hallar la transformada de Fourier de / (t) sen a 0t

( íó )  Calcular J \  11 ¡ eos 100 7tt + U(t -  4)]

(l7 )  Si J[f(t)] = H(co), Probar que : jF[H(t)] = 2n F(-co)

@ 1̂ 5- * i Inrrtii ori /
Determinar J [co s  (at)] = H(o>) y gráficas ¡| H(co) ||

( l9 )  Si J[f(t)] = H(co), Probar que: F[F(t)eos at] = —[ H ( a -  a) + H { a  + a)]

4a*
,3

20) Verificar que: F[e a> (1 + a 111)] = —— , ,,
‘ J  (a + a  )

.(2 1) Si H(t) = t 4 , -c < t < c, Halle su serie compleja de Fourier de H(t) y graficar su espectro

y amplitud.

^ 2 )  Por el método de impulsos unitarios, calcular la serie compleja de Fourier de la función:

,  *2 , -7 t  < t < -----
2



Demostrar que si f(t) es una función periódic. > ■■ i! con periodo i. entonces
1 *

— J /"(OI" dt = c0 + 2 ^ ^ | c„ |2 donde <•,. son s . fie .-ntes complejos de Fourier
" ; n~\

de ¡a función f(l).

Demostrar que si f(t) es una función periódica y real con periodo T, entonces:

i r  ^
-- j J{t + v )f( t)d t  = ^  ' | cn |2 , donde c„ son los coeficientes complejos de

W = —X

.  2 «
Fourier de i(t) y w0 = —- .

t i  momento enésimo inlt de una ftmción f(t) esta definido por mn = í  i' l(i)dt  para

n - 0.1,2,... demostrar que m„=(j)"  - - - - - - -  p;;r,i n -  0,1.2.. donde
dw"

d"F (0) d"F(co)t r , ,
7 T ~ = T-  ̂ I ",=0 >' F(co) = J[f(t)]

t i  O) d c o

Si f(t) es una función imaginaria pura, esto es f(t) -  j g(t). donde g(t) es real, demostrar 

que las partes real e imaginaria de F(<o) sor. R(w)=  j " (O sen « / d t ,

V(ft>) = J g(t)eoscot dt así mismo, demostrar que R(o>) y X(<o) son funciones impar y 

par de o>. respectivamente, esto es : R(-co) = -R((o), X(-o>) = X(co), F(-co) = -F*(co)

Hallar la integral de Fourier que representa la función / ( / )  =
1 para | / 1 < 1 

0 para | / 1 > 1

• • • ~ n < , • f  * s e n  & i KUtilizar el resultado del ejercicio (27), para deducir | ------- da> = —
Jb (o 2

(sug: hacer t = 0 en el resultado de (27)).
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