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Apresentacao

Caro estudante,
Estamos iniciando a disciplina de Calculo IT!

O estudo dos contetdos desta disciplina requer que vocé tenha
conhecimento sobre limite, continuidade e derivada de funcao de
uma varidvel, conceitos estes estudados na disciplina de Célculo 1.

O contetido deste material esta divido em cinco capitulos. No
Capitulo 1 estudaremos o conceito de integral e suas proprieda-
des. Demonstraremos o Teorema Fundamental do Calculo, um
resultado importante que relaciona a integral com a derivada, e
que simplifica consideravelmente a solucdo de muitos problemas
envolvendo integrais. No Capitulo 2 estudaremos algumas técni-
cas de integracdo. No Capitulo 3, utilizaremos a integral defini-
da para resolver problemas de célculo de dreas, comprimento de
arcos, volume de sélidos de revolugao e drea de superficies de
revolucdo. Os Capitulos 4 e 5 sao dedicados ao estudo de séries
numeéricas e séries de poténcias. Varios métodos, ou testes, para
analisar a convergéncia de séries numéricas e séries de poténcias
serdo apresentados, além de suas aplicagOes ao calculo de inte-
grais e representacao de fungoes por séries de poténcias.

Os Capitulos 1 e 2 foram escritos pela Professora Sivia, o Capitu-
lo 3 foi elaborado pelo Professor Eliezer e os Capitulos 4 e 5 sao
de responsabilidade da Professora Elisa. Em partes do texto sao
apresentadas atividades complementares que envolvem o uso de
softwares matematicos. Essas atividades foram contribuicdes do
Professor Marcio.

Esperamos que ao final da disciplina, vocé tenha condigdes de
calcular e aplicar com adequado desembaraco, integrais de fun-
¢ao de uma variavel e, além disso, que saiba analisar a conver-
géncia de séries numéricas e de poténcias, bem como representar
fungdes por séries de poténcias. Também, esperamos que fique
bem compreendido o sentido de aproximar uma fungao por
seus polinomios de Taylor.

Os autores
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Capitulo 1

Integrais

Neste capitulo, estudaremos o conceito de integral e suas
propriedades. A integral tem muitas aplicacoes na geome-
tria (cdlculo de drea de regioes planas, comprimento de
arco e cdlculo de volumes) e na fisica (cdlculo de traba-
lho, massa e momento de inércia). Um dos resultados mais
importantes deste capitulo é o Teorema Fundamental do
Cilculo, que relaciona a integral com a derivada, e sim-
plifica consideravelmente a solugdo de muitos problemas
envolvendo integrais.

1.1 Introducao

A principal motivacao para estudar o conceito de integral esta em
encontrar a drea de uma regido plana qualquer. O problema pode
ser formulado da seguinte forma:

Problema 1. Considere uma funcao f :[a,b] > R continua. Admiti-
mos que f(x)>0 para todo x e[a,b]. Queremos encontrar a drea da
regido plana S que esta limitada pelo grafico de f, pelas retas x=a
e x=>b,e 0eixo x.

y=fx)

a b

S={(x,y)eR*0<y< f(x)ea<x<h}

Figura 1.1



O problema de célculo de drea de uma regiao plana é antigo. Os
gregos, ha aproximadamente 2.500 anos, ja sabiam como encontrar
a area de qualquer poligono. A ideia da técnica empregada era divi-
dir o poligono em tridngulos ou retangulos e em seguida somar as
areas obtidas. No caso em que a regido plana era qualquer, o método
utilizado era o da exaustdo, que consiste em inscrever ou circuns-
crever a figura com poligonos cujas dreas eram conhecidas e me-
lhorar a aproximagao da 4rea desejada, aumentando o nimero de
poligonos inscritos ou circunscritos. As Figuras 1.2 e 1.3 ilustram o
método aplicado pelos gregos.

S, 3,

a b a b g
S3 57

a b a b

Figura 1.2

Sl LS2

a b g a b
SY3 7

a b g a b

Figura 1.3



Para encontrar a drea da regidao S do Problema 1, em primeiro lu-
gar precisamos dizer o que significa a drea de S, e depois tentar cal-
culd-la. A ideia intuitiva de drea nos leva a dizer que a drea de uma
regido plana é um nimero real ndo negativo. Mas como defini-lo?
Poderiamos pensar em definir a drea de S como sendo o supremo
das areas §, dos retangulos contidos em § (ver Figura 1.2). Vamos
chamaé-lo de medida interna de §, que denotaremos por m,, (S). De
forma semelhante, poderiamos pensar em definir a drea de S como
infimo das areas S, dos retangulos que contém S (ver Figura 1.3).
Vamos chamar este nimero de medida externa de S, e indicare-
($) ou
m,,(S) surge a pergunta: esses niimeros sao iguais? Quando a fun-

mos por m_,(S). Ao tentar definir a drea de S usando m

int
¢ao f é continua a resposta é afirmativa. Assim, definimos a area
de S como sendo o niimero real 4 nao negativo tal que

A=m, (S)=m(S).

As nogoes de m,, (S) e m,(S) levam os conceitos de integrais in-
ferior e superior, respectivamente. No caso em que f:[a,h)] >R é
continua e ndo negativa, os naimeros m, (S) e m_(S) coincidem

nt ext

com as integrais inferior e superior, respectivamente. Na Secao 1.2,
trabalharemos com fungao f :[a,b]— R limitada, mas nao neces-
sariamente continua, e veremos que as integrais inferior e superior
nem sempre sao iguais.

Antes de apresentar as defini¢des de integrais inferior e superior,
vamos relembrar os conceitos de supremo e infimo de um conjunto
e suas propriedades que serdo tuteis para compreensao do texto.

Supremo e infimo de um conjunto

Seja 4 um subconjunto de R, 4# . Dizemos que 4 € limitado
superiormente quando existe b€ R tal que x<b, para todo x e 4.
Cada beR com essa propriedade chama-se cota superior de A.
Analogamente, dizemos que A4 é limitado inferiormente quando
existe a e R tal que a <x, para todo x € 4. Um elemento aeR com
essa propriedade chama-se cota inferior de 4.

Quando o conjunto 4 é limitado inferiormente e superiormente, di-
zemos que A é limitado, isto €, existem a e b e R tais que 4 [a,b].



Uma cota superior de 4 que pertence a 4, chama-se maximo de
4 e indica-se por max 4. Uma cota inferior de 4 que pertence a 4,
denomina-se minimo de 4 e indica-se por min A4.

Exemplo 1.1. Considere o conjunto 4 = {x € R| x> 2}. Temos:

a) 2,1,-100 sdo cotas inferiores de 4. O conjunto 4 é limitado
inferiormente.

b) O conjunto 4 ndo possui cota superior, isto é, ndo existe b € R
tal que b > x para todo x € 4. Logo, 4 nao é limitado superior-
mente.

¢) 2 é uma cota inferior de 4 que pertence ao conjunto 4. Logo,
min 4 =2.

Exemplo 1.2. Seja B ={xeR|-3<x <4}. Temos:

a) —10,-5,—-3 sao cotas inferiores de B e 4,5,7 sdo cotas supe-
riores de B. Segue que B é um conjunto limitado inferiormen-
te e superiormente, logo B € limitado.

b) =3 é uma cota inferior de B que pertence ao conjunto B. Logo,
min B =-3.

¢) O conjunto B ndo tem maximo. De fato, para todo x € B temos

x+4eBex<x+4

. Desta forma, para cada x € B, existe outro

numero em B que € estritamente maior que x. Portanto, B nao
admite méximo.

O conjunto B acima é limitado superiormente e ndo admite méxi-
mo, mas tem uma cota superior que é a menor de todas. Essa situa-
¢ao conduz a defini¢do de supremo de um conjunto.

Definicao 1.1. Seja AcR, A4# @ um subconjunto limitado supe-
riormente. Um elemento » € R chama-se supremo de 4, quando b é
a menor das cotas superiores de A e indica-se por sup 4 =b.

O supremo de um conjunto pode ser caracterizado através das con-
digdes (S,) e (S,) apresentadas na proposicao abaixo.



Proposicao 1.1. Seja 4= R, 4= . Um elemento »eR é o supremo

de 4, se, e somente se, as duas condi¢des seguintes sao satisfeitas:
(S,) Para todo x € 4, tem-se x <b;

(S,) Dado €>0 qualquer, existe x € 4 tal que b—e<x.
(Ver Figura 1.4)

Demonstracao.
(=) (S,) € imediata, pois b € cota superior de A.

Para provar (S, ), suponhamos que existe um €, >0 tal que b—¢g, > x
para todo xe 4. Assim, b—¢g, € uma cota superior de 4. Como
b—¢g, <b temos uma contradicdo, pois b € a menor das cotas supe-
riores. Logo, para todo € >0, existe x € 4 tal que b—g < x.

(<) De (S,) temos que b € cota superior de A. Falta mostrar que b é
a menor das cotas superiores. Suponhamos que exista outra cota su-
perior, digamos ¢, tal que ¢ <b. Entdo e=b—-c >0 e por (S,), existe
x € A tal que b—(b—c) < x. Assim, existe x € 4 tal que c<x, o que
¢ absurdo, uma vez que ¢ € uma cota superior de A.

|
I
supA—e¢ supA=>b

dxe 4

Figura 1.4

Note que (S,) diz que b é cota superior de 4 e (S,) afirma que ndo
existe outra cota superior menor que 5. De maneira andloga, define-
se 0 infimo de um conjunto.

Definicao 1.2. Seja 4 # J, 4 < R um subconjunto limitado inferior-
mente. Um elemento a€R chama-se infimo de 4, quando a é a
maior das cotas inferiores de 4 e indica-se por inf 4 =a.



Proposicao 1.2. Seja AcR, 4= . Um elemento aeR é o infimo
de 4 se, e somente se, as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(1,) Para todo x € 4, tem-se x>a;
(1,) Dado & >0 qualquer, existe x € 4 tal que x<a+e.

(Ver Figura 1.5)

Demonstracdo. A prova € analoga a da proposi¢do anterior. Fica
como exercicio.

inf A=a inf A+¢

dx e 4

Figura 1.5

Exemplo 1.3. Considere o conjunto B do Exemplo 1.2. Temos:
a) 4 é a menor das cotas superiores de B, logo sup B =4.
b) -3 é a maior das cotas inferiores de B, portanto inf B =-3.
¢) Note que o conjunto B possui min B =inf B, e B ndo admite

elemento maximo, mas possui supremo.

Em R, todo subconjunto limitado superiormente possui supremo.
Esse fato é apresentado no teorema abaixo.

Teorema 1.1. (Teorema do Supremo) Todo subconjunto de nimeros
reais, nao vazio e limitado superiormente, admite supremo em R.

De forma analoga ao Teorema do Supremo, temos um resultado que
diz que todo conjunto nao vazio de niimeros reais, que é limitado

inferiormente, admite infimo.

Lembremos as seguintes propriedades de supremo e infimo.



Seja f:[a,b] > R uma
funcdo continua. Entdo f
assume um valor maximo e
um valor minimo. Isto ¢,
existem x,,x, €[a,b] tais

que f(x) < f(x) < f(x,)

para todo x €[a,b].

Proposicao 1.3. Sejam Ac R, A#J e BcR, B#.Se B élimitado
e Ac B, entao

i) sup4 <supB e

ii) inf B < inf 4.

Demonstracao.

i) Por hipotese, B ¢ limitado, entdo existe b e R tal que x<b para
todo xe€ B. Como A c B, temos x<b para todo x e A. Assim, 4¢
limitado superiormente.

Sendo 4 e B limitados superiormente, 4 e B admitem supre-
mos, digamos supA=a e sup B=p.De supB=p, temos x<f
para todo x € B. Como Ac B, entdo vale x<f para todo xe€ 4.
Assim, § € uma cota superior do conjunto 4. Mas, & é a menor das
cotas superiores de 4. Logo, a < B, ou seja, sup 4 < sup B.

ii) Demonstracdo analoga ao item i).

Exemplo 1.4. Determine, caso existam, o maximo, minimo, supre-
mo e infimo do conjunto 4={xeR|x* <4}

Solucgdo. O conjunto 4 pode ser escrito como {x e R|-2 < x <2}.
Temos min4=-2, max A=2, inf A=-2 e supA4=2.

Exemplo 1.5. Considere a fungdao f:[-2,2]—> R definida por
f(x)=x"-1. Encontre sup{f(x)|—2<x<2} e inf{f(x)|2<x<2}.

Solucdo. A fungdo f € continua no intervalo [-2,2], pelo Teorema
de Weierstrass f assume em [-2,2] valores maximo e minimo que
sdo 3 e —1, respectivamente. Portanto,

sup{f(x)|-2<x<2}=3 e inf{f(x)|-2<x<2}=-1.

Isso também ¢ facil de ser verificado analisando o grafico da parabola
y=x"-1.



1.2 Integrais inferior e superior -
funcoes integraveis

Para definir integrais inferior e superior, precisamos de alguns con-
ceitos relacionados a particao de um intervalo.

Particao de um intervalo

Uma parti¢do do intervalo [@,b] é um conjunto finito P = {x,, x,,...,x, }
onde a=x,<x,<..<x,, <x,=b.

Os intervalos [x,,,x;], i=1,...,n serdao chamados os intervalos da

particao P.
[ | | | | | | ]
T 1 1 T T T T =)
’ X X Xi1 X X Xn-1 !

Figura 1.6

Os intervalos [x, ,,x,] de P ndo precisam ter o mesmo comprimen-
to. O niimero
| P |=max{(x, —x,),(x, = x,),....(x, =x, )}

é chamado norma da particio P.

Sejam P e Q partigdes de [a,b]. Dizemos que Q € mais fina do que
P, ou que Q é um refinamento de P, se Pc Q.

Soma inferior e soma superior

Sejam f:[a,b]—> R uma funcdo limitada e P={x,,x,,...,x,} uma
particao de [a,b]. Definimos a soma inferior s(f;P) e a soma supe-
rior S(f;P) dafungao f, referente a partigio P como sendo

Dizer que a funcéo

f:[a,b] > R € limitada,
significa que existe c e R",
tal que | f(x)|< ¢ para todo
x€la,b].



s(f5P) =m(x, —x,) +my(x, —x)+-+-+m,(x, —x, )

= Z m,(x; —x,_,)
i=1
e
S(f5P)=M,(x, —x)+ M, (x, —x)+--+ M, (x,—x, )
= ZMi(xi —X.)
i=1
onde
m, =inf{f(x);x, , <x<x,}, ouseja,
m, =infimo dos valores f(x) para x no intervalo [x,,x,],
e
M, =sup{f(x);x,_, <x<Xx}, ouseja,
M, =supremo dos valores f(x) para x no intervalo [x,_,x,].
Note que

s(f;P) = im[(xi _xi—l)g Zn:Mi(xi —Xx,) = S(f5P),

pois m; <M, para todo i =1,---,n. Ou seja, a soma inferior de f é me-
nor ou igual a soma superior de f relativa a mesma particao.

Quando f é continua e ndo negativa em [a,b], podemos interpretar
a soma inferior s(f;P) como sendo uma soma de areas de retangu-
los inscritos ao grafico f, e assim um valor aproximado (por falta)
do que intuitivamente entendemos por drea da regidao plana S, de-
limitada pelo grafico de f, pelas retas x=a e x=b, e pelo eixo x.
Similarmente, a soma superior S(f;P) pode ser interpretada como
uma soma de 4reas de retangulos circunscritos ao grafico de f, e
como um valor aproximado (por excesso) da drea da regiao plana S.

A Figura 1.7 ilustra as observagoes acima.

y=J(x) y=s(x)

>

a=x, X, X, Xy x,=b a=x, X, X, X; x,=b

Figura 1.7



Exemplo 1.6. Calcular as somas inferior e superior para funcao

(x) = x*, definida no intervalo [0,1]. Usar a particdo P = 0,1,1 .
p 2

~ . - . 1
Solucdo. Os intervalos da particao P sdo [xo,xl]:[o,ﬂ e

[x,x,]= [%,1} Temos

m]:inf{xz;OSxS%}:O, M1=sup{x2;0§xg%}=

Segue que

s(f;P)=m(x,—x,)+m,(x, —x,)
oo (1)L
2 4 2) 8
S(f5P)=M, (x; —x))+ M,(x,—x,)

L Lo)ei[1-1]=2
412 2) 8

O que acontece com as somas inferior e superior quando acrescen-
tamos um ponto a particdo P, ou em geral, quando refinamos P? O
proximo teorema mostra que a soma inferior ndao diminui e a soma
superior nao aumenta.

Teorema 1.2. Sejam f :[a,b] - R uma funcao limitada,
P={x,,x,,...,x,} uma particdo de [a,b] e Q0 um refinamento de P.
Entao

) s(fiP)<s(f50) e
1) S(f5Q<S(f3P).

Demonstracao.

i) Vamos assumir inicialmente que Q ¢ obtida a partir de Pacrescen-
tando um ponto X, digamos O = {x,, X,,.c.s X, |, X, X500, X, 1, X, }-
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Sejam m;, m'e m" os infimosde f nosintervalos [x, ,x,],[x,_,X]
e [x,x,], respectivamente.

Temos

s(f50) =my(x; —xo) +my(x, —x)+-+m_ (X, —x,_,)+m'(X —x,_,)+

m"(xi _f)+mi+l(xi+l _xi) te-tm, (‘xn _xn—l)

€

s(f5P)=m(x, —x)) +my(x, —x)) +-+m_ (x_ —x,_,)+m(x, —x,_ )+

mi+1 ('xi+1 - xi) teeet mn (xn - xn—l)'

Fazendo,
s(f50)=s(f3P)=m'(X —x_ ) +m"(x, = X) —m,(x; = x,_,)
=m'(x—-x_)+m"(x,—x)-m(x, - X +X—x,_,)
=m'(x—-x_)-m((x—-x_)+m"(x,—X)—m,(x, —X)
=(m'=m)(x —x,_) +(m"=m,)(x, - X).
Como m'2m, e m">=m,, devido a Proposicédo 1.3, temos

s(f39)=s(f:P) 20,

Portanto, se Q ¢ obtida a partir de P pelo acréscimo de um ponto,

temos s(f;P)<s(f;0).

Se QO possui varios pontos a mais do que P, basta aplicar esse
resultado repetidamente e teremos s(f; P) <s(f;0).

ii) A demonstracdo no caso das somas superiores ¢ muito parecida e
¢ deixada como exercicio.

Como consequéncia do teorema acima, temos que toda soma infe-

rior é menor ou igual a qualquer soma superior.

Corolario. Seja f :[a,b] - R uma fungao limitada. Para quaisquer
particdes P,Q de [a,b] tem-se s(f;P)<S(f;0).

Demonstracao.

Consideremos a particdo P U Q. Temos que a particdo PUQ € mais
fina do que P e Q. Pelo Teorema 1.2 seque que



s(f5P)<s(fLPOQ)<S(f5PVUD)<S(f10)-
Portanto, s(f;P) < S(f;0).

Consideremos o conjunto das somas inferiores referentes a todas as
particOes de [a,b]. Do corolario acima, temos que qualquer soma su-
perior é uma cota superior para o conjunto. Segue que o conjunto é
limitado superiormente, e pelo Teorema 1.1 possui supremo. Analo-
gamente, qualquer soma inferior é uma cota inferior para o conjunto
formado pelas somas superiores. Assim, faz sentido falar em infimo
do conjunto formado pelas somas superiores. Essas observacoes le-
vam as defini¢des de integrais inferior e superior.

Definicao 1.3. Seja f :[a,b] > R uma funcao limitada. Definimos a

integral inferior de f, denotada por Ib f(x)dx, e a integral superior

de f, denotada por J.aib f(x)dx, como sendo

[ ryde=sups(f;P) e [ f(x)dx=infS(s.P)

O supremo e o infimo sdo tomados relativamente a todas as parti-
¢oes P do intervalo [a,b].

Quando _[ Z f(x)dx= Lb f(x)dx, dizemos que f é integravel em
[a,b]. Esse valor comum é chamado de integral da funcdo f e

indicamos por J'b f(x)dx.

Os ntimeros a e b sao respectivamente os limites inferior e superior
da integral, a fun¢dao f(x) € o integrando e o simbolo J. é um sinal
de integracdo. E comum referir-se a Lb f(x)dx como integral defini-
da de f em [a,b].

b
A integral definida J- f(x)dx é um namero. Podemos utilizar outras
letras para representar a varidvel independente sem mudar o valor
da integral, ou seja,

[[fas = [ fwar = [ fs)ds.



Exemplo 1.7. (Exemplo de funcdo integravel) Seja f:[a,b] >R a

funcao constante f(x) = k. Mostre que f é integravel em [a,b] e que

["r(ydv=k(o-a).

Solucdo. Seja P={x,,x,...,x,} uma particdio qualquer de [a,b].
Temos que

m, =inf{f(x);x_ <x<x}=k e

M, =sup{f(x);x,, <x<x}=k paratodoi=1,..,n
Assim,

s(fiP)=k(b—a) e S(f;P)=k(b-a).

Dado que P ¢€ qualquer, temos
[" rGoydr=sups(f:P)=k(b-a) e
_a P

Ibf(x)dxzir}ofS(f,P)=k(b—a).
Como as integrais inferior e superior sdo iguais, f € integravel em

[a.,b] e j" f(x)dx=k(b—a).

Exemplo 1.8. (Exemplo de fun¢ado nao integravel) Seja f :[a,b] > R
a funcao definida por
fx)= {

1, se x é racional

—1, se x é irracional.

Mostre que f é ndo integravel em [a,b].

Solugdo. Seja P = {x,,x,,...,x,} uma particdo qualquer de [a,b]. Em
todo intervalo [x,_,,x,] de P existem numeros racionais € irracionais.
Assim,

m, =inf{f(x);x,_, <x<x}=-1

i-1 —

M, =sup{f(x);x,_ <x<x}=1

-1 —
para todo i =1,...,n.

Seque que s(f;P)=—(b—a) e S(f;P)=(b—a) para qualquer par-
ticdo P de [a,b]. Logo,



[/ @)ds = sups(/:P) =~(b~a)

j;b () dv=inf S(f;P)=(b-a).
Como

b b
[ fydx=]"f(x)dx
temos que f € ndo integravel em [a,b].

O Exemplo 1.8 mostra que nem toda funcao limitada é integravel. E
importante saber quais funcdes sao integraveis. Os Teoremas 1.3 e
14, cujas demonstragdes serdo omitidas, garantem que um grande
nimero de fungdes é integravel.

Teorema 1.3. Se f:[a,b]— R é uma funcgao continua, entdo f é
integravel.

Teorema 1.4. Seja f:[a,b] - R uma funcdo limitada, com um nu-
mero finito de pontos de descontinuidade. Entdo, f € integravel.

Area de uma regido plana

Seja f:[a,b]—> R uma funcdo continua tal que f(x)=0 para todo
x €[a,b]. Definimos a 4rea da regiao plana S, limitada pelo grafico
de y = f(x), asretas x=a, x=>b e 0 eixo x, como sendo a integral de
/ no intervalo [a,b] (ver figura abaixo). Escrevemos

Area S = J.ab f(x)dx.

A

y=f()

Figura 1.8

Exemplo 1.9. Calcule a 4rea da regidao S limitada pelo grafico da
funcdo f(x) =5, pelas retas x=2 e x=6, e 0 eixo do x.



Solucgao. A Figura 1.9 mostra a regidgo S. Do Exemplo 1.7 temos que
a funcdo constante € integravel. Como f(x) >0 para todo x €[2,6],
segue que

drea § = [ 5dx=5(6-2)=20ua. (unidades de area)

J(x)=5

2 6 X

Figura 1.9

Exemplo 1.10. Calcule a Ji V9-x’dx interpretando-a em termos de
area.

Solucdo. A fungio f(x)=+9-x ¢é continua no intervalo [-3,3].
Pelo Teorema 1.3 f € integravel no intervalo [-3,3]. Como f(x)>0
para todo x €[-3,3], podemos interpretar a integral como area sob a

curva y=+9—x?, x de =3 até 3. Observe que y*=9—x7 ou
x> +3y>=9 com y >0,

ou seja, o grafico da f € a metade superior do circulo de raio 3.
Portanto,

2

2

1.2.1 Exercicios

1) Determine, caso existam, o0 maximo, minimo, supremo e infi-
mo dos conjuntos.

a) A={xeR; -2<x<5}; b)Bz{ " ;neN}.
n+1

2) Considere a funcdo f(x)=-x"+2. Determine:

a) sup{f(x);-3<x<l1}; b) sup{f(x);-3<x<-1}.
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3) Calcular as somas inferior e superior para fun¢ao f(x)=— no
X

intervalo [1,3]. Usar a parti¢ao tal que o comprimento de cada

1

intervalo da particao seja

—1,5e0<x<2
l,se2<x<4
A fungao f é integravel em [0,4]? Justifique.

4) Considere a fungao definida por f(x) :{

2
5) Avalie a integral _[0 V4-x*dx interpretando-a em termos de
area.

6) Mostre o item ii) do Teorema 1.2.

1.3 Integral como limite de somas

Na secao anterior definimos a integral de uma funcdo usando a lin-
guagem de supremo e infimo de conjunto. Nosso objetivo agora é
mostrar que a integral pode ser interpretada como limite de somas,
chamadas de somas de Riemann. Para isso precisamos estabelecer
alguns resultados.

Teorema 1.5. Seja f :[a,b] > R uma fungdo limitada. As seguintes
afirmacgoes sdo equivalentes:
i) f éintegravel;

ii) Dado £€>0 qualquer, existem particoes P e Q do intervalo
[a,b] tais que S(f;P)—=s(f;0)<¢;

iii) Dado & >0 qualquer, existe uma particao R do intervalo [a,b]
tal que S(f;R)—s(f;R)<e.

Demonstracdo. Mostraremos que (i) = (ii) .
Temos que

j” Ff(x)dx=sups(f;P) e jb f(x)dx =inf S(f;P).

Das propriedades de supremo e infimo (Proposi¢cdes 1.1 e 1.2), dado
€ >0, existem particoes P e Q tais que

| rods-2<s£:0) ¢ [ fde+Z> S0P



Seque das relacoes acima e de f ser integravel em [a,b] que

S(f;P) <§+L”f(x)dx=§+jif(x)dx<§+§+s(f;g).
Portanto,

S(fiP)=s(f:0) <.

Agora, vamos mostrar que (ii) = (iii) .
Seja > 0. Por hipdtese, existem particdes P e Q do intervalo [a,b]
tais que

S(f3P)—s(f;0) <e.

Tome a parti¢do R = P U Q de[a,b]. Entdo, pelo Teorema 1.2, seque que
s(f;9)<s(f5R) € S(f5R)<S(f;P).

Portanto, S(f;R)—s(f;R)<s.

Falta mostrar que (iii) = (i). Para quaisquer particoes P e Q de
[a,b] temos, usando o Corolario do Teorema 1.2, que

s(f3P)<S(f30)-
Entdo, da definicdo de supremo podemos escrever que
sups(f;P)<S(f;Q) para qualquer particdo Q de [a,b].
P

Seque que, sups(f;P) € uma cota inferior do conjunto formado pe-
P

las somas superiores S(f,Q) e, assim,
sups(f;P)< irllij(f;P).
P

Agora, vamos mostrar que sups(f;P) = il’})f S(f; P).
4

Se fosse sups(f;P) < ir},f S(f;P) entdo
P

ir})fS(f;P)—sups(f;P)>O.

Tome 8=ir}1)fS(f;P)—supS(f;P). Por hipdtese, para este € existe
P
uma particdo R do intervalo [a,b] tal que

S(f;R)—s(f;R)<e. (1)

Como

inf S(f;P) < S(f3R) e s(f;R)<sups(f;P)



podemos escrever

S(fiR)=s(f3R) 2 inf S(f; P)-sups(f:P) =z,

0 que contraria a desigualdade (1) . Assim,
sups(f; P)=inf S(f; P),
P

ou seja, J'}; f(x)dxzf bf(x) dx. Portanto, f € integravel.

Lema1.1.Sejam f :[a,b] - R umafungdolimitadae P ={x,,x,,...,x, }
uma particdo de [a,b]. Se Q é um refinamento de P onde Q = P U {x}
entao S(f;P)-S(f;0)<2M |P| onde M =sup{| f(x)|;xe[a,b]} e
| P| é anorma da particéo P.

Demonstragdo. Suponhamos que X esteja entre x,, € x,. Sejam
M, M'"eM" ossupremosda f em [x_,,x.], [x,_,,X] e [X,x;], res-
pectivamente. Assim,

S(fP)=S(f;0) =M, (x,—x_)—-M'(X—x_)-M"(x;, -X)
=M (x-X+X-x_)-M'(X-x_)—M"(x,— )
=M (x,—-X)+ M (X-x_)-M'(X—x_)—M"(x —X)
=(M, - M ")(x,—-%)+(M,-M"\x-x_,)
<OM(x,—X)+2M(X—x,,)
=2M(x,—x._,)

<2M|P]|.

Observagao: Generalizando o Lema 1.1, se Q é uma particao de
[a,b] obtida pelo acréscimo de »n pontos a particdo P, entdo
S(fsP)=S(f;Q)<2nM | P|.

Teorema 1.6. A integral superior de uma funcdo limitada
f:[a,b] > R é o limite das somas superiores S(f;P) quando a nor-
ma da particdo P tende a zero, ou seja,

[ f(x)dx = lim S/ P)



Demonstracao. Dado ¢ > 0. Temos que mostrar que existe 6 > 0 tal que
b b
0<|P|<d = —s+j F(x)dx < S(f;P)<e+j £(x)dx.
Da definicdo de integral superior temos
j bf(x) dx < S(f;P) para qualquer particdo P de [a,b].
Observe que
—8+I bf(x)dx< S(f;P) para qualquer particdo P de [a,b].

Ainda, da definicdo de integral superior, para o € >0 dado existe uma
particdo Q = {x,,x,,....,x,} de [a,b] tal que

SU0< [ feds+ .

€
4(n-1)M
P uma particdo arbitraria com 0<|P|<d. Considere a particdo
R=PuQ. Note que a particdo R (um refinamento de Q) é obtida
a partir de P pelo acréscimo de no maximo n—1 pontos, pois Q
possui n+1 pontos onde x, =a e x, =b. Da observacéo feita apos o
Lema 1.1, temos

Tomemos 0= , onde M =sup{| f(x)|;xe[a,b]}. Seja

S(fsP)=S(f;R)<2M(n-1)| P|.
Segue que
S(fsP)SS(fsR)+2M (n=1)| P

<S(f;Q)+2M(n—1)m

<J'bf(x)dx+§+§, sempre que 0<|P|<o.

Portanto,

lim S(f;P) = jb f(x)dx.

|P|—0

De forma analoga, mostra-se que .[ ’ f(x)dx = IIIDIIH%) s(f; P).



Soma de Riemann
Sejam f:[a,b]— R uma funcgdo limitada e P={x;,x,...,x,} uma

particdo de [a,b]. Uma soma de Riemann de f em relagdo a parti-
¢do P é qualquer expressao S,(f) da forma

Sn ()= Zf(ci)(xi X )
i=1
onde ¢, é um ndmero em [x,_,,x,] para i=1,2,...,n.

Se f(c,)>0 entao f(c,)(x,—x,,) representa a drea do retangulo de
base (x, —x, ;) ealtura f(c,) (ver Figura 1.10).

/

>

A=X,C X; C;X, =+ X, (C;X;»+X, ,C, X =b

I n

Figura 1.10

Observe que independentemente da escolha de ¢, €[x,_;,x,] temos

s(f3P) < §,(f) < S(f:P),

ou seja,
zmi(‘xi _xi—l) < Zf(ci)(‘xi _xi—l) < zMi(xi X ),
i=1 i=1 i=1

pois m; < f(c,)< M,

Exemplo 1.11. Determine a soma de Riemann para f(x)=2-x?
0<x<2 e P aparticdo de [0,2] em 4 subintervalos de mesmo com-
primento. Escolha ¢, como sendo o extremo direito do subintervalo

[x_,x]

Solucdo. O numero de subintervalos € 4, ou seja, n=4. 0 compri-
mento dos subintervalos €



S
|
Q
\®)
[
o

Assim, ¢, :l, ¢, =1, ¢ :i e ¢, =2. Logo, a soma de Riemann €
2 2

S,(f)= Zf(ci)(xi -X.)

1)1 1 3)1
—f(5j3+f(1)'5+f(5j'E+f(2)'

=l Z+1—l—2
204 4

N | —

1
h
Teorema 1.7. Seja f:[a,b] > R uma funcdo limitada. As afirmagoes
sdo equivalentes:
i) f é integravel;
ii) Existe o l}Dllmoz f(c)(x, —x,_,), independentemente da escolha
e

. ! b
de ¢, €[x,_,,x,]. Neste caso, ‘}Dl‘g}) ; fle)(x —x, )= .[a f(x)dx.

Demonstracao.

i) = ii) Do Teorema 1.6 e f integravel temos

lim s(/:P) = [ () = lim S(f:P).

|P|—>0

Observe que valem as relagoes

SUEP)YE Y F (@) =34) £ S(f3P)

Sejam £, g e h fungdes com independentemente da escolha de ¢, e[x, ,,x,].
0 mesmo dominio D, sendo
f(x)< g(x) < h(x). Aplicando o limite nas desigualdades quando | P|— 0 e o Teorema do
Se f(x) e h(x) témo Confronto, concluimos que
mesmo limite L com x > a
entdo g(x) também tem li N _ _ b d
limite L com x > a. ual‘g%);f(ci)(xi X)) J-a S (x)dx.




ii) = i) Para provar que f ¢ integravel em [a,b], mostraremos que
para todo &>0, dado arbitrariamente, existe uma particio P de
[a,b] tal que S(f;P)—s(f;P)<e.

Seja 1=‘Li‘rr%2f(ci)(xi—xi_l). Da definicdo de limite, dado &>0
=]
existe um 6 >0 tal que

0<|P|<d = Y fle)x—x)~1 <§ 2)
i=1
independentemente da escolha de ¢, e[x, |, x,]-

Fixemos P = {x,,x,,...,x,} com 0<|P|<0 e tomemos ¢, €[x, ,,x,]
de duas maneiras. Primeiramente, vamos escolher ¢, €[x, ,x;] tal

que f(c,)<m, +;, onde m, =inf{f(x); x €[x,_,,x,]}
4n(x;, —x, )

para cada i=1,---,n. Assim,
lif(ci)(xi —x,-l)<i2m,.(xi —x,.,l)+§=s(f,P)+%,
ou seja,
3 ) x5 <5 P). G)
Agora, vamos escolher ¢, e[x, ,,x,] tal que

f(@)>M,—————— onde M, =sup{f(x); x[x,_.x]
4n(x;, —x, ;)

Assim,
n _ n 8 8
Zf(ci)(xi _xi—l) > ZMi(xi _xi—l)_z = S(fap)_Zr
i=l i=1

isto ¢é,

3 /@) =)+ > S (), "

Das desigualdades (3) e (4) resultam que

if(ci)(xi—xil)—g < S(fiP) < S(f3P) < if(@)(xi—xi1)+%-



De (2), temos que as somas de Riemann

Zn: fle)(x —x.,) ¢ if(a)(xi—xi_l)

estdo no intervalo (1—§,I+§J. Logo, s(f;P) e S(f;P) perten-
cem ao intervalo ([—%,I+%), e assim S(f;P)—s(f;P)<e. Por-

tanto, f € integravel.

O teorema acima garante que se f € integravel em [a,b], entdo
o valor do limite

lim " f(e)(x, =X,

é o mesmo, independentemente da escolha de ¢, e é igual a
b
j f(x)dx. Se, para uma escolha particular dos ¢, encontrar-
” b
mos ulpl‘n}) Z f(c)(x, —x,_,) =L, entao teremos _[ f(x)dx=L.
=] ¢

Usaremos essa observacao no préximo exemplo.

Exemplo1.12. Considereafuncao f:[a,b] > R definidapor f(x) = x.
A fungao f é integravel em [a,b]? Justifique. Caso afirmativo, de-

. b . . .
termine J. xdx como limite de somas de Riemann.
a
Solucgédo. A funcdo f € continua em [a,b], entdo pelo Teorema 1.3
temos f € integravel em [a,b].
. b . . . . .
Para determinar J' xdx dividiremos o intervalo [a,b] em n subin-
a
tervalos de mesmo comprimento, formaremos as somas de Riemann
n
S,(f) =Y f(c,)(x,—x,,) onde escolheremos ¢, como sendo o extre-
i=1
mo direito dos subintervalos da parti¢do P, e calcularemos lim S, (f),
|P|—0

b . .
que sera _[ xdx. Com efeito, para cada n € N, consideremos
a

n n n n

Pz{a, a+(”‘“),a+2(b—a)ma+(n—1)(b—a)’a+n(b—a)}




a particao que consiste em dividir [a,b] em n partes iguais, cada

—da .
. Para cada subintervalo
n

(b— a) l.(b—a)}'

uma com comprimento

n

[a+(z )——

(b-a)

temos ci=a+i— e f(c)=a+i (b a)
n

A soma de Riemann é
S,/ = 2 e)x—x.)
:(b—a)[cH_(b—a)+a+2(b—a)+m+a+(n—l)(b—a)_’_a_'_n(b—a)}

n n n n n

:M{ (b a) 42+ +(n— 1)+n]} (usar soma de P.A. com n termos)
n n
=a(b—a)+(b_2a)2 [(l+n)n}
n 2
db— +(b a)’ (b—a)2
2n 2
=b2—a2 +(b—a)2 .
2 2n

Como os comprimentos dos intervalos da particdo P sdo iguais a

b-a .
, fazer |P| tender a zero equivale a fazer n tender a . Logo,

im 5,(/) = lim [b2;a2 +(b—a)2}:b2—a2.

|Pl—>0 n 2

2 2
b —a

b
Portanto, J xdx = 5

1.3.1 Exercicios

1) Determine a soma de Riemann §,(f) da funcdo f(x)=3x-2,

onde P={x,,x,,x,,x;,x,} € a particdo do intervalo [L,5] em
quatro subintervalos de mesmo comprimento, e:

a) ¢, é o extremo direito de intervalo[x, ,,x;];



b) ¢, é o extremo esquerdo do intervalo[x,_,x;];

¢) ¢, é o ponto médio de [x,_,x,].

2) Considere a fungao f:[0,1]— R definida por f(x)=x"
i) f éintegravel em [0,1]? Justifique.
ii) Encontre Ll x’dx como limite de somas de Riemann.

Sugestdo. Dividir o intervalo [0,1] em 7 partes
iguais, escolher ¢, como sendo o extremo direito dos
subintervalos, e usar a relacao
»  n(n+1)(2n+1)

6

P+2°+3 +--+n

3) Considere a fungao f:[a,b] >R definida por f(x)=e".
i) f éintegravel em [a,b]? Justifique.

.o b . . .
ii) Encontre I e"dx como limite de somas de Riemann.
a

1.4 Propriedades da integral

. . ~ b .
Na definicao I f(x)dx, assumimos a <b. Nos casos em que a=5b e
a
a >b definimos as integrais como sendo

[[fdr=0 e [ fde=-[" fx)dx,

respectivamente.

Teorema 1.8. Sejam f, g fungdes integraveis em [a,b] e k € R. Entao:
a) kf éintegravel em [a,b] e [ k f(x)dx=k[ f(x)dv;
b) f+g éintegravel em [a,b] e
[+ e de=] fde+ [ g(dx;
c) Se f(x)=0 paratodo x €[a,b], entdao I: f(x)dx>0;
d) Se f(x)=g(x) paratodo x €[a,b], entao Lb f(x)dx > Lb g(x)dx.

Demonstragdo. Vamos provar os itens a), c) e d). O item b) deixamos
como exercicio.




a) Seja P={x,,x,,...,x,} uma particdo de [a,b]. Toda soma de
Riemann da funcdo & f € da forma

D>k f(e)(x,—x,_,) onde ¢ e[x,_,x].
i=1

Como f € integravel em [a,b], entdo existe
lim > £ (c)(x —x,,)
|P|—>0 P

independentemente da escolha de ¢, €[x, ,,x;], e €igual a

[\ fyax.
Assim, usando as propriedades de limite de fung¢des, obtemos

lim >k £(e)x, —x,) =k Jim Dk £(e)(x, —x,.)
=k jb“ F(x)dkx.
Portanto, k / ¢ integravel em [a,b]e [ k f(x)dv=k[  f(x)dx.

c) Seja P={x,,x,,...,x,} uma particdo de [a,b]. Como 1 ¢ inte-
gravel em [a,b], entdo existe

lim 3 (@) %)

independentemente da escolha de ¢, em [x,_,x;], e é
b
L F(x)dx.
Como f(c;)=0 para todo ¢, €[x,_,,x,] segue que
D fle)(x —x,.,)=0.
i=1

Portanto, por propriedade de limite de funcdes,

lim > £(c)@, —x,,)> 0, ou seja, jb F(x)dx>0.

PI>0
d) De f(x)>g(x) paratodo x e[a,b] seque que
(f —2)(x)>0 para todo x e[a,b].
Dos itens a) e b) temos que f— g ¢ integravel em [a,b]e
[ (-9 = fnds-[ g dx.
Aplicando o item (c) a funcdo f —g, temos
[} (f~@@de=[ f)dr-[ g(x)dr=o0.
Portanto, | f(x)dx= [ gx)dx.



Exemplo 1.13. Calcule a integral f (Bx+4)dx.

Solugao. Dos Exemplos 1.7 e 1.12, temos

j54dx=4(5—1)=16 e jsxdxzﬁzlz.
1 1 2

Pelos itens a) e b) do Teorema 1.8, podemos escrever

I]5(3x+4)dx:3'[15xdx+'[]54dx

=3-12+16=52.

Exemplo 1.14. Sejam f uma funcdo integravel em [a,b] e m, M €R.

Mostre que, se m< f(x) <M para todo x €[a,b], entdo
m(b—a) < Ibf(x)deM(b—a).

Solucdo. Considere as funcoes g e h definidas por g(x)=m e
h(x)=M para todo x €[a,b]. Temos que g € & sdo integraveis em
[a,b], pois sdo funcdes constantes, e

jb mdx =m(b—a) e ja"de -~ M(b-a).

Como m< f(x)<M para todo xe[a,b], seque pelo item (d) do
Teorema 1.8 que

mb-a)< [ f(x)dx<M(b-a).

Teorema 1.9. Se a<c<b e f éintegravel em [a,c], em [c,b] e em

[a,b], entdo [ f(oydx=[" fGydv+ | f(x)dx.

Demonstracdo. Seja P = {x,,x,,...,x,} uma particdo de [a,b]. Como
c €(a,b) entdo ou ¢ € um ponto da particdo P, isto €, ¢ =x, para
algum i, ou ¢ esta no interior de algum subintervalo da particdo P,
ou seja, c € (x, ,,x,). Considere a particdo P' de [a,b] formada da
seguinte maneira: se ¢ for um ponto da particio P entdo P' sera
a propria P. Se ce(x,,,x,) para algum i, entdo P' serd a parti-
cdo formada por todos os pontos de P mais o ponto c. Assim, os
subintervalos da particdo P' serdo os mesmos de P, com excecao
do subintervalo [x, ,x,] que podera ser dividido em [x,_,,c] € [c,x,].

Dessa forma teremos |P| < |P).

i-1°



Suponhamos que na particdo P' o intervalo [a,c] foi dividido em /
subintervalos e o intervalo [c,b] foi dividido em n—1 subintervalos.

Sendo a funcdo f integravel em [a,b], podemos escrever
b . 1
J, S Cod=lim Y f(e)x~x.)
i=l

= lim {Z Se)x, —x, )+ Z S(e)x, — x,»_l)}

P10 i=l+1

= lim Zl: fle)(x —x,_ )+ lim Z Fle)(x —x. )

[P—0 = |P|—>0 fare]
Como |P'| < |P|, temos que |[P'|— 0 quando |P|— 0. Assim,

[ rerydx= im D f(e)x =x)+ fim D £ () =),

i=[+1

Como a funcido f integravel em [a,c] e [c,b] temos que os limites
c b

na igualdade acima sdo respectivamente I f(x)dx e I f(x)dx.

Portanto,

J.abf(x)dx:J.:f(x)dx+_|.cbf(x)dx_

2, 5e0<x<2

Exemplo 1.15. Considere a funcao 7 (x)= .
P gao f(x) {x, se2<x<5

Calcular a integral jj f(x)dx.
Solucdo. A funcdo f € integravel em [0,5], pois € continua
(Teorema 1.3).

Temos que f € integravel em [0,2] e, pelo Exemplo 1.7, obtemos
[ feode=] 2dv=202-0)=4
0 0 )

f €integravel em [2,5] e, pelo Exemplo 1.12, obtemos

52-2° 21
2 2

[[f@ax=] xdx=



Este teorema

foi estabelecido
independentemente por Sir
Isaac Newton (1642-1727)
na Inglaterra e Gottfried
Leibniz (1646-1716) na
Alemanha.

Logo, pelo Teorema 1.9, temos
5 2 5
jo F(x)dx = jo 2dx + L x dx

=4+2=§.
2 2

1.4.1 Exercicios

1) Calcule a integral J.;xsen x’dx.

2) Escrevaaintegral como uma tinica integral da forma J.b f(x)dx.

a) [ f@ydc+ [ fxyde+ L“’ £(x)dx.

a) [ fyde- jj F(x)dx+ j: F(x)dx.

3 Se [ fyar=1. [ foydi=-2 e [ f@di=2.
Encontre f 21 (t)dt.

4) Mostre o item (b) do Teorema 1.8.

1.5 Teorema fundamental do calculo

Calcular integrais definidas usando somas de Riemann é trabalho-
so, mesmo para fungdes simples. Nesta se¢io vamos demonstrar
o Teorema Fundamental do Calculo que estabelece uma conexao
entre as operagOes de derivagao e integracao. Este teorema permite
encontrar a integral definida, para uma certa classe de funcoes, de
maneira rapida e simples sem utilizar limites de somas. Para isso,
introduzimos o conceito de primitiva de uma fungao.

Definicao 1.4. Sejam [ um intervalo e f:/ — R uma fun¢ao. Uma
primitiva de f em / é uma fungdo derivavel F:/ >R tal que
F'(x)= f(x) para todo xe .

Exemplo 1.16.

a) Se f(x)=2x, entdo F(x)=x" é uma primitiva de f, pois

F(x) = f(x).



b) Se f(x)=2¢", entdio F(x)=¢* é uma primitiva de f, pois

Fi(x) = f(x).

¢) Se f(x)=senx, entdo F(x)=—cosx é uma primitiva de f, pois

F'(x)= f(x).

d) Se f(x)=cos(2x), entao F(x)=
pois F'(x) = f(x).

o) Se f(x)=3", entdo F(x):li :
F'(x)= f(x).

f) Se f(x)=x", entio F (x):x? € uma primitiva de f, pois

F'(x) = f(x).

g) Para toda constante ¢ (ceR), F(x)= %Jr ¢ é uma primitiva da

&fx) € uma primitiva de £,

X

é uma primitiva de f, pois

funcdo f(x)=x"

Note que se F(x) é uma primitiva de f em [a,b] entao para toda

constante ¢ (c € R), a fun¢do G(x)= F(x)+c também € primitiva de
fem [a,b].

A proposigao a seguir, estabelece que se F(x) é uma primitiva par-

ticular de f entdo toda primitiva de f é da forma F(x)+c.

Proposicao 1.4. Se F,G:[a,b]—>R sao primitivas da funcdo

f:[a,b] = R, entdo existe uma constante ¢ € R tal que G(x) = F(x)+c¢

para todo x €[a,b].

Demonstracdo. Considere a funcdo H :[a,b]—> R definida por
H(x)=G(x)—-F(x). Temos que

H'(x)=(G(x)=F(x))'=G'(x)=F'(x)= f(x)= f(x)=0
para todo x € (a,b).

Como a funcdo H possui derivada nula em todos os pontos de (a,b),
segue de um resultado visto no Calculo |, que H € uma funcio
constante. Portanto, existe ceR tal que G(x)—F(x)=c, ou seja,
G(x)=F(x)+c paratodo x €[a,b].

Observacao. A Proposigao 1.4 vale para um intervalo / qualquer.

Se uma funcdo continua
f:[a,b] > R possui
derivada nula em todos os
pontos ¢ € (a,b), entio fé
constante. (Pdgina 223 do
material de Cdlculo 1)



Teorema 1.10. (Teorema Fundamental do Calculo — TFC)
Se f:[a,b] >R é uma fungdo integravel e F':[a,b] >R é uma

primitiva de f entdo [ f(x)dx=F(b)~F(a).

Demonstracgdo. Seja P = {x,,x,,...,x,} uma particdo de [a,b].

Seja uma funcéo continua Temos que F ¢ derivavel em [a,b], e consequentemente F ¢é conti-

em [a,b] e derivavel em nua em [a,b]. Seque que F ¢ continua e derivavel em cada intervalo
(a,b). Entéo existe
ce€(a,b) tal que

f(b)- f(a) intervalo de P, existe c, e (x,,x,) tal que

[x,_,,x,] da particdo P. Aplicando o Teorema do Valor Medio em cada

JO=

F(x)-F(x,_)

F'(c,) = para todo i =1,...,n.

i i—1
Como F'(c,)= f(c,), resulta que
F(xi)_F(xifl) = f(ci)(‘xi _‘xi—l)'
Podemos escrever

S (f)= zn:f(ci)(xi —x._,) (¢ escolhido como acima)

= > 1F ()~ F(x, )]

=F(b)-F(a).
Assim,

lim S, (f)=F(b)-F(a).

|P|—>0

Como f ¢ integravel, o valor deste limite € o0 mesmo, independente-
b
mente da escolha dos ¢, e, portanto, I f(x)dx =F(b)—F(a).

. b
E comum expressar a diferenca F(b)—F(a) por F(x)
a
Exemplo 1.17. Calcular as seguintes integrais definidas:
a) Lz x* dx;
b) .[jl(2x3 +3)dx;

Q) .[f (sen x + x) dx.



Solucao.
3
a) Afuncio F(x)= x? é uma primitiva da fungdo f(x)=x". Logo,

32
J.zxzdx:x—
1 311

_Zr.7
-

3 3

b) Aplicando as propriedades da integral e o Teorema Fundamental
do Calculo, temos

J‘jl (2x* +3)dx = 2]111 xdx+ Jlll 3dx

:2£1 +3xl

41-1 -1
DY AN G N
—2{4 2 }+3[1 (-D]
=0.

c) If(senx+x)dx = Ifsenxdx+jfxdx

z 2z

2 2

=—cosx| +—
2

= [—cos%—(—cosO)}+%~(%)

R
=]l+—= .
8

8

Exemplo 1.18. Calcule .[_22| x |dx.

Solucdo. A funcdo f(x)=|x| pode ser escrita como

—-x,5¢e—2<x<0

x,5¢e0<x<2

f(x)={

Das propriedades da integral e o Teorema Fundamental do Calculo,
temos

_[2 |x|abc:J-0 —xdx+j2xdx

-2 -2 0

2
X

2

2
0

0 X’

4+ —
-2 2

=2+2=4.



O Teorema Fundamental do Calculo pode ser aplicado para
calcular a integral definida de uma funcdo f, quando se co-
nhece uma primitiva de f. No que segue, mostraremos que
toda fungao continua em [a,b] possui uma primitiva.

Se uma fungdo f é continua em [a,b], entdo f € integravel no in-
tervalo [a,x] para qualquer x €[a,b]. Para cada x €[a,b] a integral

X . . . .
I f(t) dt é um nimero e € tnico. Assim podemos definir uma fun-
a

¢do G que a cada x €[a,b] associa esse nimero. Mostraremos que
G é uma primitiva de f.

Teorema1.11.Se f :[a,b] > R é uma funcao continua entdo a funcao
G:[a,b] > R, definida por G(x)= r f(t)dt,é derivavel e G'(x) = f(x)
para todo x €[a,b].

Demonstracao. Seja c €[a,b]. Para encontrar a derivada da fungao
G determinaremos as derivadas laterais da G no ponto c. Inicial-
mente mostraremos que

i Glet ) =G(e)

h—0* h

= f (o).

Vamos assumir 2 >0 e admitir que c+hela,b], isto ¢, cela,b).
Pela definicdo da G e o Teorema 1.9, temos

Ge+h)-G(e) =" f@ydi~[" f@yar
= [ r@ar+ [ r@yd-{ f@ar
=["rwar

A funcdo f € continua em [c,c+ k], entdo pelo Teorema de Weiers-
trass existem x,,x, €[c,c+ h] tais que
f(x)< f(®) < f(x,) paratodo te[c,c+h].

Pelo Exemplo 1.14, podemos escrever

Sk < [T rwar < fx)h.



Como k>0 e [ f(t)dt = G(c+h)~G(c), temos

G(c+h)—-G(c)

Sf(x) < P

< f(x). (5)

Note que se #— 0" entdo x, »>c¢" e x, > c", pois x, e x, estdo
entre ¢ e c+h. Da continuidade de f podemos escrever

lim f(x) = lim £(x)= /() ¢
lim £(x,) = lim, f(x,)= f(c).

Fazendo 4 — 0" na desigualdade (5) e aplicando o Teorema do Con-
fronto, obtemos

lim G(c+h)—G(c) _

h—0* h

f(e),

ou seja, para c¢ tal que c €[a,b), temos
G.(c) existe e G, (c) = f(c).

De forma analoga, mostra-se que G_(c) = f(c) para c € (a,b] e assim
G (c)= f(c). Observe que, para a e b, temos apenas G.(a)= f(a)
e G_(b) = f(b). Seque que G ¢ derivavel e G'(x)= f(x) para todo

x €la,b].
]

Exemplo 1.19. Encontre a derivada da fungao G(x) = on sen t’dt.

Solu¢do. Como f(f)=sent’ é continua, entdo, pelo Teorema 1.11,
temos que G'(x)= f(x)=senx’.

Exemplo 1.20. Calcule ir e'ds.
dx *!

Solugdo. Vamos aplicar o Teorema 1.11 juntamente com a Regra da
Cadeia. Fazendo u = x?, temos

i ! e’dt:ij-ue'dt
dx 1

dx 1
d [ cu du
- tdl‘:|-—
du Ul ¢ dx

=e"-2x

2
=2xe".



1.5.1 Exercicios

1) Calcular as integrais abaixo:
a) Ii 2x+x")dx; Q) I; 3e*dx;
b) Ion cos2xdx; d) Ll 3'dt.

2) Achar as derivadas das seguintes fungoes:
2) Gx) = [ N1+
b) F(x)= J.j In#’dt;  (Sugestdo. Escreva .fj Int’dt = —Lx In#*dr)
) H(x)= Jj costdt.

3) Calcule a integral definida J.i| x—4|dx.

1.6 Integral indefinida

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma relacao entre
primitiva e integral definida. Para representar a familia de todas
as primitivas de uma fungdo f, introduzimos a notagao j f(x)dx,
que de acordo com a defini¢do abaixo serd chamada de integral
indefinida.

Definicao 1.5. Se F(x) € uma primitiva de f(x) em um intervalo 7, a
expressao F(x)+c, onde ¢ é uma constante arbitrdria, € chamada in-
tegral indefinida da funcdo f(x) e é denotada por J. f(x)dx=F(x)+c.

Da definicao acima, temos

[fdx=Fx)+c < Fx)=/f(x).

Note que a integral indefinida I f(x)dx representa uma familia de

fungoes (a familia de todas as primitivas), enquanto a integral defi-
b

nida I f(x)dx é um namero.



Propriedades da integral indefinida

Teorema 1.12. Sejam f,g:/ —> R fungdes definidas em um inter-
valo I, que possuem primitivas, e £ uma constante nao nula. Entao:

a) j kf(x)dx=k j F(x)dx;

b JI/0)+g@)de= [ f(x)dv+ [ g(x)dx.

Demonstracao.

a) Seja F uma primitiva de f. Temos kF € uma primitiva da fun-
cdo k f, pois

(kF(x))'=kF'(x) =k f(x) para todo xel.
Portanto,

j k f(x)dx=kF(x)+c
- k[F(x) +ﬂ
= k[F(x)+¢]
= k[ f(x)dx.

b) Deixamos como exercicio.

Exemplo 1.21.

4 4V
a x3dx:x—+c, ois | 2 =x.
) | S o pois | 2

2x

€ _+¢ pois e =e™
2 7 2 '

0 J.senxdx =—Ccosx+c, pois (—cosx)'=senx.

b) J‘ e>dx =

Podemos construir uma tabela de integrais a partir das derivadas
das fungdes elementares. Chamamos essas integrais de imediatas.
No que segue listamos algumas integrais imediatas.



Tabela de integrais imediatas

1) jdx=x+c

a+l

X
2 “dx =
)Ix * a+1

3) I%dx:1n|x|+c

4) Iexdx=ex +c

X

a

5) Iaxdx: +c,a>0ea=l

Ina

6) Isenxdx:—cosx+c

7) Icosxdx=senx+c

8) Iseczxdx=tgx+c

9) Icosseczx dx =—cotgx+c

10) Isecx-tgxdx:secx+c

11) I cossec x - cotg x dx = —cossec x + ¢

1
xt+1

12) j

dx=arctgx+c

1

1—x?

dx =arcsenx+c

13) |

dx = arcsec| x| +c.

1
) '[ xVx® -1

+c¢, (a é constante e a # —1)



Exemplo 1.22. Calcular a integral indefinida I(l+ sen x) dx.
X

Solucao.

j(l+senxjdxzjldx+jsenxdx (propriedade da integral)
X

X
=In|x|+c, —cosx+c, (¢ e c,constantes arbitrarias)

=In|x|-cosx+c (c=c¢ +c,).

3 2
Exemplo 1.23. Calcular a integral indefinida Iﬂdx.
X
Solucao.
3 2
dex = J‘(x2 +3x+inx
X X

= Ixzdx+3jxdx+4jldx (propriedades da integral)
x
3 2

X X
:?+cl+37+cz+4ln|x|+c3

3 2
X

:—+3x7+41n|x|+c (c=c,+c,+c¢y).

Observacgao. Quando tivermos uma soma de vérias integrais inde-
finidas, escreveremos uma tinica constante para indicar a soma das
constantes de integracao.

Exemplo 1.24. Calcule a integral indefinida I ( senzx + %j dx.
cos’x x

Solucao.

senx 2 sen x 1
+— |dx = dx+2|—dx
J.[cosz X x3j Icosz x Ix3

:j tgxsecxa’x+2_|.x*3 dx

-2

=SseCx + +c

1
=secx——+c.
X

dx.

Exemplo 1.25. Calcule a integral definida L)l ]
X+



Solucao.

1 2dx 1 dx
IO x+1 :2I0 x’+1
1 .
=2arctgx 0 (tabela - item 12 e TFC)

=2(£—0j=£.
4 2

1.6.1 Exercicios

1) Calcule as integrais indefinidas:

‘Inx
3 +x" +)dy; d al dx;
a){(x x"+1)dx )Ilnxzx
49 sen x
b dt; e) | ———=—dx;
)J. £ ) jl—senzx *

Q) Ie‘xdx; f) j'/1—4x2 dx.

2) Verifique por diferenciacdo que a igualdade esta correta.

X 1
a dx =—In(1+x")+c¢;
)jl+x2 2 (+x)

b) Ixzex dx=e"(x’ —2x+2)+c;

X

|
dx = .
9] (4—x?) PN

3) Determinar a fungao f(x) tal que:

If(x)dx = 3senx+2\/;—3%+c.
X
4) Calcule as integrais definidas:
a) IOZ (e +x*)dx;

b) _[05 (3cosO+20)d6.



1.7 Técnicas de integracao

Muitas vezes, para calcular uma integral indefinida precisamos
usar certos artificios matemaéticos para transforma-la em outra inte-
gral mais simples de ser obtida. Nesta se¢ao vamos apresentar duas
técnicas bésicas para calcular integrais indefinidas, que sao:

e Método da Substituicao ou Mudanga de Variavel, e
* Meétodo da Integracao por Partes.

No préximo capitulo, veremos outras técnicas de integracao.

1.7.1 Método da substituicdo ou mudanca
de variavel

Sejam f e F fungdes tais que F'= f. Suponhamos que g seja outra
funcao derivével tal que a imagem da g esteja no dominio de F.
Podemos considerar a fun¢do composta F og. Aplicando a Regra da
Cadeia e usando o fato F'= f temos

[F(g()] = F'(g(x)) g'(x)
= f(g(x))-g'(x).

Assim, usando a Defini¢ao 1.5, obtemos a férmula de integragao
pelo método da substituicao

[ f(2(x)-g'(x)dx = F(g(x)) +c.

Se fizermos a mudanca de variavel u = g(x) e substituirmos g'(x)dx Diferenciais foram vistas
no Calculo 1. Se u=g(x) ¢
uma funcdo diferenciavel,
entdo du=g'(x)dx.

pela diferencial du, entdo
[ 7(e(.g'(rydx=[ fu)du=F)+e.

A técnica da mudanga de varidvel é uma ferramenta poderosa para
calcular integrais indefinidas, que permite substituir uma integral
relativamente complicada por uma mais simples. Vejamos alguns
exemplos.



Exemplo 1.26. Calcular as integrais indefinidas:
a) '[ 2xe” dx;
b) [cos(Bx+2)dx;
Q) j3x2 (x* +2)"dx.

Solucao.

. 2
a) Para calcular a integral j2xe’“ dx, faremos a mudanca de
variavel

u=x> e obtemos du =2xdx.
Logo,
IZX e dy = J.e”du

=¢" +c¢ (voltando a variavel inicial x)

2

=e" +c.

b) Para calcular a integral J.cos(3x+2)dx, faremos a substituicdo

di
u=3x+2 e obtemos du =3dx ou ?u:dx.

Assim,

Icos(3x +2)dx = I cosu

3

du

:ljcosudu
3
1
=_senu+c
3

= %sen(Bx +2)+c.

¢) Encontraremos a .[3x2 (x* +2)"" dx fazendo a mudanca de variavel

u=x"+2.Segue que du=3x"dx.
Logo,
j3x2(x3 +2)dx = Iulodu
11
=—-+c
11

3 11
_ &+
11



Exemplo 1.27. Use o método da substitui¢ao para mostrar que

J.tgxdx:ln|secx|+c.

Solucao.

J'tgxdxzj-senx

dx.

COS X

Fazendo u = cosx obtemos du =—sen xdx.
Assim,

du
_[tgxdx = —I7

=—In|u|+c

=In +c

COS X

=In|secx|+c.
Exemplo 1.28. Calcule a integral indefinida Ixzxfl +x dx.

Solucdo. Fazendo t* =1+x com >0, obtemos 2¢dt = dx.
Assim,

Ixzx/1+xdx=j(t2—l)2 £ 2t dt
:2j(t2—1)2~t2dz
:2J(t4—2t2 +1)-£dt

=2[ (=2t + 1) dt

—2(1+x)J(0+x) {(l +7x)2 - Z(I;x) +ﬂ+c.

Exemplo 1.29. Calcule a integral '[ %
xT=2x+

Solucao.

dx dx
'[xz—2x+5:j(x—1)2+4



Fazendo u = x—1 obtemos du = dx. Assim,

dx 1
J‘x2—2x+5 :Iu2+4du
1
:Iu2i4du
4
=1J du

Ay
(uj +1

2
_lJ‘ 2dt
47 +1

(fazendo ¢ :% obtemos 2dt =du )

(tabela)

1 dt
_2It2+1
—l arctgt+c

) g

—l arct E+c
2 g2

(x-1)

1
=—arctg———=+c.
2 8 2

O método da substituicao de variavel pode ser usado para calcular
integrais definidas. Podemos utiliza-lo de duas formas:

1) Mudamos os limites de integracdo ao fazer a mudanga de va-
ridvel e aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo. Nesse
caso, a féormula da integracao torna-se:

[ rgen-gac=["" raau. @=g(x)

2) Calculamos a integral indefinida correspondente e em seguida
aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo.

Exemplo 1.30. Calcule a integral definida .[02 fxl
X+

dx.

Solucéo. Fazendo u =x’ +1 obtemos du =2xdx. Para encontrar os
novos limites de integracdo, notemos que



se x=0entdo u=1;
se x=2entdo u =5.

Assim,
_[2 jlx dx=2 Sﬂ
0 x"+1 " u
5
=2In|u|
1
=2In5-2Inl
=2In5.

Outra maneira de calcular a integral definida é obter primeiramente

a integral indefinida e, em seguida, aplicar o Teorema Fundamental
do Calculo. Vejamos:

_[ jlx dx=2j‘@ (u=x"+1, temos du = 2xdx)
x +1 u

=2In|u|+c

=2In(x* +1) +c.

Aplicando o TFC, temos
2
X N ge=2In (e +1)
0 x" -1 0
=2In5-2Inl
=2In5.

Exemplo 1.31. Encontre a drea da regiao S limitada pelo grafico da

. 7T :
funcdo f(x)=sen2x, pelasretas x=0 e x= PY e 0 eixo dos x.

Solucdo. A regido S esta ilustrada na Figura 1.11.

Figura 1.11



Como f(x)=0 paratodo x € [0%} aareadaregido S (ver definicdo
na Secéo 1.2) é dada por

Area S = Jf sen 2x dx.

Fazendo u =2x, obtemos du =2dx. Os novos limites de integracado
sao:
se x=0, entdo u=0;

T .
se x=—, entao u = .
2
Logo,

Area S = J.: sen 2x dx

=ljnsenudu
2 Jo

1 7T
=——C0Su

= —%(cosn—cosO)

=lu.a.

1.7.1 Exercicios

1) Calcular as integrais indefinidas.

) [t ) [y

X

b) Icos(5x+ 2)dx; e) Icotgxdx;

C)I al dx;

VX' +4

2) Calcular as integrais definidas usando o método da mudanca
de variavel.

dx
f)y | ——— .
) J.x2+4x+20

2 X2 2 2

a) IO strlabc; Q) J} xe dx;
2 3dx 3 2

b) |, o d) [ 2x3"dx,



3) Calcule a integral I sec x dx.

~ +t
Sugestao. Escreva sec x = sec xM.
(secx+tgx)
d. 1
4) Mostre que I > al > = —arctgf + ¢,onde a#0.
X +a a a

1.7.2 Método da integracao por partes

Sejam f e g funcdes derivaveis num mesmo intervalo 7. Pela regra
da derivada do produto, temos:

[f(x)-g(0)]'= f'(x)-g(x) + f(x)- g'(x) -

Note que [ f(x)- g(x)] é uma primitiva de [ f(x)-g(x)]. Assim, pode-
mos escrever

ﬁf@)ﬂﬂ+f@}§@ﬂﬂ=f@)ﬂﬂ+q,

ou ainda

[/@)-g')dx= f(x)-g(x)= [ f'(2)-g(x)dx +e.

Observe que ao desenvolver a integral no segundo membro surgira
outra constante de integragao. Supriremos a constante ¢, na férmula
acima e no final do processo introduziremos uma constante c para
representar todas as constantes de integracdo envolvidas. Desse
modo podemos escrever:

[ /() g'ydx= f(x)-g(x)= [ f'(x)- g(x)dx,

que € a férmula de integracao por partes.

Vamos reescrever a férmula da integracao por partes, usando uma
notac¢do que se torna facil de ser memorizada. Fazendo

u=f(x) ev=g(x), temos du = f'(x)dx e dv=g'(x)dx.

Entdo a férmula da integragdo por partes pode ser escrita como

Iudv = uv—_[vdu-



Exemplo 1.32. Calcular a integral .[ xcos xdx.
Solugao. Vamos aplicar o método da integracdo por partes para cal-
cular a integral. Para isso, devemos escolher u e dv. Fazendo
u=x € dv=cosxdx, temos
du=dx € v=senx.
Aplicando a formula da integracgdo por partes, obtemos
Ixcosxdx:xsenx—fsenxdx

= XSenx+Ccosx+c.
Exemplo 1.33. Calcular a integral Ilnxdx.

Solucao. Fazendo
u=Inx e dv=dx, temos

du =ldx e v=x.
X
Logo,

Ilnxdx:xlnx—jx%dx
:xlnx—jdx

=xlnx—-x+c.
Exemplo 1.34. Calcular a integral jarcsen xdx.

Solucdo. Fazendo

u=arcsenx € dv=dx, obtemos
1

1-x

du = dc e v=ux.

2

Aplicando a formula de integracdo por partes, temos:
X

1—x*

dx.

j arcsen x dx = xarcsen x — J.

X

1-x2

Para calcular a integral J' faremos a mudanca de variavel,

t=1-x"e obtemos dt =—2xdx.



Assim,
[—= L L
1-x° 27 p
1¢
:—EI'FCI
2
=—J1-x" +¢
Portanto,

J.arcsenxdx = xarcsen x ++/1-x" +¢, onde (¢ =—¢)).

Exemplo 1.35. Calcular a integral Ixz cos2xdx.

Solucdo. Fazendo

u=x* e dv=cos2xdx obtemos

du=2xdx e v:jcos2xdx:lsen2x.
Assim,

2
Ixz cos2xdx =%sen2x—fxsen2xdx.

Para calcular a Ixsen2xdx devemos aplicar novamente o método
da integracgéo por partes.
Fazendo
u=x € dv=sen2xdx obtemos
1
du=dx ¢ v:—zcos2x.

Segue que,

1
J.xsen2xdx = —icos2x+—_|.cos2xdx
2 2

= —icos2x+lsen2x+cl.
2 4

Portanto,

2
1
J'x2 cos2xdx :%sen2x+§cos2x—zsen2x+c.



Exemplo 1.36. Calcular a integral J-eb‘ cos x dx.
Solugdo. Fazendo
u=e" e dv=cosxdx temos
du=3edx e v=sennx.

Assim,

J-e”‘ cosxdx =e* senx —3J. e sen x dx.

Para calcular a integral J.e“ sen xdx aplicamos novamente a integra-
cao por partes. Fazendo

u=e> e dv=senxdx temos
du=3e*dx e v=-—cosx.

Seque que

Ie“ senxdx =—e’* cosx + 3J. e’ cos x dx.
Logo,
Ie” cosxdx =e" senx+3e’* cosx— 9J e’ cos x dx.
Note que a integral do sequndo membro € igual a integral que que-

remos calcular.
Chamando [ = Ie“ cosxdx podemos escrever

I=e"senx+3e* cosx—91,
ou seja,
1
I =—[e senx+3e’ cosx].
10
Portanto,

3x
Ie” cosxdx = ¢
10

[sen x+3cos x]+c.

Podemos calcular integrais definidas usando integracao por partes.
Combinando a férmula de integracdo por partes com o Teorema
Fundamental do Calculo, obtemos

b b b
J, )& 0dx=f()-g()| -], f'Cx) g,

que é a férmula de integracdo por partes para integral definida.



Exemplo 1.37. Avalie a integral J.llenxdx.

Solucdo. Fazendo

u= f(x) =Inx e dv=g'(x)dx=xdx obtemos
2

du=f'(x)dr=dx e v:g(x):x?
X

Usando a formula da integracdo por partes para integral definida,

temos

2 x2 2
.[ xInxdx=—Inx
1 2 1

2 2 2 2
= 2—ln2—1—ln1 X
2 2

411
2
=2In2- 2 1
4 4

=2m2—3.
4

RN
12

1.7.2 Exercicios
1) Calcule as integrais indefinidas:

a) J.xzexdx;

b) [(x=3)sec’xdx;
0 J. x* Inxdx;

d) _[arc tg xdx;

e) J.ln (x* +1) dx;

Sugestao. Aplicar o método da integracao por partes e es-

X 1
crever ———=1—-——.
x +1 x°+1

f) jsec3x dx;

Sugestao. Escreva sec’x = secx-sec’x e use sec’x =tg’x+1.



2) Calcular as integrais definidas:

2 T
a) L xe'dx; Q) _[0 sen’x dx;

b) J.j (x+1)cos2xdx; d) fln_;c dx.
X

3) Use o método da integragao por partes para mostrar que

1 _
.[sen”xdx =——gsen"" xcosx+

-2
I sen"~ xdx.
n n

Sugestao. Expresse sen” x =senx-sen"” x.

4) Suponha que f" é continua em [a,b]. Mostre que

S ®) =f(a)+f'(a)(b—a)+Ij(b—x)f"(X) dx.

1.8 Calculo de areas

Vimos na Sec¢ao 1.2 que, se f:[a,b] > R é uma fung¢do continua tal
que f(x)>0 para todo x €[a,b], a drea da regiao plana S limitada
pelas retas x=a, x=>b e y=0, e pelo grafico de f é definida por

Area S = ij(x) dx.

y=f(x)

Figura 1.12

Podemos estender o célculo de drea para uma classe mais ampla de
regides planas. Vamos assumir que as fung¢des envolvidas sao fun-
¢Oes continuas em [a,b]. Vejamos:

1) Se f(x)<0 paratodo x €[a,b], entao —f(x)=0 e, assim,

A'reaS:—Lbf(x)dx.




y=5x

S={(x,y)eR*;a<x<be f(x)<y<0}

Figura 1.13

Observacao. Se a regido S é descrita como na Figura 1.14, entao

drea S=[ foydv~[" f)dx+[ f(x)dx

AN

S € o conjunto hachurado

Figura 1.14

2) Se aregido plana estd entre os graficos de duas fungdes y = f(x)
e y=g(x), easretas x=a e x=b, com f(x)=g(x) para todo
x €[a,b], entao:

Area S = Lb f(x)dx— J.:g(x) dx.

a b x

S={(x,y)eR*;a<x<be g(x)<y< f(x)}

Figura 1.15



A Figura 1.15 ilustra o caso onde S € a regido limitada pelas retas
x=a e x=b, e pelos graficos das fun¢des f e g com f(x)>g(x)>0
para todo x €[a,b]. Note que f(x)—g(x)=0 para todo x€[a,b]. Se
for mantido f(x)> g(x) para todo x €[a,b], mesmo que f e g nao
satisfacam a condi¢ao f(x)>0 e/ou g(x) =0 para todo xe€[a,b], a
férmula para o cdlculo da drea do conjunto S continua o mesmo. As
Figuras 1.16 (a) e 1.16 (b) ajudam a visualizar o calculo da area.

A A y= £

y=g,()

\/

; > ;, ,;
y=g(x)

S =f(x)+k e g(x)=gx)+k
k é constante

Figura 1.16
Conclusao. Se f(x) = g(x) para todo x €[a,b], entdo
’ b b b
Area S = j F(x)dx— j g(x)dx = j [f(x)—g(x)]dx.
Exemplo 1.38. Calcular a area da regido S limitada pelas retas
x=1,x=2e y=0epelacurva y=x’+2.
Solucdo. Aregido § esta ilustrada na Figura 1.17.
’ 2
Area S = L (X’ +2)dx
4 2
= [x_ + ZxJ
4

1
23

=—u.a.




y=x +2

Figura 1.17

Observacao. Em alguns casos x =a e/ou x =b precisam ser deter-
minados.

Exemplo 1.39. Encontre a area da regido S limitada pelo eixo x e
pela pardbola y =x"+x-2.

Solucéo. A parabola y=x"+x—2 corta o eixo dos x nos pontos
x=-2 e x=1, (ver Figura 1.18). Como y = f(x)=x>+x—-2<0em
[-2,1], resulta que

’ 1
rea > =— X +X— X
drea S =—[ (x*+x-2)d

Figura 1.18



Exemplo 1.40. Calcular a drea da regido S limitada pelas retas x = %
e y=—x+2 epelacurva x=,/y.

Solucdo. As curvas y=—x+2 e x=\/; interceptam-se no ponto
de abscissa 1 (ver Figura 1.19).

’ 1
AreaS:L[—x+2—x2]dx

2 3 1
) P P
2 3

2

1

1
=—u.a.

3

4

v N

Figura 1.19

Exemplo 1.41. Encontre a drea da regido S limitada pelas retas
y=x+2, y=2, y=—1 epelacurva x=y".

Solucgdo. As retas y=x+2 e y=-1 interceptam-se no ponto de
abscissa —3. As curvas y* =x e y =2 interceptam-se no ponto de
abscissa 4. As curvas y* =x e y=-—1 interceptam-se no ponto de
abscissa 1. A Figura 1.20 indica os pontos de interse¢ado das curvas.

drea s ={"[x+2-(-Dld+ [ @-x)dv+ [ [Vx—(-D]dx




Figura 1.20

Outra maneira para encontrar a area acima € calcular a integral
’ 2
drea =" [ =(y=2)]dy.

1.8.1 Exercicios

1) Esboce a regido limitada pelas curvas dadas e encontre a area
da regiao:

a) y=x'e y=x;
b) y:6+xl y:x3 e y:-g/

C) y:l, y:x,xzz e y:();
X

d) y:%, x=1, x=2e y:(),
X

e) y=cosx, y=sen2x e x=0 no primeiro quadrante;
f) y=x-le y*=2x+6.
2) Considere a regido descrita pelo conjunto S dado e calcule sua
area.
a) S={(x,y)eR* 0<x<1,x*<y<x}
b) S={(x,y)eR?* 1<x<2, x<y<x’}

o) S={(x,»)eR* x20,x’ —x<y<—x’+5x}.



1.9 Integrais improprias

Na defini¢do da integral Ib f(x)dx, assumimos f uma funcao li-

mitada no intervalo fechado e limitado [a,b]. Agora, vamos esten-
der o conceito de integral para os demais tipos de intervalos. Isto €,
para intervalos da forma [a,b), (a,b], (a,b), [a,+®), (—0,b], (a,+),
(~o0,b) € (~o0,00).

Definicao 1.6. (Integrais improprias em intervalos limitados)

a) Seja f:[a,b) >R uma funcdo integravel em [a,?], para todo
t em (a,b). Se lim J-t f(x)dx existir entao este limite é chama-
t—b” Ya

do integral imprépria de f no intervalo [a,b), e escrevemos

[/ reodc= i e

b) Seja f:(a,b] >R uma funcao integravel em [t,b], para todo
¢t em (a,b). Definimos a integral imprépria de f no intervalo
(a,b] como sendo lim J'b f(x)dx, se este limite existir, e escreve-

mos jb £(x)dx = lim f’ F(x)dx.

¢) Sejam f:(a,b) >R uma funcdo e ce(a,b). Se Icf(x)dx e
.fb f(x)dx existem entdo definimos a integral imprépria de f

em (a,b) por [ f(x)dx=] f(x)dx+] f(x)dx.
Observacoes:

a) Com a notagao do item (c) da defini¢ao acima, pode-se provar
que, se J: f(x)dx e J.cb f(x)dx existem para algum, entdo
Ij f(x)dx e Ij f(x)dx existem para todo . Logo, pela contrapo-
sitiva, para mostrar que I: f(x)dx nao existe, basta encontrar

um ponto c € (a,b) tal que I ‘ f(x)dx ou I ’ f(x)dx nao exista.

b) Costuma-se chamar a expressao .[ ’ f(x)dx de integral, mes-
mo que o dominio da f seja [a,b), (a,b] ou (a,b). E escreve-

b
se a integral j f(x)dx igual ao limite correspondente, mes-



mo antes de calcular o limite. Deixando subentendido que a

b
integral J- f(x)dx s6 existe quando o limite correspondente

existe. Por exemplo, se f estd definida em [a,b) escrevemos

J-b f(x)dx =1lim J‘t f(x)dx, mesmo antes de calcular o limite.
a t—b" Ya

. b . . . .
Quando a integral I f(x)dx existe, dizemos que essa integral é con-

vergente. Caso contrario, dizemos que é divergente.

Exemplo 1.42. Determine se cada integral é convergente ou diver-

gente.
2]
a) IO mdx,
b [ La;
0x

p

) Ilidx, onde p > 0.
0x

Solucdo.

a) A funcdo f(x)=

1
¢ continua em [0,7] para 0 <¢ < 2. Logo,
N2—x

f €integravel em [0,¢] para todo ¢ € (0,2). Da Defini¢édo 1.6, temos:

dx =lim

J, e =lim [, s
O J2—x 122902 —x
t
=lim—-2v2—x

12" 0

= lim (-2v2 -1 + 242)
=22.

Como limﬂ ! dx=242, a integral J'Oz

t—2" 1[z_x

1

V2-x

dx € con-

vergente.

b) A funcdo f(x) :l ¢ continua em [¢,1] para todo 0<¢<1. Logo,
X

¢ integravel em [z,1] para todo 0<¢<1. Assim,



1] .ol
—dx=lim| —dx
0 x =0 Yt x
1
=limlnx
t—0" t

=lim[In1-1In¢] = +oo.

t—0"

.ol : : L
Como hn}.[t —dx ndo existe, a integral jo—dx ¢ divergente.
X X

t—0

c) A funcdo f(x) =Lp € continua em [¢,1] para todo ¢ €(0,1). Note
X

1]
que, para p =1, a integral é Jo—dx, que é divergente (item (b)).
X

Vamos analisar a convergéncia da integral para p # 1. Neste caso,

j‘idx=1im LN

0 x? 10" Jt P

Se p>1 entdio —p+1<0, e, quando ¢t — 0°, temos " — +oo.
Segue que

.1 .
lim | —dx ndo existe.
10" It P
. 1l L
Logo, a integral jo—pdx com p >1 ¢ divergente.
X

Se 0< p<1,entdo —p+1>0, e, quando ¢ — 0%, temos t "' =0
Logo,

.1 | 11 .
lim | —dx=——-, isto ¢, a integral J —dx €
10" Jt P l—p 0 xP

convergente.

. 1 . .
Portanto, a integral J.O—pdx ¢ convergente para 0 < p <1 e diver-
gente para p>1. o



Exemplo 1.43. Avalie a integral I;xlnxdx.

Solucdo. A funcdo f(x)=xInx ndo esta definida na origem, e ¢é
continua em [z,1] para todo 0 <¢<1. Assim,

J'(:xlnxdx =lim 1xlnxa’x.

t—0" Jt

1
Para obter L xInxdx, vamos usar integracdo por partes. Fazendo

u=Inx e dv = xdx , obtemos

2
X

duzldx e ="
X 2

Temos
1

2
Jlxlnxdx :x—lnx —ljlx dx
t 2 2 t

Assim,

2 2
J.lxlnxdx: lim —t—lnt—l+t— }
2 4 4

0 t—0"

Vamos usar a Regra de L' Hospital para calcular o limite do primeiro

termo.
2

lim— "z = lim — ™
=0t 2 —0" 2

1 1
Portanto, onlnxdx = —Z.



Exemplo 1.44. Calcule a integral J. 1 dx.

X

Solucgdo. A funcéo f(x) = esta definida em (-1,1) e € conti-

X
V1-x?
nua nos intervalos [¢,0] para todo —1<¢<0e[0,s] para todo 0 < s < 1.
Assim,

X
———dx=| ——dx+ dx
I '1-x? ‘[ '1=x? I\/l—xz
desde que as integrais do seqgundo membro sejam convergentes.
Vamos calcular

lim

L=t o

0
Para obter I

X
t ’1 _x2
Fazendo u =1—x? obtemos du = —2xdx.
Assim,

dx, aplicaremos 0 metodo da substituicao.

[

Logo,

0 X .
L N dr = lim [—1+\/1—z2}

=-1.
Agora,

dx =lim

e e=tml e
~ tim—u| "

t—1"

- 1im[—\/ﬁ +1J

t—1"

1

=1.
Portanto,

jl X dr=—1+1=0.



Exemplo 1.45. Calcule a integral jll >
Tx

! dx.
-1

Solucgdo. A funcdo f(x)= esta definida em (-1,1), e € con-

tinua nos intervalos [¢,0] para todo —1<#<0 e [0,s] para todo
0 <s <1 Assim,

1 1
J.ll)c2 —ldxzj-o1 x* -1

desde que as integrais do sequndo membro sejam convergentes. Cal-
cularemos

Tx" -1 >-1 90 x? 1

[' = tim [——ax.

A funcdo f(x)= 21
w2 —

1 I 1
O S Rt
Entéo
j =— RN L S
0 x? —1 tx—1 tx+1
:lln|x_1||°_11n|x+1||°
2 r2 !
—Linpe—1)+ Linfr+1]
2 2
Segue que

[ a’x:lim[—lln|t—1|+lln|t+l|}
11 2 2

1x2 — t—-1"
= —o0.
. o 1 o , !
Como aintegral L 5 1a’x ¢ divergente, concluimos que L 1dx

¢ divergente.

b
Se a integral J- Jf(x)dx existir e f é ndo negativa no seu dominio [a,b),

(a,b] ou (a,b), entdo esta integral pode ser interpretada como a area
da regiao plana S sob gréfico de f e acima do eixo x, e entre retas
x=ae x=>b (ver Figura 1.21).



y y Y
y=71(x) y=r(x) y=1(x)
S S S
a b x a b x a b x
Figura 1.21

Definicao 1.7. (Integrais impréprias em intervalos ilimitados)

a) Seja f:[a,+©) = R uma funcdo integravel em [a,?], para todo
t>a. Se tlim r f(x)dx existir, entao este limite é chamado de
integral imprépria de f no intervalo [a,+®). Neste caso usa-

mos a notagdo [ f(x)dx = lim [ f(x)dx.

Analogamente, se f:(-o0,b] > R é uma funcao integravel em
[t,b] para todo ¢ <b, definimos a integral imprépria de fem

(—o0,b] por f f(x)dx = lim Ib f(x)dx, quando o limite existir.

b) Seja f:(a,+0) >R uma funcdo. Se para algum c € (a,+x)
existirem r f(x)dx e _rw f(x)dx, definimos a integral impro-

priade f em (a,+o) por [ f(x)dx=[ f(x)dx+[" f(x)dx.
De forma andloga, definem-se as integrais impréprias para
funcoes definidas em intervalos da forma (—,b) e (-0, +%).
Observacoes:
a) Costuma-se chamar as expressoes Jjw f(x)dx, J‘; f(x)dx e
J':: f(x)dx de integrais. E escreve-se a integral J.:w f(x)dx,

J._b f(x)dx ou f f(x)dx igual ao limite correspondente, mes-

mo antes de calcular o limite. Deixando subentendido que a
integral s existe quando o limite existe.



b) Com a notagao do item (b) da defini¢do acima pode-se provar
que, se r f(x)dx e _[ . f(x)dx existem para algum c € (a,+©),
entao J‘/1 f(x)dx e Lﬂo f(x)dx existem para todo 4 € (a,+x). O

mesmo vale para integrais definidas em (—,b) e (—o0,+0).

+00
Quando a integral I f(x)dx existe dizemos que esta integral é
a
convergente. Caso contrario, dizemos que é divergente. O mesmo

vale para as integrais fw f(x)dx e J‘jm f(x)dx.

Exemplo 1.46. Determine se cada integral é convergente ou diver-
gente.

C) I1+wxipdx, onde p > 0.

Solucdo.

a) Da Definicdo 1.7, temos
J.Me’x dx=1lim te’xdx
0 t—+0 J0

t

=lim-e*

>+

0

= lim(—e™ +¢")

t—+0

= lim |:—l+ 1}
t—+ et
=1.

. t — . +oo — r
Como lim | e*dx =1, a integral IO e " dx € convergente.

t—+0 J0

b) L*‘”—dx —lim [ L

X t—>+odl x

t
=limInx

t—+0

1



= lim[Inz—Inl]

t—+0

= lim In ¢ = +o0.

t—>+00

o . wlo
Como o limite néo existe, a integral J.l —dx ¢ divergente.
X

. - . w0 ]
c¢) Para analisar a convergéncia da integral L —pdx, estudaremos os
X
casosemque p=le p#l

o ]
Se p=1 entio a integral L —dx ¢é divergente (item (b)).
X

Para p#1, temos

I1+dex = lim [ xdx

X t—+o0 d1

Se p>1,entdo - p <0, equando ¢ — +oo temos ¢'” — 0. Logo,

. t 1 1 . ,
lim | —dx=——,isto e,
t—>+0dl Xp P -1

. o ] )
a integral J. —dx com p>1 é convergente.
1P
Se 0< p<1 entdo 1— p >0, e quando ¢ — +oo temos ¢ 7 —> +o,

Neste caso,

. t —_ ~ .
lim | x ?dx nao existe,

t—>+0 d1

, . w0 ] oo
e assim a integral L —pdx com p <1 ¢ divergente.
X

. o ] , .
Portanto, a integral L —pdx € convergente para p>1 e diver-
X
gente para 0< p<1.

+00
0

Exemplo 1.47. Calcule _[ e “senxdx.

Solucao. Da Definicdo 1.7, temos

400 t
IO e senxdx=1lim | e senxdx.

t—>+o0 J0



. t —_ . . ~
Para calcular a integral J'Oe “senxdx aplicaremos a integracdo por
partes. Fazendo

u=e e dv=senxdx, obtemos
du=—-e"dx e v=-—cosx.

Assim,

t

t
—J. e “cosxdx.

t
J.O e “senxdx=—e "cosx .

0
Para calcular Iote‘x cos x dx, aplicamos novamente a integracao por
partes. Fazendo

u=e e dv=cosxdx, obtemos

du=—-e"dx e v=senx.

Logo,
t ! t
J.O e “senxdx = (—e ' cost+cos0)— l:e‘x senx| + J.O e’ senxdx}
0
ou s€ja,
t 1
.[0 e “senxdx = 5[—e"t cost+1—e ' sent].
Portanto, Teorema (Calculo 1).
o . 1| cost sen ¢ Sejam f,g:[a,b] >R
I e “senxdx=lim—| ———+1——
0 1=+ ) e e funcdes, e x, € (a,b).
_1 (Note que cos? e sens sdo limitadas e Selim f(x)=0e
g ¢ limitada, entéo
Z_)O quando ¢ —> +©) lim f(x)- g(x)=0.
+00
Exemplo 1.48. Calcule J ——dx.
= x"+9

Solucdo. Podemos escrever

+o ] 1 w0 ]
J.*°° x2+9dx:j0°°x2+9dx+~[0 x2+9dx'

desde que ambas as integrais do sequndo membro sejam convergen-
tes. Calculando,

j*‘” L im [

0 X*4+9 >0 x? 49
t

= lim larctgﬁ (Secéo 1.7.2 - Exercicio 4)

t—>+0 3

0



t—>+0| 3

—lim[larct L—larct 0}
83 3 g

.1 t
= lim —arctgg

t—+0 3
7
6
, o 1 7
De forma analoga, mostra-se que =
_ 2
©>x"+9 6

Como ambas as integrais sdo convergentes, a integral dada € conver-

+0 21 dx:z.
- x"+9 3

gente e

Observacdo. Qualquer uma das integrais impréprias de-
tfinidas acima pode ser interpretada como uma darea, des-
de que a fungdo seja ndo negativa e a integral convergen-
te. Por exemplo, se f(x)>0 para todo x>a e a integral
J.:w f(x)dx existe, entdo definimos a area da regido corres-

pondente S={(x,y)eR*;x>a,0<y< f(x)} como sendo
Area S = J‘m f(x)dx.

[

| a x
Figura 1.22

Exemplo 1.49. Esboce a regido correspondente
S={(x,y)eR*;x<1,0< y<e"}

e determine a area de S.
Solucdo. A regido S esta ilustrada na Figura 1.23.

Area S = 1 e dx

—00

. 1
=1lim | e'dx
t—>—w JI



1
=lime"

t——0 t

= lim (e—¢")

t——0

=eu.a.

I

Figura 1.23

Em algumas situagOes, estamos interessados somente em saber se a
integral é convergente ou divergente. O préximo resultado (Critério
da Comparacdo) permite afirmar a convergéncia ou divergéncia de
uma integral comparando-a com outra. A demonstracao sera omitida.

Teorema 1.13. (Critério da Comparacao) Sejam f,g:/ — R funcdes
tais que 0< f(x) < g(x) para todo xe/, onde / é um intervalo da
forma [Cl,b), (Cl,b], (aab)/ [a,—I—OO), (aa+oo)/ (—OO’b], (—OO’b) ou (—OO’—I—OO),

a) Se a integral de g em / € convergente, entdo a integral de f
em / ¢é convergente;

b) Seaintegralde f em I é divergente, entdo a integral de g em
I é divergente.

Note que o item b) no teorema acima é a contrapositiva do item a).

Observacoes:

a) O Critério da Comparagao pode ser aplicado quando f(x) e
g(x) sao ambas nado positivas. Sejam [ e g fungdes tais que
f(x)<g(x)<0 para todo xe/ (I é um dos intervalos mostra-
dos anteriormente).



i) Seaintegralde f em I converge, entdo a integral de g em

I converge.

ii) Se a integral de g em 7 diverge, entdo a integral de f em
I diverge.

b) No Critério da Comparacdo, a hipétese de f(x) e g(x) se-
rem ambas ndo negativas (ou ndo positivas) é essencial. Se
esta hipdtese é removida, podemos ter problema. Vejamos:

Considere as fungoes f,g:(0,1] >R definidas por f(x)= -1 e
X
g(x)=1. Temos g(x) > f(x), pois f(x)<0 para todo x € (0,1].

Calculando
[[gCydx=[ dr=tlim|[ dr=limx| =lim(1-1)=1
0 0 t—0* >0t ot
e
jlf(x)dx=j —ldx— lim— —dx— lim— 1n|x||
0 X t—0* tx t—0*
= lim—(In1-Inl¢|) = —o
t—>0"
Logo,

J.Ol g(x)dx converge, mas L: f(x)dx diverge.

+00

[N

Exemplo 1.50. Verifique que a integral imprépria J'

dx
1oxt

convergente.

Solugdo. Temos que

x* <x*+1 para x>1.

Segue que
! <1 ara x=1
— X 21
1 Xt P

Multiplicado por x a desigualdade acima temos,

1
<— para x=1.

0< ;
X'+l x

Como J‘m—dx € convergente (Exemplo 1.46), seque pelo Critério da

Comparacdo que a integral '[1
x*+1

dx € convergente.



Exemplo 1.51. Mostre que a integral JTOO L

—X
e 1.
dx é divergente.
x

Solucdo. Para x>1 temos

l+e >l>0.
X X

l+e">1 e

Como fwldx ¢ divergente, seque pelo Critério da Comparacdo que
X

It+e dx ¢ divergente.

. +00
a integral I
! x

0 oS’ X

Exemplo 1.52. Verifique que I

5 dx é convergente.
0 x°+9

Solucdo. Para x>0 temos cos’ x <1. Podemos escrever

2
OSC(Z)S X . 2l
x+9 x+9
1
x*+9 .
da Comparacdo, que a integral IO

para todo x> 0.

Como IOM dx é convergente (Exemplo 1.48) segue, pelo Critério

COS2 X

——dx € convergente.
x°+9

Exemplo 1.53. Aplique o Critério da Comparacgao para verificar que

1 ex L
I dx € convergente.

N

Solucgdo. Para 0 <x <1 temos 0 <e* <e. Segue que

X

0< <& para O0<x<1.

NERNE
1

NS

vergente. Logo, IOI

1 , 1 e . .
Como IO dx € convergente, temos que J.O—dx também ¢é con-

NS

dx € convergente, pelo critério da comparacao.

Jx
1.9.1 Exercicios

1) Verifique se a integral é convergente ou divergente e avalie
aquelas que sdo convergentes.

a) JTOO x2x+ " dx; e) f: xe ¥ dx ;



b) j“idt,- ) Iollnzdz;

= 1+ 4¢°
+00 1 +oo l

9 L (x—2)2 s ) J-O X +5x+6
w0 dx o

d) [ v (a>0) h) [, e cos2xds.

2) Use o critério da comparacao para determinar se a integral é
convergente.

2
d) J sen“x d;

+o0 dx
Q) [ s 2
X (1+¢€") 0 x+1

1e” +o0 1
b) Jl)%dx; e) .[1 mdx,‘
Q) j()l ! dx; f) '[01 '1;\/; dx.

2
X —X

3) Se f(t) é continua para ¢ >0, a transformada de Laplace de f
é a funcdo F definida por F(s)= _[OM f(t)edt, e o dominio de
F é o conjunto de todos os niimeros s para os quais a integral
converge. Calcule a transformada de Laplace das seguintes

funcgoes:
a) f=1 o fH=eT
b) f(¢)=cost; d) f@)=t.

1.10 Utilizacao de pacotes
computacionais

Os computadores surgiram como ferramentas para facilitar a rea-
lizacdo de grandes quantidades de opera¢oes de forma automatica.
Atualmente, essa ndo é a tinica de suas utilidades.



A manipulacdo de expressoes simbolicas é um dos mais recentes

usos dos computadores, produzindo resultados algébricos para pro-

blemas algébricos.

esse contexto, o pacote Gnu/Maxima é um 6timo representante
N text te Gnu/M t tant
podendo ser utilizado para a realiza¢do de célculos integro-diferen-

ciais, bastante tteis para auxiliar o aluno que esta estudando disci-
plinas de Calculo. Além disso, trata-se de um software livre (gratui-

to) que pode ser encontrado em http://maxima.sourceforge.net/.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos das potencialidades do

Maxima no célculo integral e diferencial.

5
Exemplo 1.54. Calcular J. (Bx+4)dx.
1

Solucdo. Podemos resolver esta integral através
do calculo da area delimitada pelas curvas da-
das por f(x)=3x+4, x=1, x=35 e pelo eixo-x.
Para facilitar, podemos desenhar o grafico da
respectiva regido (Figura 1.24). Para isso, pode-
mos usar o seguinte comando do pacote compu-
tacional Maxima:
plot2d(3*x + 4, [x, 1, 5])

onde o primeiro argumento representa a funcéo,
e o sequndo argumento se divide em trés partes:
a variavel independente e os extremos inferior
e superior do intervalo onde a funcdo deve ser
representada.

Figura 1.24: Esboco do grafico de f(x) =3x+4 e deter-
minacéo de area no intervalo [1,5].

Sabemos que a regido hachurada no grafico € um trapézio cuja area

¢ dada por

(B+b)a (19+7)4
2 2

52 u.a.

Tal integral definida também pode ser calculada através do comando

integrate(3*x + 4, x,1, 5)



onde o primeiro argumento representa a funcdo a ser integrada, o
segundo representa a variavel de integracdo e os dois ultimos repre-
sentam os extremos inferior e superior do intervalo de integracéo.

Exemplo 1.55. Encontrar a primitiva das integrais abaixo utilizando

o Maxima:
a) F(x)= j 2xdx; 0 F(x)= j sen(x) dx;
b) F(x)= J.3e3x dx; d) F(x)= jx4 dx.

Solucgao. Em todos os itens, pode-se utilizar o comando
integrate (f(x), x).

Repare que agora ele so tem dois argumentos: o primeiro que deve
ser trocado pela respectiva funcdo a ser integrada e o segundo que
representa a variavel de integracdo. Em

a) temos o comando integrate(2x,x);

b) integrate(3*exp(3*x).x);

¢) integrate(sin(x),x) e em

d) integrate(x"4,x).
Ao realizar esses testes, note que aos resultados podem ser adicio-
nadas constantes de integracdo para representar toda a familia de
primitivas.

Exemplo 1.56. Calcular a 4rea definida pelo grafico da curva

X

f(x)= ,em [0,1].

x*+1

Solucdo. O grafico da respectiva regido (Figura 1.25) pode ser obtido
através do comando plot2d(x/(x*2+1)*(1/2), [x, 0, 1]).



y
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Figura 1.25: Esboco do grafico de f(x) =

X
e
Vx?+1

determinagio de area no intervalo [0,1].

A area definida pelo grafico da funcdo f, no intervalo especificado,
pode ser calculada atraves da integral

1
j al dx
0 x2+1

que o software Maxima pode calcular usando o comando
integrate(x/(x"2+1)"(1/2), x,0, 1),

resultando 2 —1u.a. Para obtermos somente a primitiva Vx?+1,
podemos usar o comando

integrate((x*2+1)(1/2) , x).

Exemplo 1.57. Calcular a 4rea delimitada pelo grafico das curvas
y=x>e y=2x—x".

Solucdo. Para esbocgar os graficos das duas fungcdes em um mesmo
sistema de eixos coordenados, entre x =—0,5 e x=1,5 (Figura 1.26),
utilizamos o comando

plot2d([x"2, 2*x-x"2] , [x, -0.5, 1.5])

onde o primeiro argumento se divide em duas partes representando
cada uma das funcoes, e o seqgundo argumento se divide em trés
partes: a variavel independente e os extremos inferior e superior do
intervalo onde a funcdo deve ser representada.



Figura 1.26: Esboco dos graficos de y, =x"e Y, = 2x—x°
e determinacdo de area em [0,1].

As abscissas dos pontos onde as duas curvas se interceptam sdo 0 e
1. Assim, a area definida pelo grafico pode ser calculada através da

integral j.[(2x —x°)— x2]dx, usando
0

integrate(2*x, x,0, 1),
que resulta em Eu.a.

0

Exemplo 1.58. Calcular Ie”‘dx.
Solucao. Neste caso, trata-se de uma integral impropria:
0 0
[ edx=lim e dx = lim F(b).

b——w0
-0

Vamos calcular a primitiva utilizando o comando
integrate(exp(-x), x,0,b)

que resulta em F(b)=—e " +1. Em seguida calculamos o respectivo
limite no infinito através de

limit (-exp(-b)+1, b, inf)

onde o primeiro argumento representa a funcdo F, o segundo re-
presenta a variavel independente b e o ultimo representa para onde
tende tal variavel. Nesse caso, obtemos o resultado 1.




0
Exemplo 1.59. Calcular J. e “dx.

—0

0
Solucgdo. Agora, temos que calcular blirp je"‘dx = blifP F(b).
0 comando b
integrate(exp(-x), x,b,0)

resulta em F(b)=e" —1 enquanto o limite calculado por
limit (exp(-b)-1, b, -inf)

resulta +oo, indicado pelo software por inf, mostrando que a integral
é divergente.

1.10.1 Exercicios
1) Calcule a integral Jj e dx.
2) Mostre que se f é continua em [-1,3], entdo

flf(x)dx+Lof(x)dx+J‘Olf(x)dx+'|‘171f(x)dx:()_

3) Considere a fun¢do f:[-1,11—> R definida por

senl sex=0
S(x)= x’ :
0,5ex=0

A fungao f é integravel em [-1,1]? Justifique.

4) Considere as integrais

[[rwdr=3, [ fs)ds=8 e [ fydu=-1.
Encontre Jj f(x)dx.

5) Se f é continua em [a,b], mostre que

[ rax < [']7o]ax.
Sugestao. Use —| f(x)| < f(x) <|f(x)| e Teorema 1.8.

6) Encontre uma fungao f tal que f'(x) —l—Lz =0e f()=1.
X X



7) Seja f fungao continua em [—a,a]. Mostre que:
a)Se f é funcdo par, entdo j f(x)dx=2 jO“ f(x)dx.

b) Se f é fungao impar, entdo f f(x)dx=0.

8) Use o Exercicio 7 acima para mostrar que, se f:[0,1] > R é uma
funcdo continua, entao j x f(x*)dx =0.

9) Mostre que se g:[-1,1]—> R é uma fun¢ao continua, entao

Ioﬂg (senx)-cosxdx =0.

10) Encontre a derivada da funcao G(x) = LX costdt.

Sugestdo. Faga u = x’ e use a Regra de Cadeia.

11) Verifique por diferenciacdo que a férmula esta correta.

)jx+ dx = 2\/_\/_ tg*/?

dx 1 xX+a
b) IaZ-ﬁ:Zln

+c

X—da

2 {2
Q) J-x—dlex X +4—£l L4+x+c.
3Wxr+4 6 3 2
12) Calcule as integrais indefinidas:
eCOSX
a) |(x*+senx)dx; dx
‘ j & J.cossecx ;

h) Icos x-sen(senx)dx;

2
9 Ixledx; | (x2x+5d;

2

. dx
DI L e

4 a3
b) J'%\/de,

Sugestao. Dividir x> por (x*+1); Sugestdo. Completar o quadrado;

J‘mdx; k) j(x+secz 5x)dx;
2x+cosx

) J.tgxdx;



1) Icoszxdx, 0) jez" -sen3xdx;
Sugestao. Use cos’x = %. P) J' x*-cos x dx;

m) Ilogxdx; %) sz -e*dx;

n) jsen2xdx’_ r) J-x2 -In x dx.

COS x

13) Sabendo que f(0)=g(0)=0, mostre que
[[f@eg"x)de=f(a)gi@)- (@) g@)+] f"(x)g(x)dx.

14) Considere a fungao

x> +1, se|x|<1

2%, sel<x<2 .

f(X)={

Determine ﬁ f(x)dx.

15) Calcule as integrais definidas:

3 z
a) fln v e) J.Oscosxsensxdx;
x
11 3
b) J‘oﬁdt’. f) I_2|x2—l|dx;
2 1
Q) jl In xdx; g) _[Ozarcsenxdx;
d) jol(\/}—xz)dx,- h) [ (senx+|cosx ).

16) Use integracao por partes para mostrar as féormulas de redugao.

1 _
a) Icos"xdx=—cos" 'xsenx+

J-cos"’2 xdx.
n n

b) j (Inx)"dx = x(In x)" — nj (Inx)"" dx.

17) Calcule a drea entre as curvas y=x" e y =x".



18) Calcule a area entre a curva y = (x +1)(x —1)(x +2) e 0 eixo dos x.

2
19) Calcule a &rea entre as curvas x=y+1 e x= y7_ 3.

20) Esboce a regiao limitada pelas curvas dadas e encontre a 4rea
da regiao.
a) y=x+6, y=x"e y=—x;

b) x=y>-2,x=¢’, y=1le y=-1.

21) Determine a area da regido limitada pelos graficos de y =secx,

4 e x JT
y=X,XxX=—— =—.
4

4

22) Verifique se a integral é convergente ou divergente, e avalie
aquelas que sdo convergentes.

o0 2 1

a) IO xsen xdx; Q) IO R dx ;
e dx da [” L i
o x> 4+ 2x+2 3 x(Inx)

23) Use o critério da comparagao para determinar se a integral é

convergente.
wo|senx| , | _ wo]l+e”
Q) | Sy b’ Tt 9 L —dx

24) a) Mostre que fooxdx é divergente.

b) Verifique que lim J:txdx =0. Note que Ij:xdx #1im [ xdx.

t—>+0 t—>+o0 J—t

25) Seja f:[a,b] = R fungao continua. Mostre que existe c € (a,b)
tal que [ f(x)dx= f(c)(b~a).

Esse resultado é chamado de “Teorema do Valor Médio para
Integrais”.

Sugestao. Aplicar o Teorema de Weierstrass e o Teorema do
Valor Intermediario.



%0
Resumo

Os principais assuntos estudados neste capitulo foram:
* A defini¢ao de integral e suas propriedades;
¢ O Teorema Fundamental do Calculo;
* Método da Substituicao;
* Método da Integracao por Partes;
* Aplicacdo da integral definida no calculo de area;

* As defini¢des de Integrais Impréprias. E importante saber cal-
cular limite de fungoes.

Respostas dos exercicios

1.2.1 Exercicios

1) a) max A=supA4=5;, mind=inf 4=-2;

b) minB:infB:%; supB =1.

2) 2; 1.
3) ﬂ; E
60 60

4) Sim, f é limitada em [0,4] e descontinua somente no ponto 2.
5) m.
1.3.1 Exercicios

1) 34; 22; 28. 2)
1.4.1 Exercicios
1) 0.

2 a) [} ;b [ f(dx.



3) -10.
1.5.1 Exercicios
1) a) ﬁ;
5
b) 0;

2) a)Vl+x%;
b) —Inx’;
C) —e “cose .

3) 3.
2

1.6.1 Exercicios

5
1) a) x3+x?+x+c,'
9

b) ——=+¢;
2 ¢

Q) —e+g;
1,2
Jrxoxl
3¢ +13

6

3) 3cosx+

4) a)

1.7.1 Exercicios
1) a) %,3/(3x—1)4 +c;
1
b) gsen(5x+2)+c;
Q) VX +4+c¢;
2) a) lln9'
3 7

3 3

)~

In6 In3’

<) %(62—1);

d) 2;
In3

d) lx3+c;
6
e) secx+c;

f) 2arcsen x +c.

d) —+¢;
)20

e) In|senx|+c;

1 x—1
f) —arctg| — |+¢;
) > g( 5 j

1 12 3
o —[e"—¢€’];
)6[ ]




3) In|secx+tgx|+c.

1.7.2 Exercicios

1) a) e"(x* =2x+2)+c;

b) (x=3)tgx+In|cosx|+c;

5
Q) x—[lnx—l}+c;
5 5

1.9.1 Exercicios

1) a) Diverge;
b) m;

o 1;

7T
d) —;
)2a

2) a) Converge;

d) xarctgx—%ln(l+x2)+c;

e) xln(x*+1)—2x+2arctgx+c;

f) %[secxtgx+ln|secx+tgx|]+c.

¢ =
)3

d) l—lln2.
2 2

f) 18 u.a.

e) 0;

f) -1,

8) Ilng;
h) 3

b) Converge;



c) Diverge;

e) Converge;

3) a) l, s>0;
S

b) ,s>0;

st +1

<)

, $>a;
s—a

d) =

5,8 > 0.
S
1.10.1 Exercicios

1) 0.

3) Sim. f é limitada e possui em tinico ponto de descontinuidade.

4) 6.
6) f(x):lnx—l+2.
X
10) 3x*cosx’.
x3
12) a) ?—cosx+c;
4
b) %—93/;+21n|x\+c;
) x—l+c;
X
d) x—arctgx+c¢;
e) In|2x+cos x| +¢;
f) In|senx|+c;

g) = +c;

h) —cos(senx)+c;

d) Converge;
f) Diverge.

) larct (x—_l}tc'
J > g 5 ;

2
X

1
k) —+—tg5x+c;
) Stste
1) lx+lsen2x+c;
2 4
m) xlogx—xloge+c;

n) —2cosx+c;

2x

0) (2sen3x—3cos3x)+c;
p) x’senx+2xcosx—2senx+c;

q) x’e*—2xe* +2e" +c;




i) l1n|x2—2x+5|+c,-

14 8.2
3 In2

In*2

19) 18 u.a.

20) a) 19 u.a.

b) (e —e '+ I?Oju.a.

21) ln[giiju.a.

22) a) Diverge;

b) Converge para ;

23) a) Converge ;
b) Converge ;

¢) Diverge.

3 3
1) —ln—3+c;

h) 4.

¢) Diverge;

d) Converge para

3’3’
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Capitulo 2

Métodos de Integracao

Neste capitulo, estudaremos métodos para calcular in-
tegrais indefinidas cujos integrandos envolvem:

* Funcoes trigonométricas;

e Funcdes com expressdes da forma Na* — x>, \x* +a’
ou Nx*—a’,onde a>0;

* Funcoes racionais — o método das fracoes parciais, e
e Funcoes racionais de seno e cosseno.

Para facilitar a leitura do texto, no final deste capitulo
incluimos tabelas de derivadas, integrais e identidades
trigonométricas.

2.1 Integrais envolvendo funcoes
trigonometricas
2.1.1 Funcoes trigonométricas

Vamos comegar relembrando que as integrais
Isen xdx=-cosx+c e Icos xdx =sen x +c sao imediatas.

A partir dessas integrais e da aplicacdo do método da substitui-
¢ao, podemos obter as integrais de outras fungoes trigonométri-
cas.

Exemplo 2.1. Use o método da substitui¢ao para mostrar que:

a) Itgxdx=ln|secx|+c;

b) Isecxdx=1n|secx+tgx|+c.



Solucao.

a) thxdxzjsenx

dx.
coS X

Aplicando o método da substituicao, fazemos
u=cosx.Entdo du = —sen xdx.

Assim,
jtgxdx =— du

u
=—In|u|+c

=—In|cosx|+c

=In|secx|+c.

b) Para calcular a integral Isecxdx, €screveremos

secx+tgx
secx:secxw
(secx+tgx)

e aplicaremos o método da substituicio. Temos,

jsecxdx = Isecxwdx
(secx+tgx)

2
sec” x+secx-tgx
=J. g dx .
secx+tgx

Fazendo u =secx+tgx entdo du = (secx-tgx+sec’x)dx.
Assim,

du
jsecxdx:I7
=In|u|+c

=In|secx+tgx|+c.

De modo semelhante ao Exemplo 2.1, calculamos as integrais

J.cotgxdx:ln|senx|+c e jcossecxdx=1n|cossecx—cotgx|+c.

Exemplo 2.2. Calcule as integrais.

a) _[xtgx2 dx;

3x+1
b) Isec( 5 )dx.




Solucao.

a) Fazendo u = x* temos %du = xdx. Assim,
J‘xtgx2 dlejtgudu
2
1 2
=—In|secx” |+c.
2

3x+1

b) Fazendo u =( J temos dngdu. Entdo

Isec(3x+lex =2jsecu du
2 3

2
=§ln|sec u+tgu|+c
(3x+lj (3x+1j
sec +tg
2 2

2.1.2 Integrais envolvendo poténcias
de senx e cosx

2
=—In +c.
3

Para calcular integrais da forma I sen” xdx e I cos" xdx ,onde n>2
¢ um ndmero natural, usaremos as identidades trigonométricas:

sen’ x+cos” x =1 (1)

sen? x = 1—cos2x @
2

cos® x = 1+ c;)s 2x , 3

e aplicaremos o método da substituicao.

Outro processo para calcular as integrais J sen"xdx e Icos"x dx uti-
liza férmulas de recorréncia, que sao obtidas usando o método da
integracao por partes (veja Exercicio 3 da Segao 1.74). Vamos ilus-
trar essa técnica considerando exemplos que envolvem poténcias
impar e par.

Exemplo 2.3. Calcular as integrais abaixo:

a) jsen3x dx; b) jcos“x dx.



Solucao.
a) Temos sen’x = sen’x-sen x
=(1—cos’x)sen x

=senx—cos’x-senx.
Assim,

Jsen3x dx = I(senx —cos’x-sen x)dx
:Isenxdx—Jcoszx-senxdx.
A primeira integral € imediata, e para calcular a segunda faremos
u=cosx € du=—senxdx.
Portanto,

{sen3xdx = —cosx+J'u2 du

3
u
=—COSXxX+—+c¢

cos’ x

=—COSx+

O mesmo raciocinio aplicado para resolver este exemplo é valido
para obter as integrais Isen”x dx ou j cos"xdx, quando n é impar.
Note, a ideia é escrever o integrando de forma que aparega somen-
te um fator seno (e o resto da expressao em termos de cosseno) ou
apenas um fator cosseno (e o resto da expressao em termos de seno).

b) Neste exemplo n é par e ndo podemos aplicar a ideia acima. Va-
mos reescrever o integrando usando a identidade (3).

cos® x = (cos” x)°

_ [ I+cos2x ?
2

B 14+2cos2x+cos’2x
4

:l+lcos2x+lcos2 2x
472 4

1 1 1(1+cos4dx
=—+—cos2x+—| —
4 2 4( 2 j



:l+lcos2x+l+lcos4x
4 2 8 8

=§+10032x+1cos4x.
8 2 8
Assim,

Ic0s4xdx=j i+lcos2x+lcos4x dx
8 2 8
:J.idx+ljcos2xdx+lj‘cos4xdx
8 2 8
=§x+lsen2x+isen4x+c.
8 4 32

O mesmo raciocinio aplicado para resolver este exemplo é valido
para calcular as integraisjsen"x dx ou Icos”xdx com n par. A ideia
é escrever o integrando de forma que aparega poténcia de ordem
2, e usar as identidades trigonométricas que relacionam angulo e
metade de angulo.

Para calcular integral que envolve produto de poténcias de seno e
cosseno, ou seja, integral do tipo |sen”x-cos"xdx com m e n intei-
ros positivos, empregamos as mesmas técnicas usadas anteriormen-
te. Se m e n sdo ntimeros pares, entdo recorremos as identidades (2)
e (3), e aplicamos o método da substitui¢cao. No caso em que m ou n
é impar usamos a identidade (1) e aplicamos o método da mudanca
de varidvel.

Exemplo 2.4. Calcular as integrais.

2
a) Isen x-cos’xdx;
b) Isen2x~cos2xdx.

Solucéo.

a) Neste caso, o cosseno tem poténcia impar. Vamos preparar o inte-
grando, mantendo um fator de cosseno, e usaremos a identidade (1).

sen’x-cos’x =sen’x-cos x-cos’x
=sen’x-cos x-(cos’x)’

=sen’x-cos x(1—sen’x)’



=sen’x-cosx (1—2sen’x+sen’x)
=sen’x-cosx—2sen’x-cosx+sen’x-cosx.
Assim,

_[senzx-cossxdx = Isenzx-cosxdx—2_[sen4x-cosxdx+'[sen6x-cosxdx (u=senx)

= qu afu—ZJ‘u4 du +J‘u6 du

_1 3 5 7
=—Ssen " x——Sen" x+—sen x+c.
3 5 7

b) Neste exemplo m e n sdo numeros pares. Entdo vamos reescrever
o integrando usando as identidades (2) e (3).

senzx.coszx_(1—c052x}(1+cos2xj

2 2

1
=—(1-cos’ 2x
4( )

()

=l—lcos4x.
8 8

Portanto,

1 1
jsen2x~cos2x dx = j—dx ——Icos Ax dx
8 8
1
=—x——sendx+c.
8 32
Observacio. As vezes é conveniente usar a identida-

de sen2x=2senx-cosx para calcular integral do tipo
_[ sen"x-cos”xdx , quando n=m e sdo nimeros pares.

2.1.3 Integrais de poténcias de tgx e cotgx

Para calcular integrais do tipo Itg”xdx e Icotg” xdx, sendo n >2
um numero natural, vamos usar as identidades

sec’x—tg’x =1 4)



cossec’x —cotg’x =1. (5)

No caso do integrando ser poténcia da tangente, devemos usar (4)
e lembrar que se u =tgx entdo du =sec’xdx para resolver fazendo
uma mudanga de varidvel. Se o integrando envolver a cotangente,
aplicamos (5) e lembremos que se u = cotg x entdo du = —cossec’x dx.
Exemplo 2.5. Calcule as integrais.

a) jtg“x dx;

b) Icotg3x dx .

Solucao.
a) Vamos reescrever o integrando usando a identidade (4). Temos,
tg* x=tg’ x-tg’ x
=tg® x(—1+sec’ x)
=—tg’ x+1tg’ x-sec’ x
= —(—1+sec’ x)+1tg’ x-sec’ x
=tg’ x-sec’ x—sec’ x+1.
Assim,
jtg“x dx = J.tggzyc-sec2 xdx —Iseczx dx + J-dx .
Para calcular Itgzx-seczxdx faremos
u=tgx e du=sec’ xdx.
Portanto,
J.tg“xa’x:‘[u2 du—tgx+x
tg3 X

= —tgx+x+c.
3 g

b) Preparando o integrando temos,
cotg3 Xx =cotg x~c0tg2 X
= cotg x (—1+ cossec” x)

= cotg x-cossec’ X —cotg X .



104

Assim,
Icotg3x = Icotgx-cossecz xdx —j cotg x dx.
Para encontrar a integral jcotgx-cossecz xdx faremos
u=cotgx e du=—cossec’ xdx.
Portanto,
Icotg3xdx = —Iudu —In|senx]|

—cotg” x
=———=—+In|cossecx|+c.

2.1.4 Integrais de poténcias de secx e cossecx

Para calcular integrais do tipo .[ sec"xdx ou Icossec"x dx ,onde n é
um nimero natural maior do que 2, devemos analisar os casos em
que n € um numero par e n € um numero impar.

1) Se n é par entao devemos expressar o integrando como produ-
to de poténcias de forma que um fator seja sec’ x ou cossec’ x,
usar as identidades (4) ou (5) e aplicar o método da substitui-
¢ao da variavel.

2) Se n for impar, entdo devemos aplicar o método da integragao
por partes.
Exemplo 2.6. Calcule as integrais.
a) J. sec*xdx;

b) .[ cossec’xdx .

Solucio.
a) Temos sec’ x =sec” x-sec’ x
2 2
=sec” x(tg"x+1)

=sec’ x-tg’ x+sec’ x.
Assim,

Isec“x dx = Iseczx tg” xdx + Isecz xdx .



Para calcular a integral .[seczx-tgz xdx faremos
u=tgx e du=sec’ xdx.

Portanto,
Isec“xdx = J.uz du +tg x

3

g x
= +tgx+c-
3
b) Temos,

j cossec’x dx = j cossec x -cossec’x dx .
Fazendo

u=cossecx e dv=cossec’xdx, temos

du =—cossecx-cotgxdx € v=—cotgx.
Assim,

I cossec’x dx = —cossec x - cotg X — I cotg’x-cossec x dx .
Usando a identidade
2 2
cotg"x =—1+cossec’x
temos,
Icossec3x dx = —cossec x-cotgx — I (=14 cossec’x) cossec x dx

=—cossecx-cotg x + j cossec x dx — J- cossec’xdx .
Portanto,

1
I cossec’x dx = ) (—cossecx-cotg x+1In | cossecx —cotgx|)+c.

2.1.5 Integrais de produtos de poténcias
de tgx e secx

Vamos considerar integral da forma Itg'”x -sec” xdx, onde m,n sao
inteiros positivos.

* Se m=n=1, entdo a integral é imediata.

* Se n=2 e m qualquer usamos o método da substituicao.

* Se n for par, n>2 e m qualquer, reescreva apenas
sec”x = sec’x-sec” x, use a identidade (4) para expressar sec” *x
em termos da tgx, e faca a mudanca de variavel u =tgx.




* Se m e n forem impares, entdo reescreva o integrando de
modo que um fator seja tgx-secx, use a identidade (4) para
expressar tg”'x em termos da secx e faca a mudanga de va-
riavel u =secx .

* Se m for par e n impar, entao use a identidade (4) para expres-
sar tg”"x em termos de secx. A integral original se transfor-
mard numa soma de integrais de poténcias de secx. Use a téc-
nica anterior (Segao 2.1.4) para calcular as integrais resultantes.

Exemplo 2.7. Calcule as integrais.

a) Itgéx -sec’ xdx;

b) th3x- sec’ xdx .

Solucdo.

a) O expoente da secx € par. Assim, vamos preparar o integrando de
2
modo a ter um fator sec” x . Temos,

tg® x-sec* x = tg° x-sec’ x-sec’ x
=tg° x(tg’ x +1)sec’ x

=tg8x-sec2x+tg6x-seczx.

Assim,

J-tgéx-sec4 xdx = jtggx -sec” xdx + J.‘[g6x-sec2 xdx.
Fazendo

u=tgx temos du =sec’ xdx.
Portanto,

J-tgéx-sec4 xdx = jug du +J-u6 du

9 7
9 7

b) O expoente da tgx € impar. Neste caso, vamos preparar o inte-
grando usando a identidade (4) de modo a ter um fator tg x-secx.
Assim,

tg3x-sec5x=tgx-secx-tg2x-sec4x
=tgx-secx(sec’ x—1)sec’ x

=sec’ x-tgx-secx—sec’ x-tgx-secx.



Portanto,
Itg3xsec5 xdx = jsecG x-tgx-secxdx—J.sec“x-tgx~secxdx
=Iu6du—ju%m

_sec’ x seC’x

7 5
pois se u =secx entdo du =secx-tgxdx.

De forma semelhante a técnica apresentada acima, podemos obter
integrais de produtos de poténcias cotg x e cossecx .

Outro processo para calcular integrais que envolvem poténcias de
fungodes trigonométricas é dado no teorema abaixo. O processo con-
siste em expressar a integral que se deseja obter em outra que envol-
va um expoente menor.

Teorema 2.1. (Férmulas de Recorréncia). Para qualquer inteiro positi-
00 n, temos:
-1 _ n—1 _
1) Isen”xdx = —sen" "' x-cosx + —Isen” 2xdx;
n n
1 _ n—1 _
2) Icos" dx = —cos" ' x-senx + —J.cos” 2xdx;
n n

3) Itg"xdx Ltg”‘lx -~ J.tg”_zxdx, n#l;

n—1
n 1 n—1 n-2
4) Icotg xdx = ———cotg" x — Icotg xdx, n#1;
n—1
n 1 n-2 n_2 n-2
5) jsec xdx = ——sec" " x-tgx + Isec xdx, n#1;
n—1 n—
6) jcossec”xdx = _—lcossec"*zx-cotgx b — J.cossec”*zxdx, n#l.
n—1 n—1

Demonstracgdo. Provaremos os itens (3) e (5), os demais serdo deixa-
dos como exercicio.

Para provar o item (3), escreveremos
jtg" xdx = J.tg2 x-tg" xdx

= I (—1+sec® x)tg" > xdx

= Isecz x-tg" " xdx — I tg"™? xdx .



Para calcular a primeira integral, faremos a substituicdo
u=tgx e du=sec’ xdx.

Logo,
Itg" xdx = Iu"_zdu - I tg" ™ xdx

=S ——[tg 7 xdy, (nz)
= Ltg”_1 xX— j tg" > xdx .
n—1
Agora, provaremos o item (5). Vamos escrever
1= J-sec”x dx = Jsec”‘2x~secz xdx.
Para usar integracdo por partes faremos,
u=sec" > x dv =sec’ xdx
du=(n-2)sec" > x-tg xdx v=tgx.
Logo,
I =sec"’ x-tgx — (n— 2)J‘sec”*2 x-tg'xdx.
Usando a identidade
tgzx =—1+sec’x,
segue que
I =sec"’ x-tgx — (n— 2)J‘sec”*2 x(sec’x—1)dx.
Assim,
I =sec"*x-tgx — (n— 2)jsec” xdx + (n— 2)I sec”? x dx
=sec" P x-tgx — (n—2)I1 + (n —2)J‘sec""2 xdx,
ou seja,
(n—=1)1 =sec" > x-tgx + (n —2)Isec”*2 xdx.

Portanto,
n-—2

1
I = ——sec" x-tgx + J.sec”_zxdx, n#l.

n—1 n—



Exemplo 2.8. Aplique a féormula de recorréncia para calcular a inte-
gral I sec’xdx.

Solucao.

Isec3xdx=lsecx-tgx+ljsecxdx
2 2
1
=5(secx-tgx+ln|tgx+secx|)+c.
2.1.6 Integrais de funcoes envolvendo seno e

cosseno de arcos diferentes

Para calcular integrais do tipo
jsen ax-cosbxdx, Isen ax-senbxdx e Icos ax-cosbxdx,

onde a,b e R, devemos usar a identidade correspondente:

sen ax-cosbx = %[sen(a —b)x+sen(a+ b)x] ; ©6)
sen ax-sen bx = 1 [cos(a—b)x—cos(a+b)x]; 7)
cosax-cosbx = %[cos(a —b)x +cos(a+b)x]. 8)

As integrais acima também podem ser obtidas usando integragao
por partes.

Exemplo 2.9. Calcular a integral jsen 5x-cos2xdx .
Solucio. Recorrendo a identidade (6) temos

Isen S5x-cos2xdx = %J.(sen 3x+sen7x)dx

1 (cos3x cos 7xj
+c

—— +
2 3 7

2.1.1 Exercicios
1) Calcular as integrais.

a) Isensxdx; b) Icos“ 2xdx;



Q) Ie’“ tgte’ dx . d) Isec3 (x+2)dx.
e) jsen32x~cos4 2xdx f) Itg3x-sec4xdx;
3
g) Isen4x~cosSxdx. h) J~cos4xdx.
’ sen” x

2) Mostre que

-1 _ _
J cossec"xdx = ——cossec” ” x-cotgx + Icossec” xdx,

n—1 n-—

onde n é um inteiro positivoe n#1.

3) Verifique que f senmx-cosnxdx=0,para mneZ.

2.2 Substituicao trigonométrica

Se o integrando envolve uma expressao da forma
Va2 —=x* , x*+a* ou Vx*—a®,com a>0,

é possivel fazer uma mudanga de variavel (uma substituicdo trigo-

nométrica) e com o auxilio das identidades,
2 2 2 2
sen"f@+cos"0=1 ou tg O+1=sec O,

reescrever o integrando sem o radical. Vejamos:
(1) O integrando envolve a expressao va’—x° com a>0.

Para este caso, vamos fazer a mudanga de variavel
x=asenf (ver Figura 2.1).

Temos,

Ja* - :\/a2 —(asen0)’
=@’ (1-sen’ 0)
= > cos’ 6
= avJcos? 0

=a|cosO|.



2 2
a —X

Figura 2.1

Para facilitar os calculos, vamos supor 6 € {Tn %} Dessa forma,

cos0>0 e |cosO|=cosO, logo Va’ —x* =acosh.

V4-x°

2
X

dx .

Exemplo 2.10. Calcular j

Solugéo. Vamos fazer a mudanca de variavel x =2sen@, entdo
dx=2cos0d0O, e

V4—-x* =2cosf com Oe{%,ﬁ}.

2
Assim,
J— 2 .
j X dx:I20050 2(:2050d0
4sen- 0
J-cos 20d0o
sen’ 6
:jcothQdO

= J‘(cossec2 0-1)do
=—cotgh—-60+c.
Agora, devemos retornar a variavel original x.Temos x =2sen6 com

T . . . , «
0e [7,5} Nesse intervalo a fungéo seno ¢ inversivel, entdo

X
0 = arcsen—.
2

Para expressar a cotgf® em termos da variavel x, basta observar a
Figura 2.2. Logo,

cos 4-x

cotgf =

senf  x



2

2% —x*
Figura 2.2

Portanto,

J-\/4—x2 dy— Va4-x°
x° T

X
- arcsen5+ C.

Exemplo 2.11. Calcular

.
x*V9-x’
~ 4 T
Solucgdo. Fazendo x =3sen6 com ——SGSE entdo

2
dx=3cos0df e ~9—x*=3cosh.

Assim,
1 3cosb
—dx = d0
'[x%/g_xz I9sen20-30050
L[
97 sen’ 6
= éjcossecze do
1
=—§cotg0+c.
_ 2
Temos x =3sen6 e 9 —x* =3cosO entdo, cotgh = 9-x
X

Portanto,
9—x*

1
- dx=-
IXZ [9_x2 * 9x

+cC.

Exemplo 2.12. Calcular _[Oa Va’—x*dx, a>0.
~ 7T 7T ~
Solucéo. Fazendo x =asen6 com Y <6< 2 Entdo

dx=acos0df e ~a*—-x’=acos.




Mudando os limites de integracao, quando
4
x=0 temos =0 e quando x=a temos 0:3.

Portanto,

J:l Na' —x* dx = J? (acosB)(acosO)do

44

=a’ F cos’0do
0

:a2I’2’1+cos20
0 2

do

=%2_j§d9+j§cos29de}

2 ﬂ 1 E
:a? 0|2 +Esen20 2
| 10 0
-
-4 £+l(sen7t—sen0)
212 2
a2
=—u.
4

Observe que, nesse exemplo, foi calculado um quarto da area do cir-
culo de raio a.

(2) O integrando envolve a expressao vx’ +a’ com a>0.

Neste caso, faremos a mudanca de variavel

x=atg0 ( ver Figura 2.3).

Figura 2.3



7 4 :
Vamos supor que Y << ES Note que com 6 neste intervalo, a

funcao tangente é inversivel e a funcao secante é positiva. Entao

\/xz+a2 :\/a2 tg’0+a’
=’ (tg’ 0+1)
—Ja*sec’ 6
=a|secH |

=asecH.

VX' +4
2 dx .

Exemplo 2.13. Calcular I

Solucéo. Fazendo x=2tg6 com —%<9<%, temos
dx=2sec’0dO e ~x*+4=2sech.

Assim,
2
j—”:“dx - % [@seco)2sec’ 6)db

=Isec30d0.

Vamos calcular jsec30d0 usando a formula de recorréncia (5).

Isec30d0:lsecﬁ-tg9+lj‘secxdx
2 2

=%sec0~tg0+%ln\sec(9+tg0|+c.

Para retornar a variavel original x, temos

2
tgG:i e sec =22 +4.
2
Portanto,
/ 2 / 2
J. x4+4a’x:%)m/x2+4+%ln¥+c1

=%x\/x2 +4+%ln‘x+\/x2 +4‘+%ln%+c1

1, 1
x+\/x2+4‘+c onde c=51n5+cl.

=%x\/x2 +4 +%ln




Exemplo 2.14.

dx
a) Mostre que j— =In|x+Vx* +a’
Va’ +x°

In +c,com a>0;

b)

Use o item a) para calcular J‘L
Vx? +2x+10

Solucao.

) dx
a) Para calcular a integral Jﬁ vamos fazer a mudanca de
X

variavel
x=atgh com Top<Z
2 2
Entio
dx=asec’0d0 e ~a*+x* =asech.
Assim,
J~ J~asec 0
Ja +x° asect
:J.seCOdG

=In|tgO+secO|+c,.

Devemos voltar a variavel original x. Temos

x=atgh e \a’+x* =asecH entdo
x VXt +a’
tgfd=— e secO=—.

a a

Portanto,

1
=ln‘x+\/x2 +a’|+In—+c,

a

1
zln‘x+\/x2+a2 +c,onde c=ln—+¢,.

a

dx

——=—=—=, vamos completar quadrados.
VxT+2x+10

b) Para calcular I

Escrevemos

I\/x2+2x+10 :‘[\/(x+1)2+9 '



Fazendo a mudanca de variavel ¢ =x+1, obtemos df = dx. Assim,

J- dx =J~ dt
JE+) +9 TP +9
=In|t+/¢° +9‘+c (pelo item a))

=In|(x+1)++/(x+1)? +9‘+c.
=In (x+l)+\/x2+2x+10‘+c.

Portanto,

dx
J.\/xz +2x+10

du
Exemplo 2.15. Calcule | ——.
P I uN9 + 4u*

Soluc¢ao. Para calcular a integral faremos a substituicdo

J- du
uN9 + du®
x=2u e obtemos dx=2du.

Assim,
dx

u 9+4u 2 4/9+x

B dx
_Ix\/9+x2 .

Agora, fazendo
x=3tgf com —%<0<% entdo

dx=3sec’0dO e \J9+x* =3sech.

Segue que

2
J- dx =I 3sec” 6 40
X9+ 12 3tgf-3sech

:_J~sec9

tg 6
= lJ-cossec 0do

3

= %ln|cossec€ —cotg 0| +c.

Devemos escrever este resultado em termos da variavel original u.

Inicialmente, escrevemos em termos da variavel x e em seguida de
u . Como



2

entdo

3

3 V9 +x?
cotgh == e cossecH = .
X X

th:g e secO =

Portanto,

= %ln |cossec 0 —cotg 0| +¢

J~ du
uN9 + du?

1, [W9+x* 3
=—In -—l+c

3 X X

1 9+4du’ -3
=—In +c

2u

1, [NV9+4u” -3 1.1
=—In +c,onde c=—In—+c,.

3 u 3 2

(3) O integrando envolve a expressao Vx’—a’ com a>0.

Neste caso, vamos fazer a mudancga de variavel

x=asecO (ver Figura 2.4).
Temos,

\/x2 —a’ =\/a2 sec’ O —a’
= Ja’(sec’ 60 -1)
=aqtg’ 0

=altgl].

X —d

a

Figura 2.4

Para garantir que tgf >0 e que a funcao secante seja inversivel,

vamos supor 6 € {0,%) U {n,%) .



Assim,
VX' —a’ =a|tgl|

=atgh.
Exemplo 2.16. Calcular as integrais abaixo:

dx
a) J— com a>0;
x’—a’

dx
b [——
4x -5
Solucao.

. dx o
a) Para calcular a integral Iﬁfaremos a mudanca de variavel
X" —a

x=asec6 onde 0 e {O,%}U[n,%} . Entdo

dx=atgh-secO0dd e ~x'—a’=atgh.

Assim,
atgf-secHdo

dx
IJ;izfzj atg6

=Isec9d0

=In|tg0+secl|+c,.

Devemos voltar a variavel original x. Temos,

x=asecH e \x*—a’ =atgh entio

X —a’
secl=— e tgh =
a a

Portanto,
dx xX*—at x
=In +—

J‘\/xz_az a a
=lnWx*—a® +x

+¢

1
+c,onde c=ln—+¢,.
a

b) Para calcular a integral J- faremos a mudanca de variavel

dx
Jax? -5

t=2x e obtemos dt =2dx.



Assim,

J~ dx =lj‘ dt
Jax -5 27\ s
:%m‘\/tz -5 +t‘+c (pelo item a))

:%In‘\/4x2 -5 +2x‘+c.
Exemplo 2.17. Calcular j &
xX’Ax* =16
Solugao. Fazendo a mudanca de variavel

x=4secH, onde 0S0<% ou n39<37n,entéo

dx=41tg0-secOd O e \Nx* —16 =4tg0.

Assim,
J~ dx _J- 4tg0-sech 40
vixr—16 ° 16sec’0-4tg0
1t
16 secO
:chosedﬁ
16
1
=—senf+c.
16

Vamos retornar a variavel original x. Como,

tgd Nx*-16

tgf = =
& sect X

X .
e sec@=z entido senf =

Portanto:
x*-16

dx
J.xz\/)cz -16 ~ l6x

+c.

2.2.1 Exercicios

1) Calcular as integrais.

o [P ax; b [




dx -

C) I\/:—_4dx, d) I\/9—x4x2

2) Avalie as integrais abaixo:

2) .[3 dx b) .[2 dx .

09+ x? '

2.3 Integracao de funcoes racionais:
método das fracoes parciais

Nesta se¢ao estudaremos como calcular a integral de qualquer fun-
¢ao racional (quociente de polindmios) usando o método das fra¢oes
parciais. Este consiste em escrever a fung¢do racional como soma de
fracdes mais simples.

Para apresentar o método, vamos considerar uma fungao racional

_pr)
f(x) Y

onde p(x) e g(x) sdo polindmios. Se o grau de p(x)é menor que o
grau de ¢g(x), entdo f(x) é uma funcado racional prépria; caso contra-
rio, f(x) é chamada imprépria.

Uma fungao racional imprépria pode ser escrita como soma de um
polindmio e uma fungao racional prépria. Por exemplo:

3
TIX (P xt2) + il

Para calcular a integral da fungao f(x), devemos verificar inicial-
mente se f(x) é prépria ou imprépria. Se f(x) é prépria, entao
devemos escrever a fungao como soma de fragdes parciais mais sim-
ples (um resultado da 4lgebra garante que sempre é possivel fazer
isso), e a partir desta soma encontramos a integral da funcao f(x).
Se f(x) é imprdpria, entdo devemos dividir p(x) por g(x) e tere-
mos f(x) escrita como soma de um polindmio e uma fungao racio-
nal propria. Neste caso para obter a integral da f(x), basta encon-
trar a integral do polindmio (que se obtém facilmente) e a integral
da funcao racional prépria.



A decomposicao de uma fungao racional prépria em uma soma de
fragdes parciais mais simples esta vinculada ao modo que o poli-
nomio do denominador g(x) se decompde em fatores lineares (da
forma ax+b) e quadraticos irredutiveis (da forma ax® +bx+c, onde
b* —4ac < 0). Por exemplo:

a) Se g(x)=2x*—8x?, entdo g(x) pode ser escrito como
g(x)=2x-x-(x-2)-(x+2).

b) Se q(x)=x’-2x* +4x -8, entdo g(x) pode ser escrito como
g(x)= (x> +4)(x-2).

Para efetuar a decomposicdo da funcdo racional prépria, devemos
decompor ¢g(x) em fatores lineares e quadraticos e considerar os
fatores envolvidos na decomposicao. Dependendo da natureza dos
fatores associamos a cada fator um tipo de fragao parcial (as formas
das fragoes parciais sdo garantidas por resultados da algebra). Veja-
mos 0s quatro casos que ocorrem:

1° Caso: Fatores lineares distintos

Se q(x)=(ax+b)(a,x+b,)---(a,x+b,), onde nenhum fator linear é

. < < . . x
repetido, entdo a fungao racional prépria P corresponde a uma

soma de n fragdes parciais da forma: 9(x)

n

+ /
qg(x) ax+b  a,x+b, a,x+b,

P _ A 4 A

onde 4, 4,,...,A4, sdo constantes que devem ser determinadas me-
diante a técnica de coeficientes indeterminados ou a de substituicao

de valores.
Exemplo 2.18. Calcular I zx;gdx.
X +x-2
x ~ : x+8 ., .
Solugéo. A funcéo racional f(x)=— € propria.
X +x-2

Decompondo o polindmio do denominador temos
g(x)=x"+x-2=(x-1)(x+2).

Como ¢(x) tem fatores lineares distintos, entdo a funcdo racional
corresponde a uma soma de duas fracdes parciais da forma



x+38 4 4,
> = + .
X +x-2 x-1 x+2

Para determinar 4, e A4,, vamos multiplicar ambos os lados da equa-
cdo acima por (x—1)(x+2), e assim obtemos

x+8=4(x+2)+4,(x-1)
=(4 +A4,)x+ (24, - 4,).
Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, seque que

A+4,=1
24 -4, =8

Resolvendo o sistema temos
A=3ed4=-2.
Logo, a decomposicdo em fracOes parciais €

x+8 3 2

X+x—2 x-1 x+2

Portanto,

dxzj 3 dx+ 2 dx
x—1 x+2

x+8
v

=3In|x-1|-2In|x+2]|+c.

O resultado acima também poderia ser obtido através do software
Maxima com o seguinte comando

partfrac ((x + 8)/(x"2 + x - 2), x)

onde o primeiro argumento representa a funcdo a ser decomposta
em fragoes parciais; € o sequndo argumento, a variavel independente.

Observacao: Existe outra maneira prética para determinar os valo-

res das constantes 4, e 4,. A equacgao

x+8=4,(x+2)+ A4,(x—1) é satisfeita para todo x real.

Em particular é vdlida para x=1 e x=-2. Assim,

para x=1 temos 9=34,, e
para x=-2 temos 6=-34,.



Logo,
A4 =3e d4=-2.

Note que os valores de x considerados sdo os valores que anulam
os denominadores das fra¢des parciais, isto €, sdo as raizes do deno-
minador ¢(x).

x—1
Exemplo 2.19. Calcular J- dx .

X +x’—4x—4

Solucdo. O integrando € uma funcéo racional propria. As raizes da
equagio x’ +x° —4x—4=0 sdo

x—1 4 A4, A,
= + +
¥ —-x"—4x-4 (x-2) (x+1) (x+2)-

Multiplicando a equacdo acima por (x—2)(x+1)(x+2), obtemos
x=1=A4(x+)(x+2)+ A4, (x=2)(x+2)+ 4 (x=2)(x+1).

Vamos determinar 4,, 4, e A, usando o método pratico. Substituindo
x=2, x=-1 e x=-2 na equacdo acima, temos

1=124,
—2=-34,,
—3=44,
ou seja,
1 2 3
A =—, == e A, =—-=.
S %73 !

Logo, a decomposicao em fragdes parciais €

x—1 2 3
X 4x—dx—4 12(x-2) 3(x+1) 4(x+2)

Portanto,

x—1 1 de 2¢dx 3¢ dx
[ 2ol gL 2 3
X +x"—4x—x 129x-2 37x+1 47 x+2

:Lln|x—2|+gln|x+l|—iln|x+2|+c.
12 3 4
—x’=3x" = 2x+2

4
Exemplo 2.20. Calcular 7 = j al T2 dx .
X +X —4Xx




Solucdo. O integrando ¢ uma fungdo racional impropria. Neste caso,
devemos fazer a divisdo de polindmios. Temos,

xt=x=3x*=2x+2 x*—6x+2
— =()c—2)+—3 > .
X +x°-2x X +x"—2x
Assim,
x*—6x+2
I=|(x-2)dx+ | ————"dx.
J-( ) jx3+x2—2x

A primeira integral ndo apresenta dificuldade. Precisamos calcular a
segunda integral, para isso vamos decompor o integrando em fracoes
parciais. Temos,

¥ -6x+2 A A, A4
3, .2 =7 + '
X +x =-2x x x-1 x+2

Multiplicando a equacgdo acima por x(x—1)(x+2) obtemos,
X =6x+2=A4(x=1)(x+2)+ 4,x (x+2)+ Ax(x—1).

Agora,

para x=0 temos 2=-24,
para x=1 temos —-3=34,,
para x=-2 temos 18=64,,

ou s€ja,
A4=-1. 4,=-1 ¢ 4, = 3.

2

Logo,

dx dx dx

I=[G-2)a— [E-[-Z 43
J.(x Jdx '[x x—1 J-x+2
2

:%—2x—ln|xl—ln|x—1]+3ln|x+2|+c.

2° Caso: Fatores lineares repetidos

Se um fator linear (ax+5) de g(x) tem multiplicidade &, a esse fator
correspondera uma soma de k fragdes parciais da forma

A A A4,

1 2 T T S
ax+b (ax+b)’ (ax+b)"’

onde 4, A4,,...,4, sao constantes a determinar.

2
1
Exemplo 2.21. Calcularj- g x3 tx; 1dx.
x =3x"+3x—




Solugdo. A equacdo g(x)=x’ —3x> +3x—1=0 tem apenas uma raiz
real, x =1, com multiplicidade 3. Assim,
X +x+1 A A, A,
3 2 - + 7t 30
x =3x"+3x-1 (x-1) (x-1)" (x-1)

Multiplicando a equacio por (x—1)*, temos
X Ax+l=(x=-1) 4 +(x-D4, + 4.
Substituindo x=1, x=0 e x=-1 na equacdo acima, obtemos
4,=3
A4-4,+4,=1 ,
44 -24,+ 4, =1
ou seja,
A=1 4,=3 e 4,=3.

Também podemos escolher quaisquer outros valores de x para for-
mar o sistema. Os valores considerados simplificam as contas.

Portanto,
2
J~ : X +2x+1 dxzj dx +3J~ dx 2+3J~ dx :
x =3x"+3x-1 x—1 (x=1) (x=1)
=ln|x-1|- s 3 ~+c
(x=1) 2(x-1)
Exemplo 2.22. Calcular .[ #dx .
X +4x"+4x

Solucdo. As raizes de g(x)=x"+4x’ +4x=0 sdo x=0 e x=-2,
sendo que x =—2 tem multiplicidade 2. Neste caso, o integrando por
ser escrito na forma

x+1 4 A 4

X +4x> +4x  x—0 x+2 (x+2)2.

Multiplicando ambos os membros da equacio por x(x+2)>, temos
x+1=A4(x+2) + Ax(x+2)+ 4,x.

Substituindo x=0, x=-2 e x=-1 na equacdo acima obtemos,
respectivamente:



44 =1

—24,=-1
A—-4,-4,=0
Resolvendo o sistema encontramos
1 1 1
A=—, A =—— e A =—.
1 4 2 4 3 2
Portanto,
x+1 1edx 1¢ dx 1 dx
j#dx:—j——— APy 2
X +4x" +4x 49 x 4x+2 27(x+2)
=lln|x|——ln|x+2|— !
2(x+2)

3° Caso: Fatores quadraticos irredutiveis distintos

A cada fator quadrético irredutivel ax’ +bx +c que aparece uma vez
em ¢(x), corresponderd a uma fragao parcial da forma

Ax+ B
ax’ +bx+c

onde A e B sao constantes a determinar.

2 f— —
Exemplo 2.23. Calcular Iﬂdx .

X +xT -2

Soluc¢do. A equagio g(x)=x’+x*—2=0 tem somente uma raiz
real, x=1. Assim, o polindbmio g(x) € decomposto como

g(x)=(x=1(x*+2x+2), (x*+2x+2 é fator irredutivel)

e o integrando corresponde a uma soma de duas fragcoes parciais da
forma
x’-2x-3 A Bx+C
3, 2 = T3 .
X +x =2 x-1 x"+2x+2

Multiplicado a equagdo acima por (x—1)(x* +2x+2), temos
¥ =2x-3 = A(X* +2x+2)+(Bx+C)(x—-1)

= (A+B)x* +(2A—-B+C)x+(24-C).



Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, obtemos

A+B=1
24-B+C=-2.
24-C=-3
Resolvendo o sistema, encontramos
R
5 5 5
Logo,
J-x2—2x 3 ___J- I Ox+7
x=xt=2 x? +2x+2
:_i1n|x_1|+1'[wd
5 59 x°+2x+2

=—i1n|x—1|+2jz";ldx——j2—.
5 59 x +2x+2 59 x°+2x+2

Na primeira integral faremos a mudanca de variavel
u=x"+2x+2 entdo du=2x+2)dx.
Assim,
J~ x+1 J 1 rdu

X2 4+2x+2 29 u
1 2
:51n|x +2x+2]|+¢,.

Na segunda integral completamos o quadrado no denominador e ob-
temos

d
Ix2+2x+2 =I(x+1)2+1

=arctg(x+1)+c,.
Portanto,
2
I—x3 2? 3a'xz—iln|x—1|+iln|x2+2x+2|—garctg(x+1)+c.
X +x =2 5 10 5

2

Exemplo 2.24. Calcular j x —x 2l dx.

2x° —x*+8x—4

Solucéo. O polindmio g(x) =2x’ —x* +8x—4 pode ser escrito como

g(x)=02x-1) (x2 +4).



Assim, como fator x* +4 é irredutivel, temos

x*—x-21 A Bx+C
32 4 e +— .
2x—x"+8x—-4 2x-1 x"+4

Multiplicando a equacio por (2x—1)(x*> +4), temos
¥ —x—-21=A(xX* +4)+(Bx+C)(2x-1)
=(A+2B)x* + (=B +2C)x+(44-C)

Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, seque

A+2B=1
-B+2C=-1,
44-C=-21

ou s€ja,

A=-5, B=3 e C=I.

Portanto,
2
J- 3x 2x 21 dx:—SI dx +J-3;c+1dx
2x —x"+8x—-4 2x—1 x“+4
5 X dx
=——In|2x-1|+3 dx+ | —
2 | | jx2+4 Ix2+22

I 2x— 1[40 + 4)+Larctg X + ¢,
2 2 27 %)

4° Caso: Fatores quadraticos irredutiveis repetidos

Se um fator quadratico irredutivel ax’ +bx+c de g(x) tem multipli-
cidade k, a esse fator corresponderd uma soma de fragdes parciais
da forma
Ax+B, N Ax+B, - Ax+B,
ax’ +bx+c  (ax’ +bx+c)’ (ax* +bx+c)"’

onde 4,4,,...,4,,B,,B,,...,B, sdo constantes a determinar.

3 2
Exemplo 2.25. Calcular st 7 3x2 -|;7x1 3 dx .
X +2IxX°+

Solugdo. Decompondo o polindmio do denominador, temos

g(x)=x"+2x" +1=(x"+1)(x* +1).



Como ¢(x) tem um fator quadratico irredutivel com multiplicidade
2, entdo
5x°=3x*+7x-3 _ Ax+B, N A,x+ B,

xt+2x7 +1 ¥+l (4D

Multiplicando a equacio acima por (x* +1)*, temos
5x° =3x" +7x-3=(4x+B)(x’ +1)+(4,x+B))
= Ax’ +Bx* +(4 + A)x+ (B, +B,).

Equacionando os coeficientes, temos

4 =5

B =-3

A+4,=T

B +B,=-3
Resolvendo o sistema, obtemos

A=5 B =-3, 4,=2 ¢B, =0.

Portanto,
3_ 2 _ _
J~5x 43x +7x-3 :J-Syzc 3 J- 22x zdx
X' +2x+1 x +1 (x*+1)
X dx X
=5 dx—3 +2 x
J.)cz+1 J.)cz+1 J.(xz+1)2

5
=" In(x* +1)—3arctg x — +c.
2 ( ) 8 x2+1

2x* —5x+7

Exemplo 2.26. Calcularj .
X+

Solugao. O integrando € uma funcdo racional propria. O polinémio
do denominador envolve um fator quadratico irredutivel com multi-
plicidade 2. Assim, o integrando pode ser escrito na forma

2x’—5x+7 Ax+B = Ax+B,
= +

(x> +4)° ¥ +4  (xX*+4)?

Multiplicando por (x* +4)* a equacio acima, temos
2x° =5x+7 =(A4x+B)(x* +4)+(A,x+B,)

= Ax’ +Bx" +(44,+ 4)x+(4B,+B,).



Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x, obtemos

A4 =2

B =0
44 +4,=-5
4B, + B, =7

ou s€ja,
A =2, B=0, 4,=-13 e B,=7.

Logo,
J-2x3—5x+7 —13x+7

—oxt 7
(14 J‘x ot 44y

dx+ 7J’ﬁdx
X+

X
= de—-13 ———
-[x +4 J‘(xz +4)
Para calcular as duas primeiras integrais, faremos a mudanca de va-
riavel
u=x"+4 e obtemos du =2xdx.

Assim,
J- dr = du
x’+4 u
=In(x’ +4)+c,,
e
——dx=— du
'[(x +4) '[
= —+c2.
2(x +4)

Para obter a integral I— vamos recorrer a uma substituicdo

+4)

trigonométrica.
Fazendo
T T )
x=2tg0, para _E<6<5' obtemos dx =2sec” 6d0.

Seque que

J- J- 2sec’ 6
(x? +4) (4tg° 0+4)

_ 2 psec’ @
169 sec* 6




:ljcosz 0do
8

do

lJ-1+cos20

8 2

_ L 0+lsen29 +c,
16 2

=%[0+sen0-cos@]+03_

Para retornar a variavel anterior x, vamos observar a Figura 2.5. Temos

X
senf = - , cosf=

e O:arctgf.
x +4 x*+4 2

2

Figura 2.5

Logo,

J.—dx —L arctg£+ 2x +c
(x*+4)° 16 2 xX*+4] 7

Portanto,
3
j—2x > 5x_|2_7abc=ln(x2+4)+—123 +l arctg£+ 22x +c.
(x"+4) 2(x"+4) 16 2 x +4

2.3.1 Exercicios

1) Escreva as formas de decomposi¢ao em fragOes parciais das
funcoes abaixo:

2x+1 ) x+1 )
a) 3 2 4 C 2 27
X =2x"-5x+6 x(x”+2x+3)
2 2
b) 2x"—x+4 d) 2x

X +4x Y- +x+3
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2) Calcule as integrais.

, I#dx; d) J-x +x? +x+2 di:
X +x —6x xt+3x7+2
2x  +x 2x7 +3
b) [F—=dx; o [
xX— (x? +l)
i
x(x*+x+1)

Sugestao. Veja o Exemplo 2.26.

2.4 Integracao de funcoes racionais
de seno e cosseno (substituicio
universal)

Se o integrando é uma fungao racional de senx e cosx, podemos
transforma-lo em funcao racional de u, fazendo a substituigao

X

u=tg—,xe(-m,mx).

2
X :

Vamos expressar senx em termos de tgz, e assim, em termos de
u . Usando as relacoes

X x ) X ) X

senx=2sen—cos— e sen —+cos —=1

2 2 2 2

podemos escrever:

X X
2sen —cos —
senx 2 2

sen x =
2 X 2 X

sen” —+CoS™ —

2 2

o . x
Agora, vamos dividir numerador e denominador por cos’ 5 Por-

tanto:
x
2tg 5 2
senx =—— =
g’ +1 ¥
& 2
1-u?
De forma semelhante mostra-se que cosx =—; 0
u +

Note que ao fazermos u = tg% com x € (—mx,m), temos x =2arctgu e
2

dx =
u’ +1

du .




dx

Exemplo 2.27. Calcular I1+ .
sen x

Solucdo. Fazendo u :tgg temos

2u 2

> e
u +1 u +1

Assim, 2

S€n x =

j 2 u+1
w'+1 u? +2u+1

=Iz#d“
u +2u+1

du

du
=2 u+1)

= +c (Voltando a variavel original)
(u+1)

-2
= +c.

X
tg—+1
g2

dx

Exemplo 2.28. Calcular I7 5 .
—2cosx

Solugao. Fazendo u = tg% temos

2

COSX =—; e dy=——du.
u +1 u +1
Portanto: D)
2
I dx =I Wl gy
7—2cosx 1-u
7-2-—
u- +1
2
:J. 22 . u2+1 du
u +1 9u~+5

2
:I9u2+5du



2 3 u
=—.——-arctg—+c

95 J5
5 35

:?arcthu +c¢ (Voltando a variavel original)

2.5 35 «x
= arctg tg— [+c.
15 5 2

dx

l1+senx—cosx

Exemplo 2.29. Calcular I

Solucdo. Fazendo u = tg% temos

senx=——, COSX=—; e dx=——du.
u - +1 u +1 u +1
Assim, 2
2
J dx :I Wl g,
1+senx—cosx 2u 1-u
I+
u +1 u +1
:I+du
2u” +2u
_J~ du
u(u+1)
_J'ﬂ_ du
u u+l

=In|u|-In|u+1|+c

X

=In|t —In +c
g2

X
1+tg—
g2

ti
)

X
1+tg—
&5

=In

+cC.




2.4.1 Exercicios

1) Calcular as integrais.

a) J-Hsﬂdx; b) _[ dx .
I+cosx 4senx—3cosx
dx X
2) Mostre que I =Inftg=|+ c.
sen x 2
Exercicios de fixacao
1) Calcular as integrais abaixo:
a) Jsenzx -cos’xdx; h) I I-senx dx ;
cos X
b) jcotgx dx ; i) ‘[sec“x dx;
) Icossecxdx; i) J’tg3 x-secxdx;
2
d) Icossx-sen4x dx; k) I SC X i
cotg x
e) I(l—sen 2x)’dx; ) jsen 5x-sen2xdx;
_ 2
f) jsen3x-x/cosxdx; m) _[1 t% X dx
sec’ x
X 3 (2
2) |cos’x-tg’xdx; n) tg’ Vx* —1dx.
I B
2) Calcule as integrais:
a) E cotg” x dx b) I:” cos’x dx

3) Calcular a drea sob o grafico de y =sen’ x, de 0 até 7 .

4) Calcular a area entre as curvas y =sen’x e y =cos’ x

de T até 3_:1
4 4

5) Encontre a area da regido limitada pelas curvas dadas

7
y=senx, y=sen’x, x=0 e x=7



6) Mostre que J: sen mxsen nx dx =

inteiros positivos.

7) Calcular as integrais.

2) j dx )
24+ x? '

b)J- dx

V3—-x? '

<) IL;
J16-9x2
d) | A

Ve +1

,onde m e n sao
T, sem=n

{0,sem¢n

dx
e) Im,onde Cl,b>0;
2 2
[~

X
——dx,onde a>0;
X

2

g)f = dx;

X’ —4

h [——X oy,
J-\/)cz +4x-5

Sugestao. Escreva x* +4x—5=(x+2)>-9.

2 2
8) Encontre a area limitada pela elipse x_2 +y—2 =1.

9) Use substitui¢do trigonométrica para mostrar que:

2) J- dx

b | o _ 1

2 2
a —x 2a

10) Calcule as integrais.

2) J- 2x—1 ,’x
(x-D(x-2)

3x-7
b dx;
) J.x3+x2+4x+4

7

zln‘x+\/x2 +a’

x+a

X—da

0 J' dx _
(x> —x)(x* —x+1)*’
4x*
d
) J‘)c“—)c3 —6x* +4x+8

+c¢,onde a>0 ;

+c,onde a>0.

1 x
® '[0 x2+1dx’

) J~x2+ldx;

2
X —X

dx
g) JA3xz+7x+2/

dx
h .
) J.2x3+x2+2x+1
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4x* —2x+7
(x=2) 2x+3)(2x* +5x+7)°

11) Decomponha a fungao f(x)=

numa soma de fra¢oes parciais. Nao é necessario determinar
os valores numéricos dos coeficientes.

12) Calcule as integrais.

a) Iﬁ, b) J.%/;d%\/;

Sugestao. Substituir x=u°.

13) Calcular a drea da regiao limitada pelas curvas
1 1

:—(x_l)(x_4), y=—"——-m— x=2ex=3.

7 (I—x)(x—4)°

14) Use a substituicao u = tgg para transformar o integrando em

uma funcao racional de u e calcule a integral.

_[ dx ; 9 j Cos X di;
2+cosx I+cosx
b | ! dx; d) [ g,
3senx—4cosx 1+cosx
15) Calcule as integrais:
a) Iln(x+\/1+x2)dx; b) Iln(xz—x+2)dx.

Sugestao. Use integracao por partes.



138

Resumo

Neste capitulo estudamos métodos para calcular integrais cujos in-
tegrandos envolvem:

1) Funcgoes trigonométricas

Para calcular uma integral que envolve funcdo trigonométrica,

devemos observar se é possivel simplificar o integrando e usar
identidades trigonométricas;

2) Fungdes com expresses da forma va* —x* , Jx* +a* e

2 2
Vx"—a” com a>0.

Se o integrando envolve expressao do tipo va* —x* , entdo de-
vemos fazer a mudanca de variavel x =asen6 ;

Se o integrando envolve expressao do tipo vx* +a* , entdo de-
vemos fazer a mudanca de varidvel x=atgf;

Se o integrando envolve expressao do tipo vx* —a’ , entdo de-
vemos fazer a mudanca de variavel x =asec.

3) Fungoes racionais - Método de Fragoes Parciais

p(x)

Seja ——uma funcdo racional prépria. Suponhamos ¢(x) de-

g(x)

composto em fatores lineares e/ou quadréticos irredutiveis. Se

q(x) possuir:

Fatores lineares distintos, entao a cada fator ax+5b associamos
a fracao
A
ax+b’

Fatores lineares repetidos, entdo a cada fator ax+5b de multi-
plicidade de & corresponde a soma de fragdes
A4
LI A2 — et —kk .
ax+b (ax+b) (ax+b)

Fatores quadréticos irredutiveis distintos, entdo a cada fator
ax® +bx +c corresponde a fragao
Ax+ B
ax* +bx+c



* Fatores quadraticos irredutiveis repetidos, entdo a cada fator
(ax® +bx+c) de multiplicidade k&, associamos a soma de fra-

coes
Ax+ B, N Ax+B, . Ax+B, .
(ax’ +bx+c) (ax’ +bx+c)’ (ax* +bx+c)*

4) Funcoes racionais de seno e cosseno
o x :
Fazer a substituicao u = tgz com x € (—m,m). Assim, x = 2arctgu

e dx=

—du.
u +1 5 )

1-u
Lembrar que senx =— e Cosx=—;

u +1 w+1°

Tabelas

Sejam u e v funcoes derivaveis de x e n constante.

Tabela de derivadas
1) y=u = y'=nu""u'.

2) y=uv = y'=u'v+v'u.

u u'v—v'u
3) y=— = y'=—g—

v %
4) y=a" = y'=a'(na)u', (a>0,a=#l).
5) y=eu :> y|=eu uV

6) y=log,u = y':u—logae.

u
7) y=lhu = y':u—.
u

8 y=u’ = y'=vu" u+ru'(Inu)v' (u>0).

9) y=senu = y'=u'cosu.



10) y=cosu

11) y=tgu
12) y=cotgu
13) y=secu

14) y =cossecu

15) y =arcsenu

16) y=arccosu

17) y=arctgu

18) y =arccotg u

19) y=arcsecu,

20) y =arccossec u,

Tabela de integrais

1) Idu:u+c.
un+1

2) \u"du= +c,

) I n+1

3) J‘%=ln|u|+c.
au

4 “du=——+c,
)J.a U I c

5) Ie“duze"+c.

y'=—u'senu.
y'=u'sec’u.

' ' 2
y'=—u'cossec” u.

y'=u'secu-tgu.

y'=—-u'cossecu-cotgu .

. u
re 1—u? ‘

" —u'
Y 1—u? '

' u'

:1+u2.

' _u'

:1+u2'
o |>1
Y _|u|\/u2—1’u
,_——u' |>1
g _|u|\/u2—1’u '

n+-1.

a>0,

6) Isenudu:—cosu+c.

azl.



7) J.cosudu=senu+c.

8) J.tgudu=ln|secu|+c.

9) J.cotgudu=ln|senu|+c.

10) J.secudu=ln|secu+tgu|+c.

11) J.cossecu du = 1n|cossecu —cotg u| +c.
12) J.secutgudu=secu+c.

13) J.cossecu -cotgu du = —cossecu+c.
14) J.sec2udu:tgu+c.

15) J.(:ossec2 udu=—cotgu+c.

du 1 u
16 =—arctg—+c.
) J.uz+az a ga
du 1 u—a
17 =—1In +c..
) '[uz—a2 2a |u+a

u+Nut +a’l+c.

=In

)J- du

du I
1 ) IWZIHM-F uz—az TFCo

u 2 2
—arcsen +c, u <a .

0) [
jﬁ}(}

Formulas de recorréncia

sen"'u-cos u

1) Jsen”u du=— Ll J‘sen”*zu du
n

n



senu-cos" ' u

2) Icos"udu= +n_1J.cos"’2udu.
n

n

n—1
3)[%Wdu=5_g—jg“umL

n—1

cotg” u
(n=1)

n-2 _
5) Isec" =28 LG 2 J.sec"’2 u du
o) ol

4) Icotg"u du =—

= j cotg" *u du

cossec” > u - cotg u

(n=1)

n—2 _
6) jcossec” udu=— + J‘cossec” *udu
n —

2, 2\l-n _
7)_[ 2a’u2 :u(u2+a) N 22n 3 J~ : du2 _,
w +a’)" 2a*(n—-1) 2a (n-1)° (u"+a”)"

onde aeR" eneN, n>1.

Identidades trigonométricas

1) sen’x+cos’x=1.
2) 1+tg’x =sec’x.

3) 1+cotg’x = cossec’x .

4) sen’x = 1—cos2x
2
5) cos?x = 1+cos 2x

2
6) sen 2x =2 sen x cos X .
7) 2sen x cos y=sen(x—y)+sen(x+y).
8) 2sen xsen y =cos(x—y)—cos(x+y).

9) 2 cos x cos y =cos(x—y)+cos(x+y).



Respostas dos exercicios

2.1.1 Exercicios

2cos’ x ~ cos’ x
5

b) §x+ sendx N sen 8x
8 8 64

1) a) —cosx+

+c,

1 3 x X X
Q) Etg e'—tge +e' +c;

d) %[tg(x +2)-sec(x+2)+In|sec(x+2)+tg(x+2)|]+c

1({—cos’2x cos’ 2x
e — + +c;
2 5 7

6 4
tg'x tg'x
6 4

) 1 cosx—lcos9x +c;
& ) 9 ;

h) _13 — e
3sen”x senx

2.2.1 Exercicios

2
) a) — 9xx

b) %x\/x2 +4 —%ln(\/x2 +4+x)+c;

X
- arcsen§+ c,

Q) %x\/x2—4+2ln(x2+\/x2—4)+c;
_ / _ 2
d) 31n[uJ+\/9—4x2 +c.
X

%) a) In(1++2); b) %;



2.3.1 Exercicios

1 7 1
1) a) - + - ;
2(x—=1) 10(x-3) 5(x+2)
b L
x x"+4
1 1-x x+2

<)

9x  3(x*+2x+3)° 9(x’+2x+3)

1 5x-3

9 3(x+1)+3(x2—2x+3)'

2) a) —lln|x|+iln|x—2|—iln|x+3|+c,'
6 10 15

b) §x3 +x*+3x+3In|x—1|+c;

Q) lln x—2 —Larct 2x—+1+0'
2 X +x+1 \B 8 \B ’

d) arctgx +%ln(x2 +2)+c;

2 +cC.

e) 2arct x+larct x+l
8 2 8 2x +1

2.4.1 Exercicios

X X 1
1 te=+In| tg?| = |+1 |+ b) —In|——=
) a) g7 n(g[zj ] c )511

Exercicios de fixacao

3 5
D a) sen” x _ sen x+c;
3 5

b) In|senx|+c;
¢) In|cossecx—cotgx|+c;
1

2 1
d) —sen’x—=sen’ x+—sen’ x+c;
5 7 9

e) 3—x+cos2x—lsen4x+c;
2 8



f) {%cos3x—§cosx}/cosx+c;
|

) ECOS x—In|cosx|+c;

h) In(l+senx)+c;

. |

i) tgx+§tg xX+c;

N

j) gsec x—secx+c;

k) lt *x+c;
p 8T

1) 1 lsen3x—lsen7x +c;
213 7
1

m) Esen2x+c;

n) %tg2 Vxt -1 +ln‘c05\/x2 —l‘+c.

2) a) f—%; b) 0.

4 1
3) —u.a. 4y lu.a. 5) —u.a.
) 3 ) ) 3
_ 2
7) a) —\;4+x+c;
4x

X
b) arcsen—=+c;

NG

1 3x
C) —arcsec—+c;
3 4

d) In(Ve* +1+e")+c;
e) %ln‘ bx +b*x* —a?

+c,

—a’-x’ X
f) ——————arcsen—+c¢;
X a



g) %x\/x2 —4+2In(x+Vx" —4)+c;
h) ~x? +4x—5—2ln‘\/)c2 +4x-5 +(x+2)‘+c.

8) A=umab
(x-2)’

x—1

2
b) In al +42 +larctg£+c,'
(x+13 ) 2 2

10 arctg(zx—l} -1
33 3 ) 3G -x+1)

d) 4x+gln|x+1|—41n|x+2|+%ln|x—2\—

10) a) In

+c;

16
3(x—2)

+c;

o (=ln2).
2
(x-1)°

X

f) x+In +c.

12) a) 2Jx +3/x+6¢x +61n

3/;—1‘+c.

13) %m 2 ua.

)2\/§ NE)

1
14) a) ——arctg| —tg—x |+c;
S g( ) j

b) %[ln

X
2tg——1—1In
3

X
tg—+2
g2

:|+C,'

) x—t Xie;
g2 ;

d) ln(l+tg2§j+c.

15) a) xIn(x +V1+x>)=~1+x> —c;

b) xln|x2 —x+2|—2x—%ln|x2 —x+2|+\/7arctg(2x_lj+c.

J7



Capitulo 3
Aplicacoes de Integral







Capitulo 3

Aplicacoes de Integral

Neste capitulo vocé vai:

1. Resolver, utilizando integrais, equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem e separdveis;

2. Calcular o comprimento de arco de curvas planas;

3. Calcular o volume de solidos de revolucio;

4. Calcular a drea de superficies de revolucio;

5. Calcular as coordenadas do centro de massa de figu-
ras planas;

6. Calcular a drea de regides planas delimitadas por
curvas em coordenadas polares.

3.1 Equacoes diferenciais de
primeira ordem com variaveis
separaveis

O teorema fundamental do cdlculo nos leva a conclusao de que o
célculo integral €, em certo sentido, uma operagao inversa do cal-
culo diferencial. Isso significa que, quando calculamos a integral
de uma funcgado f, estamos calculando, de fato, sua antideriva-
da, ou seja, estamos encontrando uma func¢do F, cuja derivada
é a funcdo f. Podemos ainda elaborar questdes mais complexas,
como, por exemplo: encontrar uma funcao y = y(¢) que satisfaga,
junto com sua primeira derivada, uma igualdade do tipo

F(t,y,)=0. (3.)

Esse tipo de igualdade apresentada na expressao (3.1) denomina-
mos equacao diferencial ordinaria (EDO).

Definicao 3.1. Uma equagao diferencial ordindria (EDO) é uma
igualdade envolvendo uma func¢do y, de uma variavel indepen-
dente ¢, e suas derivadas em relagdo a essa varidvel independente
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em um determinado intervalo / cR. Em outras palavras, é uma
igualdade do tipo
F(t,y,y,y s y")=0, tel.

A ordem de uma equagdo diferencial é definida como a derivada de maior
ordem da fungdo que ocorre na EDO.

No caso da equacao (3.1), a EDO ¢ dita ser de primeira ordem, pois
somente envolve a primeira derivada da fungao, e nao derivadas de
ordem superior.

Cabe-nos, aqui, uma pequena observacao que as EDOs nao sao as
Unicas equagdes diferenciais que podem existir. Também podemos
ter equacoes diferenciais parciais (EDPs) que envolvem funcoes u,
dependentes de duas ou mais variaveis independentes, por exemplo
u=u(x,y,z,t), e as derivadas parciais desta funcao u . As EDPs es-
tao, por enquanto, fora de nosso escopo, por isso, vamos nos ocupar
apenas com equagdes diferenciais ordindrias.

Como exemplos de equagdes diferenciais, podemos citar:

1) yy"—sent- y'+ e =0, y=y(t), para teR. Neste caso, temos
uma EDO de terceira ordem.

2) YW+ —2y'+20=0,y=y(t), para teR. Neste caso temos
uma EDO de quarta ordem.

3) y"=seny, y=y(t), para t € R . Neste caso temos uma EDO de
segunda ordem.

4) y'=(1-y)y, y=y(@), para t e R, Neste caso temos uma EDO
de primeira ordem.

Como vamos abordar neste capitulo tao somente as EDOs de pri-
meira ordem, vamos primeiramente mostrar alguns problemas mo-
tivadores envolvendo esse tipo de EDO, explicitando, assim, algu-
mas de suas aplicagoes.

Em primeiro lugar, considere uma cultura de bactérias em laborato-
rio. Sabemos que a reproducao das bactérias € assexuada, cada indi-
viduo se divide em dois ou mais individuos idénticos, esse processo



denomina-se cissiparidade. Assim, quanto maior a populacdo de
bactérias, maior serd sua velocidade de reprodugao, visto que exis-
tem mais individuos reproduzindo, ou seja, a taxa de crescimento
populacional é proporcional ao niimero de individuos. Vamos supor
que cada individuo dessa populacgao possui a mesma capacidade re-
produtiva. Assim, se denotarmos por N(¢) o nimero de individuos
em um certo instante de tempo ¢, entdo a velocidade de crescimento
dessa populagao serd dada pela derivada desta fun¢dao em relacdao
ao tempo, N'(¢). Assim, como supusemos que o crescimento da po-
pulacdo era proporcional ao niimero de individuos e que cada indi-
viduo possuia a mesma capacidade reprodutiva, podemos escrever
a lei de crescimento dessa populagao da seguinte forma

N'(t)=a.N(1),

onde esta constante « codifica a homogeneidade da capacidade re-
produtiva dos individuos dessa populagdo. Para descrevermos a
funcao que indica o nimero de individuos dessa populagao em fun-
¢ao do tempo, precisamos encontrar uma fungao real cuja primeira
derivada seja proporcional a prépria fungao. O leitor ja deve des-
confiar que tal fun¢do serd uma exponencial. Nesta EDO, a variavel
independente é a varidvel ¢, e a varidvel dependente é a varidvel N .

Um problema semelhante ao primeiro é o problema do decaimen-
to radioativo. A resolugao exata desse problema possui iniimeras
aplicagoes, como, por exemplo, o cédlculo da idade de uma rocha
ou entdo a datagdo de um f6ssil. O fato é que, na natureza, existem
certos elementos quimicos cujos ntcleos atdmicos sao instaveis e
ao longo do tempo eles emitem particulas eletricamente carrega-
das (nucleos de Hélio, na radiacao alfa, ou elétrons, na radiacao
beta) e com isso mudam o seu nimero atomico e se tornam outros
elementos quimicos mais estaveis, denominados descendentes. Ao
se examinar uma amostra em uma rocha, pode-se verificar as por-
centagens relativas do elemento quimico radioativo e seus descen-
dentes. A taxa de decaimento de uma amostra também depende
da quantidade do elemento presente na amostra. Tendo em vista
que cada atomo individualmente tem a mesma probabilidade de
emitir radiagao e, portanto, decair em seus elementos descenden-
tes, entdo se a massa em um determinado momento for igual a
M(t), a taxa de decaimento neste instante de tempo serd dada por

M'(t)=—k.M(t),
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onde a constante a discrimina as caracteristicas proprias do elemen-
to radioativo a ser analisado, e o sinal negativo indica que a massa
desse elemento é uma funcdo decrescente com o tempo. Novamen-
te, essa EDO tem como varidvel independente a varidvel ¢. Na pra-
tica, a constante de decaimento é determinada experimentalmente
através da determinacao do tempo de meia-vida do elemento. O que
se faz é colocar uma amostra de massa M, do material e medir
com precisdao o tempo 7 que demora para essa amostra decair até
o ponto em que se tenha a metade da massa original do elemen-

D : M . _
to radioativo, ou seja, M(T) = 7‘) . Entao se substitui estes dados na

solugao da EDO acima com a condicao inicial M (0) =M, ou seja,
M(t) =M exp(—kt) .

Substituindo na equacado os dados obtidos da medida do tempo de
meia-vida, temos

M
TO = MO .eXp(—Kt) ,

—kt=1In (1] =-In2,
2

In2
K=——0,
T

obtendo, assim

e, portanto:

onde a fungdo Inx significa o logaritmo na base e de um nimero,
ou seja, o seu logaritmo natural .

Neste capitulo, vamos tratar apenas de um caso especifico de EDO
de primeira ordem, as equacgoes separaveis. As duas EDOs apresen-
tadas nos exemplos sdo deste tipo.

Definicao 3.2. Diz-se que uma EDO de primeira ordem é separavel
se puder ser escrita na seguinte forma

S)y'=gx). 3.2).

A solucéo dessa equacdo,
como veremos, ¢ dada

pela funcdo exponencial,
que sera denotada por
exp(x) na maioria das
vezes por questdo de
clareza na notagéo. Onde
for possivel, utilizaremos
também a notacdo e* para
a mesma funcéo. A questéo
€ meramente estética,

pois ao denotarmos a
funcado exponencial de
uma expressao muito
grande, ocorrera que 0s
caracteres ficardo muito
minusculos se adotarmos a
segunda nota¢ao como um
expoente, de fato. Por isso a
necessidade de utilizarmos
a primeira notacéo.



Nosso objetivo é apresentar um método de resolucao de EDOs de
primeira ordem com varidveis separaveis como exemplo de aplica-
cao do calculo integral. E claro que o estudo das EDOs nao se limita
as de primeira ordem e separdveis, existe toda uma area da mate-
matica que se dedica ao estudo. Primeiramente precisamos dizer o
que significa resolver uma EDQO, ou seja, o que significa uma solugao
para uma EDO. De agora em diante, tudo o que fizermos sera relati-
vo apenas a EDOs de primeira ordem.

Definicao 3.3. Uma solugao, ou curva integral, da EDO F(x,y,») =0,
é uma fungao ¢ = ¢(x) satisfazendo a igualdade

F(x,0(x),¢'(x)) =0,
para todo x no dominio da funcao y .

Resolver uma EDO envolve o célculo de uma integral indefinida,
entdo uma constante arbitrdria é automaticamente introduzida em
sua solugao. Isso significa que ao resolvermos uma EDQO, nao obte-
mos apenas uma solucdo individual, mas uma familia infinita de
solugdes a qual denominaremos solucao geral da EDO. Essa arbi-
trariedade somente é fixada ao estabelecermos condic¢des iniciais,
isto €, ao dizermos que a solugao especifica é uma fungao y = y(x),
satisfazendo a condi¢do y(x,)=y,, para algum x, no dominio das
fungdes y . Quando resolvemos uma EDO especificando uma con-
dicao inicial, dizemos que resolvemos um problema de valor inicial.

O método de resolucao de EDOs de primeira ordem separaveis é
simples. Consideremos a forma ja separada da EDO

S)y'=gx).

Integrando ambos os membros da igualdade acima em relagao a
variavel x, temos

[ F)y' i = [ ghda.
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Utilizando o método de substitui¢ao de varidveis na integral no pri-
meiro membro da igualdade, definindo u = y(4), podemos ainda

obter
y(x)

fAfW) jg@@di

Seja F a fungao real, tal que F'(«) = f(u) e G a funcao real tal que
G'(t) = g(t), entao, pelo teorema fundamental do célculo, podemos
ainda escrever

F(y(x) = F(y)) =G(x) = G(x,),

ou, ainda,

F(y(x)=Gx)+K, ()

onde K = F(y,)—G(x,) é uma constante arbitraria que depende to-
talmente de condicOes iniciais. Algumas vezes, a solugao geral da
EDO tem de ser deixada na forma implicita dada pela férmula (¥),
isto é, ndo é possivel isolar a varidvel y de forma a escrevermos

y=h(x).
Exercicio resolvido 3.1. Resolva a EDO y'= y(1-y).

Solucdo: Primeiramente, temos que observar que as funcdes cons-
tantes y=0 e y =1 sdo solucoes da EDO, o método de resolucdo
abaixo sera utilizado para determinar as outras soluc¢oes desta. Colo-
cando na forma separada, temos
oo
y(1=y)

Integrando-se ambos os membros da igualdade acima, podemos es-
crever

V()
Iy(z)(l 0 _I "

Podemos, ainda, efetuar a mudanca de variaveis na integral no pri-
meiro membro, obtendo

=X~ Xy

J u(l—u)
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A integral acima utiliza o metodo de fragdes parciais para ser resolvi-
da, isto €, precisamos encontrar constantes 4 e B, tais que
1 A B

u(l—u): u l-u

Multiplicando-se ambos os membros por u(1—u) obtemos
Al—u)+Bu=1,

que € equivalente ao sistema
A=1
B-4=0

cuja solucdo € 4= B =1.Assim, temos que
1 1 1

u(l—u):u l-u

Voltando a integral, temos

y(x) du y(x) du

u 1-u
Yo Yo

=X—-X,,
ou seja,

Iny(x)-Iny,—In(1-y(x))+In(1-y,) =x—x,.

Apos algumas manipulagdes algébricas, obtemos

ln(ﬂj:x—xo+ln(L]:x+K,
1-y(x) 1=y,

y(x) :ex+K:C6x.
1= y(x)

ou, ainda,

A solucdo esta na forma implicita, mas ainda podemos isolar a fungéo
y(x), obtendo, finalmente,

Ce"
1+Ce*

y(x)=

A constante C pode ser fixada através de condices iniciais. Por ou-
tro lado, se as condicdes iniciais fossem dadas, elas poderiam ter sido
colocadas desde o inicio nos limites de integracéo, no lugar de x, e
¥,- Note que essa solugdo € valida apenas no subconjunto R\{a},
onde a € o numero real tal que 1+Ce” =0.
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Exercicio resolvido 3.2. Resolva a EDO y'=

2
X

1+y2.

Solucdo: Novamente, temos que colocar a EDO na forma separada,
obtendo
(I+y)y'=x".

Temos que integrar os dois membros em relacdo a variavel x, o que
nos resulta em
J sy @de=[iar,

ou ainda, depois de uma mudanca de variaveis na integral no primeiro
membro,

»(x) 3 X
1+ u*)du ———i,
y{ (14 u'ydu ===
que nos da a sequinte igualdade:
y(x)* vy X x
+ — Yyt =
y(x) 3 Yo 3 3 3

Agrupando todas as constantes, finalmente temos

y(x)+y( ) %3+K,

3

que € a solugdo na forma implicita. Deixamos para o leitor a tarefa de
verificar se € possivel escrever a solucdo na forma explicita em algum
subconjunto de R e, caso seja possivel, escreve-la.

Exercicio resolvido 3.3. Resolver a EDO y’=-y, com a condicao
inicial y(0)=2.

Solucdo: Devido a condicéo inicial do problema, a solucdo desejada

nado € a identicamente nula, assim a EDO pode ser escrita como
Y_
y

que, integrando na variavel x, resulta em

o

A mudanca de variavel de integracdo na integral do primeiro membro
nos fornece o sequinte resultado:
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y(x)
| ﬂ:lny(x)—lnzzln(w)z—
S U 2

Uma pequena manipulacdo algébrica nos fornece
y(x)=2e".
Note que na solucdo nado existem constantes arbitrarias, pois a condi-
cdo inicial foi dada. Portanto, estamos falando de uma unica soluc¢ao
que satisfaz a aquela condicdo inicial dada. Note também que esta
solucdo esta definidaem I =R.
3.1.1 Exercicios
1) Resolva as seguintes EDOs separaveis:
a) yy'=x";

2
, X
b) y'=

S y(1+x%)’
o) y+y’senx=0;
d) y'=l+x+y"+x1%;

e) y'=(cos’x)-(cos’2y);

!
) xy=(01-y"?

) y= x—e "
&Y y+e’’
, ax+b -
h) y'= ,onde a,b,c,d sao constantes;
cx +
. , ay+b .
) y'= 4 ,onde a,b,c,d sao constantes.
cy+d

2) Resolva as EDOs separdveis a seguir, levando em conta as res-
pectivas condicdes iniciais.

T\ 7«
a) sen2x+(cos3y)-y'=0,com y(a) = E;

b) x+e*yy’=0,com y(0)=1;

o y= 2 com y(0)=-2;
y y+x2y1 y - 7

2x
d) y'= ,com y(2)=0.
)y +2) ¥(2)
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3) Verifique que a EDO
y—4x
X=y

nado é separdvel, mas que se a varidvel y for substituida por uma

nova variavel u =2, entdo ela se torna separdvel nas varidveis x e

x
u . Ache a solu¢do da EDO original lembrando que y é fungao de x
assim como u .

3.2 Comprimento de Arco de Curvas
Planas

Consideremos uma curva plana y, dada pelo gréfico da funcao di-
ferenciavel com derivada continua

y=y(x),

com x €[a,b]. Vamos utilizar o cédlculo integral para calcular-
mos o comprimento de arco da curva y. Para iso, vamos primei-
ramente construir uma particio P, do intervalo [a,b], da forma
a=t,<t <t,<---<ty,=b de tal forma que aproximemos a curva
por uma poligonal, cujos vértices sao (¢,, y(%,)), (¢, (), (t,,¥(t,)),
. (ty,¥(ty)), conforme nos mostra a figura 3.1 abaixo.

A

>

a=t, tt,t, ... t_, b=t

n—1
Figura 3.1. Aproximacédo de uma curva por uma poligonal definida pela particdo P,
do intervalo [a,b].

Para a particao P, o comprimento da poligonal que aproxima a cur-
va y é dado por



L0 PY= YA =10 + (1) = 9(0,))

Pelo teorema do valor médio, ainda podemos escrever a expressao
acima como

L. P)= Y =1 + () =1.))

onde », €]t
. A 2 :
nua. Assim, colocando em evidéncia o termo (# —#,_,)" na raiz qua-

t[, isto é possivel pois y = y(x) possui derivada conti-

i-1°

drada, podemos, ainda escrever
N
L(y,P)= Z\/1+ (y'(ﬂi))z (t; =1
i=1

A idéia principal é que, quanto mais refinada for a particdo, mais
proximo o comprimento da poligonal deve estar daquilo que se es-
pera que seja o comprimento de arco da curva. Assim, o compri-
mento de arco da curva y serd obtido aplicando-se o limite no qual
o nimero de vértices das poligonais tende a infinito, e o compri-
mento dos segmentos de cada poligonal tende a 0. Isso equivale
a dizer que obtemos o comprimento de arco da curva tomando o
limite no qual o comprimento do maior intervalo da particao tende
a zero, isto é |P| >0, assim

L) = lim Ly, P) = lim 31+ (/01 (. =1.,),

mas este limite é, por definigdo, exatamente igual a integral sobre o
intervalo, ou seja,
b
L(y) = [J1+ (' (x))dx .

A existéncia desta integral estd garantida pelo fato de y'(x) ser uma
funcao continua. Essa férmula pode ser considerada como a defini-
¢ao do comprimento de arco de uma curva.

Definicao 3.4. O comprimento de arco de uma curva diferencidvel

y , definida pelo grafico da fungao diferenciavel y = y(x), cuja deri-
vada é uma fungao continua, com x €[a,b], é dado pela expressao

L(y) = [1+('(x)) dx. (3.3)
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Vamos tratar alguns exemplos conhecidos, e outros ndo tao conheci-
dos do leitor, de comprimentos de arco de curvas.

Exercicio resolvido 3.4. Encontre o comprimento de arco da parabo-
la y =x?, no intervalo [0, X], para algum X >0.

Solucéo: Utilizando a formula (3.33), temos

L=[\1+(Q2x)dx= T\/l +4x2dx.

0

e

Efetuando a substituicdo ng, teremos os limites de integra-
sec’0

cdo entre §=0 e 6=arctg2X , temos também x'(6)= 5 e
JI1+4x =\/1+tg20 =sech . Assim, a integral L acima pode ser es-
crita como

1 arctg2 X

L=— J. sec’6-do .
2

0

Aintegral de sec’@ foi resolvida no exemplo 2.8, portanto, temos

b b
J‘sec3 Hzé[secﬁtgmz +Isec0-dl9].

a

Para o calculo da integral de sec@, relembremos o truque padréo:

do

secO + tg@ J- t sec’0 +sechtgh

b b
jsecG-d@ = jse 0
secO + tgh

a

secO + th

com a substituicio de variaveis u=secd+tgfd, obtemos

b sech+tgh
J.se00~d0= J. ﬂ=ln|u
u

a seca+ttga

sech+tgh

:1n|secb+tgb|—ln|seca+tga .

seca+tga

Em nosso caso, os limites de integracdo sdo a=0 e b=arctg2X .
Com esses resultados em maos, o leitor pode facilmente concluir que
0 comprimento de arco, L, sera dado por

L:%(ZX 1+4X° +ln(2X+\/1+4X2)) .



Exercicio resolvido 3.5. Calcule o comprimento da circunferéncia

' +y =r.

Solucéo: Note que ndo podemos escrever toda a circunferéncia como
o grafico de uma unica funcdo. Mas as semicircunferéncias superior
e inferior podem, respectivamente, ser escritas como os graficos das

funcoes:
W =\/r2 —x’ €, :—\/r2 —x’ ,

para x €[-r,r], € cujas derivadas sdo, respectivamente,

Como o comprimento da circunferéncia € igual a soma dos compri-
mentos das semicircunferéncias, temos que

L= j«/l+(y1')2dx+ j1/1+(y2')2dx=2j%dx.
bt et AP =X

Essa integral pode ser resolvida com a substituicdo de variaveis

- : . 7T 4
x=rsend, os limites de integracio sdo O=—-— e 9:3, e

x'(0) = rcosf . Também temos que Jr2 —x% =r? —12sen®6 = rcosh .

Assim, a integral resulta em

3 3 3
Lzzjﬂdezzrj%ezzrjdezzm,

i rcosf l rcosf i

2 2 2

que € o resultado conhecido do comprimento da circunferéncia.

Exercicio resolvido 3.6. Calcule o comprimento de arco da curva
y=¢e" ,entre x=0e x=1.

Solucgdo: Utilizando a féormula do comprimento de arco, temos a
integral

1
L:I\/1+e2xdx,
0
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que pode ser resolvida facilmente utilizando-se a substituicdo de va-
riavel u> =1+ ¢”*. Nessa substituicfio, os nossos limites de integragio

sdo u=~/2 e u=+/1+¢€> , também temos que x'(i) = ——
a integral pode ser escrita como

. Assim,

u? —1

>, N N e N
u du 1 1 1
> du = I du + I 5 = I du+— du,

i
7]

u—1 wu+l

onde, na ultima igualdade, foi utilizado o método das fracdes parciais.
0O calculo das integrais finalmente resulta em

L=\1+& 2 +in (I+e -DE2+D)
2 ((W1+@ +)2-1) )

que ainda pode ser escrito na forma abaixo, conforme o leitor podera
verificar facilmente com uma simples manipulagéo algébrica:

L=vl1+& -2 +In(W1+&* -1)-1-In(v2 - 1).

3.2.1 Exercicios

1) Calcule os comprimentos de arco das seguintes curvas nos in-

tervalos indicados:
3

X 1
a =—+—,para 1<x<2.
) ¥y P
b) x’ Inx ara 2<x<4
=, <x< .
y 7 4 P

¢) y=In(cosx), para OSxS%.

X —-X

d) yzcoshx:e re

,para 0<x<I.

e y= Jx, para 0 < x <4 (Dica: Tente fazer x = x(y)).

3.3 Solidos e Superficies de Revolucao

Nesta se¢dao, vamos aprender como utilizar o calculo integral para
obtermos o volume de um sélido de revolucao e a drea de uma super-
ficie de revolugdo. Primeiramente, precisamos delimitar bem nos-
so objeto de estudo. Considere o grafico de uma funcao, y = f(x),
continua e nao negativa, sendo o plano bidimensional x,y , um dos
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planos no sistema cartesianox,y e z, e a coordenada x definida
em um intervalo [a,b]. Considere também a regidao do plano x,y
delimitada pelo eixo x, pelas retas x=a e x=b, e pelo grafico da
funcao, conforme indicado na figura 3.2 a seguir.

Figura 3.2: O gréfico da funcio ¥ = f(X) no espaco tridimensional e a regido do plano X,y
sob este grafico e acima do eixo X.

Para construirmos o sélido de revolucao, temos que efetuar a rota-
¢ao da regido plana ao redor do eixo x. O sélido de revolucado esta
mostrado na figura 3.3.

y 3

Figura 3.3: Solido de revolugdo construido a partir do grafico da fungdo y = f(x).
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Vamos denotar o sélido de revolugao assim gerado pela letra Q,
e a superficie de revolugao, pela letra X. Esta superficie é gerada
apenas pela rotagdo da curva y = f(x), e que portanto nao inclui os
dois circulos nas extremidades. Nesta se¢do, vamos mostrar como
se resolve o problema de calcular o volume de um sélido de revo-
lucdo Q e a drea de uma superficie de revolucao X . Para o célculo
do volume, existem dois métodos alternativos: no primeiro método,
a integral é obtida como o limite da soma dos volumes de cilindros
obtidos por aproximagao através de cortes transversais de Q deter-
minados por parti¢des do intervalo [a,b] do dominio da fungdao f
que esta sendo considerado. No segundo método, considera-se a in-
tegral obtida como o limite das somas dos volumes de cascas cilin-
dricas, obtidas através da rotagao de retdngulos em torno do eixo y .

3.3.1 Método dos Discos

Vamos ilustrar o primeiro método para o cdlculo de volumes. Seja
f :[a,b] > R uma fungdo continua nao negativa. Ao rotacionarmos a
regidaosob o grafico y = f(x),aoredor doeixo x,obtemos osdlido Q2,
conforme ilustrado na figura 3.3. Considere, agora, uma particao P
do intervalo [a,b], ou seja, ndmeros reais ¢, =a <t <t,<---<ty, =b.
O volume de Q pode ser aproximado pela soma dos volumes dos
cilindros de raio f(¢,), para 1<i< N e dealtura ¢, —¢,_,, determina-
dos por esta particao, conforme a figura 3.4 abaixo.

Vo

Figura 3.4: Aproximacdo do volume do solido de revolugao pela soma dos volumes dos cilin-
dros determinados pela particdo P:f, =a <t <t,<---<t,=b.
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O volume de cada cilindro é dado por

= J-l"'f(ti)z '(ti _ti—l) 7
assim, a soma de todos os volumes dos cilindros determinados pela
particao P é dada por

AL DWIONCEINE

i=1

Finalmente, o volume do sélido Q é dado pelo limite quando
| P|> 0 sobre todas as parti¢cdes do intervalo [a,b] destas somas
parciais, ou seja,

V@)= fimV, = lima- Y £ —1.) =7 | f(xds.

Novamente, essa férmula pode ser tomada como a defini¢ao do vo-
lume de um sélido de revolucao.

Definicao 3.5: O Volume de um sélido de revolugao gerado pelo
grafico da funcao f:[a,b] >R, ao redor do eixo x, é dado pela
integral

=7[(f(x)) dx. (3.4)

Antes de iniciarmos os exemplos resolvidos devemos ainda fazer
trés observacoes:

A primeira é que podemos também calcular o volume de um sélido

de revolucao ao redor do eixo y, para o qual teremos que integrar em
Y relacao a variavel y, mas para isso devemos ter o
grafico de uma fungdo ndo negativa x=g(y) e a
regiao delimitada pelo grafico da funcao, pelo eixo
y epelasretas y=a e y=5b no plano x,y; caso
contrério, teremos que dividir a curva em partes.

A segunda observacao diz respeito a sélidos
de revolugao gerados por regides que sao deli-
mitadas no plano por dois graficos de fungdes,

sa Eb X y=f(x) e y=g(x), de modo que a regido es-

) o o . ja si im 1X mo Nos mostr
Figura 3.5: Regido delimitada pelos graficos das fungbes f te]a situada acima do eixo x como nos mostra a

e g nointervalo [a,b]. figura 3.5 ao lado:



Nesse caso, devemos calcular a diferenca entre os volumes gerados
separadamente pelos graficos, tomando, obviamente, o cuidado de
observar qual das duas func¢des assume o maior valor. Isso pode
ser feito de duas maneiras: a primeira forma consiste em separar o
intervalo em partes (no caso da figura 3.5 acima hé duas partes dis-
tintas, uma onde os valores f(x) sdo maiores que os valores g(x)
e outra em que ocorre o contrdrio. A segunda maneira é tomarmos
o valor absoluto da diferenca entre as duas func¢des, ou melhor, dos
quadrados delas, na férmula do volume. Assim, a expressao para o
célculo do volume do sélido de revolugao delimitado pelos graficos
das funcdes f e g se escreve como

b
Vzﬂj

a

(/) ~(g(0))’]d .

A terceira e ultima observagdo é que também é possivel calcular
o volume do sélido de revolucdo gerado pelo grafico da fungao
vy = f(x) girando-se ao redor de qualquer eixo horizontal y =y, .
Basta transladarmos este eixo horizontal até o eixo x, que tem equa-
¢ao y =0; para isso, teremos que transladar de igual modo o grafico
da fungdo f', subtraindo o valor y, em todos os pontos, com isso,
teremos que o volume gerado pela fungao f girada ao redor do
eixo horizontal y =y, sera igual ao volume gerado pelo gréfico da
funcio f,dado

por f(x)= f(x)— ¥, , girado ao redor do eixo x.

Exercicio resolvido 3.7: Calcular o volume da esfera sdlida de raio
r centrado na origem.
Solucdo: A esfera solida € a regido do espago dada pela inequacéo
)c2+y2+22 Srz,
e € delimitada pela superficie da esfera cuja equacdo ¢
X +y 4z =r
e pode ser obtida a partir do grafico da funcéo

y=f(x)=r -x*,

definida no intervalo [—r,7], rotacionando a regido entre o grafico
de f eoeixo x ao redor do eixo x, como nos mostram as figuras
3.6 € 3.7 abaixo.



Novamente, o cone é a
superficie que delimita

0 solido, mas também

¢ comum dizer "volume

do cone”, para denotar o
volume do solido delimitado
pelo cone.

Figura 3.6: Regido do plano X, ) sob o grafico da funcdo ¥ = f(x)=+ rr—x*.

y £

Figura 3.7: Esfera solida, cuja superficie ¢ a esfera X+ y2 +20 =17, gerada pela rotacdo do
grafico acima ao redor do eixo x.

Utilizando a formula (3.4) para volumes de sdlidos de revolugio para

a funcio f(x)=+/r>—x", temos que o volume da esfera de revolu-
cdo Q sera dado por

r

7 3
X
Vﬂznj.(rz_xz)dx:ﬂ: 7"2)6—? =T 21"3—7 = 3

Exercicio resolvido 3.8. Calcular o volume de um sélido conico de
raio da base igual a r e altura iguala 4.
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Solucdo: Este cone pode ser obtido rotacionando ao redor do eixo x
o grafico da funcéo
y=f()==xtr,

definida no intervalo [0,4]. Para obtermos o solido, é necessario ro-
tacionar a regido do plano sob o grafico dessa funcéo, conforme nos
mostram as figuras 3.8 e 3.9 abaixo.

y

r
Figura 3.8: Regido do plano X, ), sob o grafico da fungdo y = f(x)=——x+7r
entre x=0e x=h. h

Figura 3.9: Sdlido de revolucdo delimitado pelo cone de base circular de raio 7 e de
altura /.

Entdo teremos que o volume do sdlido de revolugéo sera




Novamente, o paraboloide ¢
a superficie que delimita o
solido, estritamente falando,
¢ impreciso dizer "volume
do paraboloide”, porém
utiliza-se esta denominacéo
corriqueiramente.

h
Py rxt ar’h
JT - +rx = .
3 h ., 3
Exercicio resolvido 3.9. Calcular o volume do paraboloide gera-
do pela rotacao da regiao do plano x,y sob o grafico da fungao

f(x)=+x ao redor do eixo x, a partir do ponto x =0 até o ponto
x=h.

Solucdo: As figuras 3.10 e 3.11 nos mostram a formagao deste solido
de revolucdo.

z

Figura 3.10: Regido do plano x,y sob o gréfico da funcio y = f(x)= Jx.

Figura 3.11: Paraboloide de revolugio gerado pela regido acima entre os pontos x=0e x = /.
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Novamente, aplicando a formula (3.4), para a funcéo f(x):\/;,
teremos

h 2
:n'[xdx= ﬂ;l ;

0

e

paraboloide

3.3.1 Exercicios

1) Calcule o volume do elipsoide de revolugao gerado pela elipse
2 2

X . N
—+ y_2 =1, rodada ao redor do eixo x. (Obs: note que vocé s6

a
precisa rotacionar, de fato, a parte superior da elipse, que é o
grafico de uma funcao.)

2) Calcule o volume do toro de revolucao gerado pela rotagao do
circulo, delimitado pela circunferéncia (x—a)’+y* =b", com
a>b>0,aoredor doeixo y.(Obs: note que aqui vocé terd que
considerar duas fungdes: x = f(y) e x = f,(»), que correspon-

dem as semicircunferéncias interna e externa. A integracao
também tem que ser feita na variavel y.)

3) Calcule o volume do sélido de revolucao ao redor do eixo x
gerado pela rotacao da regido compreendida entre a parabola
y=x"epelareta y=x,para 0<x<I.

4) Calcule o volume do sélido de revolugao gerado pela mesma
tigura do exercicio (3) acima girada ao redor do eixo horizontal
y=2.

5) Calcule o volume do sélido de revolucao conhecida como
“Trombeta de Gabriel”, que consiste na rotagao ao redor do
eixo x da regido do plano sob o gréfico da funcao f(x)= 1

X

para x > 1. (Aqui, o leitor terd que efetuar uma integral impré-
pria de 1 a . Consulte o capitulo 2 para mais detalhes sobre
integrais improprias.)

6) Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao ao redor do
eixo x da regido do plano compreendida entre o grafico da
funcdo y =senx e o eixo x para x €[0,7].

7) Calcule o volume do sélido de revolugao obtido pela rotagao ao
redor do eixo x da regido sob o graficode y=e " para x>0.
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3.3.2 Meétodo das Cascas Cilindricas

O segundo método de cdlculo de volumes de sélidos de revolucao é
através de cascas cilindricas. Esse método serd ttil para calcularmos
o volume do sélido de revolugado gerado pelo grafico de uma funcao
¥ = f(x) girado agora em relagao ao eixo y . Considere o grafico da
funcdo nao negativa e continua f:[a,b] >R com a >0 conforme
mostrado na figura 3.12 abaixo.

\

y=r(x)

Figura 3.12: Grafico da funcio y = f(x) para x €[a,b].

Ao rotacionarmos a regiao sob este grafico e que estd acima do eixo
x ao redor do eixo y, obtemos o sélido de revolucao mostrado na
tigura 3.13 abaixo.

Figura 3.13: Solido de revolugéo gerado pelo grafico de y = f(x), girado ao redor do eixo .
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A ideia é dividirmos esse solido de revolucao em cascas cilindri-
cas cujo eixo é o eixo de rotacdo do sélido em questdo, o eixo y.
Para obtermos essas cascas cilindricas, definimos uma particao
P:a=t,<t <---<ty=bno intervalo [a,b] de definicdo da funcao
/. Uma casca ciclindrica é obtida ao rotacionarmos o retangulo
cuja base esta sobre o intervalo [7,_,,t,] e que tem alturaiguala f(z,).
A espessura desta casca cilindrica, portanto, € dada pela diferenca

t,—t_, e sua altura é dada por f(¢,), conforme nos mostra a figura
3.14 abaixo.

Figura 3.14: Cascas cilindricas para o solido de revolucdo gerado pela rotacdo da regido no
plano X, sob o grafico de y = f(x), girado ao redor do eixo ) .

Assim, o volume do sélido de revolugao pode ser calculado pelo
limite das somas dos volumes das cascas cilindricas quando as par-
ticdes ficam arbitrariamente finas. Para a particdo P, o volume de
cada casca cilindrica € a diferenca entre o volume do cilindro de raio
t, e altura f(¢,) e o volume do cilindro de raio ¢, e altura f(z,),
logo

Vi=z(6f =17,) /@),

E a soma de todos os volumes das cascas cilindricas associadas a
essa parti¢do pode ser escrita como

Vo= Zﬂ(tiz - tiz—l)f(ti) = 2275 (%)(Q 1)),

Aplicando o limite | P |- 0, no qual as parti¢des ficam cada vez mais
tfinas, podemos ver que a média aritmética



Como nos outros exemplos,
o toro ¢ a superficie

que delimita o sélido. A
expressdo “volume do toro"
¢ inexata, porém utilizada
normalmente.

Note que a funcdo f, ¢
negativa, entdo o volume
do solido de revolugéo
obtido pela rotacdo da
regido compreendida entre
seu grafico e o eixo x €
igual ao volume gerado
pela funcdo que a cada
xe€[R—-r,R+r] associa o
valor =y, ou seja, o volume
determinado a partir da
fungédo f,.

t+t,
2

pode ser aproximada pelo valor ¢,. Assim, obtemos a integral
b N
V(©Q) =27 [ xf (v =270 lim D4, ()08, ~1,.)
a A=

Essa integral pode ser tomada como a defini¢do do volume do sélido
de revolucao obtido.

Definicao 3.6. O volume de um sélido © obtido pela rotagao ao
redor do eixo y daregido entre o gréfico da fungao continua nao ne-
gativa y = f(x) definida no intervalo x €[a,b], com a >0, e o eixo
x é dado por

V(Q)= 2nj xf(x)dx . (3.5)

Exercicio resolvido 3.10. Encontre o volume do sélido obtido ao ro-
tacionarmos ao redor do eixo y aregido compreendida entre o gra-
fico da funcao y =x(x—1)’e o eixo x.

Solucdo. Antes de qualquer coisa, observemos que quando nos re-
ferimos a regido estamos falando de uma regido limitada. A regido
sob o grafico da funcdo f(x)=x(x—1)* esta entre os pontos que o
grafico cruza ou toca o eixo x, isto €, suas raizes, que sdo exatamen-
te x=0 e x=1, sendo assim, nosso intervalo de integracio sera o
intervalo [0,1]. Portanto, utilizando a formula (3.5), temos

1

1 1 5 4 3
v =2a[x (x—1)dx =2 [ (x" -2%° +x2)dx:2n(x?_2%+%]
0 0

Exercicio resolvido 3.11. Calcular o volume do toro, obtido ao ro-
tacionarmos ao redor do eixo y o circulo cuja circunferéncia é
(x—=R)Y’+y>=r>,com 0<r<R.

Solucdo.EssaCircunferénciapodeservistacomoaunidodosgraficosdas
fungdes y=f,(x)=r’ =(x—R)* e y=/f,(x)=—r’ —(x-R)*,
assim, podemos utilizar a simetria da figura e calcular o volume do
toro como sendo o dobro do volume do solido de revolugdo gerado
pelo grafico mostrado na figura 3.15 a sequir
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| | |
R—r R R+r

Figura 3.15: Regido sob o grafico da fungdo y = \/rz —(x- R)2 .

O intervalo de integracdo também fica explicito na figura acima, logo
podemos calcular o volume do toro:

R+r

[=4n j Ry —(x—R) dx.

R-r

Seja a integral
R+r
I=4x [ Ryr*—(x—R) dx.

R-r

Observe que, somando e subtraindo a integral 7 na expressao do
volume V, obtemos

R+r R+r

V =4z [ (x=RWr*—(x=R) dx+4aR [ |1’ —(x—R) dx.

Na primeira integral, efetuamos a substituicdo u =x—R, € na se-
gunda integral efetuamos a substituicdo x— R =rcosf. Assim, o lei-
tor € capaz de verificar facilmente que obtemos

V:4ﬂ_[u P’ —uzdu+47er2'[sen2 6deo .

0

A primeira integral na expressdo acima ¢ identicamente nula, pois se
trata de uma integral de fungdo impar em um intervalo simétrico no
que diz respeito a origem. A segunda integral pode ser resolvida fa-

cilmente, lembrando-se que senzezé(l—cosw), assim a integral

T .
resulta em X Portanto, o volume do toro ¢ igual a

V =2a"Rr’.
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Note que o volume do toro € igual ao produto do comprimento da
circunferéncia de raio R pela area do circulo de raio r.

Exercicio resolvido 3.12. Calcule o volume do sélido gerado pela
rotacdo ao redor do eixo y da regido delimitada pelas parabolas
y=x"ey=1-x".

Solucdo. A regido em questdo esta descrita na figura 3.16 ao lado

A

y

Figura 3.16: Regido delimitada pelas parabolas y = x*e y=1 —x’.
Primeiramente, € necessario que se determine o ponto x, de inter-
sec¢do entre as duas parabolas. Isso é simples, pois x; =1-x;, 0 que

NP | . 2 .
nos da x, =— ou ainda x, =——. Note que o volume do solido de

revolucdo sera dado somente pela regido considerada pelo intervalo
[0,x,], assim temos que a expressdao do volume se escreve como

V2 V2 V2
2 2 2

V=27 [ x((1-x") = x")bx = 2t [ x(1-2x")dx =271 [ (x—2x")dx,
0 0 0

de onde resulta
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3.3.2 Exercicios

1) Calcule o volume da esfera de centro na origem e raio r, utili-
zando o método das cascas cilindricas.

2) Calcule, utilizando o método das cascas cilindricas, o volume
de um cone vertical reto de base circular com raio » e com
altura & (sugestdo: coloque os eixos coordenados de maneira

apropriada e compare o seu resultado com o exercicio resolvi-
do 3.8).

3) Considere dois sdlidos esféricos de raios R, e R,, respectiva-
mente (suponha, sem perda de generalidade, que R, > R, . Des-
sas duas esferas, retire dois cilindros sélidos de raios 7 e r,,
respectivamente, de forma que os anéis resultantes tenham a
mesma altura %, conforme ilustrado na 3.17 abaixo (é facil ver
que neste caso r, > r, ). Qual dos dois anéis tem maior volume?

Figura 3.17: Figura para o exercicio 3.

4) Calcule o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotacao
ao redor do eixo y da regido sob a curva y =sen(x’) e acima
do eixo x, para x €[0, Jr].

5) Calcule o volume do soélido de revolucao gerado pela rotagao
ao redor do eixo y da regido entre as curvas y = Jx e y=2x.

6) Utilize o método das cascas cilindricas para obter o volume do
solido de revolugao obtido pela rota¢ao ao redor do eixo y da
regido entre o grafico da funcdo y=e ™ eoeixo x, para x>0.

7) Utilize o método das cascas cilindricas para obter o volume
do sélido de revolugao obtido pela rotagao ao redor do eixo y
da regido entre o grafico da fungdo y =senx e o eixo x, para
y=rsenf



3.3.3 Areas de Superficies de Revolugio

Para finalizarmos esta se¢ao, vamos deduzir o calculo da area de
uma superficie de revolugao. Como o leitor ja deve ter notado pelo
processo de obtencao de férmulas para o calculo de volumes de s6-
lidos de revolugao, sempre utilizamos aproximagdes com o auxilio
de particdes de um intervalo, posteriormente tomamos o limite e
obtemos uma integral ao longo do segmento. Adotaremos 0 mesmo
procedimento no calculo da drea de uma superficie de revolugao.
Considere a rotagao ao redor do eixo x do grafico de uma fungao di-
terenciavel y = f(x), definida para x €[a,b], satisfazendo f(x)=0,
e cuja derivada é uma fungao continua neste intervalo. Tomando-se
uma parti¢do P:a=x,<x, <---<x, =b, podemos aproximar a drea
da superficie pela soma das areas laterais dos troncos de cones deter-
minados pela rotacdo dos segmentos unindo os pontos (x,_,, f(x,,))

1

e (x, f(x,)), conforme ilustrado na figura 3.18.

\

Figura 3.18: Uma superficie de revolugdo aproximada por troncos de cones determinados pela
parti¢do P do segmento [a,b].

De inicio, temos uma tarefa de geometria elementar, a saber, calcu-
lar a 4rea lateral de um tronco de cone de uma maneira apropriada.
Primeiramente, vamos calcular a area lateral de um cone circular
reto de raio da base igual a » e comprimento da geratriz igual a /.
Se planificarmos o cone, cortando-o ao longo de uma geratriz, obte-
mos um setor circular de raio / e dngulo central 6 = AOB conforme
ilustrado na figura 3.19.
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a

2xwr

Figura 3.19: Planificacdo da superficie lateral de um cone circular reto.

Como sabemos que o comprimento do arco 4B ¢ igual a 260r, mas

o 4 ~ 27 [ .
também é igual a /0, temos entdo que 0 = Tr A &rea do setor cir-

cular, que é a 4rea lateral do cone, resulta em

A=tpgLp(2mr_
2 2" 7y

Agora, considere um tronco de cone de raio menor 7, raio maior 7,

e geratriz /. Esse tronco pode ser visto como a diferenca entre um

cone de raio r, e geratriz /+/, e um cone menor de raio 7 e geratriz

l;, conforme ilustrado na figura 3.20.

Figura 3.20: Tronco de um cone de raio menor 7;, raio maior 7, e geratriz l.

A drea da superficie lateral do tronco de cone se escreve como

A=ar,(I+1)—nanl =anl+n(r,—n)l,.



Podemos eliminar /; pela semelhanga de tridngulos na figura 3.20.
O leitor pode verificar facilmente que

L 1+1
L= F= (- =l

hoon
Substituindo na expressao da drea, temos finalmente que a area de
um tronco de cone é dada por

A=na(n +n)l=2nrl .

r+r ) o
onde r = % é 0 raio médio.

Utilizando a expressdo obtida, podemos escrever a soma das
areas laterais dos troncos de cones determinados pela particao
P do intervalo [a,b] e pelo gréfico da funcdo y=f(x). A ge-
ratriz / é dada pelo comprimento do segmento unindo os pon-
tos p,_, =(x_,f(x.)) e p,=(x,f(x,)), e o raio médio é dado por
r= %( Vo +ty)= %( f(x, )+ f(x,)). Assim, a area total relativa a
particdo P serd dada por

Il
M=

A

P

o (Mj \/(xi X )2 + (f(xz) - f('xi—l ))2 =
2| L5 SO @7 (310~
27 f (x W1+ (1)) (x, —x,_,)

onde o ponto &, cuja existéncia esta garantida pelo teorema do valor

1

1

Il
M=

1

Q
M=

1

médio, é tal que x, , <§, <x,, e a aproximagao da ultima expressao
pode ser feita, pois a func¢do f é continua. Quando a particao é bem
tina, os subintervalos ficam com comprimentos muito pequenos e os
valores da fungao nas extremidades sdo muito préximos, logo o erro
é pequeno ao considerarmos f constante em cada um dos subinter-
valos. Finalmente, tomando o limite | P|—> 0, que é o mesmo que o
limite N — o, obtemos a seguinte férmula para a drea

A=27 j FEOIH(f1(x))dx .

Novamente, essa férmula pode ser tomada como a defini¢dao da area
da superficie de revolugao.
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Definicao 3.7. A 4rea da superficie de revolucao gerada pela rota-
¢ao ao redor do eixo x do grafico da funcao diferencidvel y = f(x)
definida no intervalo [a,b], cuja derivada é uma funcdo continua e
com f(x)>0,éiguala

A= 2nj LT+ (1)) dx . (3.6)

Exercicio resolvido 3.13. Determine a area da esfera de centro na

origem e raio r.

Solucdio. A esfera x°+y”>+z° =r> é gerada pela rotagio ao redor
do eixo x do gréfico da funcio f(x)=+r"—x", para x e[-r,7]. A
derivada de f pode ser facilmente calculada, resultando em

fx)=

Assim, temos que

L+ (f () =l+5——=75—,
ri—x

o que, finalmente, utilizando a formula (3.6), nos da a expressdo para
a area da esfera:

A= Zn.[\/r —x

——dx = an.[dx 4mr* .

\r )C

Exercicioresolvido 3.14. Determine a drea da superficie do toro obtido
pela rotagdo ao redor do eixo y da circunferéncia (x —R)* + y* =77,
com O0<r<R.

Solucédo. Para resolvermos esse problema, temos que adaptar a expres-
sdo da area de superficies de revolucdo para funcoesdo tipo x = f(»),
e efetuarmos a integracdo na variavel y. Na verdade, teremos dois

graficos, a saber, f,(y)=R++r’ —y* e f,(y)=R—+r’  —y*,com

y €[-r,r]. As derivadas sdo, respectivamente,

S)=—F———=r¢c f,/(»)=
P =y’ -y

>

Assim, a area do toro sera a soma de duas integrais, resultando em



a’y+27‘[j(R—\/r2 —y2)+dy:t

A=2nj‘r(R+1/,ﬂ2 __yz) rzr_y2 f —

_ 4Ry j Jﬁ — 47Rr j \/% —47TRr id@ — 47 Rr

2
Na penultima igualdade, efetuamosa mudanca de variaveis y = rsin 8.
Note que a area do toro € o produto do comprimento da circunferén-
cia de raio R pelo comprimento da circunferéncia de raio r.

Exercicio resolvido 3.15. Calcule a drea da superficie de revolu-
¢ao obtida rotacionando-se ao redor do eixo x o gréfico da fungao

y=f(x)=+x,para xe[1,4].

Solucdo. A derivada da fungdo f ¢é facilmente obtida, resultando em

f(x)=— \/— Assim, também obtemos +/1+(f"(x))* = 4x+

finalmente a area da superficie é

4 4 17
A=27[x /4Z+ldx:ﬂj.\/4x+ld :%j\/ldu:%(n\/ﬁ—sﬁ)_
1 x 1 5

3.3.3 Exercicios

1) Na férmula (3.6), consideramos somente o caso f(x) >0, mos-
tre que, quando f nao é, necessariamente positiva, a formula
correta para a area de superficies de revolugao fica

A=2x7 j | f NI+ () dx .

2) Encontre a 4rea da superficie de revolugao gerada pela rotacao
ao redor do eixo x do gréfico da funcdo f(x)=e " para x=0.
3) Verifique que a trombeta de Gabriel, que é gerada pela rotagao
ao redor do eixo x do grafico da funcao f(x)= 1 para x>1,

x

muito embora o sélido de revolugao associado tenha volume
finito (como o leitor ja calculou em um exercicio anterior), pos-
sui area infinita.

4) Encontre a area da superficie obtida pela rotagdo ao redor do
eixo y da curva yz%/; para y €[1,2].
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5) Encontre a area do elipsoide obtido pela rotacdo ao redor do
eixo x daelipse 2x* +y* =1.

3.4 Centro de massa de regioes planas

Em Fisica, o estudo de sistemas complexos exige algumas simplifica-
¢Oes de forma a tornar os problemas tratdveis do ponto de vista mate-
matico. Para o estudo de corpos extensos ou para o estudo de um sis-
tema de muitas particulas, utiliza-se o recurso do célculo do centro
de massa, ou centroide do sistema. O centroide é um ponto que tem
a propriedade simplificadora na qual toda a massa do sistema pode
ser vista como se estivesse concentrada naquele ponto. Assim, toda a
fisica do sistema inicial pode ser estudada em duas partes, em geral
mais simples: a primeira é o comportamento do centro de massa em
relacdo a algum referencial pré-fixado, e a segunda € o comporta-
mento das particulas do sistema em relacdo ao centro de massa.

Para o célculo do centro de massa de um sistema com » particulas
no plano, com massas m,,m,,...,m, e coordenadas, respectivamen-
te, (x,,,),(x,,¥,),...,(x,,»,), devemos fazer a média ponderada das
coordenadas em relacao as massas. Assim, as coordenadas do cen-
tro de massa serdo (x, y), com

Nosso objetivo nesta secao é estabelecer férmulas para o calculo das
coordenadas do centro de massa de certas regides planas delimita-
das por curvas continuas. O centro de massa dessas regides tam-
bém sera o centro de gravidade, ou de equilibrio, dessas figuras, ou
seja, se pendurarmos a figura plana exatamente por este ponto, a
figura permanecerd em equilibrio. Uma outra forma de ver o cen-
tro de massa é ainda dizer que toda reta que passe pelo centro de
massa divide a figura em duas figuras de mesma massa. Tendo em
vista as ferramentas matemaéticas disponiveis ao leitor até o momen-
to, vamos delimitar um pouco mais o problema: vamos considerar
apenas regides delimitadas por curvas que sejam graficos de fun-
¢Oes reais continuas de uma varidvel y= f(x) para x em algum
intervalo [a,b].

Outra restrigao no tratamento do problema sera no sentido de como
vamos considerar as massas dos sistemas. O fato é que, ao passar-
mos de um sistema discreto de particulas, no qual as massas estao



localizadas em pontos, para um sistema continuo, como é o caso das
regioes planas, precisamos dizer como a massa do sistema esta dis-
tribuida. No caso de regides planas isso é feito através da densidade
superficial. Vamos tentar entender este conceito. O leitor deve estar
acostumado com o conceito de “densidade” como a “razao entre a
massa e o volume”. Entao, a densidade superficial deve ser a “ra-
z30 entre a massa total e a drea da regiao plana considerada”. Essa
serd a simplificagdo que utilizaremos nesta se¢ao. Para que fosse-
mos mais precisos, teriamos que considerar a densidade superficial
como uma fungdo p = p(x, y) que pudesse variar ponto a ponto; isso
descreveria, por exemplo, um material que nado estivesse uniforme-
mente distribuido sobre a regido, mas o célculo para regides com
densidade superficial variavel s6 podera ser feito com o auxilio de
integrais duplas, que serdo abordadas no Calculo 3. Assim, todo o
nosso tratamento serd para regides de densidade superficial cons-
tante p = p(x,y) = constante .

Considere, portanto, uma regidao compreendida entre os gréficos
das fungdes y = f(x) e y = g(x), para x €[a,b], com densidade su-
perficial constante p. Por simplicidade, podemos considerar ambas
as fungodes positivas, como nos indica a figura 3.21.

\

y

a b x

Figura 3.21: Regido plana da qual serdo calculadas as coordenadas do centro de massa, ou
centroide.

Um primeiro célculo importante é o cdlculo da massa total da re-
giao, que é igual ao produto da densidade pela area da regidao. As-
sim, temos

M=p-A=p[|f(x)-g(x)|dx.
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A razao de termos o valor absoluto na integral acima é simplesmen-
te para lidar com casos nos quais os graficos das duas funcoes se
cruzem no intervalo de integracao. A massa total sempre aparecera
no denominador das duas coordenadas do centro de massa da re-
gido. Na verdade, como veremos, o denominador sera dado apenas
pela drea da regiao. Isso se deve ao fato de a densidade ser constan-
te, 0 que nos permite canceld-la na expressao do centro de massa.

Seja, agora, uma particdo P:a=t,<t <---<t, =b, do intervalo
[a,b], dividamos a regido da figura 3.21 em retangulos e olhemos
em detalhes o i-ésimo retangulo, cuja base é o segmento [¢,,,,] e a

altura ¢ o segmento de comprimento |/(¢,) - g(%,)
ra 3.22.

, conforme a figu-

Figura 3.22: Particdo para o calculo do centro de massa.

Da geometria elementar, sabemos que o centroide de um retangulo
se encontra no ponto de interseccdo das duas diagonais, que coinci-
de com o ponto cujas coordenadas sao as coordenadas dos pontos
médios dos lados. Assim, as coordenadas do centro de massa do
i-ésimo retangulo sdao

;i:(ti—'_ti—l) e ;i=(f(ti)+g(ti)j,
2 2

e a massa desse mesmo retangulo é dada por
m; = p|f(ti)_g(ti)|(ti —t,,)=p4;,

onde g, é a drea do i-ésimo retangulo da partigao.



As coordenadas do centréide da regiao sao dadas pelas médias arit-
méticas ponderadas das coordenadas dos centréides de cada retan-
gulo, considerando-se que toda a massa dos mesmos esteja concen-
trada sobre seus centros de massa. Temos, entdo, que associadas a
essa particao as coordenadas aproximadas do centro de massa serao

_Z—{z ( it j|f(ti)_g(ti)|(ti _til)} =
Z

{Z ”t” If(t) (1)) (¢, - 11)}

i=1

- 1 Sp “”g(f)j|f<r,->—g<r,»>|<t,-—r,-1)}=

m i=1

1
i

zm {Zp

- —22 - { > | - (el _;,._1)}

(@) —<g(r )’ | )}

A razdo de o denominador ficar somente dependente das areas 4,,
nas expressoes do centro de massa, é que m, = p- 4, assim a densi-
dade se cancela na expressao. Finalmente, ao tomarmos o limite em
que as parti¢oes ficam arbitrariamente finas, temos que as coorde-
nadas do centro de massa ficam

= Jxl7e-geofar e 7= - [l - (e

Essas formulas podem ser tomadas como a defini¢ao das coordena-
das do centroide da regido plana.

Definicao 3.8: As coordenadas do centro de massa da regido plana

delimitada pelas curvas y= f(x) e y=g(x), para f e g fungdes
positivas e x €[a,b], sdo iguais a

=— j f(x)-g(x)|dx e y=— j (F () = (g(x))|dx. (37)

onde A4 é a drea da regido.
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Exercicio resolvido 3.16. Calcular as coordenadas do centro de massa
da regido delimitada pela semicircunferéncia x* + y> =r*,com y >0.

Solucdo: Precisamos primeiramente calcular a drea da regidao Neste
caso, o resultado pode ser obtido com matematica elementar, ou en-
2
r

tao o leitor pode utilizar o calculo integral, resultando em A=

As funcdes em questio sdo f(x)=+r'—x" e g(x)=0, com
x €[—r,r]. Assim, temos as coordenadas do centro de massa como

pois € a integral de uma funcdo impar em um intervalo simétrico, e

4
37

- 10 2 2 1 2 ’
=— | (r=-x)dx=—|rx——
Y nrz_[( ) nrz[ 3

-r

Exercicio resolvido 3.17. Calcular as coordenadas do centro de mas-
sa da regido sob a pardbola y =1-x*> com y>0.

Solugdio: Aqui as funcdes sio f(x)=1-x" e g(x)=0, para
x €[-1,1]. Calculemos, em primeiro lugar, a area da regido:

A=j(1—x2)dx:[x—%3j

-1

1

-1

Agora, calculando as coordenadas do centro de massa, temos

1

2
2

;=%j(1—x2)2dx=§j.(l—2xz+x4)dx=§[x—27ﬁ+x?5j

-1

Exercicio resolvido 3.18. Encontre as coordenadas do centro de mas-
sa da regido compreendida entre a reta y = x e a pardbola y =x’.

Solugdo: Aqui as funcgées sdo f(x)=x e g(x)=x’, para. Note que
neste intervalo f(x) > g(x)>0. Primeiramente, o calculo da area da
regiao resulta em
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1

1 2 3
x° x
A=I(x—x2)dx= —_——
0 2 3
Finalmente, as coordenadas do centro de massa se calculam como

;:6jx(x—x2)dx=6j(x2 —x3)dx=6[x—3—x—4J
0 0

0

1

_1
3 4 2"

0

1

;: 3_(i).(x2 —x4)dx=3(%3—x?sj

2
2

0

3.4.1 Exercicios

1) Encontre as coordenadas do centro de massa da regiao no
primeiro quadrante, compreendida entre a circunferéncia
x> +y> =7, e 0s eixos coordenados.

2) Calcule as coordenadas do centro de massa da regidao compre-

. T
endida entre as curvas y =senx, y =cosx com x € [O’Z] .

3) (Teorema de Pappus) Mostre que o volume de um sélido de
revolugdo obtido pela rotacdo ao redor do eixo y de uma re-
gido plana (sem perda de generalidade, assuma que a figura
se encontra totalmente no primeiro quadrante) pode ser obtida
pelo produto da drea da regido pelo comprimento da circun-
feréncia, cujo raio 4 a coordenada x do centro de massa, isto
é, V =2mxA . (Sugestao: utilize o método das cascas cilindricas
para o calculo do volume e identifique no resultado a férmula
da coordenada x do centro de massa.)

4) Use o Teorema de Pappus para calcular o volume de uma es-
fera de raio r (sem perda de generalidade, assuma que esta
centrada na origem).

5) Verifique, utilizando as férmulas para as coordenadas do cen-
tro de massa, que o centro de massa de um triangulo isdsceles
estd situado sobre a altura relativa a base a uma distancia da
base de um ter¢o da altura total. (Sugestao: sem perda de ge-
neralidade, pode-se colocar a base do tridngulo sobre o eixo x
e o terceiro vértice do tridngulo sobre o eixo y.)
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3.5 Curvas e areas em coordenadas
polares

Vamos estudar o célculo de dreas compreendidas por curvas descri-
tas em coordenadas polares. Como o leitor ja deve ter estudado em
geometria analitica, o sistema de coordenadas polares é uma outra
maneira de descrever os pontos do plano como um par ordenado de
nimeros reais. A primeira coordenada de um ponto neste sistema é
a distancia deste ponto a um ponto fixo no plano, o qual denomina-
mos polo. A segunda coordenada do ponto, é a medida do dngulo formado
por duas semi-retas: a semi-reta que une o polo ao ponto e o eixo polar, que
é uma semi-reta fixa partindo do polo. A figura 3.23 abaixo nos ilustra os
elementos da representacao em coordenadas polares.

P:(r,O)

0 >

Figura 3.23: Representacdo de um ponto do plano em coordenadas polares. Na figura, a letra
o representa o polo e a semirreta horizontal representa o eixo polar. As coordenadas polares
sdo dadas pelo par ordenado (,0).

As coordenadas polares de um ponto P no plano, portanto, sao
(r,0). A origem ndo possui uma representacao univoca em termos
de coordenadas polares, uma vez que qualquer angulo poderia re-
presentar a origem. Dissemos que a coordenada r representa uma
distancia, portanto deveria ser um nimero real positivo, mas em
muitas situagOes serd ttil e necessario introduzirmos valores nega-
tivos para a coordenada r, que definiremos como (-r,0) = (r,0+ ),
com 7> 0, conforme nos ilustra a figura 3.24 abaixo:



(=r,0)=(r.0+ )
Figura 3.24: Coordenadas polares com raio negativo.

Podemos comparar as coordenadas polares de um ponto no plano
com suas coordenadas cartesianas. Por convengao, costuma-se fazer
o polo coincidir com a origem do sistema de coordenadas cartesia-
nas e o eixo polar coincidir com o eixo x positivo. As expressoes
mais importantes que vao nos permitir trabalhar com coordenadas
polares sao as férmulas de mudancas de coordenadas, de polares
para cartesianas e de cartesianas para polares. A figura 3.25 nos
ilustra como obtermos essas transformacoes.

y

Figura 3.25: Transformacgdes de coordenadas.



. : x .
Na figura, vemos facilmente que cos =— e senf= 2. Assim, se
r r

quisermos expressar as coordenadas cartesianas em termos das co-
ordenadas polares, teremos

x=rcosf e y=rsend. (3.8)

Similarmente, se quisermos expressar as coordenadas polares em
termos das cartesianas, teremos

r=yx*+3* e f=arctg’ 39
X

O leitor é convidado a verificar que a expressdo de 6 em termos do
arco tangente é valida nos quatro quadrantes, inclusive sendo con-
sistente com os limites laterais quando x tende a zero pela esquerda
ou pela direita. Assim, para se determinar o dngulo 6, é necessario
levar em conta o quadrante onde esta o ponto (x,y).

A utilidade das coordenadas polares esta na representacao de luga-
res geométricos cujas equagoes em coordenadas cartesianas podem
ser bem complicadas. Um exemplo trivial sao as circunferéncias
com centro na origem e de raio R, cuja equagao cartesiana conhe-
cemos muito bem, que é x*+y” =R?, inserindo as férmulas (3.8)
obtemos a igualdade » = R. Pode haver casos em que a equagao car-
tesiana seja efetivamente mais simples, como é o caso das retas, com
equagoes ax +by +c¢ =0, cuja substituicdo por coordenadas polares
transforma em uma igualdade do tipo ar cos6 + brsenf + ¢ =0, noto-
riamente mais complicada. Porém, no caso em que tivermos ¢ =0,
a reta pode ser escrita como y :—ﬁx, se b#0,0u, x=0se b=0,

. . ~ . a
no primeiro caso, a equagao polar da reta fica 6 = arc tg(—z] , € No
. 7
segundo caso, quando x =0, temos a equacdo 6 = 7

Vamos apresentar mais alguns exemplos de curvas em coordenadas
polares:

Exemplo 3.1. Considere a curva em coordenadas polares dada por
r = 2senf . Multiplicando ambos os lados da igualdade por r, temos



r* = 2rcosf , que pode ser rapidamente convertido para coordenadas

cartesianas como x’+ )’ =2x, ou ainda (x-1)*+3*=1. Ou seja,
trata-se de uma circunferéncia de centro (1,0) e raio 1.

Antes de passarmos ao proximo exemplo, vamos fazer alguns co-
mentarios sobre o método de esbocarmos curvas em coordenadas
polares. O leitor vai perceber que a maioria das curvas interessantes
podera ser escrita na forma » = f(6). Entdo, a primeira coisa a fazer
é esbogar o gréfico da funcdo f em um plano auxiliar, cujas coorde-
nadas cartesianas sao (6,r) (isso mesmo: a coordenada 6 dada pela
posicao em relacao ao eixo horizontal e a coordenada » em relagao
ao eixo vertical). Neste exemplo, a funcdo seria f(0)=2cosf, que
é o gréfico da fungdo co-seno a menos de uma mudanca de escala
na direcdo vertical. Com este grafico em maos, podemos esbogar a
curva real, no plano (x,y), utilizando as férmulas (3.8). Vejamos: o
gréafico da funcdo f(6)=2cosf no plano (0,r) estd representado na

figura 3.26.
3
r
2 :
2r 0
E claro que vocé podera )
também utilizar uma tabela, -
com valores especificos de
0 e r, para esbocar alguns
pontos da curva. Figura 3.26: Grafico da funcdo f'(6)=2cosf no plano com coordenadas cartesianas (6, r).

A curva pode ser esbogada com o auxilio deste grafico, lembrando-
se que, se um ponto possui a coordenada r <0, significa que de-
vemos efetuar a adigao de 6 na parte angular das coordenadas do
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ponto e trabalharmos com a parte radial igual a —» > 0. Temos, por-
tanto, a curva r =2cosf no plano cartesiano (x,y), ilustrada na fi-
gura 3.27. Nesta figura, marcamos alguns pontos, cujas coordenadas

polares sao, respectivamente, 4 = (\/g , %), B= (\/5 ,%}, C= (l,%j ,
T 2 k¥ 1 Sm
0= (0,5], D= (—I,Tj, E= (—\/E,Tj, F= (—\/g,?j .A represen-

tacdo desta curva no plano polar é um circulo de raio 1 centrado no
ponto de coordenadas cartesianas (1,0), conforme a figura 3.27 a

seguir.
7 L
B
C 4
(1,0) (2,0)
0 | >
| 0
D F
E

Figura 3.27: Circunferéncia de equagdo » = 2senf.

Exemplo 3.2. Considere a curva dada em coordenadas polares
dada por r=1+cosf. Note que a equagdao em coordenadas carte-
sianas pode realmente ficar bem complexa neste caso. De fato,
multiplicando a igualdade por r, temos r*=r+rcosf, ou seja,
x> +y? =x*+y* +x,ouainda (x(x—l) + yz)2 =x*+ y*. Para fazer-
mos o esbogo desta curva, novamente precisamos recorrer ao gra-
fico da fungdo f(6)=1+cosf no plano cartesiano (,r), conforme
nos ilustra a figura 3.28.



Este nome deve-se ao fato
de o formato da curva
lembrar a forma de um

coragéo.

Em 1694, o matematico
suico Jacob Bernoulli
(1654-1705) publicou na
revista Acta Eruditorum
um artigo introduzindo
uma nova curva que levou
originalmente o nome de
Lemniscus. Na verdade, a
Lemniscata também pode
ser vista como um elemento
de uma familia infinita de
curvas chamadas Ovais

de Cassini, introduzidas
pelo matematico italiano
Giovanni Domenico Cassini
(1625-1712) no ano de
1680.

2 %

Figura 3.28: Grafico da funcio f(0) =1+ cosf no plano com coordenadas cartesianas (0,7).

Com o auxilio deste gréfico, podemos desenhar a curva, que é deno-

minada Cardioide, como nos mostra a figura 3.29.

y

>

Figura 3.29: Cardioide 7 = 1+ cos6 .

Exemplo 3.3. A Lemniscata de Bernoulli é o lugar geométrico dos

pontos cujo produto das distancias a dois pontos fixos é uma cons-

tante. Para fixarmos um exemplo, considere os pontos (a,0) e (-a,0)

(em coordenadas cartesianas) e todos os pontos do plano cujo pro-

duto das distancias a estes dois pontos dados seja igual a a*. Assim,

teremos

((x—a)2 +)/2)((Jc+cz)2 +y2)=a4,
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que ap6s algumas manipulagdes algébricas resulta na equacao car-
tesiana

(x2 +)/2)2 =2a’ (x2 —yz).

A equacgdo acima pode ser colocada em coordenadas polares resul-
tando em

r* =2a%cos26 .

Desafiamos o leitor a obter a expressdao em coordenadas polares a
partir da equacao da curva em coordenadas cartesianas. O esbogo
da Lemniscata esta representado na figura 3.30 abaixo:

y

Figura 3.30: Lemniscata de Bernoulli.

3.5.1 Exercicios

1) Esboce a curva r =2senfl, conhecida como rosacea de quatro
pétalas. Encontre sua equagao em coordenadas cartesianas.

2) Encontre as equagOes cartesianas das seguintes curvas:

a) r=2send.
b) r= .
1—cosf
5
Q) r=—— .
3 —4senf

d) r*=6.



Nicomedes foi um
matematico grego do século
Il a.C. A Conchoide ¢ uma
curva especial construida
para auxiliar na solucdo de
dois problemas classicos de
construgdes geométricas,

a saber, a trisseccdo de
angulos e a duplicagédo do
cubo.

Diocles foi um matematico
grego que viveu
aproximadamente no
periodo de 240 a.C a 180
a.C. Diocles também tratou
do problema classico

de duplicacdo do cubo

e propOs uma solucdo
através da curva especial
denominada Cissoide, que
tem esse nome em alusdo
ao nome grego da folha da
planta hera.

3) Determine as equagdes polares das seguintes curvas:

a) 2xy=1.
b) x*=4y.
0 x*—y*=1.
d) y=x+1.

4) Esboce a curva r=4+2secd, conhecida como Conchoide de
Nicomedes. (Sugestdo: verifique que a reta vertical x=2 ¢
uma assintota da curva, isto é, verifique que ,1_121, x=2)

5) Esboce a curva r =senf-tgf, conhecida como Cissoide de Dio-
cles. (Sugestao: verifique que a reta x =1 € assintota vertical
dessa curva. Verifique também que a curva fica restrita a re-
giao do plano definida por 0<x<1.)

Finalmente, como aplicagdo de integral, vamos calcular a area da
regiao compreendida por uma curva em coordenadas polares. Con-
sidere uma curva dada pela equagao r = f(0). O objetivo € calcular
a drea da regido radial delimitada pela curva entre as retas 0 =a e
0 =b,isto é, as semirretas a partir da origem com inclinagdes dadas
pelos angulos 0 =a e 8 =b. Suponha, sem perda de generalidade,
que b>a conforme ilustrado na figura 3.31 abaixo:

y 3

Figura 3.31: Area em coordenadas polares.
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Novamente, consideremos uma parti¢gaio P:a=60,<0, <---<6, =b
do intervalo [a,b]. Entre os dngulos 0., e 6,, considere o angu-
lo 0?, tal que a 4drea do setor delimitado pela curva compreendi-
do entre 0,_, e 0, tenha a mesma area que o setor circular de raio
£(6,) e angulo central. Assim, a 4rea entre 0, , e 6. serd dada por

4 :%( £(0))*(0, -6, ,).Assim, uma aproximacdo para a area total

associada dada por essa partigao sera

N
AP:Z

i=1

(f(ej ))2 (91' - 91‘—1) .

| =

Tomando o limite, quando as parti¢cOes se tornam arbitrariamente
finas, obtemos a integral

15 )
A= j (f(6))d6. (3.10)

Exercicio resolvido 3.19. Encontre a 4rea da regido delimitada por
um laco da rosacea de quatro pétalas » = cos26 .

Solucdo: Aqui, temos f(6)=cos26. Agora, note que a equacdo
nos fornece que r(—%}r(g:o, enquanto r(0)>0 para
_Z<0<Z' logo temos um laco. A area da regido delimitada por

esse laco sera, entao,

: : :
A:lj.cosz2t9a’0:l_|.(1+<:0s49)a?(9:l 1+1sendg | =2
2] g 2l "4 E
g 5 s

Exercicio resolvido 3.20. Determine a drea da regiao interior ao cir-
culo delimitado pela circunferéncia » =3senf e exterior ao cardioi-
der=1+sen6.

Solucdo: Primeiramente, precisamos encontrar os pontos de inter-
seccdo das duas curvas, isso € feito igualando-se as duas expressoes:

. , 5
3senf) =1+send, ou seja, senezé, 0 que nos da Ozg e 9:—n.



197

Assim, a area da regido sera

A== | ((3send)* —(1+senb)*)do.

1
2

C\\':l'—;a\‘gl'

Podemos ainda explorar a simetria das curvas em relacdo a reta ver-
: : 4

tical x=0, ou seja, 6 :E , resultando em

x

2
A=|(8sen’0 —1—2senf)dl = I(3 —4¢0s20 —2send)dl = 7 .

SRR L

6

3.5.2 Exercicios

1) Encontre a area da regido delimitada por um lago da curva
r=2cos46 .

2) Encontre a drea da regiao dentro da curva r =1-cosf e fora da

curva r=—.
2

3) Encontre a drea da Lemniscata 7° = 4cos 26.

4) Encontre a area da regiao interna, simultaneamente, as curvas

r=senf e r=cosé -

5) Determine a drea delimitada pelo eixo polar e pela espiral de
Arquimedes, r =6, para 0<60 < 2.

Respostas dos exercicios

3.1.1 Exercicios

D
2 3
a) L XK.
2 3
2
b) y?=x—arctanx+K.
1
) —=-cosx+K.
y

2
d) arctany=x+x7+K.



e) tan2y:x+%sen2x+K_

f)arcseny =lnx+ K.

2 2

g) y—+ey:%+e"‘+K.

2

h) y:£x+l(b—ﬂjln|cx+d|+](.
c

c c
i) £y+l(af—éjln|ay+b|=x+K.
a” a a
2)
1 . 1 2
a) Esm3y=5(cos2x+l):cos X.
2
y 1
b) —=(x+1e " ——.
) 5 (x+1) 5
2
c)%=1n(1+x2)—1.

d) y+y*=x"—4.

3) Divida o segundo membro no numerador e denominador por
2
u -4

—Uu

x enote que y'=xu'+u , a equagao resultante fica xu’'=

3.2.1 Exercicios
1)

a) L:1—7.
12
1
b) L=2+Zln2.

o) L=In(1+2).

e) L:i(\/z+ln(l+\/§)).



3.3.1 Exercicios

B 4ab?
3

2) V =2n"ab’.

R4

3.3.2 Exercicios
3) Os dois sélidos tém o mesmo volume.
4V =2m.

_ T
240 °
6) V=2m.

5V

7) V=2

3.3.3 Exercicios

2 4=2.
4

4) A=%(145\/E—10\/E).

5) A:ﬁn[gﬂn(\g;ln.
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3.4.1 Exercicios
) (ﬂ,ﬂ)
3n 3m
i1 1
(J_ 1( v2+1 j4(\/§—1)J'

3.5.1 Exercicios

2)a) x'+(y=1=1b) y* =14+2x.0) x*+ )’ = arctan ..
X

3) a) r’sen20 =1.
b) rcos’6 = 4send .
) r’cos20=1.
d) r(senf —cosf) = 1.

y

4) ) >
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5) >

3.5.2 Exercicios

) 4==
4

QA:&@_E,
8 4
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Capitulo 4

Séries Numeéricas

Neste e no proximo capitulo estudaremos séries, deno-
minagdo das ‘somas de infinitos termos’. Comegaremos
com séries numéricas que formam a base para expres-
sar muitas fungoes, como ‘polindmios infinitos’, deno-
minados de séries de poténcias, que desempenham um
papel fundamental no entendimento do Cdlculo.

4.1 Introducao

O primeiro significado de infinito que encontramos no diciondrio é
‘nao finito’ e, entre outras defini¢cbes, encontramos “ter um tama-
nho ou valor absoluto que é maior que qualquer niimero natural,
grandeza cujo modulo é arbitrariamente grande”. Podemos pen-
sar que o homem “encontrou” o infinito sob a forma de distancias
grandes demais para serem medidas e niimeros grandes demais
para serem contados, e a ideia de “somar” infinitos nimeros reais
é bem antiga. Pelo menos quatro dos paradoxos de Zenao de Eleia
(490-425 a.C.) sobre o movimento envolvem a “soma” de infinitos
termos positivos a um ndmero finito. Arquimedes (287212 a.C.),
para suas demonstragoes rigorosas das formulas de certas 4reas e
volumes, encontrou vdrias “somas” que contém infinitos termos.
Ele também utilizou o método de exaustdo (argumento sequen-
cial) de Zendo e tentou explicar como somas infinitas poderiam
ter resultados finitos, inventando argumentos muito engenhosos
que incorporam alguns detalhes técnicos do que hoje chama-
mos de limite. Durante séculos as séries intrigaram matematicos
e muitos contribuiram para seu desenvolvimento. Nao possuindo
o conceito de limite, propriamente dito, para alcancar resultados
esses matematicos inventavam técnicas, desenvolviam esquemas
algébricos complicados ou apelavam para intui¢do geométrica ou
tilosofica, em algum ponto critico. Nicole d’'Oresme (1325-1382)
realizou estudos usando aproximagao sequencial e inventou um



argumento para mostrar a divergéncia da série harmonica. Simon
Stevin (1548-1620) somou séries e analisou sequéncias, mas parou
antes de definir ou explicar limites e convergéncia.

Na metade final do século XVII teve inicio a investigacao de
sequéncias e séries de fun¢des com Isaac Newton (1642-1727) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1647-1716), que desenvolveram
representacoes de séries para algumas fungdes. Leibniz somou e
analisou varias sequéncias geométricas, tentou explicar o conceito
de limite e descobriu muitos resultados, hoje estudados em célculo.

O calculo obteve vérios sucessos no século XVIII e se desenvolveu
rapidamente, mas pouca atencao foi dada aos seus fundamentos mais
teéricos, muito menos as ideias de limite e convergéncia de sequéncias
e séries. No seu trabalho principal, Jean Le Rond d’Alembert (1717-
1783) considerou a derivada como o limite do quociente de diferengas
e, também, desenvolveu o teste da razdo para determinar a conver-
géncia de muitas séries. Através do trabalho de d’Alembert a natureza
da pesquisa sobre séries estava mudando de célculos praticos para
uma fundamenta¢do mais tedrica. No final do século XVIIL, Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) fez um esforco heroico para tornar o cal-
culo prioritariamente algébrico, eliminando limites inteiramente. Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) produziu o primeiro tratamento estrita-
mente rigoroso da convergéncia de sequéncias e séries, embora nao
tenha usado a terminologia de limites. Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) foi o primeiro a definir por completo as ideias de convergéncia
absoluta de séries infinitas. Ele comegou o seu curso de célculo para
estudantes de engenharia na Ecole Polythechnique, em Paris, do nada.
Ele escreveu as suas proprias notas de aula, essencialmente seus pro-
prios livros, comegando com uma definicido moderna de limite e usan-
do o principio de limite como base para introdugdes precisas a conti-
nuidade e convergéncia, a derivada, a integral, e o resto do calculo.

Como surgem as séries

O primeiro exemplo de como aparecem séries numéricas pode ser
dado pelo seguinte paradoxo de Zendao: para um corpo percorrer
uma certa distancia, ele tem primeiramente de percorrer a primeira
metade, antes dessa metade a metade dessa metade, e assim por
diante, isso pode ser explicado pela férmula



I 11 1 1 1
—t——+| o |t =ttt =1
2 22 \22)2 2 20 2

Na matematica elementar aprendemos que %: 0,3333..., um

decimal infinito que pode ser escrito como a série numérica

O,333...=i+i2+i3+...+ 3 +...=l.
10 10° 10 10" 3

De modo geral podemos escrever

a, a a a
0,aa.a,...a ...=—4+—2+4+ 34+  +—" . ael0 1,2 3, .. 9.
1723 n 10 102 103 lon i { }

Antes da definicao de série é importante ficar claro que ndo pode-
mos interpretar expressdes da forma a + a,+...+ a,+...literal-
mente como uma “soma” de infinitos ndmeros reais, ou seja, nio se
trata simplesmente um exemplo envolvendo a adi¢ao. Lembremos
que a adi¢do é uma operagao bindria, o que significa que sempre
operamos dois niimeros de cada vez. O resultado da operacao é um
numero a que chamamos de soma. Quando operamos um nimero
finito de ndmeros, podemos agrupar os nimeros e, entdo, adiciona-
los dois de cada vez. As propriedades associativa e comutativa ga-
rantem que obtenhamos o mesmo resultado, nao importando como
agrupemos os nimeros e a soma € um niimero real. Entretanto, se
a “soma” de infinitos niimeros reais algumas vezes resulta em um
numero, como no primeiro exemplo acima, ja outras vezes teremos
expressoes como
[+2+3+4+...=

(Lembre-se que infinito ndo é um nimero!), e ainda pode ocorrer
que seja impossivel definir um “resultado™

1-1+1-1+1-1+...

(E zero? E um? Ou nao € zero nem um?)

Entdo, primeiro é preciso definir o que significa a soma. Também
é preciso provar que valem as operagdes usuais quando envolvem
infinitos termos. Lembramos que, sempre que utilizarmos proprie-
dades relativas as operagdes com nimeros reais ou as relagdes de
ordem, com as quais estamos habituados, devemos estar bem aten-
tos ao fato que elas sao vélidas apenas em processos envolvendo um
numero finito de parcelas.



4.2 Definicoes

Comecemos analisando as seguintes “somas” de infinitos termos.

A) Para dar um significado a igualdade %+%+%+%+...:1 é

preciso dar um sentido para o primeiro membro da igualda-
de. Como ndo podemos somar todas as parcelas do primei-
ro membro da igualdade de uma vez, comecemos somando
os dois primeiros niimeros e, a cada passo, adicionaremos o
proximo termo ao resultado obtido. Denotemos por S, a soma

das primeiras i parcelas da sequéncia: ,...,sendo 1 e N:

2748
ool 13
2 4 4
11 (1 1y 1 3 1 7
S,=—4+—+—=| —+—|+—=—+—=—
2 4 8 \2 4) 8 4 8 8

I (1 1 1)y 1 7 1 15

S, = +l+l+—: —+—F=|t—==t—=—.
4 8 16 \2 4 8) 16 8 16 16

1
2
Observe que os nimeros envolvidos nas somas possuem uma

caracteristica: o numerador é sempre 1 e no denominador

temos 2". Assim,
1 1 1 1
+—+..+—

S ==+—= . )
2022 2 2"

As somas, encontradas acima, também tém uma caracteristica:

2" -1 1
S, = ou §, =l-—.
2" 2"
Assim,
1 1 1 1 1
n :—+—2 Sttt =l-=.
2 20 2 2 2

Antes de prosseguirmos, vamos provar que a férmula encon-
trada para S vale para qualquer nimero natural 7, usando o
Principio de Inducao Matematica.

(Fundamentos de Matematica I). Para a prova, apesar de nao

ser uma soma, propriamente dita, denotamos o primeiro ter-

1
mo da “soma” por S,; §, = 5

Inducdo matematica é

um método de prova
matematico, usado para
demonstrar a verdade

de infinitas, porém
enumeraveis proposicoes.

A forma mais simples e

mais comum de inducdo
matematica para provar que
uma propriedade vale para
todos os numeros naturais
n e consiste de dois passos:
1) A base: mostrar que o
enunciado vale paran = 1.
2) O passo indutivo:
mostrar que, se o0 enunciado
vale para n = k, entdo, o
mesmo enunciado valera
paran=k+ 1.



1
a) Observe que ) é o valor de S, para n=1, o que prova

que a férmula vale para n =1e assim temos o primeiro
passo da prova.

b) Supondo que o mesmo vale para n=k,

S —1+L+L+ +L—1—L rovaremos para n=k+1;
Fopopr r T ok P P ’

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

S =yttt ort g s gttt [T o

Portanto, a férmula vale para todos os niimeros naturais.

Outra maneira de chegarmos a mesma expressao para
) 11 1 .
S, é observar que —+—+-—+...+— éasoma dosn pri-
2 20 2 2
meiros termos de uma progressao geométrica de razao
1 o
r=-e lembrarmos que a soma dos n primeiros termos
de uma progressao geométrica, da qual o primeiro termo
é aearazaoér, é
o a(r'=1)
r—1

a+ar+ar*+...+ar"

Obtivemos, assim, uma sequéncia numérica S,, S,,...,S,,...,

onde S, =1—L.
21’!

Comojd estudamos sequéncia e sua convergéncia, sabemos

o1
que lim—=0, o que implica que lim S, = lim(l —%) =1.

n—>0 2 n—o0 n—>0

Portanto, a igualdade 1 + 1 + 1 + L +...=1 pode ser escri-
2 4 8 16

) 1 1 1 1
tacomo lim| —+—+—+...+ =1.
4 8

n—o 2"



Lembrando do conceito de limite, a igualdade significa
que, a cada vez que adicionamos uma parcela na soma
obtida (0 que se faz aumentando o valor de 1), mais a
“soma” aproxima-se de 1. Assim, ao primeiro membro da
igualdade nao significa realmente que “adicionamos” in-
finitos termos um a um (e nem todos. Por qué?). E, é claro,
substituindo o valor de 7 na férmula de S , que a soma de
qualquer niimero finito de termos nao é 1.

Uma “prova geométrica” da igualdade: considere um
quadrado unitdrio e “divida-o infinitamente ao meio”,
conforme a Figura 4.1 a seguir. A soma das areas dos re-
tangulos “é igual a um”.

[

N | —

NI

Figura 4.1

B) Outro exemplo € a “soma” de todos os nimeros naturais, que
vocé, ja deve ter visto: 1+2+3+4+...+n+....

A soma dos n primeiros nimeros naturais é calculada pela
seguinte formula:
n(l+n)

T

1+24+3+...+n=

(Vocé ja viu a prova dessa férmula em Fundamentos da Matemad-
tica I, Capitulo 5, mas, se desejar, € facil provar usando nova-
mente o Principio de Inducdo Matemética).

(1+n) ,

Note que S, :nT € muito grande quando n é grande e,

quanto maior 7, maior € a soma.

Nos exemplos A) e B) apresentados até aqui é possivel notar-
mos que a base tedrica de séries é a convergéncia de sequén-



cias e a “soma” de infinitos termos é definida usando a nocao
de limite.

Definicao 4.1. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Uma ex-
pressao da forma g, +a, +...+a, +...€é denominada série numérica
ou simplesmente série. O niimero a, é denominado o enésimo termo
ou termo geral da série.

A partir da sequéncia (4,) formamos uma nova sequéncia (S, ),
cujos elementos sdo as seguintes somas:

S, =aq,

S,=a, +a,

S,=a,+a,+a,

S =a +a,+...+a,

Essas somas sdao denominadas somas parciais ou reduzidas da série e
sao numeros reais porque, para cada » natural, S, é soma de um
nimero finito de niimeros reais.

Se existir o limite S=I1imS, =lim(q, +a, +...+a,), dizemos que a
n—o n—o

série é convergente e o limite §'é definido como a soma da série.

Nesse caso, a, +a, +...+a, +...= S . Caso contrario, ou seja, se o limi-

te ndo existir ou tender a infinito, dizemos que a série é divergente.

Nota: Rigorosamente, uma série infinita @, +a, +...+a, +...€ ape-
nas um sinal para indicar que vocé deve calcular a sequéncia
S, S,, S;,..., S, ...das somas parciais e verificar se ela é convergen-
te ou divergente.

Notacdao: Em qualquer caso, convergente ou divergente, usamos a

0
notagao sigma para série: z a,=a+a,+...+a, +....

n=1

n
Assim, a soma parcial S, =a,+a,+...+a, = Zak .
k=1

Outras notagbes: D a,, Y a, etc, ou simplesmente » a,, quando
k=1 i=1
estiver claro que n=1,2,3,...



As vezes é conveniente considerarmos séries que comegam em a,,

o0
em vez de a €, nesse caso, escrevemaos a .
1 n
n=0

1 2 3 .
Exemplo 4.1. Seja a série —+—+—+ . Para escrever a série

23 34 45
usando a notagao sigma precisamos da expressdao do termo geral.

Observe que

1 1
23 (1+1)(1+2)
2 2
34 (2+1)2+2)
33

45 (3+D3+2)

Concluimos que a, = — " eescrevemos
(n+1)(n+2)
1,25, 5
23 34 45 m (n +1)(n +2)

Exemplo 4.2. No processo inverso, escrevemos 0s primeiros termos

> 1 =1—l+l—l+...+(—l)”+....
—\ 2 2 4 8 2

(Note que essa série comega com q,)).

de uma série:

Exemplo 4.3. A série
P Z n( )

calcular. E conhecida como Série Telescépica.

é convergente e sua soma € facil de

Antes de calcularmos as somas parciais, note que o termo geral da
1 1

série a, = pode ser escrito como —— . Assim,
n(n+1) nn+l) n n+l
11 1
S1:a1:___:1__
I 2 2



Teorema estudado em
Calculo I: Selimx, =1,

n—>0
entdo toda subsequéncia

de (xn)converge para o
limite /.

e a soma parcial §,¢é

S =8 _ +ta, = 1—l +(l— ! j= _ .
n n n+l n+l1

Note que a expressao encontrada vale para todo 7. (Por qué?)

Comoo limS§, = lim(l —Lj =1, temos, entao, que Z— =
n—»m n—»m n+1 o n(n + 1)

Observacao 4.1. Exemplos de séries convergentes e de que a soma
é facil de calcularmos, como a série do Exemplo 4.3 anterior, nao
sao frequentes. Nos exemplos vistos até agora, temos uma expressao
para a soma parcial §,, o que nem sempre acontece.

Exemplo 4.4. A série Z:(—l)”+l =1-1+1-1+... é divergente.

n=1
De fato, as somas parciais S, de ordem impar, S,, ,, sdo iguais a
1 e as de ordem par §,, sdo iguais a zero (Verifique!). Como duas

subsequéncias, (S,,) e (S,,_,), convergem para limites diferentes, a

sequéncia (S,) nao é convergente. Logo, a série dada é divergente.

Nota: Voltamos a questdao de notacao: Zan € apenas um simbolo.
n=1

Se ndao tomarmos cuidado, podemos facilmente chegar a conclusoes
erradas. Na histéria da Matematica, até mesmo grandes matemati-
cos cometeram equivocos.

No Exemplo 4.4 visto ha pouco, se tivéssemos o direito de conside-

rar a soma S dessa série, S=1-1+1-1+..., teriamos

1
S=1-(1-1+1-1+...)e S=1-5, o que implica Szz,oque nao é

verdade, porque a série é divergente!

Na introdugao deste Capitulo lembramos vocé de que as pro-
priedades da adicdo sdao validas quando se trata de nimero fini-
to de parcelas. A série 1-1+1—1+... ndo pode ser substituida por
d-D+d-1)+d-1)+..., que é convergente para zero!

Exemplo Especial. Séries Geométricas.

Provavelmente, o primeiro exemplo de uma série convergente que
vocé estudou (e, talvez, nao exatamente dessa maneira) foi a série



geométrica. Ela, também, é um dos processos infinitos sobre os
quais os matematicos estavam relativamente seguros antes do sur-
gimento do Calculo. Na verdade, é uma classe de séries, muito ttil,
como veremos no desenvolvimento da teoria; para as séries geomé-
tricas sabemos tudo sobre a convergéncia e divergéncia e, para as
séries convergentes, a formula para a soma é conhecida.

Numa série geométrica, cada termo é obtido multiplicando-se o seu
termo precedente pelo mesmo ndmero,r # 0, conhecido como ra-
zao. Assim, uma série geométrica é da forma

o0
a+ar+ar2+...+ar”’1+...:Z:ar”’1
Va
n=l1

onde ae rsdao nimeros reais fixos, diferentes de zero.

Atencao! Se » =0, a expressao a esquerda da igualdade é igual a a,

porém temos um problema na notacao sigma a direita. Observemos

que a poténcia de r é n—1, pois o primeiro termo é a =ar’, mas 0’

nio é um mimero (Nao é igual a um! E uma “indeterminacio expo-

nencial”. Veja em Calculo I ou disciplinas anteriores.). Estabelecendo
®

que Y ar"' =a quandor=0, usaremos a notagiao também nesse
n=1

caso, sem comprometer a matematica!

Antes da andlise da série observemos que nao ha restri¢cao sobre o
nimero r, que pode ser positivo ou negativo.

Vamos deduzir aqui a férmula da soma dos n primeiros termos de
uma progressao geométrica que € a enésima soma parcial da série:

S =a+ar+ar’+...+ar"".

Multiplicando-se os dois membros da igualdade por » obtemos:

rS, =ar+ar’ +...+ar'" +ar’.

Subtraindo-se S, de S, obtemos:

- 2 -1
S —rS =a+ar+ar’ +..+ar" " —ar—ar* —..—ar" —ar" =a—ar",
n n

ou (1-r)S, =a(l-r").



a(l-r")

Para r #1(Por qué?) temos: S, = "
—-r

Usando resultados para limites de sequéncias (Calculo I), temos:

i) Se —1<r<1 entdo limSn:Iima(l_r )__a .
’ n—® noe -y l1-r

ii)Se r<—1lou r>1(lembre-se que r#1), a sequéncia (S,) é
divergente e, portanto, a série geométrica é divergente para
tais r.

iii)Para r=1, a soma parcial S, =a+a+a+...+a=na e, tam-
bém, nesse caso a sequéncia (S,) é divergente. Logo, a série
geométrica é divergente para r =1.

o0 o0
Conclusdo: A série geométrica » ar"" =) ar" ¢ convergente se

n=l n=0

|| < 1 easomaé iar”“ :iar” =2 Se || =1 a série geo-
n=1 n=0 l_r

métrica € divergente.
Tarefa: Siga as etapas a partir da soma parcial da série para mostrar
—-r

que Zar” zla—r,se|r|<1. (Lembre-se que a propriedade distri-
n=1

butiva so vale para um numero finito de parcelas).

Exercicios resolvidos

1) Verifique se cada série é convergente ou divergente. No caso de
ser convergente, encontre a soma da série.

n—1
>, [ 2 . " ~ 2
a) 23(gJ € uma série geométrica de razao r =3 e a=3.
n=1

Sendo 0 <7 <1,asérie é convergente e, pela formula da soma,

3 = (2"
S:—2=5.Assim,23[gj =5.

1-= n=1
5



b) (—lj :1—l+l—l+...+(—%j +..., do Exemplo 4.2

anterior, € uma série geométrica. Como a=1e r= ) que

estd no intervalo de convergéncia, temos:

3 [ -
T )
2
(Note que a poténcia € n e a série comeca em a,).

2 3 0 n

T . . . .

0 E+T+?+...: (—j é uma série divergente, pois é
n=1

uma série geométrica de razao maior que 1.

2) Escreva o nimero 1,232323... como uma razao de dois nimeros
inteiros.
23 23 23
+ + +
100 10000 1000000
23 23 23 23 N
107 10° " 10°
L, 1 231
10° 1010 10° 10"

Resolucdo: 1,232323... =1+

=1+

2
0b — +... € a série geomé-
serve que 102 10 (mzj 10° (mzj J

trica de razdo r——2 1 e a=—r 23 . Usando-se a férmula da
10 100 10°
soma, obteos S:E,econcluimos que 1,232323...=1+ 23 2
99 99 99

0
3) Escreva a soma da série Zx”, onde — I<x<l1.
n=0

Solucdo: Basta vocé observar que a série € a serie geométrica, com

r=x,a=leque zx —an . Assim, Zx —, pois|x| <1.
n=1
Nota: Se efetuarmos a divisdo do polindmio constante, p(x)=1,
pelo polindmio g(x) =1-x, obtemos 1+x+x’+x’ +..., que é a série
dada. Verifique!



4.2.1 Exercicios

1) Qual o termo geral das séries a seguir?

3 3 3 3
a) —+—+—+—+...;
5 25 125 625

3 4
b)x+x2+x—+ +...,xeR;
1.2 123
2 3 4
C) 7’+F+3T+F+... ,T’G]R.

2) Escreva a série a,+a,+...+a, +..., cujo termo geral é:
a) an — (_l)n—l3n—1 ,

_ cos(n)

n 2
n

b) a

3) Encontre uma férmula para a enésima soma parcial de cada
série e use-a para encontrar a soma, se a série for convergente.

7 7 7 7
a) 7+5+—+—+...+ +...

4 8 2
b) 1-24+4-8+...+(=1)""2""+...

5 5 5 5
Q) —+—+—+..+—————————+ ...
23 34 45 (n+1)(n+2)

4) Escreva os primeiros termos de cada série geométrica e calcule
sua soma, se a série for convergente.




5) Encontre os valores de x para os quais a série dada é con-
vergente. Para esses valores de X escreva a soma como uma
funcao de x.

a) i4(x -3)";

b) ixbl;

n=0

= (x+1Y
C) ;(Tj 7

d Ysna,

n=0

6) Uma bola é jogada de uma altura de a metros, sobre uma su-
perficie plana. Cada vez que a bola atinge a sutperficie depois
de cair de uma distancia a, ela rebate a uma distancia ra,
onde r é um valor positivo, mas menor que 1 (um). A distancia
vertical total percorrida pela bola pulando para cima e para
baixo é (veja a Figura 4.2):

S=a +2ar+2ar*+2ar’ +....

Figura 4.2:

a) Mostre que S = ai-‘_—r .
-r

b) Calcule Sse a=4me ar=3m.



A demonstracdo pode
ser encontrada em Lima,
1989 (Ver Bibliografia
Complementar, p. 307).

7) Encontre uma série infinita de termos diferentes de zero cuja
soma seja:

a)iguala 1;
b) igual a -3;

¢) igual a zero.

8) Encontre o valor de ¢ paraoqual 1+e +e +e* +...=5.

4.3 Condicoes de convergéncia e
diverg€ncia

O problema principal da teoria das séries é determinar se uma série
é convergente ou nao. Nesta secao, estabeleceremos alguns critérios
de convergéncia de uma série que, em geral, sdo consequéncias dos
resultados referentes a convergéncia das sequéncias (Célculo I), a
comegar do teorema a seguir.

Teorema 4.1. Critério de Cauchy para séries

0
O enunciado do teorema é equivalente a série Zan é conver-
n=1

gente se, e somente se, para cada >0, existir NeN tal que

la, +a,,+...+a, |<&,quaisquer quesejam n>Ne peN.

n+l n+2 n+p

Nota: No critério de Cauchy temos uma condigao necessaria e sufi-
ciente para convergéncia de uma série. Como comentamos na Ob-
servacgao 4.1, nem sempre é facil encontrar uma expressao para as
somas parciais, entao, para a pratica é muito util reconhecer se uma
série é convergente ou nao a partir do comportamento dos seus ter-
mos a,, sem passar pelo cdlculo das somas parciais.

Teorema 4.2. Condigio necessdria de convergéncia.

Se a série ) a, é convergente, entdo lima, =0.
n=1 n—>0

Demonstracdo: A serie Zan ¢ convergente, entdo, pelo Teorema

n=1

4.1, dado £ >0, se existir N eN tal que |a,,, +a,,+...+a, |<e,

n+2 . n+p



para quaisquer n> N e p e N.Em particular,para m=n+1e n>N
qualquer, vale |a, |<e.Assim, |a,—0|<e, qualquer n>N+1, ou
seja, lima, =0.

n—>0

0
Demonstracdo alternativa: Seja S a soma da série convergente Zan :
n=l1

Entdo, limS =S, onde (S,) € a sequéncia das somas parciais,

n—>0

S, =a,+a,+...+a,.Eclaro que, também limS, , = S. Observe que

S-S, =a,eassim, lima, =lim(S,-S, )=S—-S=0.

n—x0

Observacao 4.2. No teorema temos uma condigao necessaria para
convergéncia de uma série, ou seja, se uma série é convergente, en-
tao o termo geral converge a zero. Mas, o problema principal da
teoria das séries é justamente determinarmos se uma série é conver-
gente ou nao! Por outro lado, a forma negativa do teorema é muito
atil e a enunciamos como um teste de divergéncia. Para isso, apesar
de 6bvio, vale a pena vocé lembrar de que o limite de uma sequéncia
ou de uma fungao pode existir (¢ um nimero) ou nao.

Teorema 4.3. Teste do termo geral para divergéncia

0
Se o lima, # 0ou o lima, nao existe, entdo a série Z a, é divergente.

n—m n—o
n=1

De fato, se a série fosse convergente, entdao o limite do termo geral
seria zero.

Observacao 4.3. O Teorema 4.3, a forma negativa do Teorema 4.2,
constitui uma condicao suficiente para uma série ser divergente. Por
outro lado, a reciproca do Teorema 4.2 ndo é verdadeira, ou seja, a
condicdo lima, =0 ndo é suficiente para (ndo garante) uma série ser

n—0

convergente.

O exemplo cldssico de série, onde o termo geral converge a zero e é diver-

., n = 1 1 1 1
gente, é a série harmonica Z—:1+—+—+...+—+... .
‘=n 2 3 n

. .1 i 4 A
Note que o lima, =lim—=0, e vamos mostrar que a série é diver-

n—>0 n—>0 n

gente.

De fato, na sequéncia das somas parciais (S,)consideremos os ter-
mos de indices n=2%(S,,S,,S,,...).



k-1
Assim, S, >1+l+g+i+...+2k =1+l+l+...+l
2 2 4 8 2 2 2 2

ou seja, Szk >1+k%.

Note que o lim S, =+00. Como (§,,)€ uma subsequéncia de (S,),

k—

entdo a sequéncia de (S,)ndo é convergente (mesmo teorema do Cal-
culo I citado no Exemplo 4.4). Logo, a série harmonica é divergente.

Exemplo 4.6. Aplicacao do teste do termo geral

a) > (-1)"" é divergente, como ja vimos, porque o lim(-1)"" nao

n=1

existe;
2 2
> N n 1
b ¢é divergente, pois o lim =—=0;
) ;2n2+5 5 P o 2t 45 2
—n

é divergente porque liml_—n =-1.

n—x0 n

Ck

3
LR
= ‘

0

4.3.1 Exercicios

1) Analise, justificando, quais séries sdo convergentes e quais sao
divergentes.

0

1 1 1 1
+ - +.o; e) ) —
100 1000 10000 ) ;22”

1
a) E—
b) 14243+, +/n+.... f) iln(l];
) Z ; g)i 1

Tn+l

2 3%




4.4 Operacoes sobre séries

Das propriedades aritméticas do limite de sequéncias resultam as
seguintes propriedades:

Teorema 4.4. Propriedades de séries convergent es

0 0 0 0
Se Zan e an sao séries convergentes e Zan =4 e an =B,
n=1 n=1 n=l1 n=1

entao:

i) asérie Y (a,+b,) éconvergente e

n=1

i(an +b,)= ian +ibn = A+ B (Regra da adicdo ).

n=1 n=1 n=1
00
i) paratodo keR, a série Y ka, é convergente e

o0 £ n=1
Zkan = kz a, = kA (Regra da multiplicacdo por constante).

n=1 n=l1

Note que i) e ii) (com k=-1) implicam a regra da diferenca

> (a,~b,).

Demonstracao:
i) Sejam 4, =a,+a,+...+a, € B, =b +b,+...+b, as somas par-

4 o0
ciais de Zan e an , respectivamente. Entdo, as somas parciais

n=1 n=1

de Z(an +b,) sao:
n=l1
S =(a,+b)+(a,+b)+...+(a,+b,))
=(a,+a,+...+a,)+(b+b,+...+b))
=4 +B,

Comoo lim4,=4 eo limB, =B, entdoo limS, =4+ B.

n—>0 n—>0 n—>0

o0
i) As somas parciais de Zkan s30:
n=l1

S, =(ka,))+ (ka,)+...+(ka,)
=k(a,+a,+...+a,)
=kA,

Assim, o limS, =kA4.

n—>0 .



Exercicio resolvido

1) Encontre a soma das seguintes séries:
(1 (-1
a —+— .
) 3+

o0

« . . 1

Solucdo: Observe que E — €asérie geometrica de razéo 5 ea=1-
n=0

Entao, Z—:%_Z.Também, i(_s?n =i(_?lj :L=
2

n=0 n=0 1 + l
5

| W»n

pois € a série geométrica de razdo %1 Assim, Z[Lﬂ' =D j: %
n=0

n+l 0 o o) n
zzn Z 22( j _2L:6,porque Z(zj éa
n=0 3 =0 n=0 1_% n=0 3

) 3

serie geométrica de razdo 3

Atencao! As propriedades sao validas para séries convergentes. Para

0 0
as duas séries Zan e an divergentes nido podemos concluir, em

n=l1 n=l1

geral, queasérie Z (a, +b,) é convergente ou divergente. Por exemplo,

n=1

D (=) =1-1+41-1+... é divergente, Y (-1)"=—1+I1-1+1-1+...

n=1

também serd divergente, por outro lado a série

D (=1 +(=1)"1=0+0+0+... serd convergente.

n=1

No entanto, temos as seguintes propriedades:

i) Se uma das séries, Z a, ou Z b, ,é convergente ea outra é diver-

n=1

gente, entdo as séries z (a,+b,)e > (a,—b,) sao divergentes.

n=1 n=l1

0 0
ii’) Se a série Zan é divergente, entdo a série Zkan é divergente,
n=1 n=1

para todokeR.



Adicao ou subtracao de termos

Podemos aumentar ou diminuir um nimero finito de termos de
uma série sem alterar o fato de a série ser convergente ou divergen-
te, ou seja, a série convergente continua sendo convergente e a diver-
gente continua sendo divergente. No caso da convergéncia isso, de
modo geral, muda a soma da série.

o0
Proposicao 4.1. Uma série ) a, é convergente se, e somente se,
n=1

0
Z a, for convergente para n, € N qualquer, porém fixo. Nesse caso,

n=n

da,=a+a,+..+a, +Y a,.
n=1

n=n

0
A prova é facil. Basta notarmos que, se as somas parciais de Zan

© n=l1
sdo S,, as somas parciais de Z a,sao T,=S§,-S, ;.

n=ny

Exemplo 4.7. No Exemplo A, no inicio da Secdo 4.2, vimos que
l+l+l+i+...:l,ou L:Z: 1 =1. Por outro lado, a série
2 4 8 16 2" 2

n=1 n=1

1 ] [°e]
geométrica de razao r=5 ,coma=1,é Z:L:2:1+Z‘L .

Reindexacao

Podemos re-indexar qualquer série, na notagao sigma, sem alterar
sua convergéncia, desde que a ordem de seus termos seja mantida.

Para aumentar o valor inicial do indice n em 4 unidades, substitui-
mos 7, na férmula para o termo geral a,, por n—h (aumentamos o
valor de #, logo diminuimos em a, ) .

0
2.4, =

n=1 n=1+h

a, ,=a,+a,+...+a,+....

)
n—
1

(Note que a série ndo é, e nem pode ser, alterada!)



Para diminuir, substituimos » por n+h:

ian = i a,,=a +a,+...+a,+....

n=1 n=1-h
Exemplo 4.8. Na notacao da série geométrica, diminuimos o indice

n=1em h=1 unidade: iar z ar"™™! Zar

n=1 n=1-1

53560 2626

s, 31450350

n=0

4.4.1 Exercicios

1) Encontre a soma das seguintes séries:

22 1
2 Eﬂ?‘?j

; Z(TH

Sugestao para c): Calcule a enésima soma parcial e use-a para calcu-
lar a soma.

4.5 Séries de termos positivos
ou nulos

Na teoria das sequéncias um importante critério de convergéncia é
o de que toda sequéncia mondétona limitada é convergente.



Apesar de ter sido estudado recentemente, no Célculo I, vamos re-
cordar que denominamos de sequéncias monétonas: as sequéncias
crescentes (x, <x, <x; <..., ou seja, x, <x,,,, para todo neN), ndo

decrescentes (x, <x,,,, para todo neN), decrescentes (x,>x

n+l /7 n+l 7

para todo n € N), e ndo crescentes (x, > x,

n+l’/

para todo neN).

Uma sequéncia (x,) é limitada se existirem nimeros reais a, b tais
que a<x,<b,paratodo neN.Setemos x, <b, paratodo neN, a
sequéncia serd limitada superiormente e, se a<x,, paratodo neN,
a sequéncia serd limitada inferiormente. Uma sequéncia nao de-
crescente sera sempre limitada inferiormente, por exemplo, pelo seu
primeiro termo. Analogamente, uma sequéncia nao crescente sera
sempre limitada superiormente.

A restricao as séries de termos positivos ou nulos se deve ao fato
de que, nesse caso, as somas parciais sao sempre nao decrescentes:
S.=8 +a

n+l

ede a,,, >0segue que

n+l 7

S..2S, ,paratodo neN,ouseja, §,<85,<8,<...<§5, <5, <....

n

0
Teorema 4.5.Seja a, > 0paratodo ne N. A série Zan sera conver-
n=1

gente se a sequéncia de suas somas parciais (S,)for limitada
superiormente.

Demonstracdo: Os termos da série séo positivos ou nulos entdo pelo
que vimos acima, a sequéncia das somas parciais € nao-decrescente
e limitada inferiormente. Por hipotese, a sequéncia € limitada supe-
riormente, entdo limitada e assim concluimos que ela é convergente.

Logo, a série € convergente.
]

Nota: Do mesmo modo que o Teorema de Cauchy, o Teorema 4.5 é
base para os testes praticos que permitem determinar se uma série
€ convergente ou divergente.

Teste da integral

Antes de enunciarmos o teste, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.9.

1 1 1 1 1
122 3 g

0
Considere a série de termos positivos z
n=1



bl s .1 . < .
E facil vermos que o lim—-= 0, mas isso ndo nos garante que a série

n—>0 n
seja convergente. Para mostrar que é convergente consideremos a

soma parcial §, :1+i2+L2+,_+L2,
n

Nao conhecemos uma férmula simples para S,, mas usando os
conhecimentos de calculo ja adquiridos, poderemos “pensar” nos

L ~ 1
termos da série como valores da funcdo f(x)=— para x=neN,
x

Assim, S = f()+ f(2)+...+ f(n).

y
y= (%)=~
x2
1
| g
0 1 2 3 4 X

. . . e 1
Figura 4.3: Retangulos de base com comprimento 1 e altura f(n)sob o graficode f(x)= —-
X

1 . A
Interpretando os valores —-,n €N, como areas dos retangulos de
n

. . 1 .
base de comprimento 1 e altura de comprimento —- , como a Figura
4.3, temos: "

S =1.f()+ 1.f(2)+...+1.f(n)<1+j|1‘i2dx<1+TL2dx.
lx lx

o0

Observe que I Fdx € uma integral imprépria que calculamos no
Capitulo2: !

T 1 A . (-1
.[—zdx=11m —zdx=hm —
| X X

b—w 1 b—ow\ x

’ 1
= lim(—+1j =1.
| b—o b

Logo, S, <1+1=2,paratodoneN, o que significa que a sequéncia
das somas parciais é limitada superiormente por 2. Pelo Teorema
4.5, a série é convergente. (Na verdade, Leonhard Euler (1707-1783)

2
mostrou que a soma € % ~1,64493).



Proposicao 4.2. Teste da integral

Seja Zan uma série de termos positivos. Suponha que a, = f(n),

n=1
onde f é uma funcdo de x continua, positiva e decrescente, para
todo x> N (para algum N eN fixo ).

0
i) Se a integral impropria J. f(x)dx for convergente, entdo a série
) N
Zan sera convergente.

n=1

ii) Se a integral imprépria J. f(x)dx for divergente, entdo a série
) N

Zan serd divergente.

n=1

Demonstracdo: Vamos provar para N =1 porque a prova para N
qualquer é analoga.

Com as caracteristicas dadas da funcdo temos ideia do seu grafico
y=f(x) ede x>1, segue que o intervalo [1, «0) estd no dominio
de f. Aproximemos a area da regido abaixo do grafico e acima do
eixo x, entre as retas verticais x=1 e x=n, pela soma das areas
de retangulos de base de comprimento 1 e alturas de comprimentos
f(m)=a, ou f(n+1)=a,, . Vejaasfiguras a sequir.

T

0 I 2 3 n n+l x

Figura 4.4: a) Retangulo de base de comprimento 1 e altura de comprimento f(n) = a,-



o 1 2 3 n—-1 n X

Figura 4.4: b) Retangulo de base de comprimento 1 e altura de comprimento

f(l’l + 1) = an+1

Ento, If(x)dea1+a2+...+an_1 ¢ a,+a,+...+a, <[ f(x)dx,
1 1

n+l n
ou If(x)dxﬁal+a2+...+an_1+a,, e a1+a2+a3+...+anSa1+.[f(x)dx.

n+l n 1

e assim, [ f(x)dx<a, +a,+..+a,<a +[f(x)dx.
1 1

i) Se a integral impropria Tf(x)dx for convergente, basta a de-
sigualdade do lado direito 1|oara mostrar que as somas parciais sao li-
mitadas superiormente por M =gq, +Tf(x)dx e, pelo Teorema 4.5
a série € convergente. !

ii) Se a integral impropria Tf(x)dx for divergente, usamos o lado
esquerdo da desigualdade1 para concluir que a série € divergente.

Exercicio resolvido

0
2) Mostre que a série Z
n=l IN N

€ convergente.

1 1
De fato, observe que a, =—-== f(n), onde f(x)=—=, que
q N S(n) S () ir q

serd uma funcdo de x, continua, positiva e decrescente se x > 1

Para usar o teste da integral, calculamos a integral imprépria

0 b 7} 71 b
dex:hm x 2dx:1im[—2x ZJ

X /x b~>oo] b—o

série é convergente.

= lim(_—2+2j =2.Logo, a

b—w \/E

1



Atencao! A convergéncia da integral imprépria apenas garan-
te que a série é convergente. O valor encontrado nao é a soma
da série (veja o Exemplo 4.9).

2) Analise a série z
< In

Resolucdo: Observe que hm—— 0, mas isso ndo garante que a
- 1 1,
série seja convergente. Note que a, =—== f(n),onde f(x)=— ¢
Jn Jx

uma funcdo de x, continua, positiva e decrescente se x >1. Assim,
b

1 1
j—dx - hm Ty = [lyim(2x2] = }’im(zx/;—Z) — 4o0.

b—)oo
< |

Portanto, a série Z\/— ¢ divergente.

1

Aplicacdo do teste da integral: Série p ou p -Série
A série do Exemplo 4.9 e as dos Exercicios resolvidos 2) e 3) sao da

|
forma Z—p (sendo p uma constante), denominadas séries p ou
n=l1 n

p -séries. Essa é uma classe de séries (as séries geométricas sao ou-
tra) das quais sabemos tudo sobre a convergéncia e divergéncia.

. Lo ] )
Proposicao 4.3. A p -série Z—p, sendo p uma constante real, é
n=l

convergente se p >1, e divergente se p<1.

De fato, primeiro lembremo-nos de um teste facil de aplicar: o teste

0,p>0
do termo geral. Paraisso, 0 lima, = limL —>F .
400, p <0

p
n—ow n—0 n

1 P
E, para p=0, temos que — =1, para todoneN, logo a série é di-
n

vergente.

< i | SR
Entao, a série Z—p é divergente se p <0.

n=1

.1 . ~
Parap>0, o lim— =0, mas, somente com isso, ndo podemos

n—>x0 n

concluir nada sobre a série.



Observe que a, = f(n),onde f(x)=—, que para x >1é fun¢ao con-

tinua, positiva e decrescente, pois p > O. Para aplicar o teste da inte-
gral, vamos calcular a integral imprépria para p #1:

1
1 (1 —,p>1
=lim—— —-1|=9p-1 .
b—>w ] — p bﬁl

400, p <1

'e] x—p+l
j —dx = hm x Pdx = lim[ J
t X b—)oo b—w _p + 1 |

0
1 Lo A 1
Para p =1, temos Z—, a série harmonica que sabemos que é diver-
n=1

gente. Esse fato também pode ser provado pelo teste da integral:

1 )
[~dx=lim —dx—hm(ln|x||b)=hm(lnb):+oo.
1 X b—w0 1 b—w
Portanto, concluimos que iL ¢é divergente se p <1, e convergen-
, q > g p=1, &
tese p>1. "=l

Nota: O teste da integral permite verificar a convergéncia ou nao
de “soma de infinitos” valores f(n), n=1,2,3,4,...para fungdes f,
diferentes das usadas na p -série.

Exercicios resolvidos

o . o~ nn .
1) Verifique se a série Z— é convergente ou divergente.
n=1
Resolucdo: Aplicando o teste do termo geral temos:

| 1
lmﬂ—hm/T—O Entdo, nada a concluir.

n—>0 n n—>0
Observeque a, = Inn = f(n),para f(x)= ln—x,x >0 ,emparticular
n X

x>1.Afuncdo f € continua, positiva e, para verificar que ¢ de-
crescente, usamos o teste da derivada primeira (Calculo 1).

De f'(x) = (/x)x—1. lnx 1= lznx<0,parax>e,conc|uimosque
x X

f é decrescente em [e,+) (veja calculo I). Assim, podemos apli-
car o teste da integral e, para tal, vamos calcular a integral impropria

b—w

Im—xdx llmjhl—xdx, pois 3>e.
X



1 2

= (In x) +c
2

usando integrac¢ao por partes ou pelo método de substituicdo

. . |
No Capitulo 1 de integracdo encontramos j 0o
X

(u =Inx).
Usando uma primitiva na integral definida obteremos:

0 2 2
Im—xdleim((lnb) —(ln;)

X b—w

5 j:+oo.Sendoa integral impropria

3

divergente, a série dada € divergente.

o0 n
.. e .
2) Mostre que a série Z —— € convergente.
= l+e
e" e" 1
De fato, observe que lim —=lim——=1lim— =0, condicao
nowo | 4+ ™" n—w Do n—» "

necessdria, mas nao suficiente, para concluir que a série dada
¢ convergente.

X

Seja f(x)= le—h, continua, positivaem Re f(n)=a,. A deri-
+e

vada de f,

(l+e*)—e2e™ e (1-¢e™) -
(1+e)? (1+e*)

fx)=

7

para x =1 (porque e* >0, para todo x e 2<e<3), entdo con-
cluimos que f é decrescente em [1,+0) . Com as condi¢des do

teste da integral satisfeitas, vamos calcular a integral impropria.

De .[ le—hdx =arctg(e”) + ¢ (vernoCapitulo1Tabeladeintegrais),
+e »

X

e
segue ue J.
g q 1 1+er

Mostramos, assim, que a série dada é convergente.

dx = %im(arctg(eb) —arctg(e)) = % —arctg(e) .

Estimativa da soma de uma série convergente

Em geral é dificil encontrar a soma exata de uma série convergente
(o problema € encontrar uma férmula para a soma parcial §,). Uma
maneira eficaz de calcular somas de certas séries € através do desen-
volvimento de fung¢des conhecidas em séries, o qual serd estudado
no proximo capitulo. O teste da integral nos da pelo menos uma
estimativa da soma.



0
Seja z a, umasérieconvergente,cujaconvergénciapodeserverificada

n=l1

pelo teste da integral. Se S = Za denotaremos por R, o erro come-

n=1

tido se usarmos a soma parcial S, como uma aproximacao para a
soma total S, ou seja, R, =S—S§,.

Naprovadotestedaintegralencontramosasseguintesdesigualdades:

n+l

If(x)dx<a1+a2+ +a, ,+a, ea+a,+a,+...+a, <a1+If(x)dx

\

y
a
Ay | Qi ﬁ\ il (27
n X 0 n+1 X
Figura 4.5: a) Figura 4.5: b)

n

Das Figuras 4.5 a) e b) concluimos que j f(x)dx<a, +a,,+...=R

n+l

eR =a_ +a,,+ <j f(x)dx .Logo, j f(x)dx<R < j f(x)dx éuma

n+l

estimativa do resto para o teste da integral.

n+l

Somando S, em cada lado das desigualdades eusando R +S, =S

obtemos: S, + j f(x)dx<S<S, + j F(x)dx .

n+l

Exercicio resolvido

6) Seja a p -série ZL}
:l

a) Faca uma aproximagao da soma S da série usando a soma
parcial §,,;



b) Faca uma estimativa do erro envolvido na aproximacao feita
em a).

¢) Faca uma estimativa da soma S da série usando S,,;

d) Quantos termos serao necessarios para garantir que a soma
tenha precisdao de 0,0005?

Resolucéo:

a) Com o auxilio de uma calculadora encontramos

I 1 1 1
So=5t+s+5+.+—=1197532
ro2 3 10°

(= "aproximadamente igual a").
%;1,197532.
N

Entao,

b) Para fazer a estimativa do erro R, , vamos calcular a I dx para
n qualquer:

b
dx 11m xdx =lim X =lim ! 12 = 12.
b boo| —D ) b>o\ 272 2b 2n

Pela estimativa do resto para o teste da integral temos que, para
1 1 . .
n=10, Ry £ ——=——-=0,005.Assim,oerrocometido € menor
2.100 200
ou igual a 0,005.

¢) Usando os resultados encontrados nos itens anteriores, concluimos
que:
S=R,+S,<1,197532+0,005=1,202532.

Também, podemos encontrar um limitante inferior usando

% 1
[Sdr=—.
x 2(n+1)

n+l

Entio, ji}dxz%zi e de S, +——<S<8, +
I8 2017 242 242 200

obtemos que1,201664< §<1,202532.

d) Temos de encontrar n tal que R, <0,0005 :;.

| 2000
Usando o item b), temos que —S—O, o que implica n* >10°

2
ou n>+/1000=31,6. 2n” 200



Como n € numero natural, tomamos n =32 . Assim, a partir de 32 ter-
mos, temos uma aproximacao de S com precisdo menor que 0,0005.

Observacao 4.4. A escolha de n=10¢é para facilitar o calculo da
soma parcial. E claro que a estimativa da soma S poderd ser me-
lhorada se n for maior. Mesmo a aproximacao de S por S, pode
ser melhorada com melhor aproximacgao se S,,. Por outro lado, po-
demos ter uma estimativa de §,,, sem utilizar calculadora usando

S =a+a,+...+a, Saﬁjf(x)dx,para n =10, obtemos
1

10
S10s1+ji3dx=1+( 12+l]=3—L=1,495.
! x 2100 2) 2 200

Observacgao 4.5. As desigualdades

n+l n

J-f(x)dxﬁal+a2+...+an Sa1+J.f(x)dx

valem para todo neN (né finito). Entdo, mesmo para séries di-
vergentes, é possivel fazer uma estimativa das somas parciais S

n

Exercicio resolvido
7) Seja a série harmonica » —.
n=1 n

a) Faca uma estimativa para a soma parcial ).

b) Quantos termos serdo necessdrios para formar uma soma
parcial maior que 20?

Resolucdo: Na prova da Proposicdo 4.3 vimos que a, = f(n), onde
1

f(x)=—,a qual, para x>1, é funcdo continua, positiva e decres-
X

cente.

n+l

Entéo, laIxSS <a, + ldx,sendo S =1+l+l+...+l, n>1.
X L ! 2 3 n
1 1

De Ildx=ln|x|+c segue que In(n+1)<S < 1+Inn.
X



a) Inl1<S,, <1+1Inl10 ou 2,397895< S, <2,302585.

10 —
b) Como queremos S, > 20, entdo 20< S, <1+Inn ou 20<1+1nn.

Assim, Inn>19, e como a fun¢do exponencial € crescente, temos
n>e’.

Usando uma calculadora encontramos e =178.482.301= N, ou
seja, € preciso pelo menos esse numero de termos para formar
uma soma parcial da série harmonica que seja maior que 20.

Nota: O valor encontrado mostra a lentiddao com que as somas par-
ciais da série harmoénica crescem. Lembre-se de que a série é diver-

gente e, sendo os termos positivos, as somas parciais sao crescentes
e tendem ao infinito.

*Resumo do que estudamos até agora

Listamos abaixo as séries que estudamos até agora e sabemos sobre
convergéncia ou divergéncia.

Tabela 4.1:

Séries convergentes Séries divergentes

Za qualquer que hma ndo existe ou ¢ # 0;

n=1

Série geométrica Z:ar”_1 ccom |r|<l; | S= 1L; Série geométrica zarn_l ,com |r|>1;
n=1 —-r n=1
. ~ . c 1
Série telescopica z S=1 Série harmonica -
o n(n+1) n=1 1
p -Série ii com p>1. p -Série ii com p=<I.
n=1 np 7’l




Proposicao 4.4. Teste de comparagio

0 0
Sejam z a,e an duas séries de termos nao negativos. Suponha-
n=l1 n=1

mos que existe N e N tal que a, <b,, paratodon>N.

o0
a)Se » b é convergente, entdo » a é convergente.
n n

n=1 n=1

b) Se Zan é divergente, entao an é divergente.
n=1 n=1
Demonstragao Sejam A4 =a,+a,+a,+...+a, e
B =b+b,+b,+...+b, as enésimas somas parciais de Za e

n=1

an , respectivamente.

n=1

Dea, <b,, paratodo n> N,

A <a +a,+a;+...+ay+b,, +b,,+...+b sen>N.

o0
a) Se a série ané convergente, entdo suas somas parciais sao
n=1

limitadas. Logo, existe um K >0 tal que

byy+by,+...+b, <b +b,+b,+...+b, <K, para todo neN.

Assim, A, <a,+a,+a,+...+a, +K =L, paratodo n>N.Tam-
bém,paran< N vale 4, <L porqued, <A4,<...<A4,<A4,, <.,
ja que os termos da série sdo ndo negativos. Assim, mostramos que
a sequéncia das somas parciais (4,)¢€ limitada superiormente e,
pelo Teorema 4.5, segue que a série Zan ¢ convergente.

n=1

b) Suponhamos que Zan seja divergente. Para mostrar que an é
n=1 n=1

divergente, vamos mostrar que suas somas parciais nao sao limi-
tadas superiormente, usando o método de prova por contradicao.

Suponhamos que as somas parciais B, sdo limitadas superiormente.
Como a, <b,,paratodo n > N assomas parciais 4, tambem serdo
limitadas superiormente. Sendo uma série de termos positivos ou

o0
nulos, » a éconvergente. Mas, isso contradiz a hipdtese! Logo, as
n
n=1

somas parciais B, nao podem ser limitadas superiormente, € a série

Db, & divergente.

n=1



Observacao 4.6 Podemos aplicar o teste da comparagao para séries
com termos nao negativos a partir de uma certa ordem n,, porque
um namero finito de termos nao altera a convergéncia ou divergén-
cia de uma série (volte a Secdo 4.7 - Operagdes sobre séries). Por
outro lado, é preciso incluir todos os termos da série a partir dessa
ordem.

0
Na prética, apenas uma série Zan € dada para analisar. Para aplicar
n=1

o teste da comparacgao, a outra série deve ser escolhida, adequada-
mente, entre as conhecidas (da Tabela 4.1 ou de uma tabela mais
completa).

Exercicio resolvido
Aplicagao do teste da comparagao

o= 11 ] 1 .
8) Mostre que a série ) —=—+—+—+...+—+...é convergente.

Snl 1210 31 n!
Resolucao: Lembrando que n!=n(n—-1)(n—2)...2-1, observe que

1'=1, assim:
21=2.1=2

31=3.21>22=27
4!1=43!>22> =2

n!>2""
Vamos mostrar que a desigualdade vale para todon > 2.
Defato,supondovalido,para n,quen!> 2! ,vamosmostrarpara n+1.
(n+ D=+ Dn!>22""=2" (n>2 implicaque n+1>2).
Incluindo n=1 e n=2, n!>2""ou 2""'<n!, para todoneN.
Logo, %S% para todo n. Como g% é u:na série geomeétri-

ca convergente, pelo teste da comparagao a série Z— € convergente.

n=l1

Nota: O fato de a série Z—' ser convergente significa que
n=l1 n:

sua soma s é um numero real. Adicionando uma unidade,

< 1 1 L. .
1+Z—:1+—+—+—+...+—+...,temosaserlee(eonumeroreal
n I 20 3! n!



conhecido como ndmero de Euler). Note que e>2, e como a série
geométrica tem soma 2, teremos que 2<e<3.

Sabemos - e é possivel provar - que e ¢ um ntimero irracional. O va-
lor de e, correto até a quinta casa decimal, € 2,71828 e seré calculado
no Capitulo 5 (Série de Taylor). Pelo que veremos, vocé podera cal-
cular o valor com quantas casas decimais desejar (ou sabera “o que
estd por trds da calculadora”)! (e=2,7182818284590452...).

Observacao 4.7. O teste da comparacao se aplica a séries com termos

nado negativos Zan e an ,talque a, <b, ,paratodo n>N, NeN.

n=1 n=1

0 0
a) Se an € convergente, entao Zan é convergente (A série dos
n=1 n=1

termos maiores convergente implica que a série dos termos
menores é convergente.);

0 0
a’) Zan convergente nao implica an convergente;

n=1 n=1

b) Se > a, é divergente, entio Y b, é divergente (A série dos ter-
n=1 n=l1

mos menores divergente implica que a série dos termos maio-
res é divergente.)

b’) Db, divergente ndo implica Y a, divergente.

n=1 n=l1

1 1 . PRI o1 SR
Por exemplo, — <— para todo n>1. A série harmonica Z— é di-
n-on i n
A ol
vergente e a p-série ) — € convergente (p=2).
n=1

n

No préximo teste de comparacdo, a condicdo a, <b, é “substituida”
pelo limite do quociente de a, por b, .

Proposicao 4.5. Teste de comparagio no limite

Sejam Zan e an duas séries de termos positivos. Calculemos
n=1 n=1
.oa
0 lim—*-.

n—wo h
n



a)Se o imr—/eRe 0</<ow , entdo as séries dadas (as duas)

n—» h

sd0 a0 mesmo tempo convergentes ou divergentes.

o0
a1) Se o limite /=0, entdo a série an convergente implica a
0 n=1
série Y a, convergente.

n=1

._a ~ R . N .
b) Se 0 lim—= = +o0, entio a série Zb divergente implica a série

n—w h o n
n =

> a, divergente.

n=1

Demonstracao:

a) Usando a definicdo de limite, dadoe >0, existe NeN tal
a

<& ou —eg<2-l<e,

que, para todo n> N temos &—l

. a n .
ouainda,/ — e < <[+¢.Parae </ ,emparticular,temos/—& >0,

n

e,como b, >0, resultaque 0<(/—¢)b, <a, <(/+¢€)b,, para todo

n

n>N.Se D b, & convergente, a série Y (I+¢)b, ¢ convergente

n=l1 o n=l1 »
(veja o Teorema 4.4), entdo zan ¢ convergente. Se an é diver-
o n=1 o n=1
gente, a série " (I—¢)b, € divergente, entdo Y a, ¢ divergente.
n=l1 n=l1

a) Se =0 temos G

a
<& ou —s<b—”<8,paratod0 n> N .De

n n

b,>0 segue que —gbh <a, <eb, , para todo n>N. Como

o teste de comparacgdo se aplica a séries com temos ndo ne-
0

gativos, podemos apenas concluir que se an ¢ convergente,
n=1

entdo a série € Za,, convergente.

n=1

b) Pela definicdo de limite infinito, dado M >0, existe N e N tal que

Z—” > M , paratodo n > N .Issoimplica a, > Mb, e, peloteoremada

n o0 0
comparacfio, se Y b, € divergente, entdo D _a, ¢ divergente.

n=1 n=1



Exercicio resolvido

Aplicacao do teste da comparacao no limite.

9) Verifique se a série é convergente ou divergente usando o teste
da comparagao:

2) ZZ”+1

A série dada é convergente porque Z—n € convergente e

n=1

. a ) 1 2 . 2" ) 1
Iim—2 =1lim —=Ilim =lim——=1.
n—wo h n—o 2" 11 1 n—o Q" L1 now 1 1
n + -
2" |
Note que 2"+1>2", para todo n, assim, <—
2"+1 2"

e, também, podemos usar o teste de comparagao an-
terior para concluir que a série dada é convergente.

21
b) Zm

Essa série é “parecida” com a anterior: n+1>nimplica

1 1
——<—,paratodo n.
n+l n

o0
1 .. < . . .
Mas, como Y — é divergente, ndo é possivel aplicar o pri-

n=1

meiro teste de comparagao para concluir que a série dada é
divergente.

.a, . 1 n . n
Como lim—*=Ilim———=Ilim——=1, pelo Teorema de

n%oob nsop4+11 mep+1] .
comparagdo no limite podemos concluir que » —— ¢é di-

+1

vergente. net 1

0

Q) ZL (note que n>2).

=lnn

Seja a, = IL , n=2,3,4,... Para “descobrir” b, observe que
nn :

Ine=1 e Inn>1para n>3. Assim, para b, = l, calculemos
n

fim 92 = lim ——"  lim " = lim ~limn=+o. Como
n—»0 b n—» n nl n—o n n n—0 (1 / n) n—m

> 1
> — édivergente, entdo a série dada é divergente.

n=1

N



Os proximos critérios de convergéncia de uma série nao sao
de comparacdo com uma outra série conhecida. As regras
envolvem apenas os termos da série, mas a base dos resulta-
dos ainda é uma série conhecida: a série geométrica.

0
Sabemos que Zar" é convergente se | 7| <1, e divergente se
n=1

| 7| =1 ,0ouseja, aconvergénciaounaodependedarazao r . Obser-

an+1

veque r = , constante, para todo 7, onde a, = ar" € o termo

n

s . a
geral da série. Mas, nem sempre a razao

n+l

¢é constante. Por

n

1 a,., I n! n! 1
exemplo, para E — temos = —= = .
o n! a (n+D!'1 (m+D! n+1

n

Uma extensao do resultado valido para a série geométrica é
o Teste da Razao.

Proposicao 4.6. Teste da Razio (Critério de LAlembert)

o0
Seja Zan uma série de termos positivos (a, >0, para todon e N).
n=1
LG 5 hio A
1) Se lim—==/<1, entdo a série é convergente.

n—x0 a
n

. a . a < f
2) Se lim—%=/>1 ou lim—** =00, entdo a série é divergente.

n—>0 an n—o0 an
~ . a .
Observacao 4.9. Se lim—=1 nada se pode concluirou
n—v g
n

seja, a série pode ser convergente ou divergente. Por

. oo |
exemplo: Seja a p-série Z—p Para qualquer p temos

n=l1 n
. . 1 P P . i
lim 22 = fim—— 2 = lim—"— =1lim| ——— | =1. Mostramos
n—w an n—w (I’l + 1)1’ 1 n—w (n + I)P n—o\ g4+ 1

na Proposicao 4.3 que a p -série é convergente para p >1le divergen-
te para p<I.

Demonstracdo da proposicao:

Se limm:l,entéo dado £>0,existe N e Ntal que TRy
n—>0 a a

n n

a
ou —e<—L—J<g paratodo n>N.
a

n



1) Supondo <1 seja rum nimero tal que /<r<1. (Pergunta:
Existe um tal nimero »? Dé um exemplo!) Para e =»—1>0, vale

a . a
L _Jl<r—1, em particular, =L —/<r—1[, para todo n
a a

"o . a. " .
a partir de algum N . Entdo L <r , quando n> N e assim,
a

n
aN+1 <raN
2
Ay, <ra,., K <rra, =r-a,

2. 3
A,y <Tay, <Tr ay=ra,

m—1 _.m
aN+m<raN+m71<rr aN—r aN

o0
Consideremos a série »' b, , onde b, =a,para n=1,2,...,N e

n=l1

_ _ .2 _ m .
bN+1 —raN,bN+2 =r aN,...,bN+m =r aN,..., ou seja,

0
_ 2 m
an =a,+a,+...4ay+ray+riay+...+r'a, +....

n=1

0
Asérie geométrica ZaNr’” € convergente porque » <1,entdoase-

© m=1
rie Y b, € convergente.

n=1
Comoa, <b,, para todon, pelo Teste da Comparacéo (Proposicdo

4.6.3) ) a, & convergente.

n=1

2)Se [>1,1-1>0e de modo analogo & primeira parte, concluimos

que RN P partir de algum indice N .

n

A mesma desigualdade M>1' paratodo n> N, N e N, vale se
a

n

. a
lim—2 =00,
n—>0 a
n

a
De an+l'>1. para todo n> N, segue que ay <dy, <dy,, <....

n

Logo, lima, ndo pode ser zero e pelo Teste do enésimo termo (Teo-
n—>0

rema 4.3), a série é divergente.



Exemplo 4.10. Aplicagao do Teste da Razao

S
Usamos, acima, a série Z—' para mostrar que o quociente
n!

n=

a

n+l

1 -
= nao é constante.

a, n+l
Como lim 1= 0<1, a série é convergente, o que esta de acordo
n—>0 n _l_

com que mostramos usando o Teste da Comparagao.

Exercicio resolvido

10) Analise as seguintes séries.

= nin!
z n)!’

n=1

o0

Resolucéo:
n!
a) Seja a, = LR
(2n)!
a,., (n+1)'(n+1)' (2n)' (n+Dnl(n+Dn!(2n)!  (n+1)(n+1)

a Qn+D)! nln! Qn+2)2n+0)2n)nln! 2n+2)2n+1)

n

Entdo, lim %2t = |jy 2 DC*D o 1+l 1,

oo g o2 (n+1)(2n+l) = 2(2+41/n) 4

Logo, pelo Teste da Razdo a série dada € convergente.

(n+1)+1 n n+l n
a X 3 x"x3 X
n+l __ _ — -
b) Para x>0, =—————=———-=—,para todo n. En
a 3 X 3"3x 3

n

a X
tdo, lim—L ==

n—0 an 3

. L X
Pelo Teste da Razdo, a série € convergente se §<1 ou x<3e
divergente se x > 3.

o0

x3n = 23 =3+3+3+..., divergente.
n=1

Pelos exemplos acima € possivel notar que o Teste da Razéo ¢ efi-
caz quando nos termos de uma série aparecem fatoriais ou ex-



pressoes elevados a enésima poténcia. O mesmo acontece com o
proximo critério € ambos podem fornecer a solucdo do problema
de convergéncia de uma série, quando a aplicacdo dos teoremas
gerais € dificil.

Proposicao 4.7. Teste da Raiz (Critério de Cauchy)

0
Seja Zan uma série com a, >0, para n> N , para algum N eN.

n=1

1) Se limy/a, =1 <1, entdo a série é convergente.

n—0

2)Se lim#/a, =1>1 ou lim{/a, =, entdo a série é divergente.

n—0 n—x0

Observacao 4.9. Se limq/z =1 ndo se pode concluir que a série é

n—>x0

convergente ou divergente.

Omitimos a prova do Teste da Raiz porque é andloga a prova do
Teste da Razao.

Nota: Existe ainda o critério n"a,, que nao colocaremos aqui, que
o0

pode fornecer um resultado para a série Zan no caso que os Testes
n=1

da Razao e da Raiz falham, isto é, quando o limite é igual a um. Mas
é claro que isso nao resolve totalmente o problema de convergéncia
de séries com termos positivos.

Tarefa: Pesquise e encontre exemplo de série que ainda nao se sabe
se é convergente ou divergente!

Exercicio resolvido

11) Decida se as séries sdo convergentes ou divergentes, aplicando
0 Teste da Raiz.

= (3n+2Y
2) z[4n+1j

n=1

b) » —
n=l1 3”



Resolucdo:

a) Seja a, =(in j (quociente elevado a poténcia n).
n
3n+2 . . L.
Entdo lim¢/a =1lim il =— <1 eassim pelo Teste da Raiz, a série
n—o0 n—0 n+

dada € convergente.
3

3 3 Y
b) No caso a, :’31—n, temos o limite lim ,"/]317 —lim 2.

n—»o0 n—»o0 3

Para calcular o limite calculemos primeiro,

3 1
ln(limn” j =lim ln(n%) = limilnn = lim34 =0,

n—o0 n—o0 n—o p n—»o0
3
o que implica que limn" =¢e” =1.

n—>0

n—>0

L 1 &,
Assim, hmq/z :§<1, e pelo Teste da Raiz a série 2731—7 € con-
vergente. "

c) Agoraa, = 3—3 e lim ;1/3—3 = limi =3 >1. Entdo pelo Teste da Raiz
n

n n—>0 n—x0 é

n}'l

0 n
asérie Y = ¢é divergente.

n=1

4.5.1 Exercicios

1) Use o Teste da Integral para mostrar que as seguintes séries
sdo convergentes:

0

2) Z arctgn

~ 11

% 1
b) z n(lnn)?

n=2

2) Obtenha uma estimativa do resto R, na forma |R, |<..., para
cada uma das seguintes séries convergentes:

) Y+ by

n=1 N ' n=1 (n')z

3) Use um dos testes de comparagao para determinar quais das
séries sao convergentes e quais sdo divergentes.



a)i ! Q) ZL

w2 hNn—1 = Inn

= sen’(2n—1) S Inn
b 3D Dot
n=1 n=l1

4) Use o Teste da Razdo ou da Raiz para determinar quais séries
sdo convergentes.

0 n n ®© nn
2 ;‘(3n+lj 9 Z:;‘Z_

b S e o 3"

; nzz;(ln”)n
= n!

C) n=15_n

5) Mostre que nem o Teste da Razdo nem o Teste da Raiz forne-

. ~ A oo |
cem 1nf0rmagoes sobre a convergencia da p-serie E —
n=l n

4.6 Series alternadas e series
absolutamente convergentes

Na secdo anterior estudamos alguns testes de convergéncia que po-
dem ser aplicados apenas as séries com termos nao-negativos. Ago-
ra, vamos estabelecer alguns critérios de convergéncia para lidar
com séries sem essa restricao.

Ja vimos exemplos de séries que tem termos negativos:

D (=)' ==1+1-1+..., divergente.

n=1

1)
2) i -1 " —1—l+l—l+ série geométrica de razao
2 2 4 8 77 &

n=1

1 2
r= _5 <0, convergente, com soma § = 5

Essas séries pertencem a uma classe importante que estudaremos a seguir.



4.6.1. Séries alternadas

0
Uma série Zan na qual os termos a,sdo alternadamente positivos

n=l1

e negativos é denominada série alternada.

Mais exemplos:

o n—1
3) Série harmonica alternada: 1—l+l—%+ = Z (=D
n=1 n

4 1-243-4+...=) (-1)"'n
n=l1

1 2 3 4 5 - n
5) ——+=—4—=—=4..=) (-1
) 33T ;( L

_ 1\l
Notacao: Observe que a, = D" -n" L (-1)""'b,, (com b, >0
no Exemplo 3). " "

a,=(-1)""n=(-1)""b,, (com b, >0 no Exemplo 4).

a,=(-1)" Ll =(-1)"b,, (com b, >0 no Exemplo 5).
n+

Usamos a poténcia n—1(ou n+1)se a,>0 e n sea, <0.

Mas lembrando que um ndmero finito de termos néao altera a con-

0
vergéncia ou nao de uma série, adotamos a notacao -D)"'b
n

n=1

onde b, >0 para todo n €N, para uma série alternada.

Teorema 4.6. Teste da Série Alternada (Critério de Leibniz)

A série alternada Z(—l)”*lbn =b-b,+b,—b,+....,b, >0, é conver-

n=1
gente se satisfaz as duas seguintes condicoes:
i) b, 2b,,,,paratodon, ouseja, (b,) é uma sequéncia decrescente e

i) limb, =0.

n—0

Nota: O teste continua valido se a sequéncia (b,)é decrescente a
partir de um certo termo de indice N (grande).



Demonstracao. As somas parciais da se€rie alternada séo:
S =b, S,=b-b,, S=b-b+b, S,=b-b+b-b,,
S;=b-b,+b,—-b, +b;, S,=b—-b,+b,—b,+b;—b,, etc...

Usando a propriedade associativa (para soma de fini-
tos termos), as somas parciais de ordem par, n=2k, sio
S,y =(b,—=b)+(b;-b,)+...+(b,, ,—b,,) e as de ordem impar,

n=2k+1,sé0 S,,,,=S,, +b,,.,-

Analisemos a subsequéncia (S,,). Da condicdo i) b, 25, 0u
b,—b,, =20, paratodon,segueque S,, =20 eque S,,.,, =S5y, =S5,
Assim, (S,,)€ uma sequéncia de termos positivos e crescen-
te. Por outro lado, usando novamente a propriedade associativa,
S,, =b—(b,—-b,)-(b,—by)—...—(b,,_, —b,,_,)—b,, , 0 que mostra
que S,, <b,, para todo k€N e assim a sequéncia € limitada supe-
riormente. Logo, a sequéncia (S,,) € convergente e seja S = llcim S, -

Para a sequéncia (S,,,,), da condicdo ii) limb, =0, segue que
%im Sy = llcim(SZk +b,,,)=5S+0=S.
Se ndo foi provado em Calculo I, ndo € dificil provar que se llcim S, =8

elimS, =S entdo lim S, = S. (Prove como exercicio!). Portanto, a

série alternada ¢é convgrg]wente.
]
Esboco do comportamento das somas parciais na
reta real:
S, =b>0

S,=b—-b,20pois, b=b, e §,=8-b<S8, (S, fica a esquerda
deS,)

S,=b—-b,+b,=S5,+b,, entdao S,20 e S,2>S, (S, a direita deS§,).
Assim, por diante.



0 S, S, S S, S

Figura 4.6: As somas parciais da série alternada que satisfaz as condicdes do teste.

Como I{im S,, =Se llfimSzk+1 =S, Sestd “entre” as somas parciais
—o —0

de ordem par e as de ordem impar (S5,; a esquerdade S e §,,,,a

direita). A cada etapa a distancia entre S, e S, ,
limb, =0.

n—x0

fica menor porque

Observacao 4.10. A condigdo ii) é necessdria para a série alternada
ser convergente, mas a condicdo i) ndo é, como mostra o seguinte
exemplo:

I 1 11 1 1 I 1 ~ . D
———4———4+———+...+———+... ndo satisfaz a condigdo i).
3 2 9 4 27 8 32"

Mostre!

L 1
Mas a série é convergente e sua soma § = 5

Mostre!

Exemplo 4.11. Aplicacao do Teste da Série Alternada

: A (=D
A série harmoénica alternada Z ) € convergente.
n=l1 n
) PN I
De fato, para todon, a, = =(-1)"—,com b =—>0.
n n n

1
De n<n+1temos — >

L ouseja, b, > b ,,, para todo n.
non



, . . .1 . .
Além disso, limb, =1lim— = 0. Entdo, como as condicoes do teste es-

n—>0 n—>0 n

tao satisfeitas, a série harmonica alternada é convergente.

Nota: Veremos mais tarde que a soma da série harmonica alternada
é In2 (logaritmo natural de dois).

Mais geral: p -Séries Alternadas

o ¢ 1\l
A p-série alternada Z( D :1—L+L—L+ . é convergente
= n’ 2737 4F

sep>0.

A prova é analoga. Note que se p =0, a série Z (-1)"" é divergente e
n=1

se p<0,a p-série é divergente pelo Teorema do enésimo termo.

Exercicio resolvido

1 ~
12) Determine se a série 2(3)—1 é Convergente Oou nao.
n=l1 n—

Resolucdo: A série dada ¢é alternada e escrevemos

(-1)"2n - 2n
23_1 (Z() jondb—?)

n=1 n=l1 n—

> (,paratodon.

0 limite lim—2"" = lim—2— =2 %0.
n—)oo3n_ n—)oo3_l
n

Entdo a condicéo ii) do Teste da Série Alternada néo esté satisfeita.

Analisaremos a convergéncia ou ndo da série, calculando o limite do

n-ésimo termo da série:
lima, —11mM

n—o0 n—o 3p 1

O limite ndo existe, assim pelo teste do termo geral, a série € diver-
gente.

Estimativas de Seéries Alternadas

Seja > (-1)""'b,, b, >0 para todo neN, convergente pelo Teste da

n=1

Série Alternada.



As somas parciais S,,,, =S,, +b,,,,€ S,, =S,,, —b,, podem ser es-

.Como S =) (-1)""'b, estd entre S,e S,,,

n=1

critascomo §,,, =S, tb

n+l1

entao, |S—-S, <D, ,

Exemplo 4.12. Vamos testar a desigualdade | S-S, |<b,,, em uma

n+l

série cuja soma conhecemos:

(-1 11 1.1 1 1 11
Y= | =l-ct——ct =t ———+—
~| 2 24 8 16 32 64 128 256
Usando uma calculadora §; =0,6640625. Sabemos que Sz%
Entao

IS — Sl =‘§ -0, 6640625‘ = 0,002604166.

Pela estimativa acima, | S-S, |< b, = ﬁ =0,00390625.

Exercicio Resolvido

n

0
13) Mostre que a série Z( € convergente e encontre a soma

com precisao de trés casas.

Resolucéo:
A série
o 1\" n-1
Z&=—l+i—i+...=— Ll Z( D
= n! | 21 3l 20 31 o
sendo b, =—> 0 para todo n e N. Primeiro vamos mostrar que a
n.

série éconvergente.

)(n+ D)!=(n+ 1)-n!>n!, implica que i>
n! (n+1)!
para todon.

.Logo, b, > b, .,

i) 0<b, =i<l, pois n!>n.Como liml:O entio limi:O.
n! n no n—opl

Entdo pelo Teste da Série Alternada a série dada € convergente.

o0 _ n n _ k
Seja S = Z% eseja S, = z& a enésima soma parcial. Que-
n=1 . k=1 '

remos encontrar n tal que

n+l —



b=1,b—a=L_ o5 st L _L1_ 6.,
21 2 31321 6
==L _0.04166..., b=~ =—_—0,00833....,
! 51120
1

b L:0,001388..., b, =i:;=0,00019841...
6! 720 7! 5040
Entdo, n+1=7 e n=6.Assim,
S6:—1+l—l+L—L+L:—O,6318
2 6 24 120 720

aproxima S com precisdo de trés casas decimais.

4.6.2 Séries absolutamente convergentes

Continuamos considerando séries que tém termos negativos, mas
agora a troca dos sinais algébricos é irregular.

Exemplo 4.12 Seja a série z COSZ” _ CTZSI + 03822 N c§§3 .
n=l1 n

Lembremos que cos0>0 se —%+ 2kmr <0< %+ 2km,keN e

c050<0se%+2lm<0<37ﬂ+2kar,keN.Comon2 >0, para todon,

CcoSn

a, =——<0para alguns indices n, mas nao de modo alternado.
n

0
Seja Zan , uma série qualquer (sem restricdo de sinais algébri-
n=1

cos nos termos a, ) e consideremos a série cujos termos sao os valores

e}
absolutos dos termos desta série, isto €, Z| a,|=la, |+|a,|+|as|+....

n=l1

0
Definigdo 4.2. Uma série ) _a, é absolutamente convergente se a
0 n=1
série Zl a,| € convergente.

n=1
Exemplo 4.13.

a) E claro que, toda série de termos ndo-negativos convergente é
absolutamente convergente.

b) A série geométrica Zr"‘l, com— 1<r<l1, é absolutamente

n=1

convergente (na verdade é convergente).



w [ n—1
Por exemplo, Z (%) =1- % + % - % +... € absoluta-

mente convergente porque a série dos valores absolutos

o 1 n—1 1 1 1 .
> 5| =lrgtgtgte é convergente.

n=l

n=1

A convergénciaabsolutaéimportante por doismotivos: primeiro

0
porque como |a,| >0, paratodon, Z| a, | é uma série de termos
n=1

positivos para o qual temos testes eficazes para verificar sua

convergéncia. O segundo motivo é dado pelo proximo teste.

Proposicao 4.8. Teste da Convergéncia Absoluta
Se uma série é absolutamente convergente entao ela é convergente,

0 0
ou seja, se Z| a, | € convergente, entao Z a, € convergente.

n=1 n=1

o0
Demonstracdo: Se a série Z|an| ¢ convergente entdo pelo Cri-
n=1

tério de Cauchy (Teorema 4.1), dadoe >0, existe N € N tal que

|| a,,|+la,,1+...+la,,, ||<s,quaisquer queseja n>N,epeN.

De |a,|=0, para todon,

|yl +1a,, [+ +la,, [, +]a,,]+. +la,,|>a,., +a,,
e temos |a,, +a,,+...+a, |<€, quaisquer que seja n>N,
e peN. Logo, pelo mesmo critério a série ian ¢ convergente.

n=1 .

Observacao 4.11. A reciproca do teste é falsa: nem toda série conver-
gente é absolutamente convergente.

Exemplo 4.14. “classico” A série harmoénica alternada é conver-

gente, com mostramos no Exemplo 4.11 (acima), mas ela nao é ab-
o0
1
solutamente convergente porque a série harmonica Z_ nao é

n=l1 n
convergente.

Nota: Se uma série Zan € convergente, mas nao é absolutamente

n=1

convergente, dizemos que ela é condicionalmente convergente.

+...

+a

n+p



Exercicio Resolvido

0

cosn cosl cos2 cos3
=——t—t+t—
n, 1 2 3

14) Analise a série

1M

cosn
Resolucao. Seja Z a série dos valores absolutos dos termos.
=1
cosn| |cosn
De |cos n|<1segue que a, =|—; Q — . Como a, >0e
n n n
b, =— >0, para todon, podemos usar o Teorema da Comparagdo
n o0
1 —(cosn|
e do fato de Z? ser convergente, seque que Y |——| € conver-
n=1 n=1

gente. Assim, a série dada € absolutamente convergente e pelo Teste
da Convergéncia Absoluta ela € convergente.

Exemplo 4.15. p -Série Alternada

Abaixo do Exemplo 4.10, observamos que a p-série alternada

! ) .
Z% é convergente se p>0 e di-
n=1 n
vergente sep<0. Como a a,<b, p-série

—p € convergente se p>1 e divergente sep<1, entdo
n=1 1

Z—(_ 1 é absolutamente convergente se p >1le condicionalmente

convergente se 0 < p<1.

Por exemplo;

11 S (DT .
\/— Nl \/— Z é condicionalmente convergente.
n=1
11 DTl
BE + XE 43 7+ z 3 7— € absolutamente convergente.

Nota: Pelo Teste da Convergéncia Absoluta, para provar que uma
série é convergente, basta demonstrar que é absolutamente conver-
gente. Para isso, podemos usar os critérios de convergéncia para sé-
ries com termos positivos porque todo critério de convergéncia para
séries com termos positivos é um critério de convergéncia absoluta.
Por exemplo,



Proposicao 4.6". Teste da Razdo (Critério de LAlembert)

Seja a série D a, , coma, =0, para todo.

n=1

. |a ~ L s

1) Se lim|—*4 =7 <1, entdo a série é absolutamente convergente e
n—>0 a

n

portanto convergente.

. |a . _|a < i 4 A
2) Se lim|—*=/>1 ou lim|—*|=+o0, entdo a série é divergente.
n—>0 a n—>0 a
n n
: an+1 :
3) Se lim =1, nada se pode concluir.
n—»0 a

Proposicao 4.7". Teste da Raiz (Critério de Cauchy)

o0
i a, ori :
Seja uma série qualquer

n=1

1) Se limy/ an| =1[<1, entdo a série é absolutamente convergente e

n—>0

portanto convergente.

2) Se limg/la,| =/ >1 ou limy|a,| =+, entdo a série é divergente.
n—x0

n—>0

3) Se limy/la,| =1, o teste falha.

n—0

Exemplo 4.16. Podemos generalizar o Exercicio resolvido 4.12 b) do

0
seguinte modo: seja a série Zn’c" ,onde ¢ e r sao nimeros reais
n=1 r

quaisquer porém fixos. Calculando o limite lim&/n"c" =lim|c|n" =|c|
n—>0
,

n—>x0

(limn" =1, calculado no referido exercicio para r=3). Entdo pelo

n—x0

0
Teste da Raiz a série Zn’c” € (absolutamente) convergente quando
n=1

lc|<1. E claro que , se|c| 21, a série é divergente porque o termo ge-
ral ndo a tende a zero.

Nota: Aplicamos o Teste da Raiz, mas obteriamos o mesmo resulta-
do usando o Teste da Razao. Em geral é mais fécil calcular o limite
da razdo do que o da raiz porque, quando efetuamos o quociente
quase sempre fazemos simplificacOes, mas o Teste da Raiz é mais
eficaz do que o da Razdo. A tultima afirmac¢do é comprovada pelo
fato que se lim 2221 existe entdo lim@ existe e os dois limites sdo
e g n>en

iguais. Também hé exemplos que comprovam a afirmagao, mas dei-
xamos para o leitor pesquisar.



4.6.1 Exercicios

1) Use o Teste da Série Alternada para verificar se as séries sdo
convergentes ou nao.

2( l)n d) i (_l)n

n+2 w0 NI +1

b) i(_l)nﬂ (%) e) i(_l)nﬂ L
) Y bre”

2) Verifique se as séries sdo absolutamente convergentes:

© 3 © _l)n—l
_1 n+l n d (
2 ,,Z::'( ) n’ +1 );n2+2n+1
S 2+n 10%"!
b _1 ntl = 770 1n+1—
);( Y 3 Z( ) (2n—-1)!

9 Z (- 1),1+1_ ) Zcos(mr)

ninn

3) Quais das séries convergentes no Exercicio 16) ndo sao absolu-
tamente convergentes, ou seja, sao condicionalmente conver-
gentes? Justifique sua resposta.

4) Analise, justificando, quais das séries sdo convergentes e quais
sdo divergentes. (Lembre-se de que pode existir mais de uma

justificativa.)

a) in‘” b) Zw: ! Q) i !
n=1 n=1 2\/; n=2 3 n2 —1
L) n2 L) 1 0 nZ

d f —

);n3+1 e)nZZ;nZIHn ) “~'n
arctgn ! < (Inn)"
h i

Z l+n’ ) ,,Z::‘n" ) nzz;‘ n"



Respostas dos exercicios

4.2.1 Exercicios

n n

X r
C) a, :W

1a) a, a, =m}

3
b
5" )

3)a) Sn:m%)) , S—14

=

B |—

_1\n-lnn
b 5 —lrED2

. 3 , divergente

7 21 T
4)a) S=—; b) §=—; o) divergente; d) S=——
) ) 10 ) 2 ) & ) I+7

5)a) x nointervalo ]2, 4[, S= 4 ;

b) x talque -1<x<1, S=

¢ x em ]-3,1 ,S:L ;
I-x

d) x tal que —l<x<l<x<l, S = ! .
5 5 5 1-5x

6) 28m

4
8) t= lntgj

4.3.1 Exercicios

1) a) convergente; b) divergente; c) divergente; d) convergente ;
e) convergente; f) divergente ; g) divergente .



4.4.1 Exercicios

] 23
1 S=—; b S=—; S=1.
) a) 5 ) o o
4.5.1 Exercicios
_ 10 ]
b) |Rn|s—
n

3) a) convergente (comparagao com Z =)

N

n=1 N

)

> 1
b) convergente (comparagao: Z_z
n=1 1

. - <
o) divergente (comparagdo com » —);

n=1 n
~ > 1
d) convergente (comparacao com Z_z
n=1 1

4) a) convergente , /= % ; b) convergente , /= l,'
e

c) e d) divergentes, [ =+ .

4.6.1 Exercicios

1) a) convergente; b) divergente; c) convergente; d) convergente;
e) convergente.

2) a) absolutamente convergente (compare com ZL)
n=1
b) divergente (lima, =1); c)divergente (Teste da Integral);

> 1
d) absolutamente convergente (compare com Z—z
n=1 N

e) absolutamente convergente (Teste da Razao: /=0);

a

n

1 .
f) absolutamente convergente ( =—5; p—série convergente}
n

3) a); d ee



- . 1
4) a) convergente (série geométrica, r =—) ;
T

b) divergente (p-série, p=—);

1

ST
Yt 1 2n

c) divergente desde que
. 1
d) divergente (a,>—) ;
2n
e) convergente (compare a, com LZ ); f)convergente (/=0);
n
g) convergente (Teste da Integral);  h) convergente, ¢ = 1 ;
e

i) convergente (/=0) ; j) divergente (Teste do enésimo
termo).



Capitulo 5

Seéries de Poténcias







Capitulo 5

Séries de Poténcia

No resumo da histéria das séries, mencionamos que a in-
vestigacdo das sequéncias e séries de funcoes teve inicio na
segunda metade do século XVII, com Newton e Leibniz, que
desenvolveram representacoes de séries de algumas fun-
¢oes. Em 1669, Newton, com menos de 30 anos, descobriu
que a fungdo (1 +x), com c real arbitrdrio, pode ser escri-
ta como uma série de poténcias de x.

As séries de Taylor e de Maclaurin ndo foram inventadas
por, respectivamente, Brook Taylor (1685-1731) e Colin
Maclaurin (1698-1746). James Gregory (1638-1675) jd ti-
nha trabalhado com a série de Taylor e publicado a série
de Maclaurin para muitas fungoes trigonométricas antes
deles terem nascido. Taylor desenvolveu, sem conhecer o
trabalho de Gregory, um método baseado em cdlculo para
gerar representacoes de fungoes em séries. O livro que Ma-
claurin escreveu em 1742 popularizou as representagoes
de fungoes em séries e, embora ele nunca tenha afirmado
que as tinha descoberto, a série de Taylor centrada em zero
ficou conhecida como a série de Maclaurin.

5.1 Introducao

No Exercicio 3 de aplicacdo da série geométrica vimos que
2 3 1
I+x+x" +x +...:1—,se —l<x<l1. @)
—-x

Considerando x varidvel, a expressao a esquerda da igualdade (1)
define a func¢ao

xH%, cujo dominio é R\ {1}.

A correspondéncia x — 1+ x+x* +x” +... define uma funcdo real no
intervalo]—L1[, pois para cada x nesse intervalo a série é conver-
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gente, ou seja, 1+x+x> +x° +...=lim(1+x +...+ x") existe e é um nu-

n—0

mero real e sabemos que se o limite existe ele é tinico.

A igualdade acima (1), ou a igualdade das duas fungoes, é vélida
apenas no intervalo ]—L1[ e nesse dominio a série de poténcias de

x representa a funcdo f(x)= P
-X

Reescrevendo a igualdade (1) acima, trocando de lado as expressoes,

N 1 ‘o N
podemos escrever a fungao f(x) =T como uma série de potén-
cias de x:

1
1—=1+x+x2+x3+... ,se —1l<x<lI.
-X

0

Note que evitamos a notagao sigma Zx" para lembrar mais uma
n=0

vez a observacdo feita quando estudamos as séries geométricas. A

série geométrica a+ax+ax’+ax’ +... é convergente, para todo x
tal que |x|<1, em particular, para x=0 converge para o valor a.
0

Quando usamos a notag¢do sigma Z ax" ,para x=0 e n=0 temos (0",
n=0
que nao é um numero! Para evitar isso, podemos colocar x#0 e

0 0
analisar quando x=0 ou escrever a+ » ax". Mas como Y ax" é
n=1 n=0

~ z_.: z 2
apenas notagao e a série é a+ax+ax’ +ax’ +..., estabelecemos que

Zax” éigual a a, quando x =0 (e ndo é resultado da substituicao

n=0 0

de x por 0), e usamos a notagao z ax" ,sendo x talque —-l1<x<I.
n=0

0

Primeiro estudaremos as séries do tipo Zx” e depois aprendere-
n=0

mos a representar certas fungdes como séries de poténcias de x.

5.2 Sé¢rie de poténcias e convergéncia

Antes da definicao, voltemos ao Exemplo 1+x+x* +x* +...= P se
— X

—1<x<1.Por definicdo 1+x+x>+x’ +...=lim(l+x+...+x").

n—>0
Note que as somas parciais S, =1+x+x*+...+x" sdo polindmios.
Mas, do mesmo modo que a série numéricando € uma “soma infinita”,



a série de poténcias de x nao é um “polindmio infinito”. Lembre-
se que pela definicdo de polindmio as poténcias das varidveis sao
numeros inteiros nao negativos, portanto finito. A forma geral de
um polindmio a uma s6 variavel é dada por ¢, + ¢ x+c,x* +...+¢,x",
em que 0s ¢, sao nimeros reais constantes. Além disso, o0 dominio
de qualquer fungao polinomial é todo R e no exemplo acima o do-
minio do “polindmio infinito” é -1 <x<1.

Definicao 5.1. Uma expressao da forma
ch(x—a)” =c,+c,(x — a)te,(x—a)’ +...+c,(x —a)" +...
n=0

é denominada série de poténcias em (x—a) ou série de poténcias
centrada em a (ou ao redor de a). Os nimeros reais ¢;,¢,,C,,...,C,,-...
sao os coeficientes da série.

0

O caso particular a=0, Y c,x" =¢,+x+c,x" +...+¢,x" +... é de-
n=0

nominada simplesmente série de poténcias.

Observacao 5.1. O caso geral se reduz ao caso particular a =0 pela
mudanca de variavel

y=x-—a: icn(x—a)" =icny".
n=0 n=0

(E resultados obtidos para chx” sdo facilmente adaptadas para as
séries centradasem a #0).""

Exemplo 5.1

a) O exemplo da introdugdo » x" =1+x+x”+x’ +... é uma série
n=0
de poténcias (centrada em a =0), com coeficientes

c,=¢=c=...=¢c,=...=1.

b) A série de poténcias

n

i(—%}n(x—_%)" =1+(—%j (x—3)+%(x—3)2+...+(—%j (x=3)"+...

n=0

P . . - 1
estd centrada em a =3 e os coeficientes sao C, =1, q 2—5,

1 Y
Cy=—, e, C, ===, ...
4 2
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c) A série
2 x" x x X
D= =l
—=n! I 2t 3!
€ uma série de poténcias (centrada em a=0) e os coeficien-
~ . 1 1
tes sdo ¢, =1 (0!=1, por defini¢do), ¢, =1, c, =5, ¢ :a, e,
] ! !
C,=—, ...
n!

A primeira questdo é saber para quais valores de x uma série de
poténcias é convergente. Note que para x=a, (x—a)" =0, para todo
0

2

nx1 e entdo qualquer série de poténcias da forma » ¢, (x—a)" é
n=0
convergente quando x =a. Assim, toda série de poténcias sempre é

convergente pelo menos quando x é o centro.

Como para cada valor x =k temos uma série numérica, utilizamos
os resultados do capitulo anterior para estudar a convergéncia das
séries de poténcias.

Exemplo 5.2. O exemplo da introdugao Zx” ¢é convergente se |x| <1

e divergente se [x|>1. n=0

De modo geral, a série de poténcias Y c(x—a)", com coeficientes
n=0
¢, =c,Vn, é convergente se |[x—a|<l(a—1<x<a+l) e divergente

se |x—a|21(x2a+1 oux<a-1l).

Observacao 5.2. A série geométrica é base do Exemplo 5.2. Associa-
mos a uma série de poténcias dado uma série geométrica se ¢, =c,
constante, para todo n. Lembremos que a série geométrica é uma
série especial de que temos informagao completa em relagdo a con-
vergéncia e a divergéncia.

2 3
X X X

Exemplo 5.3. Seja a série de poténcias Zi =l+—+—+—+
= n! o2 3!

n

(o . x
Para o centro x=0 a série é convergente. Seja a, =—, para cada
x # 0 (positivo ou negativo), e calculemos
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Como lim——— | |
n-o p 41

de Razao a série numérica é convergente, qualquer que seja x e R.

=0 independentemente do valor de x, pelo Teste

Logo, a série de poténcias dada é convergente para todos os nime-
ros reais.

Exemplo 5.4. Consideremos agora a série de poténcias

o0
D onlx" =1+x+20x0° +31x° + ..
n=0
Para cada x, escrevemos a, =n!x", e assim,

n+l

RICERE:
| n!x" |_

n+1

, x=0.

Logo, lim nt| — 4o ,se x#0, resultado que pelo Teste da Razao im-

plica que a série € divergente, qualquer que seja x # 0. Entdo a série
de poténcias é convergente apenas quando x=0.

Nota. Nos dois tltimos exemplos aplicamos o Teste da Razao, mas
devemos estar atentos porque os dois testes, da Razao e da Raiz,
falham quando o limite é igual a um!

Exemplo 5.5. Encontrar todos valores de x para os quais a série de

) n
pOtenClaS Z ( ) é Convergente.
n=1 n

Resolucdo. Sabemos que a série de poténcias € convergen-

—2)!
te quando x=2.Para x#2, o termo geral € a, :(x_) e
n
a,. | x - 2)n+l n _ |x 2|
| | n+l (x=2)"| n+l
Como, 11m—|x 2| |x 2| pelo Teste da Razéo, a série € absolu-

>op+1
tamente convergente, portanto convergente se x satisfaz | x— 2|<1,
e é divergente se |x— 2|>1. O teste falha quando |x— 2|=1, ou
seja, quando x =1 ou x =3. Lembre-se que queremos encontrar to-
dos os valores de x para os quais a série de poténcias € convergente.
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Para x =1, temos
$0=2"_$ D'
n=1 n n=t N '
que € a série harmonica alternada, portanto convergente. Ese x=3,

5(3-2)" &1
Zl(n):z_

L}
n=l1 n

a série harmonica que € divergente.

De |x—2|<1 temos —1<x—2<1, ou 1<x<3. Assim, a série de
poténcias € convergente quando x € tal que 1<x<3.

Nos exemplos acima, encontramos trés diferentes conjuntos de va-
lores de x para os quais as séries de poténcias sao convergentes: um
intervalo finito (Exemplos 5.2 e 5.5), todo o conjunto dos nimeros
reais (Exemplo 5.3) e o conjunto unitério cujo elemento é o centro da
série (Exemplo 5.4). Essas sao as tinicas possibilidades e resultam do
Teste da Razao ou da Raiz.

Teorema 5.1. (Teorema da convergéncia para séries de poténcias)

0
Para uma série de poténcias ZCn (x—a)" dada, existem apenas trés
n=0

possibilidades:

i) Existe um nimero real R >0 tal que a série é convergente quan-
do x étal que |x—a|<R e é divergente quando |x—a|>R.

ii) A série é convergente qualquer que seja x €R.

iii) A série é convergente apenas quando x=a.

Observacao 5.3. Se | x—a|=R, a série pode ser convergente ou di-
vergente. Entdo, para x=a+R e x=a—R, as séries devem ser che-
cadas com algum teste.

Ontimero R é denominado raio de convergéncia da série de potén-
cias. Por convencao, R =+ no caso ii) e R =0 no caso iii).

O conjunto de todos os valores de x para os quais a série é conver-
gente é o intervalo de convergeéncia.



269

Do item i) do Teorema 5.1 e da Observacao 5.3 resultam que o inter-
valo de convergéncia pode ser:

e aberto: Ja—R,a+R[,
* semiaberto: la—R,a+R] ou [a—R,a+R][,
e fechado: [a—R,a+R].

ii) O conjunto R dos nimeros reais pode ser representado por
]— 00, +oo[ .

Nos exemplos acima temos,

Séries Raio de convergéncia  Intervalo de convergéncia
S (série
X _ -
Z;‘ geométrica) R=1 1-11
2 R=0 (0}
n=0
n=0 '
Z(X—z) R=1 [, 3
n=1 n

Séries Raio de convergéncia  Intervalo de convergéncia

i c(x—a)"

R=1 la—lLa+]1]
(série geométrica)
Zn!(x—a)” R=0 {a}
n=0
Z(x—a) R =+ ]— 00,400
n=0 n'

ZM R=1 [a—1La+1]
n=1 n
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Resumo para encontrar o intervalo de convergéncia

1° Passo. Aplique o Teste da Razao (ou da Raiz) para encontrar
o intervalo / em que a série € (absolutamente) convergente.
Obtemos, I =la—R,a+ R[ ou [ =]— o,+o0[ ou I ={a}.

2° Passo. Se o intervalo de convergéncia é [ =]— o,+o[ ou
I ={a}, ele esta completamente determinado.

3% Passo. Se I =]la—R,a+ R[ , devemos verificar se a série é con-
vergente ou divergente quando x é um dos extremos do inter-
valo, ou seja, x=a+R e x=a—R.Paraisso usamos os outros
testes; da comparacao, da integral ou da série alternada.

Exercicio resolvido

1) Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia
das seguintes séries:

2n-1 3 5 7

ST ) (P S AN S
) Z‘( L 305 7
0 (_3)nx”
b
) ,,Z:(; n+1
Resolucao.
2n-1
a) Seja a, =(-1)""' ——. Entio,

1\ 2(n+1)-1 _ _ _ _
|| 2n-1 | _|CD@n=D) of 20-1; oy
la, | | 2m+)-1 )7 | 2641 2n+1

| =lim2n_1x2=x2.

n—>x0

Logo, lim
| a, | m*2n+1

Pelo Teste da Razdo, a série € absolutamente convergente quando
x> < ledivergente quando x> > 1.Note que x* < 1valese —1< x <1.
Assim, a série absolutamente convergente, logo convergente, para
x tal que —1<x<1 e divergente para x>1 ou x<-1. Entdo
podemos concluir que o raio de convergéncia ¢ R=1. Para en-
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contrar todo o intervalo de convergéncia, precisamos verificar a
convergéncia nos extremos do intervalo.

Para x=1 e x=—1, temos as sequintes séries:

0 (_l)n—l © (—] n—1 -1 2n-1 © (_1)"
i R (SIS R )

n=1 n=1 2” —1 n=1 27’l —1 .

As duas sdo séries alternadas com b, = >0 (uma série é

oposta a outra). n-

Note que, para todo n, 2(n+1)—1=2n+1>2n-1, o que
implica
1 1
> '
2n—-1 2(n+1)-1

ou seja, b, > b, . Isso mostra que a sequéncia (b,) ¢ decres-
cente. Como

lim =0

ne 2p —1

pelo Teste da Série Alternada as duas séries sao convergentes.

Assim, a série de poténcias € convergente para todo x tal que
—1<x<1 (ouxe[-L1]).

_ (3" =D"Gx)"

como a, = ——=—=—=—. Assim,

Vn+l1 ! n+1
@ i+l |_\/n+l3

| Jn+1+1  (=1D)"Gx)"| Jn+2

~tim |23 =34,
noe \ p+2

Pelo Teste da Razdo, a série é absolutamente convergente se

b) Podemos escrever a,

n+1

x| e

lim [Zel

n—x0 a
n

1 1
3|x|<1, ou |x|<§,edivergentese |x|>§.

1
Para x=— temos a série numérica que é conver-
3 Z\/n+

gente (veja Exercicio proposto 15) ou prove como no item a)).

1 . . o= (=DED”
Se x =——, a série numérica € uma
3 nzzt; Vn+l1 Z:\/n+

p -série com p = 5 logo ¢ divergente.
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. . N 11
Conclusao: a série de poténcias € convergente quando x € 33

Pelo Teste da Razdo, a série € absolutamente convergente se
1 . 1 )
3lx|<1 ou \x\<§ e divergente se |x|>§. Logo o raio de con-

vergéncia € R :E'

5.2.1 Exercicios

1) Encontre o raio e determine o intervalo de convergéncia das
seguintes série de poténcias.

n=1 n=0 \/ 11 +8
b = X" = (2x+3)"
) Z::‘n\/z ) Z::‘ n

> (x—=1)" = (5x-1)""
P KD T

T(x+2)
2}1

d) Y n'x" i) i(_l)"
o TV P

= n! ‘Snlnn

n

5.3 Representacao de funcoes como
series de poténcias

o0

Na introdugdo do capitulo vimos que a série de poténcias » x" é
1 n=0

convergente e sua soma é f(x)= — no dominio de convergéncia

1-LI[ e dizemos que a série representa a fun¢do f em ]-LI[.

Para cada x no dominio de convergéncia, a série de po-
0

téncias ch(x—a)” é um namero real e, assim, a
n=0 0

correspondéncia x — ch (x—a)" define uma fungéo real cujo do-

n=0
minio € o intervalo de convergéncia da série.
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Do mesmo modo que raras vezes encontramos a soma exata de uma
série numérica convergente, determinamos o intervalo de conver-
géncia de certas séries de poténcias, mas ndo encontramos uma ex-
pressao para a funcao soma. No caso particular da série geométrica,
temos uma expressao para a fungdo soma, entdo representaremos
algumas fungdes como séries de poténcias pela manipulacao dessa
série ou utilizando diferenciagdo e integracao de séries de poténcias.

De outro lado vamos expressar fungdes conhecidas como “polino-
mios infinitos”. Isso é 1til para, por exemplo:

1) Integrar funcdes que ndo possuem primitivas elementares.
Um exemplo cldssico é a funcdo f(x)=e™ ;

2) Resolver equagoes diferenciais;

3) Produzir aproximagoes polinomiais. (As aproximagoes simpli-
ficam as expressoes e sao eficazes, pois 0s erros sao pequenos,
para representar fun¢des em calculadoras e computadores).

Primeiros exemplos: Fun¢oes representadas como séries de potén-
cias pela manipulacao de séries geométricas
. 1 . . : )
1) A funcdo f(x)= P x €]-L1[ foiescrita como a seguinte sé-
—-x

rie de poténcias:

1 ee]
——=l+x+x+ X+ X =) X
l—x n=0

no intervalo de convergéncia ]-11[.

Geometricamente
‘ 1
y_l—x
S2
/
/S |
% S 0
I >
0 1

Figura 5.1: Aproximacdes de f'(x) :1L por S,, S, S,,..., no intervalo [0,1[.
-X
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Observe que

S, =1
S, =1+x

2
S, =l+x+x" = U
2 4

S, =l+x+x>+x°

2) Substituindo x por —x na série de poténcias em 1), obtemos:

1 o0
—=l-x+xX =X+ D"+ = -1)"x",
e -1 ;( )

no intervalo de convergéncia ]-11[ (note que |—x|=|x|<1).

3) Agora, substituindo x por x’ na série resultante em 2), obte-

mos:
1

1+x

> =1-xX+x" x4+ (- 1)")62"+...:Z:(—l)”x2",03x2 <1,
n=0

o que implica — 1<x<1.

4) Para a>0, seja a funcao f(x)= ! ,x €1, intervalo que de-
a

terminaremos abaixo.

De l L 11

a+x a(1+xj a1+£
a a

X .
substituindo x por — na igualdade em 2), obtemos
a

1 1 S(x)
=13 [j

a+x s

X

para |=|<1ou |x|<a. Assim, no intervalo de convergéncia

a

1 - (D",
—a < x<a temos :Z —X .
a+x o a



Diferenciacao e integracdo de séries de poténcias

Sejam f,,i=1,2,3,..., funcdes de x.Sabemos que se f, e f, sdo fun-
¢Oes diferenciaveis (derivaveis), entdo a soma f, + f, também ¢é di-
ferenciavel e vale

LA+ 100 = /() +/'(x).

De modo geral, a propriedade vale para um ntimero finito 7 de fun-
¢Oes diferenciaveis e

i+ it + 1) ="+, (x)+...+ 1 '(x).

Omesmo acontece para as fungdes integraveis, ouseja, se f,, f5..., f,
sdo fungoes integraveis, entdo a soma é integravel e

I(iﬂ(x)jdx = Zn: (| £,(x)dx), para n finito.

Para uma “soma infinita” nao é muito simples. O caso geral podera
ser estudado em um curso mais avangado e nos restringiremos ao
caso particular e especial das fungoes poténcias f (x)=c,(x—a)",
n inteiro positivo. Assim, por falta de conceitos especificos (por
exemplo, convergéncia uniforme), o teorema seguinte sera enuncia-
do sem demonstracao.

Teorema 5.2. Derivacao e integracao termo a termo.
0

Seja Y c,(x—a)" uma série de poténcias com interva-
n=0

lo de convergénciala—R,a+R[. Seja f a fungdo definida por
f(x)= ch (x—a)", para x €]la—R,a+R[. Entio,
n=0

i) A funcao f é diferencidvel (e portanto continua) em cada
x€la—R,a+R[, e a derivada pode ser obtida por meio da de-
rivagao da série inicial termo a termo

f'(x){icn(x—a)"j =S, (x—ayT = ne,(x—ay" .

A série das derivadas é convergente para todo ponto interior
do mesmo intervalo de convergéncia da série inicial, ou seja, o
raio de convergéncia é 0 mesmo.

275




276

ii) A fungao f também € integravel e temos

J.f(x)dx—j(z“c (x—a)" jdx Z(Ic (x—a)"dx) = zc (x j)lm

para cada x no interior do intervalo de convergéncia da série
inicial, em que a série resultante das integrais também é con-
vergente.

Observacao 5.4. No teorema temos que tanto a série derivada como
a integrada de uma série de poténcias sdao convergentes quando x
pertence ao intervalo (aberto) de convergéncia da série inicial. Se
x € um dos extremos do intervalo, a série pode ser convergente ou
divergente, portanto no teorema temos apenas a garantia de que o
raio de convergéncia € o0 mesmo.

Nota. Como mencionamos antes do enunciado do Teorema 5.2. aci-

ma, a derivacdo e integracao termo a termo pode nao valer para
sen(n!x
séries de outros tipos de fungoes. Por exemplo, a série ZQ
n
convergente para todo X, mas se derivamos termo a tefmo obtemos

. n!cos(n!x) oo
a série Z—z que é divergente.
n

n=1

Exemplo 5.6. Represente cada uma das fun¢des dadas como séries
de poténcias, pela diferenciagdo ou integragao de série de potén-
cias dos primeiros exemplos acima, e determine seu raio de con-

vergéncia.
a) f(x)=
(1— x)’
Observe que ! = =(1-x)" e lembre-se que
—X

[ —x) 'I'==1(1 — x) *(= 1), ou seja, a _1 = :(1 1x) .

n

1 o0
Da série geométrica —=Zx

" , para x tal que |x|<1 seque
—X

n=0

que,

=) (x")'=) nx"", para x tal que |x|<1.
(1-x)’ z Z‘

(Note que sen =0, x° =1e a derivada da fungdo constante 1 ¢ a
funcéo nula).

7



b) g(x)= 1n|1 + x|

Do capitulo de integrais temos que J.—dx In|l+x|+c,ceR,
e do Exemplo 2) acima, X

Z( 1)"x", para x tal que |x|<1. Entdo,
1+x s

1n|1+x|+c:jﬁdxzj[i(—l)"x jdx Z( 1)’ (f

para x tal que |x|<]1.

n=0

A igualdade tem que valer para todo x tal que —1<x<I1, em
particular para x =0. Assim,

ln|1+0|+c—2( 1)

n=0

0n+1

o que implica ¢ =0. Portanto,

n+l

= X
In|l+x]|= -1)"
| | ;( ) )

_ S _ n—lzii
—;( e

e o raio de convergéncia é R=1.

Exercicio resolvido

2) Encontre uma representagdao da fungao f(x)=arctgx em série
de poténcias.

Resolucdo. Lembre-se (ou veja numa tabela de derivadas) que

j(z< %" 2( ([ x*dx) = Z( 1y

1
arctgx)'= .
(arctgx) 1+x*

2n+1

No Exemplo 3) acima, —Z( 1)"x*", para x tal que|x|<]1.
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Entdo, para x tal que | x|<1.

n+l

Para x =0 temos, arctg0 = Z(—l)” +c¢. Como arctg0 =0, en-

tdo ¢ =0. Portanto, n=0 n+l
© x2n+l
arctgx = -1)" , para x tal que|x|<1.
gr Z(;( VP que| x|

5.3.1 Exercicios

2) Encontre uma representacdo em série de poténcias para cada
funcao e determine o intervalo de convergéncia.

1 1
D 0= D SO
b) f(x)=9+1x2 ¢ f(x)=In|4-x|
R f(x)=£ f) f(x)zarctg@

2n

. N gy X
3) Seja f(x)—;( 1) 2!

que que /"'(x)=—f(x).

(Isso deve ser verdade, porque f(x)=cosx, como veremos
mais adiante).

. Calcule a série para f"(x) e verifi-

5.4 Série de Taylor e série de Maclaurin

Até agora utilizamos a func¢ao f (x):%, que pode ser escrita

como a série geométrica, no intervalo de convergéncia, para escre-
ver outras fungdes como série de poténcias. E claro que essas ou-
tras fungdes estdo relacionadas, de alguma forma, com a fungao f
acima, seja por manipulacdo algébrica, diferenciacdo ou integracao.
Agora, nosso objetivo é escrever mais fungdes como séries de potén-
cias, utilizando uma técnica mais geral para a construcao das séries.
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5.4.1 Definicoes

Inicialmente faremos duas consideragdes baseadas no que estuda-
mos na segao anterior.

. - - 1
1) Obviamente nao podemos escrever a fun¢ao f(x)=— como
x

0
uma série de poténcias do tipo chx" , num intervalo aberto
n=0
contendo 0 (zero) porque a série é convergente se x=0, mas a
fungdo nao é nem definidaem x=0.

o0

1 ~

Por outro lado, sabemos que Z(— D"x" = o | x|<1.Entao se
n=0 +X

fizermos y=1+x temos x=y—1 e aigualdade acima toma a

forma Z(—l)"(y—l)" =—,|y-1|<1, ou seja,
n=0

1
y

f(x):l:i(—l)”(x—l)",para x tal que |x-1|<1.
x

n=0

Isso significa que uma func¢ao pode ndo ser representada como
uma série de poténcias com centro em a =0, mas pode ser es-
crita como uma série de poténcias com centroem a #0.

2) O resultado do Teorema 5.2. é que, se uma fungao é definida
por uma série de poténcias,

f(x):icn(x—a)" =c,+c(x—a)+c,(x—a) +...+c,(x—a)" +...,

para x€la—R,a+R[, entdo a funcao é diferencia-
vel e a derivada de f pode ser dada pela série derivada
f'(x)= Z:ncn(x—a)"’1 =¢ +2¢,(x—a)+3c,(x—a)’ +...+nc,(x—a)"" +...,

n=1

no mesmo intervalo de convergéncia Ja—R,a+ R][ .

Aplicando o mesmo teorema a funcao derivada f', obtemos a
derivada segunda

£ =S -, (x—a)"

=2.1c, +32¢c,(x—a)+43c,(x—a)’ +...+n(n—1)c,(x—a)"” +...
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a série sendo convergente para cada x no interior do intervalo
la—R,a+R[.

A derivada terceira
[") = n(n=1)(n-2)c,(x—a)"”
n=3
=3.2.1c,+4.32¢c,(x—a)+...+n(n—1)(n—2)c,(x—a)"” +
para xela—R,a+R[.
Assim por diante, a fungao f tem derivadas de todas as ordens e as

séries derivadas, obtidas por derivagdo termo a termo, sao conver-
gentes no mesmo intervalo de convergéncia.

Note que a derivada de ordem n é
P (x)=nle, +[(n+Dn(n—-1)..2]c
todas as demais parcelas contendo poténcias de (x —a).

(x—a)+...,,com

n+l

Para x=a, temos f(a)=c,, f'(a)=c¢,, f"(a)=2.1c,=2lc,,
f"(a)=3.2.1c, =3!c,, e em geral, " (a)=nlc,.

f(’”(

Seadotarmos 0!'=1e ¥ = f ,entdo ¢, =

,paran=0,1,2,3,.
e mostramos o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Se uma funcdo f tem representacdo (ou expan-
sdao) em série de poténcias ao redor de a(ouema), isto é se
o0

f(x)= zc (x—a)",|x—a|< R, entdo os coeficientes da série sdo da

n=0

(n)
forma ¢, = @ . Assim, se uma func¢do f tiver uma expansao
n!
em série de poténcias em a, entdo
(n) ! " (n)
f(x) Zf ()(X a) f(a)+f()( a) f()(x a)+ +f ()

para |x—a|<R.

Observacao 5.5. No teorema temos uma condicao necessaria para
uma fungdo f ser representada por uma série de poténcias ao re-
dor de a.Se f pode ser representada por uma série de poténcias
ao redor de a, s6 pode ser pela série com coeficientes da forma

@

n!

(x—a)" +...
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o ¢ 1\n-1
Exemplo 5.7. Sabemos que In | 1+x|:z( D
n

n=1

GO
n

x", para x tal que

| x| <1 (Exemplo 5.6). Note que ¢, = ,para n>1 e ¢, =0.

Escrevendo f(x)=In|l+x], temos f(0)=Inl=0=¢,. De

f@)=—= (4"

l+x
() =-1(1+x)"*
") =(2)(=DA+x)" =2.11+x)"
£ = (=3)2.1(1 4+ %) = (=1)3.2.1(1 +x)*
concluimos que f"(x)=(-1)""(n-1)!(1+x)", para n>1.
Para o centro da série a =0, f"(0)=(~1)""(n—1)!. Entdo,

o LT ) e )

! n! n! n

que esta de acordo com o teorema.

0
Tarefa. Faca o mesmo para L = Zx", |x|<1.

=
A primeira condicao para escrever uma funcao arbitraria como uma
série de poténcias centrada em a é que a fungao tem que ter deri-
vadas de todas as ordens nos niumeros de um intervalo /, centrado
em a.

Definicao 5.2. Seja f: D — R, onde o dominio D é um intervalo da
retae ae D.Sel c D,afuncao f tem derivadas de todas as ordens
em algum intervalo aberto / contendo a, entdo a série

0 (n) ' " (n)
;%(x—a)" :f(a)+%(x—a)+%(x—a)2+...+%(x—a)"+...

é denominada série de Taylor gerada pela funcao f em a (ou ao
redor de a ou centrada em a).

Caso especial de série de Taylor gerada por f em a=0
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é denominada série de Maclaurin gerada por f .

Observacao 5.6. Definimos uma série de poténcias especial, com
os valores dos coeficientes determinados pelas derivadas de uma
funcao f, num ponto a.Note que ndo igualamos, e nem podemos
igualar, a série a fun¢do f porque nao sabemos nem se a série é
convergente. Como para qualquer série de poténcias temos que de-
terminar o intervalo de convergéncia. No intervalo de convergéncia,
nem sempre € possivel encontrar a soma da série convergente, como
ja sabemos. Mesmo sendo gerada por uma func¢ao f', a soma pode
ser diferente da funcdo f', como mostra o seguinte exemplo.

1
Exemplo 5.8. A funcdo f(x)=1¢ ¥, sex#0 tem derivadas de to-
das as ordens em R. 0 , sex=0

1 ! 1
De fato, para x#0, f'(x)=e * (—sz :%e =
X X

Vamos calcular f'(0) por definicao de derivada:
1 L
_ o W
f'(0)=£1n3f(0+h2 SO im0 i ©

h—0 h -0 )

(lembre-se que h#0).

s
Como hrne ” =0, podemos aplicar a Regra de L'Hopital. Note
1

(logo acima) que a derivada de e " fica mais “complicada”. Entao

escrevemos o quociente de outra maneira:

—
f'(O)—hm——hm 1 —11mL—llmﬁL_0 0=0.

T ] 1
7 2 h—0 e h—0 D -
e W 2e e

Assim, 1'(0)=0.
(Outra maneira de calcular £'(0) é fazendo a mudanca de
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variavel 1 =y elembrando que lim 1 =40, lim 1 =—0,
h =0t =0~}

£.(0) = Tim - = Tim —— =0 e também £ '(0)=0.).

y—>+o0 ey y—>+oo 2y€y

Se x#0, .
) 2) & 2 =% 6 — 2 % (4 6)
L 1
' /M %e W -0 e
Assim, £%(0) = limL ©@ED=SO) o =lim=%_— . Escre-
h—0 h h—0 h h—0 )

vendo o quociente de outra maneira e aplicando a Regra de L'Hopital
duas vezes concluimos que f"(0)=0.

1
De modo geral, " (0)= %mg p [%)e ", em que p é um polindmio, e

mostramos que " (0)=0, para todo . Entao a série de Maclaurin
gerada por f em a=0 é escrita como

0+0-x+0-x*+0-x*+...=0+0+0+...

que € convergente para zero, qualquer que seja x € R. Logo, a soma
da série de poténcias é a fungdo nula e como f(x)#0, para todo
x#0, f nao pode ser representada pela série, ao redor do zero.

Conclusao. A toda fungao infinitamente num intervalo aberto 7,
podemos associar sempre uma série de Taylor em a €. Mas isso
ndo é suficiente para essa série representar a fun¢do numa vizi-
nhanca de «a.

Exercicio resolvido
3) Encontre a série de Taylor gerada por f(x)= 1 em a=2. Ve-
X

rifique se a série é convergente e se a fun¢do soma é f em
algum intervalo.

Resolucdo. No inicio deste item (5.4.1. Definicoes) representamos
essa funcdo, como série de poténcias ao redor de a =1, a partir da
série geométrica:

f)==

X

S (- (x-1)",
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para x tal que |x—1|<1. Agora vamos usar a definicdo da serie de
Taylor.

a) A série de Taylor gerada por f em a=2 ¢

o £(n) ' " (n)
;fn!(z)(x—z)"=f(2)+—fl(!2) x—2)+—f2(!2) x—2)2+...+fnl(z)(x—z)u...
De f(x)zl:x‘l,temos
x
fl(x)=-1x"

) = ()(2)x7 =21
f m(x) — 2!(—3))&?—4 — —3!)(‘4.

- g f(n)(x) _ (=1)"

E concluimos que f(")(x) =(=D"n!x Y P

1 f@_-1 f'@_1 f"@_-l

Assim, f(2)=—, , =, ...
/@ 20 1 22t 2t 223 2¢
7@
n' 2n+1 )
Logo,

i—f(n)'(z) (x=2)" = i D" (x=2)" :%—%(x—2)+%(x—2)2 —2—14(x—2)3 +...

n+l
n=0 n. n=0 2

L " 1
b) Note que a série ¢ geométrica com a=— e r:—E(x—Z).

1
2

Entdo ela € absolutamente convergente se <1

1
-—(x-2)
2
ou |x—2|<2e, para cada x nesse intervalo, a soma ¢
1
1 1

|
1+1(x=2) 2+x-2 x

¢) Portanto, mostramos que a série de Taylor gerada pela funcio
f(x):l em g =2 € convergente e
X
I 1 1 1 1
X)=—=———(x-2)+=(x-2) ——(x-2) +...,
S (x) 2= 22( )23( ) 24( )
para x tal que |[x—2|<2 ou O0<x<4.



f(”)( )
5.4.2 Caso que a série de Taylor Z

n=0
tem como soma a funcao f (x)

a)/?

Seja f diferenciavel (derivdvel) em a. Pela definicdo de de-

rivada de [ em a, f '(a):limM, segue que
x—a

xX—a

Jx)=f (a) +f (@) (x—a)+R,(x), onde o “resto” R,(x) satis-

faz lim———= R, (x)
xX—a x a

=0. Denotamos por P(x)= f(a)+ f '(a)(x-a), poli-

ndmio de grau um (aproximagao linear de f em a) e escrevemos
S(x)=F(x)+R,(x). Nesse caso dizemos que F, aproxima f, na vi-
zinhanga de a, a menos de um infinitésimo de ordem maior que um.

Vamos generalizar esse resultado e para isso lembremos que uma
funcdo f é n-vezes diferencidvel (derivavel) em x=a, se existe um
intervalo aberto 7 (contido no dominio de f), ae/, tal que f é
(n—1)—vezes diferencidvel em / (ou seja, em cadax € /) e, além dis-
so, existe £ (a).

Definicao 5.3. Seja f uma funcdo com derivadas de ordem n em
ael, I intervalo aberto da reta. O polindmio de Taylor de ordem
n gerado por f em a é o polindmio

P =@+ LD LD g SO
n:

(x— (x—a)".

Observagao 5.7. Na definicao escrevemos polindmio de Taylor de
ordem n em vez de grau n porque [ (a) pode ser zero (veja defini-
¢ao de grau de polinémio).

Por exemplo, se f'(a)=0, entdo P(x)= f(a), polindmio de primei-
ra ordem e grau zero (ordem se refere a ordem da derivada).

Exemplo 5.9. Seja f(x)=e",x<eR. Sabemos que f tem derivadas
de todas as ordens em R e que f"(x)=e", paratodo xeR.

Para x=0, temos f'(0)=7f"(0)=...=f"(0)=1. Entdo o po-

lindmio de Taylor de ordem n gerado por f em a=0 ¢
P(x)—1+x+—+ 4+
2! n!
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Para n=1, B(x)=1+x

2 2
n=2, Pz(x):1+x+x—:l+x+x—
2! 2

2 3 2 3
n=3, P3(x)=1+x+x—+x—:1+x+x—+x—, etc.
21 3! 2 6

Exemplo 5.10. Para f(x)=cosx temos, para todo xeR

f'(x) = —senx f"(x)=—cosx

f"(x) =senx f"(x)=cosx (e voltamos a funcio inicial).
Assim, £V (x)=(-1)""senx £ (x) = (=1)" cosx

Se x=0, entio sen0=0e cosO=1. Assim, [f*"0)=0 e

£%P(0) = (-1)* eospolindmiosdeTaylordeordem n =2k oun =2k +1
. 1A 2ot X 2
sdo idénticos P, (x) = P, (x) =1_2_!+4_!_a+"'+( 1) (2k)'

Teorema 5.4. Formula de Taylor infinitesimal

Seja f uma funcdo n vezes derivavel em a €/, I intervalo aberto.
Entdo, paratodo x proximode a (x=a+h,para h pequeno), tem-se

0= 1@+ LD e DD gy LDy ko,
. n:
R, (x)

sendo que o resto R, ,(x)satisfaz lim———=
X—a (x a)

Além disso, o polindmio de Taylor

P =@+ -0+ L2 LD —ay
é 0 unico polmom1o de ordem menor ou 1gual a n(<n)tal que

f(x)=P()+R, ,(x) com lim—at) _

x—a ()C a)

f(")( )

(x—a)’ +..++—=

Nota. Omitimos a prova do teorema nao porque € dificil (utiliza o
Teorema de Rolle), mas porque é muito extensa.

Observacao 5.8. Do teorema segue que uma funcdo f derivavel
até a ordem n em x=a, pode ser aproximada pelo polindmio de
Taylor P(x) (/(x)=P,(x)+R,,(x)ou f(x)-P,(x)=R,,(x)), numa
vizinhanga de a, a menos de um infinitésimo de ordem superior a

n emrelagaoax(hm R, 0].

x—a ()C Cl)
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Exemplo 5.11. Seja p um polindmio de grau n. Dado a€R, a for-
mula de Taylor infinitesimal nos da

LA, '1('61) (x—a)+

" (m)
p(x)= p(a)+ P 2('“) (x—a)? +...+p—@(x—a)" +R,,(x).
! n!
Note que R, (x)¢é um polindmio de ordem <7 e todas as suas
derivadas, desde a ordem zero até n, se anulam em a, entdo
R, . (x)=0 para todo x e temos

'( )( -a +p" @) x—a)2+...+p(n)(a)(x—a)"-
21 0!

p()=pla)+ 2

Uma maneira de estimar o resto R  (x)é dado pelo seguinte
teorema.

Teorema 5.5. Formula de Taylor com resto de Lagrange

Se f uma funcado derivavel até a ordem n+1 em um intervalo aber-
tol, ael,entdo para todo x e existe um nimero c entre x e a
tal que

f ( ) ()

(n+1)!

f(x)=f(a)+ (x—a)+ (x—a)’ +...+ (x—a)"+ (x—a)™,

S/ "(a) S (a)
21 n!
S ()

( 1)' ( a)n+l .

ouseja, R, ,(x)=

Demonstracao. Consideremos x >a. Para x <a, a prova € analoga.
Por hipotese, as funcdes derivadas, até a ordem n+1, sdo definidas
em[a, x], para cada x e [. Definimos

¢: [a,x]— R pondo

L0 5y L0 o SO K
2! n!

(n+1)!

em que K € uma constante escolhida de modo que ¢(a)=0.

pO)=f ()= f(O)———(x=0)~ (x—

Como f ¢ derivavel até a ordem n+1, entdo ¢ € continua em [a, x]
e derivavel em]a,x[ . Note que ¢(x)=0. Assim, pelo Teorema de
Rolle (Calculo 1), existe ¢ € Ja, x[ tal que ¢’(c)=0.
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Calculando a derivada

p0=0- 1 0-L Do LD L0 gy LD gy -
—&( "+ f(n)()n(x—t)"’1+ (x—1)" =
! (!
_ f(n+l)(t)( t)n +£(x_t)n _ K—f(n+1)(t) (x_t)n.
n! n! n!

_ g(ntD)
Segue que L'(C)(x—c)" =0.Portanto, K = f"*"(c) e pro-
n!

vamos o teorema.

Nota. Se ™" ¢ integravel em [a,x] ou [x, a], entdo

(n+1)
R, (=[O

a

(x—1)"dt (Férmula de Taylor com resto integral).

Estimativa do Resto

Se existe uma constante M, >0 tal que | f (”“)(t)| <M,, para todo ¢
entre a e x, inclusive, entao o resto R, ,(x) na Formula de Taylor
satisfaz a desigualdade

R, (x )| x—a

n+l

1)v

Finalmente, se f é uma fun¢dao que tem derivadas de todas as or-
dens em um intervalo aberto /, a € I, entdo podemos escrever para
todo neN, et

f(x)=PF,(x) + R, (x) onde R, (x)= %( —a)"',c entrea e x

(para cada n aplicamos o Teorema 5.5 e para cada x, existe c).

O valor absoluto

R, (x)|:| f(x)-P, (x)| é denominado o erro asso-
ciado a aproximacao.

Se as condicOes para a estimativa do resto, acima, forem vélidas

© (n)
para todo n, entdao limR (x)=0 e f(x)= Zf—@(x —-a)", ou
n—o ’ = n!



seja, a fungao f éigual a soma da série de Taylor gerada por ela em
a,para x numa vizinhanga de a.

(No Teorema 54, o n é fixo e o limite € quando x = a. Aqui, x € fixo
e o limite é quando n — +©.)

Exemplo 5.12. No Exemplo 5.9 encontramos o polindémio de Taylor de

2 n
X X
— =

ordem 7, gerado por f(x)=e"em a=0: Pn(x):1+x+2' .
! n!

A funcdo f tem derivadas de todas as ordensem Re [ (x)=e¢",
qualquer »n.

De [ (0)=1 paratodo n, a série de Taylor gerada por f em a=0
(ou série de Maclaurin gerada por f') é

f(0)+f'1(!0)x+f;(!o)x2+...+wx”+...

1 1
=l+x+—x>+.. . +—x"+...
2! n!

z

No Exemplo 5.3 mostramos que a série é convergente, qualquer
que seja x € R. Resta mostrar que para cada x a soma da série é

f(x)=e".

De fato, como a funcao satisfaz as condi¢oes do Teorema 5.5 para
todo n e em todo R, entdo para cada x € R existe um nimero c,
entre x e a=0tal que

Cx

(n+1)!
todo n.Para cada n e paracada x existe um c,. (Nao usamos c, ,
para nao “carregar” mais na notacdo.) Agora vamos encontrar uma

x""', para

e’ :l+x+%x2 +...+l'x” +R,,(x), onde R (x)=
: n:

estimativa para o resto e para isso usamos o fato de que " (¢) =¢'
é uma fungao crescente.
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Fixemos x, que pode ser maior que zero (x > 0) ou menor (x <0).

i)Se x<0, entdio x<c, <0e, assim, |R ,(x)|< |x|'Hl , para
’ (n+1)!
todo n.
ii)Se x>0, x>c, >0 etemos, |R ,(x)|< ( © 1)'|x|n+1,paratodo n.
’ n+l)!

Seja M omaiorentrel e e*. Entdao M > 0 (neste exemplo M ndo de-

n+l

pende de n,somentede x)e 0<[R (x)|<

x| paratodo 7.

M
(n+1)!

n+l

Como lim =0, pois a série Z—x” é convergente (Exemplo
n>o (p+1)! —n!

5.3. Também pode ser calculado o limite.), para todo x, pelo Teore-
ma do Confronto limR, ,(x)=0.

Portanto, a soma da série é e*, ou seja,

2] 1 1
=Y —x"=l+x+—x"+..+—x"+..., paratodo xeR.
=n! 2! n!

Calculo de ¢
> 1

Para x=1 na expressdo de e* acima temos e = Z—', que ja vimos
n=0 M-

no Exercicio resolvido 4.8, e denominamos série e. Agora vamos
calcular o valor de e correto até a quinta casa decimal. Para isso usa-
mos a aproximacao pelo polinémio de Taylor

Cc

e:1+1+%+...+i'+Rn,O(l), onde R, (1)= ., para algum c

_°
(n+1)

entre Qe 1.

Sabemos que 1<e <e e que e<3(veja o Exercicio resolvido 4.8).

Entao
1 . -
<R, (D)< 3 e queremos que o erro seja menor que 10°.
(n+1)! ’ (n+1)!

Precisamos descobrir o n de (n+1)! que satisfaca 3[(n+1)!T" <107.
Note que 10!=3628800, 9!=362880 e 8!=40320, assim,
3[9!7"' <107, mas 3[8!]"'>10". Portanto, (n+1)deve ser no mi-
nimo 9 ou n no minimo 8. Logo, com erro menor que 107

ez1+1+L+...+lz2,71828.
2! 8!



Exemplo 5.13. Os polindmios de Taylor de ordem 2k (npar)e
2k +1 (n impar) gerados por f(x)=cosx em a = 0sao idénticos:

2k
X2 x4 x6 X

~ X X X IRtV
Py(x) =By, (x) =1 2!+4! 6!+”'+( D (2k)!

(Exemplo 5.10).

A funcao cosseno tem derivadas de todas as ordensem todo xeRe
X)) =(=Dfcosx, fH*V(x)=(-1)""senx. Como [f***"(0)=0e

F@P(0) = (-1)", entdo a série de Maclaurin (pois o centro é zero) ge-

rado por f(x)=cosx é

f(0)+ SO + /"0 X+ /"0 X+ “+—f(")(0) x"+...

TERAEEY 31 SR
2 3 4 2k-1 (_l)k 2k
=1+0x——x"+0x"+—x"+...+0 + X
! (2k)!
=ieWk%
im (2k)!

Pelo Teorema 5.5, para cada xR,

_ k
cosle—ix2+_x4_ix6+ +( 1)

2k
x"+R (x),
200 417 6! (2k)! o (%)

S0
onde R ,(x)=——>>25x"" , paraalgum c, entre x e 0.
’ (n+1)!

Isso vale para cada n(n par ou impar). Como tanto |sen(t)|£1

n+l

como|cos(f)| <1, qualquer teR, entdo 0<[R, (x)|< ey x
’ n+l)!
para todo n.
xn+1
De lim D) =0 (o mesmo limite do exemplo anterior) segue que
> (n+1)!

limR, ,(x)=0, paratodo xeR.Portanto,

SRR RS o TR )

+ X0+ x* ou
2! 41 6! (2k)! im0 (2k)!
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Exercicio resolvido

Encontre a série de Maclaurin gerada por f(x)=senx e mostre que a
série é convergente para f(x)=senx, paratodo xeR.

Resolucdo. Sabemos que f(x)=senx tem derivadas de todas as or-
dens, para todo xe R.

S'(x) =cosx f"(x)=—senx
f"(x)=— cosx f™"(x) =senx (e voltamos a fungao inicial)
FH*(x) = (1) cosx P (x)= (-1)'senx

Assim, M 0)=(=1)"e f(0)=0. Logo, a série de Maclaurin

tem apenas termos de ordem impar e €
3 5 7 2k+1 2k+1

ey +...:Z ¥ xeR
3150 7 2k +1)! (2k+1)'

(vocé pode encontrar expressdo com 2k —1no lugar de 2k +1. Nesse
caso, os valores de & comecam com k=1em vezde k=0).

Usando o mesmo argumento do exemplo anterior, para a funcdo
cosseno, concluimos que

3 5 2n+1

X x 1
senx = x ——+ 2 — . Z( ) 2n+1

31 5! 7' (2n+1)'
Outro método de resolucao:

, para todo x e R.

Como senx = (—cosx)', usamos a representacdo de f(x)=cosx pela
sua série de Maclaurin e a diferenciacdo (derivagio) termo a termo

para obter:
N D it D
Sem’( 2 ) Z ¢ 2(2 TR

Sefazemosn—1=k,entdon=k+1.Assim,2n—1=2(k+1)-1=2k +1
e n+l=k+2. Também n=1implica k=0. (Reindexacdo, Ca-
pitulo 4, 4.3.)

( 1)2n+1 2n+1

Logo, senx = Z one 1)'

letra k& por n).

, para todo x € R (aqui s6 mudamos a
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Nota. Para simplificar os enunciados:
 Série de Taylor gerada por fem a significara apenas a série.

e Série de Taylor para f em a significara que a série representa
afunc¢ao f,numa vizinhanca de a, ou seja, além de a série ser
gerada pela fungdo, a série é convergente para f(x), para cada
x numa vizinhanca de a.

Exercicio resolvido

Encontre a série de Taylor para f(x)=e'em a=2.

Resolucdo. Como ja vimos no Exemplo 5.12, a derivada de ordem n
de f(x)=e'é f"(x)=e", paratodo neNetodo xeR.

Para x =2 temos £’ (2) =¢?, para todo 7, logo, a série de Taylor de
2 2

fema=2¢ ze'(x—z)" .Otermogeraldaserie€ a, =e_'(x_2)n'
n=0 N. n!
2 +1
5 -2)" ! x-2 .
entio |z =|e (x-2) > - |:| | e lim |2t =0, para
| a, | (n+1)' e (x—2)” n+1 o=l g
todo x.

Dai, pelo Teste da Razdo, a série € convergente para todoxe R, ou
seja, 0 raio de convergéncia da série ¢ R =+co0.

Para cada »,
2 2 2

e =’ +%(x—2)+%(x—2)2 +...+e—'(x—2)" +R,,(x), onde

C

e X

R =000

(x—2)"", para algum c, entre x e 2.

Como a funcio exponencial € crescente e estd entre e* e e. Seja M

n+l

0 maior entre os dois (¢" e e*)e temosO <|R ,(x)|<
n+1 ' (n + 1)'

|x—2

) . i

De 11m|—:0 (ja usamos esse limite duas vezes, com pequena
e (n+1)!

variacdo), seque pelo Teorema do Confronto, que limR, , =0, para

todo xeR.

0 2
Portanto, e* :zi'(x—z)" , para todo x e R.

n=0 n:
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Observagao 5.9. Representamos a funcao f(x)=e" de duas manei-

0 n

L. .y X L.
ras. A série de Maclaurin é e* = ) —, para todo xR, e a série de
n=0 n'
© 2
Taylor ao redor de a=2 é e* = Z—(x 2)", para todo x€R. Para
n=0 n

x proximo de zero, a melhor aproximacao de e* é dada pela série

de Maclaurin e, se x é nimero préximo de a , pela série de Taylor
ao redor de a.

Exercicio resolvido
6) Encontre a série de Taylor para f(x)=senx em a =

g.Utilizandoas

j(z L

w|§1

(%)

Resoluc¢do.Ovalordosenoem a é f(%j =sen (%) =

derivadascalculadasno Exercicioresolvido 5.4, f' 3175

Al Al -

f(zkﬂ)( j (- 1) e [0 (zj = (—l)kﬁ , para todok .

Assim, a série de Taylor gerada por f ao redor de a=

R
W[

T,
— ¢

3
L AN, (_l)kﬁ( —Ejzk ) l( jw
2! ( j( 3) _;L%)! 2 (773 (2k+1) 2

(para cada valor de & temos duas parcelas consecutivas).

Na Formula de Taylor (Teorema 5.5) o resto, nesse caso, €

(n+1) n+l
R n(x):w(x—EJ , para algum c_entre x e 7 Como
ny (n+1)! 3 3
|f(”“)(cx)| <1, qualquer que seja 7 (par ou impar), pois |sen(x)|<1 e
n+l
|cos(x)|<1 qualquerqueseja x ,entdo 0 < R L= ! -z
e (n+1)! 3

e nesse caso também, limR _ =0. Assim,
n—»0 ng

senx = z (_l)k I(x—zj ( 1) l(x—ﬂjzkﬂ .
(2k)! 2 3) Takeni2\t 3

Observacgao 5.10. No item 5.2 representamos algumas fun¢ées como
soma de séries de poténcias, pela manipulacdao de séries geométri-



cas, pela diferenciacdo ou integracdo de séries obtidas antes. Pelo Te-

orema 5.3, se uma fungdo f tiver uma representacdo por séries de

" ()
!

poténcias em a, entdo seus coeficientes sdo da forma . Logo,

as séries de poténcias obtidas por métodos indiretos sdo realmente
as séries de Taylor (ou Maclaurin no caso a =0) para tais fungdes.

O célculo das derivadas sucessivas f"(x)na maioria das vezes

1

¢ magante e para fungdes simples como f(x)= o ¢ quase que
X

impraticavel. Por isso, costuma-se utilizar outros métodos, entre os

quais os do item 5.2 e 0 que veremos abaixo, para obter a série de
Taylor para uma dada fungao.

Combinacgoes de séries de Taylor

Na intersecdo dos seus intervalos de convergéncia;

1) A série de Taylor para f(x)+ g(x)(f(x)—g(x)) é a soma (di-
ferenca) da série de Taylor para f(x)e a série de Taylor para
g(x).

2) Multiplicagdes por constantes e por poténcias de x de séries
de Taylor resultam em séries de Taylor.

3) Também podemos fazer substituicdes, por exemplo, x por x°,
como fizemos nas séries geométricas em 5.2.

Exemplo 5.14. A série de Maclaurin para f(x)= xsenx é

0 (_ l)n x2n+1 0 (_l)n x2(n+1)
xsenx =x| Y. =y , para todo xeR.
= (2n+1)! = (2n+1)!

Exemplo 5.15. A série de Maclaurin para f(x)=cos(2x) é

0 (_l)n (2x)2n © (_l)n 22n x2n
2x) = - ,para todo xeR.
cos(2x) Z(; (2n)! Z; ant "

o ( 1)\2ntl
Tarefa. Sendo seny = Z(L y*"*! para todo yeR, trocar y por
= (2n+1)!

x—% para obter a série de Taylor de f(x)=senx em a :%, encon-

trada no exercicio resolvido 6 (use a férmula de adi¢do de angulos

para sen (x - %) )-
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5.4.1 Exercicios

1) Encontre o polinémio de Taylor de ordem n gerado por f em a.
a) f(x)=Inx , a=1, n=5.

b) f(x)=senx, a=—, n=4.

i
4
o f(x)=tgx, a=0

, n=3.

2) Encontre a série de Taylor gerada por f com centro em a
dado. Prove que a série obtida representa a funcdo f', no in-
tervalo de convergéncia.

a) f(x)=l+x+x>+x , a=2.

b) f(x)=e', a qualquer.
T

Q) f(x)=senx, a=z.

d) f(x)——z, a=1.
3) Ache por qualquer método a série de Maclaurin para as fungoes.
a) f(x)=x'e"
b) f(x)=coshx ¢

—X

x_e—x

¢) f(x)=senhx = ¢

d) f(x)=xcosx+senx

e) f(x)=sen’x (sugestdo: sen’x = A[l—cos2x])
5.5 Aplicacoes

5.5.1 Aplicacoes de Polindmios de Taylor.

(n)
S@
n!
x numa vizinhanca de a.Se P, é o polinomio de Taylor de ordem n,
entdo f(x)=F,(x)+R, ,(x) com limR,  (x)=0 e assim, P, pode ser

Seja f(x)igualasomadesuasériedeTaylor; f(x) = z

usado como uma aproximagao de f (denotamos por f(x)=P,(x)).

A precisao da aproximagao é obtida com a estimativa do resto
M

|R,,(0)|<
(n+1

térmula de estimativa, é possivel decidir a ordem do polinémio que
aproxima uma fungao para um dado erro.

n+l

[x—a|" se | f (”+‘)(x)| <M . Utilizando essa mesma



Exemplo 5.16. Encontramos a série de Maclaurin para a fungao
l)n 2n+1 3 5 7

f(x)=senx:
X X

_ v ~ e _ ‘
senx = z il x 3!+5! 7!+...,send0xqualquernu

mero real.

Note que os coeficientes de indices pares sdo iguais a zero. En-
3 5
~ . ~ X
tdo a aproximacao, por exemplo, senx ~ x—;+§ € a mesma que
5 . .

x X
senxzx+0-x2—?+0-x4+;+0-x6.

A melhor estimativa do erro é dada por |R6 (x)|£ %|x|7 (veja Exerci-

cio resolvido 5.4). Para x préximo de zero, por exemplo, -5 <x<-—,

<1(1j7_ !
7105 393750000

1
ou |x|< 3 temos,

Podemos usar essa aproximagao para calcular, por exemplo,

senl0°. Para isso primeiro precisamos converter 10° em radianos:
180° 4
10° a

. 44 . 1
o que implica a = m (que é menor que 3 )-

3 5
Entdo, senl0®=sen~2 L[] + L [T} 2017364817 e com
18 18 6.18) 120\18

precisao de seis casas decimais senl0°~ 0,173648.

Por outro lado, se queremos os valores de x para os quais a apro-
ximagdo tem precisdo de 0,00005, resolvemos a desigualdade

1
—lxl'=
7!

|x| <0,00005.
5040

1
De | <0,252 segue que |x|<(0,252)7 ~0,82.

3 5
Assim, a aproximacao senx = x—3—+; tem precisao de 0,00005

quando |x|<0,82.

Observacao 5.11. Outra aplica¢do é o calculo do niimero real e, vis-
to depois do Exemplo 5.12.
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5.5.2 Série binominal

A expansao (a+b)", onde o expoente m é um nimero inteiro, era
conhecido pelos mateméticos chineses muitos séculos antes da épo-
ca de Newton.

Teorema Binomial. Se a e b sdo niimeros reais quaisquer e m é um
numero inteiro positivo, entao

m(m—1) e +m+m(m—l)...(m—k+1) 2

(a+b)" =a" +ma""'b+

k!
O  coeficiente  de a"*b* pode ser escrito como
m) m!  m(m-1)..(m-k+1) k=12 .m
k) klm—k)! k! ’ T
Observe quea férmula mGm=1)...(m=k+1) 15 funciona para k=0.

k!
e~ m .
Mas como 0!=1, por definicao, =1 e, assim escrevemos,

(a+b)" = i(: Jam_kbk .

. m M),
No caso particular, a=1e b=x temos (I+x)" =) e
k=0

Vocé deve conhecer essa expansdo e a demonstragao é por indugdo ou
€ uma consequéncia do resultado mais geral que veremos a seguir.

Queremos encontrar uma férmula para (a+5)", onde » é um nu-
mero real qualquer. Antes, algumas observagoes elementares:

i) Para r=0, temos (a+b)’ =1 e o problema esta resolvido. En-
tao, vamos supor r #0.

ii) A exponencial c¢* é definida somente para ¢ > 0. Portanto, te-
mos que supora+b>0.

iii) Se a=b,entdo (a+a) =2"a" e o problema também esta re-
solvido. Entao, vamos supor a#b.

iv) Como a e b sdo dois niimeros reais qualquer, podemos supor
a>b(se a<b,h basta mudar para b+a que éiguala a+b). Es-

crevendo a+b= a(1+2j (note que a=#0) e fazendo x= 2,
a a

obtemos a+b=a(l+x).

+...+mab™" +b"



e (n) _ 0
SISO g D H WD g $rED e
o n! 2! 3! o
Aqui cabe uma observacgao: para r=m, inteiro positivo, sabe-
. m(m—1)...(m—n+1) m!
mos que o quociente = , mas se r
n! nl(m—n)!

. o ... b
Note que |x| <1, pois |x| >1,isto g, b >1 implica —>1ou —<-1.
a

a
Dai b>a ou b<-a,que contradizem a>b,acima, e a+b>0 (ii).

b
a

Conclusao: Basta achar uma férmula para (1+x)", r#0e |x| <.

Como comentamos na introdugao deste capitulo, Newton foi o pri-
meiro a estender a expansao de (1+x)", para o caso onde o expoen-
te »¥nao € inteiro positivo. Nesse caso, a expressao nao € mais uma
soma finita, e sim uma série de poténcias centrada em zero. Pelo Te-
orema 5.3, a série é de Maclaurin de f(x)=(1+x)" que vamos cons-
truir calculando as derivadas em x =0. Note que f(0)=1.

S @=rir S o=r
S ==+ ) S O)=r(r-)
S )= ==+ SMO0) = r(r=1)(r=2)

P =r(r=1)...(r—n+1)(1+x)"" 0y =r(r=1)...(r—n+1)

Portanto, a série de Maclaurin gerada por f(x)=(1+x)" é

nao é inteiro positivo o fatorial r! nao é definido. Por outro lado,

r(r=1)...(r—n+l)
n!

qualquer inteiro n>1. Entdo, para simplificar a notagio podemos

tem significado para qualquer nimero real r e

n n!
inteiro n>1.

L 1oydo
Por exemplo, | * =w:il(_l)(_§]: 33 =i4.
3 3! 3120 2 2) 3127 2

definir (FJ ). rontl) , qualquer niimero real r e qualquer
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r

1
© (n) 0 0 7
S0 S )

Para verificar a convergéncia da série, seja a, =

Observe que [ j =r, e definimos (gj =1. Assim,

r(r—l)...(r—n+l)xn o

n!
a,, _|r(r—1)...(r—n) n! |_|r—n||x|
la, | |+l r=D.o.(-n+D|  n+l
Como hm| ||x|—11m ||x| ||, pelo Teste da Razdo, a sé-
e p+1 noo |41

rie é convergente quando |x| <1 e divergente quando |x|>1. Fal-

ta mostrar que o resto R ,(x)tende a zero quando n tende
a infinito. Isso é possivel, mas é um pouco dificil, por isso apre-
sentamos uma prova alternativa de que a funcdo soma é
f(x)=>1+x)", <1. Para isso, como a série é convergente, seja

* (7
g(x)= Z ", para |x| <1. Temos que mostrar que g(x)=(1+x)".
n

Consideremos A(x)=(1+x) "g(x)e primeiro vamos mostrar que
h'(x)=0.

> (r
Derivando a série termo a termo, obtemos g'(x) = Z[ }vx”‘l .

n=1

Para reindexar a série fazemos n—1=k e assim,

g'(x) = i(;ﬂj(kﬂ)x" .

Note que

[r j"‘ )= D=2 = h=D) =)
k+1 (k+1)!

_ r(r=1)..(r—k+1) (r—k)= (;](r—k).

k!



Logo,

e =3[ o0 =3[ b2
=rg(x)— xé(;}qk_l

=7g(x) —xg'(x) ou (1+x)g'(x)=rg(x).
Usando essa igualdade na derivada
h(x)=-r(+x)" "g(x)+(1+x) "g'(x)

obtemos h'(x)=—(1+x)" '(1+x) g'(x)+ (1+x) "g'(x)=0. Entao,
h(x)=c, cconstante, para |x| <1. Em particular, 4(0)=c e como
h(0)=g(0)=1, concluimos que h(x)=1 e portanto, g(x)=(1+x)",
como queriamos provar.

A Série Binominal: Para qualquer nimero real re |x|<1, temos

(1+x)r=i(r}\”,onde {g]:l e (I’j:r(r—l)...('r—nJrl)’ n>1.
n=0 \ " n n!

Exemplo 5.19. Usando a série binominal vamos representar a fun-

gao f(x)=

como uma série de poténcias.

(1+x)?
Note que ! ~=(1+x)"?, r=-2na férmula da série binominal
. 1 2 (=2
e, assim, quando |x| <1, temos —= "
(1 + )C) n=0 n
Como
-2} (2)(2-1)(2-2)...(2-n+])
n n!
C(-1)'23.4...(n+1)
B n!
_(=D"(n+1)!
Bl n!
=(-1D)"(n+1)
entao
1 o0
= -1)'(n+1)x",|x|<1.
R HZ:(;( )" (n+1)x", |x]

Exemplo 5.20. A série de Maclaurin para a fungdo f(x)=+1+x
1
pode ser obtida usando a série binominal, pois +1+x =(1+x)2. As-

sim, para |x| <1,
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_
+
=
I
=
L[
7~ N\
SERSS
=
I
—_
_I_
7~ N\
—_ o=
N——
=
+
7~ N\
N ol-
;/
|
o=
\_/
/—_\\
=

LE-D) %(%—1)( 2)3 %(%—1)( 2CD

=1l+—x+2
2 2!
:1+—x+%(_%)x2+%(_5)(_5)x3+3(_5 —5)(—5) e
2 2 3.2 4.3.2
1 1 1 5
Logo, m:1+5x—?x2+2 x’ —2—7x +. <l1.

Note que V1+x =1+ % x , aproximagdo linear.

Vi+x =1+ % xX— % x*, aproximagdo quadratica.

Observagao 5.11. A substituicdo de x da outras aproximacoes:

V1-x? zl—%x2 —%x“, x2|<lou |x|<1.
1—% zl—%—zj—z, <lou |x|>1

5.5.3 Calculo de integrais aproximadas.

Algumas fungdes sdao muito dificeis de integrar pelas técnicas es-
tudadas, mas podemos usar a ideia de Isaac Newton e representar
fungdes como séries de poténcias para depois integrar a série termo
a termo.

Exemplo 5.21. A funcdo f (x)=1 ! é um exemplo de fungao

x7

dificil de integrar. Entdo vamos representd-la como uma série

de poténcias substituindo x por x’ na série —Z( " x"
n=0

|x| <1 (série geométrica. Primeiros exemplos de 5.2

—Z( D'x" =1-x"+x"=x"+...,
1+x =

<1. Integrando a série

termo a termo, obtemos a integral indefinida da fun¢do dada como
série de poténcias,
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j1+ dx = jZ( )" x7"dx

n=0
( l)n Tn+l
=c+
nz(; Tn+1
xS xlS x22
=CcHx——+——-"—+
8 15 22

(¢ constante de integracao), para |x7| <lou |x<I.

Exercicio resolvido

. A . . . . . — 2
a)Encontreumasériedepoténciasparaaintegralindefinida Ie Tdx.
1

b)Calculeaintegraldefinida J‘e*"2 dx comprecisaode 10 *(=0,001).

0

Resolucéo.

a) Obtemos a série de Maclaurin de f(x)= e pela substituicdo

00 n

—x* na série de Maclaurin e :ZX—' para todox e R:
n=0 M-
n 2n 2 4 6
fx)=e™ Z( )’ Z( LVE. 2 T S S S , para
! pry 20 3

todox eR.

Entdo integramos termo a termo a série resultante:
6 n_2n
J. dx—j 1——+ x—+... (G . |dx
21 3! n!
x3 xS x7 (_l)nx2n+1
+ — +o—
13 215 3.7 n!(2n+1)

. z(

= n! 2n+1

=c+x-—

2n+1

para todo x (¢ constante de integracdo).

b) Para calcular a integral definida, usamos uma func¢do primitiva
(funcdo F tal que F''= '), entdo podemos tomar ¢ =0.

1 o x3 xS x7 (_l)n x2n+1 1
J.e dx=x— + - +...+ +...
0 13 2.5 3.7 n!(2n+1) 0
1 1 1 ="
- + - +...+ +
1.3 2.5 3.7 n!(2n+1)
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Note que a série € alternada, entdo o erro da aproximacao da série pela
1

soma parcial §, € menor que 0,001 se n satisfaz ———<—
n!2n+1) 10

(Estimativa de séries alternadas 4.5.1).

Entdo, n!(2n+1)>10’ e calculando, por exemplo,
41.9=216, 5:11=1320,

concluimos que devemos ter n =4 (n+1=15), no minimo. Assim,
1
1 1 1 1

Ie"‘zdle——+———+—z0,7475 (com precisdo de 0,001).
7 3 10 42 216

5.5.1 Exercicios
1) Seja f(x)= !

V1I-x? '
a) Encontre a linearizacao (polinomio de Taylor de ordem 1) de
f em x=0.

b) A aproximacdo quadratica (ordem 2) de f em x=0.

2) Determine a precisdao da aproximacao linear senx~ x quando
x| <107,

3) Ache uma série para cada uma das seguintes funcoes e deter-

mine o intervalo (aberto) de convergéncia.
2

3 S0 = b S0 =[N+
o f(x)=2+x d) f(x)=Q+x*),r=0.
4)

a) Encontre uma série de poténcias para _[ sen(x”) dx .
1

b) Calcule a integral definida J. sen(x’) dx com precisdo de
10°(=0,001). 0

Respostas dos exercicios

5.2.1 Exercicios

Da)R=1, I=1-1,1;



b) R=1, I=[-1,1];
oR=10, I=]-9,11];

d) R=0, x=0;

e) R =40, [=]-0w, +oo[;

f) R=1, I=[1,1[;

i) R=2, I=]-4,0];

) R=1, I=[-1,1[.

5.3.1 Exercicios
1) a) Z;ﬁ I=]-1,1;

Z< g"f” , 14123, 3

n=0

o —-1+> x"=>»x", I=]-11;
Z Z
z( 1y (n+1)(n+2)

x" ’ I:]_la 1[1

0 n

n=1 1

Z( A ( j , I1=1-5, 5].

= 2n+1

5.4.1 Exercicios

1)a) P(x)=(x-1) —%(x—l)2 +§(x—l)3 —%(x—l)4 +%(.x_1)5

b)

P (x )——+7

4

4

2 I( - x/f(x_gjz ﬁ(x ﬂf (.
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Q) P3(x):x+§x3.

2)a) f(x)=15 + 17(x=2)+7(x=2)* +(x—2)* ,

b) exzze—(x—a)" , para todo x.

2& . 1 AN
) SGMZTZ(_D |:(2n)!(x_2j +

n=0
1 < n n
d) ?=Z(—1) (n+1)(x-1", R=
n=0
x"? , paratodo «x;
n=0
0 x2n
b) coshx = , para todo x;
) ,,Z:;‘(Zn)! P

2n+l

senhxz Y , paratodo x;

2n+2 2

d) f(x)= Z( ) 1)' ,paratodo x ;

( l)n+122n1
Sen X = Z (Zn)'

n=1

5.5.1 Exercicios
1a) L(x)=1;

2

X
b) Q(X) = 1 + 7
0,1 .

2)a) erro<-—=-—;
) @) .

3
b) erro < (0’61) <1,67x407.

>, paratodo x.

4

para todo x.

2n+1
j }, para todo x.



© (_l)nx4n+3 .
99 c+,,z=(;(2n+l)!(4n+3) /

b) 0,310 .
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