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Apresentacao de Disciplina

(" Ccaro aluno, )

Este material foi produzido com o objetivo de dar suporte aos alunos do curso da
disciplina Calculo Diferencial e Integral //, estudantes dos cursos das areas de tecnolo-
gia e ciéncias exatas.

O eixo central do curso apresentado € a integracdo, que sera apresentado em
quatro principais eixos tematicos.

No Tema 1, estudaremos a integral indefinida, seu conceito e as principais técnicas
de integracdo. Sao apresentados varios exemplos e exercicios propostos, com intuito
de proporcionar uma assimilacéo gradativa e natural do contetido apresentado.

No Tema 2, apresentamos algumas técnicas de integracdo mais rebuscadas
para alguns casos particulares de fungdes especiais, como as racionais, irracionais
e trigonométricas.

No Tema 3, apresentamos ao estudante a integral definida, suas propriedades,
interpretacdo geomeétrica e aplicacdes, como o calculo de areas e o calculo do compri-
mento de arco de uma curva, que representa o grafico de uma funcao.

No Tema 4, sado calculadas a area de certas regiées e o comprimento de arcos
de curvas que possuem equacdes em coordenadas polares, a area de superficies de
revolucao e o volume de soélidos de revolucdo. Estudaremos, ainda, a integral imprépria
e algumas aplicacées a Fisica.

Todo o material foi preparado com bastante capricho, a escolha de cada exemplo, de
cada exercicio resolvido e proposto, a distribuicdo dos temas foi cuidadosamente feita
com o objetivo de proporcionar ao estudante uma compreensao gradativa e natural dos
conteudos da disciplina, de uma maneira uniforme, suave e prazerosa. No final, uma
atividade orientada foi elaborada para que seja resolvida, individualmente, e faca parte
de sua de avaliacao. Deixo em evidéncia 0 meu anseio de que estes propésitos tenham
sido atingidos e/ou, ao menos reconhecidos.

\ Prof. Abilio Souza Costa Neto.




CALCULO I

Integral Indefinida

tem31 .- . -
a2 = 524 Antidiferenciacao e a Integral Indefinida

A Integral Indefinida

Apresentacao

Nesta primeira se¢éo, apresentaremos o conceito de integral indefinida, bem como os processos mais
basicos da operacéo de integracdo, que se apresenta, essencialmente, como a inversa da operacao de
derivagédo, ja conhecida do estudante ao ter cursado a disciplina de Célculo I. Para cada processo de
integragdo serdo aqui apresentados exemplos e exercicios propostos com o intuito de familiarizar o aluno
com este conteddo que, acredito, constitui uma das pecas fundamentais no corpo do estudo do calculo
diferencial e integral.

1.1 A Integral Indefinida

Aqui, apresentaremos, inicialmente, o conceito de primitiva de uma funcéo real, proposi¢des que carac-
terizam, com maior clareza, este conceito e alguns exemplos, para depois introduzir o conceito do objeto
principal desta secao, a integral indefinida.

1.1 Definicdo. Considere uma fungdo f(x). Definimos como uma primitiva da fun¢do f(x), em um
intervalo /, qualquer funcdo F(x) que satisfaga a igualdade F’(x) = f(x), para todo x € /. Se o intervalo /
corresponde ao dominio da funcao f, dizemos, simplesmente, que F é uma primitiva de f.

Por exemplo:

5
(@) A fungdo F(x) = % é uma primitiva da fung&o f(x) = x*, pois, F'(x) = % Bx* = x* = f(x).

5
(b) Mais geralmente, qualquer funcao da forma F(x) = % + C, onde ¢ é uma constante, € uma primitiva

5 !
de f(x) = x*, uma vez que F'(x) = <% + C) = x* = f(x).

(c) A funcéo F(x) = 3 - cos(x) + C é uma primitiva de f(x) = —3 - sen(x), pois, F'(x) = (3 - cos(x) + C) =
(3-cos(x)+ C) = —3-sen(x) + 0 = —3-sen(x) = f(x).

Nota 1. Uma primitiva de uma funcéo f(x) € comumente chamada de antiderivada, j& que encontra-
la corresponde a operacéo inversa da derivagao.

Uma generalizacdo do que ocorre no item (b) do exemplo anterior é exposta no Teorema a seguir:
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1.2 Teorema. Seja F(x) uma primitiva da funcéo f(x). Se G é uma outra primitiva de f, entdo G(x) =
F(x) + C, para alguma constante arbitraria c e para todo x € /.

Prova: Seja H a funcdo definida por H(x) = G(x) — F(x). Entéo, para todo x € /, temos que
H'(x) = G'(x) — F'(x). Mas, por hip6tese, G'(x) = F'(x),V x € I. Logo, H'(x) = 0,V x € [. Portanto,
H é constante (em /), digamos, H(x) = c. Assim, G(x) = F(x)+ C,V x € I. O

O teorema acima afirma, simplesmente, que todas as infinitas primitivas de uma dada funcdo diferem
entre si pelo termo constante que aparece nas suas expressfes. O Teorema a seguir reforca que néo
existem outras primitivas para uma funcéo que nao tenham esta forma.

1.3 Teorema. Seja F uma primitiva (ou antiderivada) particular de uma fungdo f em um intervalo /. Ent&o,
toda primitiva de F em / é da forma F(x) + C, onde ¢ € uma constante qualquer e todas as antiderivadas
de f em / poderéo ser obtidas atribuindo-se valores a c.

Prova: Vamos representar por G uma primitiva qualquer de f em /. Entdo, G'(x) = f(x),V x € I.
Como F é também uma primitiva de f em /, entdo temos F'(x) = f(x),V x € I. Temos, portanto,
G'(x) = F'(x),¥ x € I. Pelo Teorema anterior, segue que existe c tal que G(x) = F(x) + C,V x € [.
Como nés indicamos por G qualquer outra primitiva de f em /, vem entdo que toda primitiva de f tem
aforma F(x) + C, onde c é constante. 0

1.4 Definigao (Integral Indefinida). Ao se determinar uma expresséo para a familia de primitivas de uma
dada funcéo f(x), estamos realizando a operagéo inversa da diferenciacéo (ou derivacéo). Esta operagéo
€ denominada antidiferenciagdo (ou integragcdo). Para indica-la colocamos o simbolo | imediatamente
antes da funcéo f. Assim, a igualdade

nos diz que a integral indefinida de f é a familia de funcdes dada por F(x) + C. A funcéo f(x) sobre a
gual esta sendo feita a operagéo de integragcao € denominada integrando e a constante ¢ € denominada
constante de integracao.

Nota 2. O simbolo dx, que aparece junto a funcdo f que esta sendo “integrada”, tem a finalidade
de indicar a variavel em relagdo a qual esta sendo feita a integragdo. Se, por exemplo, a variavel

independente, ao invés de x, fosse t a integral seria escrita / f(t) dt.

Exemplo 1.1. Encontre:

(@) /3x2 dx; (b) /cos(t) dt; (©) /eu du: (d)/% .
Solucéo:
@ [ 3 dx =+ C.pois (¢ ) =3¢ O [ costt) d = sente) + C, pois (sen() + € =
cos(t);
() /eu du=e" + C, pois (e’ + C)' = e (d) /% dx = In(x) + C, pois (In(x) + C)' = ;

O préximo teorema evidencia o fato de que a diferenciacéo e a integracdo sdo uma a inversa da outra.

1.5 Teorema. Seja f uma funcéo e ¢ uma constante. Entéo

] /(Dxf(x)) dx = f(x) + C; i. D, (/ F(x) dx) — F(x).
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Prova:
i. Obvio, pela prépria definicdo de integral indefinida.

ii. Suponha que F seja uma primitiva de f, ou seja, F’ = f. Assim, temos:

D, (/ £(x) dx) — D(F(x) + C) = Du(F(x)) + 0 = £(x).

Propriedades da Integral Indefinida

1.6 Teorema. Sejam f e g funcbes com primitivas em um intervalo / e ¢ uma constante. Entéo,

] /(f(x):l:g(x)) dx:/f(x) dx:l:/g(x) dx. i, /c- F(x) dx = c-/f(x) dx;

Prova: i. Sejam F(x) e G(x) primitivas quaisquer das fungdes f(x) e g(x), respectivamente. Entéo,
F(x) £ G(x) é uma primitiva da fung&o 7(x) £ g(x), pois (F(x) £ G(x)) = F'(x) £ G'(x) = f(x) £ g(x).
Dai,

/[f(x) tg(x)]dx=(Fx)£G(x))+ C=(F(x) £ G(x))+ G+ &,

onde ¢ = ¢; + G. Assim, temos finalmente
/ [F(x) + g(x)] dx = (F(x) + C1) % (G(x) + G) = / F(x) dx + / g(x) dx.

ii. Consideremos F(x) uma primitiva da funcéo f(x). Entdo, c - F(x) € uma primitiva de c - f(x), pois
(¢ F(x)) =c- F'(x). Temos, entdo

/c-f(x)dx:c-F(x)—|—C:c-F(x)—|—C-c1:c~[F(x)+C1]:c-/f(x)dx.

O

Uma “combinacado” entre os itens i e ii, do teorema acima, é dado pelo teorema abaixo, que generaliza
cuja prova é deixada ao estudante como um interessante exercicio. Os argumentos necessarios sao
completamente analogos aos usados na demonstracéo do teorema anterior.

1.7 Teorema. Sejam fi, f,, . .., f, funcdes definidas em um intervalo /, e ¢, ¢, . . ., ¢, cOnstantes quaisquer,
entao

/[c1f1(x)+...+ Cf] dx = / c1fi(x) dx—I—...—i—/cnfn(x) dx.

Nota 3. N&o existe propriedade andloga a esta para o produto de fungdes, a despeito do que se
poderia, erroneamente, imaginar, ou seja, /[f(x) - g(x)] dx # / f(x) dx - /g(x) dx.

Tabela de Integrais Imediatas

Uma vez que o processo de integracdo de uma funcdo € o inverso do processo de diferenciagao,
podemos, com base nas derivadas das funcdes elementares, obter uma tabela de integrais - que serédo
aqui denominadas integrais imediatas - apresentada a seguir.

8




FTO

FAGULDADE DE TECNOLOGIA £ CIENCIAS  EDUCAGAD A DISTANCIA

dx —dx
1. | = =1 12, | ——= = C
/ - n|x|+ C / i arccos(x) +
2 nd _ X C; 1 13 L—act()—i—C
./x X_n—|—1+ in#£ — .'/1+X2—rgx
« a~ ) —dx
3. /a dx:@+c,0<a7él 14. /m:arccotg(x)—l—C
dx
4. /exdx:ex—i—C 15. /Xm_arcsec(xH—C
—dx
5. [ sen(x) dx = —cos(x) dx + C 16. / = +C
/ (x) (x) 1 = arccossec(x)
6. /cos(x) dx =sen(x) + C 17. /senh(x) dx = cosh(x) + C
7. /secz(x) dx =tg(x)+ C 18. /cosh(x) dx = senh(x) + C
8. /cossec2(x) dx = —cotg(x) + C 19. /sechz(x) dx = tgh(x) + C
9. /sec(x) . tg(X) dx = sec(x) dx+ C 20. /COSSGChQ(X) dx = — coth(x) +C
10. /cossec(x) -cotg(x) dx = —cossec(x) + C 21, /sech(x) -tgh(x) dx = —sech(x) + C
11 / 9X_ _ sresen(x) + C 22 h h(x) d h c
. = X . — —
N : /cossec (x) - coth(x) dx cossech(x) +

Nota 4. A medida em que prosseguirmos no estudo da integragao, surgiréo outras integrais imediatas
gue, no entanto, ndo sdo convenientes de serem apresentadas agora. Antes de apresenta-las tornar-
se-a necessdria a exibicdo de alguns métodos ou técnicas simples e usuais de integracao.

Vejamos alguns casos de aplicacao direta das integrais imediatas e/ou das propriedades vistas anteri-
ormente para integrais.

Exemplo 1.2. Calcule:

(a)/(7x4—5x3+2x2—x—|—5) dx; (c) /ﬁ(x—i—%) dx;
(b) / 8sen(x) dx; d) / 2X12+ L

Solucéo: (a)/(7x4—5x3+2x2—x+5) dx:/?x4 dx—/5x3 dx—i—/2x2 dx—/x dx+/5 dx =
5 4 2
/x dx—5/x dx+2/x dx—/xdx—|—5/ dx:z—&+2i—x—+5x+C

5 4 3 2
(b) /8sen )dx=28- /sen = —8cos(x) + C;

(C)/\/>_<- X+;> dx = /x%o<x+§> dx = /<xg+x_%> dx = /x%dx—i—/x_%dx

5 1

5 i 2 2 1 2x3 1 1
%+¥+C=—xz+2x2+c (d)/ X+ dx :/(i+—> dx:/2xdx+/—dX=
2

x2

5 2. x1 1
xdx+ [ x " dx= =x* - - +C;
, 2 =1 X ,
© /2cotg(x)—35en (x) dx = 2. / 1 cotg(x) dx — 3 - /sen (x) dx = 2.
sen(x) sen(x) sen(x)

/cossec(x) - cotg(x) dx—3-/ sen(x) dx = 2(— cossec(x))—3(— cos(x))+ C = 3 cos(x)—2 cossec(x)+C.

[9
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1.1.1 Exercicios Propostos

1.1. Calcule as seguintes integrais:

(a)/2x7dx (h)/y—i_zy_1 y

(b) / % (i) / (5 cos(x) — 4sen(x)) dx
4 3 sen

(c) / (3x* = 5x° +4) dx G) / c052

(d) /6t2\3/zdt (k) /(4 cossec(x) - cotg(x) + 2sec?(x) dx

(e) /x4(5 — x?) dx 0] /secz(x)[cos3(x) +1] dx

® / (\/_— %) dx (m) / (3 cossec?(t) — 5sec(t) - tg(t)) dt
2 3 dx

(g)/(;—F;—FS) dx (n)/m;a¢

1.2. Determinar a funcéo f(x), tal que

/f(x) dx = x>+ %-cos(2x)+ C.

1.2 Integracao e Equacdes Diferenciais

Em diversas situac8es ou problemas matematicos, a solugdo consiste em encontrar certa(s) funcao(ées)
gue atenda a certas exigéncias, ou satisfaca(m) uma dada condigdo. Esta condicdo é expressa por uma
equacdo, que é chamada equacao diferencial. Ela tem tal nome porque geralmente envolve derivadas
da funcao-incognita. Encontrar tal funcédo ou tal familia de funcdes é resolver tal equacdo. Em alguns
modelos mais simples de equacdes diferenciais, uma simples integracao é suficiente para encontrar as
funcdes-solugdo. Quando, além da equacgédo dada, conhecemos algum valor particular que deve acontecer
para a solugdo num certo ponto, podemos determinar explicitamente a fungéo 7(x) que atende tal condi¢éo
(chamada condic¢éo inicial).

As integrais indefinidas sao de muita utilidade na resolucao de certas equacdes diferenciais por que,
dada uma derivada de uma funcao, digamos, f’(x), podemos integra-la e usar as propriedades ja con-
hecidas da integral indefinida para obter uma equagéo que simplesmente envolve a incdgnita f. Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 1.3. Determinar a solucdo da equacéo diferencial
/_ 2
y =6x"+x—-5

que atende a condicao inicial y(0) = 2.
10




~ . d . . d
Solugdo: Notemos, primeiramente, que y’ = Ty Assim, temos a equagao d_y =6x>+x—5¢,
X X
reescrevendo, podemos colocar
dy = (6x* + x — 5) dx.

Integrando-se, finalmente, ambos os membros da igualdade,

/dy:/(6x2+x—5)dx

1 - . o
temos y = 2x3 + 5 -x?> — 5x + C. Fazendo x = 0 e utilizando a condig&o inicial y(0) = 2, temos, na
equacao acima,
1
2:2-03+§-02—5-0+C,

ou seja, ¢ = 2. Isto quer dizer que a equagéo dada tem como solugéo, para a condic¢ao inicial y(0) = 2,

1
afungé0y:2x3+§-x2—5x+2.

Exemplo 1.4. Em qualquer ponto (x, y) de uma determinada curva, a reta tangente a mesma tem uma
inclinagao igual a 4x — 5. Sabendo que a curva contém o ponto (3, 7), encontre sua equagao.

Solugcédo: Uma vez que o valor da inclinagdo da reta tangente a uma curva em qualquer ponto é o
valor da derivada desta funcdo neste ponto, temos

2
y’:4x—5:>y:/(4x—5)dx:>y:4-x?—5x—|—C:>y:2x2—5x—|—C.

Esta dltima expressao representa todas as curvas que possuem a inclinacdo y = 4x — 5 no ponto
(x,y). Porém, como queremos que a curva contenha o ponto (3,7), basta entdo substituirmos, re-
spectivamente, x por 3 e y por 7, e entdo 7 = 2(3)> —5(3)+ C = 7 = 18 — 15+ C, o que nos da c = 4.
Portanto, a equacdo desejada é y = 2x? — 5x + 4.

1.2.1 Resolucao de Problemas Praticos Ligados as Equacdes Diferenciais e Inte-

gracao

Como foi comentado brevemente no inicio desta secéo, resolver integrais indefinidas € de fundamental
importancia na resolucdo de equagfes diferenciais. Estas , por sua vez, aparecem constantemente na
resolugédo de problemas de variados temas associados ao calculo, como por exemplo, a determinacao da
expressdo da posicao de um corpo ao longo do tempo, conhecendo a sua funcéo horaria da velocidade,
a expressédo da relagéo existente entre duas grandezas, sendo conhecida a taxa de variacdo de uma em
relagdo a outra, e muitos outros casos de aplicagcdo destas equagdes.

Vamos, entado, a alguns exemplos que ilustram esta aplicabilidade.

Exemplo 1.5. Em qualquer ponto (x, y) de uma determinada curva, a reta tangente a mesma tem uma
inclinacao igual a 4x — 5. Sabendo que a curva contém o ponto (3, 7), encontre sua equagao.

11
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Solugcdo: Uma vez que o valor da inclinagédo da reta tangente a uma curva em qualquer ponto € o
valor da derivada desta funcdo neste ponto, temos:
2

y’:4x—5:>y:/(4x—5)dx:>y:4-<X7>—5X—|—k:>y:2x2—5x+k.

Esta dltima expressédo representa todas as curvas que possuem a inclinacdo y — 4x — 5 no ponto
(x,y). Porém, como queremos que a curva contenha o ponto (3,7), basta, entdo substituirmos,
respectivamente, x por 3 e y por 7, e entdo:

7=23)2-53)+k=7=18— 15+ k,

0 que nos da k = 4. Portanto, a equacgio desejada é y = 2x> — 5x + 4.

Exemplo 1.6. Uma equacao da reta tangente a curva C no ponto (1,3) € y = x + 2. Se em qualquer

d2y

ponto(x, y) da curva se tem i 6x, encontrar uma equagéo para a curva C.

x2

Solucdo: Pela equacéo da reta tangente a curva no ponto (1, 3), temos que a sua inclinagéo neste
. . - N d
ponto é m’(1) = 1 (que é o coeficiente angular da reta). Entdo, temos que d—y(l) =1
X
d? d? dy’ . . a
Agora, de £r 6x, lembrando que £ —y, integrando em relacéo a x, obtemos:
dx? dx2  dx

/ 2
d—ydx: 6XdX:>y/:6X—+C:>ﬂ:3X2+C.
dx 2 dx

. d o . .
Como ja temos d—y(l) = 1, substituindo na igualdade acima, obtemos:
X

1=3.124+C=1=3+C= C=-2.
. d . s
Dai, temos que d—y = 3x2 — 2. Integrando, mais uma vez, em relagéo a x, temos:
X

3
/%dx:/(3x2—2)dx:>y:3%—2X+C:>YZX3_2X+C'

Uma vez que o ponto(1, 3) pertence a curva, temos que quandox = 1, y = 3. Portanto, substituindo,
temos:
3=1°-2-14C=3=1-2+C= C=4

Portanto, uma equacéo para a curva C é y = x3 — 2x + 4.

Exemplo 1.7. Sabemos, do estudo das derivadas e suas aplica¢des, que a velocidade instantdnea de
uma particula é a taxa de variacao (derivada) da posicdo da particula em relacdo ao tempo, enquanto
que a aceleracao do mével é a taxa temporal de variacdo da velocidade, ou seja, a taxa de variagao

(derivada) da velocidade instantdnea em relacdo ao tempo. Mostre que para um movimento em uma reta
com aceleracao constante a, velocidade inicial vy e deslocamento inicial s, 0 deslocamento do mével apds

. . 1 2
o instante t é dado por s = sp + vt + §at .

12]




~ ~ dv . . . -
Solugcédo: Como temos que a aceleracao (E) do moével é constante e igual a a, entdo temos que:

dv . . ~
— = a, onde a é constante. Integrando os dois membros em relacéo a t, obtemos

dt

/%dt:/adt:>v:a/dt+C:>v:at+C.

Como sabemos que at = Av = v — vy, da equacgéo acima, concluimos que C = v,. Portanto, temos
v = at + vw.

Agora, lembrando que v = % substituindo na igualdade acima e integrando ambos 0s membros em
relacdo t, obtemos

2
/%dt:/(at+vo)dt:>s:%+v0t+C’.

Lembrando que vt = As = s — 55 € comparando com a equacdo obtida acima, concluimos que

1
C’ = sy. Portanto, temos que s = sp + vot + Eatz'

Exemplo 1.8. Um tanque tem o seu volume de agua V, em m?, dado em func&o da altura h da 4gua no

mes
a alt
a alt

mo. Sendo conhecido que a taxa de variagdo de V em relagdo a h é w(3h — 2), e sabendo que quando
ura da agua € 1m, existem no tanque 37 m® de agua, determine o volume de agua no tanque quando
ura for de 3m.

. . . %
Solucéo: Lembrando que a taxa de variacdo do volume V em relacdo a h € a derivada C;—h temos

dVv
que T m(3h — 2). Integrando ambos os membros em relacéo a h, obtemos

dVv 3h?
/Edh:/w(3h—2)dh:> V:37T/hdh—27r/dh:> V=nrm 7—2h + C.

Para h = 1, temos V = 3x. Portanto, substituindo na igualdade acima, obtemos

312 3 7
Sr=m(———2-1)+C=3r=(G-2Jr+C=3r=—2+C— C=—-
. ~ ~ , 3h? i
Assim, temos que a expresséo do volume em funcéo da altura € dada por V = 7r(7 —2h) + - =
h2
7r(37 —2h+ g). Logo, para h = 3, o volume é:

V—7T< 5 —2-3+§>—117rm.

1.2.2 Exercicios Propostos

1.3

. Alinclinagéo da reta tangente num ponto (x, y) qualquer de uma curva é 3,/x. Se o ponto (9, 4) esta

na curva, ache uma equacéao para ela.

1.4. Os pontos (—1,3) e (0,2) estdo numa curva e, em qualquer ponto (x,y) da curva se tem

d? "
d_}; = 2 — 4x. Encontre uma equacéao da curva.
X
d2y 5 N
1.5. Em qualquer ponto (x, y) de uma certa curva, tem-se i 1 — x* e uma equacdao da reta tangente
X

a esta curva no ponto (1,1) é y = 2 — x. Encontre uma equagdo da curva.

13
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1.6. Um colecionador de arte comprou uma pintura por R$1000, 00 de um artista cujos trabalhos aumentam

x . dVv . .
de valor em relagéo ao tempo, de acordo com a férmula rrie 5t3/2 410t 4 50, onde V é o valor estimado
de uma pintura t anos apds a sua compra. Se esta féormula permanecer vélida pelos préximos 6 anos, qual
sera o valor previsto para a pintura para daqui a 4 anos?

1.7. A eficiéncia de um operéario é dada por uma porcentagem. Por exemplo, se a eficiéncia de um
trabalhador num dado intervalo de tempo for de 70 por cento, entdo ele esta trabalhando com 70 por cento
de todo o seu potencial. Suponha que E por cento seja a sua eficiéncia t horas apds comecar a trabalhar
e gque a taxa segundo a qual E varia temporalmente é (35 — 8t) por cento, a cada hora. Se a eficiéncia
apos 3h de trabalho é de 81, ache sua eficiéncia apos trabalhar 8h.

1.3 Técnicas de Integracao

Neste capitulo nés veremos algumas técnicas para reduzir integrais mais elaboradas as imediatas.
Estas técnicas facilitardo bastante a vida do estudante, visto que nem toda integral pode ser calculada de
acordo com o uso direto da tabela de integrais imediatas.

1.3.1 Meétodo da Substituicao

Este método, que também é chamado de mudanca de variavel para integragdo, consiste em deixar
uma dada integral a ser calculada pronta para a aplicacdo de uma das férmulas basicas de integracao (ver
tabela) apds aplicacdo de uma troca de variavel. Este processo se comporta como uma espécie de Regra
da Cadeia, s6 que para integragédo, e tem a seguinte justificativa matematica:

Suponhamos que F é uma primitiva conhecida da fungéo f, ou seja, F' = f, e que g é uma funcao de-
rivavel. Denotando por h a fungéo composta de F com g, entdo h(x) = F(g(x)) e da férmula / Dy [h(x)] dx =
h(x) + C, temos: '

[ DAIF(e(0) dx = Fle(x)) + C.
Agora, aplicando a regra da cadeia no integrando D [F(g(x))] vem:
Di[F(g(x)] = F'(g(x)) - 8'(x) = f(g(x)) - &'(x),
e dai, portanto,
[ (&) &) dx = Flg(x)) + C. (11)
Agora, fazendo v = g(x), du = g’(x) dx e substituindo em 1.1, vem

/f(u) du = F(u) + C.

Na prética, basta definir uma funcdo u = g(x) de uma maneira que a integral dada recaia em uma mais
simples. Assim funciona o método de integracao, conhecido como mudanca de variavel ou da substituicao,
e que é descrito formalmente pelo:

1.8 Teorema (Regra da Cadeia para Integra¢do). Se F é uma antiderivada de f, ent&o

/aamrgunm:F@u»+c
Se u = g(x) e du = g’(x) dx, entdo

/f(u)du — F(u) + C.

14|




Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.9. Calcular as seguintes integrais indefinidas:

€)) /sen(3x) dx (c) /tg(x) dx (e) /% coma#0

2% dx
(b) /de (d) /m dx ® /m

Solugdo: (a) Fazendo u = 3x, temos du = 3 dx. Dai,
d 1 1
a :—g'cos(u)+C:—g'cos(3x)+C.

/sen(3x) dx = /sen(u) 3 = %'/sen(u)du = %(— cos(u))+C

(b) Fazemos u = 4x + 1. Dai, temos du = 4 dx e entéo

1 1 1
/\/4x+1dx:/\/ﬂ%zz~/u5duzz'

+C:%.(4x+1)%+c.

N1 w| S

(c) Temos que tg(x) = :;EX;. Logo, fazendo a mudanca de variavel u = cos(x), temos, consequente-
X

mente, que du = — sen(x) dx e entdo

/tg(x) dx_/zf;gi; dx:/‘d“ = T g € = — Dl 4 € = D s <= €.

u

(d) Fazendo u = x? + 1, temos que du = 2x dx, e entdo

2 d
/—XdX:/—u:|n|u|+C:|n|x2+1|+C
1+ x2 u

(e) Uma vez que se tem a # 0, podemos reescrever a integral dada como segue

du
/ du _/ 2 1/ du
w+a2 | AP a2 2 ’
5 —2+1
a a

1 . .
Agora, fazendo w = g, de onde temos que dw = B du, ou ainda, du = a dw. Dali,

- w2+1 a

du 1 adw 1 1 u
/m—;/ —arctg(W)-i—C—;arctg(;)—i—C

15
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(f) Para aplicar uma substituicAo conveniente na resolucdo desta integral, devemos primeiramente
“completar um quadrado perfeito” no denominador. Para isto, fazemos entéo

x*+6x+13=x>+6x+9—-9+13=(x+3)*+4

dx dx
Dai, a nossa int | fi = . Aplicando, , bstituicdo u = x+3,
ai, a nossa integral Ica/x2+6x+13 /(X+3)2+4 plicando, agora, a substituicdo u = x+

temos que du = dx e, portanto,

dx B dx B du du
/x2—|—6x+13 N /(x—|—3)2—|—4_/uz’—i—4_/u2—|—22
x+3

1 1
= 3 arctg (2) + C (usando o exemplo anterior) = 5 arctg (T) +C

1.3.2 Exercicios Propostos

1.8. Utilizando o método da substituicdo, calcule as seguintes integrais:

(@) / \7% dx (e) /X2(x3 — 1) gx (i)/%tcos(4t2) dt

(b) / sen?(x) cos(x) dx ® / (x+sec2(3x)) dx () / (tg(2x) + cotg(2x))? dx

© / ta(x) sec(x) dx ) / arcsen(y ® / (e2x+2)5e2" dx
+2 sen

1.3.3 Integracao por Partes

Nesta sec¢do, apresentamos a técnica de integracao por partes, que também ajuda a reduzir o calculo
de uma integral mais elaborada ao calculo de uma integral mais simples. Esta técnica resulta quase que
diretamente da férmula da derivada do produto, juntamente com a definicédo de integral.

Consideremos entdo duas fungdes f e g, derivaveis em um intervalo /. Como ja sabemos, da derivada
do produto, temos que:

[f(x) - g(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x),
ou ainda,
f(x)-g'(x) = [f(x) - g(x)] = f'(x) - g(x).

Integrando-se os dois membros desta igualdade em relacédo a x, obtemos:

/f( ) dx = /[f (x)] dx — /f/(x)-g(x) dx.

Como /[f (x)]" dx = f(x) - g(x), a igualdade acima fica

[ 760+ £60 dx = £ £() — [ ()-89 dx.

Nesta Ultima igualdade, fazendo u = f(x) e v = g(x), de onde nds temos, respectivamente, du = f'(x) dx
e dv = g'(x) dx, a férmula finalmente aparece em sua forma mais simples:

/udv:u-v—/vdu.
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A formula acima é a chamada Integracéo por Partes.

-

N\

Nota 5. Observe que, nas integrais que aparecem no desenvolvimento desta férmula, suprimimos
a constante de integragéo.lsto p6de ser feito porque todas as constantes que aparecem no decorrer
do processo podem ser substituidas por uma Unica, que pode ser acrescida no final do processo de
integracao.

\,

p

Nota 6. Na resolucdo de uma dada integral pelo processo de integracdo por partes, a escolha das
partes que “fara o papel” de u e dv devera ser feita, convenientemente, visto que ndo é qualquer

escolha que torna viavel a aplicagdo da formula, podendo inclusive recair em integrais de resolugéo
mais demorada.

\

Exemplo 1.10. Calcular as seguintes integrais (usando integragdo por partes):

(a) '/x e > dx (b) / x2 - sen(x) dx (c) / -sen(bx) dx (d) /sec ) dx

Solugdo: (a) Para esta integral devemos escolher u = x e dv = e~ 2 dx. Assim, teremos: u =
x = du = dx e dv = e ¥ dx, de onde, integrando os dois membros da igualdade, obtemos

1 . , . ~
v = /e*2x dx = —Ee*” + C. Aplicando, agora, a férmula de integracdo por partes, temos:

/ x e ¥dx = X -—le_2x—/ (—le_b() dx :—lxe_b(—i—l-/e_b‘ dx+ C
~ —— ~~ 2 2 ~—~ 2 2

dv u S—— N———  du
1 1 1\ 1 1
= —Exe’2x+§' <—§> 'e’2X+C:—§xe’2X—Z~e’2X+C

(b) Neste exemplo, escolhemos u = x?, de onde temos du = 2x dx e dv = sen(x) dx, 0 que nos da,

integrando os dois membros, v = /sen(x) dx = — cos(x). Dali, aplicando a férmula da integracéo por
partes, temos:

/\xisen(x) dx = u-v-— / v du = x?-(—cos(x)) — /(— cos(x))2x dx

dv

—x2 cos(x) + 2/xcos(x) dx.

Devemos, agora, calcular separadamente a integral /xcos(x) dx, que também é resolvida por

partes. Fazendo v = x e dv = cos(x) dx, temos, respectivamente, du = dx e v = /cos(x) dx =
sen(x) e, portanto,

/xcos(x) dx = uv — / v du = x - sen(x) — /sen(x) dx = x - sen(x) + cos(x)

Substituindo, entéo, no céalculo da integral inicial, temos:

—_———

\xz/sen(x) dx = —x?cos(x)+ 2/xcos(x) dx = —x?cos(x) + 2 - (x - sen(x) + cos(x)) + C
u dv

= —x?cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + C,

ou ainda, / x? sen(x) dx = (—x* + 2) cos(x) + 2x sen(x).
u

dv

Observe que, neste exemplo, a escolha de u e dv foi primordial para recairmos em uma outra integral
17
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mais simples e assim realizarmos o célculo da integral dada. Se tivéssemos escolhido, por exemplo,
u = sen(x) e dv = x? dx, a aplicagdo do método de integrag&o por partes ndo ajudaria na resolugéo da
integral.

(c) Para esta integral, escolhemos u = e®* e dv = sen(bx) dx, de onde temos du = a- e dx e

v = [ sen(bx) dx = —% cos(bx). Dai, aplicando a integracao por partes,
1 1
/eax sen(bx) dx = uv— / vdu = e~ - <_E> cos(bx) — / <_E cos(bx)) a-e™ dx
= —% cos(bx) + % /eax cos(bx) dx("X)

Resolvendo, agora, /eaxcos(bx) dx por partes, fazemos v = e®* = du = ae® dx e dv

cos(bx) dx = v = /cos(bx) dx = %sen(bx) e obtemos entdo

1 1
/eax cos(bx) dx e . 5 -sen(bx) — / 5 sen(bx)ae®™ dx

5 sen(bx) — % . /eax sen(bx) dx

Substituindo este resultado em (&), obtemos:

/eaxsen(bx) dx = 5 cos(bx) + % {eb sen(bx) — Z -/eax sen(bx)} dx
S cos(bx) + 2 gax sen(bx) — a_2 /eax sen(bx) dx
B b b? b?

Agora, note que a integral que aparece no segundo membro acima é exatamente a integral que
gueremos calcular. Portanto, como se fosse o0 “x” da equagéo, passemos o0 termo que a contém para
0 primeiro membro, a fim de determinar o seu valor. Temos, entéo:

2

b

/eaX sen(bx) dx + % / e™sen(bx) = — 5 cos(bx) + %eax sen(bx)
2 ax
(1 + %) '/eax sen(bx) dx = 5 cos(bx) + %eax sen(bx)
a® + b? ax o a
( = > -/e sen(bx) dx = - [— cos(bx) + = .sen(bx)}
2 g2
(a —Z 2 > . /eax sen(bx) dx = e* (— cos(bx) + Z . sen(bx))

e™ sen(bx) dx
e, finalmente, temos que

/ e™ sen(bx) dx

(d) Para o célculo desta integral, fazemos u =

b-e

T 21

ax [ _ a.
poac Rl ( cos(bx) + b sen(bx))

ax

[— cos(bx) + % -sen(bx)] :

tg(x), de onde obtemos,

sec(x) e dv = /secz(x) dx

respectivamente, du = tg(x) - sec(x) dx e v = /sec2 dx = tg(x). Dai, temos:

/sec3(x) dx = sec(x) - tg(x) — /tg(x)tg(
—— —~— ——

u v v

x) - sec(x) dx = tg(x) - sec(x) — /tgz(x) sec(x) dx.
—_——

du



Agora, temos que resolver a integral que aparece no segundo membro, para isto, podemos
transforméa-la usando a relagdo trigonométrica tg? = sec?(x) — 1. Assim, teremos:

/ Pl d = / Teed) — 1) zelbd] dhe = / Tee0) — e b
= /sec3(x) dx — /sec(x) dx = /sec (x) dx — In|tg(x) + sec(x)]

Substituindo este resultado no calculo da integral dada, temos entéo:

/ sec>(x) dx

Analogamente a resolugdo do exemplo anterior, observe que a integral que aparece no segundo
membro é a propria que queremos calcular, entdo, “passando-a para o primeiro membro da igual-
dade”, temos:

tg(x) - sec(x) — ( sec’(x) dx — In|tg(x) + sec(x)|>

= tg(x) -sec(x) — [ sec®(x) dx + In|tg(x) + sec(x)]

/sec3(x) dx + /sec3(x) dx = tg(x)-sec(x) + In|tg(x) + sec(x)]
2. /sec3(x) dx = tg(x)-sec(x)+ In|tg(x) + sec(x)|
/sec3(x) dx = %(tg(x) - sec(x) + In| tg(x) + sec(x)|)

1.3.4 Exercicios Propostos

1.9. Utilizando integracao por partes, calcular as integrais:
@) /Xsen(5x) dx (e) /ﬁln(x) dx (i) /XCOS2(X) dx
(b) / In(x) dx ) /xcossecQ(x) dx a) / l%
(c) /(x + 1) cos(2x) dx (9) /xzex dx (k) /xarctg(x) dx

(d) /ex cos (g) dx (h) /sen3(x) dx 0} /x3m dx

Gabarito

8 1 5 4 9 7 2 1 3
11@) 5 4 Cib) ——— +Ci(0)3%F — 55 4ax+Ci(d)2tF +Ci () — = 4 Ci () oxv/X—2v/x+C; (@) —— — > +5x+C;
) 4 4 2x2 4 5 7 3 X2 x o
(h) (By4 + gy2 —2)y/¥ + G () 5sen(x) + 4 cos(x) + C; () sec(x) + C; (k) —4 cossec(x) + 2tg(x) + C; (I) sen(x) + tg(x) + C; (m) ©
1 2 2
—3cotg(t) — 5sec(t) + C; (n) — -arctg(x) + C. 1.2f(x) = —sen(2x) +2x. 1.3y = 2xy/X —50. 14y =—2x3+x% 4 3% +2 0
a o
5 3 a2 o
L L5y = —x*/124%/2 ~5/3x+9/4. 1.6 R$1164,00. 1.736%. 18(a) Z(* ~ 1)¥° + Ci () 56"3(X) gz(x) TG
(3 — it
33

+ G (c)

(d) —2cos’(x) + C; (e) + C; (h %tg(3x) + C; (9) %arcsen(yz) + C; (h) §VX3 +3x2+1+ G (i) 1i6 sen(4t?) + C; () o
%(tg(2x) — cotg(2x) + C; (K) i (eZX +2)°+C; ()

&+1

m 1.9 (@) —5 cos(5x) + 2—15 sen(5x) + C; (b) x In(x) dx — x + C;
(€) ———= sen(2x) + 14 cos(2x) + C; (d) —ex [sen( )+2 cos( )] +C;(e) 3><\/_In(><) — —x\/_+ C; (f) —x cotg(x) +In|sen(x)| + C; 5:

(9) €[x® — 2x+2] 4 C; (h) — sen?(x) - cos(x) — g cos’(x) + C; (I) - [x + x sen(2x) + 12 cos(2x)] + C; (j) —\/ax + b[In(ax+ b) — 2] + C; o
a

.................................................................................
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tema : 3
%7 = 7o Qutros Processos Gerais de Integracao

Outras Técnicas de Integracao

Apresentacao

Nesta primeira sec¢do apresentaremos alguns artificios muito utilizados e recomendados no calculo
de algumas integrais que envolvem fungBes trigonométricas. Estes artificios, muitas vezes, sdo usados
para preparar a integral para a aplicacdo de métodos ja corriqueiros, como o da mudanca de variavel
(substituic&o).

2.1 Integracao de Funcdoes Trigonométricas

2.1.1 As Integrais /sen(u) du e /cos(u) du

Bem, estas integrais ja sdo bem conhecidas do leitor, até por ja fazerem parte da nossa tabela de
integrais. No entanto vejamos, a titulo de revisdo, que as vezes € necessario aplicarmos uma substituicdo
para que uma dada integral a ser resolvida fiqgue em uma das duas formas acima, ja tabeladas.

Exemplo 2.1. Calcular a integral /e2x sen(2x) dx.

Solucéo: Para que esta integral recaia numa das integrais tabeladas acima, fazemos a substituicdo
u = e, donde temos

du

dU:(e2X)/ dX:>du:2'62X' dx = dxzm
Desta maneira, da integral dada, obtemos uma integral tabelada, como segue:

du — cos(e?¥)

/ezxsen(Zx) dx = / u- sen(u)ﬂ = % . /sen(u) du= % - (—cos(u))+ C = — + C.

2.1.2 As Integrais /tg(u) du e /cotg(u) du

Como ja foi visto em forma de exercicio na secao de Integracdo por substituicdo no primeiro capi-
tulo, estas integrais podem ser facilmente resolvidas (e, com isso, passar a fazer parte das integrais ja
tabeladas) com a substituicdo u = cos(x) (para a integral de tg(x)) ou u = sen(x) (para a integral de
cotg(x)). Diretamente, com estas substituicbes, obtemos:

/tg(u) du = —In]|cos(x)| + C = In|sec(x)| + C.

/cotg(u) du=In|sen(x)| + C.

20




Exemplo 2.2. Determinar as integrais:

(a) /tgf/\é}) dx (b) /w dx.

. 1 1 .
Solugdo:  (a) Fagamos u = /x. Dai vem du = (y/x)' dx = = -x"12 dx = —— dx, ou seja,

2y/x
dx = 2y/x dx = 2udu. Entdo, temos:

%dx:/@-2udu:2/tg(u)du:2-|n|sec(u)|+C=2-In|sec(\/§)|+C.

. 1 . .
(b) Para esta, fazemos u = In(x). Dai, temos du = — dx e, portanto, a integral fica:
X

X

/M dx = /cotg(ln(x))% dx = /cotg(u) du = In|sen(u)| + C = In|sen(In(x))| + C.

2.1.3 As Integrais /sec(u) du e /cossec(u) du

Também facilmente resolvidas aplicando-se uma substituicdo simples, estas duas integrais passam
assim a fazer parte da tabela de integrais imediatas.

Para a integral [ sec(u) du, fazendo-se uma transformagdo conveniente no integrando (multiplicar e
dividir por sec(u) +tg(u) e aplicando a substituigdio w = sec(u) +tg(u) (de onde temos dw = [tg(u)-sec(u)+
sec?(u)]du), temos:

B sec(u)[tg(u) +sec(u)] , [ [ta(u) - sec(u) + sec?(u)]
/sec(U) du = / t2(0) T sec() du_/ te(a) + sec(t) du
_ /WW:In|W|+C:|n|sec(u)—|—tg(u)|—|—C.

Portanto, temos /sec(u) du = In|sec(u) + tg(u)| + C.

Para a integral /cossec(u) du, 0 procedimento é completamente anélogo ao utilizado para determinar

sec(u) du, s6 que o fator a ser multiplicado e dividido no integrando agora € cossec(u) — cotg(u) € a
substituic&o a ser aplicada € w = cossec(u) — cotg(u). Assim, seguindo 0s mesmos passos, obtemos:

/cossec(u) du = In | cossec(u) — cotg(u)| + C.

Exemplo 2.3. Calcular as integrais:

(@) /sec (4x—|— g) dx (b)/ﬁ

~ T . d
Solucéo: (a) Fazendo a substituicdo u = 4x + % temos du = 4 dx, ou ainda, dx = Tu e, portanto:

/sec (4x+ g) dx = /sec(u)% = % . /sec(u) du = % -In | sec(u) + tg(u)| + C

= In‘sec (4x+g) +tg (4x+g)‘+C.
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(b) Para esta integral, lembremos a relacdo trigopnométrica cossec(a) = . Fazendo u = 3t — m,

1
sen(a)

temos du = 3dt, ou ainda, dt = % e dai:

/L = /#ﬂ _1 /cossec(u) du
sen(3t — 1) / sen(u) 3 3

1
= 3 In | cossec(u) — cotg(u)| + C = 3 In | cossec(3t — ) — cotg(3t — 7)| + C.

2.2 Integracao de Funcoes que Envolvem Poténcias de Funcoes

Trigonométricas

2.2.1 Integrais da Forma /sen”(u) du e /cos”(u) du, ne N

Para o calculo destes tipos de integrais, deve-se transformar o integrando com o auxilio das relacdes
trigonométricas abaixo, ja conhecidas do aluno:

() sen?(x) + cos2(x) = 1 (i) sen(x) = 2 =<2 (i) cos?(x)

_ 1+ cos(2x)
=—F

O calculo com o auxilio destas identidades consiste em fatorar conveniente o integrando para a apli-
cacao de uma delas, deixando o integrando preparado para 0 método da substituicéo.

Nota 7. Para n impar, é usualmente aplicada a relacédo (i), enquanto que para n par sao mais
utilizadas (ii) e (iii).

Exemplo 2.4. Calcular as integrais:

(@) /coss(x) dx (b) /sen6(49—|—7r)d9

Solugdo: (a) Primeiro, fazemos cos®(x) = (cos?(x))?-cos(x) = (1 —sen?(x))?-cos(x) = (1 —2sen?(x)+
sen*(x)) - cos(x), de onde temos finalmente cos®(x) = cos(x) — 2 sen?(x) - cos(x) + sen*(x) - cos(x).
Com esta preparacéo, reduzimos o calculo da nossa integral ao calculo de 3 simples integrais, duas
delas facilmente resolvidas por simples substituicdo. Veja:

/cos5(x) dx = /[cos(x) — 2sen?(x) - cos(x) + sen*(x) - cos(x)] dx
= /cos(x) dx —2- /sen2(x) - cos(x) dx + /sen4(x) - cos(x) dx

Perceba que a primeira das 3 integrais acima é de resolucédo direta, enquanto que as duas Ultimas séo
facilmente resolvidas utilizando inclusive a mesma substituicdo, u = sen(x), que nos da du = cos(x) dx
e, portanto, temos:

8 5

/coss(x)dx = —sen(x)—2~/u2du+/u4du:—sen(x)—2-%+%+C

= —sen(x) — = sen(x) + : sen®(x) + C
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(b) Neste exemplo, primeiramente, fazemos uma substituicdo simples, v = 40 + =, de onde temos

. du ' . . .
du = 4d6, ou ainda, df = —, a fim de deixar o integrando um pouco mais simples para a sua
preparacao usando uma das relacdes trigopnométricas ja mencionadas. Assim, temos:

/ sen®(40 + ) df = /sen (u )d4u = %/ sen®(u) du.

Para calcular /sen6(u)du, utilizamos a relacao trigopnométrica mais conveniente para este caso (veja

que n é par), a fim de preparar o integrando. Temos:
8
sen®(u) = [sen?(v)]® = (%s@u)) = %[1 — 3 cos(2u) + 3 cos?(2u) — cos®(2u)]
1+ c;s(4u)> 3 cos3(2u)}
5

3 3 1
= Tz cos(2u) + 16 cos(4u) — g oS 3(2u)

= % {1 —3cos(2u)+3<

Assim, para a integral /sen6(u) du, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

5 3 3 1
6 _ 9 _9 = _ 3 3
/sen (v) du= 16 du 3 /cos(2u)du+ 16 /cos(4u) du g /cos (2u) du$

Para a resolucdo da integral que aparece por ultimo na igualdade, primeiramente fazemos w = 2u,

de onde temos du = dTW nos dando /cos3(2u)du = % /cos3(w)dw, e entdo fazemos:
cos®*(w) = cos?(w) - cos(w) = (1 — sen?(w)) cos(w) = cos(w) — sen?(w) cos(w)

obtendo-se, entéo
3 1 2 1 1 2
cos’(2u)du = = cos(w)dw — | sen“(w)cos(w) dw | = = sen(w) — 5 [ sen (w) cos(w) dw

L . o 1 ~
Resolvendo esta Ultima integral por uma simples substituicdo, obtemos 3 sen3(w) e entdo, voltando

ao célculo de /cos3(2u)du, temos
1 11 1 1
3 S — 2. Zsend(w) == — Zsen®
/cos (2u)du = 5 sen(w) dw 5" g sen (w) 5 sen(2u) g sen (2u)

Voltando finalmente a <>, obtemos a expressao para a integral inicial (voltando, é claro, a variavel uv):

1
/sen6(u) du = /du— —/cos 2u)du + 1_36 cos(4u) du — 3 /cos3(2u) du
= —=.= sen(2u) + == sen(4u) — —sen(2u) + 285" 3(2u)

]56 ?2 16 4 16

= Y1 sen(2u) + o sen(4u) + 285" 3(2u)

Finalmente, voltando a variavel 8, obtemos

/sen6(46‘ +m)do = * (156(49 +7m) — 7 sen(2(40 + ) + 634 sen(4(40 + 7)) + ig sen?(2(460 + w)))
' 1 3 1
= 64(46‘ +7) — 16 sen(80 + 2m) + 556 sen(166 + 4m) + o5 5" 3(86 + 2m)
-2 — (40 + ) — 1 sen(86) + 3 sen(166) + = sen’(80)
o T T e 256 " 192 °>"
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2.2.2 Integrais da Forma /sen’"(u) cos"(u) du, m,n € N

No célculo destas integrais, devemos usar as relagcdes trigonométricas para preparar o integrando,
reduzindo a integral dada a outras facilmente sollUveis por substituicéo.

No caso de pelo menos um dos expoentes m e n ser impar, deve ser utilizada a relagéo (i), enquanto
gue no caso dos dois serem pares, devem ser usadas as identidades (ii) e (iii), mas em algumas situacdes
usa-se ainda a (i).

No caso particular de m e n serem iguais, sendo pares ou impares, também se pode usar a identidade:

(iv) sen(x) cos(x) = seng2x).

Exemplo 2.5. Calcular as integrais:

(@) /sen5(x) cos?(x) dx (b) /sen4(x) cos?(x) dx

Solucéo: (a) Preparando, inicialmente, o integrando, temos:

sen®(x) cos?(x) [sen?(x)]? - sen(x) - cos?(x) = [1 — cos?(x)]? - sen(x) - cos?(x)
= [1—2cos?(x) + cos*(x)]

= cos?(x)sen(x) — 2 cos*(x) sen(x) + cos®(x) sen(x)

-sen(x) - cos?(x)

Dai, obtemos

/sens(x) cos’(x) dx = /[cosz(x) sen(x) — 2 cos*(x) sen(x) 4 cos®(x) sen(x)] dx
= /cosz(x)sen(x) dx — 2/cos4(x) sen(x) dx + /cos6(x)sen(x) dx

Agora, para cada uma das integrais acima, aplicamos a substituicdo v = cos(x), de onde temos
du = —sen(x) dx, ou ainda, —du = sen(x) dx, entdo finalmente temos:

3 5 7
—/uzdu—2-(—/u4du>—/u6du=—%+2-%—u7+C

2 1
= == cos3(x) + = cos®(x) — - cos’(x) + C

/ sen®(x) cos?(x) dx

(b) Nesta integral percebamos que os dois expoentes sdo pares, entdo, na preparacdo do integrando,
fazemos:

sen? (<) - cos?(x) = | - Cgs(zx)r .

~ [1—2cos(2x) + cos?(2x) [1 - cos(2x)}
- 4 ] ' 2
2 cos(2x) — 2 cos?(2x) + cos?(2x) 4 cos?(2x)]

sen*(x) cos?(x)

1+ cos(2x)}
2

1 + cos(2x
1 — cos(2x) — cos?(2x) + cos*(2x)]

[ )=
[ )
1 cos(20) -
1 cos(2x)

- ”#5(4") + (1 sen?(2x)) cos(2x)}
= 1 — cos(2x) — = — 12 cos(4x) + cos(2x) — sen?(2x) cos(2x)}

m 0| Moo | Hoo| HO |

1 1
= === cos(4x) — g sen 2(2x) cos(2x)

24




Portanto, para a integral dada, temos:

1 1 1
4 2 _ L _ L P
/sen (x)cos®(x) dx = / {16 16 cos(4x) g en (2x) cos(2x)} dx

S dx — L cos(4x) dx — L sen?(2x) cos(2x) dx
- 16 16 8

1 1 11
= ]__X6 — 1—6-Zsen(4x)—§ -gsen3(2x)+C

X 1 1

= = — _ 3
= %6 & sen(4x) 25 5" (2x) + C.

2.2.3 Integrais da Forma /tg”(u)du e /cotg”(u)du, neN

Para o célculo destas integrais, preparamos o integrando utilizando uma das relagées
(v) tg?(u) = sec®(u) — 1
(Vi) cotg?(u) = cossec?(u) — 1

e artificios completamente analogos aos utilizados nos dois casos anteriores. Na integral / tg"(u)du,

fazemos

tg"(u) = tg" () - tg(u) = tg" *(u) - (sec*(u) — 1),
enquanto que, para a integral /cotg”(u) du, fazemos:
cotg"(u) = cotg" 2(u) - cotg?(u) = cotg" 2(u) - (cossec®(u) — 1).

Exemplo 2.6. Calcular as integrais:

@ / tg3(30)d0 (b) / cotg*(2x) dx

Solucéo: (a) Preparando, inicialmente, o integrando, utilizando a relacdo (v) e a transformacao
sugerida acima, temos:

tg>(36) = tg(30) - tg*(30) = tg(36) - (sec?(30) — 1) = tg(36) sec®(36) — tg(36)

Assim, temos:

/ tg3(30)d6 = / tg(36) sec®(30)df — / tg(30)d0

Aplicando a substituicdo v = 36 e, posteriormente, para a primeira integral, fazendo v = tg(uv),
obtemos, para o calculo acima,

/ tg3(30)d0 = %th(se) + % In | cos(30)| + C
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(b) Preparando o integrando, utilizando a relagéo (v/), temos:

cotg?(2x) = cotg?(2x) - cotg?(2x) = cotg?(2x) - (cossec?(2x) — 1)
= cotg?(2x) cossec?(2x) — cotg?(2x) = cotg?(2x) cossec?(2x) — (cossec?(2x) — 1)
= cotg?(2x) cossec?(2x) — cossec?(2x) + 1

Desta forma, a nossa integral fica:
/cotg4(2x) dx = /(cotg2(2x) cossec®(2x) — cossec®(2x) + 1) dx

/cotg2(2x)cossec2(2x) dx — /cossec2(2x) dx + / 1 dx

Recaimos, entéo, no calculo de integrais muito mais simples, duas delas simplesmente aplicando a
substituicdo v = 2x (de onde se tem du = 2 dx) e, posteriormente, para a primeira integral, aplicando
v = cotg(u). Assim, obtemos:

1 1
/cotg4(2x) dx = —= cotg®(2x) + 5 cotg(2x) + x + C.

2.2.4 Integrais da Forma /sec”(u)du e /cossec"(u)du, neN

Para o célculo destas integrais, devemos considerar, também, 0s casos para n par ou impar. No caso de
n ser par devemos utilizar, na preparacao do integrando, as identidades (v) e (vi), devidamente ajustadas
para a sua substituicdo (com os termos sec?(u) e cossec?(u) isolados em algum dos membros). Fazemos,
entéo:

sec”(u) = sec"?(u) - sec*(u) = (sec2(u))"52 -sec?(u) = (tg?(u) + 1)"52 - sec?(u)

ou

n—2

cossec”(u) = cossec”?(u) - cossec®(u) = [cossec?(u)] Z - cossec?(u) = [cotg?(u) + 1]"%2 - cossec?(u),

conforme a integral seja da 12 ou da 22 forma acima.

No caso de n ser impar, devemos aplicar o método de integracdo por partes, ja visto no tema 1 deste
material. Vejamos agora alguns exemplos que ilustram a aplicacéo destas regras.

Exemplo 2.7. Calcular as seguintes integrais:

(@) /cossec6(x) dx (b) /sec3(x) dx
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Solucéo: (a) Preparando inicialmente o integrando:

cossec®(x) = cossec*(x) - cossec?(x)
= [cossec?(u)]? - cossec?(x)
[cotg?(x) + 1]? - cossec?(x)
[(cotg*(x) + 2 cotg?(x) + 1] cossec?(x)
= cotg*(x) cossec?(x) + 2 cotg?(x) cossec?(x) + cossec?(x)

Portanto, temos:

/cossece(x) dx = /(cotg4(x) cossec?(x) + 2 cotg?(x) cossec?(x) + cossec?(x)) dx

= /cotg (x) cossec?(x) dx + 2/cotg2(x)cossec2(x) dx + /cossecQ(x) dx

As trés integrais acima sao facilmente sollveis, sendo a terceira delas direta (tabelada) e as duas
primeiras através da substituicdo u = cotg(x), onde nds obtemos finalmente

1 2
/cossec6(x) dx = == cotg®(x) — 3 cotg?(x) — cotg(x) + C.

(b) No calculo desta integral, ja que n é impar, vamos utilizar o método de integracdo por partes.
Fazemos entdo: u = sec(x) = du = tg(x)sec(x) dx e dv = sec?(x) dx = v = [ sec’(x) dx = tg(x)
(lembre-se que basta adicionar a constante de integracao ao final de todo o processo). Dai, aplicando
a férmula de integragéo por partes, obtemos:

/ sl b = b ie) — / () il el b
= sec(x)tg(x) — tg2 ) sec(x) dx
= sec(x)tg(x) — [ (sec?(x) — 1) sec(x) dx
(x) ta(x) —

Obtivemos, entao

onde, isolando-se os termos que contém /sec3(x) dx no primeiro membro, obtemos

2/ sec’(x) dx = tlg(x) sec(x)+/sec(x) dx
/sec3(x) dx = E[tg(x) sec(x) + In | tg(x) + sec(x)|] + C

2.2.5 Integrais da Forma /tg’"(u) sec"(u)du e /cotg’"(u) cossec”(u)du, m,n € N

Nestas integrais, devemos considerar, assim como no caso anterior, 0s casos conforme a paridade de
me n.

No caso de m impar ou n par, devemos usar as rela¢des trigonométricas (v) e (vi) para preparar o
integrando para o método da substituicao.
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No caso de m par e n impar, a integral devera ser resolvida pelo método de integragao por partes (pois
nestes casos o integrando sempre poderd ser expresso em forma de poténcias impares de secante e
cossecante), com o integrando previamente preparado para tal.

Exemplo 2.8. Resolver as integrais:

(&) /tgs(x) sec’(x) dx (b) /tgz(x) sec(x) dx

Solucédo: (a) Nesta integral, percebamos que m é impar, um dos casos em que devemaos preparar
o0 integrando para a aplicagao do método da substituicdo. Fazemos, entéo:

tgd(x)sec’(x) = tg*(x)sect(x)tg(x)sec(x) = [tg?(x)]? sec®(x)[tg(x) sec(x)]
= [sec?®(x) — 1]?secS(x)[tg(x) sec(x)]
= [sec*(x) — 2sec?(x) + 1] sec®(x)[tg(x) sec(x)]

sec0(x)[tg(x) sec(x)] — 2 sec®(x)[tg(x) sec(x)] + sec®(x)[tg(x) sec(x)]
Portanto, temos:
/tg5(x) sec’(x) dx
= /[seclo(x) tg(x) sec(x) — 2sec®(x) tg(x) sec(x) + sec®(x) tg(x) sec(x)] dx

= /seclo(x) tg(x) sec(x) dx — 2/sec8(x) tg(x) sec(x) dx + /sec6(x) tg(x) sec(x) dx

Agora, para o calculo das trés integrais acima, por substituicao, fazemos v = sec(x), de onde temos
du = tg(x) sec(x) dx e, finalmente, obtemos

/tg5(x)sec7(x) dx = 1 sec'!(x) — gsecg(x) + ;sec7(x) + C.

Solucédo: (b) Observemos que, nesta integral, temos m par, caso que podemos exprimir, com o
auxilio de (v), o integrando em poténcias impares de secante, deixando-o pronto para o0 método de
integracdo por partes. Fazemos entéo:

tg?(x) sec®(x) = (sec?(x) — 1) sec®(x) = sec®(x) — sec®(x)

Temos entao

/tgz(x) sec’(x) dx = /sec5(x) dx — /sec3(x) dx.

Agora, resolvendo as integrais /sec5(x) dx e /sec3(x) dx por partes (faca como exercicio!), final-
mente, obtemos:

/tgz(x) sec®(x) dx = %sec3(x) tg(x) — %sec(x) tg(x) — % In|tg(x) + sec(x)| + C.

2.2.6 Integracido de Fungées Envolvendo Seno e Cosseno de Arcos Diferentes

Quando a funcgéo a ser integrada envolve seno e cosseno de arcos diferentes, as identidades

(vii) sen(a) cos(b) = %[sen(a + b) + sen(a — b)]
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(viii) sen(a) sen(b) = %[cos(a — b) — cos(a + b)]
(ix) cos(a) cos(b) = %[cos(a + b) + cos(a — b)]

constituem instrumento importante na preparacéo do integrando e conseqiente simplificagdo da integral.

Exemplo 2.9. Calcular a integral /sen(4x) cos(2x) dx.

Solugdo: Com o auxilio da relagéo (vii), preparemos o integrando:
e ) = %[sen(4x 1 2x) + sen(4x — 2x)] = %[sen(6x) + sen(2x)].

Temos, portanto, para a integral dada:

/sen(4x) cos(2x) dx %/[sen(6x) + sen(2x)] dx = % {/ sen(6x) dx + /sen(2x) dx}

= % {%(— cos(6x)) + %[— cos(2x)]} +C= —% cos(6x) — %cos(2x) +C

Exercicios Propostos

2.1. Calcular as seguintes integrais indefinidas:

@) / sen® (x) cos(x) dx h) / tg5(3x) dx

(b) /cos3(4x) sen(4x) dx (i) /cotg3(t)dt

(c) /sen3(x) dx 0) /sec4(x) dx

(d) / cosz(g) dx (k) /cossec3(x) dx

(e) /sen2(x) cos3(x) dx () /w dx

U] /sen2(3t) cos?(3t)dt (m) /cotg2(3x) cossec?(3x) dx

(9) /cos(4x) cos(3x) dx (n) /(tg(2x) + cotg(2x))? dx
2.2. Prove que /cotg(x) cossec”(x) dx = _&nc”(x) + C, para qualquer n # 0.

2.3 Integracao por Substituicoes Trigonométricas

Em muitas integrais, onde em seu integrando aparecem expressdes de uma das formas /a2 — u2,
Va2 + u? ou Vu? — a2, onde a > 0, podemos reduzir o seu calculo ao de uma integral trigonométrica de
simples resolucao (as vezes nem tédo simples, mas pelo menos ja conhecida). O artificio a ser usado
nestes casos chama-se Substituicdo Trigonométrica e, para cada um dos trés casos acima, existe uma
substituicdo trigonométrica conveniente.
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Primeiro Caso: O integrando envolve uma expressédo da forma v/a? — u?.

Para este caso, devemos usar sempre a substituicdo u = asen(¢). Teremos, com isso, du = acos(0)df
e, supondo que —g <6< g temos:

Vai—u= \/32 — a’sen?(f) = \/32(1 —sen?(0)) = \/32 cos?(f) = acos@.

O ftriangulo retangulo da figura ao lado nos da uma interpretacédo
geométrica bem simples deste artificio. Observemos que a expressao
Va2 — u? representa, de maneira geral, a medida de um cateto de um
triangulo retangulo cuja hipotenusa mede a e o outro cateto mede u. As- u
sim, se denotamos por ¢ um dos angulos agudos deste triangulo, dig-
amos o angulo oposto ao cateto u, teremos, pela definicdo de seno, que 0

va?— u? = acosb.

22

Segundo Caso: O integrando envolve uma expressao da forma v/a? + u?.

Para este caso, a substituicdo a ser feita é u = atg(f). Temos dai que du = asec?®(6)df e, supondo
também neste caso que —g <6< g temos:

Va2 +u? = \/32 + a2tg?(0) = \/32(1 +tg2(0)) = \/32 sec?(f) = asecd.

A figura ao lado nos da um significado geométrico desta substituicdo. A
expresséo va? + u? pode ser sempre utilizada para representar a medida
da hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos medem u e a. As-
sim, denotando por 8 um dos &ngulos agudos deste triangulo, por exemplo,
0 adjacente ao cateto de medida a, teremos, diretamente da definicdo da
raz&o trigonométrica secante, que v/a2 + u? = asec(6).

Terceiro Caso: O integrando envolve uma expressao da forma /u? — a2.

Neste (ltimo caso de substituicao trigonométrica a substituicdo a ser feita € u = asec(d), de onde

temos du = atg(#)sec(d). Entdo, supondo 0 < 6 < (para u>a)our <6< —(para u < —a), temos o
integrando simplificado como segue:

Viz—a? = \/32 sec?(f) — a% = \/32 sec?(6 \/32 tg?(0) = atg(h)

30




Analogamente aos dois primeiros casos, uma visualizacdo do signifi-
cado geomeétrico deste artificio € dado pela figura abaixo. Note que a ex-
pressao v/u? — a2 denota sempre a medida de um dos catetos de um trian- u
gulo reténgulo cuja hipotenusa mede v e o0 outro mede a. Desta forma, de-
notando por 6 o angulo agudo adjacente ao lado de medida a e aplicando a
definicdo da raz&o trigonométrica Tangente, vemos que v/u2 — a2 = atg(6).

a2 —u?

Exemplo 2.10. Aplicando uma substituicao trigonométrica conveniente, calcular as seguintes integrais:

@ [ ax ®) [ V5 ax

dx
(© / x3v/x2 =90’

Solucdo: (a) Observemos que a integral dada ilustra o primeiro caso, pois temos no integrando
uma expressao do tipo va?> — u?, onde a = 3 e u = x. Assim, fazemos x = 3sen(f), de onde se tem
dx = 3 cos(f)df e, entdo:

VO —x2 = \/9 9sen?(0) = 3\/c052(9) = 3 cos(h).
Substituindo na integral, obtemos:

V9 — x2 3 cos(6) [ 9cos*(9) .
5 dx /95e (9)3cos(9)d9_/md9_/cotg2(9)d9

/[cossec (6) — 1]do = /cossecz(ﬁ)de — / df = —cotg(f) — 0+ C

Para voltarmos a variavel original (x), usamos as relagoes trigonométricas e as fungbes trigonométri-
cas inversas. De x = 3sen(f), obtemos diretamente sen(f) = § e 6 = arcsen (3) Além disso, de

— x2
V9 — x2 = 3 cos(f), temos também que cos(f) = 9 = x

voltando a integral, temos, finalmente,

V9 _X2
N N .
92X dx = — 9 = x —arcsen(6) + C.
X

. Dai, temos cotg(f) = . Portanto,

(b) Percebamos, agora, que trata-se de um caso em que o integrando envolve uma expressao da
forma v/a% + 2 (2° caso), onde temos a = /5 e u = x. Entéo, devemos fazer x = /5tg(#), de onde
se tem dx = v/5sec?(0)df e entdo:

Vx2+5=1/(V5tg(h))? +5 = \/5 tg?(0) +5 = \/S(tg2( \/5 sec2(6) = /5 sec(f)

Aplicando as substituicées na integral, temos:

/\/x2 +5dx = /\/gsec(H)\/gsecz(t?)dH = /55ec3(9)d9 = 5/sec3(9)d0

Aproveitando o célculo da integral /sec3(9)d9, ja feito no exemplo 2.7 da secao anterior, temos:

/ Vx2+5dx = g[tg(ﬁ) sec(f) + In|tg(8) + sec(0)|] + C.
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Agora, para dar a resposta em funcéo de x, utilizemos as relagoes trigpnométricas e as expressoes
das substituicbes. De x = /5tg(6), vem tg(f) = % e, de v/x2 +5 = /5sec(f), obtemos sec(f) =

2
X\/; 5. Substituindo na expresséo encontrada para a integral, temos, finalmente,
5 245 \/ 5
/«/x2+5dx _ S WXES X VRS, L e
2°5 ; V5 VY
5 xvx%+5 X+ Vx2+5
= +1In] )+ C
2 5 V5
5 xv
Poderiamos, ainda, escrever/\/x2 5 dx 2(X Sl +In|x + /%2 +5| — ) + C e pondo

5
—5 Inv/5 + C igual a uma outra constante C;, teriamos, entio

/\/x2 5dx = —x\/x2 —|— In Ix +v/x?+ 5|+ G.

(c) Nesta integral, o integrando contém uma expressao da forma v/u2 — a2, onde u = x e a = 3.
Devemos entéo fazer, de onde temos de imediato que dx = 3tg(f)sec(f)d6. Entéo:

x3vx2—9 = (3sec(f))3\/(3sech)? —9 = 27 sec?(0),/9sec?(6) — 9 = 27 sec3(0)+/9(sec?(f) — 1)
= 27sec3(6)1/9tg?(0) = 27 sec®(0)3 tg(0)

Aplicando na integral, temos:

dx 3tg(f)sec(d) do 1 o 1 1 [ 1+ cos(20)
/ BV =0 / 27se3(0)3tg(0) 27 / () ~ 27 / cos”(0)df = > / 2 %
= 2i /d@ 4 /cos(29) de} 514 {9 + % sen(ZG)} = 5%[9 + sen(6) cos(6)]

Agora, voltemos a variavel x. De x = 3sec(f), temos que sec(d) = % e dai 0 = arcsec(%). Além

e, juntamente com x3v/x2 — 9 = 27 sec3(#)3 tg(#), concluimos

xlw ||

disso, de sec(f) = g temos cos(f) =

sen( )) que sen(f) = X =9

(usando tg(0) = . Segue que,

X9 3}+C—i{arcsec(i)+3xiz_9

1
| 5= =3 {arcsec(:g) = 54 e }”

2.3.1 Exercicios Propostos

2.3. Aplicando uma conveniente substituicao, calcular as seguintes integrais indefinidas:
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@ [ Va5 ax © [ == 0 /V%W

(b)/xz\/%; ()/ X>;+d:2; (J)/ sec? /2;

® [ e O [ g ([t F
dx

e = O | s 0 [ e

2.4 Integracao de Funcoes Racionais por Fracoes Parciais

Nas secbes anteriores deste tema e no tema anterior, vimos varios exemplos de integrais cujo inte-

grando consistia em uma fungéo racional, ou seja, uma funcéo f dada por f(x) = @ onde p(x) e g(x)

q(x)
sdo polinémios em R, com ¢g(x) # 0. Algumas destas integrais, a depender de alguns fatores determi-
nantes como os graus do numerador e do denominador ou a relacdo existente entre eles, eram facilmente
calculaveis por substituicdo ou por partes, ou até mesmo diretamente, usando propriedades da integral

definida.

Em linhas gerais, isso nem sempre ocorre, isto €, na maioria dos casos, a integral que contém em seu
integrando uma funcéo racional ndo é facilmente calculada, ou até mesmo é impossivel de ser calculada
por um destes métodos, ja conhecidos do aluno. Nestes casos, a solu¢cao pode ser obtida através de um
resultado algébrico conhecido, que é a decomposicéo da fracdo que define a funcao integrando em fracGes
parciais.

O método consiste em escrever a fragdo que aparece no integrando como uma soma de outras fracdes
mais simples, cuja integracdo é necessariamente mais simples. A decomposigdo é feita a partir da fa-
toracdo do polindmio g(x) (denominador) e associa a cada fator linear ou quadratico irredutivel(que ndo
possua raizes reais) que este possuir uma ou mais fragcdes parciais, conforme a multiplicidade do referido
fator na fatoracéo de g(x) seja 1 ou mais gue isso.

Para a aplicagdo da decomposicdo em fragcdes parciais, dois importantes cuidados devem ser verifica-
dos, a fim de que o método possua eficacia:

(i) A fragdo a ser decomposta deve ser prépria, ou seja, o grau de p(x) deve ser menor do que o de g(x).
Caso isto ndo ocorra, para a aplicagcdo do método, devemos antes efetuar a diviséo de p(x) por g(x),
que transformara a integral numa soma de duas integrais, onde uma delas é a integral simples de
uma funcéo polinomial (que pode inclusive ser uma constante) e a outra é a de uma funcéo racional,
agora ja pronta para a decomposi¢céo em fracdes parciais;

(i) O coeficiente do termo de maior grau de p(x) deve ser igual a 1. Se o mesmo n&o ocorrer, providen-
ciamos isto, dividindo ambos os termos da fracdo por este coeficiente.

O método para determinar as fragc6es parciais em que se decomp®e o integrando ir4 depender sempre
da natureza dos fatores que aparecem na fatoracéo do denominador. Quatro casos séo considerados, de
acordo com o tipo de fator que aparece e a sua multiplicidade (nimero de vezes que aparece como fator

de g(x).

Primeiro Caso: Os fatores de g(x) séo lineares e distintos.
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Este é o caso mais simples de decomposicdo em fragbes parciais, pois a cada fator linear a;x + b;

corresponde uma Unica fragéo parcial cujo denominador € o préprio fator e cujo numerador € uma constante
a ser determinada, por meio de resolucao de um sistema simples de equacdes lineares ou por substituicao
de valores convenientes de x na identidade a ser encontrada entre os numeradores. De uma maneira
pratica, se

g(x) = (a1x + b1)(azx + by)(asx + b3) - ... - (anx + by),

entao, temos

A A A A
P)__ A A A A
g(x) aix+ b1 ax+by  azx+bs anx + by,

onde Aj, Ay, As, ..., A, S80 constantes a serem determinadas.

x—1
— x2 —2x

Exemplo 2.11. Calcularaintegral/37 dx.
X

Solugcédo: Fatorando o denominador, temos:

x3—x? —2x = x(x* —=x —2) = x(x = 2)(x + 1)
Observe que na fatoracao do denominador apareceram apenas fatores lineares e distintos (todos os
fatores s6 aparecem uma vez cada). A partir dai, podemos escrever, entdo

x—1 A As As

e e — . 2.2
x3 — x2 — 2x X x—-2 x+1 (2.2)

Da igualdade acima, temos, de imediato, x—1 = A;(x —2)(x+1)+ Axx(x+1) + Asx(x — 2). Eliminando
0s parénteses no segundo membro e agrupando os termos de mesmo grau, obtemos:

x —1=(A1+ Ax + A3)x® + (A1 + Ay — 2As)x — 2A

Temos entdo uma identidade de polinbmios na variavel x e sabemos que, para que isto ocorra, 0s
coeficientes dos termos de mesmo grau nos dois membros devem ser iguais. Dai, temos:

[ A+Ad+a = 0
A1+ A, —2A3 = 1
L —2A; = -1
Resolvendo o sistema formado por estas equacdes, onde as incognitas sdo A;, A, e As, obtemos:
1 1 2 -
Al = 5 Ay = 6 e A3 = ~3 Substituindo estes valores em 2.2, temos:
1 1 2
x-1 _ 2., 6 3
x3 — x2 —2x x+x—2+x—|—1'

Desta forma, podemos escrever a integral dada da seguinte forma:

1 1 2

x—1 2 6 3 1 fdx 1 dx 2 dx
————dx= [ & d ——d —dx== | —+= - = .
/X3—X2—2X X /x X+/x—2 X+ x+19%7 2 x+6/x—2 3/X—|—1
Aplicando calculo direto na primeira e substituicdes simples (respectivamente u = x —2e v = x + 1)
nas duas Ultimas integrais acima, obtemos, finalmente,
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-1 1 1 2 1

Aplicando propriedades dos logaritmos, obtemos, ainda,
x—1 1 [x3(x-2)
/x3—x2—2x dX_Eln

1) + C.

Nota 8. Uma outra maneira de determinar as constantes A;, A, e As; é, substituindo na identidade
x—1 = A1(x—2)(x+1)+A:x(x+1)+Asx(x—2), valores convenientes para x (neste caso, escolheriamos
x =0, x =2e x = —1),ja que uma identidade é verdadeira para quaisquer valores de x para os quais
ela exista.

Segundo Caso: Os fatores de g(x) sdo lineares, porém um ou mais deles se repetem.

Neste caso, se um fator a;x + b; aparece p vezes na fatoracdo de g(x), ou seja, possui multiplicidade
p, a este fator, ao invés de uma fracdo parcial, corresponderd uma soma de fragdes parciais, onde os
denominadores sdo iguais a este fator, com o expoente variando de 1 a p, da primeira a Ultima fracao. Por
exemplo, se q(x) = (aix + b1)(axx + b2)P(asx + b3), entéo, temos

p(X) - A1 Bl B2 Bp Cl
= + + S+t +
q(X) aix + by X + by (agx =+ bz) (32X + bg)p asx + bz
onde Ay, By, By, ..., By, (1 s80 as constantes a determinar.
343x—1
Exemplo 2.12. Calcular a integral indefinida X Aox—1 dx.
x* — 4x2

Solugdo:  Fatorando o denominador, obtemos x* — 4x?> = x?(x + 2)(x — 2), de onde temos que
—2 e 2 sao raizes simples e 0 é raiz dupla deste polinémio (tem multiplicidade dois). Portanto, na
decomposicao do integrando em fragc6es parciais, correspondera a este fator uma soma de 2 fracdes
parciais, com denominador x, com expoentes variando de 1 a 2. Assim, podemos escrever o inte-

grando como segue:
X3 aF 3x—1 A1 A2 B C
TR R e
Desta igualdade, decorre, de imediato (eliminando os denominadores), que

x4 — 4x2 X

X34 3x — 1= Arx(x +2)(x — 2) + As(x + 2)(x — 2) + Bx*(x — 2) + Cx*(x +2).
Eliminando os parénteses e, em seguida, agrupando os termos de mesmo grau, obtemos:
x}4+3x — 1= (A1 + B+ C)x® + (Ay — 2B +2C)x* + (—4A1)x — 4A,.

Da igualdade acima, comparando os coeficientes dos termos de mesmo grau nos dois membros,

temos:
If AA+B+C = 1
| Ab—2B+2C =
{ —4A1 =
( —4p, = -1
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~ . 3 1 15 13
Das equacdes acima, obtemos A; = —— A2 7 B = 16 eC= 16" Portanto, temos
3 1 15 13
34+3x—1 2 2 16 16
x“+ox—bl_ 4 4 16 16
x4 — 4x2 X X2 x+2 x-2

Dai, calculando finalmente a integral, temos:

3 1 15 13
331 -2 —

/Hixdx - /—4dx+ 4dx+ idx+/ 16 gy
x4 — 4x2 % 5X—|—2 =

B § %—F— dx+ dx +13 dx
a 4 X 4 ) 16 /] x+2 16 x—2

3 1x°1 15 13
= —Z|n|x|—|——x—1—|——|n|x—|—2|—|— In|x — 2|+ C

3 1 13
= —Z|n|x|——+—|n|x—|—2|—|— Injx =2+ C
ou ainda, utilizando propriedades dos logaritmos,

— — +C.
— 4x2 = 16 x12 4x +

/x3—|—3x—1d n (x +2)15(x —2)13 1

Terceiro Caso: O denominador g(x) contém fatores lineares e quadraticos (irredutiveis), porém todos os
fatores quadraticos séo distintos.

Neste caso, a cada fator quadratico irredutivel ax? 4+ bx + ¢ que aparecer na fatoracéo de g(x) corre-

. ~ . Ax+ B . .
spondera uma fracéo parcial da forma Th e as constantes A e B continuam a ser determinadas
ax X C
de modo andlogo aos casos anteriores. De forma geral, se g(x) = (mix + ny)(max + m) - ... - (m,x +

n)(a1x® + bix + c1)(axx® + box + ) - . .. - (asx? + bsx + ¢5), entdo temos

p(x) A Az A, Bix+ (G Box + G Bsx + Cs
+ +...+ e+
g(x)  mix+n max+m mx+n aix2+bix+c  ax?P+bx+o asx2 + bex + ¢

O exemplo a seguir ilustra este caso.

x2—2x—3
dx
(x =1)(x2+2x+2)

Exemplo 2.13. Calcular a integral indefinida/

Solugcdo: Observemos que o denominador ja esta na forma fatorada e que possui um fator linear,
(x — 1), e outro quadratico irredutivel, (x? + 2x + 2). Assim, podemos decompor o integrando como:

x2—2x—3 . A1 n Bix+ G
(x—1)(x2+2x+2) x—1 x2+2x+2°

Eliminando os denominadores na igualdade acima, obtemos
x2—2x =3 =A;(x®* + 2x +2) + (Bix + G1)(x — 1) (2.3)

Vamos agora determinar as constantes, utilizando o método alternativo e pratico mencionado ao
final do exemplo do caso 1. Substituimos entdo x por 1 (raiz do fator (x — 1) em ( 2.3)) e obtemos

—4 =bhA; & A = —g. Porém, observe que, como o outro fator de g(x) ndo possui raizes, ndo
temos mais “valores convenientes” a substituir em ( 2.3), necessitando, portanto, utilizar também o
agrupamento dos termos de mesmo grau e a identificacdo entre os dois membros desta igualdade,
para determinar os outros coeficientes. Temos entao:
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x? —2x =3 = (A1 + B1)x* + (2A1 — By + G)x + (2A; — G1).

Igualando os coeficientes das poténcias de mesmo grau, temos:

( 4

I —— B = 1
.r AA+B = 1 s I g 5+ !
{2A1—B1+C1 = =2 —° {2'<—g>—31+C1 = =2
L mea - T PP

L . . 9 7 . .
o que simplifica bastante o sistema e nos da B; = 5 e = 5 Portanto, o integrando fica decomposto
da seguinte forma:

4 9 7
-2%-3 7§ =
(x=1)(x*+2x+2) x—1 x2+4+2x+2
e, voltando finalmente a integral, temos:
) 4 9x+ 7
xc—2x—3 "5 5 5
dx = d —2 2
./(X—l)(X2+2X+2) x ./X—l X+/x2—|—2x+2 x

_ﬂ dx +9 &_’_z L (24)
5/ x—1 5] x2+2x+2 5 ) x2+2x+2 ’

d . . . 2
X ax percebamos que a diferencial do denominador é 2(x + 1) dx.

_ x2+2x+2’
ASSlm, se somarmos e subtrairmos 1 no numerador, obteremos

/ x dx /(X+1)dX+/ dx

x24+2x+2 ) x24+2x+2 x2 4+ 2x+2°

Substituindo esta igualdade em ( 2.4), multiplicando e dividindo por 2 a segunda integral e somando
as integrais semelhantes, obtemos entéo

Agora, para integrar /

x2—2x—3
dx
(x = 1)(x2 +2x+2)

_ A fdx 9 f(x+l)dx 9 f dx 7T o
" 5/ x—1 5) x242x+2 5] x>42x+2 5] x>+42x+2
B 4/ dx +9 l/2(x—|—l)dx 9/ dx +7/ dx
5 ) x—1 5 2) x2+2x+2 5] x24+2x+2 5] x24+2x+2
B 4 dx +9 1 [2(x+1)dx 2 dx
- 5/x—1 5 2/

X2+2x+2 5 / X2 +2x+2
Agora, a segunda integral esta pronta para ser resolvida, usando a substituicdo u = x> 4 2x + 2,
enquanto que a terceira necessita apenas de um simples completamento de quadrado no denomi-
nador, para entéo ser resolvida também por uma simples substitui¢do, ou seja, fagamos x? +2x+2 =
x2+2x+1—-1+2=(x+1)?2+ 1 e entdo ponhamos u = x + 1. Finalmente, efetuando os calculos,
obteremos

x?—2x—3 9 2 4
dx = —In|x2+2 2| — - arct ==l -1+ C
,/(x—l)(x2+2x+2) X 10n|x +2x + 2| 5arcg(x+ ) 5n|x | +

Quarto Caso: O denominador g(x) contém fatores lineares e quadraticos (irredutiveis), e um ou mais
fatores quadraticos se repetem.

Neste caso, de uma maneira analoga ao caso em que fatores lineares se repetem (com excecao da
forma do numerador, € claro), se um certo fator quadréatico irredutivel ax?> + bx + ¢ aparece p vezes na
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fatoracdo de g(x), entdo, ao fator quadratico (ax?+ bx-+c)P correspondera, na decomposi¢éo do integrando,
uma soma de p frac6es parciais, onde seus denominadores serédo poténcias deste fator, com os expoentes

variando de 1 a p. Ou seja, se

q(x) = (mx + m)(mox +m)-...-(mx+n)(arx* + bix+c1) - ... - (@aix* 4+ bix + ;)P - ... - (asx* 4 bsx + ),
entdo
p(X) A1 Ao A, Bix+ G Biix + Ci
= + +.+ e
q(x) mx+n  mox+n mx+n  aix2+bix+a aix2 + bix + ¢
n Birox + Cio n B;pX + C,'p i n Bsx + Cs
(a,~x2 + bix + C,')2 o (a,-x2 + bix + C,')p o 85X2 + bsx + Csl

Exemplo 2.14. Calcular/ (
X
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(x —2) dx
x2 — 4x +5)2°

Solucdo: Notemos que o denominador apresenta um fator linear e um fator quadratico irredutivel
com multiplicidade 2. Assim, podemos decompor o integrando numa soma da forma

(x—2) B ﬂ Bix+ G Box + G
x(x2 —4x+5)2  x  x2—4x+5 (x2—4x+5)2

Eliminando os denominadores, temos:
x —2=A1(x* — 4x +5)* + (Bix + Ci)x(x* — 4x + 5) + (Box + G)x.
Agrupando os termos de mesmo grau no segundo membro e ordenando, temos:
x—2 = (A1 4 B1)x* + (—8A; — 4B; + C1)x> 4 (26A1 + 581 — 4Gy + By)x? 4 (—40A; +5C; + G)x + 25A;.

Dai, temos, comparando os termos de mesmo grau nos dois membros,

|r Al +B = 0
i —8A,—4B1+C = 0
{ 26A, +5B, —4Ci+ B, = 0
! —40A, +5G+ G = 1
L WA, = -2
. - . 2 2 8
Resolvendo o sistema formado pelas equag¢des acima, obtemos A; = — o5 B, = 55 G = — 55
2 3
B2 = g e C2 = —g
Substituindo na igualdade inicial, temos:
Lz 2z 8 2.2
(x=2) _ "25, 25" 25 5 5
x(x? — 4x + 5)? X x2—4x+5 (x2—4x+5)?
Voltando a integral,
2 2 " 8 2X 3
(x —2) dx 25 25" 25 5~ 5
= = —=2 d =2 29I —2 9
/)(()(2—4x—|—5)2 / X X+/x2—4x+5 X_|—/(><2’—4x—|—5)2 x
2 [dx 1 2x — 8 1 2x — 3
= —— [ —+— | ——d -~ ———————d 2.5
5 X+25/x2—4x—|—5 X+5/(x2—4x—|—5)2 x (25)



Vamos, agora, resolver a segunda e a terceira integral acima separadamente. Para a primeira, ob-
serve que a diferencial do denominador é (2x — 4) dx. Assim, somando e subtraindo 4 no numerador,
obtemos

2x—8 2x—8+4—4 2x —4) — 4 2x — 4 d
R el NP R et s ke G ) Gk i G R Sl BV R S
x2 —4x+5 x2 —4x+5 x2 —4x+5 J x2—4x+5 x2 —4x +5
Agora, a primeira destas duas Ultimas integrais acima ja esta pronta para ser resolvida usando a
e 9 . , - 2x — 4
substituicdo u = x* — 4x + 5, pois dai se tem du = (2x — 4) dx e entdo obtemos [ ———— dx =
x2 —4x+5
du

— =In|u| = In|x* — 4x + 5| + C;. Para a segunda, fazendo um completamento de quadrado no
u

/ dx _/ dx
] x2—a4x+5 | (x—2)2+1

Fazendo, entdo, u = x — 2, de onde se tem du = dx, obtemos:

denominador, obtemos:

dx du
/m = ./ u2—_|_1 = arctg(u) aF C2 = arctg(x — 2) = C2

Temos, entéo, para a segunda integral em ( 2.5),

2x —8
/#){_’_5 dx = In|x* — 4x + 5| — 4arctg(x — 2) + C3).

Resolvendo, agora, a terceira das integrais em ( 2.5), acrescentamos e subtraimos 1 ao numerador,
a fim de deixar a integral ideal para aplicarmos a mesma substituicdo usada anteriormente, v =
x? — 4x 4 5. Assim, temos

/ 2x — 3 d /2X—3—1—|—1d
—  _dx = - dx
(x2 — 4x + 5)? (x? — 4x + 5)?
(2x—4)+1
(x2 — 4x + 5)?

2x —4 e i dx
T dx -
(x2 — 4x +5)? (x2 — 4x + 5)2
Analogamente a primeira das duas integrais resolvidas anteriormente, a primeira destas duas inte-

grais acima ja esta pronta para ser resolvida usando a substituicdo u = x> — 4x + 5, pois dai se tem
du = (2x — 4) dx e entdo obtemos

2x — 4 du 1 1
/(x2—4x—|—5)2 X u? g x2—4x+5+ *

Para a segunda, fazendo inicialmente um completamento de quadrado no denominador, obtemos

/(x2—1§+5)2 _/[(x—:)X2+1]2'

Fazendo, entdo, x — 2 = tg(f), de onde se tem dx = sec?(#)d0 e, entdo
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dx - dx - sec?(0)d [ sec?(0)df [ sec?(0)d6
/ (x2—4x+5)2 / [(x—2)2+1]2 / (tg2(0) +1)2 / (sec?(0))? _/ sec* 0

_ /se;(ie) _ /cos2(9)d9=/1+#5(29)d9= %/d9+ %/cos(20)d0

% - 2sen(6) cos(0) + Gs

I\Jll—l

= 20+ -sen(20) + G = —9+

5 il Fofreg , -2
Voltando & variavel inicial, x, de x — 2 = tg(f), obtém-se 6 = arctg(x — 2), sen(f) = X e

Vx2 —4x+5
1

cos(f) = ———. Portanto, temos:

Vx2 —4x+5

/ dx 1arct( 2)4—1 x—2 1 + G
-— = — X — — .
(2 — 4x 1 5)2 7 2V0E—&x+5 Vo —axt5 °

X —

2(x% —4x 1 5)

1
= 3 arctg(x — 2) + + G

Temos, entdo, para a terceira integral em ( 2.5),

/de —;+larct(x—2)+x—_2+C
(Z—ax+52 " x2—4x+5 2778 22 —4x+5)

Finalmente, substituindo os céalculos da segunda e da terceira integral em ( 2.5), obtemos

x —2) dx 2 1
/m = g bl gglIn = et 5| - darctg(x —2))

+1< 1 +1arct( 2) + x—2 )
o . _ X=e
5\ x2—4xt5 27 2(x2 — 4x + 5)

2|||+1||24+5|
= —=In|Xx — In (X~ — 4X
5 25

1 1 X —2
~Zarctg(x—2) — 4+ —arctg(x —2) + 4 C
25 e —2) ~ ey T e ~ A e ey T
2 1 3 x—4
— —In|x® — 4x +5| - —arctg(x —2) + ——— 4+ C
5n|x|—i—25n|x X + 5] 5Oarcg(x )+10(x2—4x+5)+

Nota 9. Antes de decompor uma funcédo racional em fracdes parciais, € importante que se tente
primeiro simplifica-la, se possivel, verificando se numerador e denominador possuem fatores comuns.
Isto encurta muito o processo, quando pode ser feita a simplificacdo.

2.4.1 Exercicios Propostos

2.4. Calcular as seguintes integrais indefinidas:

(@) / Xffx dx; (e )/Xffzx' (')/ x+1)

(b) /x3+:2—_14x—4 ax; ® /><2‘3X7x+1 ax (j) / T3 —:1;—(21—20x+8 dx;
()/X+2§Ij ()/3+8' (k)/%dx

O [comes O[T e o [

2.5. Utilizando a decomposi¢éo do integrando em frages parciais, mostre a seguinte férmula:

du B lI
2—w2 22

u-+a

+ C.
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2.5 Integracao de Funcodes Irracionais

Em muitas situacdes, nos deparamos com integrais que envolvem expressdes irracionais, da forma

vax?2 + bx + c. Algumas delas podem ser resolvidas aplicando-se uma simples substituicdo. Por exemplo,
(6x +3) dx

3x2+3x—8
mente adaptadas através de artificios simples (como a adicéo e subtracdo de um mesmo fator numérico)

a fim de que recaiam neste primeiro caso.

a integral é resolvida facilmente fazendo u = 3x? + 3x — 8. Outras podem ser conveniente-

Em linhas gerais, podemos sempre completar o quadrado do trindmio ax? + bx + ¢, para realizarmos
entdo uma substituicdo mais simples. Vejamos alguns exemplos onde o uso deste artificio leva uma dada
integral a uma integral tabelada ou de resolugédo ja conhecida pelos métodos anteriores.

Exemplo 2.15. Calcular as seguintes integrais:

dx ) 5
@ / —m, (b) /x VX2 + 4 dx.

Solugdo: (a) Inicialmente, completamos o quadrado na express&o x? + 8x + 15:
x*+8x+15=(x+4)>-16+15= (x +4)> - 1.

Dai, a substituicao mais simples a ser feita € u = x + 4, de onde se tem de imediato que du = dx.
Entao, para o célculo da integral, temos:

/ dx _ / du

Vx? +8x + 15 Viz =1

Notemos que esta integral é tabelada e é igual a In |u + vu? — 1| + C. Entdo, voltando a variavel x,
obtemos

d
/—X:In|x+4+\/(x+4)2—1|+C.
Vx2+8x+15

(b) Para o calculo desta integral, podemos notar que o completamento de quadrado néo é um artificio
viavel, visto que nédo recairiamos em uma integral mais simples ou tabelada se o fizéssemos. Neste
caso, a substituicdo mais conveniente é u = /x2 + 4. Temos entdo que uv?> = x> + 4 e, portanto,
2u du = 2x dx, ou ainda, u du = x dx. Assim, temos:

/XS\/X2 + 4 dx /(X2)2\/X2 +4x dx = /(u2 — 42y udu= /(u6 —8u* +16u?)du

1 8 16
= ?UY—EUB—F?UE}—FC
1

Podemos notar, a partir dos exemplos acima, que um mesmo tipo de substituicdo ndo € aplicavel a todos
os tipos de integrais contendo expressoes irracionais da forma v/ax2 + bx + c. No entanto, dependendo
dos sinais dos coeficientes a e c ou da existéncia de zeros para o trinémio ax? + bx + ¢, existe um tipo ideal
de substituicao a ser adotado, como sugerem os casos abaixo:

(i) O trindmio ax? + bx + c apresenta a > 0.

41




CALCULO I

Para este caso, podemos sempre fazer v/ax2 + bx + ¢ = ++/ax + t.

(i) O trinémio ax? + bx + ¢ apresenta ¢ > 0.

Neste caso, devemos usar vax? + bx + ¢ = xt +4/c.

(iii) O trindmio ax? + bx + ¢ possui raizes reais.

Para este caso, devemos fatorar o trindmio, a partir do célculo de suas raizes e entéo utilizar a
substitui¢do v/ax2 + bx + ¢ = (x — r)t, onde x — r € um dos fatores de ax® + bx + c.

Vejamos, entéo, alguns exemplos que ilustram estes casos.

Exemplo 2.16. Calcular, utilizando a substituicdo mais apropriada, as seguintes integrais indefinidas:

dx dx dx
@ [ s ® s 9 e

Solucéo: (a) Observemos que o trinbmio que aparece nesta integral apresenta tanto a > 0 como
também raizes reais. Portanto, podemos aplicar um das duas substituicGes dos casos (/) e (iii)
mencionados acima. Vamos escolher, entdo, a substitui¢éo (i), considerando o sinal positivo de a.
Temos, entdo, vV4x2 + x — 3 = 2x+t. Segue que 4x> + x —3 = (2x+ t)? = 4x® + x — 3 = 4x? + dxt +
t2. Adicionando —4x? aos dois membros e isolando os termos em x no primeiro membro, obtemos

t°+3 " —4t2 + 2t + 12
x — 4xt = t2 + 3 = x(1 — 4t) = t2 + 3, de onde temos x = 13 o enthio, dx — L FeEH 12,
1—4t (1 — 4t)?
Portanto, temos
t2+3 —2t2+t+6
\V4x? —3=2- t=——
XX T 1— 4t
Voltando a integral, temos:
—4t2 + 2t + 12 2(—-2t2+t+6)

/ dx _ / (140 t:/ (1—41)? e
xVa4x2+x -3 t2+3 —2t2+t+6 (t2 +3)(—2t2+t+6)
1—4t 11— 4t (1—4t)?
= /Ldt:2/iziarctg<i>+C
t2+3 t2+3 3 V3

Voltando a variavel x, temos, finalmente,

/ dx —iarct VAx2 4+ x —3 —2x L C
xVa4x2+x—3 /3 & V3
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(b) Notemos que o trinbmio que aparece no integrando possui os sinais de a e ¢ positivos, nos per-
mitindo escolher entre as substituicdes indicadas para os casos (i) e (ii). Escolhendo a substituicao
do caso (ii), considerando o sinal positivo do coeficiente ¢ = 9, fagamos ent&o v/x2 + 4x + 9 = xt + 3.
Dai, temos x? + 4x + 9 = (xt + 3)? = x® + 4x + 9 = x?t2 + 6xt + 9. Adicionando 9 aos dois membros

e isolando no primeiro membro os termos em x, obtemos: x?> — x?t?> + 4x — 6xt = 0. Segue que,

6t—4 _ . 6t> —8t+6 . L
=i_pg Dai, dx = Wdt. Logo, voltando a substituicdo, temos

~———— 6t—4 3t2 —4t+3
X2+4X+9: 1—t2 t+3:1—7t_‘2

Substituindo estas expressées na integral,

X

6t2 —8t+6 6t> —8t+6

/ dx 3 / (1—t2)2 dt—/ (1—t2)2 "
(x+8Vx2+4x+9 <6t—4 >3t2—4t—|—3 a 6t — 412\ (3t2 —4t+3
+4
1-—¢? 1—¢? 1-—¢? 1-—¢?
2(3t% — 4t + 3)

(1—1t2)? / dt 1 / dt
= dt= [ ——— = -2 2.6
/ (6t — 4t)(3t> — 4t + 3) —2t2 4+ 3t 2 3. (26)

t2 — =t
(1—1t2)? 2

Temos, agora, uma integral que pode ser facilmente resolvida por fracées parciais. Como as raizes
3 3 3 ~
de t> — §t sdo0e > temos t? — §t =t (t - 5) e, entdo, podemos escrever

: _ . 3
ou ainda, eliminando os denominadores, 1 = A; (t — 5) + Ast.

. . L ~ 3 .
A igualdade acima é valida para qualquer valor de t. Escolhendo-se, entédo, t = 0e t = 5 e substi-
tuindo, obtemos, respectivamente,

( 3 2
I1:——A A:——
{ M T T3

3 2

t 1:§A2 — A2:§
Portanto, temos
2 2
1 _ 3 3

. 3.t . 3

2 — =t t— =

2 2

, . dt
e, voltando ao célculo da mtegral/ 3 , temos
t2 — ~t
2
2 2
dt 3 3 2 [dt 2 dt 2 2 3
= [ —2dt =— | —4= | —5=—<Ih|tl+zhjt—=|+ C
/tz_§t /t +/t_§ 3/t+3/t_§ gihld+3hnt-3+aG

2 2 2

Substituindo este resultado em ( 2.6), obtemos

/ e = 1( 2In|t|+2|nt 3‘+C>1In|t| llnt 3+C
(x+4)Vx2+4x+9 2\ 3 3 2|77 73 3 2| "
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1 R . '
onde C = —§C1 e, voltando a variavel x, temos, finalmente,

/ dx _ 1 v ax+9 1 VX Hax+9-3 3 L
(x +4)vVx2+4x+9 3 X X 2
1 Vx2+4x+9 1 2\/x2—|—4x—|— —3x—6
= = = + C
3 X 2x

(c) Notemos que, nesta integral, o trinbmio raizes reais, além de possuir a = 1 > 0. Podemos entao
escolher entre as substituicdes indicadas para os casos (i) e (iii). Escolhendo a substituicao para o
caso (iii), considerando que 2 é uma das raizes de x? + x — 6 e, portanto, (x —2) € um de seus fatores,
fazemos:

VX2 x—6=(x—2te x> +x—6=(x—2)°t2 = (x —2)(x +3) = (x — 2)*%.

Dividindo os dois membros da igualdade acima por x — 2, obtemos: x + 3 = (x — 2)t2, donde vem que

2t° +3 —10t
= e dx = ——————=dt. Temos, entao
21T (17

t2—1

22
/X2 4+x—6= t7+3_2 t:i
t2 -1

Substituindo os resultados acima na integral, temos

—10t —10t
dx (2-1) (t2-1) —10t dt —10t dt
- = —~ U  dt= — 7 dt= =
xVx2+x—6 2t +3 bt 5t(2t% + 3) 10t3 4 15¢ 10t(t2—|—§)
t2—-1 t2-1 (t2—-1)2 2
— 1 2 2
= /—dt3 = ——arctgL +C= —\/jarctg <t\/j> +C
2= \/§ \/§ 3 3
2 2 2

\oltando a variavel x, temos, finalmente:

/X\/% - _\/garCtg <\/X2+T\/*>

2.5.1 Exercicios Propostos

2.6. Calcular as seguintes integrais de fungdes irracionais:

(a)/m/# (f)/ 2x+1)d¢xm
O) [ ey © [ s
(C)/\/% ()/ 2x+:2+l2x—|—x2 x
@ [ = m 0 [ o o

© [ 0 [ 5=
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Gabarito ;
1 1 1 1 1 1 1 "

2.1 (a) 5 sen’(x) + C; (b) T cos*(4x) + C; (c) 3 cos®(x) — cos(x) + C; (d) T + 5 sen(x) + C ; (e) 3 sen3(x) — 5 sen®(x) + ¢
C; %t — 9_16 sen(12t) + C; (9) % sen(7x) + %sen(x) + C; (h) % tg®(3x) — %tg3(3x) + %tg(3x) —x+ C; (i) 7% cotg?(t) — EE

In|sen(t)| + C; () % tg3(x) + tg(x) + C; (k) —% cotg(x) cossec(x) + % In | cossec(x) — cotg(x)| + C; () % tg®(In(x)) + tg(In(x)) + C; *
2
(m) 71—15 cotg®(3x) — %cotg3(3x) + C; (n) %(tg(2x) — cotg(2x)) + C. 2.2 23(a) a? [arcsen (g) + %1/32 — xz] +C; (b) o

4 — x2 ) 1 | ) 1 5— 25 — x2 ) ) 1 X X . ::
—Q+C,(C)EIanH»C,(d)—In|L\+C,(e)In\X+\/X2—az\+C,(f)Zarctg(§)—m+C, ;
(g)7;+C;(h)%ln(L)+C (i) In [x+24+4x + x2|+C; G)&%»C;(k)lq/lnzwfﬁfi%»lnz w)+C "

9vV4x2 + 9 4,/4 —1g2(x) 3 "

1 4 1 2 3 o
(|)Es[arcsec(;—()+x—21/x2—16]+(:. 24@) > — 2x+ 20 x + 1]+ C (0) = Infx — 2| + 3 |n\x+1\——|n\x+2\+c :

10 -2 1 2 0
(C)X+7In\x71\7—+C'(d)3|n| 3\7—27—+C (e) —[In|x\7—|n(x +4)]+C " = In\x —x+1]+ °
X — X — X o

1 2x —1 1 1 0
— arct; + C; —Inx+27—|nX72x+4+ arct —+C h) x + = Inxflf—lnx2+x+1 +C;
\/3 8( 7 1) () | 2\ 1 | | W 18;( 7 ) (1) | \ \ \ ;
5 2 o

()Z(X+l_x—)+c(‘|)|n( )+——ﬁ+C(k) In(x*+2)+ 2+2+C(l)—|n\x——|+ In|x+2|+C ;
,/z+ 2 -V3) LV TRTE

25 2.6 () — \/jarctg )+C(b)—|n\1f X=X VD i Y A2
x+1—+vx2+3x+2 o

X2 —2x—3— —4x—4— 1 "

C; (d) arctg( X2 )+ C; (e) arctg( al 2X XY 1 ¢ () arctg(2v/X2 T x — 2x — 1) + C; (@) LI
— 1 1 1 o

VOx2 + 12x + 5+3x|+C; (h — +Ci () = ————————+ = (VX2 + 2x—x)—2In | VX2 + 2x— o
| ()\/2x+xz—x V22X +x2 —x—2 ® 2Vx2+2x—x—1 2( ) ! o

. 3-2x—x2 -3 o

x — 1] + C; (j) —2arctg( )+ C. o
X o

FTO &
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CALCULO I

Integral Definida

!?maj Area e Comprimento de Arco

A Integral Definida

Apresentacao

Nesta primeira se¢éo, apresentaremos a definicao da integral definida como sendo a area de uma certa
regido plana a ela associada. Em seguida, enunciaremos suas propriedades, que servirdo de ferramentas
para provar os teoremas fundamentais do céalculo que, por sua vez, nos possibilitam avaliar a integral
definida através do célculo da antiderivada. Depois, aplicaremos estes recursos para calcular areas de
regides planas.

3.1 A Integral Definida

Considere f : [a, b] — R uma fung¢éo. Sejam xg, x1, ..., X, € [a, b], N0 necessariamente equidistantes,
tais que a = xp < x1 < x2 < ... < x, = b. Note que os subintervalos [xp, x1], [x1, 2], . - ., [Xn—1, Xa] C [a, b].
Seja Ax; = x3 — x9 0 comprimento do primeiro subintervalo, Ax, = x; — x; 0 comprimento do segundo
subintervalo, e assim por diante, de modo que o comprimento do /-ésimo subintervalo seja Ax; = x; — x;_1,
1< i< n. Oconjunto P={xp,xi,-..,X,} do intervalo [a, b] & chamado de parti¢do do intervalo [a, b].

O nimero Ax = max{Ax;};=1..., € chamado de norma da parti¢do do intervalo [a, b].

.....

Agora, escolha ¢1, @2, ..., ¢, € [a, b], tal que, 1 € [x0, x1], ¥2 € [x1,%2], - .., ©n € [Xa—1, Xa], € CONsidere
a seguinte soma:

n

Fp1) (1 — x0) + F2) (0 =) + -+ + F(0n-1) (X1 = Xn—2) + F(n) (X0 — x0-1) = D _ F(01)Axi.
i=1

Esta soma é conhecida como soma de Riemann, devido ao matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1.826-1.866).

Exemplo 3.1. Ache a soma de Riemann para a fungéo f(x) = 10 — x2 no intervalo [0, 5], usando a
: 1 7 9 7 9
tico P = {0,1,2,3,4 | =, = 3=, ==, 5 = =
particdo {0,1,2,3,4,5} e os valores ¢ 5 P2 = 3T 0= 5005 = o
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Solugdo: Temos que a soma de Riemann é dada por:

5
Z f(pi)Axi = f(p1)Ax1 + f(p2)Axo + f(p3)Axs + F(pa)Axa + (p5)Axs

B O RN PR PO
73

8

3.1 Definicdo. Seja f uma fungdo cujo o dominio inclui o intervalo [a, b], P = {x, x1, - . ., X, } uma particdo
do intervalo [a, b] € ¢; € [xi—1,xi], i = 1,..., n. Dizemos que a fung&o f é integravel no intervalo [a, b] se
existir o limite

AI>I<T>O ; Flei)Axi

e denotamos por
b
/ f(x) dx.

(Lé-se: integral de f de x dx de a até b ou integral definida de f de a até b.)

b
Nota 10. Na notacéo / f(x) dx, f(x) é chamada de integrando , 0s numeros reais a e b de limite
a

inferior e limite superior , respectivamente.

1
Exemplo 3.2. Achar o valor exato da integral definida/ x dx e interpretar geometricamente o resultado.
0

Solucdo:  Considere x; = %,i =1,...,n. Eclaro que x; € [0,1],V i. Vamos considerar também

1
i € [xi—1, xi] = {I . ﬂ , tal que p; = x;. Observe que parai=1,...,n,

Coi_1 1
AX,‘ZX,‘—X,'_lzi—I -
n n n
e que, Ax — 0 € o mesmo que n — oo. Logo,
! - i1 1 1
Axdx = ningO;f(wi)Axi:nlmw;;.;:ﬁningolznirgoﬁ(l+...+n)
lim 1+n n— lim n+1 1
= m — -——— -n= 1 = =.
n—oco n2 2 n—oo  2n 2 y

1
Geometricamente, o valor de x dx é a area da regiao limitada pela

X 0
reta y = x, pelo eixo x e pelas retas x = 0 e x = 1 como mostra a
Figura ao lado. ;

Naturalmente, surge a seguinte pergunta: Sob que condi¢cdes uma funcéo é integravel? A resposta é
dada pelo seguinte teorema.

3.2 Teorema. Se uma funcéo f for continua no intervalo [a, b], entdo f é integravel em [a, b].
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A demonstragdo deste teorema foge ao contexto deste livro, podendo ser encontrado em qualquer texto
de Calculo Avancado.

Nota 11. O Teorema anterior ndo garante que se uma fungdo f for integravel em [a, b] ela sera
continua em [a, b]. Isto se deve ao fato de que entre as fun¢des descontinuas, existem aquelas que
sao integraveis.

Na defini¢cdo da integral definida, o intervalo [a, b] € dado e assim estamos supondo que a < b. Para
considerar a integral definida de uma funcaof de a até b onde a > b ou a = b, temos as defini¢cdes a seguir.

ff(x) dx = _f F(x) dx,

3.3 Definicdo. Se a > b, entao

b
se/ f(x)dx existir.

1
1 N
Exemplo 3.3. No exemplo 3.2 mostramos que/ x dx = 5 Logo, pela definicdo 3.3
0

0 1 1
/de:—/xdx:——.
J1 Jo 2

laf(x) dx =0.

1
Exemplo 3.4. Da defini¢éo 3.4,/ x dx = 0.
1

3.4 Definicdo. Se f(a) existe, entdo

Agora, para dar uma interpretagdo geomeétrica para a integral definida tomemos a mesma particdo P
do intervalo [a, b] onde a funcdo f(x) é continua e que foi utilizada para definir a soma de Riemann para a
funcéo f.

Analogamente, para cada subintervalo [x;_1, x;] da particdo, tomemos ¢; € [x;_1, x;] € calculemos a
soma das &reas de todos os retangulos de base igual a Ax; = x; — x;_1 € altura f(c;), correspondentes a
particdo. Temos, entao,

n

A= f(a)dxs + f(c)Axa + ...+ F(cn)Axn = Y _ () Ax;.
i=1

Notemos, agora, que, a medida que fazemos n crescer ilimitadamente (fazendo com que cada Ax; — 0),
a soma acima se aproxima cada vez mais do que intuitivamente entendemos como a area limitada pelo
gréfico de f(x) e o eixo x de a até b, 0 que permite a formulacéo da seguinte defini¢éo.

3.5 Definicdo. Seja f(x) continua e f(x) > 0,V x € [a, b], entdo a area da regido plana compreendida
entre as retas x = ae x = b, 0 eixo x e o grafico de f neste intervalo é dada por

A= lim > f(c)- Ax.

max Ax; £
i=1

Notando, finalmente, que a soma que aparece ao lado direito da igualdade acima € a soma de Riemann
para a fungéo f(x) podemos redefinir a area como uma integral definida como a seguir.

b
3.6 Definicdo. Se f é continua em [a, b] e f(x) > 0, V x € [a, b], entdo o nimero f(x) dx é a area da

a
regido compreendida entre as retas x = ae x = b, 0 eixo x e o gréfico de f neste intervalo.
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3.1.1 Exercicios Propostos

3.1. Ache a soma de Riemann para a fungdo no intervalo, usando a particdo P dada e os valores de ;
dados.

1509 3 5
=x2,0<x<3; :{ -2 } — 2
(@) f(x) =x%,0< x < 3;para P o ,902 1,03 = > P =
1 59 8 5 11
(0) F(x) = . 1< x <3 para P = {1, g,Z,g,} e =2ps= 2=
(©) f(x)=x2—x+1,0<x<1;parafi =0,1,0,=0,4,03=0,6,4 =0,9.

3.2. Encontre o valor exato das integrais definidas. (Use o método do exemplo 3.2).

(a)A12x+ldx (b)Kﬁdx

3.2 Propriedades da Integral Definida

Como o leitor deve ter percebido, o calculo da integral definida, a partir da definicdo € em geral muito
trabalhoso e as vezes impossivel. Para facilitar o calculo da integral definida, iremos estabelecer algumas
propriedades.

No que se segue, P = {a = xg, x1,...,x, = b} € uma particdo do intervalo [a, b] € ¢; € [x;, xi—1], i =
1,...,n.

b
3.7 Proposicdo. Seja f(x) = k, paratodo a < x < b. Entao / f(x)dx=k-(b— a).

Prova: Por definicdo

b b
f(x)dx:/ kdx = lim chp, Xi — Xi—1)

Ax—0

= lim E k- (xi — xi—1)
Ax—0

= I|m k[(x1 —a)+(—x1)+ 06 —x2)+ ...+ (Xn—1 — Xn—2) + (b — xp—1)]

= mk -9
= k-(b—a).

b
Em particular, se kK = 1, temos que / dx =b— a.
Ja
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3

Exemplo 3.5. Calcular/ 3 dx.
-2

Solugdo: Aplicando a proposicdo 3.7, temos que

/33dx:3-[3—(—2)]:3~5=15.

3.8 Proposicdo. Se a funcao f for integravel no intervalo [a, b] e se k for uma constante qualquer, entdo

Lbkf(x) dx = klb F(x) dx.

b n n b
Prova: l kf(x) dx = A|>I<r—n>0; kf(pi)Ax; = k - Alirﬂo; f(pi)Ax; = kl f(x) dx

1
Exemplo 3.6. Calcular/ 2x dx.
0

1 1
1
Solucéo: /2xdx:2/xdx:2-—:1.
0 0 2
3.9 Proposicdo. Se as funcgdes f e g sdo integraveis em |[a, b], entdo f + g € integravel em [a, b] e

l ") + g(x)] dx = / " F(x) dx + / ?g(x) d.

Prova:

b n n n
l [FC) + g0 dx = fim 3 [F(e) +g(wi)]Axi = Jim {Z Flp)Axi +3 g(sof)AXf}

n n b b
lim Z f(i)Ax; + AI)i(rE0 Zg(gp,-)Ax,- = / f(x) dx + / g(x) dx.
i=1 i=1 a a

Ax—0

Nota 12. A proposicdo 3.9 pode ser generalizada da seguinte forma:

b

b b b
/[ﬂ(x)j:é(x)j:...j:f,,(x)]dx:/ fl(x)dxi/ fg(x)dxi...i/ £ (x)dx.

Ja

3.10 Proposicdo. Se a fungéo f for integravel em [a, b] e ¢ € um nimero real, tal que a < ¢ < b, entéo

Lbf(x) dx = / F(x) dx+[)f(x) dx.

b S n s
/ f(x)dx = AlirEOZf(gp,-)Ax;_Al)i(rEO{Zf(gp;)Ax,-—l— > f(<p,-)Ax,-}
a i=1 i=1

i=n+1

n s c b
AI,LTO; fpi)Ax; + Al,irﬂo i;rl f(pi)Ax; = L f(x) dx + L f(x) dx.

Prova: Seja P, = {a = xo,x1,...,x, = ¢} uma particdo de [a, c], P = {¢ = Xp41, Xnt2, ..., Xs = b}
uma particdo de [c, b] e ¢; € [x;, xi-1],i =1,...,s. Entdo P = P; U P, é uma particéo de [a, b]. Logo,
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Nota 13. Se f é integravel em um intervalo fechado / e a, b, c € I, sem importar a ordem entre eles,

entéo / f(x) dx — / “F(x) dx + / " f(x) dx.

Uma interpretagdo geométrica da proposi¢éo 3.10, € mostrada na Figura a seguir, em que f(x) > 0. A
medida da &rea da regido compreendida entre a curva y = f(x), 0 eix0 x e as retas x = ae x = b é igual
a soma das areas da regides compreendidas entres a curva y = f(x), 0 €iX0o x, asretasx =ae x =ce
entre acurva y = f(x), 0 eixo x, as retas x = c e x = b.

3.11 Proposicdo. Se as fungbes f e g forem integraveis no intervalo [a, b] e se f(x) > g(x), para todo
x € [a, b], entéo

l C(x) dx > / *2(x) dx.

Prova: Por hipétese, temos que f(¢;) > g(v;). Logo,
fpi)Ax > g(pi)Ax = Y F(ei)Ax > Y g(vi)Axi,
i=1 i=1

E isto nos da que
- . . > M . i,
Jim ;:1 flpi)Axi = lim ’E:l g(pi)Axi

E, assim,
b b
/ f(x) dx > / g(x) dx.

a

A interpretac@o geométrica da proposi¢do 3.11, é de que quando f(x) > g(x),V x € [a, b], a &rea da
regido compreendida entre a curva y = f(x), 0 eixo x e as retas x = a e x = b, € maior do que a area
compreendida entre a curva y = g(x), 0 eixo x e asretas x = ae x = b.

3.12 Proposicdo. Seja f uma funcéo continua e integravel em [a, b], m e M os valores minimo e maximo,
respectivamente, de f em [a, b]. Entao,

m-(b—a)g[f(x)dxgM-(b—a).
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Prova: Como m e M s&o os valores minimo e maximo, respectivamente, de f em [a, b], temos que
m< f(x) <M,V € [a, b]. Pela proposicdo 3.7, sabemos que

medX:m-(b—a)eledX:M-(b—a).

Como m < f(x) e f(x) < M, pela proposi¢do 3.11, temos que
b b b b
b—a)z/mdxﬁ/f(x)dxe/f(x)dxﬁ/de:M-(b—a).

m-(b—a)g/bf(x)dxgM-(b—a).

E, assim,

A interpretacdo geométrica para a proposicdo 3.11 é dada pela figura a seguir.

|
|
|
|
|
|
a

b X
13 Proposicdo. Se f é um funcdo continua em [a, b], entéo existe x € [a, b], tal que

L F(x) dx = F(x) - (b— a).

Prova: Como f é continua em [a, b], temos que existe o0 minimo absoluto, m = f(xn,), € 0 maximo
absoluto, M = f(xum), de f em [a, b]. Pela proposicdo 3.12, temos que

/f dx
m-(b—a)< / f(x)dx<M-(b—a)= m<

Como m = f(xn,) € M = f(xum), entéo

/f dx

Desta ultima desigualdade e pelo Teorema do Valor Médio para fung@es, temos que existe x € [a, b],
tal que

XM)

b
f(x)_/ o :>/f dx = F(x) - (b— a).

a

A proposicdo 3.13 é conhecida como Teorema do Valor Médio para Integrais. O valor () é chamado
valor médio de f em [a, b].

b
Sabemos que o nimero f(x) dx representa a area da regido compreendida entre a curva y = f(x),

a
0 eix0 x, e as retas x = a e x = b. A proposi¢do 3.13 nos diz que podemos encontrar um x € [a, b], de
b

modo que o retangulo cujos lados tem comprimentos iguais a f(x) e b — a, tem area igual a / f(x) dx.
a
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Como ilustra a figura a seguir.

2 2
Exemplo 3.7. Sabendo que / 3x% dx = 8, encontre o valor de y tal que / 3x? dx = f(x)(2 - 0).
0 0

Solugdo: Como f(x) = 3x?, temos que f(x) = 3x2. Assim,

2V3
8:3X2«(2—0)=>4:3X2:>x:j:7\/—.

2V3

Mas, 3 ¢ [0, 2]. Logo, x = 2—\3@

3.14 Definicdo. Seja f uma fungéo integravel em [a, b]. O valor médio de f em [a, b] €

.Lb f(x) dx
 b—a

3.2.1 Os Teoremas Fundamentais do Calculo

Sabemos que se uma funcéo f for continua no intervalo [a, b] entéo ela sera integravel nesse mesmo

intervalo. Logo, f também sera integravel no intervalo [a, x], para a < x < b, tendo sentido entéo escrever-
X X

mos f(t) dt, que é um ndmero que depende de x. Logo, / f(t) dt define uma funcdo F, ou seja,

Ja Ja

F(x) = / f(t) dt, cujo dominio é o intervalo [a, b].

3.15 Teorema (Primeiro Teorema Fundamental do Calculo). Seja f uma fungdo continua em [a, b] e seja

x € [a, b]. Se F é uma fun¢ao definida por F(x) = / f(t) dt, entdo F'(x) = f(x).
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Prova: Sejam x, x + Ax € [a, b]. Por hipétese, temos que

Flx) = / £(t) dteF(x+Ax)=[MX F(t) dt.

Pela proposicdo 3.10, sabemos que

[( f(t) dt+KX+AX f(t) dt = LXMX f(t) dt.

Logo,

/XMX F(t) dt = /MX F(t) dt - / f(t) dt = F(x + Ax) — F(x).

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe um x € [x, x + Ax], tal que
x+Ax
/ f(t) dt =f(x) - (x + Ax — x) = f(x) - Ax.
Das equacdes ( 3.7) e ( 3.8), obtemos

f(x) Ax = F(x+ Ax) — F(x) = f(x) =

Ax

Tomando o limite quando Ax — 0, na equacgéo acima,

. . Fix+Ax)-F(x)
A|>I<n—1>o FO0 = Alirﬂo Ax = F(x).

F(x + Ax) — F(x).

(3.7)

(3.8)

Como x € [x,x+Ax] e Alimo X = Alimo x+Ax = x, segue, do Teorema do “Sanduiche” que Alimo flx) =

tlfl f(x) = f(x), pois f é continua. Logo, F'(x) = f(x). O

3.16 Teorema (Segundo Teorema Fundamental do Calculo). Se f é continua em [a, b], entdo
/b F(x) dx = F(b) — F(a),
em que F é uma primitiva de f.
Prova: Podemos definir F como F(x) = /X f(t)dt, pois sendo assim, pelo Teorema 3.15, F'(x) =
f(x). Sendo assim, temos que F(b) = /b f(t)dte F(a) = /a f(t) dt = 0. Logo,
b b
F(b) — F(a) = / F(t) dt—0 = / £(t) dt.
O
De agora em diante, iremos denotar F(b) — F(a) por F(X)If-

Exemplo 3.8. Calcular A4X3 dx.

Solugdo:  Iremos aplicar o Teorema 3.16. Como f(x) = x3, sabemos que a fungdo F(x) i é

uma primitiva para f. Logo,

4
/ x3dx:F(4)—F(1):64—1:2E.
] 4 4
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2
Exemplo 3.9. Calcular / (2x? — 6x + 1) dx.
—1
Solucao:

2 2 2
/(2x2—6x+1)dx = 2x dx — 6xdx+/ dx
-1

Il
N
L\m“
x
N
Q.
X
|
(@)}
AN
x
Q.
x
_|_
—
Q.
X

Il
N
TSN T

1
Exemplo 3.10. Calcular/ |x + 1] dx.
-2

Solucdo: Note que

—x—-1 , sex<-1
Ix+1| =
x+1 , sex>-1

Assim,

/_12|x—|—1|dx _ / 1) dx~|—/1(x~|—1)dx
(oo (5
2

-1

4 I\J|><

2 =

N =

Utilizando os Teoremas Fundamentais do Calculo, conseguimos outra maneira de calcular integrais
definidas. Como mostra o seguinte Teorema:

3.17 Teorema. Seja f continua no intervalo [a, b] e g : [c, d] — [a, b] uma fungdo tal que g’ seja continua
em [c,d]. Se g(c) = ae g(d) = b, entéo

/ F() dx = / " Fle(w) &' (w)du

Prova: Como f é continua em [a, b], temos que ela é integravel. Logo, f admite uma primitiva.
Chamamos essa primitiva de F, ouseja F' = f e

/ F(x) dx = F(b) — F(a).

Agora note que a fungdo P(u) = F(g(u)) é uma primitiva da funcéo f(g(v)) - g’(u), pois, P'(u) =
F'(g(u)) - g'(u). Assim, F/ =fe

/ f(g(u)) - g'(u)du = P(d) - P(c) = F(g(d)) — F(g(c)) = F(b) - F(a) = / F(x) dx

a

Nota 14. Na pratica, resolvemos esses tipos de integrais, fazendo x = g(u) = dx = g’(u)du e
quandou=c=x=g(c)=aeu=d=x=g(d)=b.

1
Exemplo 3.11. Calcular / (x — 1)1 dx.
JO
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Solugcdo: Chamandou=x—-1= du= dx,equandox=0=u=-1ex=1= u=0. Logo,

1 0 it
/ (x — 1) dx = / udu = —
0 —1 11

2
Exemplo 3.12. Calcular/ V2x — 1 dx.
1

0

=0+1=1
-1

Solucdo: Fazendo u=2x — 1= du=2dx. Logo, quando x=1=u=1e,quando x =2 = u = 3.
Assim,

1 3 1 1 3 1
/ \/2x—1dx:/\/ﬂ~—du:—/ Vudu = = -
. ) 2 2/, 2 3

2
Exemplo 3.13. Calcular/ e3* dx.
JO

Solugdo: Chamando u = 3x = du = 3 dx. Assim, quando x =0= u=0e, quando x =2 = u = 6.
Logo,
2 1 /° 1
A e3x dx:§A e’ du= ge“

1
Exemplo 3.14. Calcular/ X ax
Jo X2+1

6 6
1 & e’ —1

d
Solucéo: Fazend0u:x2+1:>du:2xdx:>7u:xdx. Entdo, quando x = 0 = v = 1 e quando
x =1= u=2. Logo,
b x 21du 1 [?du 1 In(2)
__ dx = == == — = :
Ax2+1xﬁ2u 5/ w3 2

1
= 5lIn(2) - 0] =

2
Exemplo 3.15. Calcular/ x2\/x3 + 1 dx.
1

Solugdo: Chamando v = x3 + 1 = du = 3x? dx = % = x? dx. Entdo, quando x =1 = u=2e
guando x =2 = u = 9. Assim,

9

2 1 /9 1 2u32
/sz/x3+1dx:§/ \/Udu:§ 4
1 2

39_2
- \/u—‘z— =(27-2V).

Ol N

2

3.2.2 Exercicios Propostos

3.3. Calcule as integrais definidas.

(a)fwx (b)/216dx (C)/Z\/gdx (d)[22dx
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2 2
3.4. Calcule as integrais definidas usando os seguintes resultados: / x%dx = 3, / dx = %
-1 -1
T 2 s T
/ sen(x) dx =2, / x*dx = 3, / cos(x)dx = 0, / sen®(x)dx = T
Jo J-1 Jo Jo 2
2 ) _2
(a) / 1(2>< — 4x +5)dx (d) / (x — 1)(2x + 3)dx
J = -1
2 X2 ™
(b) / (2 —b5x + 7) dx (e) / (2sen(x) + 3 cos(x) + 1)dx
J-1 0

© [ exs1ran O [ (cost) + 470x

3.5. Encontre o valor médio das funcdes dadas abaixos, definidas em seus respectivos intervalos. Encon-
tre, também, o valor de x no qual ocorre o valor médio.

2
(@) f(x) = x?, [-1, 2], sabendo-se que / x*dx = 3.
J—1

(b) f(x) = sen(x), [0, ], sabendo-se que /7T sen(x)dx = 2.
JO

3.6. Calcule as seguintes integrais definidas:

@ /_ 31 hdx

1 1
; ) / (% +x> dx ") / V5 xdx
(b) / (3 + 3x — 1)dx e o
" 0 [ edx ) [ xVx+Tdx
(C)/ (3x? — 4x + 1)dx '_41 711 )
° 0 [ Gx+ VR ® | FERvl
(d) A (x? — 2x)dx 1 . 12
s ® [ g @ | T
@ [ be=3ldx 2 '/1 B
- 0] sec” xdx N ———dx
4] /8 sen(2x)dx 'L ) 01(1+X3)2
0 (m)ﬁ (x — 2)°dx (S)A3 cos(2x)dx

2
) [ S

3.3 Um Pouco da Histéria do Calculo

Isaac Barrow (1.630-1.677)

Nasceu em outubro de 1.630 em Londres, Inglaterra. Seu pai, Thomas, planejava uma educacao
impecavel para o filho Isaac. Mandou-o para a sua primeira escola, em Charterhouse, onde ofereceu-se a
pagar o dobro dos custos estudantis com o intuito de Isaac receber atencéo especial.

Infelizmente, Isaac ndo recebeu a atencao desejada e tornou-se famoso como aluno indisciplinado.
Diante desta situacéo, o pai tirou Isaac de Charterhouse e mandou-o, em 1640, dessa vez, para uma escola
- Felstead, Essex - que tinha reputacéo pela exceléncia em disciplina. Dai Isaac progrediu rapidamente.
Aprendeu Grego, Latim, Hebreu e Logica, como preparacéo para a universidade.

Isaac completou sua educacao superior no Trinity College, em Cambridge, em 1648. Apds um periodo
viajando pela Europa, Barrow voltou a Inglaterra, em 1659. Tornou-se professor titular de Geometria no
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Gresham College e, em 1663, foi o primeiro a ocupar a cadeira de Professor Lucasiano, em Cambridge.
Posto que seria futuramente ocupado pelo seu discipulo Isaac Newton, em 1669. Isaac Barrow foi uma
peca indispensavel no comeco da carreira do seu estimado aluno, cujas habilidades, superiores as suas,
ele reconheceu publicamente.

Seu primeiro trabalho foi a traducdo completa de Os Elementos de Euclides, em 1655, para o Latim
e, em1660, para o Inglés. Publicou também outras obras de Euclides. Em 1670, publicou sua mais
importante obra: Lectiones Geometricae cuja reviséao foi feita por Newton. Nesta obra, Barrow apresenta
um importante trabalho sobre tangentes que viria a originar o trabalho de Newton no desenvolvimento do
Célculo Diferencial.

Licbes em Geometria Barrow publicou, também, algumas obras comentadas de varios outros matemati-
cos gregos, entre eles Arquimedes. Apés 1670, ndo trabalhou mais com Matematica, dedicando-se entao
a estudos religiosos. Durante sua vida viajou bastante e teve contato com muitos matematicos europeus,
0s quais contribuiram para o desenvolvimento da Matematica na Inglaterra. Dentre eles, destacam-se
Viviani e Torricelli.

Em 1.677, Barrow contraiu uma febre maligna. Tentou curar-se através do jejum e do consumo de 6pio -
estratégia anteriormente utilizada com sucesso em Constantinopla - mas que néao evitou o seu falecimento,
no dia 4 de maio em Londres.

Isaac Newton, Sir (1.642-1.727)

Newton nasceu no dia 25 de dezembro de 1.642 em Woolsthorpe, Lincolnshire - no interior da Inglaterra,
proximo a Cambridge. Herdou o nome de seu pai, falecido em outubro de 1.642, trés meses antes de seu
nascimento. Newton nasceu tdo prematuro que sua mée temeu que ele ndo passasse daquele dia. Seu
corpo miudo caberia numa panela de um litro. Mas, ao contrario das aparéncias, ele viveria até seus 84
anos, tempo suficiente para realizar uma das maiores producdes cientificas de que se tem conhecimento.

Embora a familia de Isaac tivesse terras e criasse animais, o que fazia dos Newton um famila de
razoavel poder aquisitivo, seu pai ndo tinha educagéo e mal conseguia assinar o proprio nome. Newton
teve uma infancia simples e sofrida. Aos dois anos de idade sua mée casou-se com um pastor e mudou-se
para North Witham. lIsaac foi deixado com sua avQ, onde era praticamente tratado como 6rfdo. Morou
longe da méae por um bom tempo, até os dez anos de idade, quando ela ficou vilva mais uma vez, e voltou
para Woolsthorpe com trés novos filhos. Isaac morou com seus irmaos e sua mée por dois anos e, em
seguida, sua mde o mandou para uma escola de Gramatica em Grantham.

Os seus primeiros anos de escola ndo revelaram nenhum dom especial mas o futuro que o aguardava
iria mudar completamente a sua vida. Newton formou-se na Universidade de Cambridge, em janeiro de
1665, e a partir dai desenvolveu uma vida repleta de descobertas cientificas que mudariam para sempre a
Histoéria da Ciéncia. Num periodo de aproximadamente dois anos, Newton haveria de progredir de maneira
revolucionaria em Matematica, Fisica, Optica e Astronomia.

Em fevereiro de 1.665, desenvolveu o Teorema do Binémio que proporcionou uma nova e eficaz maneira
de calcular logaritmos com exatiddo e trabalhar com nimeros de muitas casas decimais. Em maio desse
mesmo ano, Newton teve um insight enquanto observava o movimento de um planeta: acabara de perceber
gue os planetas se movem de modo que em cada ponto a dire¢éo da velocidade é a mesma que a da reta
tangente a trajetoria naquele ponto. Assim, varias pequenas tangentes poderiam localmente descrever o
movimento dos planetas.

A descoberta seguinte seria consequéncia das tangentes e Newton a batizou de fluxdes, conhecido
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hoje como o Célculo Diferencial. Newton percebeu logo em seguida que a integragcao de uma fungéo era
simplesmente a operacgédo inversa da diferenciagdo. Essa descoberta levaria ao Calculo Integral e esta
intimamente relacionada com o hoje em dia denominado Teorema Fundamental do Calculo.

Newton desenvolveu métodos analiticos unindo técnicas matematicas ja conhecidas, o que tornou pos-
sivel a resolucédo de problemas de diversos tipos, como o de encontrar areas, tangentes e comprimentos de
curvas assim como maximos e minimos de func¢des. Todas essas descobertas foram feitas anos antes que
Leibniz, de forma independente, viesse a desenvolver o Célculo Diferencial. Recusou-se, durante muito
tempo, a divulgar suas descobertas e foi Leibniz quem primeiro publicou. Isto gerou uma disputa muito
grande entre os dois matematicos, sobre quem teria realmente inventado o Célculo. Apesar de Newton ter
desenvolvido antes de Leibniz a notacdo e a maneira de calcular derivadas, aquela que prevaleceu foi a
de Leibniz que mostrou-se muito mais simples e conveniente.

Newton tinha uma habilidade invejavel com as maos e construia seus préprios instrumentos. Construiu
suas lentes, telescopios e todo o tipo de aparato que lhe pudesse ser Util. Seguindo o exemplo de Galileo,
Newton pds em pratica inUmeros experimentos. Em 1.670, provou que a luz era feita de uma mistura de
raios diferentes ao fazer passar por um prisma a luz solar, o que gerou um espectro de cores. Em 1.704,
publicou Opticks, um tratado sobre a natureza da luz e fenémenos 6pticos.

Influenciado por Galileo e, também, por Kepler, Newton pesquisou sobre o movimento dos planetas
durante muitos anos. Diz-se que um certo dia, enquanto refletia sobre esses assuntos embaixo de uma
macieira, uma maca cai exatamente em cima de sua cabeca e ele teve um estalo que deu origem ao
seu maior feito em Fisica e que culminaria na Teoria da Gravitagdo Universal. Essa teoria, assim como a
mecéanica do movimento - espaco, velocidade, aceleracéo, forca, momento, etc. - foi desenvolvida gragas
ao Calculo Diferencial e Integral que permitiu que varias grandezas fisicas se relacionassem entre si de
maneira coerente, tornando o desenvolvimento da Mecanica muito frutifero.

As leis fisicas que Newton descreveu eram de tal importéancia para a Astronomia que Halley - importante
astrdnomo real e amigo de Newton - convenceu-o a finalmente publicar um enorme tratado de Mecénica
que deu origem ao que é considerado o maior livro cientifico jamais escrito: Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica ou, simplesmente, Principia, em 1.687, produzido em apenas 7 meses.

Apesar da grande dedicagédo cientifica, Newton também desenvolveu estudos religiosos e metafisicos
durante boa parte de sua vida; entretanto, pouco chegou aos dias de hoje. Ao longo de sua vida Newton
recebeu muitos méritos, entre eles destacam-se a de Fellow of the Royal Society - maior distincdo cientifica
na Inglaterra - e a de Professor Lucasiano de Matematica em Cambridge, posto hoje ocupado pelo fisico
Stephen Hawking. Ele foi o primeiro cientista da histéria a receber o titulo de Knight - Cavaleiro - em 1.705,
concedido pela Rainha Anne.

As contribuicdes de Newton para a ciéncia sé@o incontaveis e de altissima envergadura. Ele é consid-
erado ainda hoje, por muitos matematicos e fisicos, o maior cientista de todos os tempos. E praticamente
impossivel estudar Fisica ou Célculo sem citar seu nome.

Newton foi sepultado na Abadia de Westminster, Londres. Sobre seu timulo foi inscrito em Latim o
seguinte epitafio: “Que os mortais se regozijem por ter existido tamanho ornamento da raga humana”.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1.646-1.716)

Nascido em Leipzig, Alemanha, no dia 1 de julho de 1.646. Ingressou na Universidade aos quinze
anos de idade e, aos dezessete, ja havia adquirido o seu diploma de bacharel. Estudou Teologia, Direito,
Filosofia e Matematica na Universidade. Para muitos historiadores, Leibniz é tido como o ultimo erudito
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gue possuia conhecimento universal.

Aos vinte anos de idade, ja estava preparado para receber o titulo de doutor em direito. Este lhe foi
recusado por ser ele muito jovem. Deixou entéo Leipzig e foi receber o seu titulo de doutor na Universidade
de Altdorf, em Nuremberg.

A partir dai, Leibniz entrou para a vida diplomatica. Como representante governamental influente, ele
teve a oportunidade de viajar muito durante toda a sua vida. Em 1.672 foi para Paris onde conheceu Huy-
gens que lhe sugeriu a leitura dos tratados de 1.658 de Blaise Pascal se quisesse tornar-se um matematico.
Em 1.673, visitou Londres, onde adquiriu uma copia do Lectiones Geometricae de Isaac Barrow e tornou-
se membro da Royal Society. Foi devido a essa visita a Londres que apareceram rumores de que Leibniz
talvez tivesse visto o trabalho de Newton, que, por sua vez, o teria influenciado na descoberta do Calculo,
colocando em duvida a legitimidade de suas descobertas relacionadas ao assunto.

Sabemos, hoje, que isto nao teria sido possivel, dado que Leibniz, durante aquela visita a Londres, nao
possuia conhecimentos de geometria e andlise suficientes para compreender o trabalho de Newton.

A partir dai, a Matematica estaria bastante presente nas descobertas de Leibniz. Em outra posterior
visita a Londres, ele teria levado uma maquina de calcular, de sua invencdo. Uma das inUmeras con-
tribuicdes de Leibniz a Matematica, foi o estudo da aritmética binaria, que segundo ele, havia sido utilizada
pelos chineses e estaria presente no livro | Ching.

Como aconteceu com Newton, o estudo de séries infinitas foi muito importante no inicio de suas de-
scobertas. Relacionando o tridngulo de Pascal e o triangulo harmonico, Leibniz percebeu uma maneira
de encontrar o resultado de muitas séries infinitas convergentes. A essa altura, ele voltou-se para o tra-
balho de Blaise Pascal - Traité des sinus du quart de cercle que Ihe teria dado um importante insight: a
determinacéo da tangente a uma curva dependia das diferencas das abscissas e ordenadas na medida
em que essas se tornassem infinitamente pequenas e que a quadratura, isto € a area, dependia da soma
das ordenadas ou retangulos infinitamente finos.

Esse insight levaria Leibniz em 1.676 a chegar as mesmas conclusdes a que havia chegado Newton
alguns anos antes: ele tinha em méos um método muito importante devido a sua abrangéncia. Indepen-
dente de uma fungéo ser racional ou irracional, algébrica ou transcendente - termo criado por Leibniz - as
operacdes de encontrar “somas” (integrais) ou “diferencas” (diferenciais) poderiam ser sempre aplicadas.
O destino havia reservado a Leibniz a tarefa de elaborar uma notacéo apropriada para estas operacdes,
assim como a nhomenclatura - Célculo Diferencial e Calculo Integral - ambas utilizadas atualmente.

O primeiro trabalho sobre Célculo Diferencial foi publicado por Leibniz em 1.684, antes mesmo do
qgue Newton, sob o longo titulo Nova methodus pro maximis et minimis, item que tangentibus, qua nec
irrationales quantitates moratur.

Um novo método para maximos e minimos e também para tangentes nédo obstruidas por quantidades
irracionais:

d(xy) = xdy + ydx (derivada do produto)
d(x/y) = (ydx — xdy)/y? (derivada do quociente)

dx" = nx"1L.

Dois anos mais tarde, Leibniz publicaria no periddico Acta Eruditorum, um trabalho sobre o Calculo
Integral. Nesse trabalho, apresenta-se o problema da quadratura como um caso especial do método do
inverso das tangentes.
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Um periédico fundado por Leibniz e Otto Mencke em 1.682 que teve larga difusdo no continente e
onde Leibniz publicaria a maioria de seus trabalhos desenvolvidos em Matematica entre 1.682 e 1.692.
Além do Célculo, Leibniz contribuiu para outras areas da Matematica. Foi ele quem generalizou o teorema
do bindbmio em Teorema do Multindmio, para expansdes do tipo (x + y + z)". A primeira referéncia do
método dos determinantes no mundo ocidental também foi feita por ele. Leibniz reelaborou e desenvolveu
o conceito de logica simbdlica. Contribuiu também para a teoria de probabilidades e a analise combinatoria.

O peso das descobertas e contribuicdes de Leibniz para o Calculo e para a Matematica como um todo é
tdo grande que outras importantes areas de atuacdo frequentemente séo deixadas de lado. Nao obstante
Leibniz é considerado também um dos sete filosofos modernos mais importantes.

Em Fisica, Leibniz acabou negando a teoria da gravitacdo de Newton, pois, acreditava que nenhum
corpo podia entrar em movimento “naturalmente”, a ndo ser através do contato com outro corpo que o
impulsionaria. Ele também rejeitou os conceitos newtonianos de espacgo e tempo absolutos. Junto com
Huygens, Leibniz desenvolveu o conceito de energia cinética. Apesar de tudo, as suas contribuigdes para
a ciéncia foram de certa forma obscurecidas por aquelas de Newton. Isto, entretanto, ndo o faz menos
importante de Newton na descoberta do Calculo. Na realidade Leibniz e Newton foram os dois maiores
protagonistas na descoberta desta poderosa ferramenta matematica, o Célculo.

E sabido que Leibniz era capaz de ficar sentado na mesma cadeira por varios dias pensando. Era um
trabalhador incanséavel, um correspondente universal - ele tinha mais de 600 correspondentes.

Era patriota, cosmopolita e um dos génios mais influentes da civilizacéo ocidental. Em julho de 1.716
adoeceu, ficou entdo de cama até a sua morte, dia 14 de novembro, em Hannover, Alemanha.

3.4 Integracao por Partes na Integral Definida

Vimos, no capitulo 1, que a regra da integracao por partes da integral indefinida é a seguinte:

/f ) dx = f(x /f’

onde fazendo v = f(x) e v = g(x) temos que du = f'(x)dx e dv = g’(x) dx e, entdo, podemos reescrever
a regra acima como
/udv:u-v— /vdu.

Vejamos agora como fica a regra da integracdo por partes para a integral definida. Consideremos f e g
duas fungdes com derivadas continuas em |a, b].

Sabemos que

[F()g (X)) = '(x)g(x) + f(x)g'(x) = f(x)g'(x) = [F(x)g(x)] — f'(x)g(x) em [a, b].

Logo, da equacédo acima, seque que

L ) dx_/ [F()g ()] dx — lbf’(X)g(X) dx,
| / () () dx = [F()g()]E | / 08 () dx

2
Exemplo 3.16. Calcular/ xIn(x) dx.
J1

e assim
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2
Solugdo: Chamando f(x) = In(x) = f'(x) = 1 eg'(x)=x=gx) = % + C, onde podemos, sem
X
perda de generalidade, tomar C = 0, temos que

fxm(x) G — [In(x) - X;]

2In(2) —

1
Exemplo 3.17. Calcular/ arcsen(x) dx.
JO

1
V1 — x2

Solugdo: Fazendo f(x) = arcsen(x) = f'(x) = e g'(x) = 1= g(x) = x, temos que

1
/ arcsen(x) dx = [x arcsen dx = arcsen
0

1 L X 1 X
(X)]O_A \/ﬁ (1)—A \/ﬁ dx.

1

Iremos resolver separadamente a integral % dx. Chamando u =1 — x*> = du = —2x dx =
0 — X
d
—7u = x dx, temos que quando x =0 = v =1 e quando x =1 = v = 0. Logo,
box 1 %1 1 0
dx=—= | ——du=—=.2 u‘ - [0-1]=1
A V1—x2 2 )1 Vu 2 Ve 1 [ ]
Assim,
1 1 %
arcsen(x) dx = arcsen(1) — dx = arcsen(1) — 1.
[ aresente) 0- [ = M
3.4.1 Exercicios Propostos
3.7. Calcule as seguintes integrais definidas:
1 T ' 2x

@ / xe*dx (d) / xsec? xdx @ ] xedx

JOo 0 -

2 1 2 0 —2x

(b) / In(x)dx ©) / e dx (h) / _ e sen(x)dx

1 J =2 -2

2 2 ) M

© ] & cos(x)dx ()] x(in(x)dx i [ %3 cos(x)2dx

3.5 Area Limitada por Curvas Coordenadas

b
Sabemos que o valor de / f(x) dx é a area da regido plana delimitada pela curva y = f(x), pelas

.Ja oy ~ . . . .
retas x = a, x = b e pelo eixo x. Utilizaremos nesta secéo as propriedades aprendidas sobre integrais
definidas com o objetivo de calcular areas de regides planas através de curvas que séo graficos de funcdes
continuas cuja expresséao é dada na forma cartesiana.

J4 vimos que se uma fungéo f : [a, b] — R é continuaem [a, b] e f(x) >0 V x € [a, b], entdo a area da
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regido delimitada pelas curvas x = a, x = b,y = f(x) e 0 eixo Ox & dada por

A= [’ F(x)dx.

Exemplo 3.18. Ache a &rea da regido limitada pela curva y = x pelo eixo Ox e pelasretas x =0e x = 1.

Solucdo: Como f(x) = x > 0 quando x esta no intervalo fechado [0, 1],temos que

1 X2
A: d = =
\/)v xXax 2

Note que a regido que queremos calcular a area é um triangulo cuja a base b € 1 e a altura h é 1.

. . . b-h . .
Logo, a area também pode ser dada pela féormula A= —— = -, 0 que esta de acordo com a integral

. 2 2
calculada acima.

1

2 2

Exemplo 3.19. Ache a area da regido limitada pela curva y = x3 — 2x2 — 5x + 6 pelo eixo Ox e pelas
retasx=-1ex=1.

Solucdo: Como f(x) > 0 quando x esta no intervalo fechado [-1, 1],temos que

4 1

! 2
A= 11(X3—2X2—5X+6) dx = <XT — §X3 — gxz + 6x)

L, 4 32

Mas nos perguntamos se f(x) < 0 V x € [a, b] ou a fun¢édo f muda de sinal no intervalo [a, b], como
calcular a area? A resposta é dada nas definicdes que seguem.

3.18 Definicdo. Se f é uma fungdo continua em [a, b] e f(x) < 0 V x € [a, b] a area da regido limitada
pelas curvas x = a, x = b,y = f(x) e pelo eixo Ox é dada pela expressao

|/ " F(x)dx| = / () dx

Exemplo 3.20. Encontre a area delimitada pelas curvas y = x> — 4x, x = 0, x = 4 e pelo eixo Ox.

Solugdo: A fungdo f(x) = x?> — 4x < 0, para todo x € [0,4]. Logo, pela definicdo anterior, a area é
dada por

4
A= /(x2—4x)dx
0

Exemplo 3.21. Encontre a area delimitada pelas curvas y = 2x — 1, x = —3, x = 0 e pelo eixo Ox.
Solucdo: A funcdo f(x) =2x — 1 <0, para todo x € [—3,0]. Assim, a area é dada por

0 0 .
- /—3(2X_1) o :_/_3(2X—1) dx = —(* = x)| 3 =—[0-(9+3)] = —(-12) = 12.

3.19 Definicdo. Se f é uma funcdo continua em |[a, b] e existem x; € [a, b], tal que f(xp) < 0e x; € [a, b],
tal que f(x;) > 0, ou seja, o gréafico de f estd acima e abaixo do eixo Ox, a &rea da regido delimitada pelas
curvas x = a,x = b,y = f(x) e pelo eixo Ox é dada por

c b c b
A= / f(x) dx + / f(x) dx| = / f(x) dx — / f(x) dx,
Ja JC Ja JC

onde c € [a, b] é tal que f(c)=0.

63




E— CALCULO I

Exemplo 3.22. Encontre a area delimitada pelas curvas y = sen(x), x = —g, X = g e pelo eixo Ox.
Solucdo: Note que o grafico da fungéo f(x) = sen(x) definida no intervalo {—z, Z] esta acima e

abaixo do eixo Ox, ou seja, possui pontos tal que f(x) < 0 e pontos tal que f(x) > 0. Vemos também
que f(0) = 0. Logo, a area requerida é dada por

0 -~ 0 iy
A = ‘/ sen(x) dx —|—/2 sen(x) dx = —/ sen(x) dx—{—/2 sen(x) dx
% 0 2 0
™

= —[- cos(x)]|0_% 4 cos(x)|0% = {cos(O) — cos (—5)] + {—cos (g) —[= cos(O)]} =1+1=2.

Exemplo 3.23. Encontre a area delimitada pelas curvas y = x> —3x +2,x = —1, x = 2 e pelo eixo Ox.

Solugdo: Sabemos que o gréafico da fungdo f(x) = x3 — 3x + 2 esta acima e abaixo do eixo Ox no
intervalo fechado [—1, 2] e que (1) = 0. Logo, a area a ser calculada é

1
A = /(x3—3x+2)dx+

[(X3—3X+2) Xm=/1(x3—3x+2) dx—[(x3—3x+2) dx

-1

b
-

- X 3, x4 3 5
I—EX +2X _1— I—EX +2X .
1 3 1 3 1 3
s 2‘(31‘5‘ 2}‘1?‘6“‘(1—5”)}
= 242)—(2-2)=4-2=—.
(2+2) ( 4) 4 1

3.5.1 Exercicios Propostos

3.8. Ache a éarea limitada pelas curvas dadas abaixo.

@y =x®—2x+3,x=—2,x =3, eixo Ox. y=+vx+1,x=0,x=4,eixo Ox.

(b) y = 4x — x?>, x = 1,x = 3, eixo Ox. (9) y =3 +sen(x),x =0,x = 7, eixo Ox.
(€)y =+vx+1,x=0,x=8, eixo Ox. (h) y = 152, x =0,x = 1, eixo Ox.

(d) y = sen(x),x = 3, x = &, eixo Ox. ()y =4—x%x=—-2,x=2, eixo Ox.
(e) y =sec?x,x =0,x = Z, eixo Ox. ()y =x2+7,x=0,x=3, eixo Ox.

3.6 Areas entre Duas Curvas

Na secdo anterior apreendemos a calcular area delimitada por uma curva y = f(x) e pelas retas
x = a,x = b e eixo Ox. Agora apreenderemos a calcular area delimitada por duas curvas y = f(x) e

y =g(x).

3.20 Definicdo. Sejam f e g duas fungdes reais continuas, tal que 7(a) = g(a) e f(b) = g(b),coma < be
f(x) > g(x) V¥ x € [a, b]. Aéreadaregido compreendida entre os graficos y = f(x) e y = g(x) é calculada
da seguinte maneira:

A= 'Lb[f(x) — g(x)] dx = 'Lb F(x) dx — 'ng(x) dx.

Exemplo 3.24. Calcular a area da regido compreendida entre as curvas f(x) = x2 e g(x) = —x? + 4x.
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Solucdo: Primeiro calculamos quais séo os pontos tais que f(x) = g(x), ou seja achamos a solugéo
da equagdo x2 = —x? + 4x, que é x = 0 ou x = 2. Como no intervalo [0, 2] o gréfico de g(x) esta
acima do grafico de f(x), entdo a area requerida é dada por

2 2
(—x*+4x—x?)dx = / (—2x>+4x)dx =
Jo

|
7N
|
W N
X

N
+
)
X

N
N———

a= [ (60— F(x))dx = [

JOo

Exemplo 3.25. Calcular & area da regido delimitada entre as curvas x = y? +lex=y+h.

Solugdo: Vemos nas equacfes acima que a variavel y é a variavel independente. Logo, fazemos
2

fly) = y;+ 1e g(y) = y + 5. Agora encontrando a solugéo da equacéo y7 +1l=y+5 queéy=-2
e y = 4. Como no intervalo [—2, 4] o gréafico de g(y) esta acima do gréafico de f(y), temos que a area
é: .

A

4(g(y)—f(y))dy: ' Ly ia) gy = —1y3+y—2+4y
/—2 /_2< 2 ) < 6 2

64 8 8 10
— 16— (=+2-8)=2-+—
3 +8+16 <3+ 8) st 3

-3
= 0.

Exemplo 3.26. Calcular a area da regi&o delimitada pelas curva f(x) = x3 — 6x? + 8x e g(x) = x? — 4x.

Solugdo:  Resolvendo a equagéo x3 — 6x? + 8x = x> — 4x, encontramos as seguintes solugdes:
x = 0, x = 3 e x = 4. Assim, temos duas areas a serem calculadas, a area compreendida entre as
curvas f(x) e g(x) no intervalo [0, 3], que chamaremos de A; e a area compreendida entre as curvas
no intervalo [3, 4], que chamaremos de A,. A resposta final serd A = A; + A;.

Primeiro calcularemos A;. Para isto, note que no intervalo [0, 3] o grafico de f(x) esta acima do gréafico
de g(x). Logo,

3 8

1 7 81 45
3_ 5.2 _(1.4_1.3 N o
(x* = 7x*+12x) dx <4x 3% +6x> 7 63+54—-0 =

m= [ 00 - s0 ax = [

0 0

Para calcular Ay, note que no intervalo [3, 4] o grafico de g(x) esta acima do gréafico de 7(x). Logo,

4

! 3 1, 7
A = /(g(x)—f(x)) dX:/ (—x3 +7x% — 12x) dx = (—Zx4+§x3—6x2>
3 0
O U B (45)7 2 45 _ 7 ’
- 3 4) 3 4 12
Assim, a area que queremos &
7 71
3.6.1 Exercicios Propostos
3.9. Ache a é&rea limitada pelas curvas dadas abaixo.
(@y=xey=x (e) y =sen(x) ey = x> — 7x.
()y=vxey=x%
O)y=x*-ley=1-x Hy=x*+ley=x+1. .
hy?=x>ex—-3y+4=0.
(c)y=x*ey =2x+8. @Qy=2-—x>ey=—x.
Kx=y>—2ex=6-—y>
dy=xey=x (hy’=x—lex=3.
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3.7 Area da Regido Limitada por Mais de Duas Curvas

y

Considere a seguinte situacdo ilustrada na figura
ao lado.

Neste caso a area delimitada pelas fungdes acima,
pode ser decompostas em areas limitadas por duas
func@es e retas paralelas ao eixo Oy (ou eixo Ox) da
seguinte forma: d b

[
[
c! dl X
| |
|
[
[

/ [F(x)—g(x)] dx% () —g(x)] dx+'[ [h(x)—i(x)] dx.
g

Exemplo 3.27. Calcular a area da regido limitada pelas curvas xy = 1, y = 4x, 4y = x, para x > 0.

Solu¢do: Chamando f(x) = 1 g(x) =4xe h(x) = % calculemos as intersecgoes:
X
1
) =glx) = x=3
f(x)=h(x) = x=2
g(x)=h(x) = x=0

Assim, a regiao limitada pelas curvas pode ser divida em duasLogo, a area é dada por

A

(NIC

,%+Ar=Aﬂﬂ@—hwﬂdx+éﬂﬂﬂ—h@ﬂdx:é%Px—%}dx+/2

2
2 x2

2 3 x 21 2 x 3
= 4dx dx — Sdx+ [ Zdx— [ Zdx=2x? + In(x)
0 0 4 1 X 1 4 0 8 0 % 8
2 2

:5—§+%m—me>—@—%}%;mm—£:wu

-

1

Exemplo 3.28. Calcular a area da regido limitada pelas curvas y = |[x — 1|+ 3,y =0, x = =2, x = 4.

Solucdo: Chamando f(x) = |x — 1| + 3, temos que:

X+ 2 , sex>1
f(x) =
—x+4 , sex<l1
: ) ; ! ¢ 27 27
Assim, a area que queremos €é dada por: A = / (—x+4) dx+ / (x+2)dx= > + > = 27.
—2 1

Exemplo 3.29. Ache, por integracdo, a area do tringulo tendo vértices (3, 4), (2,0) e (0, 1).
66




Solucdo: Primeiro encontraremos as equacdes das retas que passam pelos pontos dados acima.
e A reta que passa pelos pontos (3, 4) e (2,0) tem equacdo: f(x) = 4x — 8;

e A reta que passa pelos pontos (3,4) e (0, 1) tem equacao: g(x) = x + 1;

e A reta que passa pelos pontos (2,0) e (0, 1) tem equacéo: h(x) = —% + 1.
Acharemos agora as intersecoes:

X =

I

f(x) = g(x)
f(x)=h(x) = x=

g(x) = h(x) — x=

Assim, a area € calculada por

A = /[g ]dx+/[g ) — f(x )]dx—/ —xdx—i—A3 —-3x+9)d

3

3 2) (27 ) 9
- —((2 9‘:3— L 6)+(r—18) =2
e (<2X , 2 * )=32
3.7.1 Exercicios Propostos
3.10. Ache a area limitada pelas curvas dadas abaixo.
(@) y = x?> —2x+3,x = —2,x = 3, eixo Ox. Ay =vx+1,x=0,x=4,eixo Ox.
(b) y = 4x — x?,x = 1,x = 3, eixo Ox. (9) y =3 +sen(x),x =0,x = 7, eixo Ox.
©)y=+vx+1x=0,x=8,eixo Ox. (hyy= sz, x =0,x = 1, eixo Ox.
(d)y =senx,x = 3,x == 27 @ixo Ox. ()y =4 —x% x =—2,x =2, eixo Ox.
(e)y:seczx,xzo,xz %, eixo Ox. (j)y=X2+7,X:0,X=3, eixo Ox.

3.11. Ache a area limitada pelas curvas dadas abaixo.
fHy=x>+1ley=x+1.
(@ y=xey=x°

@y=2-xey=—x
y=x>-1ley=1-x%

(hy?=x—-1lex=3.
)y =vxey=x%
()y}=x?ex—-3y+4=0.

(C)y=x>ey=2x+38.
@dy=x*ey=yx

() y =sen(x) ey = x> — x.

Kx=y>—2ex=6—y°
3.12. Ache a area limitada pelas curvas dadas abaixo.
@y=x%y=8-xe4x—y+12=0.
(b)y=2y=2"ey=4
(©)y—x=6,y—x3=0e2y+x=0.

3.13. Ache, por integracéo, a area do triangulo com vértices A(5,1), B(1,3) e C(-1,2).
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3.8 Comprimento de Arco de uma Curva Plana dada a sua Equacao

Cartesiana

Veremos nesta secdo mais uma interessante e muito importante aplicacéo da Integral Definida, que é
o célculo do comprimento de arco de uma curva que é o grafico de uma fungéo y = f(x), em um intervalo
[a, b] do seu dominio, onde esta seja continua.

Primeiro, vejamos o caso particular em que o gréafico de f em [a, b] € um segmento de reta. A partir dali,
utilizaremos o resultado para obter a formula para o caso de uma curva qualquer.

O comprimento do segmento de reta que liga os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) do gréfico de f, cor-
respondente ao grafico de f no intervalo [a, b], € dado pela distancia entre estes pontos, ou seja, s =

d(A, B) = /(b — a)2 + [f(b) — f(a)]2.

Agora, para determinar a expressdo do comprimento de arco para uma curva qualquer, vamos aprox-
imar tal comprimento pelo comprimento de uma poligonal cujos vértices estardo sobre a curva dada,
tomando o limite do comprimento da poligonal para um ndmero muito grande de lados, caso em que
este comprimento aproxima-se infinitamente do comprimento da curva.

Consideremos entéo a curva C, grafico de uma funcéo derivavel y = f(x) em no intervalo [a, b]. Vamos
determinar, entao a expressao que define o comprimento de C, de A até B. Tomemos entdo uma particao
P dointervalo [a, b],dada pora=x <x3 <% < ... < X-1 < X < ... < Xp—1 < X, = b.

Consideremos agora 0s pontos da curva C correspondentes aos valores da particdo (pontos cujas
abcissas pertencem a particdo). Denotemos estes pontos por A, Py, P2, ..., Pi_1,P;, ..., P,_1, B.

Ligando estes pontos consecutivamente, obtemos a poligonal, cujo comprimento nos dara uma aproxi-
mag&o do arco da curva C, do ponto A ao ponto B.

O comprimento do /-ésimo segmento da poligonal é dado por

S = \/(X,' — X,;l)2 + (f(Xi) - f(Xifl))z'

Entdo, o comprimento S, da poligonal é dado por

Agora, aplicando o Teorema do Valor Médio em cada intervalo [x;_1, x;] (uma vez que f é derivavel em
[a, b] e, portanto, em cada subintervalo da parti¢do), podemos escrever:

f(xi) — f(xi—1) = f'(ci)(xi — xi-1),

onde ¢; € um certo ponto do intervalo (x;_1, x;).

Entéo, voltando a expresséo do comprimento da poligonal e aplicando este resultado, obtemos:

Sn = Z \/(Xi —x;i—1)2 4+ (F(c))(x — xi-1))?
i=1

= Y V6= )21+ [F()P)
i=1

= > VI[P (i —xi-1) (3.9)
i=1
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e, denotando cada x; — x;_; por Ax;, podemos reescrever S,, como

Sn = i \/ 1+ [f/(C,')PAX;.
i=1

Agora, notemos que a expresséo acima denota uma soma de Riemann para a fungéo g(x) = /1 + [f'(¢)]*
A aproximacao que ocorre entre o0 comprimento da curva C e o comprimento da poligonal, dado pela for-
mula acima, pode ser intuitivamente percebida a medida que fazemos n crescer muito e com isso fazemos
cada Ax; tornar-se muito pequeno, permitindo assim a formulagéo da seguinte definicéo.

3.21 Definicdo. Considere C uma curva, cuja equagao cartesiana é dada por y = f(x), com f continua
e derivavel e f’ continua em [a, b]. O comprimento do arco da curva C, do ponto A(a, f(a)) ao ponto
B(b, f(b)) é dado pela expressao

= lim Z\/l—i—[f’ )2 Ax;,

max Ax;—0

se este limite existir.

Notemos que a expressao acima denotada, retrata a definicdo da Integral Definida da funcéo g(x) dada
acima. Assim, podemos ainda escrever

s = L V14+[f(x)]? dx.

De uma maneira completamente analoga, nds obtemos, para o comprimento de uma curva de equagao
x = g(y) do ponto C(g(c), ¢) ao ponto D(g(d), d), onde g é continua e possui derivada g’ continua, que

d
s = / 1+ OR dy.

Exemplo 3.30. Calcular o comprimento do arco da curva dada por y = v/x2 + 3, do ponto A(1,4) ao
ponto B(8,7).

x~3. Temos entdo, pela definicdo acima,

wIN

Solucdo: Calculando primeiramente y’, obtemos y’ =

que
2 1 _2
s = /\/ §X 3 dx—/ \/1—{- X dx—/ 1+ 3
X3
/ [9x3 +4 J / Voxt +4 / Voxt +4
X = —5— dx= —1— dx
1 Ox3 1 3x3 3 /1 X3

Agora, para calcular esta integral definida, facamos u = 9x3 + 4. Dai, temos du = 6x~3dx, ou seja

1

3d - : ~ .
dx = % Quanto aos limites de integracéo na variavel u, temos que, para x = 1, temos v = 13 e,
para x = 8, u = 40. Dali,

40 1
ﬁxadu_l_l/ 12du—1 F 32}

40
1 (2 2
s — = (4032 31332>

3 3 <2 6 36 18 13", 7 18°\3
1 —13y1
= = 3(40\/——13\/_) (80\/——13\/_) Muc

Exemplo 3.31. Calcular o comprimento da mesma curva do exemplo anterior, agora, escrevendo-a como
uma curva de equacao x = g(y), também do ponto (1,4) ao ponto (8, 7).
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Solugdo: Da equagdo y = x5 + 3, obtendo x como funcao de y, temos x = gly) =(y— 3)3. Dal,
, 3 1 x , ) .

temos g’(y) = =(y — 3)2. Entéo, aplicando a férmula para o comprimento de arco de uma curva

x = g(y), obtemos:

N e Bo-wef ay= [\ o9 o= [ 2B [YB,

= v/ 9y — 23 dy
4

du
Agora, para calcular/ \/9y — 23dy, fazemos u = 9y — 23. Dai, temos du = 9dy, ou dy = 9 Para
os limites de integragdo em wu, temos que, quando y = 4, u = 13 e, quando y = 7, v = 40. Dai,
obtemos:
40
1 2
40%2 — 21332
T 18 ( 072 3 372)

80\/_0 —13V13
—27 u.c

513 9 T 18 ), “2y_1_8' 30 ]|,
(40\/_—13\/—) (80\/_—13\/—)

40 40
1 dy_l 1d_1 {2 %}

®
Il

183

( Nota 15. Numa comparacao entre os dois exemplos acima, pudemos perceber que, se uma dada\
func&o cujo comprimento de arco queremos conhecer, possui inversa, podemos optar por escrevé-la
como funcéo de variavel independente x ou y, conforme a simplicidade da integral em uma delas seja
maior do que a outra. Nos dois exemplos acima, perceba que a integral que aparece considerando
a curva como uma funcdo x = g(y) é razoavelmente mais simples do que a integral resultante ao
tomarmos a curva como y = f(x), que também define o comprimento de arco da mesma curva.

3.8.1 Exercicios Propostos

3.14. Calcule o comprimento do segmento da reta x + 3y = 4 do ponto (—2,2) ao ponto (4, 0) por trés
métodos:

(a) Pela férmula da distancia entre dois pontos;
(b) Usando a férmula do comprimento de arco de uma curva y = f(x);
(c) Usando a formula do comprimento de arco de uma curva x = g(y).
3.15. Encontre o comprimento do arco da curva 9y = 4x3 da origem até o ponto (3, 2+/3).
3.16. Encontre o comprimento do arco da curva 8y = x* + 2x~2 do ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 2.

3.17. Calcular o comprimento de arco das curvas abaixo, nos intervalos mencionados:
(@y=x*3-1,em1<x<2; 1 ete?

1 (d)y= §(ex + e X), do ponto (0, 1) ao ponto (1, )
(b) y = §(2+x2)3/2, em0<x<3; ©) y = In(x), em v/3 < x < v/B:
(C)x:%y3+$,em1§y§3; (f)y:l—ln(senx),emgg S%
3.18. Se f(x / \/Kdt ache o comprimento do arco do gréfico de f do ponto onde x = 0 ao
ponto onde x = g (Sugestao: Utilize a identidade trigonométrica cos? (%) = Hcfos() e o Teorema

Fundamental do Calculo).
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3.9 Comprimento de Arco de uma Curva dada na Forma Paramétrica

Sabemos que uma curva no plano pode ser explicitada analiticamente por meio de sua equacao carte-
siana y = f(x) (ou x = g(y)) mas também por meio de suas equagdes paramétricas, ou seja, com o
ponto genérico (x, y) da curva escrito em fun¢do de uma terceira variavel t, denominada parametro, com
t variando em um certo intervalo [ty, t1], cujos limites dependem da natureza da curva C.

Nesta secdo obteremos, a partir da formula obtida na se¢éo anterior, uma formula para 0 comprimento
de arco de uma curva dada por suas equagfes paramétricas.

Consideremos entdo uma curva plana C, dada pelas equagdes x = x(t) e y = y(t) com t € [to, t1], onde
x(t) e y(t) séo fungbes continuas e possuem derivadas continuas e com x'(t) # 0 para todo t € [to, t1].

E fato conhecido da Geometria Analitica e do estudo de Célculo | que, eliminando o parametro ¢, a
mesma fungéo dada por estas equagdes tem sua expressao cartesiana y = f(x) (desce que x(t) ou y(t)

o . Do d
seja invertivel), que possui derivada y’ = ey

Porém, considerando x e y como fung@es de t, as expressdes de dy e dx sdo dadas respectivamente
por dy = y'(t)dt e dx = x'(t)dt, de onde podemos escrever % = 118

Agora, para obter a expresséo para o comprimento de arco da curva C, vamos efetuar uma mudanga
de variavel na ja conhecida expresséo deduzida na se¢éo anterior, ou seja,

s= /b,/l P () Pdx

Considerando entdo x = x(t) (de onde se tem dx = x/(t)dt) e y = y(t), com a = x(tp) e b = x(t1) e
substituindo na integral acima, obtemos

- / 1/ /8]% dt_/ 1+ /;)
2,+ ) X' (t)dt = Vi) - x'(t)dt
(x'(t))? to X(t)

Portanto, temos

s= [V @R+ 00 o

Nota 16. Sempre que nao for muito trabalhoso, recomenda-se fazer um esboco grafico da curva
cujo comprimento de arco se deseja conhecer, a fim de verificar possiveis simplificacdes no seu
calculo com o uso de propriedades de simetria ou outras propriedades da figura dada, que por ventura
venham a contribuir com o célculo.

Exemplo 3.32. Calcular o comprimento do arco da curva C dada pelas equacdes paramétricas x = t3 e
y=t’paral <t<3
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Solucdo: Como queremos o comprimento do arco da referida curva no intervalo 1 < t < 3, temos
to = 1 e t; = 3. Além disso, das equacdes paramétricas dadas, temos respectivamente que x’(t) =
3t% e y/(t) = 2t. Entdo, calculando s, temos

t 3 3
s = / Vx( t2dt:/ V( 3t22+(2t)2dt:/ Vot* + 412 dt
1
/ \/t2(9t2 + 4) dt—/ t\/9t2 + 4 dt

3
Agora, para calcular a integral / t\/9t2 + 4 dt, fagamos a substituicio v = 9t + 4, donde du =
1

. d - . ~
18t dt, ou ainda t dt = au Quanto aos limites de integracdo em u, temos que, quando t =1, u = 13
e, quando t = 3, temos u = 85. Temos entéo

85

d 1 1 2
s = / t\/9t2 + 4 dt = v_ - ut du = — - [—u3/2}
. 13

- 18 18 3
5 5 13

18 {385‘ 313}—i —[85\/_5—13\/_] —[85\/—5—13\/_]uc

Exemplo 3.33. Calcular o comprimento da circunferéncia de raio medindo 3 cm.

Solucdo: As equacdes paramétricas sdo x = 3cos(t) € y = 3sen(t). Observe gue neste caso ndo
foi dado o intervalo no qual queremos calcular o comprimento do arco da curva. Isto pode acontecer
nos casos em que a curva tem todos 0s seus pontos com os valores de x com variagdo limitada,
ou seja, para todo ponto P(x,y) pertencente a curva, tem-se a < x < b, onde teremos a = x(ty) €
b= x(ty).

Pelas equacdes dadas para esta curva, observe que, como —1 < cos(t) < 1e —1 < sen(t) < 1, para
todo t, entdo, para qualquer ponto (x, y) da curva, temos -3 < x <3e —3<y < 3.

Sabemos também que a circunferéncia é simétrica em relacdo aos eixos x e y. Assim, podemos
calcular o comprimento do arco da circunferéncia que se encontra no 1° quadrante e multiplica-lo por
4, a fim de obter o comprimento total desejado.

Primeiro, usemos os pontos (0, 3) e (3, 0), que sdo os pontos extremos deste referido arco de circun-
feréncia que iremos calcular, para descobrir os limites de integracao.

© Para o ponto (0, 3), temos:

0 = 3cos(t) cos(t) = O T
3 = 3sen(t) sen(t) = 1 2
© Para o ponto (3, 0), temos:
3 = 3 =
cos(t) . cos(t) e h—0
0 = 3sen(t) sen(t) =
Das equac@es que definem a curva, também obtemos x’(t) = —3sen(t) e y'(t) = 3 cos(t). Portanto,

para o comprimento desejado, temos:

t1
s = / \/x’t 24 2dt—/ \/ —3sen t)? 3cost2dt—/ \/9sen2 t +9cos? t dt
3
/\/Qsen2t+coszt dt—/ \/—dt:3/ dt—3( 0):§u.c.

™
2
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3.9.1 Exercicios Propostos

3.19. Calcular o comprimento do arco das seguintes curvas dadas na forma paramétrica:

x = —sen(t) X — 3t40
@ { y = cos(t) te[0,27] (d) { y o= t-1 . t€]0,2]

x = 2[t—sen(t)] x = efcos(t)
® { y = 2-cosr) LSO © { y = etsen(r) 15157

x = tsen(t) x = 2cos(t)+ 2tsen(t) -
© { y = tcos(t) te bl 0 { y = 2sen(t)— 2tcos(t) o=ts 2

3.20. Calcule o comprimento da parte que esta no primeiro quadrante da circunferéncia de equacdes
- t t
parametricas x = 7 cos (Z) ey =7sen (Z)

3.21. Calcule o comprimento da hipocicldide de equagdes paramétricas x = 4sen3(t) € y = 4 cos3(t), em
que t € [0, 27].

3.22. Mostre que o comprimento da circunferénciade raio r €2 -7 - r.

3.10 Areas de Regidoes Planas Associadas a Funcoes na Forma

Parameétrica

Nesta se¢do apresentaremos, a partir das formulas ja deduzidas e conhecidas do estudante para areas
sob gréaficos de fungdes dadas por sua expressao cartesiana, as expressfes para 0S mesmos casos ja
vistos, s6 que para fungdes dadas por suas equacfes paramétricas.

Vamos entédo aos casos, onde cada um deles terd uma expressao para a area obtida da ja conhecida
expressédo para a forma cartesiana.

1° caso:

Célculo da area da regiao plana situada entre o gréafico de f, 0 eixo dos x e as retas x = a € x = b,
onde y = f(x) é continua e f(x) > 0,V x € [a, b] e f é dada pelas equacdes

Ja vimos na segdo 3.1 deste tema que, neste caso, sendo f dada por sua expressao cartesiana y =
f(x), a &rea da referida regido é dada por

b b
A:/ f(x)dx:/ y dx.

Entéo, considerando x e y como fung¢des de t, ou seja, sendo x = x(t) e y = y(t), temos ainda dx = x'(t)dt
e, aplicando as substituicdes na formula acima, obtemos

A= [1 y(t) - x'(£) dt
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2° caso:

Célculo da area da regido plana limitada pelos graficos de duas funcdes f e g e pelas retas x = a e

x = b, onde f e g s&o fungdes continuas no intervalo [a, b], com f(x) > g(x),V x € [a, b] e s8o dadas na
forma paramétrica.

{

Suponha que as fungdes f e g sdo dadas em sua forma paramétrica, respectivamente, por

xa = x(t) te(n,ule { S (€ [t 3], onde x(to) = xo(t2) = a € y1(t1) = y2(ts) = b.
i = xnl(t) v = »(t)

~

N
Nota 17. Note que, apesar de, com relacéo a variavel x, os limites de integragdo em x (integral
calculada com a fungcé@o na forma cartesiana) serem 0os mesmos para as duas funcdes f e g, 0s
limites de integracéo na variavel t ndo tem que ser necessariamente iguais, pois xi(t) € xx(t) séo

funcbes diferentes e que, portanto, ndo assumem, necessariamente, 0 mesmo valor para um dado
valor de t.
\.

Voltando, entdo, a obtencdo da formula para este caso, ja vimos que a férmula da area para este caso

qguando f e g sao dadas na sua expressao cartesiana €

A= / "LF(x) — g(x)] dx = / ) dx — / *4() dx.

Agora, considerando as parametrizagdes x; = x;(t) (de onde temos dx; = x{(t)dt), y1 = y(t), x =

x2(t) (de onde temos dx; = x5(t)dt), y» = y»(t) e, substituindo na férmula acima, obtemos

A— [1 yi(t) - () dt — [3 yo(t) - X4(8) dit,

gue é a férmula desejada para entre duas curvas na forma paramétrica.

Exemplo 3.34. Calcular a area da regiéo limitada pela elipse { x

3 cos(t)
= 2sen(t)

Solucdo: Trata-se de uma curva que é simétrica em relacdo aos eixos x e y e, portanto, para
calcular a area pedida, podemos calcular apenas a area A; da regido da elipse que se encontra no
1° quadrante e multiplica-la por 4.

Para aplicar a formula do 1° caso visto acima, devemos primeiro encontrar os limites de integragéo.
Isto porque foi pedida toda a area limitada pela elipse, que ja possui uma variacao limitada para x
(vejaque —3 < x <3)eparay (vejaque —2 < y < ?2).

Vamos entdo usar as equacdes que definem a elipse e os pontos da curva que limitam o pedaco
referente a A;, ou seja, os pontos M(0,2) e N(3,0).

Para o ponto M(0, 2), substituindo nas equacdes dadas, temos:

0 = 3cos(t) cos(t) = O T
— — typ = =
2 = 2sen(t) sen(t) = 1 2
Para o ponto (3, 0), temos:
3 = 3cos(t) N cos(t) = e h—0
0 = 2sen(t) sen(t) =
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Além disso, de x = 3 cos(t), nds temos x’(t) = —3sen(t) e, entdo, temos:

0 0

A = A:ly(t)-x’(t)dt:'[::22sen(t)-(—3sen(t))dt:/ —6sen2(t)dt:—6/ sen?(t)dt

/2 /2
01— cos(2t) °or1 1 t 1 Q
_ —6[(/2 ege— /7/2 [(5 - Ecos(2t)} dt = —6(5 — 7 sen(26)[%;
0 1 1 = 1 1 T 1 37

. n - . . 3
Portanto, a area da regido total limitada pela elipse dada é: A=4-A; =4 - g =67 u.a.

Exemplo 3.35. Calcular a area da regido localizada entre as elipses

{x = 2cos(t) o { X 2 cos(t)
y = 4sen(t) y = sen(t)

Solucéo: Fazendo um esbogo das duas curvas, usando as variagcées de x e y em cada uma, temos
uma idéia da regiao cuja area é procurada. Notemos que, para a primeira elipse, temos —2 < x < 2
e —4 < y < 4, enquanto que para a segunda, temos —2 < x <2 e —1 < y < 1, 0 que nos permite
perceber propriedade de simetria da regido em relacdo aos eixos.

Observemos agora que as duas curvas possuem a mesma variacdo para x € sdo simétricas em
relacdo aos eixos, o que faz com que se encontrem nos pontos (—2,0) e (2,0) e portanto nos da os
limites de integracdo em x, ou seja, a integracdo devera ocorrer de x = —2 a x = 2.

Podemos, portanto, calcular a area da metade superior da elipse (acima do eixo x) e multiplica-la por
2 para encontrar a area total.

O fato dos limites de integracdo em x serem justamente nos pontos comuns as duas elipses também
fard com que os limites de integracdo em t coincidam, ou seja:

Quando x = —2, para a primeira e a segunda elipse, temos:

—2=2cos(t) = cos(t) = -1 =t = .
Quando x = 2, para a primeira e a segunda elipse, temos:
2 =2cos(t) => cos(t) =1 =t = 0.

Entéo, temos, para a aplica¢éo da formula do 2° caso, ty = t, =mw e t; = t3 = 0.
Agora, como x;(t) = x(t) = 2 cos(t), temos que x;(t) = x5(t) = —2sen(t) e, entdo:

0 0

A = Ztl n(t) - x(t)dt — /ta ya(t) - x3(t)dt = / 4sen(t) - (—2sen(t))dt —/ sen(t) - (—2sen(t))dt

tr e ™
0

0 0 0
_gsen(t)dt + 2sen2(t)dt:/[—85en2(t)+2sen2(t)]dt:/ 6 sen?(t)dt

J T T

01 — cos(2 °1 1 1 1
_ —6/ ﬂdt_—6/ (5~ 5 cos(2t))dt = 63 ¢ — 5 sen(28)][2

2
620~ Ssen(0) - (b Ssen(en) = {0~ 2-0) - (T - .0

6
—6[—%] = ; =37 v.a.
Portanto, a area total entre as duas elipses € dada por

A=2-A1 =2 37 =67 u.a.

75




CALCULO I

3.10.1 Exercicios Propostos

t
3.23. Calcular a &rea da regido limitada pela elipse { x 3cos(t)
y = sen(t)

e . . 3 t R
3.24. Calcular a area da regiéo limitada a direita pela elipse { x 2COSEt; e a esquerda pela reta
y = sen
X = —3\/5
==
, o X 2 cos(t) -
3.25. Calcular a area da regido limitada pela curva 2sen(t) gue esti acima dareta y = 1.
sen
. 3cos3(t
3.26. Calcular a area entre o arco da hipocicléide x cos”(t) te {0, q earetax+y=23.
y = 3sen’(t), 2
3.27. Calcular a area da regido entre as curvas:
x = cos(t x = cos(t) x = 1+t x = t
@ (1) e | © e 2
y = sen(t) y = Esen(t) y = 143t y =t
o)X = 2cos’(t) N 2 cos(t) d) { x = 4cos(t) e { x = cos(t)
y = 2sen’(t) y = 2sen(t) y = 2sen(t) y = sen(t)
. Gabarito ;
31(&1)%:@)%;@) 0,835. 3.2(a)2;(b)§. 3.3(a) 9; (b) 18; (c) 4v/5; (d) —14. 3.4 (a) 15; (b) O; () —21; (d)—g;(e)4+7r;

2-2
4

P W0 LM 5020 L0 D@0 50 L sr@uemee ] (F-)ioFin (L)

e+1 ,e"—1 , V2(r+2)—8

; (:)—ge“;(f)z[ln(z)]z—2In(2)—Z:(g) i o ZOLELOT.O !
4 27

T, 32 1 .8 Y 1, 1.9 8 . "5 27 64 o
o 7+1v (h) Zv(') ?v(l)30- . 39 gy(b) gv(c) 36; (d) gy(e)2+ 671' () 6'(9) Ev(h) 5\/2 (0] Ev(])l—oy(k) 3 3.9 (a) %,
e ®MZOZ2.ODLE@LOZ@F+1L0)F 02,30 311(a) % 105 (03603 ©@2+37 03 @ 3% 05v20 .

©50)0% . 3.12(a) 64; (b) 2 {8 — %} ;(c)22. 3.1312. 3.14 (a) 2v/10 u.c; (b) 2/10 u.c; (c) 2/10 w.c.; 3.15 1?4 ue;

V2 -1
2-V3
o 1 2
" 8uc(Q) | SVIF 4+ Zin(r + VIF )| we (d)2vI0 u.c; () V2(e —e) uc; () = uc. 32124 u.c 3.22 32337 w.a; 3.24 o
8 2 2 4
144 — 27
3

L@ 5 0 10 5 e 0

O] 337” . 35(@)1le+l; (b % e0,69. 3.6 (a)16; (b) 8; (c) 12; (d) 36: (e) %; ®

8@ 50 2. ©

33 53 1 3
3.16 T u.c.; 3.17 (b) 12 u.c; () 3 u.c.; (d) senh lu.c;(e) 1+ 5 In(E) u.c.; (f)In u.c. 3.182u.c. 3.19(a) 27 u.c;(b) o

3 4
" (71'7 5 3) w.a; 3.25(?7T —3) ua; 3.26

1
u.a; 3.27 (a) g u.a; (b) 57# u.a; (C) : v.a; (d) 77 v.a o

Lemaé Outras Aplicacoes da Integral Definida e as

Integrais Improéprias

Aplicacdes das Integrais Definidas: Areas e Volumes

Apresentacao

Neste capitulo, continuaremos a apreciar, mais um pouco, as aplicacdes da integral definida, desta vez
trabalhando com curvas planas dadas por coordenadas polares, além com areas de superficies e volumes
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de solidos de revolucao, que séo figuras espaciais obtidas a partir da rotacao de regifes planas em torno
de um eixo fixo. Veremos também o caso do calculo de areas sob curvas “infinitas”, momento em que se
torna imprescindivel a definicdo e as aplicacBes das Integrais Improprias.

4.1 Comprimento e Area em Coordenadas Polares

Em Geometria Analitica, o aluno teve a oportunidade de conhecer uma outra maneira de localizar
pontos e definir conjuntos de pontos no plano, através de outros dois parametros que nao envolvem x e y,
mas que tem uma relacéo direta com estas duas coordenadas. Também foi visto como tracar ou esbocar
graficos de curvas dadas em funcédo destes parametros, que sdo denominados Coordenadas Polares.
Aqui, vamos usar a integral definida para definir as expressdes para a area e para o comprimento de arco
de curvas dadas em coordenadas polares.

Para uma melhor familiarizacdo do estudante com este tépico, principalmente no que diz respeito a
identificagcao da curva pela forma de sua equagéo polar e pelo tragado do seu gréafico, recomendamos uma
revisdo ao capitulo do médulo de Geometria Analitica referente a este tema.

4.1.1 As Principais Curvas dadas em Coordenadas Polares

Algumas curvas dadas em Coordenadas Polares tém propriedades e caracteristicas muito interes-
santes no estudo do Célculo Diferencial e da Geometria Analitica e por isso sédo estudadas com atencao
especial, tendo analisadas estas caracteristicas e utilizadas na simplificacdo do esbogo dos seus gréficos.
Séo elas:

(i) Retas

1° tipo: 6 = 6, (constante) ou 6 = 0y + nm, n € Z.

Ambas descrevem a mesma curva, que € uma reta que passa pelo o
polo e faz um angulo constante de 6y (ou 6y + n7) com o eixo polar. /5

2° tipo: a = rsen(f) ou a = rcos(d), onde a € R.

tivamente) ao eixo polar. o o

Sao as retas paralelas e perpendiculares (respec- ‘
i}

a=rsen(f),aeR a=rcos(h), ac |77
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(i) Circunferéncias

1°tipo: r=c,ceR.

Trata-se de circunferéncia com centro no pélo e raio igual a |c|.

2° tipo: r = 2acos(f), a € R*.

E a equacdo polar de uma circunferén-
cia com centro sobre o eixo polar, este po- [ \
dendo estar a direita (se a > 0) ou a es- % C P
guerda (se a < 0) do pdlo, raio de compri-
mento |a|, e que passa pelo pdlo, assim,
tangencia o eixo 0 = /2.

P
3° tipo: r =2asen(f), a € R*
lal
E a equacio da circunferéncia com cen-
tro no eixo § = 7 /2, este podendo estar
o

acima (se a > 0) ou abaixo (se a < 0) do
polo, raio de comprimento |a| e que passa
pelo polo tangenciando o eixo polar.

(iii) Limacons:

r = adzt bcos(d) ou r = a+ bsen(), onde a € R* e b € R*, séo as equacdes que representam as
limagons. Existem 3 classificacdes para as limagcons que exibimos a seguir.

Limagons com lago: Quando b > |3
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Limacons sem laco: Quando b < |a|.

o
120° —  — _60°
135° A o+ /450
1509, ~ [ \30° - e
/\/\ \/\/\
/B( >

- N
1509 X A/I\A//\ \30°
N O )

/ /\<\

Cardidide: Quando b = |3

Espécie de“limite” entre um limagon com lago e um sem lago, que tem a forma de um coracao, e por
isto leva este nome. Veja na figura a seguir.

(o} (o} (o} (o}
120°_ — + — _60° 120° — + — _60° 120°_ — T — _60°
135° /\{ — 1~ \//\}45" 135° N\ /™ 45° 1352/\( — 1~ \//\}45"
£ 150% Xy 1607 X~ T~ O »30°
~ 1P L T A AN
. AR SRS ah
180% + + 180% + +
. \ % Vol
VNN TR e XN N
2105 7~ + /i\/\/\/%30° 2108 4 y
205°~/ "=+t~ 318° 225°~/ \315°
240°~ — -+ — 300° 240°” — L —300°
0° 270°

(iv) Rosaceas

r=acos(nf) ou r = asen(nf), onde ac ReneN

1° caso: n é par.

Neste caso, trata-se de uma rosacea de 2n pétalas.

<]

2° caso: n & impar.

Neste caso, trata-se de uma rosacea de n pétalas.

(v) Lemniscatas

r?> = +a° cos(20) ou r? = £a%sen(26), a € R*, sdo equacdes que representam lemniscatas.
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(vi) Espirais
90°
120° _ — T \\600
As principais espirais sdo dadas pelas equacdes 135°< AX /> 45°
/
. . . 150°
o rf = a, com a > 0 (espiral hiperbdlica); N,
o
. . [
o r = af, com a > 0 (espiral de Arquimedes); 180° - +
Lo
. e \
o r = e (espiral logaritmica); \\ x X
e 7
21005 W AT oA X 73300
> . . N/ I x7 N\
o r* = 0 (espiral parabdlica). o250 ) =4 =~ U 3150
2400 =~ L =~ T3000
270°

Espiral de Arquimedes

4.1.2 Comprimento de Arco de uma Curva Dada em Coordenadas Polares

Vamos obter, agora, uma férmula para o comprimento de arco de uma curva dada em funcao de co-
ordenadas polares. O processo € muito simples, considerando 6§ como um parametro em funcéo do qual
podemos escrever x e y e utilizando a ja conhecida férmula do comprimento de arco para uma curva dada
em equacgdes paramétricas.

Considere entdo a curva C, dada pela equagao polar r = f(6).

Lembremos as relacdes existentes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas polares, a

saber:
x = rcos(6)
y = rsen(f)
Entdo, reescrevendo as relagdes acima aplicando a equagéo polar r = (), temos
() cos(0)
f(0)sen(0)

Portanto, temos nestas igualdades equacdes que podem ser vistas como equacfes paramétricas da
curva C (no parametro 6), com 6 € [6, 61]. Derivando-as em relacéo a 4, temos

% = f'(0)cos(8) — f(6)sen(d)
% = f'(0)sen(0) + f(0)cos(0)

80




A formula para o comprimento de arco para a curva com equacdes paramétricas em 6 é:

5= /H O+ ((0))2 do.

Calculemos, entdo, (x'(6))2 + (y'(6))2:

(X(0))? + (y'(0))* = ( >2+<%>

= [f'(0)cos(#) — f(0)sen(6)]? + [f'(#) sen(0) + £(6) cos(8)]?
= [f'(0)]? cos?(0) — 2f"(0)F(0) cos(8) sen(8) + [£(8)]? sen?(0)

+[F'()]? sen?(8) + 2f'(0)f (0) sen(#) cos(8) + [f(8)]? cos?(H)
[F/(0)]?(cos?(8) + sen?(8)) + [£(6)]?(cos?(8) + sen?(8))
[F(0)1% + [F(0))

Portanto, substituindo este resultado na férmula dada logo acima, obtemos finalmente

s— A IFOR 1 O do.

Exemplo 4.1. Calcular o comprimento da cardidide r = 2 + 2 cos(#).

Solugcédo: Observando a caracteristica de simetria que a curva dada tem em relacao ao eixo polar,
vamos entao calcular o comprimento da metade superior da cardidide (acima do eixo polar), ou seja,
para 6 € [0, 7r]. Portanto, temos

5 = /01«/[# 2+ [F(6) ]2d9—/ VI=2sen(@) + 2 + 2cos(O)? db

/ \/4sen2 (0) + 4 + 8cos(f) + 4 cos? d9—/ \/4 sen?(6) + cos?(#)) + 8 cos(6) + 4 do

/\/4+8cos +4d9—/ \/8(cos(f) + 1) db

= Az\/mcm:z[ 4(%)%
= 2Aﬂ\/4cos2(g) df = Aﬂ2cos<g> dé
= [2-2sen (g)} = {<4sen (g) . <4sen<g>>>} —8[1-0]=8

Exercicios Propostos

4.1. Calcular o comprimento de arco das curvas abaixo:

(a)r:e“’,entre9:0e9:g (c) r = 2asen(0)

, 2
(b) r = 1 + cos(f) (d) r=36%ded=0atéd=—
4.2. Em cada item abaixo, encontrar a integral que da o comprimento de arco da curva dada:
(@) r =3+ 2cos(0) () r =2 —3cos(0) (€) r = 4 cos(40)
(b) r = 3sen(36) (d) r? = 9 cos(26) (f) r =4+ 2sen(9)

4.1.3 Areas de Regides Planas Limitadas por Curvas em Coordenadas Polares

Nesta secdo, vamos determinar a expressao para a area de uma regido plana limitada pelo grafico de
uma funcdo dada em coordenadas polares. Intuitivamente o procedimento para a obtencao da férmula tem
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a mesma esséncia do que foi adotado para a obtengdo da formula da area sob o grafico de uma funcao
dada na forma cartesiana.

No entanto, ao invés da comparacédo com a area de retdngulos, utilizaremos areas de setores circulares,
uma vez que as figuras em coordenadas polares ndo sao construidas em funcéo de eixos coordenados e
sim em fun¢&o de um ponto e um angulo.

Vamos entdo encontrar a area A da regido R, limitada pelas retas § = « e § = 3 e pelo grafico de
r = f(#). Para ter uma compreenséo melhor da regido, veja a figura 4.8

Para isto, devemos supor F como uma fungdo continua e ndo negativa em [«, 3]. Consideremos entéo
uma parti¢cdo do intervalo [«, 8], a saber,

a=0h <O <bh<..<0;<b1<...<0,=0,

como sugere a figura 4.9.

Entao, para cada subintervalo [0;_1, 6] da particdo, onde j € {1, 2, ..., n}, consideremos o setor circular
cujo raio € f(y;) & cujo angulo central é Af;, onde p; € [0;_1,0;] € Ab; =6, — 0;_1.

Analogamente ao que acontece com a area dos retangulos no caso da formula para a area para fungoes
y = f(x), a &rea de cada setor circular correspondente a particao sera dada por

S[F ()P 461

Dai, uma boa aproximagéo para a area A da regido R é dada pela soma das areas de todos os setores
circulares correspondentes a particdo, ou seja, a soma

a =3 50PN,

ou, ainda,

An =3 SIF()P 6
i=1

A identificacéo entre a area da regido R e a soma acima ocorre a medida que tomamos n infinitamente
grande fazendo, com isso, com que cada A#d; se torne préximo de zero e nos permitindo entao escrever

1

— . 1 2 .
A= maxIIAnO],'—>0 2 ;[f((pl)] AG,,

ou

1 ) n ,
A= § maxlIArQ,-‘}O ;[f(%)] A91

n

Portanto, observando que, no 2° membro da igualdade acima, a expressao Z[f(tp,-)FA@; denota a Soma
i=1

de Riemann da fung&o [f()]?, temos finalmente que

1 [P )
A= 5/ [f(0)]°d9,
gue é, portanto, a formula desejada.

Exemplo 4.2. Calcular a area da regido limitada pela curva de equacgao r = 3 + 2sen(6).
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Solucdo: Como a equacao da curva tem a forma r = a + bsen(f), com b < a, trata-de um limacon
P By ~ . ™ ,

sem lago, que é simétrico em relacédo ao eixo § = —. Portanto, temos apenas que calcular a area A;

da regido limitada pela parte da curva que esta a direita deste eixo e multiplica-la por 2. Os pontos

0. ~ o o q -
que limitam esta parte da curva sao os correspondentes a 6 = —5 el = —5- Assim, para o calculo
da area A;, temos:
1 % 2 1 z 2
A= / 3+ 2sen(O)dd = / [0+ 125en(6) + 4 sen?(6)] d
-3 -3
_ %/ [9+ 12sen(9)+41_#s(29)} dH:% * {9+ 12sen(6) + 2[L — cos(26)]} d6

|
NI

%
= 1711 4 125en(8) — 2cos(26)] do =

5 [119 — 12 cos(f) — 2 - %sen(29)}

L
2 _

2

(SE]

T,
2

= % [110 — 12 cos(f) — sen(20)]

I
2

- (15 re(5) - ) - 1 () - 2 () )]

1 117 —117 1 /117 117w 117
= (G -ro-0) - (FF-0-0)| =3 (F+F) = F

Portanto, a area total da regido limitada pelo limacon é:

4.1.4 Exercicios Propostos

4.3. Calcular a area das regides limitadas pelas curvas abaixo:
(@) 4(1 + cos(9))
(b) r = cos(36)
(c) r = 3sen(26)

(d) r =3 —2cos(h)
(e) r> = 16 cos(20)

4.4. Encontre a area da regido interior ao circulo r = 10 e a direita da reta r cos() = 6.
4.5. Calcular a area da regido entre as curvas 2r = 3 e r = 3sen(6)

4.6. Encontrar a area da regido do primeiro quadrante delimitada pelo primeiro laco da espiral r = 26,

020epelasreta59:%e9:%.

4.2 Sodlidos e Superficies de Revolucao

No tema 3 e nas seg¢fes anteriores, vimos como a integral definida é utilizada no calculo de areas e
comprimentos de figuras e regiées planas associadas ao gréaficos de funcdes. Nesta secao, relembraremos
0 conceito e as propriedades das figuras ndo-planas (espaciais), porém, obtidas através de um movimento
de rotacdo de uma figura ou regiéo plana, em torno de um eixo fixo, os chamados Sélidos de Revolucao e
as chamadas Superficies de Revolucao.

4.1 Definicao. Ao fazermos uma regido do plano girar em torno de uma reta fixa qualquer do plano,
obtemos uma figura espacial, um sélido, denominado Sdélido de Revolucdo. A reta fixa em torno da qual
ocorre o giro é denominada Eixo de Revolucao.
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Vejamos alguns exemplos destes sélidos:

1. Ao fazer o retédngulo delimitado pelas retas x =0, x =3,y =0e
y = 2 girar em torno do eixo y, obtemos um cilindro (cilindro
de revolucéo).

2. Ao girarmos em torno do eixo x a reta y = x (ou a reta
y = —x), obtemos um cone (cone de revolucdo).

3. Se aplicarmos ao semicirculo limitado pela curva y =
v/1 — x2 uma rotacdo em torno do eixo dos x, obtemos a
esfera unitaria de centro na origem.

4.2 Definicao. Ao fazermos uma curva plana girar em torno de uma reta fixa qualquer do plano, obtemos
uma figura bidimendional, denominado Superficie de Revolucéo. A reta fixa em torno da qual ocorre o giro
€ denominada Eixo de Revolugéo.

4.2.1 Volume de Sélidos de Revolucao

Vamos agora a um dos mais interessantes problemas que ligam o Célculo a Geometria Analitica,que
€ o de determinar, através da Integral Definida, uma expresséo para o volume de um sélido de Revolugao
associado ao grafico de uma funcdo y = f(x).

Suponhamos para isso, primeiramente, que f(x) seja uma fungdo continua e ndo-negativa no intervalo
[a, b]. Consideremos entdo uma partigdo P deste intervalo [a, b], dada por

a=X0 <X <X <...<Xj<Xt1<...<Xp_1<Xp=n.

Denotemos (como nas outras vezes) por Ax; 0 comprimento de cada subintervalo [x;_1, x;] da particdo, ou
seja, AX; = X; — Xj_1.

Agora, para cada um desses subintervalos [x;_1, x;], vamos considerar o retdngulo R; de base Ax; e
altura igual f(c;), onde ¢; € [x;—1, x;]. Fazendo este retangulo girar em torno do eixo dos x, obtemos um
cilindro de revolugéo cujo volume é, da conhecida férmula da Geometria Espacial,

V(C,’) = 7rr2 -h= 7T[f(C,')]2AX,'.
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Logo, a soma dos volumes dos n cilindros originados a partir dos n retangulos da particao é dada por

Va

V(Cr;l) + V(@) + ...+ V() = 7[f(a)]?Ax + 7[f(c2)]?Axz + ... + 7[f(cn)]? Ax,
= wZ[f(c,-)]zAx;

e esta soma, analogamente ao que aconteceu no caso do comprimento de arco e da area sob a curva
y = f(x), nos d& uma boa aproximacdo do que na verdade € o volume V do sélido gerado pela rotagcdo
desta curva, como ilustra a figura 4.13

A medida em que tomamos n muito grande, o valor da soma dos volumes dos cilindros ¢;, dado, pela
expressdo acima, aproxima-se cada vez mais do volume do referido sélido, o que nos permite entdo escr-
ever

maxAx;—0

V= lim wZ[f(c;)FAX;.

n
Observando, agora, que a expressao Z[f(c;)]zAx,- denota uma soma de Riemann para a fungao [f(x)]?
i=1
e lembrando que f(x) é supostamente continua ( 0 que faz com que exista limite acima), podemos final-

mente escrever i
v=r [ [P,
a
gue é a expressao que define o volume V procurado.
Vejamos alguns outros casos:
1. f(x) é negativa em alguma parte do intervalo  [a, b]:

A mesma formula acima também é usada para o caso de f ser negativa em alguma parte de [a, b].
Isto porque o volume do sélido gerado pela rotagdo do grafico de [f(x)] em torno do eixo x € 0 mesmo

volume gerado pela rotacéo do grafico de y = —f(x) em torno deste mesmo eixo. Isto pode ser notado
geometricamente pela propriedade de “simetria” que o sélido tem em relacdo a este eixo e analiticamente
pela propria expressédo que define o volume (observe que [f(x)]? = [—f(x)]?, V x).

2. A regido esta entre os graficos de duas fungdes f(x) e g(x) no intervalo |[a, b]

No caso em que queremos o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo x, da regido
compreendida entre os graficos das fungBes f(x) e g(x) e entre as retas x = a e x = b, usando um
raciocinio completamente analogo ao utilizado para se chegar a formula da area entre duas curvas, e
supondo f(x) > g(x), ¥ x € [a, b], obtemos faciimente que este volume é dado por

v=w/ﬁﬂmﬁ—wuwwx

3. Aregido gira em torno do eixo y

Seja x = g(y) a equacdo da curva dada. Se queremos a expresséo gque define o volume do soélido
gerado pela rotagdo da regido compreendida entre a curva e o eixo dos y no intervalo [c, d], por um
raciocinio completamente analogo, tomando-se uma partico deste vez do intervalo [c, d], obtemos que o
referido volume é dado por

v=w/ﬁﬂmﬁ—wuwwx

4. Aregido gira em torno de uma reta paralela a um dos eixos

(@ Emtornodaretay = L
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O procedimento para a obtencao da formula do volume acaba sendo essencialmente 0 mesmo do
gue foi usado para a rotacdo em torno do eixo x, apenas tendo o cuidado de retirar (ou “acrescentar”, a
depender se L for positivo ou negativo) a regidao compreendida entre esta reta e o eixo x. Assim, a formula
para este caso € dada por:

b
V= / [F(x) — L]2dx.
(b) Em torno da reta x = M.

Agora, seguindo 0 mesmo raciocinio usado para a rota¢&o, em torno do eixo y, de uma curva x = g(y),
e fazendo as consideracfes analogas as que foram feitas no item (a), ou seja, retirando do célculo o
pedaco da regido compreendida entre a reta x = M e 0 eixo y (ou acrescentando, a depender do sinal de
M), obtemos a férmula para o volume do sélido gerado pela rotagéo da regiéo limitada pela curva x = g(y),
pelareta x = M e pelasretas y = ce y = d, em torno de x = M, que é dada por:

d
v=r [ ley) - MPay.

Exemplo 4.3. Determinar o volume do sélido de revolugéo obtido pela rotacédo, em torno do eixo y, da
N 1 ,
regido limitada pela curva y = §X2’ pelo eixo dos x e pelas retas x =1 e x = 4.

Solugdo: Trata-se do caso mais simples e, dado, inicialmente, pois, temos f(x) > 0,V x € [1, 4].
Entéo, aplicando a formula dada, temos:

b 4 1 2 1 4
7T/ [f(x)]?dx = 7T/ {—Xz} dx =m= / x*dx
a 1 L2 4 )1

RN AN Nt 771'(1024 1)7102% )
- a\35)|, " ~ 4 - e

., 4\5 5 5 5 20
Exemplo 4.4. Calcular o volume do solido gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos x, da regiao
limitada pela pardbola y = (x — 2)? e pelareta y = 2x — 1.

%4

Solucéo: Fazendo um eshoco grafico da regido, obtemos o que pode ser visto na figura 4.15.
Encontrando os pontos de interseccao entre as curvas, que serdo os limites de integracao, temos:

(x—2P2=2x—1=x>—-6x+5=0,

oquenosdax=5ex=1.
Observe também que em 1 < x < 5temos 2x—1 > (x—1)2. Portanto, aplicando a féormula apresentada
no segundo caso particular mencionado acima, temos:

Vo= x / ((FIP - [g()P)dx = = / (12x — 12 — [(x — 2)2)dx

5
= 7r/ (4x% — 4x +1 — [x* — 8x® + 24x® — 32x 4 16])dx
1

2 x> 20x3 >
= 7r/ (—x* 4+ 8x> — 20x% + 28x — 15)dx =7 K—? + 2x* — = 14x? — 15x }
1

1

5 20 - 3 15 2 ,13
— w[<—%+2-54— 0.5 +14-52—15'5>—<—§+2-14— 0 +14.12—15.1>}
= WK—625+1250—25—300+350—75>—(—%+2—?+14—15>}:14145”

Exemplo 4.5. A regido limitada pela curva y = x3, pelo eixo dos y e pela reta y = 8 gira em torno do
eixo y. Determinar o volume do sélido de revolucéo obtido.
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Solucdo: Podemos ver um esbog¢o da regido mencionada na figura 4.15. Como a rotacdo agora
ocorre em torno do eixo y, devemos escrever a curva como uma fungdo x = g(y). Entdo temos

y:x3:>x:\3/)_/.

Além disso, observe que a regido é limitada inferiormente pelo eixo dos x, ou seja, a reta y = 0 (pois
a curva intersecta o eixo y neste valor,“fechando” a regido inferiormente). Portanto, como a regiéo &
limitada superiormente pela reta y = 8, temos, aplicando a férmula vista para este caso,

8
vV

w [(leray=r [trRay=r [yt ay=r ()

3 3 3 96
r|(587) - (5 07) | = o =5 v

0

4.2.2 Exercicios Propostos

4.7. Em cada item abaixo, encontre o volume do sélido gerado pela regido delimitada pelas curvas e retas
dadas, em torno do eixo respectivamente dado:

(@ y=x4+1,x=0,x=2eeixo x ; em torno do eixo x
(b) y = x> e y = x3 ; em torno do eixo x
(C)y =cos(x),y =sen(x),x=0ex = %;em torno do eixo x
(d)y=Inx,y=-1,y =2eo0eixo y;emtorno do eixoy
(e) y =x3ey = x?;emtorno do eixo y

1 1 . .
(f)y:—,y:Z,y:4e0elx0y;emtorn0d0e|x0y

X

(@ y=2x3x=1,x=2ey=2;emtorno do eixo y = 2

4.8. Determinar o volume do sdlido gerado pela rotagdo, em torno da reta y = 2, da regido entre os
gréficos de y = sen(x) e y = sen3(x), de x = 0 até x = g

4.2.3 Area de uma Superficie de Revolucio

Como ja foi mencionado no inicio desta secdo, quando, ao invés de girar uma regido plana, giramos
uma curva plana em torno de um eixo fixo, obtemos o que é denominada Superficie de Revolucéo.

Vamos agora nos reportar ao problema de determinar a area de uma superficie de Revolugéo gerada
pela rotacéo de uma curva de equagdo y = f(x), com x € [a, b], em torno do eixo dos x. Para tanto, assim
como foi feito na deducéo da formula para volumes de sélidos de revolugao, vamos supor inicialmente que
f(x) > 0 nointervalo [a, b] e também que f é uma fung&o derivavel no intervalo [a, b].

Analogamente ao que foi feito para as formulas de area, comprimento de arco de uma curva e volume
de solidos de revolugéo, consideremos uma particdo P do intervalo [a, b], dada por

a=x<x1<x<...<X<X41<...<Xp—1< X9 =X, =b.
Considere agora os pontos Py, Py, P, ..., P, 0s pontos da curva associados a particdo, ou seja,

0s pontos da curva cujas abcissas séo os valores de x tomados na particdo. Ja sabemos, da secdo
87




CALCULO I

sobre a féormula do comprimento de arco de uma curva dada na forma cartesiana, que, unindo-se de
maneira consecutiva estes pontos, obtemos uma poligonal cujo comprimento se aproxima cada vez mais
do comprimento da curva dada, a medida que tomamos o valor de n cada vez maior.

Agora, se fizermos (intuitivamente) cada segmento da referida poligonal girar em torno do eixo x, obter-
emos uma superficie de revolucdo cuja geometria € muito conhecida, dos nossos estudos de Geometria
Espacial: o tronco de cone.Sabe-se que a area lateral do tronco de cone é dada por

A = m(R+r)L,

onde R é o raio da base maior, r é o raio da base menor e L € o comprimento da geratriz (segmento de reta
gue gira dando origem a esta superficie). Ainda pela figura 4.16, podemos perceber que, em relagdo ao
tronco de cone gerado pela rotagdo do /-ésimo segmento da poligonal, temos que R = f(x;), r = f(xj-1)
(isto supondo f(x;) > f(x;—1)) e L = Al; € o comprimento do i-ésimo segmento da poligonal, dado neste
caso por

Al =\/(xi = xi—1)2 + (F(x) — F(xi-1))2.
Temos, entdo, que a area lateral do /-ésimo tronco de cone gerado pelo giro da poligonal é dada por

A= 7T[f(X,') =+ f(X,'_l)]A/,'.

Porém, como f &, por hip6tese, continua no intervalo [a, b] (e, portanto, em cada intervalo [x;_1, x;] da
particdo) sabemos, pelo Teorema do Valor Intermediario (Célculo 1), que existe um ¢; em [x;_1, x;], tal que

f(¢) = w Dai, na ultima igualdade acima, podemos fazer

T[f(xi) + F(xic1)] A =7 -2 w

27Tf(C,')A/,' (410)

A,' A/I

Temos, ainda, que, pelo Teorema do Valor Médio, uma vez que f é derivavel no intervalo [a, b] e portanto
em cada subintervalo [x;_1, x;] da particdo, paracada/=1,2,...,n, existe um d; € [x;,_1, x], tal que

f(X,') — f(X,'_l) = f/(d,')(X,' — X,'_1).

Dai, a expressao obtida anteriormente para Al; pode ser reescrita como

A/,' = \/(X,' — X,'fl)2 + [f/(d,')(X,' — X,',l)]2 = \/(X,' - X,'fl)2 + [f’(d,')]2(X,' — X,',l)2
= /06— x)2[1+ (F(d)?] = /1 + [F(d)]? - Ax,

onde AX; = Xj — Xj_1.

Substituindo esta expresséo na expresséo de A;, obtemos ento:
A,’ = 27Tf(C,') 1+ [f’(d,)]2 . AX,'.

Somando entéo as areas laterais dos troncos de cone gerados pela rotagdo em torno do eixo x de toda
a poligonal, obtemos

A= 3 2 (@)1 + (@I - A = 213 F(@)W/1+ [F(@F - A
i=1 i=1

Analogamente aos casos do volume, area de regides planas e comprimento de arco, a medida que n
cresce muito, fazendo Ax; muito pequeno, a soma acima aproxima-se cada vez mais da area exata da
superficie gerada pela rotagéo da curva y = f(x), 0 que sugere a seguinte definicdo.
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4.3 Definicdo. Considere C uma curva cuja equacgdo cartesiana seja y = f(x), onde f é continua e
derivavel no intervalo [a, b], f’ € continua neste intervalo e f(x) > 0,Vx € [a, b]. A &rea A da superficie de
revolucdo gerada pela rotacédo da curva C, de x = aa x = b, em torno do eixo x é dada por

A= lim i 27Tf(C,') 1+ [IC/(d,)]2 . AX,' = 27Ti f(C,’) 1+ [IC/(d,)]2 . AX,'

max Ax;—0 4 "
= i=1

Porém, o limite que aparece a direita na igualdade acima corresponde a integral definida de a a b da
funcéo 27f(x)4/1 + [f'(x)]?, 0 que nos permite redefinir a area da referida superficie como

A=on /ab Fx)\/1+ [F (x)]2dx

que é a férmula da area da superficie de revolu¢cdo mencionada.

Notemos agora que, de uma maneira completamente analoga, usando exatamente a mesma sequéncia
de argumentos, mostra-se facilimente que a area da superficie de revolucéo gerada pela rotacdo em torno
do eixo y de uma curva C cuja equacdo cartesiana € dada por x = g(y), com a fungdo g cumprindo as
hip6teses analogas as cumpridas pela funcéo f na definicdo acima, de y = ca y = d, é dada por

A= 27T/ gy)V/1+I[g'(y)2dy.

Exemplo 4.6. Calcular a &rea da superficie de revolug&o obtida pela rotagdo, em torno do eixo dos x,
da curva dada por y = /x, em [1, 4].

Solugédo: Sendo y = /x, entéo y’ = . Assim, aplicando a formula obtida, temos:

2
A = o [ TR o [ 1 [ o
= 2”/\/_ 1+—dx-27r/ \/—\/m _2/ 4x—|—1

= 27r/ 4X72+dx:7r/ \/4x+1dxll1ﬂ'{4x+l
1 1
3
2

= Sl DA = @4+ ni-@1+0) ]:—[172—521
1 __6

B {17\/_ 5\/_}

a 6

Exemplo 4.7. Calcular a area da superficie de revolucédo obtida pela rotacdo, em torno do eixo y, da
curva dada por y = /x,com0 < y < 1.
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Solugdo: Bem, primeiramente, ja que a rotacao ocorre em torno do eixo y, devemos reescrever a
equacdo que define a curva como uma fungdo x = g(y). Assim, temos, de y = ¥/x, que x = y> e
dessa Ultima temos x’ = g’(y) = 3y?. Ento, aplicando a férmula obtida para este caso, temos:

d 1 1
a=2r [ gV E0IPdy =2r [ v+ yPdy =2r [ y2/1 oty
c 0 0

Calculando a integral indefinida /y3\/1 +9y4dy, fazemos u = 1 + 9y*, e entdo temos dai que

du = 36y> dy, ou ainda y3dy = % Assim, a referida integral fica

Voltando com este resultado ao calculo da area, temos entdo

1 1

A

1 ,
o |—(1 4-}
77{54( +9y%): .

(1+9-193 —(1+9-0%3] = 2—”7[103 13 = %(10@— 1) u.a.

1 e
= 2m - {1+ 9y")3]|

™

27

4.2.4 Exercicios Propostos

4.9. Calcule, em cada item abaixo, a area da superficie de revolugdo gerada pela rotagéo da curva dada,
no respectivo intervalo, em torno do eixo indicado:

. : 1 .
(@) y =2x*, 0 < x < 2; emtorno do eixo x (c)y:5x,0§x§4;emtornodoelx0x
(b) x =y, 1<y <4;emtorno do eixo y (d)y = v4—x2,0< x <1;emtorno do eixo x.

4.10. Calcule a area da superficie de revolugéo obtida pela rotagdo do arco da parébola y? = 8x, 1 < x <
12, ao redor do eixo dos x.

4.11. Calcular a area da superficie do cone gerado pela rotacdo do segmento de reta y = 4x,0 < x < 2;

(a) Em torno do eixo x; (b) Em torno do eixo y.

4.3 Integrais Improéprias

Na definicdo da Integral Definida de uma funcdo f(x) em um intervalo [a, b], esta fungdo sempre é
suposta continua neste intervalo. Nesta se¢éo, vamos estender este conceito de integral para trabalharmos
com integrais em intervalos infinitos, nos quais estas integrais receberdo entdo a nomenclatura de Integrais
Impréprias.
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4.3.1 Integrais Impréprias com Extremos de Integracio Infinitos

y

Consideremos o problema de determinar a area A da regido limitada
pela curva y = e, pelo eixo dos x e pelo eixo dos y (veja a regido na
figura ao lado). Seria muito natural imaginar que, como a regido men-
cionada € infinita, sua area nao pode ser avaliada com um valor infinito.
Mas tenhamos cuidado com esta idéia.

Vamos, para tentar verificar a veracidade desta idéia, fixar uma outra reta vertical, digamos x = b, com
b > 0, determinar a parte da area da referida regido que se encontra entre o eixo y e areta x = B. Da
secdo 3.4, se denotarmos por A’ a area desta parte da regido e considerarmos uma particdo P do intervalo
[0,b],dadapor0=x < x3 < ... < xj—1 < X; < ...< X, = b, temos:

max Ax; max Ax;

n n b b
r_ . . - . —q - —X —[_a—X (e by _(_0)y_1_ ob
A= Ilmﬁoiz:;f(c,)Ax, I|m_}0iz:;e Ax, Ae dx=[-e]| = (~e )~ () =1

Agora, se fizermos b crescer ilimitadamente, a area que acabamos de calcular se torna cada vez mais
proxima daquela area A, que inicialmente imaginavamos ser infinita. Logo, para calcular a referida area,
basta tomar o limite da A’ quando b “tende” ao infinito, ou seja,

b
A= lim A = lim / e dx= lim(l—e?)=1
0

b—oo b— o0 b— o0

Concluimos com estas igualdades que, ndo importando o quéo grande seja o valor de b, a area limitada
pela curva y = e, 0 €ix0 x, 0 €ix0 y e a reta x = b ndo é sempre menor que 1.

Generalizando o raciocinio usado na resolucao deste problema, apresentamos a seguinte

4.4 Definicdo. Seja f é uma funcao continua para todo x > a, entdo
+o0o b
/ f(x) dx = lim / f(x) dx,
Ja b—oo J,

se este limite existir.

No caso do limite infinito da integracdo ser o inferior, ou seja, se estamos integrando uma funcdo 1 no
intervalo (—oo, b], procedemos num raciocinio completamente idéntico ao anterior, sé que agora fixando
uma reta x = a e posteriormente tomando o limite com a tendendo a —oco, 0 que nos leva a préxima
definicéo.

4.5 Definicdo. Seja f é uma funcéo continua para todo x < b, entéo

/b f(x) dx = lim 'Lbf(x) dx,

—
J—o0o a o0

se este limite existir.

Finalmente, no caso em que ambos os limites de integracdo sao infinitos, ou seja, a integracdo ocorre
de —o0 a 400, juntando os argumentos anteriores e propriedades da integral definida, temos a definigdo
gue segue.

4.6 Definicdo. Seja f é uma fungdo continua para todo x € R e ¢ € um ndmero real qualquer, entao

/m f(x) dx = _lim / f(x) dx + bﬂToo'lbf(x) dx,

J—oc0 a——00

se estes limites existirem.
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Nota 18. Nas trés definicbes acima, quando os limites a direita nas igualdades existem, dizemos
que a integral imprépria € convergente (ou que ela converge); caso contrario dizemos que a integral
imprépria é divergente (ou que ela diverge).

2
. d .
Exemplo 4.8. Calcular a integral / (47)(2 se ela convergir.

x)

Solugédo: Temos, pela primeira das trés definicdes dadas, que

2 dx : Podx {1}
Ly - A aop . im i
1

I
E]

2— lim (l— 1 )
a_a—>—<>o 2 4-—a

I
5
3
I/~
\l/

|
5
3
I/~
~

| | =
QO
~——

Il
N| —

|

I
N —

+o0o
Exemplo 4.9. Calcular a integral/ xe *dx, se ela convergir.
0

Solucéo: Pela definicdo apresentada para este tipo de integral, temos

“+o00 b
xe “dx = lim xe ~ dx.
0 b—+co Jo

Agora, calculando a integral indefinida [ xe™ dx por partes, fazemos v = x e dv = e”*dx, de onde

temos, respectivamente, du = dx e v = —e~* e, portanto, vem
/xe‘x dx=—xe *—e *+ C.

Entao, voltando ao calculo da integral imprépria e substituindo este resultado no 2° membro, obtemos

+oo b
A xe Xdx = bﬂToo [—xe*X - e*X]|0 = bﬂToo[(—bzb —e?)—(-0-e -0
= lim [-be™?—eP+1]=— lim — —-0+1
b——+00 b—+oc0 €

Agora, o limite . lim — pode ser calculado com o auxilio das regras de LHospital, ja que numerador
e

— 400

e denominador tendem ao infinito quando b — +oco. Desta forma, temos
. b . 1
b—I[Too E =, lim b 0

Dai, finalmente, a nossa integral fica
+oo
/ xe “dx=-0+0-1=1,
0

gue € o valor da integral procurada.

4.3.2 Qutras Integrais Impréprias

Consideremos, agora, o problema de determinar a area sob o grafico de uma funcao f positiva e
continua no intervalo finito [a, b), porém com uma assintota vertical em x = b. Denotando por S a regido
ilimitada sob o grafico de f acima do eixo x, de x = aa x = b, a area da parte de S que esta entre a e t,
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para um t com a < t < b qualquer é dada por
t
Alt) = / F(x) dx.

Se acontecer da area A(t) tender a um numero finito & medida que ¢t — b~ e denotarmos este nimero
por A, entdo podemos dizer que a area da regido S é A, ou seja:

A= 'Lb f(x) dx = lim 'Ltf(x) dx.

t—b—

Esta expressdo € usada para definir este outro tipo de integral imprépria, mesmo quando f nao é
estritamente positiva, e ndo importando o tipo de descontinuidade que f possua em x = b. Este raciocinio
para este tipo de situacdo motiva a formulacdo da definicdo a seguir, para este outro tipo de Integral
Imprépria.

4.7 Definicdo. Seja f uma fungdo continua para todo x € [a, b) e descontinua em x = b. Se lim f(x) =

x—b—

+o00, entédo

t—b—

'Lb f(x) dx = lim 'Ltf(x) dx,

se este limite existir.

No caso da descontinuidade ocorrer no extremo esquerdo do intervalo, ou melhor, no limite superior da
integracdo, um raciocinio essencialmente analogo sob a area sob a curva nos leva a seguinte definigao.

4.8 Definicdo. Seja f uma fungéo continua para todo x € (a,b] e descontinua em x = a, com lim f(x) =

x—at

+o00. Entéo

[ £(x) dx = lim [ F(x) dx,

t—at

se este limite existir.

Analogamente as integrais improprias do tipo anterior, teremos que, se os limites nos segundos mem-
bros das definicdes acima existirem, diremos que as respectivas integrais convergem e em caso contrario,
diremos que elas divergem.

Agora, no caso da descontinuidade ocorrer em um ponto c tal que a < ¢ < b, utilizamos os dois casos
anteriores para apresentar a préxima definicdo.

4.9 Definicdo. Seja f uma funcéo continua para todo x € [a, b] exceto em x = ¢, sendo a < ¢ < b, com
lim |f(x)| = £oo. Entéo
X—C

'Lbf(x) dx = lim [f(x) dx + lim lbf(x) dx,

t—c~ s—ct,

se estes limites existirem, ou

'Lbf(x) dx = / F(x) dx+[f(x) dx,

se as duas integrais a direita convergirem.

dx

5
Exemplo 4.10. Calcular a integral .
p g A ]
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Solucéo: Notemos, primeiramente, que esta integral de fato & imprépria, pois a funcéo f(x) =

1
X o 2 . . .
acontece no extremo esquerdo do intervalo, usando a segunda das trés definicbes apresentadas
nesta se¢cdo, obtemos

possui uma assintota vertical (uma descontinuidade) em x = 2. Como esta descontinuidade

5 dx . 5 :
L Y L N e S R

— in;z[ﬁ Vi—2]= lim  (2V3) - Jim (Ve - 2)=2V3

Portanto, a integral dada é convergente. Além disso, a funcéo integrando é sempre positiva, 0 que nos

permite afirmar que a integral representa a area sob seu gréfico, no intervalo [2, 5].

3
. d .
Exemplo 4.11. Calcularalntegral/ —Xl,se for possivel.
Jo X —

Solugcdo: Notemos que a funcéo integrando possui uma assintota vertical em x = 1. Como esta
descontinuidade ocorre "no meio"do intervalo de integracao, ou seja, entre 0 e 3, usando a formula
apresentada na terceira das definicbes desta secdo, temos

3dx_ ldx+ 3 dx
oX—]._OX—]. 1X—1

1
Calculando, primeiramente, / , temos:
0 X—
Vdx i b odx
A x—1 t—tT*A x—1
= lim(In|x=1D)|g= lim (In[t—=1]—In|=1]) = lim In(1—1t) = —cc
t—1— t—1— t—1—

. Lodx . . 3 dx , . .
Portanto, a integral ~—1 diverge. Dai, nds temos que a integral 1 também diverge (pois
® X= 9 X=

teria que as duas integrais em que ela se decompde convergirem), ndo precisando avaliar a integral

3 dx
1 X—]..

4.3.3 Exercicios Propostos

4.12. Verifique quais das seguintes integrais sao impréprias, justificando as que forem:

+oo . +oo
@ /1 e dx (d) / S dx
(b) /ﬁ/2 sec(x)dx (e) / In(x — 1)dx
Jo
2 X
(C)A X2—5X—|—6dx (f)/ 2X—1

4.13. Em cada item abaixo, determine se a integral imprépria é convergente ou divergente. Se for conver-
gente, calcule-a:
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“+oo
@ A e~*dx .

"o (e) —
(b) /700x-57"2dx (17/2 L ;y
© /+°° x dx (f)A 1 —sen(y)

5 V9—x2 2 dx

T3 dx @ /, x3
@ [, v

. Gabarito :
o 4.1 (@) v2(e™/? — 1)u.c; (b) 8u.c.; (c) 2aru.c.; (d) 2—87(9 + w232 — 8 ue. . 4.2 (a) 2/ \/13 4+ 12cos(8) do; .
JOo

x/6 ™ /4 e o
> (b) 18/ 1/ 9cos?(30) 4+ sen?(30)  do; (©) 2/ \/13 —12cos(f) dé; (d) 12/ _— ) o
0 0 0 +/ cos(20) N

/8 /2 .
o 64/ 16 sen2(40) + cos2(40) do; (f) 4 \/5+4sen(0) do . 4.3 (a) 24w uv.a.; (b) % u.a.; (c) 9; va; (d) 117 wa; o
8 o
o 0 —7/2 o
o 3V3 3 93 373 26 2 o
o ()16 ua. 44 (m— —f) va. 452 i) va. 462" ua. 47@) 2T wvi () Z v © Z wv (d) e
. 2 2 8 2502 . 3 25 2 "
o 1 15 152 4r 3 o
2 (e“ - e_2) wvi @ 1o uvi () o uvi (@) = uv. 48 (?7r - %) wv. 49 @ L (GTIVETT — 1) wai () |

N %(17\/ﬁ —5v5) w.a.; (C) 457 v.a.; (d) 4w v.a. 4.10 8?”(28\/7 —3v6) ua. 4.11(a) 16V177 v.a; (b) 4177 v.a. 4.12(@@) .
w (Intervalo infinito); (b) (Descontinuidade em x = /2); (c) (Descontinuidade em x = 2); (d) (Intervalo infinito); (e) (Descontinuidade em o
o x=1. 413 (@) 1; (b) 27—5; (c) diverge; (d) g; (e) 2; (f) diverge; (g) diverge . o
o n

O 2 2222222222 23232&23232&2322323223232=232328232328232282z2&23232232222282z222z222222=222=222z222z222222=22z2=2222z2=22%
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SN
<. Atividade Orientada

Etapa 1

5.0.1. Calcular, utilizando as propriedades da integracéo, as seguintes integrais:

1
2
(a) /(3X4—|—bX3+3C)dX (C) / <9t +ﬁ> dt ( ) /SGT
(b) / x3\/x dx (d) / 7)(5 + )2;(2 _ ldx 0] /tg2(x) cossec?(x)dx

I ~ 1
5.0.2. Encontre uma primitiva da fun¢éo f(x) = — + 1, que se anule para x = 2.
X

5.0.3. O ponto (—1, 4) esta sobre uma curva e em qualquer ponto (x, y) da curva, a reta tangente a curva

L N . 3x ~
tem inclinagao igual a 5 2. Encontre uma equagéo para a curva.

5.0.4. O volume de agua num tanque é V m* quando a profundidade da &gua é h m. Se a taxa de variagéo
de V em relagdo a h for 7(4h? + 12h + 9), ache o volume de agua no tanque quando a profundidade for de
3 m. Sugestéo: Perceba que quando h = 0, o volume V = 0.

5.0.5. Aplicando o método da mudanga de variavel (ou Substituicdo), calcule as seguintes integrais

indefinidas:
@ / V3% =7 dx © / P sec?(r) dr © / sen(x) sen(cos(x)) dx
(b) / (252 + 1)8 dx (d) / y cossec(3y?) cotg(3y?) dx  (f) / 2sen(x)/1 + cos(x) dx
5.0.6. Aplicando integracdo por partes, calcule as seguintes integrais:
@ / e sen(x) dx © / xIn(3x) dx © / cos3(x) dx
(b) / te't dit (d) / 32 cos(2x) dx 0 / e d

Etapa 2

5.0.7. Calcule as seguintes integrais de funcdes trigonométricas:
sen( 2x sen
( ),/ cos(x (c )/cos4

(b) /sen2(2x+ 1) dx (d) /sen3(20)d0

5.0.8. Calcule as integrais abaixo, preparando o integrando convenientemente com o auxilio das rela¢des
trigonométricas.

() /sen2(x) cos*(x) dx (©) /sen3(1 — 20) cos®(1 — 26) df
(b) /tg4(x) dx (d) /cossec4(3 — 2x) dx

5.0.9. Aplicando uma substituicdo trigonométrica conveniente, resolva as integrais:
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\/_—Xz / dx
C) | —————d
(@) / © x3v/x2 — 16 X
eX
by [ (m/————dx
()./wm g | Vimem
5.0.10. Aplicando a decomposicdo em fragdes parciais, calcule as seguintes integrais:
X2 —|— 2x —1
dx
(a)/x3 X+3 (b)/ x2—|—1)d
5.0.11. Calcule as seguintes integrais envolvendo funcdes irracionais:
dx
. \/9—16x—4x2 J (2x —=1)4/x?> —x+5/4
Etapa 3
5.0.12. Calcular as seguintes integrais definidas:
1 2 2
(@) / (x® — 4x* 4+ 1)dx (©) / x-e X Thdx
0
b x dx cos(x
(b).A x2+1 ()/ 1—|—sen 5dX

5.0.13. Utilize as propriedades da integral definida para calcular a mtegral da funcéo dada no intervalo
dado e esbocar o gréfico.

2x+5 —-1<x<0
(@ﬂ@={ 5 iogxgl (©) f(x) = x _%1 m-1<x<1
(b) f(X) _ |sen(x)|, em [—7T,7T] (d) f(X) ( ) |COS(X)| de —ramw

5.0.14. Encontre a area da regido plana descritas abaixo:

(a) Limitada pela curva y = x> — 4x,0eixodos xe asretasx =1 e x = 3
(b) Limitada pela curva y = 4 — x? e 0 eixo dos x.

(c) Limitada pelas curvas y = x? e y = —x? + 4x.

(d) Limitada pela parabola x> = —y e pelareta y = —4.

(e) Limitada pela curva y = tg?(x), pelo eixo x e pela reta x = %

5.0.15. Calcule o comprimento do segmento da reta 2x + y = 6 tal que —1 < x < 2 por trés métodos:

(a) Pela férmula da distancia entre dois pontos;
(b) Usando a férmula do comprimento de arco de uma curva y = f(x);
(c) Usando a formula do comprimento de arco de uma curva x = g(y).

. 1
5.0.16. Encontre o comprimento do arco da curva y = g\/}(3x —1),x € [1,4]

5.0.17. Mostre, usando a integral definida, que o comprimento de uma circunferéncia de raio 2a é dado
por 4aw. Sugestédo: Use as equacdes
x = 2acos(t)
{ y = 2asen(t),
que séo equacgdes paramétricas desta curva e a formula para o comprimento de arco de uma curva dada
em equacdes paramétricas.

5.0.18. Encontre o volume do sélido gerado pela rotagdo, em torno do eixo x, da regido limitada pela
curva y = cotg(x), pela reta x = % e pelo eixo x.
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