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APRESENTACAO

Estas notas tratam do calculo integral de fungoes de varias variaveis.

Aprendemos no curso de calculo de uma variavel que o conceito de primitiva
de uma funcao continua e positiva esta ligado a nocao de area da regiao
limitada pelo seu grafico e o eixo Ox. Por definicao, a area € igual a integral de
Riemann da fungao e a conexao mencionada acima se da por meio do Teorema
Fundamental do Cdlculo.

O objetivo deste curso é generalizar a integral de Riemann para varias variaveis
(duas ou trés). No caso de varias variaveis veremos que o conceito de integral
dupla esta relacionado ao volume de uma regiao do espago tridimensional
limitada pelo grafico de funcoes.

A integral tripla € usada para a obtencao do volume e massa de sélidos mais
gerais.

Veremos que para efetuar o calculo da integral dupla ou tripla usa-se um
procedimento semelhante ao “Principio de Cavalieri” estudado na Geometria
Espacial. Para calcular um volume de um determinado sélido, a ideia € subdividi-
lo em fatias e calcular a area de cada fatia. Em seguida, calcula-se a integral (ou
“soma”) da area das fatias. Este é, descrevendo de modo bastante simplificado,
o significado do Teorema de Fubini, que diz que o calculo da integral dupla (ou
tripla) se faz por meio da integral repetida.

Ha também outras maneiras de generalizar o calculo integral.

A primeira delas é calcular a integral de funcoes definidas em objetos mais
gerais no espaco.

Por exemplo, suponhamos que um pedaco de arame, feito de um material cuja
densidade nao é constante é descrito como uma curva no espaco tridimensional.
Qual é a massa do objeto? Para resolver este tipo de problema é desenvolvido
o conceito de integral curvilinea.

Analogamente, se tivermos uma placa que tem a forma de uma superficie
nao plana, (por exemplo, um pedago de um cilindro) feita de um material de
densidade variavel, qual é a massa desta placa?

Aqui a generalizacao se faz com o desenvolvimento do conceito de integral de
superficie. Em particular, se considerarmos a densidade igual a um estamos
calculando a area da superficie. Por exemplo, iremos aprender como encontrar
a area de uma calota esférica.

Ao final iremos estudar as varias generaliza¢cdes do Teorema Fundamental do
Calculo em diversos contextos.
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O primeiro contexto relaciona o calculo da integral curvilinea sobre uma curva
fechada com o calculo da integral de superficie na regiao delimitada pela
curva. (Teorema de Green e Teorema de Stokes).

O segundo relaciona o calculo da integral de superficie em uma superficie
fechada e limitada com o calculo da integral tripla na regiao delimitada pela
superficie. Teorema de Gauss ou da Divergéncia.

Estas notas foram escritas para ser utilizadas em um curso a distancia. Para
isto elas se dividem em aulas. Cada aula se abre com uma lista de objetivos que
o aluno deve ter em mente ao estudar o material. Alguns exercicios simples,
presentes no texto, tém o objetivo de testar se 0 material exposto esta sendo
assimilado. No final de cada aula, uma lista de exercicios mais elaborada e
complexa tem o objetivo de ajudar o aluno a absorver melhor os conceitos
expostos e aprender a operar com eles.

Belo Horizonte, marco de 2012.
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AULA 1: INTEGRAL DUPLA

Objetivos 1.1 Os objetivos desta Aula sdo:

e introduzir o conceito de integral iterada;

calcular integrais iteradas em regioes planas limitadas por gréficos;

introduzir o conceito de integral dupla;

e usar o Teorema de Fubini para calcular a integral dupla por meio da integral iterada;

1.1 Introducao

Dois problemas fundamentais sao estudados no curso de Célculo em uma variavel:
1. calcular a drea de uma figura plana

2. encontrar uma primitiva para uma funcao continua. Isto é: dada uma funcao
continua f : (a,b) — R, encontrar uma fungao F tal que F'(z) = f(z), Vx € (a,b).

Um dos mais belos e tteis resultados que se aprende naquele curso é o Teorema Funda-
mental do Calculo (ver [4]), que relaciona esses dois problemas. A drea da regido plana
limitada pelo gréfico de uma fungao continua e positiva f : [a,b] — R, o eixo -Ox e as duas
retas verticais * = a e x = b é calculada do seguinte modo: Primeiramente encontra-se
uma primitiva F'(x) de f(x), em seguida, calcula-se a diferenga F'(b) — F'(a). Em simbolos:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = érea(R)

Com esta ferramenta em maos obtemos varias aplicacOes importantes. O objetivo deste
curso € generalizar estas ideias para varias varidveis.

Neste capitulo apresentamos os conceitos de Integral Iterada (ou repetida), de integral
dupla e as técnicas de integracao em duas variaveis.

De modo andlogo ao caso de uma varidvel, veremos que as integrais duplas sao iteis em
varias situagoes, entre elas citamos:

1. célculo da area de figuras planas mais gerais;
2. célculo da area de uma superficie;

3. obtencao da massa de uma placa plana feita de um material que possui densidade
variavel;

4. calculo do volume de uma regiao do espaco tri-dimensional limitada pelo grafico de
uma funcao positiva de duas variaveis, pelo plano Oy e por planos verticais.

Veremos que para efetuar o cdlculo integral em vérias varidveis é fundamental o dominio
das técnicas de integracdo em uma varidvel. Recomenda-se, portanto, que seja feita uma
breve revisao da integral em uma variavel e também de geometria analitica.

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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1.2 Integral Iterada

O procedimento utilizado para o calculo da integral dupla é a integral iterada que, por ser
conceitualmente mais simples, é o nosso ponto de partida. Antes, porém, vamos recordar
o conceito de soma de Riemann de uma fungao real:

Se f : [a,b] — R é uma fungao real, entdo uma partigao, denotada por P, do intervalo [a, b]
é uma escolha de um nimero finito de pontos no intervalo: a = zg < 1 < ... < z, = b. Em
cada sub-intervalo [z;,z;41] escolhemos um ponto arbitrario, x} € [z, zj41] e calculamos
a sua imagem f(z}). A soma de Riemann de f com respeito a particdo P é definida por
s(f,P) = 2ty f@}) (@i — mi).

Se denotamos por |P| = maz{|x;+1 — z;|} o tamanho da parti¢ao, entao, para uma fungao
continua f temos

b
| rarda = im (5.7

Este resultado sera usado com frequéncia nas préximas segoes. Um ponto a ser destacado
¢ que nado importa o ponto que escolhemos x} no sub-intervalo [z;, z;11] para formarmos
a soma de Riemann, o limite existe e é igual a integral de Riemann.

Passemos agora ao conceito de integral iterada: Considere uma funcao continua f : [a, b] x
[c,d] - R. Para cada = € [a,b] fixo, definimos a funcdo continua de uma varidvel (y),
f* e, d] = Rpor f*(y) = f(z,y). f* é a restricao de f ao segmento vertical {z} X [¢, d].
Segue, portanto, que f* é uma fungdo continua. Assim sendo, podemos calcular a integral
definida: A(x) = fcd f*(y)dy para obtermos uma funcao continua que depende apenas da

variavel x. Logo, existe a integral f; A(z)dx.

Definicao 1.2 Chama-se Integral Iterada a seguinte integral ff{ fcd A (y)dy}dx

Exemplo 1.3 Calcule a seguinte integral iterada:

[ s

Solucao: Observe que, como estd indicado, primeiramente integramos em relacao a y. A
varidavel z é, portanto, mantida constante. Logo

/3x2d_$?f"3_m_8$_19x
, YT L, T T T3 T

Como foi dito acima, esta é uma funcao de x. Calculemos agora a integral de % em

relagdo a x para obter:

= rxdr = ——| = —
3 3 Jo 32l 6

/1[19:c]dx_19 ! gy 9219

0

Observagao 1.4 Interpretacao Geométrica da integral iterada:

Suponhamos que a fungao f seja positiva no retangulo R = [a, b] X [¢, d]. Entao, de acordo
com o que foi visto no Célculo em Uma Varidvel, fixado x € [a, b], a funcao A(z) é igual
a area da regiao plana limitada pelo grafico de f* e o eixo horizontal entre as retas y = ¢
e y = d, conforme a figura a seguir.

LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



A integral iterada é a integral da fungao drea A(z) entre os extremos x = a e x = b.
O proximo exercicio sera 1til para que se compreenda bem a idéia de Integral Iterada:

Exercicio 1.5 Calcule a integral iterada fol [ f23 3z + 4y?dy|dx

Procedendo de modo andlogo, definimos a integral iterada

/ ’ / " fV(a)dady.

Primeiramente fixamos y € [c,d] para obter uma fungao de z. A integral B(y) =
f; fY(x)dx define uma fungao que depende apenas da varidvel y. Em seguida, integramos

B(y) para obter um nimero: fcd B(y)dy

Exemplo 1.6 Calcule a seguinte integral iterada:

/ X / eydeldy

1
- . 1 22 2 :
Solugao: Primeiramente calculamos fo xylde = | = % Em seguida, calculamos
0
Brgy—v —2m_s_1w
2 2= 6,76 "6 6

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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1.2.1 Integral iterada em regioes mais gerais

Até agora calculamos a integral iterada em retangulos [a,b] X [c,d]. Porém, procedendo
da mesma forma como acima, podemos calcular a integral iterada em regides mais gerais
do plano. Por exemplo, se g(z) e h(x) sao fungoes continuas definidas num intervalo [a, b]
tais que g(x) < h(z) em (a,b), podendo haver igualdade nas extremidades do intervalo,
entao faz sentido calcular a seguinte integral

h(x)
/ [f*(y)]dy,
g(z)

para obter A(z) uma fungao apenas da varidvel x. Em seguida, podemos calcular fab A(z)dx
para obter um numero. Este é o significado da integral iterada

/ab[/g:j) [ (y)dy)da

Observe a ordem em que calculamos a integral. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.7 Calcular a seguinte integral iterada:

2

L1

Solucgao: Observe que no intervalo (0,1) temos 22 < 22 com igualdade nos pontos extre-
mos do intervalo. Primeiramente integramos em relacao a y:

$‘2 2
X
/ rydy = 5(1/2
23 T

Em seguida, calculamos

I 1 IR | 1 1
/()[x5—x7]dx:2(aé—x)’ _1 11

=]
o

2 87lo 12 16 48

Exercicio 1.8 Calcule a seguinte integral iterada fol Ol_w (22 4 29 dyd.

Exercicio 1.9 Faca um esbogo da regiao plana R descrita pelas desigualdades:

1<x<2, 1—-z<y<l+z

1.3 A Integral dupla em retangulos

Considere uma fungao continua f : [a,b] X [¢,d] — R definida em um retangulo R =
[a,b] X [¢,d]. A maneira de definir a integral dupla que adotaremos é inteiramente anéloga
ao caso uni-dimensional.

Iniciamos com particoes a = ag < a1 < ... <ap,=bec=cy<c; < .. <c¢y =ddecada
um dos intervalos [a, b] e [c, d], para obter uma partigao do retdngulo R em sub-retangulos

LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



Rij = [aj,ai41] % [bj,bj41], parai = 0,..,n—1e j = 0,..,m — 1. Esta particao serd
denotada por P. Escolhendo um ponto arbitrario z;; = (z;,y;) € Ri; em cada um dos
sub-retangulos podemos formar a soma dupla:

n—1m-—1

DD e @i — ai)(bjsnsby)

i=0 j=0

Se denotarmos por Az; = (aj+1 —a;) e Ay, = (bj+1 —b;), entao a soma dupla acima pode
ser escrita na forma:

n—1m-—1
s(f,P) =YY flzij)AwiAy;.
i=0 j=0
Seja |P| = max{Az;, Ay,}, onde maxz significa que estamos tomando o valor mdximo

entre todos os ¢t =0,....,.n—1e j=0,....,m — 1.
A Integral Dupla de f no retangulo R é definida, como no caso da integral de Riemann na
reta:

//Rf(gc’y)d“1 = limp|0(f, P).

Observagao 1.10 Para entender o significado do simbolo dA, que chamamos o elemento
de drea em coordenadas cartesianas, basta verificar que para a fungao constante f(z,y) =1
a integral dupla é igual a area do retangulo R. Isto porque, para cada particao P, a soma
s(f,P) é constante e igual & soma das dreas dos sub-retangulos R;;. Sendo assim, temos:

//RdA:(b—a)(d—c)

Vejamos mais um exemplo :

Exemplo 1.11 Calcular [ f[a b)x[e.d) 9 x)h(y)dA para g e h fungoes continuas. Para uma
particdo P qualquer dos intervalos [a,b] e [c,d] , se tomarmos pontos (x;,y;) no interior
de cada sub-retangulo, teremos f(z;,y;) = g(z;)h(y;). Logo a soma s(f,P) se escreve:

n—1lm-—1

s(LP) =) g(@)h(y;) (@i — ) (i1 — u5)-

i=0 j=0

Esta soma pode se escrita como o produto de duas somas de Riemann em uma variavel:

n—1 m—1
s(f,P) =D g (@ivr — x)][ D hly;) (w1 — 7))
i=0 J=0

Tomar partigoes de tamanho cada vez menores (isto é com |P| — 0) significa introduzir
mais sub-intervalos cujos comprimentos tendem a zero ou seja, cada fator (z;4+1 — z;) e

(yj+1 — y;) tende a 0.
Portanto, usando a definigdo de integral de Riemann em uma varidvel, encontramos:

b d
//[a,b]x[c,d] g(x)h(y)dA = limipos(f,P) = [/a g(x)dx] [/C h(y)dy]

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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Por outro lado,

/ " g (w)dal] / )y = / f / " o) hly)dylde = / N / " (@)h(y)daldy

Conclui-se assim que, para o caso particular em que a funcao f é um produto de duas
fungdes continuas, uma g(z) que depende apenas da varidvel = e outra h(y) que depende
apenas da variavel y, o calculo da integral dupla coincide com a integral repetida. Mais
ainda, ndo importa a ordem de integracado.

Exemplo 1.12 Vejamos um caso particular do exemplo acima:

2 2 29,21 1
// $ydA://xydydx:$‘ y—‘ :gxfzé
[1,2]x[0,1] 1 J1 21120 2 2 4

Sera que o fato observado acima pode ser generalizado? Ou seja: é sempre verdade que o
calculo da integral dupla de uma fungao continua é realizado por meio de uma integral
repetida, em qualquer ordem? A resposta a esta pergunta é sim! (ao menos para fungoes
continuas). No caso em que a regidao R é um retangulo é o que nos diz o

Teorema 1.3.1 ( Fubini) Se f:[a,b] x [¢,d] = R € uma fungdo continua, entdo

//[ab]x[cd]fwydA //f:Uydydx—//fxydx

Temos assim um poderoso instrumento para a calcular integrais duplas: O célculo da
integral dupla é feito calculando-se a integral repetida. Mais ainda, podemos escolher a
ordem de itegracdo de acordo com a nossa conveniéncia.

Exemplo 1.13 Encontre a integral [ fR %dA para R limitada pelas retas: z =1, x = 2,
y=1ley=2.
Solugao: Pelo Teorema de Fubini

f a1 5000

16 LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



1.4 A integral dupla em regioes mais gerais

Suponha agora que R seja uma regiao compreendida entre o grafico de duas funcoes
continuas isto é:

R={a<z<b¢(z) <y<da(z)}.

Uma regiao R deste tipo é chamada regiao de tipo I.
Neste caso, para cada particao a = ag < a1 < ... < a, = b do intervalo [a, b], obtemos uma
subdivisao do conjunto R em faixas, denotadas por R; limitadas por trechos dos graficos
de ¢1(x) e de ga(a).

Vi

a b

i+1

=Y

/BN o

REGIAO DO TIPO |

Cada uma dessas faixas pode ser subdividida em sub-regioes R;; limitadas ou por seg-
mentos horizontais que correspondem a valores y = b; ou pelos graficos de ¢1(x) e de
¢2(x). De qualquer modo, sabemos calcular a area, denotada por A;;, de cada uma
dessas regides R;;j. Escolhendo, em seguida, pontos (z;,y;) € R;; formamos a soma
s(f,Q) = Yoo > jeo f(®i,yj)Aij. Ao denotarmos por |Q| a maior das dreas A;j, a
integral dupla de uma fungao continua f : R — R é definida por:

/ /R F(a.y) = limig|~os(f. Q)

De modo anédlogo procede-se para regices entre dois gréaficos R = {¢ <y < d} e ¢1(y) <
x < ¢a2(y). Uma regiao R deste tipo é chamada regiao do tipo II. Primeiramente,
obtemos uma particao por meio de uma subdivisao da regiao em faixas horizontais. Em
seguida, subdividimos as faixas horizontais.

yi
7

92,7

REGIAO DO TIPO I
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Continuando a analogia com o caso unidimensional, podemos generalizar o conceito de
integral dupla para funcoes continuas por partes.

z

Definigao 1.4.1 Dizemos que f : R — R é continua por partes se

a) podemos escrever R = R; U Ry U ... Ry, como uma uniao finita de regioes,

b) as regides R; sao sub-conjuntos do plano limitados por graficos de fungoes continuas;
c¢) quando duas regides intersectam, a intersecgao coincide com as suas fronteiras, isto é
pedacos de curvas;

d) a restrigao de f a cada uma das regides é continua. Ou seja, sdo definida por desigual-
dades do tipo:

i(y) <@ <iha(y) e d1(z) <y < iha(2).

Definigao 1.4.2 Definimos a integral dupla de uma fungao continua por partes

[ rewia= [ apaas [ saaias.s [ fia

R R1 Ro Ry

Pode-se demonstrar, mas nao o faremos aqui, que para calcular esta integral dupla basta
usar o Teorema de Fubini em cada uma das sub-regioes R;. Vejamos em um exemplo como
fazer isto.

Exemplo 1.14 Calcule a integral

//R(a:y—i—l) dz dy

onde R é o triangulo de vértices A = (—1,—-1), B=(0,0) e C' = (1,-1).

Primeira Solugao: Inicialmente observe que os lados do tridngulo sao dados pelas retas
y=ux,y=—xey=—1. Para cada y fixado —1 < y < 0 temos que y < x < —y, ou seja,
temos uma regiao do tipo II. Para calcular a integral procedemos como na féormula acima
utilizando o Teorema de Fubini.

//R(nyrl) dA:/_i/y_y($y+1)dxdy:/j(:§y+x)

0 ,3_ .3 2
Y-y 2y~ 10
= —2y) dy=——| =1
/ 1( 5 y) dy 5|,
Segunda Solugao: Podemos ver a mesma regiao R como uma regiao do tipo I. Para
isto consideramos a subdivisao do triangulo dado em dois subtriangulos R; e Ry tais que
R = R; U Ry, onde
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RQ:{(‘Tay)GR2| OSZESL _1§y§—$}

Temos entao utilizando primeiramente a Definicao 1.4.2 que:

//R(a:erl) dA://Rl(nyrl) dAJr//RQ(nyrl)dA

Em seguida, utilizando o Teorema de Fubini temos:

0 rz 0 y2 y=z
// (a:y+1)dA:/ / (xy + 1) dydx:/ (m—+y)‘ dr =
Ry —1J-1 -1 2 y=—1

/ E o E-1) do- (””4+‘”2+x)(01:5

Finalmente adicionando os dois resultados anteriores obtemos 2 3 +3 § = 1 o que mostra que,
neste caso, podemos calcular a integral como uma regiao do tipo I ou como uma regiao do
tipo II. Veremos na Secao 1.5 que isto nem sempre acontece.

1.4.1 Propriedades da Integral Dupla

O Teorema de Fubini nos dd o caminho a ser seguido para efetuar o cdlculo da integral
dupla:

¢ Primeiro passo: descreva a regiao de integracao por meio de inequagoes. Observe se
hé necessidade de decompor a regiao em sub-regides mais simples.

e Segundo passo: escreva a integral repetida e observe se a ordem pode ser importante
para facilitar o calculo das primitivas.

e Terceiro passo: calcule a integral repetida.

Algumas propriedades sdo tteis para o calculo da integral dupla e sdo similares ao caso
de uma variavel.

L[ [5lf(zy) + g(z,y)ldA = [ [, f(z,y)dA+ [ [5g(z,y)dA, o mesmo valendo para
a diferenca.

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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2. [ [pef(z,y)dA=c[ [ f(x,y)dA, ¢ € R constante.
3. Se f(x,y) > 0 entao ffRf(:U,y)dA >0

4. Se R=BUC com BNC ou é vazio ou é uma uniao de curvas continuas. Entao

//Rf(m’y)dA://Bf(x’y)dA_F//Cf(x’y)dA‘

1.5 Mudanca na ordem de Integracao

Na secao anterior, vimos como fazer a integracao em regioes do Tipo 1, que sdo descritas
por desigualdades:
a<z<b ¢i(z) <y < go(a);

e também em regices do Tipo 2 que sao descritas por desigualdades:
c<y<d i(y) <z < o).

Ha& regides que podem ser descritas tanto como regiées do Tipo I, como do Tipo II. Con-
sidere o seguinte exemplo:

Exemplo 1.15 Considere a regido R interior ao circulo de raio 1 dado por z? + 3% = 1.
Resolvendo para y temos: y = +v/1 — x2. Esta regiao pode ser descrita como uma regiao

do Tipo I, onde ¢1(x) = —v1 — 22 e ¢o(x) = V1 — 22 :
-1<z<1 —V1-22<y<V1-—22

Mas resolvendo para x temos z = £+/1 — y2. E entao podemos descrever a mesma regiao

como uma regiao to Tipo II para ¢1(y) = —/1 —y? e ¥a(y) = /1 — y?:
-1<y<1l —V1-¢y?<z<V/1I-92

Explorando esta dupla maneira de expressar uma regiao do plano temos uma boa ferra-
menta para resolver integrais duplas. Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 1.16 Mude a ordem de integracao para resolver a seguinte integral:

1 pV1—a2
/ V(1 —9y?) dy dx
o Jo

A integral iterada acima é equivalente a integral dupla

//Rmdydx

onde S é o conjunto dos pontos (x,y) do plano zy onde 0 <z <1le 0 <z < /1—1y?ou
seja S é o o quarto do disco de raio 1 em que x e y sdo positivos.
A regiao S pode também ser descrita assim

0<y<1l 0<z<V1—-y2
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Temos portanto:

//”ﬁdydx_// ST de dy

A ) “ﬁ_'dy_/‘l—fﬁw=y—%ﬁ :%

y

0,1

(1L,) x

Vejamos um outro exemplo deste método

Exemplo 1.17 Mude a ordem de integracao para resolver a seguinte integral:

//exp ) dx dy

Observe a figura que descreve a regiao R onde a integral iterada acima estd definida. A
integral acima é equivalente a integral

/ / exp(z®) dy dz,

onde R esta descrita pelas desigualdades

0<y<1l y<z<L

Mudando a ordem de integracao temos

//exp da;dy—//exp dy dxr =

1

exp(a?) dy = /0 (wexp(s?)) dr = Jexp(a?)|. = 5(e—1)

xT

1
|
0 0

Y

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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1.6 EXERCICIOS

1. Calcule as seguintes integrais iteradas:

(a fOTr Osen(x)(l—i—y)dydﬁ

N Osen(z)(l + y)dydx
(e f24 0‘/5(:6 + y)dydx
(

2. Em cada um dos itens abaixo, faca um esboco da regiao plana R descrita pelas
desigualdades:

(a) 1<z<2,1—-z<y<l+4z
b)) 1-y?*<az<1l+4y
() 0<y<1,y>2—22>0

3. Em cada um dos exercicios abaixo é possivel calcular a integral como uma regiao
do tipo I ou como uma regiao do tipo II. Calcule-as das duas maneiras e verifique,
em cada caso, que o resultado encontrado é o mesmo. Esboce sempre a regiao
triangular correspondente e calcule as equagoes das retas, lados dos triangulos, pois
caso contrario, é praticamente impossivel resolver o problema.

//D(:L'+ y)dxdy

onde D é a regiao do plano zy dada pelo interior do triangulo de vértices
A=(0,0), B=(-1,1)e C=(-1,-1).

//D(x + y)dzdy

onde D é a regiao do plano zy dada pelo interior do triangulo de vértices
A=(0,0), B=(1,1)eC=(1,-1).

(¢) [ [p(x + y)dzdy onde D é o tridngulo do plano xy de vértices A = (—2,0),
B =(0,2), C = (2,0).

(a)

4. Em cada um dos itens abaixo, primeiramente tente calcular a integral repetida. Em
seguida, faga um esbogo da regiao de integracao e escreva a integral iterada na ordem
inversa. Observe que as integrais obtidas sao faceis de calcular.

(a) fy J5 e dady
(b) Jo [ (a® + sen(y®)|dydz
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5. Para testar a sua intuicao, calcule [ [, f(z,y)dA para o caso em que f(z,y) = g(z)
s6 depende de = e o caso em que f(z,y) = h(y) s6 depende de y.

Verifique que:
a) [ [p9(@)dA =[[’ g(z)dz](d - o).
b) [ [ h(y)dA = [T h(y)dy)(b - a).

6. Procedendo como no Exemplo 1.11, utilizando a defini¢ao de integral dupla, verifique

que
L d
//a [a.b] x e, d] )+ hyldd = [/a gl =cl 3 [/C h(y)dy][b — al.

Aplique esse resultado para verificar que:

1 =
sen(z) +yldA = = + —
/A)Mm] =)+l 2 6

7. Em cada um dos itens abaixo, calcule a integral dupla [ [ r f(x,y)dA para a fungao
e regiao especificadas:

(a) f(z,y) =zsen(zy) e R=:{0<z<m0<y<1}.

(b) f(z,v) :x2 eR=:{0<z<cos(y);0<y< T}

(c) f(z,y) = mﬂ/, R a regiao limitada pelas retas y = z,x =1,z =2 ey = 0.

(d) f(z,y) = e®” para R a regiao descrita pelas seguintes desigualdades
O0<y<ledy<z<3

(e) f(z,y) = 23 + sen(y?) para R a regido descrita pelas seguintes desigualdades:

Vr<y<leO<z<L

AULA 1: INTEGRAL DUPLA
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AULA 2: MUDANCA DE VARIAVEIS E APLICACOES DA
INTEGRAL DUPLA

Objetivos 2.1 Os objetivos desta Aula sdo:
e apresentar a ideia de mudanca de varidveis no plano para calcular integrais duplas;

e usar as coordenadas polares para calcular a integral dupla em regides que apresentem
simetria em relagdo a origem;

e apresentar algumas aplicagoes da integral dupla;

e encontrar a drea de regioes planas;

e encontrar a massa de placas planares;

e encontrar o volume de sélidos limitados por graficos;

e encontrar a area de regides contidas em superficies no espaco;

2.1 Mudanga de variaveis em integral dupla

O objetivo desta secao é generalizar a férmula de mudanga de varidveis para integrais
duplas. No caso de uma variavel, sabemos que esta férmula decorre da regra da cadeia.
Por exemplo, para calcular [ sen (z?) z dz, fazemos a substituicdo de varidveis u = z? de
modo que du = 2x dx e

/ sen (22) 7 dz = % / sen (u) du =+ cos(u) = - cos(a?).

Quando fazemos uma substituicdo de varidveis do tipo x = g(u) a integral f: f(x)dx

transforma-se na integral [, f(g(u))g'(u)du, para g(uq) = a e g(up) = b. Tsto é: f; f(z)dx
L F(g(w)g/ (u)du.

Vejamos, o significado desta férmula, sem detalhar o argumento: Suponha que g(u) seja
uma funcao crescente. Entao a uma particao a = zg < 1 < ... < z, = b corresponde
uma particdo ug, = up < u; < ... < u, = up, para x; = g(u;), i = 0,1,2....,n. Assim,
Tiv1 — x; = g(ui+1) — g(u;). O Teorema do Valor Médio nos diz que existe um ponto
uf € (ui,uipr) tal que g(uit1) — g(u;) = ¢'(uf)(uis1 — u;). Dessa forma, se z; = g(uf),
entdo a soma Zz:O f(zi)(xiy1 — ;) se escreve:

n—1 n—1
S f )i - Z FG)9uin) — glu)) = 3 Flo(ui) g (ud) (i1 — i)
i=0 =0

Observe que ao tomarmos partigdes cada vez menores de modo que se Ax; = (zjy1 —x;) —
0 entdo Au; = (uj+1 — u;) — 0. Vemos entdo que o lado esquerdo tende a fabf(x)dx
enquanto o lado direito tende a f “ f(g(u))g' (u)du. Em particular, se f(x) = 1,Vz, entdo

f dx = f“” '(u)du, o que justifica a notagao dz = ¢'(u)du

AULA 2 - MUDANGA DE VARIAVEIS E APLICACOES DA INTEGRAL DUPLA
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Cabe entao a pergunta: serd que existe uma férmula semelhante para a integral dupla?
Ou seja ao fazermos uma mudanca de varidveis = g(u,v) e y = h(u,v), como relacionar
os elementos de area, dzxdy e dudv?

2.1.1 O determinante como area

Sejam v = (v1,v2) e w = (w1, ws) dois vetores do plano. No curso de Geometria Analitica
(ver [5], [6]) aprendemos que a drea do paralelogramo de vértices

O =(0,0), A= (v1,v2), B= (w1, ws2) e C = (v1+w1,v2+w2) é o médulo do determinante
da matriz cujas colunas sao respectivamente, (v, v2) e (wy,ws):

v w1
]
Ou seja area [OABC| = |vjwa — wiva.
Este resultado pode ser interpretado no contexto de mudanca de varidveis, novamente
usando o que aprendemos no curso de Geometria Analitica. Considere a transformacao
linear (ou mudanca de varidveis) do plano definida por (x,y) = T'(u,v) = (au+pv, yu+9v)
cuja representacao na forma matricial é obtida calculando-se T'(1,0) = («,v) e T(0,1) =

(B,9):
2]

Isto significa que o quadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1) de area igual a 1 tem
imagem um paralelogramo cujos vértices sao, respectivamente, O = (0,0),4A = («,7),

B=(8,0) e C=(a+p,v+9).

De acordo com o que acabamos de recordar, a area do paralelogramo OABC' é igual ao
modulo do determinante da matriz que representa a transformagao ou seja

area] OABC| = |ad — |

Vemos assim que imagem de um pequeno retangulo de lados Au e Aw pela transformacgao
linear T'(u,v) é um paralelogramo gerado pelos vetores Au(a,v) e Av(3,9).

Portanto, ao fazermos uma mudanca de coordenadas linear, o elemento de area é multipli-
cado por um fator igual ao médulo do determinante da matriz que representa a mudanga
de coordenadas. Ou seja, se T(R') = R e (z,y) = T(u,v) = (au + v, yu + dv), entdo

// flz,y)dzxdy = / flau + Bv,vyu + ov)|ad — yf|dudv
R R!
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Os proximos exemplos ilustram a utilidade da mudanca de coordenadas:

Exemplo 2.2 Calcular [ [, r Tydzdy na regiao plana R limitada pelas retas z +y = —1,
r+y=1L,zrz—y=0ex—y=1.

Observe que se fizermos u = x +y e v = x — y entdo nas coordenadas (u,v) a regiao de
integracao R fica descrita de maneira muitos simples: R’ =: {-1 <u <1;0 <v <1}. Ou
seja R’ é um retangulo, ao passo que R é um paralelogramo.

Para calcular [ | g Tydzdy, qualquer que seja a ordem escolhida para calcular a integral
repetida, deveremos subdividir R em trés partes e realizar trés integrais. Faga um esboco
da regiao para se convencer disto. Observe que se fizermos u = x +y e v = x — y entao
nas coordenadas (u,v) a regiao de integragao R fica descrita de maneira muito simples:
R = {-1 <wu <10 <wv <1} Ouseja R é um retangulo, ao passo que R é um
paralelogramo.

A mudanca de coordenadas u = x +y e v = x — y é descrita por uma transformacao
T(u,v) = (%2, “=2), cuja representacio matricial é dada por:

2 2
cujo determinante tem maédulo igual a | — % —
Portanto,
1,1
v v, u vl
:Uydxdy:/ / (= +2)(= — =)=dudv
//R o J_12 272 272
1 1,2 2
— 1
//xyd:vdy:/ / (u v )=dudv
R 0 -1 4 2
1,1 2 2 1,3
U v 1 u 1
— — dudv == | [=— 2‘ d
/0/_1(8 S)UU 8/0[3 uv]ilv

1 /L2 1 [t v o3t
S 2dv== | 5 —?d :77—7‘ —0.
8/0[3 vildv 4/0[3 vldv =313 =31,

DO DO
I DO —
[ I

Exercicio 2.3

Calcular [ fR xydxdy na regiao plana R limitada pela retas 2 + 3y = 0, 2z + 3y = 1,
—2x+y=0e 2z+y=1.

2.1.2 Integral dupla em Coordenadas Polares

As coordenadas polares sao muito 1teis para descrever regides planas que possuem alguma
simetria em rela¢do a um ponto (origem).

Portanto, para usar integrais duplas nessas coordenadas, é importante que se obtenha o
elemento de drea em coordenadas polares.

Recordando, escolhidos uma origem no plano cartesiano (0, 0) e um semi-eixo ( o semi-eixo
Ox positivo), um ponto P # O do plano pode ser localizado por meio de dois niimeros:
r = dist(P,O) a distancia de P a O, e § = angulo orientado positivamente entre o vetor
OP e o semi-eixo Oz.

AULA 2 - MUDANCA DE VARIAVEIS E APLICACOES DA INTEGRAL DUPLA
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Segue da definigdo que se P = (z,y) em coordenadas cartesianas, entao r = /22 + y?
g . .

e cos(f) = T Obtemos assim uma mudanca de coordenadas definida por (r,60) —

(z,y) dada por = rcos(f) e y = rsen (0).

Pergunta-se entao, qual é o elemento de drea em coordenadas polares?

Observe que um pequeno retangulo de area drdf corresponde a um pequeno setor circular
em que dr corresponde a uma pequena variacao do raio e df corresponde a uma pequena
variagao do angulo, conforme a figura a seguir

0
P . , Y 4o

0 x dr r X

Responder a esta pergunta equivale a obter uma aproximacao para a area deste setor.
Ora, sabemos que um setor circular de angulo df e raio r tem &rea igual a A(r) = %d&.
Portanto, derivando em relacao a r, obtemos que o elemento de area em coordenadas
polares é igual a dA = rdrd0.

Uma alternativa, usando diferencial, é a seguinte: = = rcos(0), y = rsen(f), implica que
dx = cos(0)dr — rsen(0)df e dy = sen(0)dr 4 rcos(0)df. Ou seja dx e dy sao obtidos por
uma transformacao linear cuja representacao matricial é

dz \ | cos(0) —rsen(0) dr
dy ) | sen(f) rcos(0) db
Essa matriz tem médulo do determinante igual a r. Assim analogamente ao caso linear,

temos que o elemento de drea é igual a rdrd(0).
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.4 Talvez o exemplo mais simples seja utilizar coordenadas polares para ob-
ter a conhecida formula da area de um disco D de raio a com centro na origem. Em
coordenadas polares o disco se escreve r = a. Temos

27 a
// dA:/ / rdrdf = 26
D 0 0

No préximo exemplo, veremos como calcular a area de uma regiao plana limitada por
curvas escritas em coordenadas polares:

Se C' é uma curva plana fechada, contendo a origem no seu interior e definida em coorde-
nadas polares por r = f(0), para a < 6 < 3 entao, a area da regiao plana limitada por C
é igual a

2 742

0o 2

a
= 71'(12.
0

B rfO) Bq )
/ / rdrdg = | = f(6)*ds.
« 0 «
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Exemplo 2.5 Seja C' dada por C' =:r = 3 + 2cos(6), 0 < 6 < 2.
A area da regido limitada por C é igual a

2m  r(3+2cos(0)) 2m 2
/ / rdrdf = / 3+ 20s(0))” 4
0 0 0

2
Ou seja
2m  r(3+2cos(0)) 2m q
/ / rdrdf = / ~[3 + 2cos(0)]%d0
o Jo 0o 2
2m 1 9 1 2m
/ 5[3 + 2cos(0)]°df = 2/ 9+ 12c0s(6) + 4cos*(6)]d6
0 0
Recordando que [ cos?(0)df = [ 3[1 + cos(20)]d0 = 5[0 + £sen(20)],
obtemos

1 2 1 2m
5 / [9 + 12cos(0) + 4cos*(0)]dO = 5[99 + 12sen(8) + 260 + sen(26)] .
0

Substituindo os valores § =0 e 0 = 27,

1 [ 1
2/0 [9 + 12c0s(0) + 4cos?(0)]df = 5[1877 +4r] = 11n

2.1.3 Férmula da mudanca de variaveis em Integral dupla

Nas secOes anteriores, vimos dois exemplos de como se transforma o elemento de area
quando fazemos uma mudanca de coordenadas; o caso linear e o caso das coordenadas
polares. Neste segundo caso usamos uma aproximagao linear das coordenadas.

Nosso objetivo é mostrar uma férmula geral para qualquer mudanga de vardveis: Se
(z,y) = F(u,v) é uma mudanca de coordenadas da forma x = g(u,v) e y = h(u,v) e
R’ é a regiao do plano de coordenadas (u,v) tal que F(R') = R, se gu , v, hu € hy
denotam as derivadas parciais, entao

[ [ swmdeds= [ [ ot o) hw oo, - g.hjdudo

Exemplo 2.6 A férmula quer dizer que se fizermos a substituicdo de varidveis x =

g(u,v) = u? —v?, y = h(u,v) = uv entdo para escrever a integral [ [, f(z,y)dzdy nas

novas coordenadas (u,v), primeiramente calculamos g, = 2u, g, = —2v, hy =v e hy =u
de modo que |guhy — gohu| = 2u? + 202, Assim, a férmula de mudanca de varidveis se
escreve:

//Rf(x,y)dacdyz/ . Flg(u, v), h(u, v))2(u? + v?)dudv

Por que é viélida a formula?

A obtencao rigorosa desta férmula foge dos objetivos destas notas. Podemos apenas dar
uma idéia do tipo de aproximacao utilizado.

A ideia é usar a diferencial das funcgoes g e h para fazer uma aproximacao linear: dg =
gudu + gydv e dh = hydu + hydv.

AULA 2 - MUDANCA DE VARIAVEIS E APLICACOES DA INTEGRAL DUPLA
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Um pequeno retangulo de lados du e dv é enviado pela diferencial em um paralelogramo
gerado pelos vetores du(gy, hy) € dv(gy, hy).
Mais especificamente, as imagens dos vértices A = (u,v),B = (u + du,v), C = (u,v + dv)
e D = (u+ du,v + dv) de um pequeno retangulo sao Ay = F(u,v), By = F(u + du,v),
Cy = F(u,v+dv) e Dy = F(u + du,v + dv).

Usando a diferencial:

By ~ B' = F(u,v) + du(gy(u,v), hy(u,v)),

Cy = C" = F(u,v) + dv(gy(u,v), hy(u,v))

Dy =~ D' = F(u,v) + du(gy(u,v), hy(u, v) + dv(gy(u, v), hy (u,v)).

Nao entraremos em detalhes sobre o significado desta aproximacao (/) que, na verdade,
esta contida na ideia de derivada como aproximacao linear da fungao.

Intuitivamente, isto significa que estamos substituindo um pequeno trecho da curva que
passa pelo ponto A" = F(u,v) pelo seu vetor tangente neste ponto. De modo que a regido
do plano limitada por curvas com vértices A1, B1,C7 e Dy tem &area aproximadamente
igual & drea do paralelogramo de vértices A’, B',C" e D'.

Como vimos, no caso linear, o paralelogramo tem drea igual a |g,hy, — gphy|dudv.

Para ter uma melhor ideia do que esta acontecendo, examine dois casos particulares para
a mudanca de coordenadas:

o primeiro F(u,v) = (u,g(u,v)), a mudanga de coordenadas leva reta vertical (u =
constante) em reta vertical e o elemento de drea é uma regiao compreendida entre dois
graficos de fungao u — g(u,v). Neste caso a afirmagao é que a drea de uma pequena regiao
(isto é, Au pequeno) é aproximada por |g,|dudv.

Analogamente, se considerarmos mudangas da forma F(u,v) = (f(u,v),v), em que as
retas horizontais (v = constante) sao preservadas. O elemento de drea é igual a | f,|dudv.
Veja a figura

-
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2.2 Aplicacoes da Integral dupla

2.2.1 Area de figuras planas

Sobre esta aplicacao, nao ha muito o que acrescentar, pois esta foi a motivacao para o
conceito de integral dupla. Para calcular a area de uma regiao limitada por curvas precisa-
mos primeiramente descrevé-la como uma regiao ( ou uma uniao de regioes) compreendida
entre dois graficos e em seguida, calcular a integral dupla por meio da integral repetida.

Exercicios: Use a integral dupla para encontrar a drea das seguintes regides planas R C R?:

1. R=: a regiao limitada pelas retas x = —1, y = —1 e pelas curvas x = (x + 1)2 e

y =1z — 5.

2. R=: a regido limitada pela curva y = 1 — 22 e pelas retas y = 2z e y = 0.

2.2.2 Volume de sélidos limitados por graficos de funcoes

Também aqui a questao é usar a interpretacdo geométrica da integral dupla: Se f(z,y)
é uma fungao positiva, entao [ [ r f(x,y)dA é igual ao volume do sélido M limitado pelo
grafico de f e o plano Oy, sobre uma regiao plana R.

Interpreta-se assim porque cada parcela da soma

n m

s(£,Q) =D > f(wi,y;) A

i=0 j=0

é igual ao volume do bloco retangular B;; de base [a;, ai+1] X [bj, bj11] e altura f((x;,y;)
para Ai]’ = (ai_H — ai)(bj_H — bj).

Deste modo, a soma s(f, Q) é igual ao volume de um sélido B = UB;; constituido pela
uniao de todos os blocos.

Veja a figura

Como, ao tomarmos parti¢oes cada vez mais finas, isto é, tais que |Q| é cada vez menor,
o valor de s(f, Q) converge para [ [, f(x,y)dA faz todo o sentido definir

vol(M) = / /R F(z,y)dA.
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Mais geralmente se f(x,y) e g(x,y) sdo fungdes continuas tais que f(z,y) > g(x,y) sobre
uma regiao plana R, entdo, o volume do sélido M limitado pelos graficos de f(x,y) e

9(,y) ¢ igual a vol(M) = [ [[f(x,y) — g(z,)]dA.

Exemplo 2.7 Encontre o volume do sélido M limitado pelos planos z =0,y =0, 2 =0
ez=1—xz—y

Solugao: o sélido estd compreendido entre os graficos de z =0e z =1 —x — y e estd
situado no primeiro octante. Portanto, o volume do sélido é igual a [ [,(1 — z — y)dA
para R a projegao ortogonal do sélido sobre o plano zOy. R corresponde exatamente aos
pontos (z,y) € R? do plano tais que existe um valor z para o qual o ponto (z, y, z) pertence
a M. A regido R é limtada pelas retas x = 0, y = 0 e pela interseccio de z =1 —x — gy
com z = 0. Ouseja, aretal —z —y =0 ou x +y = 1. Portanto R é o sub-conjunto do
plano caracterizado pelas seguintes desigualdades: © >0,y >0ex+y < 1. E o volume

do sdélido é igual a
//[1xy]dA.
R

Escolhendo integrar primeiramente em relacao a y e depois em relagao a x teremos: Fixado
x, a variacao de y, dentro da regiao R ¢é descrita por 0 <y <1 —z enquanto 0 < z < 1.
De modo que

//R[l—x—y]d/lz/Ol/ol_i[l—x—y]dydx:/Ol[y_my_;y2] ;*xdx

//R[l—a:—y]dA:/01[1_95—3;(1_3;)_;(1_$)2]dx

1 1 1 . 1 1 1
//R[l—m—y]dA:[m—zxz—23:2—1—33:3—1—2(1—36)3] o

Integrando:

0

Exemplo 2.8 Encontre o volume V do sélido situado abaixo do paraboloide z = 4—x?—y?

a acima do plano z = 0. Temos que:

V—//4—x2—y2dxdy.
D

Em que regiao D do plano devemos fazer a integral? Para entender isto observe que x
e y variam no dominio D interior a intersecio de z = 4 — 22 — y? com o plano z = 0.
Substituindo obtemos 0 = 4 — 22 — 4% ou 22 + y? = 2, ou seja D é o interior do disco de
raio 2.

Para efetuar o célculo utilizamos coordenadas polares x = r cos 6 y = rsen . Obtemos que
4 — 22 —y? =4 —r2. Logo,

2T p2
V= // 2 — 22 — y?dedy = / / (4 —rHrdrdd =
D o Jo

472 3 12 j2n 2
" r =27 ( —§):3—7T.

0 3 3
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2.2.3 Massa de placas planas

A integral dupla permite-nos calcular massas de placas planas (ou laminas) ndo ho-
mogeéneas. O termo placa significa que estamos desprezando a espessura do objeto.

A densidade é uma propriedade do material e, por definicdo é a razado entre massa e area.
Estamos supondo que é conhecida a fungao densidade p(zx,y), positiva e continua.

Novamente, para uma subdivisao de uma placa R em pequenas sub-regioes R;; de area
Ajj, escolhido um ponto (z;,y;) € R;j, entdao o produto p(x;,y;)A;; é uma aproximagao
para a massa de I2;; .

Portanto, a soma m(p, Q) = >2i_ 37" p(xi, y;)Ai; ¢ uma aproximagio para a massa da
placa.

Novamente tomando particoes cada vez mais finas vemos que a soma m(p, Q) converge
para [ [pp(z,y)dA que é igual & massa total da placa.

Exemplo 2.9 Calcular a massa de uma placa plana circular dada por z? + »? < 1, cuja

densidade é dada por p(z,y) = /22 + y2.
Solugao: usando coordenadas polares, a placa é dada por 0 < r < 1 e a densidade é

p(r,0) =r.

Portanto a massa é igual a f027r fol r2drdf. Calculando a integral, obtemos:

or 1 or .3
/ / r2drdf = / [=]5d6
o Jo o 3
2T 1
/ / rzdrd0:2j
o Jo 3

2.2.4 Area de superficies parametrizadas

Os conceitos desenvolvidos nesta subsecao serao utilizados posteriormente quando tratar-
mos a integral de superficie. No momento, o objetivo é calcular a area de regioes contidas
em superficies. Esta é uma generalizacao importante da area de figuras planas e trata do
conceito de area de uma regiao contida em uma superficie parametrizada S.

O exemplo mais simples de tal superficie 6 o grafico de uma funcao f(x,y), ou seja o
conjunto S =: {(x,y, f(x,y))}. Observe que S pode descrita por uma parametrizagdo, que
a cada ponto (z,7) € R? associa o ponto (z,y, f(z,y)).

Graficos de fungoes de duas varidveis foram estudados no Calculo III. Vimos que se f é
diferencidvel, entao para cada ponto (x¢, %) de seu dominio a equagao do plano tangente
ao grafico de f no ponto (zo, yo, f((z0,%0)) é dada por

z = f(xo,90) + fo(z0,y0)(® — z0) + fy(%0,Y0) (¥ — Yo)-
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Recordamos como obter esta equacao: Por definigdo, o plano tangente é o plano que
passa pelo ponto (zo,%0,20) e é gerado pelos vetores X, = (1,0, fz(zo,y0)) € Xy =
(0,1, fy(xo,90)). No Calculo Diferencial de vérias varidveis, vimos que o produto veto-
rial X, x X, é um vetor normal ao plano. Portanto, a equacao vetorial do plano tangente

s

e

[(z,y, 2) — (0, Y0, 20)].[Xz X Xy] =0
Ou
z = f(zo,90) + fa(xo,y0)(x — 20) + fy(z0, o) (¥ — Yo)-
O nosso objetivo é mostrar como usar a integral dupla para formular o conceito de area

de uma superficie e calcular algumas areas. Por exemplo, a drea de uma esfera de raio 1.
Comecamos generalizando a ideia de grafico como uma superficie. Temos a seguinte

Definigao 2.2.1 Uma superficie parametrizada regular é uma aplicacdor : U C R? — R3,
r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) tal que os vetores

ry(u,v) = (@u(u,v), Yu(u,v), 24 (U, v)) € To(u,v) = (B0 (U, v), Yo (u, v), 20(u, v))
sao linearmente independentes para todo (u,v) € U.

Em outras palavras, o vetor ry(u,v) nao é um maltiplo do vetor r,(u,v) ou, equiva-
lentemente, r,(u,v) X ry(u,v) # 0. Se na definigdo acima fixamos uma das varidveis, por
exemplo fazendo v = vy a imagem de r(u,vg) é uma curva contida na superficie S. Observe
o exemplo a seguir.

Exemplo 2.10 Considere a superficie dada por r(u,v) = (2cos(u),2sen (u),v). Entao
ry(u,v) = (—2sen(u),2cos(u),0) e ry(u,v) = (0,0,1). Observe que se (z,y,z) sdo as
coordenadas da imagem de r(u,v) temos 22 + y? = 4 e a coordenada z é qualquer. Temos
portanto que a superficie dada por r(u,v) é um cilindro. A superficie é regular em todos os

i J k
pontos, pois temos ry(u,v) X ry(u,v) = | —2senu 2cosu 0 | = (2cos(u),2sen (u),0) #
0 0 1
0 para todo u. Observe que se fixamos v, por exemplo, v = 4 temos que 7(u,4) é um
circulo contido no cilindro. Se fixamos u, por exemplo v = 7 a imagem de r(%,v) é uma

reta, que é uma geratriz do cilindro. Veja a figura.

r(u,4)
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Exemplo 2.11 O préximo exemplo é o grafico de uma fungao: r(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Temos ry,(u,v) = (1,0, fu(u,v)) e ry(u,v) = (0,1, fy(u,v)) que sdo linearmente indepen-
dentes pois

T J k
ry(u,v) X ry(u,v) =1 0 fuéu,v; = (= fulu,v), — fy(u,v),1) # 0
0 1 fo(u,v

é um vetor normal ao plano tangente a superficie no ponto (u,v).

Exemplo 2.12 Sejar(u,v) = (e"cos(v), e*sen(v),u), entao ry(u,v) = (e*cos(v), e*sen(v), 1)
e ry(u,v) = (—e"sen(v), e*cos(v),0).

Se ry(u,v) e ry(u,v) fossem linearmente dependentes, entdo olhando para a ultima coor-
denada, terfamos um absurdo, 1 = 0.

Logo r(u,v) = (e*cos(v), e*sen(v),u) é uma superficie parametrizada regular.

Exemplo 2.13 Se r(u,v) = (cos(u)cos(v), cos(u)sen(v), sen(u)), entdao ry(u,v) =
(—sen(u)cos(v), —sen(u)sen(v), cos(u)) ry(u,v) = (—cos(u)sen(v), cos(u)cos(v),0).

E ry(u,v) X ry(u,v) = cos(u)(cos(u)cos(v), —cos(u)sen(v), —sen(u)) # 0
parau#%eu#%ﬂ.

Exemplo 2.14 r(u,v) = (ucos(v),usen(v),0), u # 0 é uma superficie parametrizada
pois, ry,(u, v) = (cos(v), sen(v),0) e ry(u,v) = (—usen(v),ucos(v),0) e ry(u, v)Xry (U, v) =
(0,0,u) # 0.

A condigao ry(u,v) X ry(u,v) # 0 para uma superficie parametrizada regular nos permite
proceder analogamente ao caso dos graficos e definir o plano tangente a S em um ponto
Py = r(up,vp): o plano que passa em Py e é gerado pelos vetores r,(ug, vo) e ry(ug, vp).
A definigao de plano tangente nos dd imediatamente que o vetor r,(ug,vg) X ry(ug, vg) €
um vetor normal ao plano tangente.

Portanto um vetor normal ao plano tangente a superficie no ponto Py é dado por:

Iy XTIy = ((yuzv - Zuyv)v (Zu$v - $uzv)a (xuyv - xvyu))

Assim, se designamos xg = x(ug, Vo), Yo = y(uo,v0) € 2o = z(up, vo), a equagao do plano
tangente se escreve:

[(z,y,2) — (z0, Yo, 20)]-[ru(uo, v0) X ry(ug,vo)] =0

(Yuzo — 2ulo) (T — 20) + (Zuo — Tu20) (Y — Y0) + (TuYo — ToYu)(2 — 20) = 0

Observacgao 2.15 O plano tangente contém os vetores tangentes a todas as curvas conti-
das em S e que passam pelo ponto Py. De fato, sejat — (u(t),v(t)) uma curva diferencidvel
tal que u(0) = up e v(0) = vp.
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Entao, v(t) = r(u(t),v(t)) = (x(u(t),v(t)),y(u(t),v(t)), z(u(t),v(t))) é uma curva no
espago tal que para t = 0 temos r(ug, vg) = Py. O cédlculo do vetor tangente a esta curva,
usando a regra da cadeia nos fornece: v/ (t) = (v (t)xy, + ' (t) 2y, ' () Yy + ' () Yo, ' () 2y +
v'(t)2y). Que pode ser escrito na forma ' (t) = v/ (¢)(@u, Yu, 2u) + V' (t)(2y, Yu, 2v) isto é:
Y(t) = (W(t)ry(u,v) + v'(t)ry(u,v). Fazendo t = 0 obtemos ~'(0) = «'(0)r,(uo,vo) +
V' (t)ry (ug, vo). Esta expressao significa precisamente que o vetor 4/(0) é uma combinagio
linear dos vetores ry(ug,vg) € ry(ug,v)p que sdo os geradores do plano tangente. Neste
sentido é que dizemos que o plano tangente é uma aprorimagcdo linear da superficie .S no
ponto F,.

Observagao 2.16 Os vetores r,(ug,v9) € ry(up,v9) geram um paralelogramo no plano
tangente com vértices Py, Py + ry(uo,vo) Po + ry(uo,vo) € Py + ry(ug, vo) + ry(uo, vo).
Como vimos anteriormente, este paralelogramo possui drea igual a |ry,(ug, vo) X ry(ug, v0)].

Definicao 2.2.2 A area de A(D) de uma regido D C U contida no dominio de uma su-
perficie parametrizada regular r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) é igual a seguinte integral

dupla:
A(D) :// |ry X 1y|dA
D

(dA o elemento de drea do plano (u,v)).

A expressao |r, X r,|dA é chamada elemento de drea da superficie parametrizada.
Nos exemplos a seguir, pretendemos mostrar intuitivamente o sentido desta definigao e a
sua motivagao:

Exemplo 2.17 Sejar(u,v) = (au+cv, bu+dv,0) . Calcular a drea da regido da superficie
que corresponde a regiao do domfio (u, v) igual a D = [1, 2] x[—1, 1]. Calculamos r,,(u,v) =
(a,b,0) e ry(u,v) = (¢,d,0) Portanto |ry, X ry| = |ad — be|.

1 2
A(D):// adbc]dA:/ / |ad — be|dudv
D -1J1

A(D) = |lad — bc|(2 —1)(1 + 1) = 2|ad — be|.

Ou seja,

Exemplo 2.18 Calcular o elemento de drea da superficie r(u,v) = (z(u,v),y(u,v),0).
Primeiramente calculamos r,(u,v) = (2, Yu,0) € ry(u,v) = (T4, yy,0). Portanto, |r, X
ry| = |TyYy — ToYu|. Logo, conforme a definicdo,

A(D) = //D ’xuyv _xvyu‘dA

Observe que esta é precisamente a férmula da mudanca de coordenadas (com f(z,y) = 1)
ja utilizada anteriormente. Isto significa que a nocao de area que estamos utilizando é uma
generalizacao da férmula da mudanga de coordenadas na integral dupla. Note também
que estamos usando a mesma idéia intuitiva de que a area do paralelogramo formado pelos
vetores tangentes a uma superficie parametrizada é o elemento de drea da superficie. Esta
ideia corresponde a ideia de aproximacao linear da superficie pelo seu plano tangente.
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Exemplo 2.19 Encontre a area da esfera de raio 1.

Solugao: primeiramente precisamos de uma parametrizagao da esfera. Considere a semi-
circunferéncia C' de raio 1 no plano yOz parametrizada por (0, sen(v), cos(v)), para 0 <
v < m. Ao girarmos a curva C' em torno do eixo Oz, obteremos a seguinte superficie
parametrizada: r(u,v) = (cos(u)sen(v), sen(u)sen(v), cos(v)), 0 <u<2mre 0 < v < 7.

z

E f4cil verificar que os pontos (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) que estdo na imagem da parame-
trizacao satisfazem x(u, v)2 +y(u, v)2 + z(u, v)2 = 1 ou seja, a imagem da parametrizacao
estd contida na esfera de raio 1.

Também é facil de verificar que os pontos que nao estdo na imagem sao os pontos do
meridiano intersecgao da esfera com o semi-plano z = 0,y > 0 ( Verifique isso!).

Assim, usando a simetria da esfera, se calcularmos a drea da regiao D da superficie parame-
trizada r(u,v) = (cos(u)sen(v), sen(u)sen(v), cos(v)), descritapor 0 <u < Fe0 <v < 5
e multiplicarmos por 8 obteremos a area da esfera.

ry(u,v) = (—sen(u)sen(v), cos(u)sen(v),0)
ry(u,v) = (cos(u)cos(v), sen(u)cos(v), —sen(v))
ry(u,v) X ry(u,v) = sen(v)(—cos(u)sen(v), sen(u)sen(v), —cos(v))

|ty (u, v) X ry(u,v)| = |sen(v)| # 0 para v # 0, 7.

A(D) = /0 : /0 : sen(v)dvdu

jus

/072r /Og sen(v)dvdu = /02 [—cos(v)|§]du -

/2[0+1}dU—7T
; 2

Portanto, a drea da esfera ¢ igual a 85 = 4.

Calculando:

Exemplo 2.20 Encontre o elemento de area de um gréfico. Seja (z,y, f(x,y)) o grafico
de uma fungao diferencidvel f(z,y).

Vimos que rm($>y) x I"y(:r,y) = (_f:r(xay)v —fy(x,y), 1) #0.
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Logo, calculando a norma deste vetor, obtemos o elemento de area do gréfico:

o) % 1) = 17 F 17 10A.

Exemplo 2.21 Calcular a drea da regiao do gréfico da fungao f(x,y) = zy sobre a regiao
R limitada pelo circulo da raio 1, 2% +y? < 1.
Como f, =y e f, =z, o elemento de drea do gréifico é igual a \/y? + 22 + 1dA.

Pelas caracteristicas da regiao R e da funcao que iremos integrar, é conveniente usar
coordenadas polares.

Assim, R corresponde a regiao 0 <r < 1,0 <6 < 27.

Portanto a area é igual a

2m 1
A(R) = /0 /0 V12 4+ 1rdrdf.

Fazendo a substituicao u = r2+1, obtemos, du = 2rdr, 0 < r < 1 corresponde a 1 < u < 2
de modo que

1 2 4 1 s,
V12 + 1rdr = Vu=du = -uz|] =

Logo a area da regiao é igual a

2w 1 1 2 9
/ / \/1T+1rdrd«9:[23—1]/ o= "[22 —1].
0 0 0 3

3

Exemplo 2.22 (Superficie de revolugao) Seja C =: (0, f(v), g(v)) uma curva regular
no plano yOz , isto é, uma curva tal que o vetor tangente (0, f'(v), ¢'(v)) é néo nulo, Vo.
Se além disso f(u) > 0, entdo a curva nao intersecta o eixo Oz e rotacao de C' em torno
do eixo Oz gera a seguinte superficie parametrizada regular (superficie de revolugao):
r(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)), 0 < u < 27.

O nome ”superficie de revolugao” (ou de rotagdo como designam alguns autores), vem do
fato de que, ao fixarmos v = vy, obtemos a curva r(u, vg) = (f(vo)cos(u), f(vo)sen(u), g(vo)),
que é um circulo contido no plano z = g(vg), centrado na origem e de raio igual a f(vg).
Este circulo é chamado paralelo.

A curva obtida ao fixarmos u = ug é chamada meridiano ou geratriz. Dizemos que uma
superficie de revolucao é gerada pela rotacao do meridiano em torno de um eixo (no caso,
o eixo Oz).

Verifiquemos o fato da superficie ser regular:

ry(u,v) = (—f(v)sen(u)), f(v)cos(u),0)
ry(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v)),

de modo que

ry(u,v) X Ty (u,v) = f(0)(g'(v)cos(u), g'(v)sen(u), f'(v)) # 0.
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Pois |r, X ry| = f(0)1/g'(v)? + f'(v)? é positivo porque f(v) >0 e ¢'(v)? + f/(v)*> > 0 (a
curva é regular).
Concluimos que o elemento de drea da superficie de revolugao € igual a

dA = f(v)\/¢' () + f'(v)*dudv.
Em particular, se g(v) = v, entdo estamos rodando um grdfico y = f(u) no plano yOz em
torno do eixo Oz. Neste caso, o elemento de area é igual a
dA = f(v)\/1+ f'(v)*dudv.

Como dA nao depende da varidavel u, podemos integrar uma vez e exibir uma férmula para
a drea da superficie S obtida pela rotagao do grafico de uma funcao f(v) em torno de um
eixo entre dois pontos v =a e v = b.

/ /% 1+ f'(v) ]dudv—27r/ab[f(v) Lt Pl
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2.3

10.

11.

. Sejau =x

EXERCICIOS

. Utilize a mudanca de coordenadas z = au e y = bv para encontrar a area da regiao

plana limitada pela elipse de equagao ﬁ—; z—j = 1.

. Encontre o volume do sélido situado abaixo do paraboléide z = 9 — 22 — y? e acima

do plano z = 0.

. Encontre o volume do sélido situado abaixo do paraboléide z = 2 — 22 — y? e acima

do paraboléide z = 2% + y2.

. Encontre o volume do sélido descrito pelas seguintes desigualdades: 2 4+ y? < 1 e

T2 +y? + 22 < 4.

. Considere a mudanca de varidveis F'(u,v) = (z,y) definida por: = u, y = u>—v?+v

(a) Faga um esbogo da imagem por F' do quadrado [0,1] x [0, 1].
(b) Calcule o elemento de area.

2 — 4% e v = 2xy uma mudanca de coordenadas que envia o quadrado
R={1<2z<2/1<y<2}em uma regiao D’ no plano (u,v).

Calcule [ [ p dudv diretamente e, em seguida, usando a mudanga de coordenadas.

. Encontre a 4rea da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares r = 62

para 0 <60 < 7.

. Se R:= {(x,y)/4 < 224+9y? < 9;2 > 0;y > 0}, use coordenadas polares para calcular

| [ evaa

Utilize coordenadas polares para calcular
2 prV2zx—22
/ / (3z — 2y)dydz.
0o Jo

Use coordenadas polares para calcular [ [, e~ (@) 4 A para R(K) o disco centrado
na origem e de raio K. Observe o que ocorre com o resultado quando K — oc.

Em cada um dos itens abaixo, calcular a massa da placa descrita por uma regiao
plana R com densidade p.

(a) R=:{[0,1] x [0,5]} e densidade p(z,y) = 1 + 322 + 5y>.

(b) R a regido limitada pelas curvas y = x e y = 22 e densidade p(x,y) = 4z.
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12. Calcular a drea da seguinte superficie:

r(u,v) = ((2+4cos(u))cos(v), (24cos(u))sen(v), sen(u)) para0 <u < T el <v < .

13. Em cada um dos itens abaixo, encontre a area da regiao descrita na superficie:

(a) R regido do plano z = 1 — 2 — y dentro do cilindro z? 4 y? = 4.

(b) R regido do paraboléide limitada pelo cilindro 22 —2x+%2? = 0 (use coordenadas
polares).

14. Calcule o elemento de area de uma plano dado pela equagao ax + by + cz = d.

15. Encontre a area do tronco de cone obtido pela rotagao da reta z = y em torno do
eixo Oz, para 1 <y < 2.

16. Encontre a drea da superficie obtida pela rotacao da curva (0, %) entre os pontos
v=—1ewv =1 catendide).
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AULA 3: INTEGRAL TRIPLA

Objetivos 3.1 Os objetivos desta Aula sao:

e introduzir o conceito de integral tripla;

e enunciar o Teorema de Fubini que, analogamente ao caso da Integral Dupla, permite
calcular a integral tripla por meio da integral repetida;

e utilizar a integral tripla para encontrar o volume de regides do espaco limitadas por
superfices;

e usar coordenadas cilindricas e coordenadas esféricas no espaco R?® para calcular a
integral tripla em regioes com certos tipos de simetria.

3.1 Integral Tripla em um bloco retangular e o Teorema de
Fubini

A definicao de integral tripla segue exatamente os passos da integral dupla. As dificuldades
que geralmente ocorrem estao na descrigao ou na decomposicao do dominio de integracao,
que ¢é agora uma regiao D do espaco tri-dimensional cujo bordo é formada por uma uniao
de superficies.

Repetiremos assim, de modo sumaério o que foi feito nas secoes anteriores.

Primeiro passo: a integral tripla em um bloco retangular. Seja D = [a, b] x[c, d] x [p, q] C R?
um bloco retangular. Seja f : U C R3 é uma funcdo continua definida em um aberto U
que contém D e P uma particdo de D em blocos Djji = [24, Zit1] X [yj, Yj+1] X [2k, 2k+1]
formada a partir de particbes de cada um dos intervalos. Ou seja, consideramos xy =
0 <xT <Ta < .<Tp=by=c<ypp<pp<.<y=dez=p<z<
29 < .. < zZm = q . Como anteriormente, o tamanho de uma particdo P é denotada
[P| = maz{(wit1 — i), (Yj+1 — ¥5), (ze+1 — 21)} e

s(f,P) =D ey 2 @i — 20) (W01 — 47) (B — 26),
onde (z7,y;, 2) ¢ um ponto qualquer do bloco D;jp.

Definicao 3.1.1 A integral tripla da funcao f(x,y, z) no bloco retangular D é igual :

|| [ rewsav = tm sr.)

Note que se f(x,y,z) = 1, entao s(f,P) é igual ao volume do bloco D, ou seja (b—a)(d —

c¢)(¢ —p). Logo
|| [av=e-w@-aa-».

o que justifica chamarmos dV de elemento de volume em coordenadas cartesianas.
Segundo passo: utilizamos o chamado Teorema de Fubini, que de maneira semelhante
caso bi-dimensional, afirma que para fazer uma integral tripla podemos fazer as integrais
iteradas que agora serao trés. Conforme a ordem em que fazemos a integral repetida
escrevemos dV = dxdydz ou qualquer uma das permutacoes de dx, dyedz.

De maneira mais precisa:
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Teorema 3.1.1 (Fubini) Se f : U C R® — R € uma funcdo continua definida em um
conjunto aberto que contém um bloco retangular D = [a,b] X [c,d] X [p, q] entdo

///Df(x’y’z)dvz/pq[/cd[/abf(%y,z)dx]dy]dz

De fato, podemos calcular a integral usando qualquer uma das permutacoes do elemento
de volume. Entretanto, é preciso atencao para que a ordem em que escrevemos o limites
de integracao seja compativel.

Assim, no enunciado acima, temos:

///Df(x’y’z)d‘/:/ab[/pq[/cdf(x,y,z)dy]dz]dx

Vejamos alguns exemplos de como calcular a integral tripla em um bloco retangular utili-
zando o Teorema de Fubini:

Exemplo 3.2 Vamos calcular [ [ [, f(z,y,2)dV onde D = [0,1]x[0,1]x[0,1], f(2,y, 2) =
zyz. Como a fungao dada é simétrica por permutagoes das varidveis, nao ha vantagem de
escolha da ordem de integragdao. Assim, escrevemos:

///Da:yzdvz/01[/01[/01xyzda:]dy]dz

2 1
A primeira integral fol wyzdr = Y5 - =,
1 2.1
A segunda [, Ldy = [-]| = 3.
Finalmente [ 2dz = 2| = 1
mamenefo 1 .f—@o—g

Exemplo 3.3 D = [0,1] x [~1,1] x [1,2], f(x,y,2) = e — zx2. Observe que se es-
colhermos integrar a primeira parcela na ordem dxdydz, entao a primeira integral serd
fol re®™dr que envolve uma integracao por partes. Entretanto, se escolhermos integrar

= e” — e %, bem mais

-1

. . ~ ~ 1
primeiramente em relagao a y, entao teremos: f_l zeWdy = eV

facil (e répido).
Assim sendo escrevemos

///Dmel’y — a2dV = /12[/01[/_11 et _ Z:UQdy}da:]dz.

E claro que ja vimos este tipo de escolha na integral dupla. O Teorema de Fubini é im-
portante porque nos permite trocar a ordem de integracao conforme a nossa conveniéncia.
Prosseguindo com o exemplo:

1
/ [ze® — z2?|dy = % — ™% — 222°
-1

3 1 2z

1
/ [ —e™® —2za%dr =[e" +e " - 22| =e—e' -2
0 37Mo
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E finalmente,

1 3

///:L‘exy—zxng:e—e_l—l
D

Cabe agora a pergunta: em que tipo de regioes do espaco além dos blocos retangulares
podemos definir a integral tripla?

Vejamos algumas respostas:

I) O primeiro tipo de regiao segue imediatamente da integral dupla pois é a regiao do tipo
produto R x I, de uma regiao R plana limitada por dois graficos de fungoes e um intervalo
I =la,b]

Analisemos o seguinte exemplo: R =: {(z,y)la < x < b;¢(x) <y < ¢(x)}, I = [p,q]. O
célculo é feito por meio da integral repetida (Teorema de Fubini). Observe que fixados = e
y, entdo a fungao F(x,y) = f; f(x,y, z)dz é¢ uma funcdo continua. Logo podemos calcular

2 2
2 2 4—-1
/[e—e_l—;]dz:[ez—e_lz—zg,] —e—el-o T =e—elt-1
1

a integral dupla [ [ F(x,y)dA como fizemos anteriormente:

[ [ Famaa= | I /¢ f:)m,y)dy}dw
rJ

{

Exemplo 3.4 Encontre [ [ [(z +y+ 2)dV, para D definida pelas desigualdades z <
y < ?el0<z<l1.

Solugao: Pelo Teorema de Fubini, calculamos a integral iterada em D. J4 sabemos que
0 < z < 1. Portanto, basta descrever a regiao plana R que corresponde aos pontos do
domifnio de integracdo. Porém, esta regido é definida pelas desigualdades z < y < z°.
Vemos que as curvas y = e y = x> que limitam a regido se intersectam em x = z2 ou
seja para os valores x = 0 e x = 1. Dessa forma, a regiao D ¢é descrita pelas desigualdades

0§z§1,x§y§$260§1‘§1. Logo,

///D(x—l-y+Z)dV:/Ol/j/ol(x+y—|—z)dzdyda:,

Calculamos agora a integral iterada:

1 pz? pl 1 pa? 221 1 p2? 1
/ / / (x +y+ 2)dzdydx :/ / (x+y)z+ —]‘ dydzx :/ / [z +y+ -|dydx.
o Jz Jo 0 Ja 2o 0 Ja 2
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2 ) CC2

! vy
[z +y+ ]dydx—/ [2y + = + 2]
0 2 9

A

T

1 pa? 1 4
1 T T 7
Zdydx = S+ 2?2 - de = ——
/O/m [$+y+2]yx /O[x-i-Q T 2]x 30

IT) Para regides limitadas por graficos g(z,y) < z < h(z,y) sobre um retangulo R =
la,b] % [¢,d] o procedimento é semelhante: a integral F(z,y) = | (;yy) f(x,y, z)dz define
uma funcao continua de modo que o Teorema Fubini implica em

///f:cy )dV = //F:cydA // /g(:y) Foy. deldA.

IIT) Regiao D do espago limitada pelo grafico de duas fungoes: g(z,y) < z < h(z,y).
Observe que nao estd especificada a regiao do plano que corresponde a integral. Devemos
primeiramente responder & pergunta: Qual é o conjunto R dos pontos do plano (z,y) que
correspondem a regiao D? Melhor dizendo, qual é o conjunto de pontos (z,y) para os

quais é valida a desigualdade g(z,y) < h(x,y)?

Exemplo 3.5 Se g(z,y) = 22 + y? e h(z,y) = 2 — 22 — y? e o dominio de integracdo é
dado por D := 2% +9? < 2 < 2—22 —y? entdo estamos interessados em obter o subconjuto
R = {(z,y)|z? + y*> < 2 — 22 — y?}. Ora, determinar R significa descrever os pontos que
satisfazem & inequacio 2% + y? + 2% + y? < 2 isto é, 22 4+ y? < 1. Ou seja R é o conjunto
de pontos interiores ao circulo de raio 1.

No caso geral, procedemos da mesma maneira, primeiramente obtemos o conjunto de
pontos do plano R que satisfazem a inequacao g(z,y) < h(z,y) e, em seguida, usamos
novamente o Teorema de Fubini para obter:

f x,y,z)dV = F(z,y)dA = h(w f(z,y,2)dz|dA
9(z,y)

Uma recomenda@ao: para fazer a integracao neste tipo de regiao, é 1til ter um bom
esboco dos graficos das fungoes envolvidas para a seguir, determinar a regiao R dos pontos
do plano que corresponde ao dominio de integracdo. Observe que R é precisamente a
imagem do dominio D pela projecao ortogonal 7(x,y,z) = (x,y). Logo, é a regido plana
limitada pela curva de equagao g(z,y) — h(z,y) = 0.

LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



Exemplo 3.6 Encontre [ [ [, zdV para D a regido do espaco limitada pelos gréficos
x=1—2% =0, entre os planos y = —1 e y = 1.

Solugao: observe que pela descricao da regiao de integragao D, é mais conveniente escrever
dV = dxdzdy na integral iterada.

Assim descrevemos os limites de integracao na seguinte forma: fixados y e z a variacao
de z é dada pela desigualdade 0 < z < 1 — 22. A interseccio dos gréficos é dada por
1—22=0o0usejaz=0ez=1. Portanto, as seguintes desigualdades definem os limites
de integracao para a integral iterada: 0 <z <1 — 22, 0<z<1le—-1<y<1.

Portanto,
1,1 pl—22 1,1
///de:/ // zda:dzdy:/ /[z(l—z2)]]dzdy
D -1J0 Jo -1J0

1 1 1 Z2 24
‘[Lévu—zmuwyz/JQ——ﬁﬁwzé

Exercicio 3.7 Como seria a integral repetida escrita na forma dxdydz?

Roteiro 3.8 Em qualquer uma das situacgoes descritas para calcular a integral tripla, a
integral repetida é obtida a partir da descricao da regiao D de integracdao da seguinte
forma. Suponha que escolhemos fazer a integracdo na ordem dydxdz: primeiramente,
fixamos duas varidveis x e z e obtemos uma desigualdade envolvendo gréficos de fungoes,
por exemplo, h(zx,z) <y < g(z,z). Em seguinda, projeta-se a regiao D em uma regiao de
integragao das demais variaveis R. Fixada a variavel z, a regiao R também é descrita por
uma desigualdade do tipo ¢1(z) < = < ¢2(z). Finalmente, a projecao da regiao R sobre o
eixo Oz é um intervalo descrito por uma desigualdade: a < z < b. Temos entao:

b rpa(z) rg(z,2)
///fw%mwz//‘ / f(2,y, =)dydad=
D a 1 (Z) h(l‘,Z)

3.2 Coordenadas Cilindricas

Se usarmos coordenadas polares no plano xOy e coordenada cartesiana usual no eixo
Oz, obteremos um sistema de coordenadas no R?® denominado Coordenadas Cilindricas
definido por:

x=rcos(f), y=rsen(d) e =z

X
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O elemento de volume nestas coordenadas é igual produto do elemento area em coordena-
das polares, isto é dA = rdr df pelo elemento dz ou seja:

dV =rdz dr do

Quando usamos coordenadas cilindricas? O critério é exatamente o que usamos para as
coordenadas polares isto é, quando a descricdo da regiao de integracao fica descrita de
modo mais simples e a integral pode ser calculada facilmente.

Ao optarmos pelo sistema de coordenadas cilindricas devemos observar a simetria da
regiao de integracao em relacao ao eixo Oz e a fungdo que iremos integrar ao fazermos a
substituicao de variaveis.

Os cilindros e os cones sao exemplos de algumas superficies que satisfazem o critério de
simetria. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.9 O cilindro 2% +4? = R?, em coordenadas cilindricas se escreve = R. Note
que a varidvel z nao aparece nesta equacao, portanto a figura é realmente um cilindro.

Exemplo 3.10 O cone z = ay/2? + 2 em coordenadas cilindricas se escreve z = ar.

Exemplo 3.11 Em coordenadas cilindricas uma superficie de revolugao:

(f(v) cos(0), f(v)sen (), g(v)),

se escreve r = f(v), z = g(v), ndo dependendo da coordenada 6.

Exemplo 3.12 Utilize coordenadas cilindricas para calcular o volume do sélido €2 limi-
tado pelos gréficos das funcoes z = 22 + 3% ¢ 2 = 2 — 22 — ¢/%.

Solucgao: Substituindo as coordenadas polares nas expressoes z = z2+y? e z = 2— 22—,
obtemos z = 2 e z = 2—7r2. O fato de que as funcdes nio dependem de @ significa simetria,
dos graficos em relagao ao eixo Oz.

A intersecao dos graficos é dada por 2 = z = 2 — 2. ou seja, 21> =2, ou r = 1.
Observe que o sélido é limitado superiormente por z = 2 — r? e inferiormente por z = r
projetando-se no plano Oy no disco r? < 1, conforme a figura abaixo:

2
2

Assim sendo, o sélido 2 é descrito pelas desigualdades: P <z2<2-r20<r<1le
0<6<2m.

Portanto, lembrando que o elemento de volume em coordenadas cilindricas é dV = rdzdrdd,
temos
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2 1 22
vol(2) = / / / rdzdrd6
0 0 Jr2

2 pl
vol(2) = / / (2 — 2r?)drdf
0 0
2

r2

vol(Q):/O [7“2—5]) dd =7

0

3.3 Coordenadas Esféricas

No parédgrafo sobre aplicacées da integral dupla, calculamos a area da esfera de raio 1
centrada na origem. Para isso, usamos a seguinte parametrizacgao:

(0, 0) — (sen (¢) cos(f),sen (¢)sen (f),cos(¢)), para0<60<2m, 0<¢<m.

Os circulos 6 = 6y = constante correspondem aos meridianos: (sen(@)cos(0y), sen(p)sen(y), cos(d)).

As curvas que correspondem a ¢ = ¢y = constante sao circulos de raio igual a sen(¢g) e
sao chamados paralelos (sen(pg)cos(0), sen(pg)sen(By), cos(gg)).

Estas duas familias de curvas estabelecem uma maneira de localizar pontos na esfera por
meio de um par de angulos: (6, ¢), que significa localizar o meridiano e paralelo em que o
ponto encontra-se.

Por exemplo, o ponto (%, %, @) localiza-se no paralelo ¢ = 7 e no meridiano 6 = 7.
Analogamente para uma esfera de raio R, de equacio cartesiana 22 + y? + 22 = R?, ob-
temos a parametrizagao (Rsen (¢)cos(f), Rsen (¢)sen (0), Rcos(¢)). Da mesma maneira
que utilizamos coordenadas polares para obter um sistema de coordenadas no plano, po-
demos construir um sistema de coordenadas no espago usando cooredenadas esféricas do
seguinte modo: fixada uma origem O, se P € R3, seja p = dist(P,0). Se P # O, entdo
p > 0. Nesta situacao, o ponto P encontra-se numa esfera centrada na origem e de raio p.
Para localizar um ponto nesta esfera precisamos encontrar o par de angulos (6, ¢). Dessa
maneira, podemos atribuir a qualquer ponto P # O as coordenadas

(psen (@) cos(6), psen (¢)sen (6), p cos(¢))
Exemplo 3.13 Considere o ponto (v/3,3,2). Obtemos p(P) =4, ¢(P) =% e (P) = Z.

Definimos um sistema de coordenadas esféricas que para cada ponto P € R3 associa um
terno ordenado (p, 0, ¢).

Como era de se esperar, a equacao de uma esfera de centro O e raio R nestas coordenadas
é bastante simples: p = R.

Exemplo 3.14 Outra superficie de equagao muito simples em coordenadas esféricas é o
cone, de equagao cartesiana z = av/x2 + y2, a > 0. Para obté-la, basta fazer substituicao
x = psen (¢)cos(h), y = psen (¢)sen (f), z = p cos(¢) para obter z2 + 32 = p?sen?(¢) :

pcos(¢) = apsen(¢)

cot(¢p) =a

Equivalentemente ¢ = constante.
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Para calcular integrais triplas em regides no espaco que envolvam superficies que pos-
suem algum tipo de simetria em relagao a origem, talvez seja vantajoso usar coordenadas
esféricas.

Para isso, primeiro apresentamos o elemento de volume em coordenadas esféricas:

dV = p*sen(¢) dp do db

Esta expressao é obtida de modo similar ao que foi feito com a mudanca de coordenadas
no plano. Nao discutiremos aqui a sua obtencao. Apenas lembramos que ela pode ser in-
terpretada como o volume de um paralelepipedo formado por um paralelogramo tangentea
esfera e um radial, apontando para fora. Em termos de volume, obtemos o produto do
elemento de drea da esfera pelo elemento dp.

z

Exemplo 3.15 Encontre o volume do sélido {2 no interior da esfera de centro na origem

e de raio 1 e acima do cone z = y/x2 + 2.

Solugao: Como vimos anteriormente, €2 é limitado por duas superficies, que em coordena-
das esféricas possuem equacoes p = 1 e cot(¢) = 1. Ouseja p = 1 e ¢ = 7, respectivamente.
Logo, a regiao €2 é descrita pelas desigualdades (verifique !): 0 < p <1,0< 6 <27 e

0<p<2
vy = [ [ fav=["[" [ poeno) dpao as
[ ] fav=[" [ senton] ao as
[ fav=3 /0 /0er sen(s) do do = | 7 [ cos(9))d do

Vol(Q):///QdV:;[l—f]/o%cw:?[l—f]

Exemplo 3.16 Encontre o volume do sélido € limitado pelos cones S1, z = /22 +y2 e
Sa, 2 = 1/3(2? + y?) e pelo plano z = 3.

Solugao: Como foi observado anteriormente, a equacao de um cone do tipo z = ay/x? + y2,
a > 0 em coordenadas esféricas é : cot(¢) = a.

Portanto, o sdlido €2 é limitado por superficies que em coordenadas esféricas se escrevem:
Sy :=cot(¢p) =1ou ¢ =7,

Sy := cot(¢) = v/3 ou, usando trigonometria, cos(¢) = @, isto é, p = §
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e o plano pcos(¢) = 3 (verifique isso!).

Portanto, as seguintes desigualdades descrevem o dominio de integragao: 0 < 6 < 27,
§50<7e0<p< Logo, o volume ¢ igual a integral repetida:

cos( )"

Vol(Q) = /:ﬁ /; /0”’) p’sen(¢) dp do df
[AS
/ " / 6083 jaen (¢) dop df =

2T 1 -
Vol(@) = | /O (o7 /e 0 = O

E um bom exercicio ( trabalhoso) calcular o volume deste sélido usando coordenadas
cartesianas.

Que calculamos

@ sen (¢) do df =
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3.4

10.

11.

EXERCICIOS

. Em cada uma das regides D abaixo escreva a integral tripla : [ [ [, f(x,y,2)dV na

forma de integral iterada:

(a) D:={a?+y?+22<1}.
(b) D a regido dentro da esfera 22 4 32 + 22 = 2 e acima do grafico de z = 22 + 3.

(c) D aregi ao fora do cone 2% = 2% + 52 e dentro da esfera 2 + y? + 22 = 2

. Calcule o volume do sélido limitado pelos seguintes planos x = 0, y =0, 2 = 0 e

r+y+z=1

. Use integral tripla para encontre o volume do tetraedro de vértices: A = (0,0,0),

B = (1,0,0), C = (1,0,1), D = (1,1,0). (Sugestao: encontre a equagao do plano
BCD.

. Encontre o volume de um tetraedro regular de aresta igual a v/2. (Em que pontos

colocaremos os vértices?)

. Encontre a seguinte integral [ [ [, ydV para Q = {(z,y,2)//2?2 +y? <z <1}
. Encontre o volume do sélido B = {(z,y,2)/V22 + 32 < 2 <6 — 22 — 3?}

. Use coordenadas cilindricas para calcular a integral

f02 0@ I 2=ty zdzdydx

. Em cada um dos ftens abaixo, esboce a regido do espaco R? descrita em coordenadas

esféricas pela equagao:
(a) tan(0) =1

(b) tan(¢) = 1

(c) psec(s) =4

. Encontre o volume do sélido limitado inferiormente pela esfera z2 + 3% + 22 = 4z e

superiormente pelo cone z = /22 + y2.

Encontre o volume do sélido contido no octante x > 0, y > 0, z > 0 e limitado pela
esfera de centro na origem (0,0,0) e raio 2 e pelos planos verticais t =y e y = V3.

Encontre a equacao do cilindro 22 4+ y? = k% em coordenadas esféricas.
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Integral Curvilinea




AULA 4: INTEGRAL CURVILINEA

Objetivos 4.1 Os objetivos desta Aula sao:
e introduzir o conceito de curva parametrizada;
e introduzir o conceito de integral curvilinea de uma funcao escalar sobre uma curva;
e introduzir o conceito de integral curvilinea de um campo vetorial sobre uma curva;
e enunciar e demonstrar o Teorema de Green;

e estudar os campos conservativos;

4.1 Introducao

Imagine um pedago de arame, na forma de uma curva C no espaco tri-dimensional. Su-
ponha que o arame é feito de um material cuja densidade é uma funcao que a cada ponto
p € C, associa um valor f(p). Deseja-se calcular a massa do objeto. A ideia é proce-
der como foi feito nos capitulos anteriores: usar uma integral para encontrar a massa do
objeto. Isso sera feito, subdividindo C' em pequenos pedagos, bem aproximados por seg-
mentos de retas. Calcula-se a massa de cada pedaco e, em seguida, soma-se para obter
uma aproximacao da massa do objeto. A massa total é o limite dessa aproximagcoes ou
seja uma integral.

Nosso objetivo inicial sera estender o conceito de integral de Riemann para subconjuntos
mais gerais: curvas e superficies no espago. Neste capitulo faremos a extensao para curvas
usando os conceitos de caminho e de comprimento de arco e serdo tratados os seguintes
assuntos:

e caminhos regulares;

e comprimento de arco de caminhos regulares;
e a integral em curvas regulares;

e campo vetorial em R?;

e integral curvilinea (ou integral de linha);

e Teorema de Green, que relaciona a integral curvilinea em uma curva fechada plana
com a integral dupla na regiao limitada pela curva;

e campos conservativos no plano.

AULA 4: INTEGRAL CURVILINEA 55




4.2 Curvas Regulares

Definigao 4.2.1 Um caminho continuo é uma aplicacdo v : [a,b] — R3, ~(t) = (z(t), y(t), (2(t))
tal que as fungoes x(t), y(t) e z(t) sdo continuas. Se as fungoes z(t), y(t) e z(t) sao dife-
rencidveis em (a,b), entdo dizemos que v é um caminho diferencidvel .

Nesse caso, o vetor +/(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)) é chamado vetor tangente a -y no ponto y(t).
Se ~v descreve o movimento de uma particula movendo-se no plano, entao o vetor tangente
¢é a velocidade da particula no instante .

Exemplo 4.2 §(t) = (t2,t3,0) é um caminho diferencidvel com vetor tangente &'(t) =
(2t,3t2,0). Por exemplo, para t = 1 temos o vetor §'(1) = (2,3,0) que é tangente ao
caminho no ponto (1) = (1, 1,0).

Defini¢ao 4.2.2 Um caminho ~(¢) diferenciavel é chamado regular, se o vetor tangente
nunca se anula ou seja, se v/(t) = (2/(¢),y'(t), 2/ (t)) # (0,0,0) ou equivalentemente se sua
/

norma nao se anula: |v/(¢)| = \/x’ £+ () + 2/ (t)* #0.

Definicao 4.2.3 Dizemos que C' C R? é uma curva regular se é a imagem de um caminho
regular.

Em outras palavras C' é uma curva regular se existe um caminho regular v : I C R — R3
tal que y(I) = C.

Exemplo 4.3 ~(t) = (cos(t), sen(t),t) é um caminho regular pois /() = (—sen(t), cos(t), 1)
e [/ ()] = \/cos2(t) + sen2(t) + 1 = /2

Exemplo 4.4 Por outro lado, o caminho do Exemplo 4.2 , 6(¢) = (¢2,t3,0) ndo € regular,
pois o vetor tangente na origem é nulo. Compare as figuras.
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Exercicio 4.5 Verifique se o caminho «(t) = (¢,t2,3) é regular ou nao.

Para generalizar a defini¢cao de integral de Riemann de uma fun¢do f em um caminho,
primeiramente devemos dar sentido a nocao de elemento de comprimento de arco, que
substituird o elemento dz na integral simples uni-dimensional.

Lembre-se que o principio geral que usamos é:

1. fazer uma partigao P do caminho v em pequenos arcos de comprimento A;s,

2. em seguida, calcular o valor da funcao f(¢f) em um ponto contido em cada um dos
sub-arcos e formar a soma: s(f,P) = Zf:o f(t5)Ais
3. Finalmente tomar o limite da soma quando |P| — 0.
Vejamos como formalizar um pouco mais essa ideia:

Definigao 4.2.4 Se v(t) é um caminho regular, o comprimento de arco de 7 entre dois
pontos ¢ igual a integral

t1
S(to, 1) = / /(1) dt

0

Exemplo 4.6 Encontre o comprimento de arco da curva ~y(t) = (cos(t), sen(t),t) para
entre os pontos y(0) e y(5).

Solugao: basta aplicar a definigao. Temos s( f(f |/ (t)|dt = fo V2dt =

Observagao 4.7 Se interpretarmos o caminho v(¢) como o movimento de uma particula
no plano, entdao a norma (ou médulo) do vetor velocidade |y/(¢)| é conhecida como veloci-
dade escalar. E assim, com esta interpretacao, o comprimento de arco é a distancia total
percorrida pela particula ao longo do caminho ~.

Exemplo 4.8 Encontre o comprimento de arco do caminho r(¢) = (t2,¢3,0) entre t = 0
et =2
Solugao: 7/(t) = (2t,3t2,0), portanto |r'(t)| = V/4t2 + 9t e

2 2
5(0,2):/ V4t? + 9t dt:/ V4 4+ 9%t dt
0 0

Fazendo a substituicio u = 4 4+ 9t2, temos du = 18 t dt. Além disto t = 0 corresponde a
u =4 e t = 2 corresponde a u = 40, portanto,

40
du

4

[y 2o

Integrando, obtemos

Ou seja
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Observe que segue da definigdo de comprimento de arco e do Teorema Fundamental do
Célculo que = |%/(t)|. Novamente, interpretando o Caminho como a descrigao do movi-
mento de uma partlcula percorrendo uma curva C, entao = |7/(t)] é a velocidade escalar
da particula. Portanto |y/(¢)|dt é o produto da Veloc1dade escalar pelo tempo.

Isto motiva a seguinte definicao:

Definicao 4.2.5 Chama-se elemento de comprimento de arco de um caminho v a ex-
pressao ds = |y/(t)|dt

4.3 Integral Curvilinea de uma funcao escalar

Definigdo 4.3.1 Seja f : U C R® — R uma fun¢io continua e v : [a,b] — R y(t) =
(z(t),y(t), (2(t)) com imagem C, entdo a integral curvilinea da fungao escalar f em C é

definida como:
/ fds = / fly (t)|dt

Se v(t) = (x(t),y(t), 2(t) entdo |¥'(t)| = /2'(t) 2+ 2/(t)? e escrevemos

/fds—/f )V (t) )24 2/(t)2 dt

Exemplo 4.9 Encontre o valor da integral fc yds para C' uma curva imagem de y(t) =
(5,2, —2),0 < t < 2.
Solugao: 7/(t) = (t,2,—-2t) , |7 (t)] = Vt? + 4 + 4t2, y(t) = t, portanto,

1
/fds-/ t V5t2+4 dt
C

0

Fazendo a substituicdo de varidveis u = 4 + 5t% temos du = 10t , quando ¢t = 0, u = 4
quando t =1, u = 9. Logo

! 1 [ 1ud/2)9 2
/fds:/ t\/20t2+1dt:/ Vady = 2 2T
. 10 /, 5 3 15

0

Um caso particular importante da Integral Curvilinea de uma funcao escalar ocorre quando
C' é uma curva plana. Vamos examinar este caso com detalhes. Suponha que 7(t) é um
caminho tal que a imagem C' é uma curva plana cujos pontos estdo no plano xy. Seja f
uma funcéo real de duas variaveis. A Integral Curvilinea da fungéo escalar f é dada entao
por

/fxyds_/f )V ()2 + ¢/ (t) dt.

Quando f(x,y) > 0, esta integral possui a interpretagdo geométrica da “drea de uma
cerca”. Para ver isto imagine a imagem C' da fungao () como como base da cerca e
para cada (z,y) € C imagine f(x,y) como a altura da cerca no ponto (z,y)(veja a figura).
Vejamos um exemplo desta situacao.

LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



S (x(@), y(©))

Exemplo 4.10 Deseja-se construir uma peca metalica que tem a forma da superficie do
cilindro z? + y? = 4, compreeendida entre os planos z = 0 e z = 4 — x — y. Se o metro
quadrado da peca custa R$ 25,00, calcule o preco total da peca.

Solugao: A base da peca é dada pela circunferéncia parametrizada por v(t) = (z(t),y(t)) =
(2cost,2sent),0 < t < 27 e a altura da peca metélica em cada ponto (z,y) € C ima-
gem de (t) é dada pela funcao f(x,y) =4 —z —y. v'(t) = (—2sent,2cost) e portanto
|7/ (t)|| = v/4 = 2. Temos entdo

27
/ flx@),y@)|y @) dt = / (4 —2cost — 2sent)2 dt = 16m.
C 0

O Custo total serd portanto 25 x 16m = 4007 reais.

z

Veremos outra aplicagoes da integral curvilinea de uma funcao escalar e também um outro
conceito importante a Integral Curvilinea de um campo vetorial. Mas antes a faremos
algumas observagoes uma pouco mais tedricas que nos ajudam a entender o conceito de
integral curvilinea.

Observagao 4.11 A definicao de integral sobre uma curva é motivada do seguinte modo:
para definir a integral de uma funcao continua f em uma curva C que é a imagem de
um caminho regular, 7 : [a,b] — R? a ideia é seguir os passos da defini¢do da integral de
Riemann em uma variavel.

Primeiramente, tomamos uma particao @ = UC; da curva em pequenos pedagos e calcu-
lamos o valor de f(p;) em um ponto p; € C; em cada um desses pedagos. Em seguida,
toma-se a soma de s(f, Q) =Y f(pi)L(C;), para L(C;) o comprimento do pedago C;.
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Observe que, se a correspondéncia t — (t) é injetiva, entdo uma partigdo Q corresponde
a uma parti¢cdo no dominio a =ty < t1 < ... < ty = b e y(t;) = p;- E o comprimento de
cada pedago L(C;) é aproximado por |[7/(¢;)|Ait. De modo que escrevemos

=D F)LC) =D FOrt)) Y ()| Ait.

Finalmente, tomamos o limite lim|g|_, s(f, Q). Observe que > f(v(t:))|7'(t:)|Ait é pre-
cisamente uma soma de Riemann para a func¢ao f(v(t))|7/(t)|. De modo que o limite

lim|g|0 5(f, Q), se existir, é igual a f; Fy@E)[y (t)]dt.

Observagao 4.12 A integral de uma funcdo sobre uma curva nao depende da parame-
trizacao da curva: suponha que t € [a,b] — (t) e u € [¢,d] — J(u) sejam dois caminhos
regulares que possuem a mesma imagem, C' com as mesmas extremidades, y(a) = d(c) e
7(b) = 6(d).

Se existe uma mudanga de parametro ¢ — u(t) tal que v(¢) = §(u(t)). Entao, pela Regra
da Cadeia, 7/(t) = &' (u(t))u'(t) e [/ (¢)| = |8 (u(t))|u/(t), pois u'(t) # 0 ( por que?).

b
/If(v(t t)|dt = /f NN (w(t))]od! (t)dt.

Mas aplicando a férmula da mudanca de varidveis em integral de uma varidvel, temos
du =u'(t)dt, a =u(c) e b=wu(d) e

[ s wenn o= [ s

Concluimos assim que a integral de uma funcao sobre uma curva nao depende do caminho
(ou parametrizacao) que a descreve. Este é o sentido da expressao integral curvilinea:

/C fds

Observagao 4.13 Se 7(t) é um caminho regular, entao existe uma funcao 7'(s) tal que o
caminho r(s) = y(T'(s)) tem vetor tangente de norma igual a 1, isto é: |r’(s)| = 1. Neste
caso, dizemos que o caminho estd parametrizado pelo comprimento de arco.

Exemplo 4.14 Verifique se o caminho 7(¢) = (2cos(t), 2sen (¢)) estd parametrizado pelo
comprimento de arco. Em caso negativo tente achar uma mudanca de parametro de modo
que o novo caminho esteja parametrizado pelo comprimento de arco:

Solugao: Iniciamos com o célculo do vetor velocidade:

v (t) = (—2sen (t), 2 cos(t)).

Portanto, |7/(t)] = 2 e v nao estd parametrizado pelo comprimento de arco. Entretanto,
se definimos um novo parametro ¢t = 5, o caminho «a(s) = (2cos(3),2sen(5)) tem vetor
velocidade igual a o/(s) = (—sen(5),cos(3)) que satisfaz [o/(s)| = 1. Ou seja, a estd

parametrizada pelo comprimento de arco.
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Vejamos como obter teoricamente a fungao 7'(s) no caso geral:
Primeiramente observe que se fixarmos um ponto ¢y no dominio do caminho ~ entao, o
comprimeto de arco de y(ty) até y(t) é uma funcao de ¢ definida por:

T

S(T) = s(t,T) = / Iy (&)t (4.1)

to

O Teorema Fundamental do Célculo nos diz que 4 = |y(t)|.

Como v é um caminho regular, entao |y (t)| > 0.

Ou seja, a funcao que a cada T associa o comprimento de arco s(T") possui derivada
positiva. Pode-se concluir que s(7") é uma funcao crescente de T' ( por que?).

Usando a interpretacao do caminho como a descricdo do movimento de uma particula no
espaco, isto deveria ser claro, pois, se a velocidade escalar é positiva entao, quanto maior
o tempo de percurso, maior serd o comprimento de arco percorrido no caminho.

Sendo s(T') uma funcao crescente, entao possui uma inversa, que denotamos por T'(s).
Isto significa que (teoricamente) podemos descrever os pontos do caminho usando o com-
primento de arco como parametro. Ou seja um ponto é localizado pelo comprimento de
arco percorrido a partir de um ponto fixado.

Além disso, o Teorema da Fungao Inversa nos garante que a funcao 7'(s) é diferencidvel
com

ar_t_ 1
ds & (T

Se r(s) =~y(T(s)), entdo usando a regra da cadeia,

ar 1

r(s) =(T(s) 7 =7 (T(s)

Portanto,

Como queriamos demonstrar.

4.4 Campo de vetores

A idéia de campos de vetores vem da Fisica e corresponde a associar a cada ponto do
plano ou do espago uma grandeza que possui dire¢ao, sentido e tamanho (médulo), ou
seja, um vetor. Por exemplo, a velocidade de uma particula movendo-se no espago é uma
grandeza vetorial, pois possui direc¢ao, sentido e médulo (ou velocidade escalar).
Sabemos que os vetores do plano e; = (1,0) e e = (0,1) formam uma base de R2.
Recordando o que isto quer dizer: cada vetor do plano se escreve de maneira tinica como
combinacao linear de e; e es. Em simbolos, Vv € R? existe um tinico par de ntimeros reais
a e b tais que v = aeq + bes.

Definigao 4.4.1 Um Campo de Vetores no plano é uma aplicagao que a cada ponto (z,y)
do plano faz corresponder um vetor X (z,y) = F(x,y)e1 + G(z,y)ea ou simplesmente
X(z,y) = (F(z,y),G(z,y)) quando a base estiver escolhida. Utilizaremos também a
notacao Y quando quisermos enfatizar que para cada ponto (z,y) do plano o campo X
associa um vetor.
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Um campo de vetores é dito diferencidvel (respectivamente de classe C') quando cada uma
das funcoes F(x,y) e G(z,y) for diferenciavel (respectivamente, tiver todas as derivadas
parciais continuas). Nestas notas, exceto quando se supde o contrario, iremos trabalhar
com campos de classe C.

Exemplo 4.15 Damos a seguir 3 exemplos de campos de vetores no plano:
L X(z,y) = (2z,3y).
2. X(z,y) = (zy, 2> — y°).

3. X(z,y) = ( , com dominio o conjunto R?\ {(0,0)}.

T )
ity o4y

Exemplo 4.16 Campo gradiente: se U(z,y) é uma fungao diferencidvel entao o campo
gradiente de U é definido por X(x,y) = VU(z,y) = (%—g,%—g). O campo gradiente é
bastante estudado no Célculo Diferencial de Vérias Varidveis e uma de suas propriedades
mais importantes é que aponta sempre na diregao de crescimento méximo da funcao (Ver

também a Segao 4.7).

Exemplo 4.17 Igualmente importante é o Campo Hamiltoniano definido por Xg(z,y) =
OH oOH

(By >~ 22

Os Campos Hamiltonianos sao estudados na Mecanica Cléssica. Por exemplo, se H(z,y) =

%yQ—FU (x), é do tipo energia cinética mais energia potencial, entdo o Campo Hamiltoniano
associado se escreve Xg(z,y) = (my, —U'(x)).

A nocado de campo vetorial estende-se naturalmente ao espaco tri-dimensional: é uma
aplicacdo que a cada ponto (x,%,2) € R? associa um vetor

X(.%',y, Z) = (F($7ya Z),G(l’,y,Z),H(.%,y, Z))

Alternativamente, usando a base canénica de R? dada pelos vetores e; = (1,0,0), ex =
(0,1,0) ees = (0,0, 1), todo campo vetorial se escreve X (z,y, z) = F(x,y, z)e1+G(x,y, z)ea+
H(z,y,z)es. Também é usada comumente a notacao i, j e k para os vetores da base
canonica de modo que um campo de vetores se escreve X (x,y, 2) = F(z,y, 2)i+G(z,y, 2)j+
H(z,y, z)k. Utilizaremos também a notagao X quando quisermos enfatizar que para cada
ponto (z,y, z) do espago o Campo X associa um vetor.

Exemplo 4.18 Campo gravitacional: segundo a Lei Gravitacional de Newton, a forca
gravitacional exercida por um objeto de massa M colocado na origem, sobre um outro
objeto, de massa m, situado na posicao (z,y, z) é igual a

mMG
X(.ﬁ,y, Z) = _T(xa Y, 2)

onde G é a constante de gravitacao universal e r = /22 + y2 + 22 é a distancia do objeto
até a origem. Observe que o campo X nao estd definido na origem (por que?). Uma
expressao similar é dada para um campo elétrico que é dado pela forga exercida por uma
carga pontual ) na origem sobre outra ¢ na posicao (z,y, 2):

€qQ
Y(SE, Y, Z) = F(xv Y, Z)'
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4.5 Integral Curvilinea de um campo vetorial

Se ? é um campo vetorial no espago entdo uma particula neste espaco (por exemplo uma
massa em um campo gravitacional) vai ser submetida a for¢ca X. Suponha que a particula
se movimenta ao longo de uma curva C' sob a agdo de uma forca X. Um dos conceitos
fundamentais da fisica é o trabalho realizado por X ao longo de C. Veremos que este
trabalho é medido por uma integral sobre a curva.

Inicialmente, suponha que a trajetéria da particula é um vetor deslocamento /ﬁ e o
campo ¢é constante. Neste caso sabemos que o trabalho é dado pelo produto escalar do
campo pelo vetor E .

X AB = (forga ) x (deslocamento na diregao da forga)

De uma maneira mais geral, se o caminho é um caminho curvo no espaco, podemos
imaginar que ele é constituido por uma sucessao de deslocamentos retilineos infinitesimais.
Da mesma forma que procedemos na deducao da férmula para a integral curvilinea de
uma funcao escalar, ver a Observacao 4.11, chegamos a seguinte férmula para o calculo do
trabalho realizado por um campo X (z,y, z) no espago sobre uma particula que percorre
um caminho regular v : [a,b] — R3, v(¢) = (z(t),y(t), 2(t)):

b
trabalho realizado por X :/ X(y()A(t) dt

Nao vamos fazer uma deducao rigorosa desta formula mas podemos justifici-la da se-
guinte maneira. Primeiramente, tomamos uma particdo Q do intervalo [a,b], dada por
a =ty < ...t; < t, = b e obtemos uma poligonal no espago com vértices y(t;) =
(z(ti), y(ti), 2(t:)),0 < @ < n(ver figura).

Se t varia em um intervalo de t; para t;11 que vamos supor pequeno o deslocamento da
particula é aproximado pelo vetor As; = y(t;+1) — 7(ti) e o campo X pode ser pensado
como constante e igual a X (v(¢;)) no intervalo [t;, t;1+1]. Supondo que ~/(t) existe para
todo t € [a,b] entao pela definicao de derivada, temos que

As; =~ ’yl(t)Atl'

Concluimos que o trabalho realizado para deslocar uma particula de y(¢;) para y(ti+1) é
aproximadamente

X (y(ti)Asi = X (y(ti).7 (t:) At
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Assim o trabalho W realizado pela forga X para deslocar uma particula ao longo de C' é
aproximadamente:

$(X,Q) =D X(y(t:)As; & Y X(v(t:)- (1) At.

Finalmente, tomamos o limite lim|g|_,os(X, @).Observe que quando |Q| — 0 a apro-
ximacao se torna cada vez melhor e que portanto é razoavel tomar como nossa defini¢ao
de trabalho a integral

b
W= [ XG0 @

Esta nogao de trabalho, fundamental na fisica, nos leva a definir a integral curvilinea de
um campo vetorial da seguinte maneira.

Definicao 4.5.1 Seja X um campo vetorial no R continuo no caminho regular ~ :
[a,b] — R3. A Integral curvilinea do campo X ao longo de 7 é definida da seguinte
maneira:

b
/X.ds = / X ()~ (t)dt
o' a
Utilizando coordenadas, se o campo vetorial se escreve

X(,y,2) = (F(2,y,2), G(z,y,2), H(x,y,2)) e (1) = (2(1),y(1), (1)),

X(y(0)y'(t) = F(z(t),y(t), 2(t))x"(t) + G(x(t), y (1), 2(1)y'(t) + H(2(t), y(2), 2(£) 2/ (1)

b
/xw—/ww@ww+ammww+mwmﬂmw
¥ a

Exemplo 4.19 Considere o campo vetorial X (z,y,2) = (x,y,2%) e o caminho v(t) =
(cos(t),sen (t),t) onde 0 < ¢ < 7. Calcule a integral curvilinea f7 X.ds.

Solugao: O campo ao longo do caminho é igual a X (y(t)) = (cos(t),sen (t),12) e o vetor
tangente ao caminho é igual a 7/(t) = (—sen (¢),cos(t), 1) para 0 < ¢t < 7.

Logo, X (v(t)).7/(t) = t? e, por definicdo,

™ tSﬂ— 3
/X@:/#ﬁ: T
y 0 3 lo

Como ja vimos, o conceito de integral curvilinea de um campo esté associado ao conceito
de Trabalho realizado ao movermos uma particula ao longo de uma curva «, sob a influéncia
de um campo de forgas X = (F,G). Considere o seguinte exemplo:

3

Exemplo 4.20 Encontre o trabalho realizado pelo campo X (z,y) = (zy, y?) ao se mover
uma particula ao longo de uma curva C' descrita pelo caminho r(t) = (3 cos(t), 2sen (t))
para 0 <t <.

Solugao: X(7(t)) = (6cos(t)sen (t),4sen?(t)) e 7/(t) = (—3sen (t),2 cos(t)).

Logo X (r(t)).r'(t) = —18cos(t)sen 2(t) + 8 cos(t)sen 2(t) = —10 cos(t)sen 2(t).

Portanto We = [, X.dr = [[-10cos(t)sen?(t)]dt = —1cos3(t) ;r =2
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Observagao 4.21 A componente de X na direcdo do vetor unitdrio da tangente a v no
»onto t é o produto escalar f(t) = X (’y(t))% que é uma fungao escalar do parametro t.
[sto quer dizer que ao projetarmos ortogonalmente X sobre o vetor unitario da tangente
bteremos a fungao escalar f(¢). Obtemos assim uma relagao entre a integral curvilinea

1o campo e a integral de f no caminho v que pode ser muito 1til:

waﬁzszwm.

Observagao 4.22 Seja (t) = (x(t),y(t), 2(t)) um caminho regular. Suponha que g seja
1mma funcao diferencidvel com ¢'(u) > 0 tal que g(uq) = a,g9(up) = b. Definimos um
10vo caminho regular a(u) = v(g(u)) obtido do caminho anterior por uma mudanga de
»arametros ¢ = g(u). Pela Regra da Cadeia o/ (u) = 7/(g(u))g¢'(u). Portanto,

' (t
/

) o= [* ,
L0l = [ X(0)5/ 0

Por definicao, dado um campo X

/ax.ds - /uubX(a(u)).a’(u)du.
Logo, )

[ xas= [ Xa@)a = [ X(2(g(w) (glu))g

Aplicando a férmula de mudanga de varidveis nesta utima integral, obtemos:

up b
/sz/ MﬂWM#@@Mwm=/xmeﬁwzfxm.

Em outras palavras, a integral curvilinea de um campo X ao longo de um caminho, nao
depende da parametrizacao do caminho.
Faz sentido, portanto, definir a Integral Curvilinea de X sobre a curva regular C, o trago
‘ou imagem) de um caminho v regular:

/ Fdzx + Gdy + Hdz = /X(v(t)).'y'(t)dt
C o

A expressao F'dx + Gdy + Hdz deve ser interpretada como o produto escalar do campo
vetorial X = (F,G, H) com o vetor tangente dado por uma parametrizagao regular v da
;urva C. A integral de linha na forma
/ X.dr.
C

7{ X.dr
C

vara a integral na curva completa (uma volta completa).

Quando a curva ¢é fechada escreve-se
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Observagao 4.23 Se y(t) = (x(t),y(t), 2(t)) e 5(t) = v(a+b—1), entdo o traco de ambos
os caminhos coincide, mas B(a) = v(b) e B(b) = vy(a).
Isto é os sentidos dos percursos sdo contrarios: f'(t) = —y'(a + b —t).

/de_/X ))dt = /X (a+b—1).(—=(a+b—1t))dt

Fazendo a mudanca de varidveis, u = a + b — t, du = —dt,

b a
/ﬁX.ds:/a X(v(a—i—b—t)).(—fy’(a—l—b—t))dt:/b X (y(u)) - () du =

_/abX(fy(u)).’y'(u))du — _Ax.ds.

Ou seja, ao mudarmos o sentido do percurso de uma curva C, a integral do campo vetorial

muda de sinal:
/X.ds = —/X.ds.
B vy

Isto significa que se denotarmos por —C' o trago de « percorrido no sentido contrario ao
de C, entao

/ Fdx + Gdy + Hdz = —/ Fdx + Gdy + Hdz.
—C C

Exercicio 4.24 Verifique esta observagao no seguinte caso: X (z,y, z) = zyi+ zzj + yzk,
C aimagem de v(t) = (¢,t2, %) e —C a imagem de v(—t) = (—t,t%, —t3), para —1 < ¢ < 2.

Exemplo 4.25 Geralmente nao se faz mengao explicita ao campo de vetores e escrevemos
uma integral curvilinea na forma fC Fdx + Gdy + Hdz. Se C é o traco do caminho

A(t) = (£,0,0) , a <t < b, entdo [, Fda + Gdy + Hdz = [ F(t,0,0)dt.

Exemplo 4.26 Calcular [ 2ydz + xdy + zzdz, C = {2?2 + y? = 1,z = 0} parametrizado
no sentido anti-hordrio ( positivo).
Solugao: observe que y(t) = (cos(t),sen (¢),0) é uma parametrizagao de C, 0 < ¢ < 2.

2w
/ 2ydz + xdy + x2dz = / [2sen (t)(—sen (t)) + cos(t) cos(t)]dt.
C 0

Usando identidades trigonométricas, cos(2t) = cos?(t) — sen?(t) e cos?(t) + sen?(t) = 1
temos sen (t)(—sen (t)) + cos(t) cos(t) = 2cos(2t) — 1 e substituindo na tltima integral
obtemos:

2m o
/ ydx + xdy + vzdz = / [2 cos(2t) — 1]dt = [—sen (2t) — ] . = —2m.
C 0

Pergunta: qual seria o resultado se a curva estivesse orientada no sentido contrario?
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Exercicio 4.27 Sejam 7(t) = (e “'sen(t),e 'cos(t),t) para 0 < t < 3 um caminho e

X(z,y,2) = (F,G,H) = thg(aj, y, z). Encontre a integral curvilinea:

/Fda:+Gdy+Hdz
.

Definicao 4.5.2 A integral curvilinea pode ser estendida para um caminho regular por
partes, ou seja um caminho continuo v : [a,b] — R3 constituido de uma unido finita de
caminhos regulares que se intersectam em no maximo um ponto.

Portanto existe um numero finito de pontos a = ag < a1 < ... < ar = b tal que a restricao
de v a cada um dos sub-intervalos [a;, a;4+1] é um caminho regular.
Se denotamos por C' o trago de v e por C; o trago do caminho 7|},
sub-intervalo [a;, a;+1], entdo, definimos

ai41]» Testricao de v ao

k
/ Fdx + Gdy + Hdz = Z/ Fdx + Gdy + Hdz
¢ =17/ Ci

Exemplo 4.28 Calcular §, zdz + xdy + ydz para C o triangulo de vértices O = (0,0,0),
A =(1,1,0) e B = (1,1,1), percorrido na seguinte ordem: de O para A, de A para B e
de B para O.

Solugao: C' é um triangulo formado por trés segmentos (arestas):

C1, de O para A: v (t) = (¢,t,0), para 0 < t < 1;

Cy, de A para B: v(t) = (1,1,t), para0 <t <1le

Cs3,de B para O: v3(t) = (1 —t,1—t,1—1t), para 0 <t < 1.

Observe que estamos usando o fato de que a integral curvilinea nao depende da parame-
trizacao.

Logo fC zdr + xdy + ydz = Zle fCi zdr + xdy + ydz.

Calculamos separadamente

1
fCi zdx + xdy + ydz = fol(t +t)dt = tQ‘O =1
1
dz + zdy + ydz = 1dt:t‘ —1
Jo i+ dy + ydz = [ dt =, 1
o, zdx + xdy + ydz = J =31 —t)dt = 3(1 - t)2’ =-3

Portanto,

3 1
f2d$+xdy+ydz:1+1—:
C 2 2

Exercicio 4.29 Encontre a integral curvilinea fC zydr + xy?*dy para C o triangulo de
vértices A = (0,0), B=(0,1) e C = (1, 1), orientado no sentido: de A para B, de B para
C e de C para A. vskip bem

4.6 Teorema de Green

Nesta secao estaremos restritos a caminhos e campos vetoriais no plano. O objetivo
desta segao é expor o Teorema de Green, que estabelece uma relagao entre a integral
curvilinea em um caminho fechado e a integral dupla de uma fungao ( o "rotacional”do
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campo) na regiao limitada pelo trago do caminho. Veremos que de certa forma estaremos
generalizando o Teorema Fundamental do Célculo.

Seja R uma regiao plana limitada por uma curva v uniao de um ndmero finito de curvas
disjuntas ~;, para ¢ = 1,2,...,n. Cada uma das curvas -; é regular por partes e estd
orientada de modo que ao percorré-la, o interior da regiao estd sempre a esquerda. Para
enunciar o Teorema de Green vamos definir o conceito do rotacional de um campo vetorial
plano.

y

A

Definigao 4.6.1 Dado um campo vetorial X no plano, o rotacional de X, é a diferenca
entre a derivada parcial da segunda componente do campo em relagdo a primeira varidvel
e a derivada parcial da primeira componente em relagao a segunda varidvel:

rot(X) = [Galay) ~ Fylow)) = 57— 5.

Teorema 4.6.1 (Green) Seja X (z,y) = (F(x,y),G(x,y)) um campo vetorial definido
em um subconjunto aberto U do plano tal que R C U, X : U — R?, onde R é uma regido
plana limitada por uma curva orientada v como acima.

Entao

ﬁﬂmMmﬂmm@—/L@@m—@mmw

Em palavras, para campos vetorias X no plano, O Teorema de Green afirma que a integral
curvilinea em uma uniao disjunta de curvas regulares por partes que limita uma regiao
plana R é igual a integral dupla do rotacional do campo em R.

Antes de fazer a demonstracao damos a seguinte definicao:

Definigao 4.6.2 Um regiao R do plano é chamada uma regido simples se ela pode ser
descrita simultaneamente com uma regiao do Tipo I e como uma regiao do tipo II (ver
Secao 1.4).

Demonstragao: Suponha inicialmente o caso particular em que R seja uma regiao sim-
ples. Ou seja, vamos supor que R = {a < x < b;g1(z) < y < g2(x)} e simultdneamente

R={c<y<d;hi(y) <z <g2(y)}

y
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Desta forma, a curva 7 que limita R (ou fronteira de R) é descrita de duas maneiras: A
primeira : v = vy U~ com y1(z) = (z,01(2)) e v3(x) = (a+ b — x,g2(a + b — x)) para
a < x <b. Observe que as curvas e 7 e 73 sao percorridas em sentidos contrarios.

A segunda: v = 72 U~y com 72(y) = (91(y),y) e 1(y) = (ha(c+d —y,c+ d —y) para
¢ <y <d. A curva vy é percorrida no sentido positivo do eixo Oy, enquanto a curva 4 é
percorrida em sentido contrario.

A prova do teorema é consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo. Calculemos

//R[G’“"(m’y)Fy($’y)]dA://RGw($ay)dA//RFy(x,y)}dA

Para a primeira integral, escolhemos integrar primeiramente em relacao a = e usamos a
seguinte descrigao para R: R={c <y <d;hi(y) <z < g2(y)}.
Assim, pelo Teorema de Fubini,

//nym /A Galz, y)do)dy.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo:

d
//RauWMA:/ﬁmmw»w—Gwmwwwy
R c

Mas o lado direito da equacao ¢é igual a

G(fﬂ,y)dy—/ G(x,y)dy.

2

//RGz(x,y)dA = /72 G(z,y)dy + [74 G(x,y)dy.

Para a segunda parcela, integramos primeiramente em relacao a y:

// (= y)dA = //:2 (2, y)dy)dz.
/ /RF yl,y)dA = / '[P, ga(e)) — Gl ga (@)

Mas o termo direito da equacao é igual a

—/% F(x,y)dx—/% Gz, y)dy.

//RFy(ac,y)dA:/71 F(x7y)dg;_|_/y3 F(z,y)da

Subtraindo as igualdades encontramos:

//’ o(@,9) — By, y)ldA =

Portanto,

Substituindo
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=/72 G(:ny)der/m G(:B,y)derX/1 F(w,y)dl‘+/ F(z,y)dz.

¥3
Concluimos assim que

//R[Gx(x,y)—Fy(x,y)]dA:/F(gc,y)d%Lg(x?y)dy'

gl
Para o caso geral, basta decompor a regiao R em sub-regioes simples R; ; como acima por
meio da introdugao de segmentos verticais ou horizontais.

|

Aplica-se o resultado em cada sub-regiao R;; e, em seguida, observa-se cada segmento
introduzido é percorrido duas vezes em sentido contrdrio de modo que ao somarmos

Z//Rij[Gx(x,y) — F,(z,y)]dA

as integrais curvilineas correspondentes se cancelam, restando apenas a integral curvilines
sobre os arcos de curvas v;,i = 1,2,...,n da fronteira de R, concluindo assim a demons-
tragao do Teorema de Green. O

Exemplo 4.30 Seja v uma curva regular simples e fechada limitando uma regiao R. Seja
X(z,y) = (x,y) um campo.Entao

fﬂ:dx—l—ydy://o dA = 0.
0 R

Exemplo 4.31 Seja novamente v uma curva regular simples e fechada limitando uma
regiao R. Considere agora o campo X (x,y) = (—y, =), entao:

j{—ydaz +xdy = // 2dA =2 area (R).
v R

Exercicio 4.32 Seja v uma curva regular simples e fechada limitando uma regiao R. Se
Fy(xay) = Gx(l’,y), V(SIT,y) € Ra calcule

7{ F(z,y)dz + G(z,y)dy
.

O Teorema de Green tem muitas aplicacoes na Matematica. Entre as mais importantes
que estudamos no curso de graduacao citamos: a integral de funcoes complexas e na
Geometria Diferencial. Também encontramos aplicacées do Teorema de Green na Fisica
quando estudamos os chamados campos conservativos. Eo que veremos na proxima secao.
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4.7 Campos Conservativos no Plano

Sejar(t), a <t < buma parametrizacio regular por partes de uma curva orientada C' C R3
e X um campo continuo sobre C. Entao vimos a seguinte definigao:

/C X.dr = / X () (1)t

Em geral a integral curvilinea ao longo de uma curva C' parametrizada por r(t),a <t <b
depende da curva C' e dos pontos inicial e final da curva A = r(a) e B = r(B). Veremos
agora um caso particular importante em que a integral curvilinea depende apenas dos
pontos inicial e final A e B mas nao da curva C. Para isto, considere o campo X =V f, o

gradiente da funcao f, dado por Vf = (%ﬁ’ %5, %).

Teorema 4.33 Seja X um campo vetorial tal que exista uma funcao f satisfazendo
Vf = X. SeC c R? ¢ uma curva reqular por partes com pontos inicial e final A e B
respectivamente, entao temos:

/CX.dr:/CVf.dr:f(B)—f(A)

Demonstracao: Como r(a) = A e r(b) = B temos

b

X.dr= [ Vf(rt).r'(t)dt
C a
Seja g(t) = f(r(t)) a<t<b.
Temos que
iy = O de  Ofdy  Ofdz /
9O =5 = oy dt T osdl flr().r(t),

pela regra da cadeia. Mas entao segue do Teorema Fundamental do Calculo que

b
/C X.dr = / g () =g(®) - g(a) = f(r(b) — f(r(a)) = f(B) — f(A).

Definicao 4.7.1 Um campo X que satisfaca o teorema anterior, isto é tal que exista uma
fungdo f com X = V f é chamado um campo gradiente.

O seguinte teorema caracteriza os campos gradientes no plano.

Teorema 4.7.1 Seja X = (F,G) um campo vetorial no plano com componentes continuas
e diferencidveis em uma aberto U C R2. Entdo sao equivalentes:

1. fC X.dr =0 para toda curva fechada C reqular por partes contida em U.

2. A integral curvilinea de X do ponto A até o ponto B independe da curva que liga A
a B.
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3. X € um campo gradiente de alguma funcdo f em U.

4. %G = OF
©9r T Oy
Demonstracao:

Vamos mostrar que (1) => (2) => 3 => (4) => (1). Inicialmente para ver que (1) =,
(2), considere duas curvas C; e Cs regulares por partes contidas em U e unindo os pontos
A e B (ver figura).

A

Pela Observagao 4.23, dada a curva (5, existe a curva —Cy uma curva idéntica a C mas
com ponto inicial B e ponto final A. Entdo C' = C7 U —Cs é uma curva fechada e por (1)
temos que:

7{ X.dr = X.dr — X.dr=0.
C 4 Ca

Segue que [, X.dr = [, X.dr.

Em seguida vamos mostrar que (2) => (3). Seja C' uma curva ligando o ponto (0,0) a
um ponto (x,y) e suponha que C' possui uma parametrizacao r(t). Defina f = fC X.dr.
Por hipdtese f independe de C. Vamos mostrar que f = VX. Para isto escolha o caminho
C = C1 U5 onde C) é parametrizada por 1 = (¢,0), 0 <t <z e Cy é parametrizada
por 7y = (z,t), 0 <t <y. Temos:

flz,y) = /OI F(t,0)dt + /Oy G(x,t)dt.

Segue que % = G(z,y). De maneira semelhante permutando = e y obtemos que % =
F(x,y), concluindo esta parte da demonstragao.
Para ver que (3) => (4), suponha que X = V f, para alguma f. Isto significa que F' = ax

_ of s OF _ 9*f | 9G _ 9*f
eG = By Mas entao ay —2 ayoz © 281 90y Mas sabemos do curso de calculo diferencial
em véarias variaveis que 8‘18]; = aigy, nestas condigoes, concluindo a demonstracao desta
parte.

Finalmente é facil mostrar que (4) => (1), pois o resultado segue diretamente do Teorema

de Green, pois
%Xdr—// dxdy—// 0 dx dy =0,

onde D é o interior do caminho fechado C. O
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Definigao 4.7.2 Uma funcao f que satisfaz as condi¢oes equivalentes do Teorema 4.7.1
é chamada uma Funcdo potencial, ou seja, f é potencial se existe um campo X tal que
f = VX. Neste caso dizemos que o campo X é um Campo Conservativo

Observagao 4.34 Podemos usar o Teorema 4.7.1 para encontrar uma funcao potencial de
um campo conservativo e para calcular facilmente algumas integrais curvilineas de campos
conservativos. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 4.35 Considere o campo X = (F,G) = (2zy, 2> — %?), no plano.

1. Verifique que X é um campo conservativo.

Solugao: Como as condigoes do Teorema 4.7.1 sao equivalentes basta mostrar que
a condi¢ao (4) é satisfeita. Com efeito F}y = 2z e G, = 2. Logo G, — Fy, =0e o
campo é conservativo.

2. Encontre uma fung¢éo potencial para o campo X.
Solugao:Estamos procurando uma funcdao f tal que Vf = X = (2zy,2? — y?).
Sabemos que % = 2xy. Integrando em relagdo a = podemos concluir que f(z,y) =
2%y + hi1(y) onde h ndo depende de z. De maneira semelhante, temos que % =

22 — y2, donde concluimos que f(z,y) = x%y — % + ha(z), onde h(x) ndo depende
de y. Comparando as expressoes obtidas para f encontramos uma fungéao potencial
f = 2%y — %. Observe que é esta é apenas uma das possibilidades, nao existe
unicidade na fungao potencial procurada.

3. Calcule fc X.dr onde C é o arco de parabola dado por (¢,t?) para 0 <t < 1.

Solugao:Como encontramos a fungao potencial do campo temos

/ABX.dr: f(B)—f(A)=1-0=0,
onde A= (0,0) e B=(1,1)
Exercicio 4.36 Encontre outras fungoes potenciais para o mesmo campo X.
Observagao 4.37 Se rot(X) = G, — F, = 0 entdo o trabalho realizado ndo depende

da curva, apenas do ponto incial e do ponto final. Isto é uma consequéncia imediata do
teorema acima.
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4.8 EXERCICIOS

1.

10.

11.

Verifique se cada um dos caminhos abaixo é regular ou nao:

(a) y(t) = (¢2,¢%,t%)

(b) ~(t) = (tan(t), t,e’), 0 <t <m
() 7(®) =0, 15, )

(d) y(t) = (elcos(t), etsen(t),t)

. Dados dois pontos A = (ay,az,a3) e B = (by, b, b3) em R3, encontre um caminho

diferenciavel cuja imagem é a reta que passa pelos pontos.

. Se N = (1,0), S = (—1,0), encontre um caminho cuja imagem estd contida no

circulo 22 + 9% = 1 e se inicia em N e termina em S.

. Mostre que o caminho 6 — (3cos(6),4sen(f)) é regular e sua imagem estd contida

na elipse de equagao % + % =1

. Encontre [, ydz, C := (z,2?), para 0 <z < 1.

. Deseja-se construir uma peca metalica que tem a forma de um cilindro 22 + 3% = 9,

compreendida entre os planos z =0 e z =9 — x — y. Se 0 metro quadrado da pega
custa R$ 50,00 calcule o custo total da peca. Faca um esboco da pega.

. Seja C' a fronteira do quadrado no plano zy de vértices A = (0,0), B = (1,0),

C = (1,1) e D = (0,1) orientada no sentido anti-horério. Considere o campo do
plano dado por F(z,y) = (2%, zy). Calcule a integral curvilinea (ou de linha) do
campo F' ao longo da curva orientada C.

(a) Escolha um caminho «y ligando o ponto (1, 1) ao ponto (2, —3) e calcule f,y 2xydr+
x?dy.(Sugestao: utilize um segmento de reta.)

(b) A integral calculada depende do caminho? Por que? (Sugestao: Aplique o
Teorema 4.7.1).

. Encontre a integral curvilinea fc x?ydx + xydy para C a curva fechada formada pelo

arco de parabola y = 2, para 0 < z < 1, percorrida no sentido crescente de x e pelo
arco de parabola x = y?, percorrida no sentido decrescente de = (de 1 a 0).

Encontre § (2 + zy?)dx + (2%y +y> + 3x)dy, para C a elipse % + % = 1 orientada
positivamente ( sentido anti-horario).

Encontre §, 2zydz++/1+ ydy para C o triangulo de vértices A = (0,0), B = (0, 1)
e C = (3,1), orientado no sentido negativo, isto é: de A para B, de B para C e de
C para A.
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12.

13.

14.

15.

16.

Atencao! Devemos ter cautela ao aplicar o Teorema 4.7.1. Seja X (z,y) = (

(a) Verifique que rot(X) = 0.

(b) Se a(t) = (cos(t), sen(t)) e B(t) = (cos(t), —sen(t)), 0 < t < 7 sdo curvas que
ligam (1,0) a (—1,0), é verdade que W(a) = W(3) ?

(¢) O que falha?
Utilize o Teorema de Green para encontrar as seguintes integrais curvilineas:

(a) $ozyde + ry?dy para C o triangulo de vértices A = (0,0), B = (0,1) e C =
(1,1), orientado no sentido: de A para B, de B para C' e de C para A.

(b) §, xydx + 22dy para C a curva constituida pela semi-circunferéncia 22 + y? =
4,2 >0 e osegmento x =0, —1 <y < 1, orientada positivamente.

(c) 3%(6’”2 + 3y?)dz + (cos(y/y) — 2xy)dy para C o quadrado de vértices (—1,—1),
(1,-1), (1,1) e (—1,1), orientado positivamente.

Se C é o segmento de reta ligando o ponto (z1,y1) ao ponto (z2,ys2), mostre que

/ rdy — ydr = 21Y2 — T2y

C

Se os vértices de um poligono de n lados, na ordem anti-horaria, sdo (x1,y1),
(22,Y2)5---, (Tn, yn), mostre que a drea do poligono é

1

A= 5[(az1y2 — oY1) + (T2y3 — T3Y2) + - + (Tn—1Yn — TnYn-1) + (Tny1 — T1yn)]-

Determine a area do pentdgono com vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (—1,1).

AULA 4: INTEGRAL CURVILINEA
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AULA 5: TEOREMA DE STOKES

Objetivos 5.1 Os objetivos desta Aula sao:

e calcular a integral de uma funcao escalar e de um campo vetorial sobre uma regiao
contida em uma superficie (integral de superficie);

e estudar as propriedades de campos vetoriais por meio do rotacional e da divergéncia;
e introduzir o conceito de fluxo de um campo através de uma superficie;

e relacionar a integral curvilinea de um campo ao longo de uma curva com o fluxo do
rotacional do campo na regiao da superficie limitada pela curva.

e estudar um tipo de campo importante: os campos conservativos;

Nosso préximo objetivo é generalizar o Teorema de Green para campos de vetores no espago
tridimensional. As generalizacoes que descreveremos tém aplicacbes importantes tanto
na matemadtica quanto no eletromagnetismo, ou na mecanica dos fluidos, por exemplo.
Conforme o ponto de vista adotado, ha duas generalizagoes para o Teorema de Green.

A primeira considera a integral curvilinea sobre uma curva C C S que limita uma regiao
D =r(R) contida na imagem de superficie parametrizada regular S. Lembre-se que o Te-
orema de Green (no plano) relaciona a integral curvilinea sobre uma curva parametrizada
~v a uma integral dupla de uma certa expressao do campo no interior de R. A primeira
generalizacao que estudaremos neste capitulo, relaciona a integral curvilinea em C' com
uma integral de superficie no interior da regiao D.

A segunda generalizagio, que serd tema do préximo capitulo, relaciona uma integral sobre
uma superficie parametrizada regular S que limita uma regido no espaco {2 com uma
integral tripla no interior da regiao. Nesta generalizacao, ao invés de integral curvilinea
teremos uma integral numa superficie e no lugar de integral dupla teremos integral tripla.
Neste sentido dizemos que esta é uma generalizacao na dimensao.

Iniciemos, com a generalizagao da Integral Curvilinea.

5.1 Integral de Superficie de funcoes escalares

No Capitulo II, aplicamos a integral dupla para calcular a drea de uma superficie para-
metrizada.
Recordemos a defini¢do de superficie parametrizada regular.

Definicao 5.1.1 Uma superficie parametrizada regular é uma aplicacdor : U C R? — R3,
r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) tal que os vetores

ry(u,v) = (zy(u, v), Yo (u, v), 24 (u,v)) € ry(u,v) = (zy(u,v), Yo (u, v), 2y (u,v))
sao linearmente independentes para todo (u,v) € U.

A imagem r(U) = S é chamada superficie reqular. A expressao dS = |r, Xr,|dA é chamada
elemento de drea da superficie parametrizada. Seja f : W C R* — R uma funcio continua
cujo dominio contém S a imagem de uma superficie parametrizada r.

Sejam R C U uma regiao contida no dominio de r e D = r(R).

AULA 5: TEOREMA DE STOKES
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Definicao 5.1.2 A Integral de Superficie de uma funcdo escalar f em D € definida pela
sequinte erpressao:

/ /Df a5 = / /Rf<x<u7v>,y<u, 0), #(1,v)) vy X 1[dA

Esta definicao é andloga a definicdo de integral em uma curva tratada no capitulo anterior.
De maneira semelhante aquele caso é possivel provar, usando a formula de mudanca de
varidveis para a integral dupla, que, se D C S é a imagem de duas regides por parame-
trizacoes regulares entao o valor da integral de superficie é o mesmo.

Observe também que se f = 1 entao a integral de superficie é igual a area da regiao que
foi tratada nas aplicagoes da integral dupla (ver Defini¢ao 2.2.2).

Exemplo 5.2 Encontre a massa de uma placa D descrita pela imagem do disco u? +v? <
1 pela parametrizacio r(u,v) = (u,v,u? + v?), cuja densidade é dada por p(x,y,z) =
m. Observe que esta é a parametrizacio de uma regido do paraboloide z = 22 +
y?. Primeiramente calculamos os vetores geradores do plano tangente em cada ponto:
ry(u,v) = (1,0,2u) e ry(u,v) = (0,1,2v)) e o vetor normal: r, x r, = (—2u,—2v,1) e
vy X ry| = V4u? + 402 + 1. Por definigao, a massa total é igual a:

— 1 2 2
//DpdS—//}z[1+4u2+4UQ}\/4u +4v? + 1dA

Para calcular a integral dupla, usamos coordenadas polares:

Vau2 + 42 +1 /1 /% r /1 r
JdA = ——dfdr =27 | ——dr
// 1+4u2+41}2 o Jo V8&r2+1 0 8r2 +1

Calculando a integral por meio da substituicdo ¢ = 872 4 1, dt = 16rdr, obtemos:

1 9
r 1 T 9 7
27 dr:27r/ ——dt = —ﬁ‘ = —
/0 8r2 +1 1 16Vt 4" 2

Exercicio 5.3 Calcule a integral de superficie da fungao f(z,y,z) = y sobre o triangulo
de vértices nos pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). (Observe que os pontos estao contidos
no plano z +y + z = 1.)

5.2 Integral de Superficie de campos vetoriais

Seja X (x,y,2) = (F(z,y,2),G(z,y,2), H(z,y,2)) um campo de vetores em R3. Seja S
uma superficie parametrizada por r(u,v) onde (u,v) € R C R2. Definimos:

Definicao 5.2.1 A Integral de Superficie do campo X na superficie S é definida pela

seguinte expressao:
//X.dS :// X(r(u,v)).(ry Xry) dudv=
S R

://RX(x(u,v),y(u,v),z(u,v)).(ruxrv) du dv
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A integral de superficie definida acima de um campo X sobre uma superficie S' é denomi-
nada o fluzo de X através de S.

Observagao 5.4 Segue da definicao que o fluxo depende da orientagao da superficie, isto
é, se usamos uma parametrizagao da superficie com vetor normal no sentido contrario,
entao o fluxo tem sinal oposto.

Vejamos a seguir um exemplo de como se calcula esta integral e, em seguida, a razao desta
denominacao.

e
Exemplo 5.5 Seja S a esfera de raio 1 e X(z,y,2) =z i + jy+ kz um campo. Va-
mos calcular [ |, ¢ X.dS. Para isto consideramos a parametrizagao da esfera, utilizando
coordenadas esféricas (ver 3.3), dada por:

r(u,v) = (cos(u)sen (v), sen (u)sen (v), cos(v))

com 0 <u <271 e <v < 7w Denominemos D a regiao do plano uv dada pelas equagoes
acima.

Temos que r, = (—sen (u)sen (v), sen (u) cos(v),0) er, = (cos(u) cos(v), sen (u) cos(v), —sen (v)).

Consequentemente r,, X r,, = (—sen 2(v) cos(u), —sen ?(v)sen (u), —sen (v) cos(v)).
Em seguida calculamos X (7(u,v)).(ry X 1y).
Como X (r(u,v)) = (cos(u)sen (v), sen (u)sen (v), cos(v)), temos

X (r(, ). (ra X 1) = (5.1)
(cos(u)sen (v),sen (u)sen (v),cos(v)).(—sen (v))(—sen (v) cos(u), —sen (v)sen (u), cos(v)) =
—(sen (v))(sen 2(v) cos?(u) + sen 2 (v)sen %u + cos?(v) =

= —sen (v)

Finalmente:

//SX.dS—//D—sen(v) du dv—/ow/o%—sen(v) dv du = —47

Observagao 5.6 Observe que se r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) é a parametrizagdo
uma superficie regular D = r(R) com vetor unitario da normal igual a N(u,v) = ;zi;m,
entdo o produto escalar X (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).N(u,v) = f(u,v) é a componente do
campo de vetores X na direcao do vetor normal a superficie. Se imaginarmos uma familia
de curvas tangentes ao campo vetorial X, entdo a fungao f(u,v) pode ser interpretada
como uma medida de quanto o campo entra (caso em que f(u,v) > 0 ou sai ( respectiva-
mente f(u,v) < 0) da superficie. Podemos, portanto, calcular a integral de superficie da

funcao escalar f(u,v) sobre D.

Definimos o Fluzo de X sobre a superficie como

//DX'dS - //RX(T(“aU))-(Pu X 1y) dudv=.

Mas temos as seguintes igualdades:

//Dde: //DX(»”C(% 0), y(uv), 2(u, v)).N (1, v) |ty % T,|dA
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//Dde’:/AX(w(u,v),y(u,v),z(u,U)).;:iiz‘|ruxrv|du dv.

//Dfdsz//DX(fﬂ(uav)vy(%v),z(u,v)).(ruxrv)dA://DX,dS

Ou seja temos duas expressoes equivalentes para o fluxo. Vamos explorar este fato mais
adiante.

Exercicio 5.7 No Exemplo 5.5 calculamos o fluxo de X na esfera com vetor normal
apontando para dentro, dado por —sen (v). Calcule o fluxo de X na mesma esfera com o
vetor normal apontando para fora.

P o 2 2y 2z
Exercicio 5.8 Calcule o fluxo de X (z,y,z2) = (m2+y2+22, oy $2+y2+zz) sobre a es-

fera centrada na origem e de raio 2 com vetor normal apontando para fora.

Observacao 5.9 Para entender melhor a Observagao 5.6 acima considere a seguinte si-
tuagao fisica. Imagine um cano de dgua de secao circular S e considere um campo X que
expressa o escoamento de um liquido em cada ponto. O fluxo de X através de S mede
a quantidade de dgua que esta escoando através de S. Imaginemos X constante em cada
ponto. Se X é normal ao cano o fluxo é zero significando que nao hé vasao de dgua através
do cano. Se X estd na direcao da normal de S a vasao é maxima para fora ou para dentro
do cano dependendo do sentido de X. Veja a figura.

\\ \\;\

N \
SITUAC/:\O DE VASAO ZERO

Exercicio 5.10 Faga o esbogo do cano e do fluxo do campo X quando a vasao é maxima
para dentro do cano.

5.3 Teorema de Stokes

Nesta secao serd exposta a primeira generalizagdo do Teorema de Green de que falamos
no inicio do Capitulo. Recordando a conclusao do Teorema de Green é que:

/ Fdz + Gdy = / / (G, — F,)dA.
C R

Designamos o integrando G, — Fj como o rotacional do campo X. Esta expressao
generaliza-se para dimensao trés, o rotacional de um campo de vetores é um outro ve-
tor definido por
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Definigcao 5.3.1 Considere
X(z,y,2) = (F(z,y,2),G(x,y,2), H(z,y,2))

um campo de vetores em R3. Chama-se rotacional de um campo X ao campo rot(X)
definido por:

rot(X) = (Hy — G., F, — Hy,, G, — Fy)

E claro que se X é um campo vetorial no plano entio X(z,y,2) = (F(z,y),G(x,y),0)
entao

rot(X) = (0,0,G, — Fy).
H&a uma notagao muito sugestiva para o rotacional, usando a notacao do produto vetorial.

g 0 0 =
Se V = (5, 7y ;) entdo,

rot(X)=Vx X =

N Flo -
Qo
TRl ®

Exercicio 5.11 Encontre rot(X) para o campo X (z,y, z) = (22,92, 22)

Antes de enunciar o Teorema de Stokes, vamos discutir um pouco o conceito de orientacao
de uma curva.
Vimos no capitulo sobre integral curvilinea, que o valor da integral troca de sinal quando
mudamos o sentido de percurso da curva (orientagao). Para generalizar o Teorema de
Green, é preciso dar sentido ao conceito de orientacdo de uma curva contida em uma
superficie. Observe que escolhida uma parametrizacao regular r(u,v) para a superficie,
temos definido um campo vetorial normal & superficie:
N(u,v) = Tu X Ty

Ty, X 1y
Dada uma curva regular fechada C' C S, que limita uma regidao D simples na superficie,
podemos escolher uma parametrizacao 7(t) para C.
Observe que N (y(t)) e 4'(t) sao vetores ortogonais, de modo que N (y(t)) x v/(t) # 0 é um
terceiro vetor ortogonal a ambos.
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Definicao 5.3.2 Nas condigdes descritas acima, dizemos que a parametrizacao ~y(t) dita
positiva na superficie se a matriz cujas linhas sao v/(t), N(v(t)) x 7/(t) e N(v(t)) possui
determinante positivo.

Equivalentemente, se o produto misto 7/(¢).[N(v(t) x v'(¢)] x N(v(t)) > 0.

Uma interpretagao pictorica desta definicdo: a parametrizacao é dita positiva se ao cami-
nharmos ao longo de 7y a regiao D fica a nossa esquerda.

Este conceito de orientacao coincide com o formulado no capitulo anterior, pois o vetor
normal ao plano Oy é igual ao vetor k = (0,0,1) e uma curva neste plano tem vetor
tangente igual a +/(t) = (2/(¢),y'(¢), 0).

Portanto k x v/(t) = (—¢/(t),2/(¢),0) e

0
Y @IN( (1) x VO] x N(y(1)) = | =y/'(t) /() 0 |=a'(t)" +¢/(t)* >0
1

Teorema 5.3.1 (Stokes) Sejam r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) a parametrizacao de
uma superficie S regular e D = r(R) uma regidgo simples limitada por uma curva fechada
regular por partes C' orientada positivamente.

Entao
]{Fdx—i—Gdy—i—Hdz://Tot(X).dS://rot(X).NdA
c D D

Apresentaremos a seguir uma demonstragao do Teorema de Stokes. Antes porém, vejamos
alguns exemplos e exercicios de aplicagao.

Exemplo 5.12 Se X (z,y,2) = (F(z,y),G(z,y),0) entao rot(X) = (0,0, Gy(z,y)—Fy(z,y))
é ortogonal ao plano zOy. Seja C' uma curva parametrizada por y(t) = (z(t), y(¢),0) no
plano Oy, orientada positivamente, que limita uma regido R C R%. Pelo Teorema de
Stokes,

y{ F(z,y)dz + G(x,y)dy = // rot(X)dS = // t),y(t)) — Fy(z(t),y(t))]dA.

Este é precisamente o enunciado do Teorema de Green. Vemos assim que o Teorema de
Stokes é uma generalizacao do Teorema de Green.

Exemplo 5.13 ¢ ydz —zdy+ [cos(2?) —xy]dz para C a interseccdo do plano x+y+z = 1
com o cilindro 22 4+ y? = 1 orientada positivamente.

Solugao Usaremos o Teorema de Stokes. C' limita a regiao R do plano definida por
22 +y?<lez=1-x—y (um grafico). Um vetor normal ao plano é dado por (1,1,1)
e o campo vetorial é igual a X = (y, —,cos(z?) — zy). Logo, rot(X) = (—z,y,—2)
(verifique!). Portanto, pelo Teorema de Stokes,

%Cyd:c + —zdy + [cos(2?) — zyldz = //R(—x,y, -2).(1,1,1)dA

Ou
]{ ydx + —xdy + [cos(2?) — zy|dz = // (—x+y—2)dA.
C R
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Usando coordenadas polares, a regiao R é descrita pelas desigualdades 0 < 6 < 27 e
0 <r <1. Temos assim,

2m
7{ ydx + —xdy + [cos(2?) — xy]dz = / / (—rcos(8) + rsen(0) — 2)rdrdf.
c o Jo

27 7“3 7“3 1
% ydx + —xdy + [cos(2?) — xy]dz = / [——cos(0) + —sen(0) — 2r]| df =
C 0 3 3 0
5 2m 1 1
ydr + —xdy + [cos(z%) — xy|dz = [—5005(9) + gsen(ﬁ) —2]d0 = —4m.
C 0

Exemplo 5.14 Encontre fo x?ydx + y?zdy — z*xdz para C a interseccdo do plano z +
y + z =1 com os planos 2Oy, xOze yOz orientada positivamente.

Solugdo: Escrevendo o campo vetorial X (z,v,2) = (z%y,y%z,2%x), temos V x X =
(—y?, 2%, —2?). Verifique que a curva C limita a regido triangular D do plano z = 1 —x —y
definida pelas seguintes desigualdades: z > 0,y > 0 e z > 0. C é um triangulo de vértices
A = (1,0,0), B=(0,1,0) e C = (0,0,1). A orientagao positiva em relacao a superficie
significa que o tridngulo é percorrido de A para B, de B para C e de C para A. Verifique
também que D é igual a imagem de tridngulo R definido pelas desigualdades > 0, y > 0
ex+y<1

Utilizando o Teorema de Stokes e também que que z =1 — z — y, temos:

fxydl%—y zdy — z :de—// (V x X).NdS =

// J(1—z—y)? —2%).(1,1,1)dA

Para obter os limites de integracao, descrevemos a regiao R pelas seguintes desigualdades:
0<zx<1e0<1-—xeescrevemos:

7{ 22yde + y2zdy — 22xdz == // 24+ (1 —z —y)* —2?]dA =
c R

://[1—2m—2y+2xy]dA
R

Finalmente, calculando a integral dupla (a cargo do leitor):
-z 1
/ / [1 -2z — 2y + 2zy|dydr = / 1—z—-2c(1—2)— 1 —2)?+z(1—2)%de =
0o JO 0

! 1
/0 [—2% + 23)dz = TR

Exemplo 5.15 Seja X (z,y,z) = (2*, —y?, #?) um campo vetorial. Encontre [ [, rot(X)dS
para D o hemisfério 22 + y% 4+ 22 = 1, z > 0 com vetor normal apontando para cima.
Solugao: A regidao D é limitada pelo circulo C := {2% +3? = 1,2 = 0}, que orientamos
positivamente em relagao ao interior da regiao D.
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Pelo Teorema de Stokes [ [, rot(X)dS = [, 23dx — y?dy + z*d=.
Para calcular a integral curvilinea, usamos a parametrizacao
0 — (cos(#), sen(#),0) do circulo para obter:

2T 3 9
/ Pdr — yPdy + 2?dz = / [—sen?(0)cos()]do = _seng( )](2)” =0.
C 0
E interessante (mas mais longo) calcular diretamente [ Jprot(X)dS e confrontar os re-
sultados.
Demonstracao:

A apresentacao desta demonstracao tem como objetivo proporcionar um melhor enten-
dimento dos conceitos e ideias envolvidos. Em particular, pretende-se enfatizar a inter-
pretagao de que estamos generalizando o Teorema Fundamental do Calculo. Veremos
como o Teorema de Stokes aplicado a uma situacao especial, segue do Teorema de Green.
Este por sua vez, é consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo, também aplicado
em uma situagao especial. A leitura desta demonstracao nao é essencial, mas para utilizar
corretamente o Teorema é preciso saber verificar as circunstancias em que ele pode ser
aplicado.

Primeiramente desenvolvemos a integral de superficie do lado direito para esclarecer o que
deve ser demonstrado:

// rot(X).NdA://(Hy—GZ,FZ—Hx,Gx—Fy).(ruxrv)dA
D R

Lembrando que

ry(u,v) = (zy(u,v), yu(u, v), 24 (1, v)) € ry(u, v) = (T (u,v), Yo (u, v), 24 (u, v)),
entao

ry XTIy = (yuzv — YvRuy 2uly — 2oLy, Tulv — wvyu)

O roteiro da demonstragao é bastante simples.
Calculamos cada uma das parcelas de

dex—l—/Gdy%—/Hdz
c c c

Usamos o Teorema de Green em cada parcela para passar da integral curvilinea para a
integral dupla.

Finalmente, somamos as trés parcelas para obter exatamente o lado direito da igualdade.
Faremos o calculo para a primeira parcela, fc Fdzx; para as demais, o calculo é semelhante.
Queremos mostrar que

%C‘de = // [Fy<yu$v — TyYy) + Fz<zuxv - xuzv)]dA
R

Escreva a parametrizacao de C' da forma

a(t) = r(u(l),v(t)) = (z(u(t), v(t), y(u(t),v(t)), z(u(t), v(t))).

A integral curvilinea se escreve:

74 Fdz = / F((@(u(t), o(t)), y(u(t), v(b)), 2(u(®), v()e’ ()t
C o
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Pela Regra da Cadeia 2/(t) = x,u/(t) + 2,0’ (t), portanto, substituindo temos:

§ Po = [ P(a(u(®).00). yu(t). o). 2ult), o)) sl (0 + 0 (1)
Ou

7{ Fdz = / Fla(t))wud (H)dt + F(a(t))zu! (#)dt = / Fla(t))zudu + F(a(t))zody
C « a

Esta tltima é uma integral curvilinea no plano (u,v) em um caminho « que limita uma
regiao simples R.
Nesta regiao, aplicamos o Teorema de Green:

74 Fla(t))zudu + Fa(t))zodv = / /R [%(F(r(u,v)):rv) - %(F(r(u,v))xu)]dfl

Note que a primeira parcela é igual a

0
%[F((;U(u, v),y(u,v), 2(u,v))Ty] = [Fpxy + Fyyu + Fo2u]xy + Fay,
Enquanto a segunda é igual a
0
%[F((m(u, 0),y(u,v), 2(u,v))Ty] = [Foxy + Fyyo + Fozp|Ty + Fy,

Subtraindo a segunda expressao da primeira, e omitindo o argumento (x(u,v), y(u,v), z(u, v))
de F', obtemos, apds simplificacoes algébricas:

0 0
%[va} - %[qu] = Fy[yuxv - xuyv] + Fz[zuﬂfv - xuzv]

Isto é:
j([ Fdx = // [Fy(yuy — TuYo) + Fo(2uy — Ty 2y)]dA
C R

Procedendo analogamente para as demais parcelas temos:

% Gdy = // [Gz(xuyv - xvyu) + Gz(zuy'u - zvyu)]dA
C R

f Hdz = // [Hx(xuzv - xvzu) + Hy(yuzv - yvzu)]dA
C R

Finalmente, somando as trés parcelas e coletando os termos comuns obtemos
}1{ Fdx+ Gdy+ Hdz =
C

= //R[Hy — Glyuzo — Yozu] + [Fz — Hyllzu®o — 2024] + Gz — Fyl[Tul — Toyu]dA

Concluimos assim que

j{Fd:t:—l—Gdy—i—Hdz://rot(X).NdA.
C D

Como queriamos demonstrar. O
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5.4 Campos conservativos no espacgo

Vimos na Secao 4.7, Teorema 4.33, que a Integral Curvilinea de alguns campos no plano ou
no espago nao dependem do caminho v(t),a < ¢t < b ao longo do qual a integral é calculada
mas apenas dos pontos inicial e final y(a) e v(b). Estes campos, chamados conservativos,
sao importantes na Fisica pois o trabalho independe da trajetéria. Vamo a seguir. utilizar
o Teorema de Stokes para caracterizar os Campos Conservativos no Espago.

Teorema 5.16 Seja X = (F, G, H) um campo vetorial no espago com componentes continuas
e diferencidveis em uma aberto U C R3, exceto possivelmente em um nimero finito de pon-
tos. Entao sdo equivalentes:

1. fo X.dr = 0 para toda curva fechada C regular por partes contida em U.

2. A integral curvilinea de X do ponto A até o ponto B independe da curva regular por
partes que liga A a B.

3. X € um campo gradiente de alguma funcao f em U.

4. rot(X) =0

Demonstragao: A demonstracao deste teorema é praticamente idéntica a demonstracao
do Teorema 4.7.1. A maior diferenca é que aqui utilizamos o Teorema de Stokes em vez
do Teorema de Green. Vamos mostrar que (1) => (2) => 3 => (4) => (1). Inicialmente
para ver que (1) => (2) , considere duas curvas C} e Cy regulares por partes contidas em
U e unindo os pontos A e B (ver figura).

Pela Observacao 4.23, dada a curva (o, existe a curva —Cy uma curva idéntica a Cy mas
com ponto inicial B e ponto final A. Entdao C' = C7 U —C5 é uma curva fechada e por (1)
temos que:

7{ X.dr = X.dr — X.dr =0.
C Cq Ca

Segue que fCl X.dr = f02 X.dr.

Para mostrar que (2) => (3), utilizamos um argumento anédlogo & demonstracao do item
correspondente no Teorema 4.7.1, que omitiremos aqui.

A implicagao (3) => (4), serd vista no Exercicio 5.

Finalmente vamos mostrar que (4) => (1). Para isto seja C' uma curva fechada regular
por partes e seja S uma superficie cuja fronteira é C. Vamos supor que se X possui pontos
excepcionais onde o campo nao é continuo ou diferenciavel que S evitas estes pontos.
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E sempre possivel conseguir isto, mas nao demonstraremos este fato aqui. Pelo Teorema

de Stokes temos
fX.dr://rot(X) .dS = 0.
C S

Exemplo 5.17 Calcule a integral do campo X (z,y, 2) = (yz+xz, 2z +y, zy +22) ao longo
da curva C obtida como intersecio da semiesfera z? + y? 4+ 22 = 1,z > 0 com o plano
y=0.

Solugao: A curva C é um semicirculo no plano y = 0. Consideremos a curva orientada
de (—1,0,0) para (1,0,0). Observe que rot(X) = 0 pois

i j K
rot(X)=Vx X = % 8% % =@x—z,—(y—vy),z—z2) =0.
yz+x xz+y ay+ 2>

Pelo teorema anterior existe uma funcao potencial f para o campo X, ou seja, tal que

Vf= (%7 %, %) = X. Vamos calcula-la.

Como % = yz + x temos que f(z,y,2) = yzx + %2 + A(y, z) onde A(y, z) é uma funcao

que nao depende de x. Analogamente trabalhando com as outras derivadas parciais de f,
2

que conhecemos, obtemos: f(x,y,2) = yze+ %5 +A(x, 2) e f(x,y,2) = yzo+ é + Az, y).

Comparando vemos que uma funcao potencial para X pode ser dada por:

2 .%'2 23

fley,2) =yea+ 5+ 5+ S

Como também pelo teorema anterior sabemos que a integral nao depende do caminho,
mas apenas dos pontos inicial e final temos que:

/ X.dr = f(—1,0,0) — f(1,0,0) = 0.
C
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5.5

EXERCICIOS

. Encontre o fluxo do campo X (z,y, ) = k sobre a esfera 2 + 4 + 22 = 1, com vetor

normal apontando para o exterior da bola.

. Encontre o fluxo do campo X (z,vy, z) = —zi—yj— zk sobre o cubo [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]

com orientacao para fora.

. Encontre o fluxo do campo X (z,y,2) = (zy,yz,zx) sobre a parte do grafico de

2z =4 — 22 — y? que estd sobre o quadrado 0 < z < 1e 0 < y < 1, com orientacio
para cima.

. Para cada campo de vetores abaixo, encontre rot(X):

(a) X(z,y,2) = (2,9, 2)
(b) X(2,y,2) = (zy,yz, zz)
X( z) =

(c) z,y, (e7* e, e%)

. Seja X(z,y,2) = Vf(x,y,2z) o campo gradiente para f(x,y,z) uma funcdo com

derivadas parciais de ordem dois continuas. Mostre que rot(X) = 0.

. Utilize o teorema de Stokes para calcular:

(a)
/ ydx + zdy + xdz
C
onde C é a curva de interseciao do plano x +y = 4 com a a esfera 22 4+ y? + 22 =
Az +y).
(b)
/ ydx + zdy + xdz
C

onde C é a curva de intersecao do plano = +y = 2 com a a esfera 22 +y% + 22 =
2(z 4+ y). (Sugestao: faga um esbogo da curva de intersegao e da area que ela
envolve e observe que esta drea ¢ facil de calcular.)

Encontre fC e dx + e*dy + e*dz para C' a interse¢ao do plano 2x + y + 2z = 2 com
os planos coordenados, orientada positivamente.

. Encontre [ (y—z)dz—(z—x)dy+ (z—y)dz para C a interse¢ ao do plano x4z = 1

com o cilindro 2 + 32 = 1 orientada positivamente.

. Seja F(x,y,2) = (2zz + y?,2zy + 3y?, % + z?).

(a) Verifique se F' é um campo conservativo.
(b) Determine uma func¢ao potencial para F.

(c) Seja C a curva obtida como intersecio da superficie z = 9 — 22 — y2, 2z > —4
com o plano y = 2. Calcule fo F.dr especificando uma orientacao para C.

LICOES DE CALCULO INTEGRAL EM VARIAS VARIAVEIS



AULA 5: TEOREMA DE STOKES 89
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(Gauss)




AULA 6: TEOREMA DA DIVERGENCIA (GAUSS)

Objetivos 6.1 Os objetivos desta Aula sao:

e introduzir os conceito de divergéncia de uma campo vetorial: a divergéncia é uma
taxa de espalhamento de um campo vetorial;

e relacionar o fluxo de um campo vetorial através de uma superficie fechada com a
integral tripla da divergéncia do campo na regiao limitada pela superficie (Teorema
da Divergéncia ou Teorema de Gauss);

6.1 Divergéncia de um campo

Nesta aula serd exposta a segunda generalizagao do teorema de Green que foi proposta no
inicio do capitulo anterior. Isto é, a que relaciona o fluxo de um campo sobre uma superficie
S com uma integral tripla no interior da regiao €2 do espacgo limitada pela superficie.

Voltemos & situagao bi-dimensional: imagine que temos um campo vetorial X = (F,G
em R? e uma curva simples e fechada, C, imagem de uma parametrizacio regular ~(t) =

(@(t), y(t)).

O Teorema de Green nos diz que

/ —Gdr + Fdy — / / (B, + G, dA.
C R

Observe o sinal e a ordem em que foi escrita a integral curvilinea & esquerda da igualdade.
Esta integral curvilinea pode ser interpretada do seguinte modo: Se y(t) = (z(¢),y(t)),
entdo +/(t) = (2/(t),y'(t)) é o vetor tangente ao caminho e o vetor (y'(t), —z'(t)) é vetor
ortogonal ao caminho. Além disso, o produto escalar do campo X com o vetor normal
¢ igual a X.n = Fy — G2’. O sinal do produto escalar X.n nos diz se o campo estd
“entrando” (negativo) ou “saindo”da regiao R. Portanto, a integral curvilinea fc —Gdx +
Fdy é o fluxo do campo sobre a curva. O fluxo pode ser interpretado como uma medida
do espalhamento do campo em relagao a curva. Isto é de certa forma medido pela fungao
F, + Gy que aparece na integral dupla a direita.

As consideragoes acima motivam a seguinte definicdo:

Definigao 6.1.1 Chama-se divergéncia de um campo vetorial X = (F, G, H) a seguinte
funcao escalar: div(X) = F, + Gy, + H,

Exemplo 6.2 Se X(z,y,2) = (z,y,2), entdo div(X) =F, + Gy + H,=1+1+1=3

Exercicio 6.3 Se X(z,y,z) = (—z, —y, —z), calcule div(X)
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6.2 Teorema da Divergéncia de Gauss

Estamos prontos para enunciar Teorema da Divergéncia , também conhecido como Teo-
rema de Gauss, que relaciona o fluxo de um campo sobre uma superficie com a divergéncia
na regiao limitada pela superficie.

Teorema 6.2.1 (Divergéncia de Gauss) Seja X (x,y,z) um campo vetorial com deri-
vadas parciais continuas definido em uma regido U C R3. Suponha que Q seja uma regido
contida em U limitada pela uniao finita de superficies requlares orientadas com vetor nor-
mal apontando para fora da regidgo ). Entao,

//SX.NdA:///Qdiv(X av

Antes de ver uma demonstragdo do Teorema da Divergéncia, vejamos alguns exemplos e
exercicios.

Exemplo 6.4 Considere a superficie S = S; U .Sy U S3 regular por partes, definida por:
Spi={2?+y?=1;0<2<1}, Sp:={22+y?<1;2=0}e S3:= {22 + 2 < ;2 =1}.

A orientagao de S "para fora”é obtida tomando-se os seguintes vetores normais:

Ny = (—sen(0), cos(0),0) em Si; No = (0,0,—1) em Sy e N3 = (0,0,1) em Ss.

Seja X(z,y,2) = (x,y,2) ( campo radial), com div(X) =1+ 1+ 1 = 3. Pelo Teorema
da Divergéncia o cédlculo do fluxo de X sobre S € igual a integral tripla da divergéncia no
cilindro sélido €2 limitado por 5, isto é:

//SX.NdA:///de'v(X)dV:3///QdV:vol(Q):

Exemplo 6.5 Sejam y(z,y,2) = (22,y2,2%) e S = S1 U S5 U S3 a mesma superficie do
exemplo anterior.
Como div(X) = 2x + 2y + 2z, pelo Teorema da Divergéncia:

[ JsX.NdA = [ [ [ div(X dV_2ffoa:+y—|—z]dV
Usando coordenadas cilindricas, = rcos(0), y = rsen(6), z

2
///x+y+de—2/ // rcos(0) + rsen(6) + z]rdzdrdf

27 1
= 2/ / (cos(0) + sen(8)) + ]drd@ = 2/0 [3(003(0) + sen(f)) + ]drd@ =
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Exemplo 6.6 Encontre o fluxo do campo X (z,y, z) = (cos(y) + 2°)i + (sen(zz) +y?)j +
(ze®™ + z)k sobre a superficie S, regular por partes, definida pelas equacoes = 4 — y?,
T+ z = 6, o plano yOz e xOy com vetor normal apontando para fora da superficie.
Solucdo: Faca um esboco da superficie S. Lembre-se que uma superficie em R? definida
por uma equacao que envolve apenas duas varidveis é uma superficie cilindrica. Deste
modo, por exemplo, a equacio x = 4 — y? representa um cilindro parabélico.

Estamos em condicoes de usar o Teorema da Divergéncia, pois o campo X estd definido
em R3. Como div(X) = 2y +1, se denotamos por 2 a regido interior & superficie S, entdo:

//SX.NdS:///Q@yH)dV

Q) pode ser descrito pelas desigualdades: 0 < z2 <6 —z, 0 <z <4 — e —2<y<2
(verifique isto!)
portanto,

2 p4—y?® b6z
// X.NdS :/ / / (2y + 1)dzdzdy.
S —2Jo 0
4—y? 6—zx 4—y?
/ / / (2y + 1)dzdzdy = / / [(2y + 1)(6 — z)]dzdy

4—
/ / g 2y+1)(6—w)]drcdy—/ (2y + 164~ ") (423/)]@

? 2 (4- 92)2 ? 5yt 3 2

/ (2y + 1)[6(4 —y7) — 2]dy—/ [~y" =5 — 4y — 297 + 32y + 16]dy
-2 -2

Observe que o intervalo de integragao é simétrico, [—2, 2], portanto a integral das fungoes

impares é nula.

Logo

2 4
694
/ [—® — L 443 — 2y% + 32y + 16]dy = —
Ly 2 15

Exercicio 6.7 Encontre o fluxo do campo X(z,y, 2) = (z,vy, 2) sobre a esfera com centro
(0,0,0) e raio igual a R, com normal apontando para fora.

Demonstracao do Teorema da Divergéncia:

Analogamente ao que foi feito na demonstracao do Teorema de Green, vamos supor que
que a regiao {2 no espago seja simples e que possa ser escrita simultaneamente como uma
regiao entre graficos, entre em cada uma das dire¢coes Ox, Oy ou Oz.

Isto significa que ) se expressa, simultaneamente da seguinte forma:

Q= {h(y,2) <z < q1(y,2), (y,2) € R1 CR?}, com Ry a regido do plano (y,2) oux =0
sobre a qual projeta-se a regiao sélida 2 ou

Q= {ha(z, 2) <y < galw, 2), (z,2) € Ry C R?}, Ry imagem de Q pela projetcio ortogonal
sobre o plano de coordenadas (z, z) ou

Q= {h3(z,y) < 2 < gs(x,y), (z,y) € R3 C R%}, R3 imagem de Q pela projetcio ortogonal
sobre o plano de coordenadas (x,y).
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A demonstracdo neste caso é similar & que foi apresentada para o Teorema de Stokes.
Isto é, se X = (F,G, H) = Fi+Gj+ Fk, calculamos cada uma das parcelas de [ [ [[F.+
Gy + H.|dV separadamente e provamos que

///QdeV://SFi.NdA
///QGde://SGj.NdA
///QszV—//SHk.NdA

Em cada um dos casos usamos a descrigdo mais conveniente de {2, para que possamos usar
o Teorema Fundamental do Célculo.

Vemos também como é importante o Teorema de Fubini, que permite-nos escolher a ordem
de integracao.

O resultado é obtido somando-se as trés igualdades acima.

Provemos a primeira igualdade, as outras seguem de maneira analoga:

Escrevemos dA,. para destacar que a ordem em que calculamos a integral repetida: pri-
meiramente calculamos a integral em relacao a x, em seguida calculamos a integral dupla
sobre a regiao R; contida no plano (y, 2).

Ela indica também que a integral de superficie é calculada sobre a imagem das superficies
parametrizadas (y, z) — (h1(y,2),9,2) e (y, 2) — (91(y, 2), y, 2) respectivamente.

g1 y7
///FW ///' ' FdwdA,,
R1 Jh1(y,z)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo:

///QdeVZ//Rl[F(gl(yaz)vyaZ)—F(h1(y,z),y,z)]dAyz

Por outro lado, o vetor unitario da normal N aos gréficos de ¢1(y, z) e de hi(y, z) sdo os
s _og1 891 dh1 Oh

vetores unitdrios de (1, =%, —%%) e de (=1, b, F)

Por que a diferenca dos sinais? Porque estamos tomando o vetor normal apontando para

fora da regiao €.

Assim a expresséo para o produto escalar Fi.N sobre cada um dos graficos é:
F(g1(y,2),y,2) e =F(h1(y, 2), 9, 2)

//F1NdA //Rl (91(y, 2),y,2) = F(h1(y, 2),y, 2)|dAy:

Usando a igualdade, temos

/] mv=] /RI[FW%Z%M—F<h1<y,z>,y,z>1dAyz: | [ Finia

Como foi dito anteriormente, 0 mesmo raciocinio é empregado para obter as demais igual-
dades. Concluindo a prova do Teorema da Divergéncia para o caso especial da regiao €2
acima.
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Para o caso de regioes mais gerais, seguimos o que foi feito no teorema de Green, por meio
da decomposicao da regiao dada em regioes do tipo acima.
Para isso, a orientacdo exerce um papel fundamental.

6.3 Teorema da Divergéncia de (Gauss em regioes mais ge-
rais

Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 6.8 Vamos tentar aplicar o Teorema 6.2.1 para calcular o fluxo do campo
_ 2T 2y 2z . .
X(z,y,2) = (x2+y2+22, ey el x2+y2+22) sobre a es.fera centrada na origem e./de raio
2 com vetor normal apontando para fora. Ao fazer isto temos um problema ja que o
campo X nao estd definido na origem e portanto o Teorema 6.2.1 nao se aplica a este

campo, se nos considerarmos que {2 é a esfera de raio 2.

Podemos utilizar o Teorema da Divergéncia de Gauss, em regioes mais gerais do que as
que consideramos até agora.
Seja Q a regidao do R3 definida por

Q={(z,y,2) eR3tal que 1 < 22+ 9%+ 22 <4

Observe que a fronteira 02 de Q2 é agora constituida por duas esferas uma exterior Sy de
raio 2 e uma interior 57 de raio 1. Como o campo X s6 nao estd definido na origem e
satisfaz as hipdteses do Teorema 6.2.1 podemos aplicar o Teorema de Gauss nesta regiao
mais geral.

Para isto vamos utilizar o Exercicio 5.10 que mostra que o fluxo do campo X é 4w para
qualquer esfera de raio a independentemente do raio da esfera. Faga agora o seguinte
exercicio:

Exercicio 6.9 Mostre que a divergéncia do campo X na regiao ) acima é zero.

/ X.NdA:// X.NdA:///dz'v(X)dV:O
oY) S1US2 Q
// X.NdA:/ X.NdA+/ X.NdA
S1US> S1 Sa

e[ f52 X.NdA=— | fS1 X.NdA = 4x, um resultado que ja conheciamos.

Temos entao:

Mas como
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Mas agora podemos obter um resultado bastante surpreendente. Seja (2 a regiao do espaco
limitada internamente pela esfera S; de raio 1 e externamente por qualquer superficie S
tal que S estd no interior da regiao limitada por S.

Podemos facilmente utilizando o que j& fizemos calcular [ |, g X.NdA. Pelo Teorema da
Divergéncia de Gauss temos:

/ X.NdA:/ X.NdA:///div(X)dV:O
o0 S1US Q
/ X.NdA:/ X.NdA+//X.NdA
S1US S1 S

e ffSl X.NdA = —47, Temos
//X.NdA:47T
S

Mas como
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6.4 EXERCICIOS

1. (a) Se X(z,y,2) = (z,y,x), mostre que div(X) =0
(b) Se X(z,y,2) = (—y,z,0) mostre que div(X) = 0.

1: = _ (0 0 0
2. Vamos utilizar a notagao V = (5, 7y 5)

(a) Prove que se U é uma fungao com derivadas de segunda ordem continuas, entao
rot(VU) = 0.

(b) E verdade que div(VU) = 0?

(c) Mostre que podemos escrever div(X) = V.X

(d) Se X(z,y,2) = , calcule div(X).

( 2x 2y 2z )
z2+y2+227 z2+y2+227 z2+y2+z2
3. Prove que div(rotX) =0

4. Calcule o fluxo do campo X (z,y, z) = zy?j+yz2+ 222k sobre a esfera w2 +y>+2% = 1,
com vetor normal apontando para o exterior da bola.

5. Use o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo do campo X (z, v, 2) = (23,0, z2?)
sobre a esfera centrada na origem e de raio 1 com vetor normal apontando para fora.

6. (a) E possivel calcular o fluxo do campo X (z,y, z) = (xgﬂzngrzg, x2+§g+22, x2+3§+z2)
sobre a esfera centrada na origem e de raio 1 com vetor normal apontando para
fora, utilizando o Teorema de Gauss? Por que?

(b) E na esfera (z — 2)* + 32 + 22 = 1?7 Explique.

(c) E verdade que os fluxos do campo X nas esferas 22 +y° 422 = le 2’ +y?+22 =4
sao iguais? Explique.
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