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PROLOGO

Bl manual oFP'roblemas de andlisis matemiticos que olfrecomos
consta e cuateo capitulos.

E! primero contiene material euya asimilacion tiens el objotivo
de preparar al lector para resolver problemas de andlisis mate-
mitico. En el segundo capitulo se \lnn problemas referentes a tales
conceplos como el limite y la idad de las funei En lus
capitnlos tercero y cnarto se han bl |
a las nociones de derivada y diferencial y nl amplao de las derivadas
para investigar funciones.

Al confeccionar el manmal los autores se basaron en la experien-
cia e muchos afios acumulada en la enseianza del Corso de analisiz
matematico en el Instituto F mloumnuu e Momu IFTM. El manual
contiene gran cantidad de flns por los
profesores de la eatedea de matemitica Anwtior dsl lPTM ¥ emplea-
dos al trabajar con los estudiantes. Parte de los pro-
blemas del manual ha sido preparada por los antores. En el manual
se lan ineluido problemad tomados de publicaciones ampliamente
conocidas, en partienlar del manual de problemas de analisis mate-
matico de B, . Demidovich y del manual de problemas de matemi-
tica superior de N. M, Giinter y P. 0. Kuzmin.

Cada apartado del mannal contiene material tedrico de resoli-
cidn de problemas tipicos y problemas para el trabajo individual.
Los problemas de cada apartado estin agrapados por lemas y cada
grupo de ellos esti dispuesto en orden de creciente complejidad:
de los mis soncillos a los do seficiente complejidad.

En el mannal se presta gran atencion a los problemas que favorecen
a la asimilacién de las nociones fundamentales del andlisis mate-
mitico. El gran conjunto de problemas que ilustran uno v otro tema
ofrece al profesor la posibilidad de ulilizar el manval paen operar
en el aula, para tareas individuales y al componer los \rabajos de
control.

En lo fltmlamenwl el manual esti destinado a los centros de

I % ampliado de matemiticas. La pre-
sencia de una gran canlullld de problemas do diversa tomplepdnd
proporeiona la posibilidad de utilizar ¢l manual tanto en las uni-
versidades como en los centros de ensefianza técnica.

Los autores expresan su agradecimiento al colectivo de la citedra
de matemdtica superior del fi"TM cuya labor fructifera de muchos
aiios hu contribuide en alto grado a lo aparicién de este manual,




Capitule I
INTRODUCCION

§ 1. Conjuntos. Combinatoria

1. Conjuntos. El conjunto y sus el es la nocidn primaria
de matemética. Los juntos se designan con mayisculas de cual-
quier alfabeto, por regla latino; los elementos del conjunto se desig-
nan con mindsculas. Para algunos de los conjuntos més importantes
se usan designaciones estfindares. P, oj., conlasletras N, Z, @, R, C
so desip los juntos de nd nalurales, enteros, racionales,
reales y complejos, respeclivamente.

Si el objelo a es un elemento del conjunto 4, escribimos a €
o bien A 3 a. Esto se lec asi: «a pertenece al conjunto Av o bien «
conjunto A contiene el el 1o as. La 6n agd significa
quae ¢l objeto a no es elemento del conjunto 4. P. o).,

LEN, 3€Q. n€R, VI¢Q V—I¢R

Si eada el del conjunto A es elemento del conjunto B, se
escribe A <= B o bien B = A4 y se dice que el conjunto A es el sul-
confunto del conjunto £f. Aqui, también se suele decir que A se con-
tiene en A o que B contiene 4. De la definicién de subconjunto se
dedoce que A = A, o sea, cada conjunto es su subconjunto. Asi-
mismo se desprende de Ja definicion quesidc Byl C. A= (.
Ejemplos de inclusiones:

Nc N, NcZc@QcRal.

Si existe un elemento a € A tal que a ¢ B, el conjunlo A no es
subconjunto del conjuntu B, En este caso se escribe A ¢ B o bhien

Reciben el nombre de iguales los conjuntos que constan de unos
mismos elementos. Si los conjuntos A y B son iguales, se escribe
A = B; en caso contrario, 4 # B.

Los conjuntos A y # son iguales si y sélo si son cicrlas las inclu-
siones A= By A

Para separar el subconjunto M del conjunto U/ se hace con fre-
cuencia uso de cierta propicdad p, propia del conjunto M y sélo
de ¢, es decir, la propiedad caracleristica de los elementos del con-
junte M. En tal casu se escribe

M= (z€U |p},
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lo que quiere decir que el conjunte M consta de aquellos y silo de
llos el tos del j U que poseen la propicdad p*}).

TP ej., la anotacién
A= [zER |z =0}
significa que R4 es un conjunto de nimeros reales positivos,
Puede resultar que ln propiedad p no es propia de ninguno de los
1 del junte U. E el subconjunt n?:&b’ip)
no contiene elementos del conjunto U y lleva el nombre de subcon-
Junto vacio,

P.oej, {zEN|lz+2=1), {z€Q|z1},
(zER |22 41 =0},

son subconjuntos vacios de conjuntos de nimeros natvrales, racio-
nales y reales, respectivamente. El subconjunto vacio se designa con
el signo especial & y se considera subconjunto de todo conjunto.

SiMc UyMs=@, M3 U, el conjunto M se denomina sub-
conjunto propio del conjunte U. Les subconjuntos & y U del con-
junto U reciben el nombre de impropio.

Ejemplo 2 Indiquen todos los subiconjuntos del conjunto de Lres
clementos {a, b, e}.

£ El conjunto de tres tos tiene los subconj impro-
pios @ y (a, b, e} ¥ seis subconjuntos propios: {a}, {#}, {eh
{a, b}, {a, e} {b, c). Un total de ocho subconjuntos. &

2. Operaciones con eonjuntos. Sean 4 y B conjuntos tomados
al azar.

£l conjunto que consta de todos aquellos y sélo de aguellos ele-
mentes pertenecientes por lo menos n uno de los conjuntos 4 y B
I|e\ul£;!l nombre de unidn de los conjuntes A y B y se designa con
Ay B

El conjunto que consta de todos aquellos y sélo de aguellos ele-
mentos pertenecientes tanto al conjunto A como al 8 lleva el nom-
bre de interseccidn de los conjuntos A y B y se designa con A [1 B.

P.ej., si A= (1,2 3), B=(23 4 5},
AYB=1{1,23435) An8= {3}

8i A= ([r€R|z>1), B= [z€R |x<2), enlonces
AUB=R, ANB={zER |1 <z<2}.

Sid B =@, e suele decir que los conj A v B son disjunt
*) 5§ sél loa subconj de ci fund 1

o se d erto conj
U, la ‘indicacién = € U con [recugncia se omite y se escribe M = {r | p).
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Las operaciones de union e i ion poseen las sigui pro-
piedades:
1) conmutatividad

AUB=B|A, ANB=FBNA;
2) asociatividad
AYBUO =AU BUC ANENICO=ANBNC
3) distributividad
AUBNC=@ANnOU BN, AnBUC=
=AU C)N(BUY C)

4} idempotentividad
Ayd=4, AnA=A4A.

Sia €A vbe B, el par de elementos a y b, anotado en In forma
(a; ), recibe el nombre de par ordenade, con lo particularidad de
que se considera que los pares (a,; &) ¥ (a0 by) son iguales cuando
v sblo cuando a; = a, y by = by

El conjunto, cuyos elementos son lodos pares ordenados (a; b).
a€A, bEB, se denomina producto directo o cartesiane de los con-
juntos A y B y se designa con A X B.

P. oej, si A= {1, 2}, B= {2 3), entonces
A x B= {1 2), (1: 3), (2i 2), (25 3))
BxdA={1), (@22, (31), 3 )

El producto directo no se supedita a la loy conmutativa. La
igualdad 4 X B = B % A sblo s justa cuando 4 = B. El pro-
ducto A % A se lama cuadrado cartesiano y se designa con A%
P. ej., el cuadrado cartesiano A* = R x R es el conjunto (z; y)
de todas las coordenadas cartesianas de los puntos de un plano.

El conjunte que consta de tedos los elementos del conjunto A4,
no pertenecientes al conjunto &, recibe el nombre de diferencia de
los conjuntos A y £ y se denomina con ANB.

P.ej, si dA=1(1 2, 8}, B= {2 3 4, 3}

AN = {1}, B~A = {4 5}
Sl 4d={zeR =1}, = {z€ER |z <2},
ANB = [z €R |x=2), BN\A = {zER |x< 1}

Si A = H, la diferencia B~.A recibe el nombre de complemento
del conjunte A hasta el conjunto B y =e designa con Aj,

En aquellos casos cuando silo se consideran los subconjuntos
de cierto conjunto Fund tal U, 1 to del junto A
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hasta el conj U osed i simpl compl to M
¥, en lugar de Mu e esc.rihe M.
De la defi de

de un conj se d d

en directo las |guaillldes
MUyM =U MnOM -&, (M)Y=M.

Para cualesquiera subeonjuntos A y B del conjunto U son asi-
misma vilidas las siguientes igualdades que llevan el nombre de
leyes de dualidad de Morgan:

@yBy=4"ng, (An8)y =4y 8,

es decir, el complemento de la unién de dos conjuntos es igual a la
i6n de sus compl en tanto que la interseccion de dos
conjuntos es igual a la unién de sus complemontos.
Ejemplo 2. Demuestren la ley de dualidad:

(A NB) =A"y B
4 Sea z € (A N BY, entonces ¢ A ) By, por lo tanto, x ¢ 4,
o bien, x ¢ B, o sea, x € A°, 0 hien, x € B', pero esto significa que
rEA" Y B Asi, pues, quedl demostrada la inelusidn
(AnNBYc4'y #.

Seax EA'|) B, entonces x € A', o bien, r € B' y, por consiguiente,
x €A, o bien x ¢ B, es decir, 2 ¢ 4 1 B, lo que quiere decir que
T € (A 1 BY. De modo que esti demostrada la inclusion
A'UBc(4anay.

De las inclusiones (4 | B) = A’ U By A'UBcANBY
s¢ desprende que los conjuntos (A | B) v A4'|) B' constan de los
mismos n'lnmenl.ns, o sen, son iguales. A

3. G 1 ¥ no eq I L‘ i que entre
los conjuntos A y "B so ha establecido cor in b si
a cada elemento dol conjunte A se le oolurapone uno, y sélo un ole-
mento del conjunto B, de forma que a diversos elementos del con-

junto A se les cont diversos el tos del conj By cada
elemonto del conjunto B resulta cont puesto a cierto el del
conjunte A.

P. ej., entre ¢l conjunto de todos los nimeros naturales pares
¥y el conjunto N es posible establecer correspondoncin biunivoca:

L BN T T S Biyae

R

T, 0% 8 & .-y | P
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Los conjuntos entre los que so pueda establecer correspondencia
biuniveca reciben ol nombre de eq Si los conj Ay B
son equivalentes, se escribe 4 ~ B; si ellos no son equivalentes,
escribimos A A 8.

La relacion de equivalencia entre conjuntos posee las propie-
dades de:

1) reflexibilidad 4 ~ A4,

2) simetria: si 4 ~ B, B ~4;

3) transitividad: si A ~ 8 y 8 ~C, A ~C.

Si A ~ B se dice que log conjuntos 4 y B tienen igual potencia.

S5i A B, pero A ~ B, = B, se dice que el conjunto A tiene
menor potencia que el B.

El conjunto A == & sa denomina finito si existe tal ndmero

nEN qgue
A~ (123 ...,n8)

En semejante caso suele decirse que el conjunte 4 contiene
n clementos o que ¢l liene la potencia n.

El conjunte vacio 2 también se considera finito, su potencia se
toma igual a cero,

El conjunto que no es finito se considera infinito.

El conjunto A recibe el nombre de numerable si A ~ N. Decimos
que el conjunto numerable tiene potencia numerable. Si ¢l conjunto
es finito o numerable lo denominan no mis que numerable.

Recibe el nombre de innumeralile un conjunto si él tiene potencia
mayor que la del conjunto M.

Teoremas de Cantor:

1. El conjunto de todos los nimeros racionales es aumerable.

2. El conjunto de todos los nimeros reales es innumerable.

El junto A lleva el bre de conjunto de potencia del continuo
sid ~R.
Sea dado el 3 8= {s} 11 d junto de indices y

a cada indice s so le contrapone el conjunto A,. El conjunto {4,},
cuyos elementos son los conjuntos 4,, s € 8, se denomina sistema
o jamilia de conjuntos. Las nociones de unidn o interseccién de dos
conjuntos se extienden al caso de nn sistema arhitrario finito o in-
finito de conjuntos de la forma siguiente.

Lleva el nombre de unidn de un sistema de conjuntos A,, s € 8
el conjunto de todes los elementos pertenecientes por lo menos a uno
de los conjuntos del sistema.

Lleva el nombre de lntarme.idu del sistema de conjuntos A,,
£ € 8 el conjunto de lodos los el en cada J
del sistema.

La wnién e interseccidn del sistema de conjuntos A, s €S se

designan
U d, v 014,
1E5 s
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En casos particulares cuando el sislema de conjuntos es linite
o numerable, se escribe

U 4, i 4, nEN, o bien, U 4,, N A,
=1 =l =1 2a)

Resuelvan los problemas 1.1—10.8 en los que A, B, C, D son
conjuntos tomados al azar.

Se dan los conjuntes A, B, €. Con ayuda de las operaciones
de unidn e interseccion escriban un conjunto que conste de los ele-
mentes perlenecientes: 1) a los tres conjuntos; 2) por lo menos a un
conjunto; 3) por lo menos a dus de dichos conjuntes.

1.2, Demuostren que las igualdades: 1) A U B=B2ANR=

= A zon ciertos cuando ¥ solo cuando A = B

1.3, Demuestren que la igualdad A\[B\C) (ANB) U € es
cierta cuando y sélo cuamlo 4 = C.

. Demuestren las |gun!da<ies
1) AN(ANE) = 4
2 M\mu (B\A} -{A U B)\(4 N B).
(ASHEPSC = AN(B U O).

4- M\BI ne=(4n Ci\t(ﬂ e).

1.5. Demuestren I]Ill! Ia inclusion ANH < € es cierta cuando
y sblo evando A = B €.

1.6. Demuestren las inclusiones:

1) AU (BNC) = (4 U BINC.

2) (Al OB (ANB) 1 c.

1.7. Determinen en qué razin (X = ¥, X =¥, X = V) =
encuentran log conjuntos X e ¥ si:

DX=AU(BNC). Y=(AU BN\(dU O

2) X = (A N BINC, Y = (ANC) ) (BND).

8) X = AN(BU €), ¥ = (ANBIU (ANE).

AX=([AXBUC B, ¥Y=(AUC) %8B

NX=AXBUY{C XD) Y= {A xCJU{BXm

1.8, Demuestren que si A = C, B

AXB=AxDYN(B xC).

1.9. Sean A = [zEN|2<r=<Hh)], B= {zEN|1 <1<
<4), €= [z€N|s*—4 =0} ;De qué elementos constan los
conjuntos:

NBUC: 2) ANBNEC:. B Al BUC;

"i) ANBUBUCK )8 =0, 6)C x B

1.10. Los conjuntos A y B estin ¢ Y
de los elementos @ = 4n 42, b = 3n, R EN. Hnllan.d ﬂB
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1.44. Supongsmos que el oon]un'r.u .4 contiene n aiemenl.os. el
conjunto B, m lai AnNB, k Ha-
Hen el nimero de elementos de los con-
juntos: 1) A|) B, 2) A X B

Sea que A = N y cada ele-
mento de 4 es un mimero miiltiplo bien

a 2, o bien a 3, o bien a 5. Hallen el ’

niimero de elementos del conjunto A si
entre ellos tenemos: 70 nimeros mil-
tiplos a 2; 60 nimeros miiltiplos a 3;
80 nunmms mull.lplos # 5; 32 ndmeros

altipl i miltiplos a o
10; 38 nﬁmarns miltiplos a 15; 20 nd-
meros maltiplos a 30. Fig. 1

1.13. Los conjuntos A y B son sub-
conjuntos del conjunto U (fig. 1). Sombreen en el dibujo los
siguientes conjuntos:

DU B4 0B D AUBY B AU BY;

5) (A 0 BY; 8 (4" ABU (4 N B).

1.14. Sean A ¥y B suhcon;untus tomados al azar del conjunte U.
D ren las

1) (ANB) = A’ u B.

2) (A NBYY (A" nBy= Ay B.

H AU BN U BYy=4 8

145. 8ecad = U, B U. H
faga la ecuacidn

Xy dyu Xy a)=

1.16. Hallen los subconjuntos 4 y B del conjunte U si se sabe
que para todo conjunto X < [/ es cierta la igualdad

Xnd=X| B.
1.17. Sea 4, U, 5 € S. Demuestren que:
) (Y A) = D45 & ()= 4
1.18. Esti dado un sistema de conjuntes arbitrarios A, s €N.
1) Sea B, = “UI A,, ngN. Demuestren que
Fe

U B.= U A,
n-'l't " .EJ‘ :
2) Sea B, = ﬁ A,, ngN. Demuestren que
=1

N By=1n A4,
=1 -
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1.19. Sea A, s €N, p £ Nun sistema de conjuntos tomados al
azar, Establezcan si son ciertas las inclusiones:

0 0 (8 40 8 (1 44).

=1

2 .E: {,-El A”'} 2;-& .91}1")'

1.20. Establ la correspondencia biunivoca entre los con-
juntos A v B:

NA=Z, B=N

2)A = |x€Z|xz=4, kEN), B=N.

NA=zeR |01}, B -{zER ezt b>
>af.

4;.4—& 3-{:E-‘|.ll:|<1]

1.21, Est la in biunivoca entre el con-
junto de todos los puntos del ml.ervnlu {0; 1) v el conjunto de todos
los puntos del sugmunm 102

22, re e los sigui conj
s 1) ;il‘il cuadrudo {{:. ) iI x| g] ly 1= 1} y del circulo

¥

"',I) del cimﬂu ahmrtn {{£: ¥) |2* +3* =<1} y de tode el plano
8

3) del circulo abierto {(r; y) | 2 4 §* < 1] ¥ el circulo cerrado
{i= g) 12 + < 1)

.23, Domuestren que un conjualo es infinito coando y sélo
cuando él es equivalente a cierto subconjunlo suyo.

1.24, que si el conjunto 4 es infinito y el conjunto £
numerable, (A ) B) ~ 4.

1.25. Demuestron que si ASNH ~ B4, 4 ~ 8.

1.26. Demuestren que si A BeCyAd ~C, A ~B.

1.27. Demuestren que si A v & son conjunies numerables, el
conjunto A X B es numerable.

.28, Demuestren que la unidn de un msl,ema no més U Ame-
rable de conjunt bles es un conj

1.29. Demuestren la numerabilidad de los siguientes conjuntes:

1) el conjunio de todos los pimeros de la forma 2% k € N;

2) ol con‘iunh de todos los trifngulos en el plano, cuyos vértices
tienen courdenadas racionales;

3) el conjunto de todos los puntos de un plano con coordedadas
racionales;

4) el conjunto de todos los polinomios con coeficientes racio-
nales;

3) ¢l conjunte de todos los ni 1 {un n
denomina algebraico &i es la raiz de un pnfmomm con coefmenr.es
enteros);
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6) el conjunto de todos los subconjuntos finitos de un conjunto
numerable.

1.30. Demuestren que si la distancia entre cualesquiera dos pun-
tos de un conjunto de puntos en una rects es mayor que la unidad,
dicho conjunto no es mis que numerable.

1.31 Demuestren que los siguientes conjuntos tienen la potencia
de continuo:

i; el conjunto de tudos los puntos de un intervalo no vacio (a; b);
2) el conjunto de todas las sucesiones compuestas con las cifras
Dy1

3) el conjunto de todas las sucesiones de niimeros reales;

4) el conjunto de todos los puntos de un cuadrado;

5) el conjunto de todos los puntos de un circulo;

6) el conjunte de todos los subconjuntes de un conjunto nu-
merable;

7) el conjunte de todos los subconjuntos numerables del con-
junto de potencia de continuo.

1.32. En el plano se ha construido un conjunto de: 1) circun-
ferencias, 2) figuras en forma de T, 3) figuras que tienen la forma
de I', intersecantes todas a pares. ;Puede ser este conjunto innu-
merable?

1.33. Hallen la potencia del conjunto de todos los subconjuntos
de un conjunto finito que contiene n elementos.

34. Demuestren que para cada conjunto, el conjunto de todos
sus subconjuntos tiene una potencia mayor que la del conjunto
inicial.

1.35. Sea A un conjunto no numerable, ¥y B, no mas que nu-
merable. Demuestren que los conjuntos A |) B y A~F tienen la
potencia del conjunto A.

4. Conjuntos ordenados. Un conjunto recibe el nombre de orde-
nado si para cuslesquiera dos de sus el tos a y b se ha establecido
una relacion del orden a << b, o bien b << a (2 no supera b, o bien,
b no supera a) que posee las propiedades:

1) reflexibilidad: e <0 a, es decir, todo elemento no se supera
a si mismo;

2) antisimetria: si a = by b = a, los el tos a ¥ b coincid

3) transitividad: si e = b, b= ¢, entonces a =< ¢c.

Se idera que un junte vacio es ordenado. Un junto se
uede ordenar con distintos procedimientos. P. ej., en el conjunto
e estudiantes de un grupo la relacién de orden (<) puede estable-

cerse con los dos siguientes procedimientos: el estudiante a no supera
al estudiante b, o sea, a =< b si: 1) la estatura de estudiante o es
menor que la del estudiante b, 2) el apellido del estudiante a en el
diario del grupe estd bajo un nimero mayor que la del estudiante b.
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Betableslende con: dib procedimientos la relaciin de oRJdan
Q t |

en un mismo
Los el

tos de conjuntos finitos ordenados se escribe, por regla,
entre | is ordinarios, disponiendo el el a a la izquierda
del elemento b, si a < b. P. ej., la anotacién 4 = (3, 2, 1), 8 =
= (2, 3, 1) significa que 4 y B son diferentes conjuntos ordensdos,
a diferencin de la anotacién A = {3, 2, 1}, B = {2, 3, 1} de la
que se desprende que 4 = B.

P. tj., el conjunto que contiene tres elementos a, b y ¢ tiene 3 sub-
conjuntos de dos clementos:

fe. b} fa ) )
y 1§ subeonjuntos de dos elementos ordenados:
(a. B), (b, &), (a, ), (e a). (b, ) (e &)

A. Arreglos y p i que un con-
junto que contiene n elementos. Cada uno de sus subconjuntos orde-
nales, constituides por k elementos, ¢ denomina arreglo de n ele-
mentos por k elementos.

El nédmero de todos los arreglos de n elementos por k elementos
se inn AP (se lee: end de arreglos de n por k» o bien A de
n por kv). (A de la palabra f arrang L)

El nimero de arreglos se halla con la formula

Al=pn=1{r—2) ... (n —k+1), k=0, (48}
es decir, el ni de glos de n el tos por k el o5
igual al ducto de k turales sucesivos de n hasta n —

— k + 1, incluida.
El producto de todos los nimeros naturales de 1 a n se designa
con el simbolo n! (se lee an faclorials), es decir,
at=1.2.3 ... (n—=1)n
Haciendo uso de esta designacion, pod escribir la formula (1)
en la forma

nl

M=ot (2)

con la particularidad de que si convenimos considerar que 0! = 1,
la [ormula (2) proporciona resultado correcto incluso en los casos
cuande k=0 y k = n.

El arceglo de n elementos recibe el nombre de permutacidn de
n elementos.

Las permutaciones son un caso particular de los arreglos. Come
cada permutacién contiene todos los n elementos del conjunte, di-
versas permutaciones se distinguen entre si s6lo por el orden de los
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1 21 ni de permutaci de n ol se desig
con P,. (P de la palabra francesa permutation.)
Como P, = A}, para el nimero de permulaciones es vilida la
fdrmula
P, = al. 3

De la férmula (3) se deduce que el conjunto que conliene n ele-
mentos se puede ordenar con ayuda de n! procedimientos.

Ejemplo 3. Un gropo de estudianies estudia 7 asignaturas. ;Con
cuiintos procedimientos es posible componer el horario de las clases
para el lunes si para ese dia se planifican clases dedicadas a 4 asigna-
turas?

A Sin doda, hay tantes procedimientos diferentes para confec-
cionar el horario como cuantos subconjuntos ordenados de cuatro
elementos existen en un conjunto de siete el tos. Por lo tanto,
€l ni de procedimientos es igual al nimoro de arreglos de

7 por tos, es decir, es igual a A% Con la [rmula
(1), haciendo en ella n =7, k = 4, hallamos

A = T-6:5:4 = BAD. A

Ejemplo 4. ;Cuiantos nimeros de seis cifras. mialtiplos acineo,
pueden ser compuestos de las eifras 1, 2, 3, 4, 5, G a condicidn de que
Ias cifras no e repitan en el nidmero?

£ Con el lin de que el niimero compuesto de las cifras prefijadas
se divida entre 5 es uecesario v suficiente que la cifra 5 se encuentro
en el Gitimo puesto. Las demis cinco cifras puedon encontrarse en los
restantes cinco puestos en cualguier orden. Por consiguiente, la can-
tidad buscada de nidmeros de seis cifras, miltiplos a cinco, es igual
a la cantidad de permutaciones de los cinco elementos, es decir,
5! = 5.4-3.2.1 = 120. A

Ejemplo 5. ;Cuénlas pormutaciones diferontes se pueden formar
con las letras de la palabra szadachas (vocablo ruso que significa
aproblemas)?

A Formar cierta permutacién de las letras de la palabra «za-
dachas quiere decir que en seis puestos numerados hay que poner de
algin modo una letra sze, una*letra”sds, una“letrasche y tres letras
ean. Si las letras sz», ade y echs se han colocado de algin modo, el
resto de los puestos se rellenardn con la letra sas, (Pero con cudntos
procedimientos es posible poner tres letras diferentes en seis puestos?
Es evidente que &l ndmero de procedimientos es ignal al namero de

beonj ord los de tres el tos del conjunto de seis elo-
mentos, es decir, es igual a A7 = 6-5-4 = 120

Podemos razonar (e otro modo. Si las seis letras de In palabra
fueran diferentes, el nimero de permulaciones serin igual a GL
Pero con la letra sav tropezamos en dichio vocablo tres veces ¥ las
permutaciones de solo vstas Lres eas no ofrecen nuevos procedimientos

2-nd8s
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de disposicion de las letras. Por ello, el nimero de permulaciones
de las lolras do In pulabra szadachas ne serd 61, sine que 3! veces
menor, o5 decir,

%:.E'%ﬁﬂ:l;.ﬁ--i.—.im. A
6. Combinaci Sea que tencmos un conj coustituido
por n clementos. Cada wno de sus subconj con k el
eva el nombre de combinacion de n el por k el
El nimero de todas las combinariones de n elementos por k
i tos se designa con el simbolo €} (se lee: enimero de combina-
ciones de a por ks, 0 bien, s de n por k).
£l ni e binaciones sa delermina con la formula
n!
G == " @
o hien con la formula
ok _ B{R—Abla—2) .. (n—k+41) "
{"‘"'—E—' . (5)
Son vilidas las siguientes igualdades
Chmrh )
aft=at 46 k<n U]

Iaciendo use de la igualdad (U) es posible simplicar ol cilculo

de los nimeros €2 en aquellos casos cuando k = w2, p. ej.,
cp=Cl =228 55,

Ejempla 6. :Cuintas comisiones de exdmenes, compuestas de 5
miembros, se pueden formar de 10 profesores?

4 Es evidente que son Lantos como cuantos haya subconjuntos de
cinco el @0 un conj de diez el es decir, el ni-
mero de comisiones serd igual a €%, Con la formula (4), haciendo en
ella » =10, k=5, hallemos

0 _ 109876
Co=—r =—zgi5- =22 A

Ejemplo 7. En el campeonato nacional de fatho] (primera liga)
toman parte 18 equipos, con la particularidad de que cada dos equi-
pos compiten entre si dos voces. (Cudntos partidos se juegan en el
[ de ln t da?




§ I Conjunios, Combinatoria LE

& En la primera ctapa tendrin lugar tantos pnrlldus cuantos
subconjuntos haya de dos junto d
es decit, sn cantidad serd igual a C Con Ia formula (3), hallamos

18-17

€, =810 153,
En la segunda etapa se juega igual cantidad de partidos, por lo
que en el transcurso de ls temporada tendedn lugar 306 ros. A

Ejemplo 8. ;Cop cufintos procedimientos Zn elementos pueden
dividirse a pares?

Podemos obtener respuesta a osta pregunta empleando la férmula
para el nimero de combinaciones y el nimero de permulaciones.
Aduzcamos otra solucidn.

& Designemos el nimero de particiones a pares de 2Zn elomentos

con Hyp.
Elijamos cualquier elomento. Con su participacion se puede for-
mar un par con 2n — 1 procedimientos. Cada vez, después de Ia for-

macion de un par, quedarin 2rn — 2 elementos que pueden ser livi-
didu: en pares con ft,,_ . procodimientos. Paor esta razim, R,, =
= {2n — 1) H,,, 2 Haciendo nso de esla farmula recorrente, obte-
nemos Ry, = (2n — 1) R.,.._, = {Zn—- -(2n =3 Rapyy= ...
= (2n —1)(2n —3) ... 3- Ri=(@n—1}(2r — 3 .., 3-1.

El producto de todos los mimeros nalurales gue no superan n
v que tienen la misma paridad que #, con frecuencia so designa con nl!
{se lee: en doble factorials).

Asi, pues, 2n elementos se puede dividir a pares con (2n — 1)1
procedimientos. &

7. Sucesos aleatorioz y su probabilidad. Exami el expe-
rimento gue consiste o lanzar una moneda, Esle experimento tiene
dos resultados: o Ja moneda cae do forma que arriba estard la cara,
o bien cae con ésta hacia abajo., Uno u oteo resultado del experi-
mento depende de milliples cansas que no es posible lomar en con-
sideracifn ¥, por ello, os imposible predecir el resultado del experi-
mento. El suceso que runsul.o en que scayd la caray es un cjemplo de
suceso aleatorio. Como ejemplo de otros aleatorios so pueden
aduoeir: «la aparicion de la unidade al jugar a los dados (cubos de
material homogéneo con caras numeradas con cifras desde la unidad
hasta seis), fallo de uwna bombilla eléctrica antes de determinado
plazo, falta de correspondoncia con la norma elegido para verificar
un articulo. En todos eslos casos es imposible predecic de antemano,
hasta finalizar el experimento, si tendrd lugar o no el respectivo
suceso, Por ello, semejantes sucesos llevan el nombire de aleatorios.

En el cxperimento con el | to de la da ambos re-
sultados son equivalenies, antes do lanzar la moneda no hay fun-
damento alguno para dar preferencia a uno de los resultados. En
semejantes cagos se dice que los dos resultades son equiprobables,
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en tanto que la probabilidad de cada uno de ellos es igual a 1/2.
Al lanzar el dado hay seis resultados. Si el dado es homogéneo y si-
métrico, todos los resuitades del experi o son igoal po-
sih!cls o bien equiprobables. La probabilidad de cada resultado s
ignal a 1/6.

La generalizacion de estos sencillos experimentlos serd un expe-
rimento en el que son posibles n resultados equiprobables u,, u,, . . .
<oy tiy, Hamados asimismo sucesos elementales. En Iall caso, la
probabilidad de cada uno de los resultados se toma igual a 1/n.
Esto se eseribe del modo siguiente:

Piu) =tn, Plug =tin ..., Plu,)=1tin

La primera de estas formulas se lee: sla probabilidad del suceso i,
as igual a 1ims.

Ahora, estndiemos un experimento con r resultados equiprobables

ierlo snceso A que se produce cuando el experimento termina con
ciertos k resultados y no tiene lugar en el caso i so obtiene uno de
los restantes n — k resultados. Yamos a decir qoe los resultados que
contlucen al sucesn A le favorecen. La probabilidad del suceso A
relacionado con un experi con n resultados equiprobables se
denomina lu razén entre el nimero de resultados que favorecen al
sneesa A v el nimero de twlos los resultados, es decir,

P{A) = kn, (8)

donde k es el nimero de resultados favorecientes al suceso A. La
probabilidad de coalquier suceso A satisface las desigualdades

0 PA) <,

lu gue en direclo se desprende de la firmula (8), ya que es evidente
que 0 < k< n,

Ejemplo 9. El experimento consiste en que se lanzan dos monedas:
de cobre y de plata. ;Cudl es la probabilidad de que por lo menos on
una moneda aparezca la cara?

& Se considera que los resultados equiprobables del oxperi
son los siguientes:

uy — la cara aparece en ambas monedas,

gy — la cara aparece solo en la moneda de cobre,

#y — la cara aparece silo en la moneda de plata,

uy — la cara no aj en ninguna de lag d

Los resultados u,, uy, u, (aparicion de la cara por lo menos en
una moneda) faverecen al acontecimiento 4. Haciendo en la fér-
mula (8) n = 4, k=3, obtenemos P (4) = 3/4. A&

Ejemplo 10. Al marcar un nimero en el teléfono el abonado se
olvidé de las dos dltimas cifras y =6lo recordando que éstas eran dife-
rentes, las mared a la ventura. ;Cudl es la probabilidad de que el
nimero se ha marcado correctamente?
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A Las dos dltimas cifras se pueden marcar con un nimero de

procedimientos igual al nimero de subconjuntos ordenades de dos

en un i de diez el (el de todas las cifras).

Este nimero de procedimientos es igual a A%, Por lo tanto, exisle

un total de A% resultados. Sélo un resultado’ (Iaa cifras se han mar-

cado corm:l.amante) Tavorece al suceso A. Porello, P (A) = 1/A], =
= 1/{(10-9) = 1/90. A&

Ejemplo 11. Eutrs 100 bombillas eléctricas 5 estin delerioradas.
{Cuil es la probabilidad de que al elegir al azar 3 hombillas éstas
estén en buen estado?

4 En un junto de 100 el hay C;,, sub juntos de
tres elementos. Por ello, 3 bombillas de 100 plleulen elegirse mediante
€}, procedimientos. Las bombillas se eligen a la ventura. Fsto
s.gmhca que todos los procedimientos para la eleccidn (todos los

los) son equiprobables. El de resultados exitosos, es
l.Ioclr. las tres bombillas estan en hnen estado, e caleula de forma
andloga. De 95 bombillas en buen estado 3 se pueden elegir con O],
procedimientos, ya que tanlos son los snbconjuntos de Lres elemenlna
existentes en el conjunto de 95 alementos. Haciendo en la formula (3)

n= .. k= C}, oblenemos
P(A)=C3,/Ch = -l'l}"l-i’%--.-sossn A
1.36. Caleulen:

1) = Ah 2) — .'q_‘, 3
S0+ A% WES = )
[ ;
B) Rt ks 4) CSFCLHCE .. O
) AT kem 4 GAOHC+.
1.37. Hallen n, si:
1) _”x-_='-:4oaf.1-;, 2) Cayy—-Chzt=15(n41)

)l Cm} 205, A G (n—20 Abyp<143.n!

138, En un grapo hay 30 estudiantes. ;Con cudntos procedi-
i se pueden sep dos | para hacer guardia si: 1) una
e ellas ha de ser el jefe; 2) no debe haber jefe?

1.39. Para cinco funcionarios hay tres plazas en una casa de
reposo. ¢Con cudmtos procedimientos se pueden distribuir =iz 1) Lo-
das las plazas son diferentes; 2) todas ellas son iguales?

140, :Con cwintos procedimientos se pueden disponer en i
fila 5 bolas blancas y 4 negras de modo que las negras no estén juntas?
Consideremos dos casos: 1) las bolas de un mismo color no se distin-
guen entre si; 2) todas las bolas son diferentes.

1.41, ;Coantas diagonales tiene un n — dgono convexo?
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1.42. Ningunas tres di les de un decig convexo
se corlan en wn punto. Determinen el nimero de puntos de inter-
seccion de las diagonales.

1.43. En la primers de las dos rectas paralelas yacen 15 puntos,
en la segunda, 21. [Cuinlos Leidngulos existen con los vérlices en
dichos puntos?

1.44. (Con cuintos procedimientos se pueden colocar en la tabla
ile ajedres 8 Lorres de un mismo color de modo que no se batan entre
=i y que se encuentren sélo en los escaques negros?

1.45. Con lascifras 0, 1, 2, 3 se han compuesto los més variados
nimeros de cuatro cifras de modo que en cada nimero no hay cifras
iguales. ;Cudntos ni se han obtenido? ;Cudntos ni pares
Iy entre eilos?

L6, (Cnintos nimeros diferentes de dive cifras se pueden escri-
bir ompleando las cifras 1 y 2?2

1.47. [Cuwinlas pecmutaciones diferentes se pueden formar de
Ias letras de Ins siguientes palabras: 1) cebra, 2) paial, 3) caracal,
4) abracadabra?

1.48. ;Con cufintos procedimientos se pueden distribuir 28 fichas
de domini entre cuatro jugadores de forma que eada wno de ellos
reciba 7 fichas?

1.49. Un equipo de Lockey rensta de 2 portervs, 7 defensas y
10 delanteros. (Con aymda de ewinlus procedimientos es posible
formar el grupo de seis jugadores que empieza el juego, compuesio
ile un port dos defensas v tres (lelanteros?

L350, ;Codntos nimeros de seis cifras existen en los que lodas
las cifras son impares (1, 3, 5, 7, 4)?

.51, sCudntos divisores tiene ol nimero 4627

1.52, En nn estante hay m libros encuadernados de negro y n li-
hros encuadernados de azul, con la particularidad de que todos los
libros son diferentes. (Con cuintos procedimientos se pueden dis-
poner los libros de forma que los encuadernados en negro estén juntos?

1.58. (Con cudntos provedimientos se pueden empaquetar 9 libros
difarentes en 5 impresos si 4 de ellos deben contener 2 libros cada uno?

1.54. (Con cudntos procedimienlos es posible poner 12 monerdas
iguales en 5 diferentes monederos de modn que ninguno de éstos quede
vacio?

1.55. Una caja fuerle se cierra con cerrojo que consta de cinco
discas en cada uno de los cuales estin representadas las cifras 0, 1,
2, ..., % El cerrojo se abre si en los discos se ha marcado una deter-
minada combinacitin de cifras. ;Serin suficientes 10 dias para abric
la caja fuerte si el «dia laborals dura 13 horas y para marcar una
combinacién de cifras son necesarios 5 segundos? 3

1.56. Entre todos los nimeros enteros desde 1 hasta 10" cuiles
liay mis: iaquellos para cuya anotacién se emplen la cifra 9 o bien
aquellos que se escriben sin ella?
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1.57. Cierto alfabeto consta de seis letras que, para su trans-
mision por telégrafo, estin codificadas asi:

Al transmitir una palabra no hicieron intervalos que separaran
las letras entre si, de modo que se obluvo una cadepa continua de
puntos y rayas que contenia 12 signos. ;Con cuintos procedimientos
se puede leer la palsbra transmitida?

1.58. En una urna habia 3 bolas blancas, 4 negras, 5 rojas y de
ella, al azar, se sacaba una bola. ;Cuél es la probabilidad de que la
bola sacada sea: 1) blanca, 2) negra, 3) amarilla, 4) roja?

1.59, Se lanzan dos dados. ¢Cuil es la probabilidad de que la
sama de los puntos aparecidos en los dados sea igual a 87

1.60. El programs e los exdmenes consta de 40 preguntas. En
el examen se propone responder a dos de ellas. El estudiante habia
preparado P a 30 as, (Cudl es la pmlrab'lldud de
que en el examen le I.uqucn dos preguntas para las que & habia
preparado [a respuestal

1.61. En la loteria de 50 billotes 8 ganan. (Cuidl es la probabili-
dad de que entre los cinco primeros billetes lomados al azar dos
sean premiados?

1.62. Entre diez billetes dos ganan. Determinen la probabilidad
de que entre los cinco billetes tomados a la ventura: 1) uno sera pre-
miado, 2} ambos seran los premiades.

1.63. Al jugar al +Sportlotds 6 nimeros de 49 son los efelicess.
El participante en el juego indica 6 nimeros de 49. (Cuil es la pro-
;Ml:il'!’dad de adivinar: 1) los § nimeros sfelicess, 2) 3 ndmeros ale-
icess

'LM. En el asceusor de una casa de ocho pisos, en ¢l primero

up que cada una de ellas, independien-
temente de los demﬁs y con igual probabilidad, puede salir en cual-
quier piso u partir del segundo. Fallen la probabilidad de que Jas
5 salen en diferentes pisos.

1.65. En el camy to de hal to participan 18 equipos,
entre los cuales-hay dos equipos de extraclase. Para reducie el ni-
mero total de partidos, los equipos se dividen en dos grupos iguales
para lo que e realiza un sorteo. ;Cudl es la probabilidad de que los
dos equipos de extraclase resulten estar: 1) en diferentes subgripos,
2) en wn mismo subgropo?

1.66. Demuestren que es menor que 1710000 1a probabilidad de
que el cumpleafios de las doce porsonos elegidos al azar Leascurran
en diferenles neses.
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§ 2. Elementos de logica. Método de la
indeeciin matemitica

1. P 0 - Par prop
50 enl.lem‘lc toda afirmacién acerca de la que liene senhd; decir que
ella es verdaders o falsa, De los dates de las proposiciones, con ayuda
de las llamadas subjunciones logicas a las que se refieren la parti-

culn «nve, las conjunciones sye, eos, las palabras esi . . ., enlonces ...»,
scuando y sblo cuando . . .» se forman nuevas proposiciones.
de je en el lenguaje habitual

.
A la pirlirula anor. Para c.ada propnslcibn p e puede formar una
nueva proposicién p (se lee: ap con rayas, o bien eno ps) que es ver-
dadera si p es falsa v, a la inversa, falsa si p es verdadera. La pro-
posicidn p » recibe al bre de negacidn de la icion p. I ej.,
para Ja proposicién eln socesion {1/n} tiene limites la negacion
es la proposicién «la sucesin {f/n] no tiene limites.

La proposicion compuesta por las proposiciones p v q con ayuda
de la conjuncidn «ys recibe el nombre de conjuncidn v se designa
com p A\ g (se lee: ap y ).

Se considera que la conjuncidn p A g e una proposicion vordadera
cnando y silo cuando las prog p v g son verdad

Si la proposicion estd Tormada con las proposiciones p v g con
ayuda do la conjuncién «os, ella se denomina disyuncidn :f; las pro-
posiciones p ¥ g ¥ se deaig'nn i V‘ q (se lee: ap o ).

La disyuncién p \/ ¢ se ion verdadera cuando
y solo enando o5 \-erdadl.‘rn por lo menos nna de las proposicio-
nes.

La proposicidn formada con las proposiciones p v ¢ con ayuda
de las palabras esi . . ., entonces . . .» se llama implicacin v se
designa con p — g (se lee: «si p, entonces @). Con ello, la proposicion
p lleva el nombre de condicion, en tanto que la proposicién g, con-
clusién.

Se considera que la implicacidn p — g es una proposicitn falsa
silo en el caso cuando la condicion (proposicion p) es verdadera v la
conclugion (proposicion g), falsa.

La proposicion formada por las proposiciones p ¥ g. con ayuda
de ius pallblas scuando ¥ sulo cuando . . v se denomina equivalencia

plicacidn doble) v S designa con p +=

La equivalencia p += g es verdadera cmmdo y solo cuando ambas

ici p Y g son verdaderas o ]Jmn cuando ambas sun falsas,

Sia las | i la letra V' y las
falsas, la lolra F las operaciones 'Iég:cns PpAG BN @ p—q
7 ++ 4 pueden ser determinadas de modo formal con avuda de las
siguientes tablas de verdad:
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» P » ] pAa " a PV
v v ¥ v v
4 v ¥ F v | F v
Fd v F F L v
» F F F ¥ F
P o By » T P
v v v v v v
v F F v F F
¥ v v P v F
¥ ¥ v F ¥ v

Las nnevag proposiciones pueden ser lormadas mediante varias
upm‘nrmnes logicas, con la partienlaridad de que cada una de las
operaciones puede ser emp]eada varios veces. El orden con el que
han de realizarse las operaciones se indica con ayuda de paréntesis.
las tablas de verdad para la implicacion vemos que si la
ion p —+ q son verdaderas, la conclusion g
también serd verdadera, En semejante caso se escribe p == g y se dice
que p se deduce de q. Ista regla clisica de deduccion se emplea en
matemiticas con conslancia,

Si de p se deduce g y dn g so dedute r, las prnnos;clmues Py g
reciben ¢l nombre de equi equi
e unen bien con el signo<=s, o ].ul!n mn ol signo de lgunldnd es
decir, se escribe 0 p <= g, 0 hien p =

Durante la investigacion de los pmpom iones con relacién a
la equivalencia, en los casos sencillos es posible hacer uso de las
tablas de verdad, ya que para las prop equivalent de
diferente forma, las tablas de verdad coinciden. P'. ej., 1
las tablas de verdad para la negacidn e implicacién, es Tacil confec-

cionar la tabla de verdad para lus proposiciones de la forma g — p=

¥ @ T B =P
v v F F 4
v F v » F
¥ v ¥ v v
L F v v v
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Esta tabla coincide con la tabla de verdad para lao implicacion
p =+ g. Por lo tanto, las proposiciones p —- g y ?-—ann equivalen-
tes, es decir, p—+qe>g-—+p o blcn p—>q=q-p.

La tabla de verdad pondiente a la ion | A
por n proposici sencillas i 2" filas. Por esta razén por
regla, la equivalencia de las proposiciones se establece con otro pre-
cedimiento: cierta cantidad de equivalencias hase (leyes de dlgebra

ional) se verifica fo de las tablas de verdad, las igual-
lladea obtenidas se utilizan al demostrar otres mruuldldes de la misma
forma que en algebra el tal en las t idénticas
S0 1 las leves algebrai iva, asociativa, distribu-
Liva y olras.
Leyes fundamentales del dlgebra proposicional:
1. Conmutatividad de la disynncion:

pPVa—=qgVep ()
2, Conmutatividad de la conjuncién:
pAg=qAp. &)
3. Asociatividad de la disyuncidn:
PVEYVr=kVayr (B)]
4. Asociatividad de la conjuncion:
PAGAT = (A DA @)
5. Primera ley distributiva:
pA GV =AYV (pA D o)
G. Segunda ley distributiva:
PV A =V aAY) {6
7. Ley de Morgan:
PVI=0BA® PRI=PVE n
8. Ley de la negacion doble:
7=p ®
9. Leyes de idempotencia:
PVP=p, pAn=p )
En logica las pi i idénti dad o bien
idénti falsas I i important plpel Las pmpusu~
ciones idénti daderas son si ord
di de si las proposici que las lomnn son verdadtns

o falsas. P. ej., la proposi P\ P oes idénti t dadera.
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Desig las prop idéntic verdaderas con la
letra i

Las proposici idéntic falsas siempre lo son, es decir,
independientemente de la veracidad o falsedad de las proposici
que las forman. Semejanies proposici se desig con la letra

1. P.gj., pAp =1, ya que la proposicién p A p es falsa indepen-
dientemente de si la proposicién p es verdadera o falsa.

Para las proposici idénti t dad. e idénti le
falsas, con todo p son ciertas las siguientes desigualdades:

pVP=4i pPAP=L
pVi=i  pAit=p, _ (10)
p\ i=p, pAl=1 =1L

Las leyes (1) — (10) del dlgebra proposicional describen las pro-
iedodes de tres operaciones: disyuncién, conjuncid gacio
a implicacion ¥ la equivalencia se expresan a través de la disyun-

cidn, conjuncidn y negacién mediante las siguientes férmulas:

prg=pPVa _ _ (1)
peg=1({ENQV (A {12)

Ejemplo 1. Demuestren la equivalencia
Fma=pPAT ()

A Empleando la igualdad (11), oblenemos

p~q¢=pVa

A continuacién, se emplea la ley de Morgan (7) y la ley de negacién
doble (8):

PVa=nAT=pAT

La férmula (13) propurciona la regla de construccion de la negacidn
para la implicacién que, con frecuencia, se aplica a los razonamientos
matemAticos. &

Ejemplo 2. Brown, Jones y Smith se acusan de ser complices en
un asalto a un banco. Los lad S0 p en un dvil
que los ba. En el tr de la instruccién Brown mostrd

que los deli en un «Buicks azul, Jones dijo que
el auto era un «Cryslers negro y Smith afirmaba que era vn «Ford
Mustangs, pero do manera ninguna azul. Era evidente qua deseando
complicar ta instruccin cada uno de ellos indicd correctamente sélo
Ial marca del automévil o bien su color. ;De qué color y marca era
el auto?
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£ Al resolver esle problema omiliremos, para abreviar, el signo
de conjuncidn, o sea, en lugar de p A\ g escribiremos simplemenle pg.

E i las proposici

p — auto de color azul,

g — auto de marca «Buicks,

r — auto de color negro,

5 — auto de marca «Cryslers,

{ — anto de marca «Ford Mustangs.
De las declaraciones de Brown, Jones y Smith se deduce, correspon-
L te, que las proposici PV r\ s p\y son verdaderas.
Vor consigniente, la conjuncion verdadera de esas tres proposiciones:

PVOryseEy

Abriendo los paréniesis, oblencmos la disyuncidn de oclio conjun-
clones;

) (et (psp) V (pst) V@) ' fart) ' (gip) V/ (gst).

Del planteamiento se desprende que lodas las conjuncinnes, salvo
la quinta, son falsas. Por ello, la disyuncién puede ser verdadera
=il a condicidn de la veracidad de la proposicién grp, lo que signi-
fiea que los delincuentes huyeron en un sBuicks negro. A

L. Enunciados que dependen de la variable (predicados). En

ticas ¥ olras ciencias, ademis de las propesiciones, se iro-
piezs con diversos enunciados que dependen de la variable perie-
neciente a cierto conj En logica. enunciados se de-

nominan predicados. El predicado p (), = € U, hablando en general,
e es una Jlmnusif[im. No obstante, se supone que para cada ele-
wmento fijado ry € U el predicado p (z,) es una proposicién,

El conjunto U, en el que se prefija el predicado p (z), se puede
dividir en dos subconjuntos. Uno de ellos contiene aguellos v solo
aquellos elementos de U para los que p (z) es verdadero. Recibe
el nombre de conjunto de veracidad del predicado p (z). Otro sub-
conjunto consta de aquellos elementos de U para los que p (1) es
falso. Si el primero de dichos subconjuntos se designa con la letra P,
el segundo se debe designar con P, v que es el complemento del
conjunto P hasta el conjunto U,

Por of., para el predicado «* — & << 0, £ € R, el intervalo (0; 1)
s el conjunlo de veracidad P, la unién de los intervalos (—eo; 0]
¥ 115 +e=) (complemento del intervalo (D; 1) hasta toda la recta
nlimerica) es el conjunte P'.

Dos predicados p (z) v q (z} prefijados en un mismo conjunto lle-
van el nombre de equivalentes si sus conjuntos de idad coin-
ciden.
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P. ¢j.. dos predicados (designaldades) «* — 5r 4 6 <0 y z* —
— Ba? - Br* << 0 =on equivalentes en el conjunto R, ya que el con-
junto de veracidad de cada wno de ellos es el intervalo (25 3).

Para los predicados que dependen de la variable, lo mismo que
para las proposiciones, se introducen operaciones logicas.

Recibe el nombre de negacién del predicado p (z), =z € U, tal
predicado definido en el propio conjunto U/ y que se convierto en
una proposicion de verdad para aquellos y sélo aguellos valores
de = para los que p (2) es falso.

La negacién p (z) == designa p (z). 3i P es el conjunto de veracidad
p (%), el conjunto de veracidad p (z) serd P’. En la fig. 2 estin repre-

tad. aq ati te los conjuntes U, P y P’

De forma aniloga también se determinan olras operaciones l6-

icas.
= P. ej., la implicacién p (z) = g (x) de los predicados p (z) y
q (x), determinados en el conj U, se llama predicado determinado

&

-
o

Fig. 2

en ese mismo conjunlo U/ y que se convierte en una proposicion
falsa para aquellos y solo aguellos valores de r, para los que la con-
dicién p (z) es verdadera y Ja conclusidn g (z). falsa. En la fig. 3
esti sombreado el conjunto de veracidad de la implicacién p (r) —
—q(z) (P y @ son los conjuntos de veracidad de los predicados
Py g@) &

3. Signos de uni 1 y existenciales (i ). Con
predicados dependientes de las variables estin ligadoes dos tipos de
afirmaciones con las que se tropieza con frecuencia,

1. El predicado p (z), = € U =e convierte en una proposicion
verdadera para todos los elementos del conjunto I/,

2. El predicado p (z). = € U, sc convierte en una proposicion
verdadera al menas para uno de los elementos del conjunie IV,

Estas afirmaciones se suelen escribir con brevedad haciendo para
ello uso de signos especiales: el signo de universalidad ¥ (la primera
letra girada del vocablo inglés All — todo) y el signo existencial 3
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(la primera letra girada del vocablo inglés Erists — existe). En
logica los signos W y 3 llevan el nombre de cuantores. Kl cuantor de
universalidad V corresponde a las palabras stodos, scualquieras,
scadar; el cusntor existencial 3, a las palabras «al menos unos,
ese hallarin, sexistes,

Al emplear los signos ¥ y 3. podemos escribir las afirmaciones
1 y 2 del modo siguiente:

1. Vzp(2), s € U. 2. 3ap (), s € U

Cada uno de estos predlrndns es bien verdadero, o bien falso
¥, per lo tanto, es una pmpnsn:lon

Las reglas para confi las i para las prop
que contienen los cuantores se prefijan con lns formulas
Vaplz)=3zp(z), Jzpl)=Vzp(a). (14)

La primera formula significa que p (z) es verdadera no para todas
las x cuando y sélo cuando existe tal x para la coal p (1) es falsa.
La segunda formula nos indica que no existe tal x para la cual p (z)
es verdadera cuando y sblo cuando p (z) es falsa para todas las r.

El elemento x, del conjunto U7, para el que el predicado P iz
no es cierto, lleva el nombre de contraejemplo para la proposiciin
Yzp (2). .

Asi, pues, con el fin de cerciorarse de la falsedad de la propo-
sicién Vrp (z) es suficiente hallar (o bien como asimismo se dice,
construir) un contragjemplo.

El predicado definido en el conjunto X x Y (es decir, en ¢l
producte cartesiano de los conjuntos X e ¥), recibe el nombre de
predicado dependiente de dos variables o bien predicado doble
v se d('ﬁ%nn pleiy), € X, y €Y. De semejante predicado. con
aynda de los cnantores ¥ ¥ 3 se pueden formar ocho proposiciones:

1. ¥xVyp (z; y). 2. ¥yVap (x: y).

3. YVae3yp (3 u). 4. Jy¥zp (x: y).

5. JaVyp (x: y). b. Vy3zp (z: y).

7. 3=3yp (=: y). 8. Jy3ep (x: y).

Las proposiciones 1 y 2 son, por lo visto, equivalentes lo mismo
que |as proposici 7y 8. Las 3 y 4, asi como 5y 6,
no son equivalentes (véanse los pmhlmas 2.21, 2.22). Por ello se
dice que los evantores homénimos pueden permutarse, v los dife-
rentes, no.

ﬁ. Métor]o de mdweciﬁn matemitica. En muchas partes, de Ius

icas es preciso ar la d de los pi
piz)d los en un conj de ni les para todos
los valores de la variable, es decir, la veracidad de la proposiciin
Yap (n), nEN.

Con frecuencin, esto se consigue realizar con el método de induccion
matemdtica. Este método se basa en el 11 dei
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matemitica (axioma de la indnceidn) que puede enunciarse del si-
guiente modo. El predicado p (n) se considera verdadero para todos
los valores naturales de la variable i se emplean las dos siguientes
condiciones:

1. El predicado p (n) es verdadero para n = 1.

2. De la suposicion que p (n) es verdadero para n = k (donde k
es cualguier nimero natural) se d de que también es verdad
para el siguiente valor n = k =+ 1.

Por mét de ind i

a o

Atica se entiende el siguiente
método de demostracion. 5i es preciso demostrar la veracidad del
predicado p (n) para todos los valores naturales de n, primero se
comprueba la veracidad de la proposicion p (1) ¥, a continuacién,

p do que la proposicién p (k) es verdadera, se demuestra la
idad de la proposicién p (k + 1). 5i ln demostracibn es cierta
para cada valor natural de k, en correspondencia con el principio
de la induceid temiitica el predicado p (n) serd verdadero para

Lodes log valores de n,
Ejemplo 3. Demuestren la igualdad

_afn4-1)(2a41)
PBp B4 P =T nEN.
& Esta ignaldad es el predicado p (#) prefijado en un conjunio

de niimeros naturales. Demostremos la veracidad de p (r) para todos
los I-nlnres de n segiin el método de la induccion malematica.

proposicién p (1) es verdad ya que
fro B4 )
= . i

2. Supongamos que p (k) es verdadero, es decir, es vilida la igual-
dad

g +k:=l—:l+|:1{2k+ﬂ_

Después de adicionar a ambos miembros de In igualdad (k 4 1)%,
obtenemos

P20, R (k)= KEEORED Ly g

}l'ransformnmus el segundo miembro de la igualdad de la siguiente
orma:

E(k4-1) (244 k41 K
¢ -HL AN ket L= -i: (2k=+?k+6)=‘*+”““;2“2*+"“
Por lo tanto

p+23+‘_‘+{k+1)==E-'c-i‘!l!fk+|):|1t2li+n+Il_
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lo que significa que p (& + 1) es verdadero, De este modo, el razo-
namicuto e8 justo con Lodo k € N
En correspondencia con el prhmpm de la induccion matematica
ignaliad inicial es v
E;cmmo 4. Demostrar la des:gua!:iad de Bernoulli.

A+a)"=14n2, a>—1, neEN

AL Conn =1 obt r—— -
{it+az=l+ta
2. Bupong que la desigualdad es cierta con n — &, es decir,
(1 +af =1+ ke
Multiplicando ambos miemb de In desigualdad por 1 + & (esto

se puede realizar, ya gue o > —1), obtenemos
A+l +he) (1 + ) =1 4+ (k1) a + ket
Teniendo en cnenla que ko* = 0, llegamos 4 la desigualdad
(It 2L (k1) e
.r\«l pues, al suponer gue la designaldad es cierta ]lars n = k, homos
ado que ella es asimismo cierta paran = k + 1. Es evidente,
que la demostracién seguira siendo \ralld: para cada valor de k.
De Jorma que la desigualdad estd d
Ejemplo 5. Demostrar que con cada n € N el nlmere 5.22"- 4
—+ "1 es miltiplo a 19.
AL Con n=1 la afirmacion dada es, por lo visto, cierta,
2. Supn amos que o8 cierta para 1 = k, o sea, Supongamos que
5 2""" =t sa divide por 1. Entonces, como

5 ggl-;p--+ guken-1.. 8.5, 2002 4 97, gekt
o B (5. 2324 F-1) 4 1D 3

la afirmacidn Lambién es :lerla con n = k -+ 1. En efecto, el primer
do del d bro de esta igualdad se divide por 19
debido a la suposicién inductiva; el seguudo se divide asimismo
por 19, ya que contiene el factor 14,
Las dos condiciones del principio de induccidn matemética se
han cumplido, La afirmacion esta demostraca. A&
Ejemplo 6. Demostrar la desigualdad

1 ] 1
7 +_n+z LT e v >1, neN.
&1, Con r =1 la desigualdad es cierta, ya que
THyte>1
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2. Supong que la d Idad es cierta con n = k, es decir,
1 1 1
TIT_’“-W-I- +.‘.+3‘—---k+|}l,
Adicionemos a ambos miembros de la desigualdad la suma de tres
fracciones
1 1 1 ke 1
+2 T 3k43 T Bk4
y traslad el primer do del primer bro al segundo de
I.l 4 :u Ve ad Fnt l\:'n

1 1 1 1 1 1
et e terteemttee e

El segundo miembro de esta desigualdad es mayor que la unidad, ya
que

1 1 1 1
L Ft2 R T b2 S =
-y 2
=1+ Grymamrr >

Por lo tanto, el primer miembro con mis razon es mayor que la uni-
dad, es decir,
1 g 1
(LR T R TR VRS
Esta dltima desigualdad se obtiene de la inicial con n = k + 1.
Asi, pues, al suponer la veracidad de la designaldad con n = k,
lwmos demostrado su veracidad con n = &k + 1. De este modo, hemos
demostrado la desigualdad con el método de induceion matematica. &

=1.

Ejemplo 7. Sean x,, ry, ..., ¥, nimeros positives tomados al
azar, con la particularidad de que zz, ... r, = 1. Demuesiren
que

£ I R = - T E

& 1. Sion =1, de acuerdo con el planteamiento z, = 1 y, por
consiguiente, podemns escribir r, = 1, es decir, para n = 1 la afic-
macion es cierta,

2. Supong que la afi ion es cierla para n = k. Scan
Iy, Fay .oy Tny Exgge AUMEros positivos tomados al azar y fue
TiXg oo TaZasy = 1.

Pueden haber dos casos: bien todos estos nimeros son iguales
a1y, entonces, su suma serd igual a k 4 1 y la designaldad quedard
demostrada, o bien entre dichos nimeros hay al menos un nimero
no igual a la unidad v, enlonces, habri obligatoriamente al menos un
3-0e84
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nimero mas no igual a la unidad, con la particularidad de que si
uno de ellos es menor que la unidad, el otro es mayor que ella. Sin

limitar a lidad es posible consid quexy >1yng <l
Ahora, consideremos & nimeros
Iy g v oo Then (EXERaa):

Su prodocte es igual e la unided ¥, por consiguiente, segiin la supo-

sicion inductiva
P T IR o T o Tt -y

Adici & ambos miembros de la dltima desigualdad =y + zy+ys

lad 25Ty 4y 8 In derecha y It el segundo miemb
de la desigualdad:

At ..tk —nng ot e =
=k4+l4nl—mny) tngy—1=
=k+i4+nl—na—-0—au=

=k+t+l=nu)ln—-1=k+ L
Asi, pues, de la veracidad de la afirmaciébn con n = k se des-
srende su veracidad con n = k + 1. La afirmacién esté demostrada.

e la demosiracion aducida se deduce que el signo de igualdad en
la relacion que demusu'amos tiene lugar cuando y sélo cuandoe

=gy L. =1 A
E.jemvplo 8. Demnutren la designaldad
‘\_“;.‘L__ﬂu_;y"—‘,._,l =
donde x,, x4, ..., £, son nimeros positivos arbitrarios.
& Esta imparlante dulguahind entre la media llril.métlca ¥ ln
media prop de es el corolario de la
demostrada en el ejamplo 7. En efecto, sean z,, Z;, ..., T, nime-

ros positives tomados al azar.
Considemma n mimma

Por lo viste, t.ndoa estos nil son positi ¥ su p es
igual a la nnidad Por consiguiente, su suma es mnyor o igual a n,
es decir,

EN In
gt i S

de donde

tat. —
= “: - ;V-ﬁ‘s---:n-
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con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando y sblo
coando 7y = ry =Xy = ... =3z, A

En ciertas i el método de induccién ma ica se aplica
en forma algo variada. Con la mayor frecuencia se utilizan las dos
siguientes enunciaciones:

I. El predicado p (n), n € Z es verdadero para todos los valores
enteros de n == m (m es cierto numero entero) si se eumplen las con-
diciones:

1. El predicado p (n) es verdadero para n = m.

2. De la suposiciébn que P (n) es verdadero para n = k (k es un
nimero entero, k = m) se prende que es lad para el si-
guiente valor de n = k + 1.

II. El predicado p (n), n €Z es verdadero para todo n = m
(m es cierto niimero entero) si se cumplen las condiciones:

1. predicado p (n) es dad para n=m y n=m+4 1.
2. De la suposicibn que p (n) es verdadero para n = k y n =
k k—‘! se deduce (para todo k> m) que él es verdadero para
=k41.

P. ej., la enunciacion 1 se emplea al resolver los problemas 2.30,
2.36, la Il, al resolver el problema 2.34.

2.1. Entre las siguientes frases separen aquellas que son propo-
aiﬁionas y establezean (si esto es poesible) si ellas son verdaderas o
falsas:

1) El gran poeta ruso A.S. Pushkin nacié el afio 1799,

2) El duodécimo campedin del mundo de ajedrez es Anatoli
Karpov.

3)| Vuelen en aeronaves de Aeroflot!

4 V2eQ. _

3) Para los dos conjuntos arbitrarios A v B es cierta la inclusioén
AcA | B.

i) Hay civilizaciones extraterrestres.

7) 2C0 + O, = 2C0,.

8) La suma de los dngulos de un tridngulo es ignal a 180°,

2.2. Se dan dos proposiciones:

p — «el nimero 3 es el divisor del plimero 174s;

g — sllueves,
<En qué consisten las prop

N2 pY G HPAGA P05 prq: ) pe

éCudles de estas proposiciones son verdaderas si p es verdadera
v g falsa?

i 2.3. Confeccionen la tabla de verdad para las proposiciones de la
Tma:
Ds=(pg—=(pAg: 2)s={@Alg=pNV P
2.4. Demuestren las formulas (3) — (7).

a
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2.5. Demuestren las fdrmulas (11) v (12).

2.6. A wn blanco se han efecluado tres Liros. Sea py la proposicitn
wel hlanco ha sido batido por el k-ésimo tiros, k=1, 2, 3. (Qué
significan las siguientes proposiciones:

1) oV opaV P 2 A pas pai 3) (Vo P A _P-?

;Cudles de estas tres p ici son fad si py €8s ver-
dodera ¥ p, v pa, falsas?

2.7. (Cuales de las proposiciones p, g, r deben ser verdaderas

y cuiles [alsas para que ((p \/ p) A g) = r sea verdadora?
2.8, Simplifiguen las proposiciones de la forma:

D VEADVEAD 2 (ADVIEY R A D

HeagVehAaAnVeAaAnD D =g Alr—=a.

2.9. A la pregunta de cudl de tres estudiantes estudiaba logica
Tue ol idha una resp =i la estudiaba el primero, tam-
Dbién lo hacia ol tercero, pero no era cierto que si la estudiaba el se-
gundo, lo hacia asimismo el tercero. ;Quién estudiaba logica?

2.10. Victor, Fomiun, Yuri, Sergio ocuparon en la olimpiada
de matemdticas los cuatro primeros puestos. Cuande les pregunta-
ron acerca de la distribucion de los puestos, dieron las tres signientes
Tespuesias:

1) Sergio — primero, Romdn — segundo;

3) Sergio — segundo, Victor — Lercero;

3) Yuri — segundo, Victor — cuarto.

;Comao se distribuyeron los puestos si en cada una e las respues-
tas sdlo una de las afirmaciones era verdadera?

2.11. Determinen cudl de cnatro estndiantes dio el examen si
sabemos que:

1) si lo dio ol primero, el segundo también;

: 2) si lo dio el segundo, ¢l tercern también o bien el primero no
o dio;

3) si no lo div el cuarto, lo dio el primere, pero el tercero no;

4) si el cuarto lo dio. el primero también.

2.42. Para una expedicin polar de ocho pretendientes A, B,
C, D, E, F, 6 y H hay que elegir seis especialistas: bidlogo, hi-
driloge, sindptico, radista, mechnico y médico. Las funciones del
bidlogo pueden ser realizadas por £ y G, las del hidrélogo, B v F.
Las del sindptico, F y G, las del radista, C y D, las del mecdnico,
C y H, las del médico, A y D. Aunque alg de los p i
tienen dos especialidades, en la expedicidn cada uno puede rea-
lizar sélo una funcién. ;Quién y en calidad de qué ha de incluirse
en la expedicion si F no puede ir sin B, D sin H y sin €, C no puede ir
simullineamente con G, y 4 no puede ir junto con B?

2.13. En un conj e les de una cifra se dan
dos predicados:
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p(n): el mimero 3 es divisor del nimero n;

(n):
gln,;iennal conjunw de veracidad de los predicados:
1) p(m) V gin) 2) p(n) Aging
3) p(r) =+ qln); &) p{n) = g(n).

2.14. (Cudles de las sigui iones son ici ?
¢Cuiles de las proposiciones son verdxderss y cuéleﬂ falsas:
a} La suma de las raices de la ica aducida es

igeal al término independiente,

b} La suma de las raices de cualguiera ecnacién cuadritica adu-
cida es igual al término independiente.

¢) Existe una ion cuadrdtica reducida, en la que la suma
de las raices es igual al término imdependicnte?

2.15. En el conjunte de todos los nimeros naturales se prefijan
tres predicades:

p (n): el nimere n* — 2 os miltiplo de 7;

g (n): el nimero n — 2 es miltiple de 7:

r(n): 4n? — 360n -+ 8008 << 0.
%Cg-,q“ valores de n de los tres predicados dos son verdaderos y uno
also?

2.16. En el conjunto de todos los niimeros nalurales se dan Lres
predicados:

p(xr): x es un nimero entero;

gz} * — 3r es un ndmero entero negalive;

riz)yz+ I? es un namere positivo.
aﬂo;n qué valores de x es falsa una y s6lo una de estas tres proposicio-
nes,

2.17. En el conjunto de todos los pares orilenados (m; n) de
nimeros enteros positivos se dan los predicados:

pim, n): m 1 se divide por n;

¢ (m, n): m es igual a 2n + 5;

r(m. )i m + n se divide por 3;

s(m, n): m + Ta es un nimero primo.
Hallen todos los pares de niimeros (m: n) para los cuales una y silo
una de las proposiciones es falsa.

2,18, ;Con qué valores de a el sistema de ecuaciones

ary=b,
£ fyr=1

tiene raices reales con cualesquiera valores de &7
2.19. Estd dado el sistema de ecuaciones

br — y = ac?,
(b—B)z 4 2by—c+1,
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donde a, b, ¢ son nimeros reales. ;Con qué valores de a y cualquier &
iabri tal ¢ con el que el sistema tiene al menos una raiz?
2.20. Se dan dos puntos 4 (0; 9), & (3; 6) ¥ el sistema de de-

sigualdades
2r—y+ta<,
fiz 4 3y + 5a = 0.
iCon gué valores del parimetro a la solucién del sist serdn

las coorlenadas: 1) al menos de un punto del segmento AB, 2) de
cada punto del segmento AB?

2.21. Consideremos dos definiciones de un trabajo sencille de
control.

1. El trabajo de control se denomina sencillo si cada uno de los
problemas fue resuelto al menos por un estudiante,

2. Bl trabajo de control se llama sencillo si al menos un estu-
diante resolvié todos los problemas.

1) (Puede ser sencillo el trabajo de control en el sentido de la
primera definicion y dificil (no sencillo} en el sentido de la segunda?

2} ;Puede ser sencillo el trabajo de conlrol en el sentido de la
segunila definicion y dificil en el sentido de la primera?

2.22. Se da la desigualdad kx + F.:\-ﬂ. Con qué valores de &

£

05 sig P
1) Con toda [ la desigualdad tiene al menos una solucidn.
2) Existe una ! con la que la designaldad es cierta para todas r.
3) Con woda [ ln desigualdad es cierta para todas r.
4) Existe nna { con la gue la desigualdad tiene al menos una
solucion.

2.23. Empleando las reglas de construccién de une negacién
para las propesiciones que conlienen cuantores (véase la formula (14)),
enuncien la negacion de las sigui P ici

1) En cierto tren que va de Mosci a Leningrado, en cada vagén
Liay (existe) un sitio libre,

2) Encada ciudad de Suecia hay una calle en Ia que hay una casa
en la que todas las ventanas dan al sur,

2.24. Construyan un conlrnsjemglo para las proposiciones:

1) Con cada n €N el nimero n* + n + 41 es primo.

2) Cada funcién continua en el punto tiene en éste una derivada,

Con el método de induccién matemitica resuelvan los problemas
2.25 — 2.40.

2.25. Demuestren que con cada n € N son ciertas las igualdades:
W1 +34+54+... 4+ (& —=1)=nt
N12425+.. . +n@r—1) =a(n 4+ 1).

8) 2434 2n— = 200D
4) 124234844 . (n— ) n =2 NRlnED)
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5 124 243t = (2D
6) 1.2=+2,3=+..-+(ﬂ—l)n=_ﬂ"'_—’lliw_

P | 1 %] n
Ngtest ’+(2n——l'.l(3u+li il
1 1 1

8 —‘s'+w+'--+‘lu—sﬁmfir=‘n%-
1 nt2

g}{l_T (1 = )( S A T

2.26. Demuestren que con toda n € N:

1) n(2n*—3n+41) es miltiplo de 6.

2) 62-24 Bntt oy In=t ge divide por 11.

3) Afn+t4 4221 ge divide por 133,

4) n* — n es miltiple de 5.

2.27. Demuestren que con todo nimero n = 1 natural, 22" 4 1
termina en la cifra 7.

2.28. Demuestren la validez de las siguientes desigualdades
para tmlns Ios numerns n =1 nutuulns

h 'I'T“F““‘T":"?—‘
3

)ittt > a
HVn <1+7;+...+—;,:~<:2V5.
8 F<t+gt gt <n.
5) IZnI)}—u?'F—i-{nIF,

2.28. Demuestren que con todo nimero n > 2 natural es cierta
la desigualdad
2"l < n".

p dz_so ¢Con qué valores naturales de n son cierlas las desigual-
ades:

1) 3°>2"47n;  2) 2> nt4dn-k 5
3) 2" > n?; 4) nl>2%
2.314. Demuestren que
3+334...+33,,.3=1 nEN
el primer miembro de la igualdad contiene n dos)

4

71— fn— 10
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2,32, Demuesiren la igoaldad

VoiVoy ... FV 2 =2cos(/2™), neN

(el primer miembro contienc n raices).
2.33. Domuestren la igualdad

amlg%+nmlg%+.,.-{-ar:{g =g =drelg ——— "+| , mEN.
2,34, La ion {a,) es la relacid
au“'%“n-l_an‘z{n;‘ 1), 2,=2, ﬂ|=%-
IHallen el n-ésimo término de la sucesidn.
2.35. Sean 2y, 7y, ..., ¥, 0OMeros no negalivos arbitrarios, con
la partienlaridad de que
ydrgd ..z, 12

Demuestren que
W=z —2) ... 1 =z ) =172,

2.36. Demuestren que cualquier suma de dinero mayor gque
7 kop. sdle se puede cambiar con monedas de tres y cinco kopeks.

2.37. En el plano se han trazado # recias de las que ningunas dos
son paralelas y ningunas tres pasan por wn mismo punto. ;En cudntas
partes dividen el plano dichas rectas?

2.38. (Eun cudntas partes se dividird una esfers con n planos que
pasan por el centro si ningunos tres planos pasan por un mismo
didmetro?

2.39. Ep un plano se han trazado al azar n rectas. Demuestren
qne con pinturas blanca y negra puede ser pintado el plane de tal
forma que cualesquiera dos partes, que tengan un lado comin, esta-
rin pintades de diferente color.

2.40. Demuestren que si p es un namero primo ¥ A, un ndmero
nalural, n* — n se divide por p (teorema de Fermat).

§ 3. Nameros reales

N ionales e irracionales. Lleva ol bre de nimero
real wna fraccién decimal infinita. Para los nimeros reales estin
determinadas las operaciones de adiciéu y multiplicacién, sometidas
a las leyes conmutativa y ssociativa y ligadas entre si con la ley
distributiva (esto se tratard mis adelante con mayor detalle). La
operacidn inversa a la adicién se llama sustraccién, inversa a la
multiplicacién, division, Los niimeros reales pueden compararse
por su valor. El de ni reales se designa con A.
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Asi, pues, todo niimero real a, por definicién, se escribe en forma
de una fraccién decimal infinita

@ = H&p&&z - 22 Bp - s 0y (1)
donde z, es un nimero entero no negativo (es decir, o, puede tomar
los valores 0, 1, 2, 3, ..., m, ...), asi como cada wno de &,

(=1, 2, ...) es una de las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
En la anotacién (1) el signo ¢4-», por regla, no se escribe. En tal
caso, el nimero a recibe el nombre de no negativo: a = 0 y se escribe

I A PR TS (2)

El nimero (2) se denomina valor absoluto del ni (1) y se desi
con |a |. De este modo

| fopoyey - .. @y oo | = Gy L By -

Puede suceder que wn mismo nimero real permite realizar la
anotacion en forma de dos fracciones decimales distintas; en seme-
jante caso, en una de las anotaciones, a partir de cierto lugar (de las
decenas) después de la coma, habré silo ceros, mientras que en oiro,
silo nueves. P. ej.,

{=1000...0... =099 .

En adelante, comi alwtar um de numems reales vamos a emplear
silo fracciones d das tolerables), en las que
no hay semejantes decenas a plﬂ-ll’ de las cuales en la anotacidn del
mimero sélo estd la cifra 0. g a este do, cada
:eal se escribe de forma umca en forma de una fraccion decimal in-
inita.

Si en la anotacion decimal (1) del nimero a, a partir de cierto
lugar, sélo hay ceros:

a= a0ty ...a,00...0...,
por regla, se oscribe

= 0,00y . .. &y (3}
y se dice que el nimero « se escribe con ayuda de la fraccién decimal
finita (3).

Para un nimero no negativo a, escrito en forma de la fraccidn

decimal tolerable infinita (2), la fraccién decimal finita

Up = Goyylhy - oo Uy ()
recibe el nombre de su aprorimacién decimal inferior (o bien aprozi-
macion decimal por defecto) del orden nr, en tanto que el nimero

Cn = Gy 0y@g .« o o Gy -+ 1077, (5)
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el de aproximacién decimal superior (o bien aprozimacidn decimal
por exceso} del orden n=0,1, 2, ..

Pero si el nimero a es negativo: a { 0, es decir, se escribe en
forma de una fraccién decimal tolerable

0= =gy «os By sssy

donde al menos uno de a, (m =0, 1, 2, .. ) no es igual a corn,
sus aproximaciones decimales inferior a, y superior a, del orden n,
se determinan con las ignaldades (0}

g = —Og %, . .. &y — 1077, (6)
By = — Sy . .- By
De este modo, con cualguier o €
2 < 6 < ay,

@y — gy = 107",
8, Basyy Tp S e
Las aproximaci con las fracci decimales finitas (4), (5)
v (i) de los nimeros realesa € K proporcionan facilidades al emplear-
las cuando se realizan operaciones de adicidén, sustraccién, multi-
plicacién, division y comparacion de nimeros reales.

P.ej., la sume a 4 b, a €&, b €A ea el nimero real Gnico que
satisface con teda n =10, 1, 2, ... la desigualdad

b Sab<a, 4 b,

El producto ab es el Gnico ndmero real que, con toda n = 0
1, 2, ..., satisface las desigualdades

b Sab<ab, si a20, 420,
E,F.ergs_.f,. st a<<0, b0,
Uyb < abayb, i 6 <0, <O

La condicién a << b ¢s equivalente a la existencia de tal nimero n
que a, < by,
En el §1 ya se indicd que los ndmeros naturales 1, 2,

designan con N, vy los enteros 0, &1, %2, ..., con Z. Loe nl'l-
maeros de la forma

-E-. meZ, nek, a0
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llevan el nombre de racionales, y el simbolo MT con el que se escriben,

fraccién racional. Un mismo nimero racional a puede ser escrito
diante diferentes fracci racionales: si

a=”7 ¥ a=‘%' m,on k [EZ, ns0, 10,
esto es posible cuando y sélo cuando Im = ke,

El conjunto de todos los les se designa con @.
Los nimeros reales que no son racional iben el bre de irra-
cionales. El conjunto de todos los irracionales se desig
con .

Una § dn racional infinita se d ina periddica con periodo
Bi.-- Pm ¥ se escribe en la forma

gty oo o (BPs o oo Prd ()]
si después de cierta decena (su nimero se designa con n) el grupo de
cifras B,B, . . . Pm e repite constantemente,

Las fracciones decimales infinitas periédicas, y solamente ellas,

son nimeros reales racionales. De aqui se desprende que un nimero
real es ional do y sblo do &) se escribe en forma de una
Iraccitn infinita aperiddica. El paso de la anotacién de wn nimero
racional con una fraccién racional plg, p €Z, g€Z, g==0, a su
anotacién mediante una fraccién decimal infinita periddica, se
realiza dividiendo ¢en columnav el numerador p por el denomina-
dor . El paso de la anotacién de un nimero racional de la forma (7)
a sn anotacién con ayuda de una fraccién racional se realiza con la
frmula

Gty -ty (Bl - - B =

v {8

e et e et

™ veces n Vecsd
En el dor de la fraccién en el segundo miembro de la igual-
dad se tra la dif ia de los ituados d és de

la coma en (7) hasta el segundo y primer periodos, respectivamente.
En el denominador estdi un nimero que comienza con la cifra 9
tomada tantas veces cuantas cifras hay en el periodo y, a continua-
cidn, siguen ceros cuya cantidad es igual al nimero :e cifras antes
del periodo. Empleando las reglas iadas p. ej.,

3 - 708
3ozt 27018 =2 T t=200=230.

Entre los puntos de la recta geométrica y los nimeros reales se
puede establ tal pondencia biunivoca que si al nimero
cero le corresponde ¢l punte O, a la unidad, el punto E y si tomamos
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en la recla el vector OE como el versor de coordenadas, entonces
a cada niimero se ha puesto en correspondencia el punto de la recta
con abcisa igual a dicho nimero. Por esta razén, el conjunto de
nimeros reales lleva asimismo el nombre de recla numérica o bien
eje numérico o eje real, los propios nimeros reales se denominan
puntos de la recta numérica ¥, p. ej., en lugar de ¢l nimero r es

menor gue yv se puede decir: eel pun-

Uixy,€) to x del eje numérico estd a la izquier-
da del punto y».

La recta numérica 8 completada

con dos elementos designados oo

+ »=—  (mis inlinite) y —co (menos infinilo)

Xg-€ £y Tt tales que para cualguier nimero r €R,
.k por definicidn, se considera
Ly —oo <z < oo,
recibe el nombre de recta numérica amplinda . Los niemenlos + 00
¥y —oo lambi d puntos infini de la
recka numirica o Imn nidmeros infinitos, a diferencia dz los puntes
rER que, en ocasiones, se llaman puntos finitos de dicha recta

{corresy i finttos).
-0} U+
'-_‘h‘ 1 L
“e a 3
Fig. 5

Para todo punto x, € R el intervalo (z, — &; %o + €}, € >0
I[a\'a el nombre de su e-enforno y se designa con U (z,; e), es de-
cir,.

Ulzgie) = {2 |z — 25 | <) W]

(fig. 4). Para los puntos infinitamente alejados oo ¥y —oo sus
e-entornos U (400 e) y U (—eo; e), £ > 0 se determinen con las
formulas:

U{teo; )= {ziz>e), Ul—oo;e)= |5 z<<—2e} (10)
{hg. 5).

A veces, la recta pumérica se complela con un elemento que se
designa con e y se llama infinidad. La infinidad sin signo no estd
ligada con la relacién de orden con los nimeros reales. Su e-entorno
U (o) ¢), & =0 se prefija con la formula

Ufeoj e} = {z: |z | >e} 1)
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La infinidad sin signo se denomina asimismo punto infinitamente
alejado de la recta nnmérica.

3.1. Escriban las fracciones racionales 2/3, 11/20, 3/14, —2/7
en forma de fracciones decimales mt[ml.as

3.2. Escriban las fracei infini idi
0, 125 (0) 0,(3): 2.4 (31); 0,2 (9) en forma de fracciones racionales.
que el 0,121224222 ., 122 ... 2 ... es
———
n Veces
irracional.

3.4, Demuestren que log 2, log,3 son nimeros irracionales,

3.5. Demuestron que los nimeros V2, '3, V203, V2 + V3
son irracionales.

3.6. ¢Puede ser la suma de dos niimeros irracionales un nimero
racional?

3.7. Demuestren gque para cualesquiera nimeres rocionales a
y b, tales que a << b, habri un niimero irracional ¢ fque satisfaga la
condicién a<<e<"h

3.8. Demuestren gue para lesquiera ni raci s p,
g, r, de los uualyl menos uno no es igual a cero, el ndmero p 2 +
+ gV 3 + ry 23 es irracional.

9. Hallen las cinco primeras aproximaciones decimales infe-

riores y superiores de los numeros 3/10, 1/3, 11/9, — 5/8.

3.10. Hallen tres aproximaciones decimales inferiores y supe-
riores de los némeras V2, V3, VI —=VZ, VZ —V3 VI-Vi +
+ VT

3.11. ;Son conmensurables segmentos si Ia razon entre sus longi-
tudes se expresa con la fraccién 0,23 (7512

3.42. Comparen los siguientes nimeros reales:

1) 3.3 y 3,208. 2) 30416 y 344050,

3) 3141502 y 2277, HVI+2yVI+VE

5 VT4 Vidy V3 + VTG

3.13. Hallen las tres primeras cifras significalivas en las apro-
ximaciones decimales inferiores y superiores para los siguientes ni-
meros:

HE+VE 2 VI-14 9 VF-21
4 VT 5 VT-VT. 6 %

3.14. Demuestren que en dos puntos cualesquiera de la recta nn-
mérica existen enlornos no intersecantes.

3.15. Demuestren que en dos puntos cualesquiera de la recta nu-
mérica ampliada con ayuda de dos puntos infinitamente alejados
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+ oo y — oo, o bien mediante un punto infinitamente alejado oo,
existen enlornos no intersecantes.
3.46. Hallen el e-entorno miximo del punto r = 2 en el que

1) #=5r44<0, 2) senz>0, 3) tgz<0,
) —L"""'I’ 0.
T—

2. Ndmeros enteros.

Ejemplo 1. Demuestren que si a € &, b€ Z, &> 0, existe una
¥ finica representacién del ndmero a en la forma

a=by+r0<r<bg€Zrel
& Tomemos g € 2 de modo que bg=s a << b (g 4 1). Enton-
ces 0 a — bg << b, es decir, el nimers r = ¢ — by satisface las
condiciones del problema.

Sia = by + ry, 0= r, < b, entonces sustrayendo de él, térmi-
ne por términu, la isualc.llad. a = by 4 r, gbtenemos O = b (g, —
—g) 4+ r—ry, por lo tante, r, — r es miltiplo de b. Como
|ry—rl<"b, esto sélo es posible cvande y sélo cvando r, = r
Y=g A

3.17. El maximo comiin divisor (m.c.d.) de los nimeros natura-
les o y b se designa con (g, b). Demuestren que si @ = by + ¢, a,
boe €M, g €2, entonces (a, &) = (b, ¢).

3.18. Sean @ EN, b €N. Demuestren que existen n € N ¥ los
nimeros ¢, €Z (i=1,2, ...,.m), R€Z (j=12....n—=1)
tales que

a=bg+r, 0<r<b,
b=rgy+ry, 0<ro<ry,
fi=rygyrry. 0<ry<<rs, (12)

Taed = FaealneiFFacgy 0 <o <oy Puca ™ Facilln

Y que r,.; es el méximo comin divisor de los nimeros a y b. (Se-
mejante método ;nn hallar el m.c.d. de dos nlimeros naturales re-
cibe el b e algori de Euclides)

3.19. Demuestren queel conjunto de divisores comunes de dos ni-
meros 1! incide con el conj de m.c.d.

Indicacién, Hogan uso del algoritmo de Euclides (12).

.20. D ren que para cualesquiera ni

b y ¢ es vilida la ignaldad (ac, be) = (a, b) c.

Indicacién, Multipliquen la igualdad (12) por .

Ejemplo 2. Demuestren que si @ y & son nimeros naturales y
{a, b) =1 (tales nimeros llevan el nombre de mutuamente pri-
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mos), {an cualguier natural ¢ es valida la igualdad (ac, b) = (¢, b).

que los ni (ae, b) y (b, €) se dividen entre
si, dn donde se desprenderi de mmedmw que ellos son iguales. El
niimero b y, por i ol be ge dividen por

(ac, b). Por ello, el niimero (ac, b) es el divisor de los nimeros ac
¥ be, de donde del problema (3.19) se deduce que (ae, b) es también el
divisor de m.c.d. (ae, be) = ¢ {a, b) = ¢ de los nimeros ac 3
Asi, pues, (ac, b) es el divisor de los niimeres b y ¢ y, por ello, también
el divisor de {b, ¢). A la inversa, el niimero (b, ¢} es el divisor de los
b y ac, por iguiente, él es el divisordesum.c.d.(ac,b). A
Ejemplo 3. Demuestren que si @, b ¥ ¢ son nimeros naturales,
{g; b) = 1 y ac se divide por b, ¢ también se divide por b.
& De acuerdo con el ejemplo 2, tenemos (ac, ) = (¢, ¥) v como
ac se divide por b, entonces {(ae, b) = b. De este modo, (¢, b) = b,
e decir, el ntimero c se divide por b. A

3.21. Demuestren que si cada nimero nstural a,, @y, ..., 4.
es reciprocamente primo con cada nimero natural by, by . ... by,
su producto @, a, . . . a, es reciprocamente primo con el producto
bby ... by ¢

3.22. Demuestren que si el producto de varios niimeros enteros no
negativos se divide por el nimero prime p, al menos uno de los fac-
tores también se divide por p. (Un nimero natural recibe el nombre
de primo si él no tiene ﬁ:aom enteros positivos salve la unidad
y ¢ mismo.)

3.23. D ren que todo ni natural mayor que la unidad
se descompone en el producto de los factores primos y, ademads, con
el inico procedimiento, si nos abstraemos del orden de los facto-

3.24. D ren que el junto de los ni primos es in-
linito.
3.25. Demuestren que para cual iera dos nid tural

m y n existen lales nimeros enteros p y g que
pm + gn = (m, n).
En ;ll'tll‘.lll!l‘ 8i m y n son primos entre si, pm + gn = 1.

Demlleﬂ.ren que si € es un el
de las partes f, de los ni del tlpo ni‘ nENes dnnso
en el sog [0; 1). (Se d ina parte fracci del real

z la difs ia entre ese v el nliimero entero mayor que no
supera & . El conjunto X <= [a; b] lleva el nombre de denso en el seg-
mento la, bl si todo entorno de cada punto de dicho segmento contie-
ne puntos del conjunte X.)

3.27. Demuestren gue i un nimero natural no es el cuadrado de
mr,ejm:te nimero, ¢l tampoce puede ser el cuadrado de un pimero
racional.
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Indicacidn. 1lagan uso del resultado del problema 3.23.

3. Teoria axiomatica de los nimeros reales

3.1. Axiomas de los mimeros reales. Se denomina conjunio de
nilnieros reales un conjunto en el que para sus elementos se verifican
las signientes condiciones:

I. En el conjunto de wimeros reales R esti definida la operacién
binaria Jlamada operacion de adicibn: a todo par ordenado de ni-
meros reales g y b le estd pvesto en correspondencia un ndmero, de-
signado con a 4+ b y denominado suma de los nimeros a ¥ b. Con
eslo, Lienen lugar las siguientes propiedades:

Iy (ley conmutativa de la adicion). Para cualesquiera nimeros
ay b se enmple la igualdad @ 4- b = b + a.

I, (ley asociativa de la adicidn). Para cualesquiera nimeros
a, by ¢ se cumple In ignaldad a + (b +¢) = (@ + b) + e

Is. Existe tal pimero designado con O que para cualgoier nime-
ro a se comple la igualdad 2 4+ 0 = a.

Iy Para cada ndmero a existe =emejante nimero, lamado opues-
to al nimero a y designado con — a4, tal que @ -+ (—a) = 1.

El wimero a + { — h) se denomina diferencia a — b de los ni-
meres @ v b,

1. En el conjunto de nimeros reales estd definida la operacidn
binaria denominada operacion de multiplicacién: a cvalquier par
oridenado de nimeros reales a v b le estd puesto en correspondencia
W i lesignado conab y 1i d d de los nil ayb.
Con esto, tienen lugar las siguientes propiedades:

11, (ley conmutativa de ln multiplicacitn). Para cualesquiora ni-
meros @ y b se cumple la igualdad ab = ba.

1, (ley asociativa de la multiplicacion). Para conalesquiera ni-
meros @, by ¢ se cumple la igualdad o (be) = (ab)e.

11, Existe un nimero tal, designade con 1, con que para cual-
quiern nimero a se cumple la igualdad al = a.

I1,. Para cualguier niimero a =& ) existe un nimero tal, llama-

do opuesto a a y designado wu%, que a% =4,

El nimero s-:; recibe el nombre de cociente de la divisién del ni-

mero a por b == 0 y se designa con {-. alb o bien a:b.

1. (ley distribntiva de la adicién con relacién a la multiplica-
cidn). Para cualesquiera niimeros reales a, b y ¢ es vilida la igualdad
(@ + b} e = ac + be.

IV, Para lquier n a estéd definida una y solo una de
las relaciones @ = 0 (z mayor que cero), a = 0 (a igual a cero) y
a << 0 (a menor que cero) ¥ las condiciones a >0 y — a << 0 son
equivalentes. Ademas, si @ = 0 y b = 0, entonces
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IV, a +b>=0.

Wy ab =10

Los nimeros mayores que cero se llaman positivos; los nimeros
menores que cero, negalivos. 5i ¢ — b > U, so dice que el nimero
aes mayor que el ndmero b y se escribe a = & (o bien, b es menor que
a, que es lo mismo v, entonces, 58 escribe: b < a).

La y ia de las comy «mayors o bien smenors para
todo pur denado de dif; i reales lleva el nombre de
propiedad de ordenacién del conjunto de nimeros reales.

idad). Cualesqui que sean los omullntos no vacios

V.

AR y B R, en los gue para dos elementos cualesquiora a € A
¥y b € B se cumple la desigualdad a<C b, existe tal niimero @ que pa-
ratodos a €A y b € B es vilida la relacion a<< a< b.

Con el fin de aclarac la definicién axiomatica de los ndmeros
reales introduzeamos la nocidn de campo. Si en cierto conjunte X
que contiene mis de un el estin definidas las operaci de
adicion ¥y multiplicacion que satisfacen las condiciones 1—I11
{en las enunciaciones de dichas condiciones el términe enfimeros
ha de sustitnirse por el término «elemento del conjunto X»), el con-
junto X recibe el nombre de campo. Si, ademds, se cumple la condi-
cion 1V, el campo se donnm:nn ordenado

Sean X e ¥V d que existe tal
aplicacidn biunivoea (biyeceibn) It X — ¥ del campo X en el
campo ¥ que para todos € X yz' € X tienen lugar las relaciones
fle+)=jl) +f) [()=j@)iE) y si z<g,
{ix) < [ ('), entonces los campos ordenados X e ¥ reciben el nom-
bre de isomorfos y la propia aplicacién f, isomorfismo (con relacidon
a la adicién, multiplicacién y ordenacién).

5i el campo ordenado satisfdce la condicion V, & lleva el nombre
de campo conurr;‘uo ordenado.

1. jui dos

pos continuos ord los son
isomorlos.

Este teorema nos muesira que la definicién axiomitica de conjun-
to de nimeros reales, dada mas arriba, define dicho conjunto univo-
camente con una precision de hasta el isomorfismo.

Un conjunto de fracciones decimales infinitas es nna de las reali-
zaciones de un conjunto de nimeros reales: los ejemplos de otras de
sus realizaciones se dardn en los problemas 3.43. y 8.190.

En la teoria axiomitlicn de Jos niimeros reales, para cualguier
nimero a el nimero designado con | a | ¥ determinado con la for-
minla

a si az=0,
—asia<<0

recibe el de valor absoluto del nimers a o bien su médulo
{en el caso de realizacion de un conjunio de ndmeres reales en forma

0684

la]= (13
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do fracciones decimales infinitas esta definicidn coincide con la adu-
cida en el p. 1)

3.28. Partiendo de las propiedades 1, — I, de la suma demuves-
tren las signientes afirmaciones:

}Sia+tb=c,a=c—b

2) El niimero que posee la propiedad de cero es dnico.

4) El nlimero opuesto al dado es inico.

4} Para todo nimero a es valida la igualdad a — a = 0.

5) Para cualesquiera niimeros a y b es vilida la igualdad

—a—b=—(a+b)

6) La igualdad a 4 x = b tiene en R solucidn, con la particula-
ridad de que ésta es la Gnice: # = b — a.

7) Empleendo el método de la induccid ati
que i iy, by, . . ., [, €8 la reordenacién de los nimeros 1, v e
entonces

{.o- e+ op) o)+ Fa )+ai =
= (oo agF o)+ ag) oo ) T e

3.29. Partiendo de las propiedades 11, — 11, de la multiplica-
cidn, d las sigui fi i

1) El nimero que posee la propiedad de la unidad es dnico.
2) El nfimero opuesto al nimero dado diferente de cero es dinico.
3) Para todo nfimero a 5= 0 es vilida la igualdad

4) Para todo nimero a 5= 0 es vilida la igualdad

—=1.
a

5) Para cualesguiers nimeros a 5= 0 y b <= 0 es vilida la igual-

dad
41t

R

6) La ecuacién ax = b, a == 0, tiens en un conjunto de nimeros
reales una solucién v, con ello, dnica:
b

r=—.
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7) La ignaldad
F=F b0, ds0
es valida cuando y s6lo cuando ad = be.
8) Para cualquier fraccién 4, b == 0 y todo nlimero ¢5%0 es vili-
da la igualdad

a__ac
i 2oy
9} Es vilida la férmula {regla de multiplicacién de fracciones)

10) El elemento opuesto de la fraccion % , a550, b0 ee la
P ] .. a b
fraccion T s decir, T‘E=1‘
11} E4 vélida la formula (regla de division de fracciones)
Fig=12, b0, c#0, des0.
12) 8i i, by, ... iy es la reordenacién de los nimeros 1, 2, ...
ol G ((ay i) ag) . coa dai =(. .. (8485} 85) . .. @ney) @y
3.30. Partiendo de las );noptedadu I—ILI de la adicién ¥ la mul-
ek , :

tiplicacién, d gt
1) Para cualesquiera nimeros a, b y ¢ tiene lugar la igualdad

a(b—c)=ab— ac.

2% Para todo nimero a se verifica la igualdad a0 = 0.
3} Si ab = 0, por lo menos uno de los factores a o bien b es igual
& cero.

4) Para cualesquiera nimeros a y b tiene lugar la igualdad

(—a)b=—ah.
5) Ea vilida la férmula (regla de adicién de fracciones)
LpLsdile  hn, a0
6) Es vilida la formula
@+ ...4+a)b=ab+...+abneN
* 7) Es vélida la formula
na=a-+...+a, ngh

" veces

sig afir
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3.31. Partiendo de las propiedades | — [V d ron las siguien-
tes afirmaciones:

1)Sia= by b>c, entonces a > ¢.

2) Si a = b, para todo niimero ¢ es vilida la desigualdad a 4+ ¢ >
=b+e

3) Para cunlesquiera dos nimeros a y b con precision tiene lugar
wna de las lres relaciones a =6, a = b, a<<b.

4)Sia=<b —a>—h

S Sia<<byesd entonces a + ¢ <b +d

6) 5i a<d y exd a—c<b-—d

NSia<bye<0 ac> be.

8) Es véli:la Ia dlesngulldad 1=0

as afir
i) Pnra todo numero a son vélidas las relaciones

la|=0, la|=|—a],— |a|<a<g |a].

2) Para cualesquiera nimeros a v b son vilidas las relaciones
letbislal+ bl lal=lbl<la—=0b],|ab]|=
=lalle].

3.3, Demuestren que dos conjuntos que satisfacen los axiomas
1 — V zon entre si isomorfos.
3.34. Demuestren que el conjunte de fracciones decimales infini-

Las tolerables forma nn campo continuo ordenado, es decir, satisfa-
ce los axiomas | — V.

3.2. Cortadura de conjuntos ordenados. El conjunto X se denomi-
na ordenado si para cualesquiera dos de sus el tos @ y b estd defi-
nids una de las tres relaciones a << b (a2 menor que b), a = & (2
igual a b) y @ > b (2 mayor que b), con la particularidad de que m
a<<byb<"c entonces a << . Todo sub de un
ordenado lambién lo es.

El conjunto de nimeros reales y, en general, todo campo orde-
nado, son ejemplos de conjuntos ordenados.

Un par de subconjuntos no vacies A y B = XA del conjunto
ordenado X lleva el nombre de su corfadura y se designa 4 | B si cual-
quier elemento de 4 es menor que cualquier elemento de B. El con-
junto A se llama clase inferior y el conjunto B, superior.

Si X es un conjunto ordenado ¥ « € X, los conjuntos

={rzgcal, B= {y:y>u}, (14)

A={rzx<a}, B= {yy=a} (15

forman la cortadura del conjunto X. En ambos casos decimos que
la cortadura A|B se realiza con el elemento « y se escribe o =
=A|8.

asi como
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Si dos corl.ldurns A,|3. vy Ag|B; en el conjunto ordenado X

e i con los de dicho conjunto: 4,|8, = z, € X
y Az|By = 2, € X, enlonces estas cortaduras se ]faman iguales
cuando lo son los el que las prod x, = z,. Pero si al

menos una de las cortaduras A,|B, y A.|H, no se resliza con los
elementos del conjunto X, las mencionadas corladuras se llaman
iguales si 4, = A,.

A|B recibe ol "nombre de cortadura nula del campo ordennado
si ella se produce con el cero: 4|8 = 0.

Sien In cortadura no nula 4|8 de un campo ordenado el conjun-
to todos los el tos negativos, A |B recibe el nombre
de cortadura mayor que cero y se escribe A |8 = 0.

Unna cortadura no nula de un campo ordenado, que no es mayor
que cero, se Hama cortadura menor que cero: A|B < 0.

3.35. Demuestren que si X = f o bien X = @, entonces en
¢l caso de la cortadura (14), en la clase # no hay nimero minimo,
mientras que en el caso de la cortadura (15), en la clase A no hay
méximo.

3.36. Demuestren que en un conjunto ordenado el elemento que
realiza la cortadura es dnico.

3.37. Bea B el conjunlo de todos los niimeros racionales positivos
rtales que r* > 2 y A = ™\ B. Demuestren que el par A, £ forma
nna cortadura en el conjunto de nimeros racionales © y que en la
clase A no hay nimero méximo, mientras que en la clase B no hay
minimo y, por lo tanto, no existe el nimero racional que realiza
esta cortadura.

3.38. Demuestren que si en un campo ordenado se cumplen los
axiomas | — [V, el axioma V tiepe lugar cuando y s6lo cuando cada
cortadura del campo que consideramos se realiza con nno de sus
elementos.

En los problemas 3.39—3.43 se entiende por cortadura la que se
realiza en un conjunte de nimeros racionales.

3.39. Sean 4, | B, vy A, | B, dos cortaduras,

Ay + A= {gma d o2 EAL 3, €E4,),
By + By= {z =z +au5 €8, 1€ B,}

Demuestren que entonces los conjuntos A, +- A, y B, + I,
forman una cortadura (se denomina suma de las l‘artsn{uras dadas v
se designa A,| B, + 4,|8,).

3.40. Demuestren que para cualquier corladura A | B existe otra
opuesta a ella que se dsslgnu — A|B es decir, una cortadura tal
que A\B + (— A|B) =

3.41. Demuestren gue m —AlB<0,4A|lB>=0
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.“6&2. Sean A, |8,y Ay| By cortaduras, A,|8, >0, 4,]8,>
=0,

BBy = {z = zzy: 2, € By 2, € By}

Demuestren que los conjuntos A = R~ B y B forman una cortadura
(ella_se denomina prod de las cortad dadas v se designa
A1B-A;| B,).

El valor absoluto | A|B | de la cortadura 4| B se determina
con la formula
A|B si A|B=0,
"“B""[ —A|B si A|B<0.
E] preducto de cortaduras arbitrarias en campos ordenados 4, 3,
¥ Ay | By =0 determina con la formula

0, si A8, =0 o bien
A|B,=0,
ABy- Ay | By = [EALAR A AN si l’llﬂl‘ ¥ A8, son
de un mismo signo
—(14,1B8,1- |4518,1), si A|B, y A,|B,
son de signo opussio.

3.43. Demuestren que el conjunto de cortaduras de ndmeros ra-
cianales con introduccion en él de la adicion, multiplicacién y or-
denacién es un campo continvo ordenado, es decir, un conjunto de
numeros reales,

3.3. Potencias racionales. Sean a € & y n € N. El nimero obte-
nido después de la multiplicacién del nimero a por si mismo n ve-
ces recibe el nombre de polencia n- dsima del mimero a y se designa
con a®. Por definicitn

=1y ﬁ"'=-:1.—-. ax:0.

Sean a €R, n €N. El nimero & ¢R, tal que " = a (claro
estd, si existe), lleva el nombre de ralz de n-ésima potencic del ni-
mero a y se designa con Y@ o bien '™,

Si az20,b=VYayb=0, el nimero b se llama valor aritmé-
tico de la raiz de n-ésima polencia del mi a. En adel , VEmMos
a entender por raiz de un nimero real no negativo el valor aritmética
de la raiz si no se ha acordado alguna otra cosa.
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Seaa€R. a=0 r o mln, m€Z, neN entonces, por defi-
nicidn se hace
at="Ya"

344, Sean a €A, m€Z, n €2, con la particularidad de que
si n= 0 o bien m= 0, a == (0. Demuestiren que, entonces:

1) a"a"=a™". 2} (@™ = (a")™

3.45. Sean a €R, bER, a=0, b=0, n EN, m € N. Demues-
tren que:

1) szuya, 2) Va=""Ya ) Yab="a¥yb.
4)1/-5-:%‘ b>0. 5) (Ya)ym=Yam

3.46. Sean a ER, bER, a=0, b >0, re Q. ¢ £ Q. Demues-
iren gue:

1) a 'T'" 2) afa" wartr,

3 (a)r'=ar. &) (ab) = a'l’.
a r ar

9 (+)=%

s

3.4. Cotas superior ¢ inferior. Principio de segmentos encajados.
Sea X el subconjunto de un conjunto extendido de nimeros reales:
X R. El elemento x, € X se llama el to mdrimo del conjunt
X y se designa con max X si para toda x € X se verifica In desigual-
dad r<C 7. El clemento x, € X se llama elemento minimo del con-
junta X v se designa con min X si para todas las r € X tiene lugar
Ia desigualdad == z,. Si existen los elementos miximo y minimo
del conjunto dado, ellos son dnicos.

El conjunto X = f se denomina acotado superiormente (inferior-
mente} si existe tal niimero real a € f que todas las x € X satisfacen
la gualdad r<< a (correspondient 2= a)i en semejante
caso el nimero a lleva el bre de ni que ncola sup
te (inferiormente) el conjunto X. El conjunto acotade superior ¢
inferiormente se llama conjunlo acotads.

El miximo (minimoe) de todos los nimeros finitos o infinites que
acotan superiormente (inferiormonte) el conjunte X< R se deno-
mina cota superior (inferior) del conjunto X y se designa sup X o
bien sip {=} (r.orrnspnndwntsmenl.e inf X o bien inf [x}).

6 X
Si u. = su {coms‘\yondwnl-ernenls‘ a = inf X), enlonces
1) para todas 128 = € X se verifiva la designaldad r=<a (corres-
pondientemente, 2= a«);
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2} para todo B <« (correspondientemente, para lodo B = 2)
existe tal r€X gque r>f (correspondientemente, = << f)

Si & es un nimero finito, la condicitn 2) es equivalente a que pa-
i toda &= 0 existe tal x € X que £ > a — & (correspondiente
mente, * <o 4 E).

Si Ja cola superior (inferior) del conjunto es un nimero finito:
a € R, ella se llama finita: en cass contrario, infinita.

Las cotas superior e inferior del conjunto dado son dnicas. Para
un conjunlo no acotado superiormenle X lenemos sup X = o o
y para el no acotado inferiormente, inf X = — oo.

Teorema 2. Todo conjunto no vacio de niimeros reales no acotado
snperi (inferi ) tiene una cola superior (inferior)
finita.

Del teorema 2 y los axiomas | — V de los ndmeros reales se des-
prende el llamado principio de Arguimedes: para todo nimero real po-
sitivo g existe tal nimero natural n que n = a.

El conjunto de segmentos {la,; by)), n €N, de nimeros realds
{a, ER, b, ER) recibe el nombre de sistema de segmentos encajados
i parn todas las n tiene lugar la bnplicacidn

[Brass Dnsgl = 10i bal

Teorema 3. (principio de los se jados). Cualquier sis-
tema de segmentos encajados de nimeros reales tiene interseccidn
no vacia.

3.47. Demuestren que el conjunto X = R es acotado si y silo
si existe tal a que para todas las r € X se verifica la desigualdai
lz|=< a

3.48. Demuesiren que es acotado el conjunto

" T
Xs{:.::‘%—| I>0}.
3.40. Sea X = (x: z €Q; 2% < 2). Demuestren que el conjunts
X no tiene elemento minimo ni méximo. Hallen sup X e inf Xs
3.50. Hallen las cotas superiores e inferiores de los conjunter

o ()¢ {1+ S (3 ) nen

[allen los el méximos y mini de eslos conj si tale
existen.

351, Sean X R y —X = [r1 —x€X}. Demuestren que
sup (— X) = —inf X, inl ( — X) = —sup X,
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3.52. Sea XycRik=1,2 ....n) ¥y
élx,-={z :=é‘z.. TEXy k=1, 2, ...,n}.
Demuestren que
sup é‘:l Xu= él sup Xy, i"f.zj'. x.=§l inf X,

3.53. Sea X <R, YRy
X—¥Y={na=z—§2EX,y€Y}

Demuestren que sup (X — Y) = sup X —inl ¥

3.54. Demuestren que el conjunto de todas las fracciones raciona-
les propias min, 0 <<m <<n, m €N, n €N no tiene alemento mi-
nimo ni méximo. Hallen sus cotas superior e inferior.

3.55. El conjunto

la; bloﬂ (meas<< b a€Q bEQ, 2 €Q)

se denomina segmento la; blg, de nimeros racionales.

El sistema { [ a,: b, '@ }s m €N de segmentos de nimeros ra-
cionales se llama encajado si para cualquier # se verifica In implica-
cidn

[P buAIlQ < [an; bnlgv

(Es vilida la afir m de que la i ién de lquier siste
ma de segmentos encajados de nlimeros racionales contiene al meno
un nimero racional?

3.56, ;Es vilida la afirmacién de que todo sistema de intervalos
encajados {(a,; b,)} , es decir, tales que

(@n41i Dus) = (an, br)y n EN

liene interseccién no vacia?

3.57. JExiste un sistema de intervalos encajados con interseccién
no vacia?

3.58. Partiendo de los axiomas [ — V de los nimeros reales, de-
-muestren que para todo nimero a € R, a = 0 existe tal niimero natu-
ral ‘n que n>a (como indicamos mas arriba esta propiedadad
de los reales se d ina principio de Arquimedes).

3.59. Demuestren que del principio de Arquimedes se desprende
que para cualesquiera dos nimeros a €R y BER, O=a< b
existe tal n € N que an > b.
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3.60. Sea que en el campo ordenado X se verifica el principio de
Arquimedes, es decir, para todo ¢ € X, a >0, existe tal n€EN
que n > a. Entonces para el campo X son equivalentes las signientes
tres afirmaciones:

1) El campo X satisface el axioma V.

2} Cualguier sistema de segmentos encajados del campo X liene
interseccién no vecia.

3) Cualquier subconjunto no vacio, acotado superiormente, del
campo X tiens cota superior finita.

§ 4. Progresiones. Adicién. Binomio de Newlon.
+ Desigualdades numéricas

. Prog y g La progresién aritmé-
tica es una sucesin numérica {a,} tal que para todos los nm EN
Qpgy = @, + d, 1)
donde a,, d son los niimeros dados; d. la razén de la progresion aritmé-
Lica.
Formulas para el n-ésimo término y la suma S, de los prime-
b = teaat

ros nt e la prog ar
a, =a +(n—1)d, @
g,‘:&z“,n:ﬁﬂ.’;";"‘m (3
Propiedades de la progresién aritmética:
g = tatkin - ay (4
Gyt gy =0+, k=1,2, ..., n (5)

La progresidn geomélrica es una sucesion numérica {b,} tul que
para toda n EN

basy = bog, 6)
donde by, g son los nimeros dados, b, =0, g 5= 0, g, la razfn de la

progresion geométrica.
Fén‘nulas para el ﬂ—iainr:o I.Ermino‘y la suma 8§, de los primeros

n de la prog geométrica
by = byg™t, (7)
1—g" _ byg=b,
R == I T )
Propiedades de la progresién geométrica:
bl =buibne, R, (9)

Bybpeasy=bdn k=1,2, ..., 0 (10)
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81l g ] =< 1. la progresion geométrica lleva ol nombre de infinita-
mente decreciente, su suma § so expresa con la formuly

§=

I—’q' (1)

4.4, Demuestren que si los nimeros positivos a, b, ¢ son Lérmi-
nos consecutivos de nna progresién aritmética, los nimeros

1 1 1
Vi+ye ' Ve+va ' Va+1s

también son lérminos ivos de la progresién aritmética.

4.2. Demuestren que si los nimeros positives a,, a,. ... a,
son los términos consecntivos de una progresion aritmética,

n—1

1 e 1 s 1
Vetve  Varva T Venave - Vatve

4.3, Sea §,, la suma de los primeros n términos de una progresin
aritmética. Demuestren que:

1 Soin = 880s — I804s +8h 2 Sia =300 — Sak

4.4, Demuestren gue si la sucesidn {a, ) €s una progresion arit-
mélica, con nlnlquier n=3 y todo k€N es vilida la igualdad

—Clad+Clab ...+ (= 1)"CRa) =0,

4.5, 5ea 8, la suma do los primeros n miembros de una progresio

geométrica. Demuestren que

Su (San — San) = (Suu — o)t

4.6. Demuestren que para coalguier niimero a y todo n EN se
verifica la igealdad
(I4atat+ ... +a™Hitada?+ ... +a™)=

={l+a-tai4... a")F—a"

4.7. Hatlen las siguientes sumas:

191411 4111 4+ . 4111
(el altimo sumando es niimero de n cifras).

2n—1

2) «-~+ +T+ e

3) t+2.=+3x3+...+{n+1)x,
4) 222 o (n—1) 2% bz
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4.8. Demuestren que la sucesién {b, } de nimeros diferentes de
cero es una progresién geométrica si y solo si con cada n= 3 se veri-

fica la igualdad
(B8 o B2 B340, b=
e ("‘xba"' "’tba‘{' et I’n—vb.n]:-
«v @, los mimeros prefijados. Su suma

2.Suma. Sean ay, a,,
se designa con May, es decir,
w1
‘§t0~=5,+n,+.,.+a“. “2]

donde & es el indice de la suma.
La suma no depende de la letra con que se designa su indice, o
sea,
D e B ay=3
a ay= 2}, ap.
F=hie - =

La operacion de adicion posee la propiedad de linealidad, es decir,
para cualesquiera niimeros o« y fi tiene lugar la igualdad
donde

i’ (zay -+ Pby) = “‘EI ay+f ‘g‘ by
,|;83hl iy

A=
Examinemos la suma que contiene mn sumandos a;
los indices i y j toman valores desde 1 hasta n y desde {

respectivamente (1< i< n, 1< J<C m). Semejante suma se de-

signa con
E_,I g‘ ay; o bien Ié‘;a”

y lleva el nombre de suma doble. Tiene lugar la igualdad

% oy

Ay

it

A=
T4

1
El problema de cilculo de la suma de la forma
= k),
Su= 3 (k)
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donde f (z) es la funcién dada, e id por regla, como ¢l pro-
tlema de hallar 5, como una funcitn de n. P. ej., si [ (k) = ay4y —
— ay, donde {a,} es la sucesibn dada, entonces

Sn-.g‘!lki-gl (@i —a)=0y—a +a,—

—agt .ty —8ayF B =8, = By —ay,

es decir,
lg\ (Bper—ay) = tppy—ay. (13)

Ejemplo §. Caleulen las sumas:

1 . 1
1) AEI == :E‘ Y= =T

4 1) Como k(l‘+ll =%_*‘T' sogiin la formula (13) ha-

Hamos

| o (A ' 1
.Z‘ Tkt 1) Z.El{T_ =1 )'= l=<5T-
2 H do uso.de la iguald

1 __1({k+!)—.l: )—L( A 1 )
FrnG+3  Z\RGEIOGKLD/) " Z\VEEFD k(T2

y de la f6rmula (13), obtenemos

n "
1 | S 1 -
.zl T (k+2 2 .21( ER+1) (kT (k+2) )—
. O 1
=z(z o) 4
Ejemplo 2. Calculemos la suma
Sp=At 42 ... 4t
ACansid la identidad

(z 4 1) — 2 =3 4 32 + 1.

Haciendo en ella x = 1,2, ..., n y sumando, término por térmi-
no, las igualdades obtenidas, hallamos

3 k l’—kh=3" 3 B
EI((+1 ) §1k=+3.§‘k+n
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Como

2"1' PRRCICE)]
Rt N
empleando la formula (13, ob

(1P —1 = 35, 4 -n(n-+1)+n,
de donde

Su= - (20304 n) e hn(n 1) (204 1),
Asi, pues,
f'+23+...-|—Jl’x=”"-1"”2l+“‘ A
Ejemplo 3. Calculemos la suma
S, ()= ng sen kx.

A Analicemos la igualdad

S“{!}-zmll%=.2 Zoenkxseu%,
-
Ya que,
2sen k.rsen-i—=cns(k-—%] :—eas(k+%}:.
de la formula (13) hallamos

Sa [x_)-‘?sen-;- ncos%--ms { n+-'f ) z=?.senlgizsen-%-:‘
de donde

Wﬂ—-i'-—n+’ ZWLI
Sal2)= = v i sen =540,
sen
s

s sen (2/2) =0, §, (z) = 0.4
Ejemplo 4. La sucesion {z,} estd prefijada con la férmula
T, = I, + b Expresen con r,,a, b y n:

1) 2., 2) 8, =.§'.\'..
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A 1) Como
Iy= ATy b, no=anatb,
entonces
Ty Ty = @ (Tpy = Tpog) =
=a(fya—Zp )= ... =a"2(z3—1,),
es decir,
Iy — Dy =0t (g, — 2

Haciendo en esta formula k = 2, 3, . . ., n y sumando las igoalda-
des obtenidas, hallames

‘2_:: (xy—2py) = (12— 1)) z:s st

o bien

L (a=t)z+b) L

=1y = (Ty— |}
de donde

g™y

Iy =a"lz, +b e agei.

Con a = 1 la sucesitn {r,} es una progresion aritmética con dife-
rencin b, por lo que

T, = x4 (n—1)b

2) Sp=a+ 3 Y‘ m=tita B o+ n—1)b,
S._:.+usn—:.:+(n—ub.
Sp(t —a) =z —~az, +(n—1)b=

- —a"t; — ab 2

Lt (n—1)p,
de donde

e e L | P T L 8
Ejemplo 5. La svcesion {z,} esti prefijada con la fdrmula
= (e + f) 20 — 2fzaog

donde aff == 0. Expmsen I, o iravés de z,, 1, o, By n.
& Es posible escribir la igualdad inicial del modo siguiente:

Zp—az, =P {2y —aTns)
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Designemos y, =z, —ax,_,, entonces gy, =Py,_,, de donde Un=
="y, o sea, Iy — &y = "1y 0 hien

=z, +f"y,.
Haciendo £, =@",, oblenemos
z, =-E- Zpoy + ";l—'

Considerando @ == P y utilizando el resultado del anterior sjemplo,
hallamos

donde z,==2,/B, y,=z,—ar, De aqui obtenemos

a—pn an-1_ -t

— afir, a—p " @ p

Ty=12,

E—

Si w=Pf, 2, =na"lr,—1,(n- 1)a". &

4.9. Caleulen lz suma doble ). 3 a;) si:
=1 =i
0, issf,
b “"’[ 1, =1,
3) ay=1—f, 4) By =fi—j|.
440, D

2) ay=i.

que para cualesguiera a y b son vili-

das las igualdades:
1) @™ b= gty 3 Bhant,
Rl

2
2) a2 B (a4 b) .E (= 1)Mpranh,
=)
411, Demuestren la identidad de Lagrange
n 2 n n
(Zan)=(Z a)(28)- 3 _ @h—onr

4.12. Sean {a,) v {b,) dos sucesiones prefijadas de nimeros,
Demuestren que:
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1) 5i B,= X b;, con cualquier ngN es vilida la igualdad
=1
(transjormacidn de Abel)

n n
_@I ayby = *Z_zl (ay—aps) By +a, By,
y con tode nEN y todo pgN se verifica la igualdad
.ip by né’ B B, B
s iy n"‘_u‘("r—ﬂlﬂ) it anspBnip—ansBa-

+1

ij“b_., para todo pEN se verifica la igualdad

=

2) 8i D,=

P B=i
._E-H ayby = Eﬁ (Bass = Bnpgn) Dy + 8ay Dy

4.13. Caleulen las sumas:
2 1 Hl i
Y 3 mpmes 2 3 wemwrn

i
3 _2_:, TN D&Y
n "
1 e L
4 .2.,, NG TOGTS” ) ?_:,! Fr yprE

4.14. Sea ‘Sa,.] una progresion aritmética en la que todos sus

términos y su diferencia d son distintos de cero. Demuestren que son
validas las igualdades

n
03 et (k)

ay Iney
o F 4 1
2 Z ﬂa'a.nﬂk-. W( a@y )

One1lna.g
1 I [CANUDIR D
3 l?" ARk 10ha 3R es _?’3’(-.&.‘; nard )

nagfiies

4.15. Sea

S, lp)= 2’ k¥, pEN.
5—0684



(] Capltule |

1) Demuestren la formula
3 o2, S p= (s 1=t

2) De acuerdo con esta formula caleulen §,(3), haciendo uso
de que

S, ()= n(n;-!] i S,(2)=""'+‘;‘2"+".

4.16. Demuestren las igualdades:
nkﬂlm—lyacgﬂ,, 2;'21&.m.=(u+1;1_1.

B
3 2 (_[)l-lkk-(_nu—lw‘

h=1

5 3 k{k+:]=mi'.g.ﬁ'iﬂ_

5) i k(k+1)(k+2) aintA) et (a3
! L i

LT
"

6) E o= nin+1) (2a4-1) (@nF-3n— 1) .
=1

“ At * (20t 21
7 5 B lEH O Ny
At
4.17. Demuesiren las igualdades:

Lud m—ﬂ—“+‘ eeos | T Ao
1) 2 cos[:+ku)—4“(—-r) , ast2nk, KEZ.
Rt sen—-
n4-1 n
. sen——asen|rig oo
2) 2 sen(:+h)=-—#)-, a7 2nk, keZ.

A m-—;—
4.18. Caloulen las sumas:

1) ﬁlmtﬁ—i}x. 2) *i‘cosmk—i)m

L L
3) _@I sentkz.  4) .2_:1 cos? k.
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5) 3 senkz.  6) 3 cos'kz.
K=t =
4.19. La sucesion {z,) estd prefijada con la fdrmula z,=
=aZ,.+bxn.y. Expresen r, a través de z,, r, y n si:
1) =2, b=3. 2) a=3, b=—2.
Ha=n b=1—a, a2

3. Binomio de Newt Par, a, by todo
n €N es valida la firmula del bimm.!o de Newton:
(@ b)" = Cha* - Cha™ b+ ...+ Cha™ b - .. - Cb",  (14)
donde
o=t ChmBlamBenclo o) g g ., m).

Los sumandos Cha""*b* se llaman términos del desarrollo (14), en lan-

to qun los nimeros C"’," coeficientes del desarrollo o bien coeficientes
les. Los coefi del desarrollo tienon las signientes pro-
piedades:

Ch=Ca* Ch O =Char (15)
Haciendo en la formula (14) a=1, b=z, obtenemos
"
(1+x}‘='ZﬂC=z‘. (16)
Poniendo en la igualdad (16) =1 y z=—1, hallamos
2"} Ch=2" f‘, (— 1Ak =0, (17)
A= A=
Ejemplo 6. Caleulen la suma
2, (che.
A Consideremos la identidad

(2 (1 4+ 2)" = (1 + z)2m.,

Igualando en esta identidad los coeficientes da =" y ampleando la
formula (16), obtenemos

CREA+Cn'Ch+ ...+ a7 en+ ... +CRCR=CEa.
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En virtud de (15) esta igualdad se puede escribic en la forma

) (Chf=Chu.
A=t
Por consiguiente,
2, €0 =Ch A (18)
Ejemplo 7. Calculen a suma
2 o
P
Rl
& Haciendo uso de la igualdad
O n=t) k) (ke n (o) (ot d i) R
l=+l CE=Tr [CESIICE= el
abtenamos
LI ml
2 —f—,“ 2 Cha= —-(2-*'~n
A=0 LE ]
4.20. Escriban la formula del binomio de Newlon:
1) (1 + 2% 2) (@ + b)"
3 e+ &) (=B
4:21. Hallen el término del desarrollo de (/74 “;; ) que

contiens z*.
4.22. Hallen el coeficiente del polinomio:

1) (1 — & + 2% en el término con 2.
2) (1 + 2z — 32%)* en el lérmino con * y z*.
3) (1 +2* — 2 en el término con =%
4) (t|‘+ 28 -+ 2%) 7 en el término con r,
5) ‘E (1 + 2)* en el término con #%
4.23. Caleulen las siguientes sumas:
i n
H I k00 2) 3 (k= 1Ch
s ST
& 12-:1 k4 gﬂ s

5 I (—1eh m<n. 6) 2, (=0



§ 4. Progresiones. Adicién. Binomio de Newton. L)

4 5 ldad

(—1A=1Ch=0.

4.24. D tren las
0 3 ach=nr-t 2

s &

B CRet=Crine &) .gﬂc:+l=c:1'-+!-

n 2"“(‘ ol
5) 2 R s | ’

®F1  nt
:—n"'c‘* o
o) 2 TEFT AT

6.25. Hallen los términos del desarrollo que son ndmeros
enteros:
1 VIV 2 (V5—V I~

4.26. Hallen el coeficiente mdximo del polinomio:

1 a 4 1 2 10
b (r+re). a(z+sa)"
4.27, Hallen el término miximo del desarrollo {1 + V2.
4.28. Demuestren las formulss:
1) @ + b + ) = a* 4+ b + ¢° 4 Zab + 2be 4 Zac.
2) @+ bt =a + b’+€+3(a‘b+n“:+b‘a+
4+ b% 4 c*a + c‘b)
3 ea+b+tcf=a"+b +4{d’b+¢’c+b‘a+
+ et et ) + 6@+ %t + b
+ 12 (ahe -+ brac + 1

4.20. Demuestren la formula:

(xyt 2+ ...tz = o .E’Tm%;ig‘l'x’é-,..::r,

Rythpk .k

donde la sumacion se lleva a cabo por todos los k. | R

enleros no negativos tales que ky +ky+ ...+ k,=n
4. Desigualdad, éri Propiedades fundamentales de las
designaldades:

1) si a>=> b, b > ¢, entonces a >,
ﬂgsin}b,entoncesa+c>b+:mnwdac:
3)si a>b,c>d, entonces a +¢c > b + d;
4) si a>=>b ye>=>0, ac > be;
sia>byec<(, ac> be;
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5) sia::»b)l)yc}d:bo.ac}bd

6) si azb>0ye>d=0, d }—'

7) si a=>b0=0, a">b" con todo nEN;

8) si a=b, a¥* > b con todo nEN;

9) si a>b2=0, Ya> b con todo ngk;
10) =i a=b, " a=*""V5 con todo neMN.
Algunas desigualdades importantes:

1) Para cualesquiera nimeros reales @ y & se verifica la desigual-
dad

af + b= 2ah, 19)

2) La media aritmética do dog niimeros no negativos no es menor
que su media proporcional:

S Sy (20)

La desigualdad para la media aritmética y la media proporcional
es valida para cualesquiera » nimeros no negalivos a,, ag, ...

vey @y, O S04,
‘_'t""';!,!;.';/(,_gz s (21)
En (21) la desigualdad sblo tiene Jugar con a, = a, par La
demostraciin de la desigualdad (21) se dio en el §2 {e_]emp]o 8).
3) Para cualesquiera niimeros reales a;, a,, . . ., @y By, by oo
+y by e vorifica la desigualdad de Cauchy — Buniakovski
a)<(S a) (S a). 22
(3 o<l 4) (30) @
En (22) la 1§uaidad tiene lugar si y sdlo si existen tales nimeros
ay fque o +ﬂ‘qﬁ0y para toda k = 1, 2, ..., n se verifica la
igualdad @a, 4 pb, = 0.

lo 8. Demuestren que para cualesquiers niimeros reales a,
b, ¢, d es vilida la desigualdad

at + b 4 et o d = dabed.
& Empleando la desigualdad (21), ol
(a4 b 24 > Y TS = |abed| = abed,

de donde se deduce la desigualdad buscada. A

v Ejemplo 8. Demuestren la desigualdad de Cauchy — Buniakovs-
\ B




§ 4. Progresiones. Adicién. Binomio de Newtfon. i

A Sia =a,=...=a, =0, entonces on (22) tiene lugar la
igualdad. Sea al menos uno de Iqu nimeros e R dis-
tinto de cero y, en tal caso, a} + a} + .. + ak > 0. Analicemos
el trinomio de segundo grado con rolacién a z:

ax 4 2bz+ ".@. {ayz+ by )2,
donde

a=é‘ af, bbgldaba- c=‘§| bi-

Como (apxr 4 bp)* =0, x €ER(k=1,2,...,n), el discriminante
del trinomio az® + 2br 4 ¢ es no positive: b*< ge. Por lo tanto,

(§oo'<(Z ) (F)

Aclaremos en qué ceso en (22) tiene lugar la igualdad. Sea b* =
= ac. Entonces, si a = 0, es decir, @y = a, = . . . = a, = 0, ha-
ciendo @ = 1, p = 0 (a* + B* £ 0), oblemmns

aay +Pby =0 (k=1,2 ..., 5.

Sea a 5= 0. entonces el trinomio de segundo grado ax® + bx + ¢
tiene la raiz x, (ya gue el discriminante del trinomio es igual a ce-
ro), es decir,

azi-orgtcm 3 (g b7 = 0.

De agui se desprende que ayx, + b, =0 con k =1, 2, , M.
Haciendo & = xy, B = 1, oblenemos aay -+ pby = 0, domle a‘ +
TEEO (=12 A
s facil r.omprnhar que cuando se verifican las condiciones
4+ fby =0 (k=1,2, ..., n), larelacion (22) se convierte en
una igualdad.

4.30. Demuestren que para cualesquiera nimeros a, b son vilidas
las desigualdades

1}a“+b’;}2|nb 2)la—5l}||u|—|£v|.l

3) (a* + 89 (at + b'}:a-i + B

4) a* 4 b= a®h + ab®

431, Demuestren que pat‘u cualesquiera nimeros posilivos a, b
son vilidas las desigualdades

2 - a4-b a b
L e

TTE
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que ligan la media énica, la media proporci . la media arit-
mética ¥ la media cuadritica de lns nilmeros a y b

432. D que para q no negalivos
@, b son vilidas las desigualdades

1) a"40"<(a+b)", neN.

2) @b a4 B, nEN, KEN, k<n.

3) (a+ b <201 (a" 45", nEN.

4.33. Demuestren que si | b | < | a | /2, entonces

1 2

Te—BT < TaT*

4.34. Demuestren que para cualesquiera nimeros reales a, b
tales que a® + b* = 1 se verifica la desigualdad la + b |< VZ.

f.35. Dy tren que para quicra reales a. b, ¢
son vilidas las desigualdades:

1} a®* + 8 + e* = ab + be + ae.

2 (a + b+ P 3 a* + b + ).

3) VA EBEFE< af+ 1] + el

Ay (@ + b+ ) =3 (ab + be + ac).

i) (ch+bc+a:]‘}3(a 4 b + ¢) abe.
+h}(a+b—c}‘+(b+c—a]* 4 (ade—bF=ab - be —

ac.

4.36, Demuestren que para cualesquiera a, b, ¢ posilivos son va-
lidas las duigualdadu

1) EpErs ;?H bte

) —+—+-—-—; l"(b-!‘ + F;u.i_ﬁ‘
3 il +b+r

3 m? .

4) T+T+T;‘3'

2 2 2 o
N ettt
6} h:-c + e-:—n + is }-g-

4.37. Dy tren que para quiera nu no negativos a,
b, ¢ son vilidas las tleslgualdadl.'s

1) (a + ) (b +c) lc + a) =& abe.

2) @ + b + 4 = 3abe.

3) (c+b+t}(¢b+bc+nc);9nbc

4) (ab + be + acf =

.1}[a-i-b‘—e}{él-l-c——s}(:—}a—b)gabc
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6) [n+b+c)‘—4(a+b+c)(ab+bc+rm]+9¢b¢;0

7) 3(a® + b + &)= (a + b +c) (ab + ac + be).

By a' + 0 +tzabe(a+ b +c)

4.38. Demuestren que para tode n =3 natural se verifican las
desigualdades:

1) ¥l = (n 413"

2) (aly=n".

4.39. Demuestren que para lodo n €N son vilidas las desigual-
dades:

AR
B (1) <(+5)"

8) <2 (nl) &) 3 gr<2
A=t
4.40. Demuestren que para todo nZ> 2 nalural son vilidas las
desigualdades:

1)2<(s+ )< "}I<Vn<l+‘/_‘
3) Ynynl = Z— At

Al D IR

2 vt
4,42, Sea a0, neN, keN, k="n. Demuestren que
(1 +a)* =14 Cha"
4.43. Demuestren que si 2> 0, son vilidas las desigualdades
e <VTFa<t +5.
4.44. Demuestren que si |r]<<1 y nEN, nZ=2, entonces
=2+ (12" <2
4,45 Sean a=0, neN. Demuestren que
ata+ ... 4atgn(l 4 atn}—a™
4.46. Sea a=>0, nEN, ma N, m=n. Demuestren que
o"+.+.€¢"+:—.‘-
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&.47. Demuestren que si A es el menor y 8 ol mayor de los niime-
T0S 4y, 85, . . ., 4y, 05 vilida la desigualdad

A< ¢|+¢|-:.,<+a- <B.

4.48. Sean a,, wy, ..., a, wimeros reales, A el menor y B el
mayor de los nimeros |a; |, ley |, ..., |a,|. Demuestren

que
AQVW ﬂ-{—n.-.ngg‘

4.49. Demuestren que para cualesquiera nimeros reales a,, ag, . .
« oy @y, s vilida la designaldad

oyt eat ...+ aPsn(ol+al+ ... +al)

4.50. Sean ay, a4, ..., 4, nlmeros reales, by, b, ..., b, ndimeros
positives, M la mayor y m, la menor de las Irmiones:—:,

%:'_ . —;J:- Demuestren que
a+ag+... e
M bt v e =M
4.51. Demuestren que para cualesquiera nimeros reales a,

gy o vy @ ¥ by by by, L by que satisfacen las condiciones
" n
3 =3 M=1
LT

L]
es valida la designaldad

| ¥ a1,
A=]

4.52. Demustren que para cualesquiera ndmeros pesitives a,,
8y ... 8y es vilida la desigualdad

(ay a4 ... ﬂ.}(%l'l';‘:"i’ T .+-::]‘,‘;n=.
4.53. Demustren que si a,, @y, . .., 4, son tales nimeros posi-
tives que a2y . .. a, = 1, enlonces
A+a)(l +a)...(1 4+ a,)=2"

454, Bea ¢y > —1(i=1,2, ..., n) y que los nimeros g;
tienen un mismo signo. Di tren que la desigualdad

A4+ 4a)... 4+a)=l4+a+a+...4a,.
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4.55. Sean x,, ..., x,, a, @, ... a4, nimeros reales tomados
al azar, a = 0. Demuestren guo

\E -‘aanlﬁ 2 -?-2 aj.
hasl ket

~ 4.56. Demuesiren que para cunleaqutern nimeros positives a,,
@, ... 4, son vélidas las desigualdades

<V . <

e
gutabote o /AT T

que ligan la media armoénica, la media p ional, la media arit-
mética y la media cuadritica de los numems ay, a,. sreip g
4.57. Demuestren que si

Ot ..y, DS L Ty,
aytagt.ooran bbbyt b = ayby+ashs+ ... f-apbs J

[0 n n

n

4.58. Sean los nimeros positives ay, as, . . ., a, Wrminos con-
sgculivos de una progresion aritmética. Demuestren que

Viag<Vaga ... <2t

4.59. Demuestren que =i 4 es el menor, B, el mayor de los niime-
rog positivos a,, @y, ..., @, Son vélidas las desigualdades:

1) A<V ae, ... 2, < B
9 Ag)y/ TR FE o p

4.60. Demuestren que para cualesquiera nimeros reales a,,
Qg+ oy gy By By ... by son vilidas las desigualdades:

(3 (ﬂa-i-ba)’)mé( i o) (D)
2)](2 ﬂ: |€p | ay—by |-
81((2«.) +(§‘, } <2 e+ bi

3 EM'
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4,64, Demuestren que si a,2=0, 0,220, ..., 2,20 v peN,
" »

(‘E‘n)é—iﬂr-

§ 5. Nameros complejos

1, Definicin de ni Iejos. Propiedades de las opera-
ciones. Reciben el nombre de niimeros mmpkjos las expresiones de la
forma a + bi {a y b son nimeros reales, i, cierto simbolo) para las
cuales las noci de igualdad y operaci de adicién y multipli-
cacién se introducen del sugmentn maodo:

a) dos nimeros complejos a, + byi ¥ a, + byi son ignales si
y sblo sl @y = ay y b = by

b) =e llama suma de los nimeros a, + byi ¥ a; + b.i el nimero

ay + ag + (b + b} &h
¢} se llama producto de los nimeres a; -+ byi y a; + byi el admero
aag — by 4 (abe + aghy) i

Asi, pues, la adicién y multiplicacidn de nimeros complejos se
efectiia de acnerdo con las férmulas
(@) + byi) + (@g -+ bai) = ay -k ay -+ (b + By 0, n

(ay + i) (ay + bai) = aya; — byl + (ayby + a.by)i (2)

I:.l :on]unl.o de todos los pimeros complejos se designa con C.
Los del junto C ( complejos) se designan con
frecuencia mediante una letra, con la particularidad de que, por
regla, pars ello se emplean las letras z, w, en ocasiones con indices,
p- @), %y, %3, we. La igualdad z = a 4 bi significa que el nimero
complejo a 4+ bi esta designado con la letra z.

Las operaciones de adicién (1) y multiplicacibén (2) poseen las si-
guientes propiedades:

1) conmutatividad de la suma

5+ =35+
2) asocintividad de la suma
(G + 2) + 2= 5 + {25 + 2a)s

3) para cualesquiera nidmeros complejos z, y z, existe tal niime-
ro complejo = que 5, 4+ 2 = z,. Este nimero se llama diferencia de
los mimeros 2, ¥ 3, v se designa con 2; — 2. La diferencia de los ni-
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me?ns complejos 2, = a, + bai ¥ 2, = &, + b,i s¢ halla con la fér-
mula

=3 = (8 — @) (b — b)is @)
4. conmutatividad de la multiplicacion
L2y == 3%y

3. asociatividad de la multiplicaciin
(2)24) 25 = 3y (242a)3

6. para cualesquiera nimeros comple]os 3, =# 0 —I— 0i y 2, exisle
tal mimero z que ;2 = 3, Este se de
los nimeros complejos z, v 2, ¥ se designa con ? o bien z,/z,. La di-

vision por el i plejo 0 -+ 0i, llamado cero, es imposible.
El cociente z,/z, de dos nimeros complejos 2, = a; + byl ¥ 2, =

+ byi, a condicidn de que el divisor sea distinlo de rero,
puede ser hallado con la férmula

aydy by ayby—agh i
DR T ey = )
7. distributividad
3y (22 + 32) = 32, + 234

El nimere complejo de la forma a -+ 0i se identifica con el ni-
mero real g, es decir, se considera que a + 0-i = a. P. ej.,
O+0i=0 140i=1, —1+0i==1
Asi, pues, un conjunto de nimeros reales es subconjunto de un
conjunto de numeros complejos, o sea, R — C.
El nimero 0 + bi lleva ol nombre de nimero puramente imagina-
r.‘p y se designa con bi. P.oej, 0 —2i=—2i, 04+ 1-i=1i El
real a se d ina parte real del niimero L.omplejn a+-bi. El
nimero real b recibe el bre de parte i ta del com-
plejo @ + bi. Los nlimeros a + bi y a — bi, o sea, aquellos que sélo
se diferencian por el signo de la parte imaginaria, J.Ievan el nombre de

1 romplems conjugades. El ni conjugado a z se designa
con z. El ntmero complejo i se snele d inar unidad imag ia.
Para ella es vilida la formula

#= 1 (5)

La férmula (2) de multiplicacién de nimeros :nmplc}os no hay
que retenerla en la memoria, ya que clla se obtiene si mult\pllcamm
de modo formal los binomios a, + b,i y ay + b.l segiin la regla ha-
bitual de multiplicacion de binomios y, a continnacién, de acuerdo
con la formula (5), sustituimos i* por — 1.
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Ejemplo 1, Hallen la suma y la multiplicacién de los nimeros
complejos

5, =—2- 3 3, =7 —8i
& Segan la férmula (1), hallamos
L+ 23=(—24+T)+(B3—8)i=>5—5i

El producto se halla multiplicanide de modo formal los binomios
(=2 + 3i) y (7T — 8i):

3z, = [ — 2 4 3i) (T — 8i) =— 14 + 160 + 20i — 242 =

=10 4 370. A

Ejemplo 2. Hallen la suma y el producto de nimeros complejos

conjugados.

A Sew z = x + yi, entonces 3 = xr — yi.
La suma la hallamos con la fdrmula [1]

%+ 5=+ pi) + (xr — pi) = 2z.

El producto se halla segin la regla de multiplicacién de binomios:
Sy = (T4 i) (x—pi) =2 —ayi +ayi — gt =2+
Asi, pues, la suma de I con dos siempre es un
niimere roal, en tanto que el produrtn tnm}nén es un nimero real,

mis aln, no negativo. &
Ejemplo 3. Se dan los nimeros complejes 2, = — 1 b i y

33 = 2 + 5i. Hallen la diferencia z, — z, y el cocienta z,/z,.
A De acverdo con Ja formula (3) hallamos

5— 5 =(2+5) —(—1+6)=3—1

E1 cociente se halla con la férmula (4):

Y 245 (—1)-246-5 , (—1)5—2.0 , 28 17
B —1FH [ i =11 6° fmgr—grh A
Ejemplo &. Verifiquen las operaciones
341
o M—20 "
& Después de multiplicar los ni en el d inador, obte-
nemos
a+1 i 3+t

SH 00—  1—BFi+Z  B—L"

A conlinuacidn, tenemos la posibilidad de hacer uso de la fdrmula
(4), pero es més comodo operar de otro modo. Multipliquemeos el nume-
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rador y denominador de la fraceion por el nimero conjugado al deno-
minador, entonces

_BHD@h _ 948i—t 4 B
i=gonEtn — 931 —stslh A

5.1. Demuestren las propiedades 1—7 de las operaciones de adi-
cién y multiplicacién de nimeros complejos.

5.2, Demuestren la férmula (5): & = — 1.

5.3. Hallen la suma y el producto de los nimeros complejos z,
¥ £, sit

1) 2, =445, 2,=3-—2L

2) z, = 0,5 — 3,2i, z,=1,5—08i.

3 5=VEI—VE, n=V2i4+Vi

5.4. Hallen la diferencia 2, — 2, ¥ el cociente 2,3, si:

1) 5, = 3 + 4i, z, =04 — 0,2i.

2z =1—=2i, z,=08.

3) 5 =V5—i, 5,=V5-2i.

5.5. Hallen la parte imaginaria z si:

. 1
1) 2= @—1P @+ 110, 2) 2= 5
5+2  3—di 1

+ I8,

3) z= I

5.6. Verifiquen las operaciones:

1) (i iR, D) 2;(L+E;){_ +.|’f§_1}_
t4 ) 1=t yd3bia o420
) 7=t e e

5y g —in
EE T

3.7. Determinen con qué valores reales de z e y los niimeros com-
plejos
L=y —Ty +8xiys, = —12 4 20 + 2%

son_iguales.
5.8. Determinen con qué valores reales de x e y los niimeros com-

plejos
=8z — 20 y z, = 9 — 4 + 10y

son conjugados.
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5.9. Resuelvan las ecuaciones:
NU+20 -0+ @ -1 —i) +1+Ti=0.

) 4z=0.

5.10. Hesuelvan el sistema
228 =140,
Bzt iz=2—3i.

5.t1. Demuestren las igualdades:
NaFa=5+% DH—n=1—5h
3) 3n==5-% 4) EE)=2/n nel
5) @ =" neN.

2. Representacién grifica de nimeros complejos. Médulo y argu-
mentos del nimero complejo. A cada nimero complejo a -+ bi
se puede poner en correspondencia el punto M {a; b) del plano de
coordenadas y, a la inversa, a cada punto M (a; b) del plane, el ni-
mero complejo @ 4+ bi. La pondenci blecida de j
forma es biunivoca. Ella proporciona la posibilidad de considerar
los pimeros complejos como puntos del plano de coordenadas.
Este recibe el nombre de plano complejo. El eje de abscisas lleva el
nombre de eje real (en él se disponen los puntoes que corresponden a
los nimeros reales), el de ordenadas, ¢je imaginario (en €l yacen los
puntos correspondientes a los nimeros imaginarios).

Con frecuencia, es cémodo interpretar el niimero complejo

a -+ bi como el vector o (fig. ). A cada vector del plano con ori-

¥
ZyeZp=apdy +lfaly)
¥ L -~
Nl __ 1y z=gpeity_ A= \
I Mygm=- s \
\
! \
! LY
! \
1 5 N Zy=ayeily
[ M
I
i
e 2 # ) @vey oy 3
Fig. & Fig. 7

gen en el punto O (0; 0) y extremo en el punto M (a; b) corresponde
el nimero complejo a -+ bi ¥ viceversa. Al punto O (0; 0} le co-
rresponde el vector nulo.



§ 5. Nimeros complejos 8

La pondenci tablecida entre un conjunto de
complejos, por un lado, y los conjuntos de puntos o vecterss del
plano, por olro, permite denominar los niimeros complejos puntos o
vectores v, p. ej., hablar del vector ¢ <+ bi o del punto a + bi.

La representacidn de los nimeros complejos con vectores permite
dar una sencilla interp ion geométrica de las operaci con
ellos. P. ej., la suma de nimeros complejos puede ser entendida geo-
métricamente como un vector igual & la suma de los vectores co-

pondientes a los ni plej dos (fig. 7).

Lleva el nombre de mddulo del mimero complejo fs longitud del
vector que corresponde a dicho nimero, Para el médule del nimero
2 se emplea la designacién |z | . El médulo del nimero complejo
s=ag -+ bi puede calcularse con la férmula

|21=V@EFE. (6)

Recibe el nombre de argumento del mimero complejo == 0 ol
ingulo entre el sentido positivo del eje real y el vector z, con la par-
ticularidad de que dicho angule se considera positive si contamos en
sentido antihorario y negativo, si contamos en sentido horario. Pa-
ra el nimero 3 = 0 argumento no se determina,

Fig. 8

A diferencia del médulo, el argumento del nimero complejo se
determina no univocamente. P. ej., (fig.8), los argumentos del

nimero 2=1-+i son los siguientes ingulos: @ =, =4+
+2:|=-‘;-rr., .p_‘__"“,-..2;|_ —-Ti'i; en general, cada uno de los

ingulos gy =34 27k, donde k cs un nimero entero tomado al
azar.

Cualesquiera dos arg tos do un ni plejo se distin-
guen entre si por un nimero miltiplo de 2. Para designar el conjun-
to de tudos los argnmentos del nimero z = a 4 bl se hace uso del
a-0084




B2 Capitula T

simbolo arg z o bien arg (a + bi). Si se trata de cualquiera de los
argumentos, éste, por regla, se designa con la letra ¢
Las partes real e imaginaria del nimero complejo z = a + bi

se gxpresan con su médulo |z | = r y su argumento ¢ del modo si-
¥ guiente (fig. 9):
a1 cos g
b | zea +ib b rsen 'p' M
! Asl. pues, Ios argument:
| jo pueden ser haﬁ
0 a % del sistoma de ecuaciones:
cmq_ﬁ .
(8
Fig. 2 o ‘,f,|+ BT
Los arg tos del ni plejo 2 =a + bi (a5=0) ze
pueden determinar de la ecuacidén
¢ = Ve, @

que es el corolario del sistema (8). Esta ecnaﬁion no es equivalente al
sislama {8), ella tiene mayor untulad. de raices, pero la selecciin
de las raices ias ( del ) no presen-
ta dificultades, ya que de la forma algebraica de anotacién del nime-
ro complejo siempre se advierte en qué cuadrante del plano comple-
jo se encuentra él.
Ejemplo 5. Hallen los médulos de los niimeros complejos
3 =2—i 2,=2V6+5, s3=4i
& Con Ja Iormula (8) hallamos
L5 |=VEF1=VE |nl=V @Vip+5=1
Para caleular el médulo de z, no es necesario emplear la férmula
{6). La longitad del vector z, = i es, evidentemente, igual a une,
por ello, |z, | =14
Ejemplo 6. Hallen los arg de los mi plej
gi=—l, 33=1, =-—14+4i

& Habiendo construido los veclores ), 25, 2, hallamos uno de los

de cada g = —af2, =0, ¢, = 3alh
Por consiguiente,

argz = — -2— 20k, arg 2y =2ak, arg 3= .%‘,, <+ 2nk,

donde k es un niimero entero tomado al azar. &
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Ejemplo 7. Hallen los arg del ni complejo z =
=—1— V5.

A En este caso a = —1, b= — 3. El sistema (8) tiene la
forma

{ cos p= —1/2,
seng=— 32,

Resolviendo este sistema, hallamos ¢, = % + 2nk, kEZ.
Por lo tanto,

arg :=%“—+ 2nk, kKE€Z. A

Ejemplo 8. Hallen los arg del ni c lejo z =
=— V34
A Cada uno de los argumentos ¢ del nimero z = — }'3 4 i
satisface la ecuacidn
tg g = —1/ V3.

De esta ecuacién se desprende que
o= _%+n&, keZ.
Como el niimero 2 = — V'3 + i estisituado en el ssgundo cuadrans

te del plano plejo, sus arg serdn los ni iy con lo-
valores impares de k, de modo que

nm(—l/§+-i)=—%+n(2n+'l)—5—;+2=u|,
nel. &
5.12. En el plano complejo se dan los puntos z,, z,, 2, que son

los vértices de un tridngulo. Hallen el punto de interseccitn de sus
medianas.

5.43. En los puntos z,, 25, . . ., 2, del plane complejo yacen los
untos materiales con masas my, my, . . ., m,, respeclivamente. Ha-
r!m el centro de gravedad del sistema de puntos materiales,

5.14. En el plano complejo se dan los puntos z,, 1, 2, que son
los tres vértices consecutivos de cierto paralelogramo. Hallen el
cuarto vértice de la figura.

5.15. En el plano complejo estén dados los puntos z, = & 4 8i.
2, = 4 — 3i. Hallen los ni plejos que corresponden a los
puntos en la bisectriz del dngulo formado con los vectores z, y z..

[
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5.16. Hallen el moédulo del nimero complejo 2:

1) 2= —4 2)z3=—1i3) 2 T—5—'}.VT‘;L

4) z =1 + cos (8a/7) + i sen (8r/7).

5.47. Resuelvan la ccuacidn:

N 24+3|12=02)z+2|z| -1.

N4 |z |2=0. 424z 4£]|=0

548, Demuesiren las ignaldades:

Dolzg =150zl 2)Ia/zl= s/, a0

5.49. Demuestren las designaldades
[EREEN E ENE N EN R A e

5.20. Demuestren que | 2, — 2, |, es decir, el médulo de la di-
fi iade lus mi complejos z, ¥ z,, es igual a la distancia entre
los puntos 3, ¥ 2, en el plano complejo.

5.21. Hallen el conjunto de puntos del plano complejo prefijado

con la condicidn:

N ls+1]=1 Nls—il<<|z+1i].

3|z 421 |<2 lz—214 j2+21t=2.
Nlz=21+124+2|=20. i‘r}senl:l}_l),

T log j2—10i | <1. Blz|*+k+A=0

5.22. Nesuelvan el sistema de ecuaciones:
BDizs+1 =t )|=13+2—z|=|z4+i].

[u+ 1] =242l 2 [ci—f)2=(i+ua.
"\ Ba4y =15z + 100, 7 Lz +5 =1,
5.23. D que el sist de ecnaciones
ll:-l—l-—-i =2,
lzl=4

tiene soluciones.
5.24. Hallen los argumentos del wiimero complejo:
Jz=02s=—1 3z=84)zs=2_—2
5) 2 = sen (n/9) — i cos (n/9). B) z = 1 + cos (a/T) + i sen(x/T).
5.25. (Qué conjunte de puntos del plano complejo se prefija con
la condicién:

1) uno de los argumentos del nimere z es igual a cero.

2) uno de los argumentos es igual a Gn/2.

3) uno de los argumentos ¢ satisface las desigualdades 2 <
< g < 3a. v

4) ;ma de los argumentos  satisface las desigualdades 0 < @<
< 2n

5.26. ;Qué conjunte de puntos del plano complejo se prefija con
la condicidn:
1)argz= (2k + 1) n, K€L
2) n(Bk+1)4 <arg (z 4 i) <<nm(4k+1)2, kED?
5.27. Entre los ndmeros complejos 2 que satisfacen la condicidn:

3
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) Je+1—il=1, 2)|24+3— V3i|< V3 hallen el

nimero que tenga el argumento positive menor.
.28. :Dénde se halla el punto 2% si el punto s pertencce a la

recta Im z = 17

5.29. ;Dénde se halla el punto z del plano complejo si el punto
#* pertenece al eje imaginario?

5.30. Sea 3= == 1. Demuestren que el punto (z — 1)/(z + 1)
pertenece al eje imagivario =i y s6lo si el punto s pertenece a la cir-
cunferencia de radio A = 1 con centro en el punto z = 0.

5.31. ¢Puede el punto 3 =0 p a cierto poligono cuyos
vértices se hallan en los puntos
=ittt 2| <17
3. Forma trig étriea del né lejo. Multiplicacién y

divisién de 1 itos en forma tr
Cada nimero complejo z = a + bi, distinto de cero, pu!de ser re-
presentado en la forma

z=r(cos g <+ i sen ¢),

donde r es el médulo del nimera, ¢, uno (cualquiera) de sus argumen-
tos. Esta representacion del nimero lleva el nombre de forma trigo-
nométrica del ruimero complejo. La anotacion del nimero en forma
2= a - bi reciba el nombre de forma algebraica del mimero comple-

" Con el fin de pasar de la forma algebrama del nimero a la trigo-
nométrica es suficiente hallar el médulo del plejo ¥ uno
de sus agrumentos.

Dos niimeros complejos escritos en forma trigonométrica

2, =1y (cos gy + isen @) ¥y 2, = 1y (cos @ + i sen @)

son iguales si y sélo si
no=Ta gy =gy + 20k, kEZ,
es decir, los médulos de los nii sou iguales y los argu-
mentos se diferencian en 2xk, donde k es cierlo nimero entero.
La e los en forma trig élrica
se emplea para la multiplicmlﬂn ¥ divisién de nlimeros. Sean

d

2 =1y (cos @, + [ sen @) ¥ 2, = ry (co8 @5 + i sen g,)
dos numeros escritos en forma trigonométrica, Entonces
2%y = Iyry (c08 () + @) + Esen (i, + 94)), (10)
=L (cos (g, — 9a)-+ F sen (6, — 4a)). (1
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Por consiguiente,
lz2y | = riry, arg (52,) = @ + 9 + 23k, KEZ,

= g =g —gt 20k, kEZ.

Asi, pues, el midulo del ducto de dos ni |

igual al prod de los médulos de dichos ni la suma de loa
de los facl es el arg del d s el

del cociente de dos nﬁmm cnm lejos es lgu.ll al cociente do los

madulos de dichos ni F de los arg del di-

videndo y el divisor es el arg-umentu del cociente.
Ejemplo 9. Escriban los nimeros z, = — t — i, 3, = — 2,
2, =i en forma trigonométrica.

& Como |3,]=V2 y ¢=—i3n/d, entonces
2=V 2 (cos (— Bn/4) - £ sen ( —3nlh)).

El midulo de z, es igual a 2, v uno de los argumentos de z, es
el angulo @, = n, pur ello

= 2 (cos n 4 { sen m).

Tomando en consideracion que |z, | = 1 ¥ ¢ = a/2 es uno de
los arg tos de z,, obl

23 = cos (1/2) + i sen (n/2). A

Ejemplo 10. Escriban los niimeros
3, = Zros (Tn/4) — 2i sen (w/4), z, = — cos (n/17) +
+ i sen (n/17)
en forma irigonométrica.

& Para escribir 2, v 5, en. fnrma trigométrica no hay necesidad
de hallar previ sus 05 hacerlo
no presenta ninguna dificultad). Hagamos uso de que

cos (Tn/4) = cos ( — a/4), en lanto que
— sen (/4) = sen ( — a/4)

¥ obtenemos de inmediate la forma trigonométrica del primerni-
mero

2 = 2 (cos { — a/d) + i sen ( — a/4)).
Por analogia, teniendo en tuenta que

_mTﬂf‘:'m (n——)zcns "s?" ¥
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en lanto gue
sen n/17 = sen (n — n/17) = sen 168/17,
oblenemos
z; = cos (16a/17) + £ sen (16x/17). A
Ejemplo 11. Hallen el producto de los nimeros
%=V 2 (cos (112/4) + i sen (11:0/4)) ¥ 7,=
=V B(cos (3n/8) + i sen (3n/8)).
A Como |2, |=VZ, |2|=V8, entonces |22 | =4
El argumeanto del producto z)z, serd la suma
@+ 9. = iald + 3a/8 = 25a/8.
Por consiguiente,
22y = 4 (cos (25n/8) 4 i sen (23n/8)),
o I:ien‘
223 = 4 (cos (9n/8) < { zen (In/8)). A
; Ejemplo 12. Escriban en forma trigonométrica el nimero com-
Plejo

3 008 (/D) — 1 son (/3 (V3 -+-1)
i—1 i

& El niimero 2, = cos (n/3) — ¢ sen (a/3) tiene mddulo igual a
1y argumento g, = —a/3; el nimero z, = '3 + i tiene module
2 y argumento g, = a/6; el ndmero z, = i — 1 tiene mébdulo V2
y argumento @, = 3a/4. Por ello,

lsimnllnl 12 _yy

5l
y ¢l argumento
D=t —ta= — g+ —E=—1ln
Por lo tanto,
=V (s (~4g5) + b (g ) &

4. Elevacién a una potencia. La p ia del ni plej
z con el exponente n £ N se determina con la formula
P - T X

en la que el segundo miembro contiene n factores.
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Sea £ =r (cos ¢ - isen ), entonces

(r (cos ¢ + isen ¢))" = r" (cos ng + & sen ny), (12)
es decir, al elevar un nimero plejo a una p ia con exy
natural, su médulo se eleva a la _potencia con el mismo exponenla,
en tanto quo el arg se iplica por el exp de la po-
Lencia.

Ejemplo 13. Eleven a la novena potencia el nimero complejo
3= V3 -

& El modulo de z es igual a 2 ¥ uno de los argumentos es el dngu-
lo ip = —afh, por lo que el mbdulo del niimero z® es igual a 2¢
y el argumento del nimero z, a 8¢ = —3a/2. Por lo tanto,

(VE — i)® = 29 (cos (—3n/2) + isen (—3n/2)) = 51204

5. Radicacion. El_nlimern w se llama raiz del orden n del mi-

mero z (se designa V), siw®

P. ej., los nimeros w, = § yw = —i son las raices del orden
2 (lmws cuadradas) del nimero z = —1, ya que #=—1 y
(—i)® = —1,

e la definicion se desprende que cada solucién de la ecuacidén
w" = z es la raiz del orden n del nimero 2z, Con otras palabras, para
extraer una raiz de orden n del ndmero z es suficiente resolver la ecua-
cion w" =

Sea z == r (cos ¢ -+ { sen ¢), entonces la ecuacion w” = 3 liene
n soluciones (raices del orden n de z), que pueden ser halladas con la
formula

up=yr (r.os {%-{-@)4—(&3“ (-}—i—ﬂ_ :|) 3 (13)
k=0 1,2 ..., n—1.

De esta formula se deduce que todas las raices de orden n del ni-
mero £ tienen un miamn médulo fr. pero dlimntes argumentos que
1

difieren entre si por los de 2n/n. De
aqui se despram‘]e que los nimeros mmplnjns, raices del orden n
del jo z, corresponden a los puntos en el plano com-

plejo situados on los vértices de un n-igono regular inscrito en la
circunferencin de radio T con centro en el punto z = 0 (véase el
ejemplo 14).

Sefialemos que el simbolo 7 no tiene un sentido univoco. Por
ello, al emplearlo hay que comprender claramente lo que se entiende
por él. P. ej., empleando la anotacién ' —1 hay que poner aten-
cidn, para que esté claro, si por este simbolo se entiende un par de
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niimeros complejos { @ —i o bien uno y, si es asi, cuél de ellos preci-
samente,

Ejemplo 14. Hallen todos los valores de § —16.

& Escribamos el nimero z = —16 en forma trigonomélrica

z = —16 = 16 (cos  + { sen z1).

De acuerdo con la férmula (13), obtenemos
a2 (cos (345 1) 1o (F+24)) 60, 12,9,
Por consiguiente,
1wy = 2 (cos (n/4) + i sen (n/4)) = V2 +1 V3,
w, = 2(cos (3n/4) + i sen (3n/d)) = — V241 V3,
wy= 2 (cos (5n/4) + i sen (5a/d)) = — Y E—I VE,
wy=2(cos (Tn/h) 4 i sen (Tad)) = V' 2—i V2.

En la fig. 10 estén representados los cuatro valores de § —10.
Loz puntos correspondientes a los Wy, W0y, Wy, wy se hallan

¥
ey T +iT

gy wy
Fig. 10

en los vértices de un cuadrado inserito en la circunferencia de radio
R = 2 con centro en el punto z = 0.4
Ejemplo 15, Escriban el VEFTH-— VB 15

ViR i—12
algebraica a condicion de que las partes reales de las raices

V512 y V5—12i son negativas.
A Para extrasr la raiz cuadrada del ndmero 5 4 12i hagamos
V5 12 = z -+ iy, entonces
54+ 12i = 2 + 2ayi —

en forma
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¥, por lo tanto, r e y i el sist de
{x. —yt=
:yaﬁ
Despuéz de Iverlo, ol dos sol {3; 2) v (—3; —2).
De acuerdo con el planteamiento, la parte real de - 127 es ne-

galiva y, porello, V5 -+ 12 = —3 — 2i, De forma aniloga, halla-
mos V5 — 12i = —3 4 2i. Asi, pues,

A2 (3420 _ 2 .
e F—arm g A
5.32. Repr el ni plejo = en forma trigonométri-
ca:
1) s= — V34 2) 2= —1. 8) 2= —cosp—isen o3
4) z-—i+coa—+ sen ﬂ;‘—. 5) s=tgl—i.

5,33, Escriban el nimero complejo z en las formas algebraica y
trigonométrica:

1y g Licoa 5n/3) <4- i sen (S0 /3))
)K= ©os (n/B) =i sen (n/0)
1 P
Ty ey ) Rt (el
&) & —cos (5a/12) + | sen (5/12)
) 2= cos (13:12)— 1 sen (13n/12) ©

g oo (o Foimd) (i)

5.34. Rep en forma trig étrica el lejo 2
1Y 5 (cos 100° i sen 104°)
) Slcuiﬁ’.—im?ﬁ"ﬁ
sen {2a/5) + i {1 — con (27/5))
2) z= =1 .

5.35. El vector 5, = 2 + 5i, después de girarlo a un dngulo
/2 en sentido lmrarm y alargar dahlemenla se convierte en el vee-

tor z,. Hallen el de al vector z,.
5.36. El vector z = —2 + 3: esr.i girado a 130° y alargado 1'5
veces. Hallen el nii que T al vector obt:

do.
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5.37. Hallen el nimero complejo z en forma algebraica:
1) 2= ‘_2;__!%3_)”‘ 2) z=(cos 34° 4 i sen 31y,

MY Es s i (2
3) 1= (EHER) 4 e
5) = “ '.

=g
5.38. Escriban el nimero complejo z en forma trigonométrica:

1) 2= (VE~iy®. 2) 2= (LEEL)S,

3 s={E00 e &) s=(rg2—0p,

3) :-:{snn-?—+{(i+cnsu—:})‘.

5.39. ¢Con qué valores enteros de n es vilida la igualdad
A4+ = =7

5.40. Hallen todos los valores de ¥ si:

fyz2=—1, n=3 2) z2=8i,n=23.

3)e=1, n=5 4)z=14i n=8

5.41. Resuelvan las ecuaciones:

1) f=141i 2 +1=0 3#=1+ Vi

424+ 64=0 5:2*=7 B:"=z,neN

5.42. Bean A, (k =1,2, ..., n)los vérhcasde un n-dgono re-
gular inscrito en una circunferencia de radio unitario. Hallen:

1) 14,4, |2+ 1.4,1,[*-;-.. + 1A A, |5

2) | 444, - |44, |- Ay |
_ 6. Potencia pleja del ndmero ¢. La ion de elevacién del
ealap ia compleja z=:x--yise determina con la [6rmula
&' =% (cos y+iseny). (14)
P. ej.,

el e(cos 1 +isent),
€2 = cos (1/2) + i sen (n/2) =,
eM—=gosn-|isenn= —1.

Propiedades Tund les de la p i pleja del ni

e 1) a) entn o ghets, ) ,«.-,,,,.3‘_: '
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es decir, para ¢ se conservan las propiedades habituales de la po-
tencia.
2) Para los valores reales dez = = 4 0-4
&m0 ¥,
es decir, la potencia compleja del niimero ¢ se transforma, en este ca-
so, en una potencia con exponente real.
3) Para todo nimero complejo z es vilida la igualdad
ertimni_ g pg? (15)
on particular, e?ni—=1{,
De la férmula (14), con 2 = ig, g € R, se obtiene una importante
férmula
e =cos i sen g (16)

Namada férmula de Euler.
Cada nimero complejo z = 0 se puede representar en la forma

z=rei®, (&%)
donde r s el médulo del nid z, ¢, uno (cualquiera) de los argu-
mentos, Esta representacion de z lleva el bre de forma ex; ial

del niimero complejo. Para los niimeros complejos escritos en forma
exponencial las férmulas de multiplicacion, divisién, elevacién
a una potencia natural, extraccién de la raiz, toman la siguiente for-
ma compleja:

a) si 5, =re"® ¥ z,=re'%, entonces

2 2y 1 gl ), (18)
:_:z:_:,l(w.-n}; (19)

b) si z=re'®, entonces
M =r"elnw, {2‘0]

LS
'V;=‘V‘Fe("* =) (k=0, 1, 2, ..., n=1). (1)

Ejemplo 16, Representen en forma exponencial el nimero com-
plejo
: Y |
""Vs__'s- i

& Hallamos el médulo del nimero
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¥ uno de sus argumentos
tgp=—1/Y3, g= —a/6
(ya gue z se encuentra en el cuarto cuadrante). Por consiguiente,
s=—;—e"‘W. A

ial el ni loi

Ejemplo 17. Escriban en forma exp
o A=V/340) feos (/12— i sem (2/42)

A  Representemos cada uno de los nlimeros — V3 + i,
cos (n/12) — isen (n/12), 1 — i en forma exponencial
...]/5_*_(52,::"”_
cos{n/12) — i sen (n/12) = cos ( —n/12) 4 i son ( —a/12) = e-ait2,
t— = e,
Empleando las formulas (18) y (19), obtenemos
S, -nij12 e AR
"’"2'_1‘}_{:'37‘1?-,‘":]/5' Tt =V2ein. A
Ejemplo 18. Repr en forma exp ial el
complejo z = ( — 1 4 i)

& Escribamos en forma exponencial la base de la potencia y
apliquemos Ia férmula (20):

(—1+ip= (Y Zetnityp =g YT ptonitt < 4/ T e-nits, &

Ejemplo 19, Escriban todos los valores de la rafz V]f:?_}. i
en forma exponencial. -

A Representamos el nimero ¥'3 - i en forma exponencial y
aplicamos la formula (21):

VV o= Y TR = Y B0 (10,1, 2,3). &

5.43. 1 ren las propiedades 1) — 3) de la potencia comple-
ja dal nimero e.

5.4, Sea 3 = x + iy; hallen el médulo y los argumentos del ni-
mero &'

5.45. Representen z en forma algebraica:

-2 nisrom ramt-Z o

1) z2=et!, 2) 1=e * = _]z=c++“ L

5.46. Representen en forma exponencial el niimero complejo;
1) 2=— V12 — 24 2} : = — cos (n/T) + i sen (n/7).
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5.47. Escriban en las formas exponencial y algebraica el niimero
complejo:
!l{

1) z= SeT 0.2¢* (m(&t.flﬁjwisan(‘mfﬂ))
2) :—{—gmm) A == (Y I=ip.

1 T3 44 Y B
4) 2= [eos 1Z°F 1sen 12 ° 5 2= T >
5.48. Demuestren la férmula
(1 cosa f sen @) = (Zcoa —;—}he"“. nEN, aeR.

5.49. Empleando la férmula (21) eseriban en forma exponencial

todos los valores de §z:
1) z=1,n=23 Naez=—1n=35 .
3 z=—4+ ViBi,n=3 dyr=—1—V3in=4d
5.50. Hallen las sumas:

) ﬁo,m_ 2) g} sen kep, p=2np, pEL.
- i |
3 X cosky, ¢2ap, peL.

§6. Polinomi e T
Fracciones racionales

1. Poli i E i Igebrai Llevan ¢l nombre de

pa.'momms con relacién a la variable z las expresiones de la forma

Mz a2 L az g, {1

donde n es mimero entero no negativo, a, (k = 0,1, . . ., n), cier-
tos nimeras.

Suelen decir que el polinomio (1) estd dade sobre el conjunto de

niimeros complejos si ay € { y sobre un conjunto de nimeros reales

si ay € R.
Los niimeros ay se denmmnnn :oeﬂclen:es del pnlmnmlo. el coe-
ficiente a, se llama de mayor

grado. Sia, =1el pnllnunuo lleva el numhrz 'de reducido.

Si a, == 0, el nimero n se llama grado del polinomio.

Para Is anotacin abreviada de los polinomios se emplean, por
regla, las designaciones P (z), @ (z), A (z), ..., si la variable
z€Cy P(z), Q(z), R(z)h etc, si la variable z = z ¢ . Cuando
s‘: qFl)ere remarcar que el polinomio P (z) tiene el grado n, se escribe

» (2).
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Los polinomios P, (z) = a,, a,5= 0, es decir, los polinomios de
grado nulo, son nimeros complejos no iguales a cero. El namero 0
también se considera polinomio y se denomina nulo. El polinomio
oulo es el dinico que no tiene grado.

Los polinomios P, (3) ¥ Qm (2) se consideran iguales (se escribe
Py (z) = Qm (2)) si son iguales los coeficientes con iguales potencias
de,z. Para la igualdad de los polinomios es evidente la necesidad de
1a igualdad de sus grados.

Para los polinomios se determinan las operaciones de adicién
y multiplicacién, Cada una de ellas se somete a las loyes conmutati-
ve y iativa. Las jonad i estin ligadas enice
g con la ley distributiva.

La suma P, (3} + Qp (z) de los polinomiocs

Py(z)=au"+a,. 2™+ ... fazta,
Qmlz)=bps™tap ™'+ ... bzt b,

s un polinomio cuyos , con cada p ia de z, son iguales
& la suma de los coeficientes con esa misma potencia de z de los po-
linomios P, (z) ¥ Qm (2).
P. ef., si Pgfs) =2* - 3i2* — 1y Qy (1) = iz® + 5 + 1, enton-
ces
Pylz) + @, {2) = 2* + 4is* + 3.
La suma de loz polinomios P (z_] ¥ @m (z) s un polinomio euyo

grado no supera el mayor de los niimeros n y m, o bien no existe.
Se denomina producto P, (2)Qn (z) de los polinomios

Polzs)=aps" 40, "' 4... f a2 40y,
Qul2) =™ b 2™ b bzt by

el polinomio

Snsm (B =Cpanz™™ f ... F P+ . o2 tey,

en el que el coeficiente ¢y (0= k<< n + m) es igual a la suma de
todos los posibles productos a;b;, donde { + j = k.

Con el fin de hallar el producio de loszgolimmios P, (z)y O (3)
es suficiente multiplicar cada término ays* del polinomio P, {z) por
cada término biz! de @, () ¥ escribir la suma de todos los productos
obtenidos aybz"*,

P. oj., si Py(2) = 2* — 1 y Q, {z) = 2¢* 4 z, entonces

Pi(a)Qs(s) = (* — 1) (22 4+25) = 257 425 — 283 — 3,
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Si N () es un polinomio nulo, para cualquier polinomio P (z), per
definicién, se supone que

P@+AN@E@H=P@E), PERNE=NG.

Decimos que la diferencia de P (z) — Q (z) do los polinomics
P (z) y @ (5) es tal polinomio R (s) que

Pz) =0Q()+ R(z).

La diferencia existe para cualesquiers dos polinomios y se de-
termina univocamente.

Para cualesquiera dos polinomios P, (2} ¥ Qu (z) existen tales
polinomios T (z) ¥ R (z) que

Po(5) = Qm () T () + R (), @

con la particularidad de que bien el grado de R (s) es menor que m,
o bien A (z) = 0 (es decir, & (z) es el polinomio nulo). Los polino-
mios T (z) v R () se determinan univocamente; T (z) se denomina
cociente y R (z), resto de la division del polinomio P, () entre el
polinemio Q@ (z).

Si R (z) = 0, decimos que P, (3) se divide entre Qp, (z). En seme-
jante caso, Q (z) lleva el nombre de divisor del polinomio Py (z).

Con el fin de determinar el cociente y el resto de la division de
dos polinomios existen diversos procedimientos. Con la mayor fre-
cuencia se hace uso de la «division bajo dngulos o bien del método
de los ecoeficientes indeterminadoss.

P. ¢j., la sdivisién bajo dngulor del polinomio 2z* — 5% - 22
entre el polinomio z* — 1 se realiza asi:

-5 +i= | =1
st — &t b2
S —5F Fis Fi=
=522 +5
_at =5
227 —2
s

Por esto,
W52 b 2= (=) (27 =5 2+ (—3+2),

es decir, el polinomio T (:l’ = 2% — 0z 4 2 es el cociente, en tante
que R () = — 3z + 2, el resto.

Con el fin de hallar el cociente y el resto de la divisién de esos mis-
mos polinomi iin el método de los ficientes indeterminados
se opera del modo siguients. Como el primer polinomio es del grado 4
y segundo, del 2, el cociente se busca en la forma T (z) = az® + bz +
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“ ¢ ¥ el resto, en la forma & (z) = b,z 4- ¢,. Se escribe la igualdad
@):

268 — 553 4 22 = (2* — 1) {as? + bz + &) + byz + oy

Si los polinomios son iguales, también lo serin sus coeficientes
con las mismas potencias de z, o sea, los coeficientes de los polino-
mios T (s} y A (3) satisfacen al sistema de ecunciones

2=gq,
=De=p,
O=c—a,
2= —b4b,
vt U= —cde,.
De este sistema hallamosa = 2,b = —5,e = 2, b, = — 3, ¢, = 2,
de particular interés la division del polinemio 2, ﬁz} entre

el polinomio reducido de primer grado z — z,, La igualdad (2) to-
ma, en este caso, la forma

Py (2) = (2 —2) Ty (2) + w0,
donde w, es cierto nfn}mro complejo.

Sien la indicad 2 = 3,, obtendremos P, (5,) =
= Dy,

El nimero w, = P, {z,) se d ina valor de pol Pp (2)
N =%, '

Asi, pues, el resto de la divisién del polinomio P, (z) entre
z — 3, es igual al valor de éste con 2 =z, (teorema de Rezout),

Si wy = P, (5,) = 0, el polinomio P, (z) se divide entre el bi-
npom(i«): lineal 2 — =z, es decir, = — 3, es el divisor del polinomio

' (7).

Si el valor del polinomio P, (z) con z = z, es igual a cero, es
decir, P, (z5) = 0, al niimero 2, s le da el nombre de raiz del poli-
nomio P, (z). En tal caso, también se dice que el nimero z, es la
rafz (o bien solucidn) de la ecuacidn

apz" k...t ay =0, a, =0 (3)

La ecuacién (3} lleva el nombre de ecuacidn algebraica de n-ésimo
grado. Resolver la ecuacién (3) significa ballar todas sus raices o
bien hallar todas las raices del polinemio P, (z), lo que es lo mismo.

Si el polinomio P, (z) se divide entre el polinomio (z — z,)%,
EEN, pero no se divide entre el polinomio (z — z,)**, la raiz z,
se llama rafz de k-ésimo grado de multiplicidad del polinomio P, (z)
y raiz de k-ésimo grado de multiplicidad de la ecuacion (3). La raiz
de primer grado de multiplicidad se denomina con frecuencia sim-
T-08E4
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ple, la taiz de k-ésimo grado de multiplicidad, con k=1, recibe el
nombre de rmiltiple. El polinomio
Pylz) = napz™ ! + (n — )ap—2"* + ... + 2232 + oy
se llama derivada del polinomio P, (z). Al determinar la multiplici-
dad de la raiz de un polinomio, muy a menudo se utiliza la siguiente
afirmacicn: la raiz maltiple del polinomio P, (z) es también la raiz
del polinomio P, (z).
La ecuacion algebraica de grado nulo no debe tener raices.
La ecuacion algebraica de primer grado
ez 4+ b=10
tiene una raiz
: = — bla.
Las raices de la ecuacién de segundo grado (raices de la ecuacidn
cuadritica)
az* + bz +c =0

se hallan con ayuda de la firmula

zw-—-a-—uu—-——_btk‘ Lol g (4)
El niimero D = b* — 4ac se llama discriminante de la 16n cus-

dritica, mientras que por VD se entiende cierto valor de la rafz.
Si D = 0, la ecuacién cuadritica tiene una sola raiz de segundo or-
den de multiplicidad; si D = 0, dos raices simples.
Las rajces de la ecuscién algebraica de dos términos

a4+ b=10
se hallan con la férmula

=" "t (5)
8i b = 0, semejante peuacién tiene n raices simples (de primer grado
de multiplicidad) que pueden ser halladas segin la férmula (13) del

En &l caso general, no existen [ormulas (semejantes a las (4),
(5)) que permitan expresar las raices de una ecuacién algebraica,
con ayuda de sus coeficientes. Claro estd, que la falta de un métode
e | para lver las i algebraicas, no impide que ex
casos particulares se emplee uno u otro rasgoe especifico de la ecua-
cidn para hallar sus raices. Ad ol resolver hos probl a8
requiere hallar no todas las raices de la ecuacidn, sino sélo aguellas
que per & cierto conj p. &j., al conj de los nd

reales o bien ol de nimeros enteros. Para resolver las ecuaciones
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con coeficientes enteros tesultn ser con frecuencia iitil el siguiente
teorema.

1ok

Teorema. Las raices de una e con coe-
ficientes enteros son los divisores del término independiente.

La existencia de las raices de las ecuaciones algebraicas se esta-
blece con ayuda del teorema fundamental de dlgebra delos niimeros
complejos, es decir, el teorema de Gauss.

T La ion algebraica de grado r en un conjunto de ni-
meros complejos tiene n raices a condicién de que cada raiz de k-
ésimo grado de multiplicidad se cuenta k veces.

Del teorema de Gauss se desprende que cada polinomio P, (z)
permite la representacion de la forma

Polzy=anl(z—z)M (z—z) .. (z— 2, (6)

donde z,, z;, . .., z; son diferentes raices del polinomio, mienlras
que ky, kg, . . ., k;, sus correspondientes multiplicidades, con elio

kythky+...4+k=n

Cada polinomio P, (z) con coeficientes reales permite la represen-
tacion en la forma

Pr(@=aa(z—z .. (z—n) 1 (B4 pato) ...
coilZt - prE b g)™,  (T)

donde z,, 23, ..., % son diferentes raices reales del polinomio;
ky, kg, . . ., by sus correspondientes multiplicidades; py, g, . . .,
Pm_ Gm. diferentes pares de nimeres reales que satisfacen las desi-
gualdades

Pi—hg <0, ..., ph—dgn<0;

Ty Tyu =+ oy T 500 nlimeros naturales, con ello
k4+bk4+...+h+2n+rn+...+r)=n
Ejemplo 1. Resuelvan la ecuacidn

23z 4+3=0
& Con la férmula (4), hallamos

= G—12 —& = =% 3 3 /5
s VO 34 VY  —B21VE R ST LB

Ejemplo 2. Resuelvan la ecuacién
HFe (24 ip—1 + Ti=0.
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& Con la férmula para las raices de una ecuacién cuadritica,
tenemos

g 2Hix VELRTAU—T0 _ 241 VT2
SIS ] '

Con el fin de determinar. cualquier valor de )/ 7—24i hacemos
Vm = I - iy.
Entonces
7 — 241 = 2* + 2ayi — &*
¥, por lo tanto, z ¢ y satisfacen el sistema
#_y=T
{ Ty =—12,
con la particularidad de que z e y son nimeros reales. El sistema Lie-
ne la solucién x = 4, y = — 3. Por ello,
g bEIHASS g

g -1~ N YN

Ejemplo 3. Resuelvan la ecuacion
Pz —9 =10
A Al analizar los divisores del término independiente nos cer-
cioramos de que s6loz = 3 es la raiz entera de la ecuacidn. Dividimos
el primer miewnbro de la ecuaciin eotre s — 3

2 —Bz—0 j2=—3
#3243

Asi, pues,
Pz —9=(s—3) (= +3+3
¥, después de resolver la ecuacitn cuadritica
2 4+E43=0
obtenemos las restantes raices. De modo que

=3 5:'“-*3*4-‘-%3—. a.=-—%—i-1;i.g
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Ejemplo 4. Aclaren si existen o no raices enteras de la ecuacién
28 —5a' —2: 2 =0,

A Bblo pueden ser raices enteras de la ecuacién los nimeres
=1, = 2. Al ponerlos en la ecuacién vemos que ninguno de estos
cuatro nimeros Ja satisface. Es decir, la ecuacion dada no tiene rai-
ces enteras. A

Ejemplo 5. Resuelvan la ecuacion

2% — 22% — 132% + 262% + 36z — 72 = 0.
& Probando Jos divisores del término independiente, hallamos

que 3 = = 2 son las raices de la ecuacién. Dividiendo el primer
mipmbro de ésta entre z* — 4, llegamos a la ecuncién

P =294+ 18=0,
cuya raiz es 2 = 2. Habiendo dividido el primer miembro de la

ecuacién obtenida entre z — 2, hallamos 2* — 9. Asf, pues, la ecuu<
cién se puede escribir en la forma

E+3)E4+2)z—2PE=-3 =0

es decir, tiene tres raices de primer grado de multiplicidad {simples)
2= —3,z=—22=23yunaraiz de zegundo grado de multipli-
cidad z = 2. A.

Ejemplo 6. Representen el polinomio

P (z) =27 4- 2% + B4z 4 64

en forma del prod : a) de los I lineales, b) de los fact
linegles y cuadriticos con coeficientes reales.
& Hallemos todas las raices del polinomio. Ya que

2 bt 4 Bhz -+ 64 = (z + 1) (8 + 64),

z; = — 1 y con el fin de hallar las restantes raices hay que extraer
la raiz de sexto grado del nimero — 64. Segiin la formula (13) del
§ 5, obtenemos

a=VI+i, 5=VI—t, 5=—V3+i,
n=—VI—i, =2 z=—2L

Por esta razon, rep el poli io dado en forma del
producto de los siete Iactores lineales:

PRy =G+ 1) (= VI—0) = V3+1) (24 VT -1) x
%2+ V34i) (s — 20) (z 4 20).
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Multiplicando a pares los bi ios lineales correspondi a

las raices complejamente jugadas ob la d icid
del polinomio en faclores con coeficientes reales:

P)= (1)@ =2V +4) @ +2VE + 4) @ + 0)

También podri haber obtenido tal d A e
las 1 :

87 b2 6z + 64 = (z + 1) (=" + 6d)=
= {5 + 1) {z* 4 4) (24 — 42 + 16) =
= (g + 1) (z* + 4) (2* + 822 4 16 — 12:%) =
=E+NDE )@ H4-2VER) E +44+2VE)A

2. Fraceiones racionales. La expresién P2 donds P (z) ¥y Q@ (2)

e
son polinomios, con la pameularndad de que 0 (:) €s un polinomio
no nulo, lleva el nombre de fi io P (z) se
denoming numerador y @ (z), d inador de la i6n racional.

Por lo visto, cada polmom.m T (z) es una fraccién racional (en tal
coso, P(z) =T (z), Q(z) = 1).
Las fracciones racionales -3% ¥ ?E:: se consideran iguales si

PSS =REQM.

De aqui sigue que dos fracciones racionales con iguales denomi-
nadores son fguales si y sblo si son iguales sus numeradores.

La suma SE:; +‘§% de las fracciones racionales ;é:} ¥ :({::
sid {5k In fengeds gy Fms{q-p-nmq[ﬂ ¥ # wo
ducto -3% g::; , la [raccién racional -a%%%

La diferencia y el coci de dos fracci ionales se deter-
mina como el ltado de las op i a la adicién y
multiplicacién.

Las de adicién y multiplicacién de fracci racio-

nales son conmutativas y asociativas; estén ligadas entre si mediante
la ley distributiva.

La fraccién racional H:: Hleva el nombre de propia si el grado
del polinomio P(z) es menor que el de @ (z). Si el grado de P(z)
es mayor o igual que el de Q(z), la fraccién racional 0—3: se
llama impropia.
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Cada fraccion racional impropia %‘% puede representarse en

forma de un polinomio o bien de la suma del polinomio y cierta frac-
cion racional propia. En efecto, si T (z) es el cociente y R (z) el
resto de la division del polinomio P (z) entre @ (z), es valida In igual-
dad

Pl Rz
T =T+ (8)

donde bien la fraceién Oi? es propia, o bien R (z)=10.

La ion de una fraccién impropia en la forma (8) re-
cibe el nombre de formacidn de la parte entera de una fraccién racio-
nal impropia.

Ejemplo 7. Hepresenten la fraccién racional +‘H en for-
ma de la suma de un polinomio y una fraceién propia.

&Dividiendn el polinomio P (z) =2 — ¢ +1 em'.re el poli-
nomio @ (2} = z* 4 1, obtenemos el cociente T (z) =2 —1 y el
resto R (2) = — gt + 2. Por consiguiente,

ol =@ NP =) =242,
de donde
2
=d—1+ T A

3. D P 6 i propia en un conjun-
to de it 1 les, Sea P'::; una
fracci ional propia y la d icion del

que
polinomio @ (z) en los factores “lineales tiene la forma (8]
Entonces existen las constantes

AMG=1,2 ... 8 k=1,2,.... k),
con las gue es vilida la igualdad

[/
.!"::j]f =Z lrz —E—L—[‘_"J i {9)
=1

Los sumandos (no iguales a cero) dal segundo mlemhrn de la for-
mula (9) se llaman fr imples) en un
conjunto de nimeros complajos El segundo miembro de la formula
(9) recibe el nombre de descomposicidn de una }‘m«ldn racional en la
suma de las fracciones racionales el Los de la
descomposicién se definen de modo nnivocn Asf, pues, cada frac-
cién racional propia en un i plejos puede ser
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representada, ademds del dinico modo, en forma de la suma de frac-
ciones racionales elementales. La forma de esta suma se define ple-
namente con las raices y la multiplicidad del d inador de la
fraccion racional. Si las raices del denominador de semejante frac-
cidn son conocidas, los coeficientes se pueden hallar con diferentes
procedimientos, Con la mayor frecuencia se caleulan con ayuda del

étodo de los ficientes indeterminadoss,
Ejemplo 8. Descompongan la fraceidn rncional f:fi en wn
junto de nd plejos en la suma de fracciones clementa-
les.
4 Eld inador de la fraceid ional tienc las raices s, = 0,
2, = — 1, £, = 1, Por eato, existen tales constanies A, B, C que
es valida la ignaldad
:’il
P—z
Con el fin de determinar los coefici A, 8yC las
fracciones en el segundo miembro de la igualdad:
bl AE—N 4 B le—1)+ Crizt 1)
EET &z :

Las fracciones racionales con iguales denominadores sou iguales
entre si si y sblo si son iguales sus numeradores. Por ello,

2l =A@ —1) 4 Bz(z— 1)+ Cz(z+ 1) (i

Si dos palinomios son iguales, sus valores, con iguales valores de z,
también lo son. Haciend ivamente en la igualdad (10) z =
=0, z=—1, =1, oblenemos 1 = — 4, EH;ZB. 2=20,
es decir, A = — 1, B =1, € = 1. La descomposicién buscada tiene
la forma

e ot A | 1 1
Pz "'—T+ 41 + Pt A

- P s e | z+43
Ejemplo 9. D pongan la T

en un conjunto de nimeros complejos en una suma de fracciones
elementales,

A El denominador de la fraceion racional tiene las raices 3, = 1,
£y = i, 3, = — i Por ello, la descomposicién buscada tiene la for-
ma

243 ey Moo M e B
E=NE+1) =1 | =i ' #+i
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De esta igualdad de fracci racionales se desprende la ignal-
dad de los paimomlnu

z+.5—1!(s’+i] +Bz—1A)(z+8+C(z—1)(z—i.
1 d iv te z ignal a 1, i e — i, obtenemos
b=24,i4+3=B(i—1)2, —i4+3=C(—i—1)(—2i),
es decir,

i i
A=2 B=—t+4, C=—1—p.

Asf, pues,
i i
3 g ity . Sy i
(s—1) (*+1) s—1 ! z—1 ! ki
4. Dy posicion de una fraccié fonal propia en un con-
junto de nimeros reales en fracciones clementales. Sean -g—:ﬂ} una
fraccién racional propia, P (z) v @ (z), poli ios con coefici

reales, con la particularidad de que la descomposicién del polina-
mio @ (r) en los factores lineales y cuadriticos tiene la forma (7).
Entonces existen las constantes reales

AP (e, 2, 00 B R, 2 L B
My NO(=1, 2 oo my or=1,02, ),
con lag que es vilida la igualdad
N
I AP T gy
i 3
.EI l*—!ﬁ‘ TE Z [CET T a7 L (1

jeui R

Loz sumandos (nn lgunlns a coro) on 01 sammdn mleml.m: da la
formnla (11) se llaman 1
en un aon]unto de ni'mlerus reales. EI segundn mlemhro de la férmu-
la (11) P de la f ional en la suma
de {; les el les. Los coefici de la descom-
posiclén se delerminan univocamente. De este modo, cada fraccion

racional propin ﬂ% en un conjunto de nimeros reales puede sor

pmntndn, adomas de la dnica forma, en forma de la suma de

ales. R 1 que el tipo de Ja descompo-
sh:lon (11) se predetermina con raices y la mulhphcldlﬂ del deno-
minador de la fmu:lbu racional. Los dimentos para hallar los

r

de la d I serdn dos en los ejemplos.
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E]emplo 10. lndmuen el tipo de dascompoeiciéu en la suma de
en un conj reales para las

fracciones racionales:
1) =4 x4+ 2) 21423 —143
EHN =2 ° R e

& Cada una de las fracciones racionales dadas es propia y, por
ello, las descomposiciones buscadas uxlsl.en, El denominador de la
primera fraccién tiene une raiz simple r = 2 y vna raiz de segundo
grado de multiplicadad z = — 1. Por esta razin, para la primera
fraccion la descomposicion tiene la forma

Lz A A AR
(1) (=—2) =2 ' apt V=410
El denominador de la segunda fraceién se descompone en factores
lineales y cnadriticos del modo sigyiente:
22 42 28 P = (4 ) (@ N

Por ello, para la segunda fraccion la d posicién tiene la forma
#4013 o
PPN R T
o Al'i} dl‘II “?I Ji!] ."‘,"J"’ Nilli M}‘i‘_‘_hﬂ.‘l
B, M SR ) I

=+1 F3 FLAL I 1 =iy

Ejemplo 11. Descompongan en un conjunto de nimeros reales en
fracciones clementales:
DTS g 20
FIrE T ) E e

1
1) 2::-1u=—3](;-—.1;' 2]
LS
9w Y TEeTS

& 1) El denominador de la fraccion racional tiene raices sim-
ples 2, = 1, z, = 2, z, = 3, por lo quo la descomposicion buscada
se escribe en la forma

1 Ay A A
r—)(z=2(z—8) z—1 ' z—2 ' #=3"
Dall' Idad de las fracci racionales (por definicién) se
la igualdad de los poli i

m:a, z— 2z —B +As(z—1)z—3) +
FA =D E—2 (12

Si los pohnomms son iguales, también lo sou sus valores con iguales
valores de z. H. en la igualdad (12) z =1,
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=2, r=3, hallamos 1/2 = 24,, 1/2 = — A,, 1/2 = 24,, es
decir,

Ay =k Agm —102, A,=1/4

Asi, pues,
1 174 2, 14
Te—NE—0E=9 =1 -2 " =-8"
2) El denominador de la fraccion racional ya estd d t
en un producto de fac'bom linealea ¥ cuadriticos. La tlnscompoalc:én
en una suma de f tales tiene, en caso, la

siguiente forma:
P+754+32 _ A | Bz4C |, Dz4-E
x (2R = TR Ve

De la igualdad de las fracciones racionales sigue la igualdad de
los polinemios

24 Tr 432 = A (2 4 4P + (Bz+C) x (2 + 4) + (Dz+E) z.
De Ja igualdad de los polmumus se d‘nduue la de sus coelicientes

con lguales de z. Ig tes con iguales
i un sist lineal de ecuaciones
0=A+B8,
i1=C,
0=84 448D,
T=4C+E,
32=1064.
Resolviendo este sistema, hallamos 4 =2, B = — 2, (= 1|,
D= —8, £ =23. Por lo tanto,
4 Tz-432 2 _ 2r—1 Br—3
EETAE A @A
3) En este caso es hle b la d icidn b i

sin aplicar el método de los wcoeficientes indeterminadoss. Trans-
la ional del modo siguiente:

2e4 CAbaroat
FAL A =(2r41) T
L 1 1 f4at—zt
={2x-+1) { ;’:(+==| BT ) ={(2e+1) EIE
gzl 2241
(1+:ﬂ)‘ =(2z+1} (_— += J_ r=aF

204 e 2z
FTE TR T @
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La descomposicidn obtenida es la de la fraccién racional dada en
la suma de fracciones elementales.

4) Aqui, como en el anterior caso, la descomposicidn buscada
puede ser hallada con ayuda de sencillas transformaciones. Hacien-
do x 4 3 = t, reescrib la fraceio ional del modo siguient

e T e o SO L e o 1 ot N
[FEE [ e 5

1 9 2%

= —prtaw =
S R T %
T P P T

es fn L d
£ 1

La descomposici
5) La descomposicion en i tales tiene la forma

327 Az+B | Cx D
[EEREEE] P LI

De la igualdad de las fracciones se deduce la de los polinomios
6 - 822 = (Ax + B) (£ + 4) -+ (Cz + D) (=* +1).

Haciond

aqui ¢ amenle * - i v r — 2i, ubtenomos
[5_35=3[41+H}.
6—24i= —3(2Ci 4+ D).

De esle sistema hallamos A — — 1, # = 2, ¢ — 4, D = — 2. Por
lo tanto,

6430 _ 2—z dz—2
eI T T e A
i.1. (Con qué valores de A, B, C, D son igusles los polinomios
P (5) = (Az + B) (#* — 2 -+ 1) + (€2 + D) (* + 3)
Q(z) = 22" +2* + hz 12
6.2. Elijan los polinomios P (2} y @ (z) del menor grado de forma
que se verifique la ignaldad
(=20 — 4 Bz + 1) P2) + (PP =52 —3)Q(s) = =
6.9. :Con qué valoresde A, B, C, D es valida para los polinomios
PlRl= A2 + B — 8+ Ay Q=22+ C2 4D

1a igualdsd P () = Q* ()2
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6.4. Hallen ol grado del polinomio:
1) Plz)=23(zt —1) k(1 = 2) (P 28+ 54 22 24 1).

- (z—z)lz—g)  (z—2){z—z)
D == e T G

y {2—1,
(2r—y) (fg—m) 7

%1y 2, 25, 500 ndmeros complejos distintos a 5

6.5. Hallen el cociente T (z) v el resto K (z) de la division del
poimomlo P (z) entre el polinemio @ (3):

1) P(s) =2 + 52 — T2 —3, Q(z) =2 — 8z + 16,

AP(E=22+34+Tiz=1,0Q0)=z—1

NPE)=2—=2 41, Q@)= (=1

HPs)=22—1, Q(z) =22 — 52 + 22

S P(r)=120—1, Q(z) =2* 1.

6.6. Determinen si el polinomio @ (z) es el divisor del polino-
mio P (z):

1) Plz) =2t — 322 + 2, Qz) =2 —1.

2) Pz =20 — 32 4+ 2, Q(z) =2 — 1.

3) Pz) = bis* + 142* + 52 + 58* —z— 6, Q(z) =2 4 1.

6.7. (Con qué valores de a y b el polinomio @ (z) es el divisor del
polinomio P (z):

1) Q@) =(z—1P P (z) = as* + bs* + 1.

Q@ == +z+i P(z)=2" 4 a: b

NQ@E) =2t +az+b P =2—12

6.8. ;Con qué valores naturales de n ¥ m (n==m) el polinomio
€ (z) es ol divisor del polinomio P (3):

1) Q(z)=2z"—a™, P(s)y=z"—a", as:0.
2) @Q()=2z"+a", P(zy=z"+a", a==0.
3) Q(z)=2"+a™, P(z)=z"—a", az=0.

4) Q) =+3+1. P{z)=:"‘"+x""+s‘.

5 Qlz)=2'+ 2241, Pl)=a14m

6.9. Hallen el pn]momm de maximo grado que sea el divisor
de los polinomios P (f) ¥ @ (zk

1) P (z) = ("—”(2‘ 2-5+1] 0(3}—(3"—1]’

2) Ps) =20 — 1, Q) =

d} P(s) = — 3% 0 i Q(S}u?.sl“-—&a:"—- 3059,

6.10. Al dividir el polinomio P (z) por 2 — 1 en el resto se ob-
tiene 3, mientras que al dividirlo entre 3—2, el resto serd 4. Hallen
el resto de la division P (z) por s* — 3z + 2.

6.41. Al dividir el polinomio P (z) entre z — { on el resto se ob-
tiene {, en tanto que al dividirlo entre z -+ i, el resto serd 1 -+ i.
Hallen el resto de la divisidn de P (z) entre 2* + 4.
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G.12. Hallen el resto de la division del polinomio P (2) =
=z _ { entre el polinomio @ () = (z* + 1) (s* + 2 +1).

£.13. Hesuelvan las ecuaciones:

N8 —2:4+5=0 2} 2 =2ie—0H=0

3) 2 — 200 492 + 6l = 0.

4) g — 82 —Biz + 13 + 131 = 0.

@it — B —Dz+4+Ti=0

6.44. Resuelvan las ecuaciones:

1):‘—.50;' +20 =02+ ++F+s4+1=0

3 (“" } =i. &) (2—8z(s+i) (34 20)= 2.

6.15. Hallen las raices de las ecuaciones, cuya parte real es
negaliva:

HhA—2—2=0 1) 39 —2>— 902 =0

6.16. Demuestren que Jas raices enleras de una ecuacion algebrai-
¢a con coeficientes enteros son los divisores del término inde-

pendiente.
6.17. Hallen las raices entaras de las ecuaciones:
1) 228 342 =0 2)2‘—0:‘—1—1’}:—!4:0.

3 22 — 5 — 2—-2=0

A) 2t 4 AP 25..‘—15:4-8& 0.

5) M — Gz LMt — 2 — 182 +20: —8 =0,

6.18. Demuestren que cadn raiz racional de una ecuacién alge-
braica con coefici enteros se ref en la forma p/g, donde p
os cierto divisor del Lérmino independente y g, cierto divisor del
coeficiente de mavor grado de la ecuuc:on

6.19. Hallen las raices raci de las

1) 33 + 2424 35=0. 2) 2s'+.:\:’-ﬁﬁz’ +|s=+s;u

6.20. Resuelvan las ecuaciones:

n 23 412 + 13 4+ 15 = 0.

2) 2t — 42 - T2 — 16z 412 = (.

3}:‘+Ax‘+é:‘+aa’+iﬁz+32—0

4) 2 — 20 — ]3:3+2$1‘+3hs—72—0

6.21. D L que s la

85" b 2™ L F a2 ey =0

can coeficientes reales tiene una raiz z,, el nimero z, es asimismo
raiz de dicha ecuacién.

6.22, Demuestren que si un polinomio con coeficientes reales
tiene una raiz 2, = a + bi, el polinomio (x — g)* + b* es su di-
visor.

6.23. Cercib de que el z, ¢s la raiz de las ecuaciones

)30 =52 + 3+ —2=0, 3, = L

N+ 438 2 43P bl =0 g =1
¥ hallen las restentes raices.
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6.24. D tren que cada poli io de grado impar con coefi-
cientes realaa tiene al menos una raiz real.
6.25. ;Con qué valores racionales de a y b el nimero 1 + V3 es
la raiz de la ecuacién
2+ 0 + bt 4524 2=07

Hallen Igs restantes raices de la ecuacién con los valores hallados
de a y

6.26. Hallen las raices de

1) =* +21‘+3¢‘+2='+3:’+2:+2—0‘ 432 +
+ 62 48z + 4 = 0.

2]z'+2:’+23+1—0 2192 L g0 L | = ),

6.27. Determinen la multiplicidad de la raiz z, para las scua-
ciones:

1) 320~ dgd 1 =0, z—1.

2) 520727 = 0224 h2— B =m0, z,=2.

3) M —pe"Ln® —1=0, n>1, 5,=1.

6.28. JCon qué valores de a y b la ecuacidn

2+ 10as® + 5b: — 4 YT =10

tiene una raiz de multiplicidad 37

6.29. Demuestren que la ecuacion
el

Itk a1=0

no liene raices miltiples.

6.30. Hallen el polinomic P (z) de minimo grado que tiene la
raiz z =0 del décimo orden y tal queel polinomio P (z) — {1 tiene la
raiz x = 1 de quinto orden.

6.31. Hallen el poli ducido de minimo grado con coefi-
cientes reales, cuyas raices son: 1) 3 = 3 Y23,=20—1,2)z =i
(raiz de multiplicidad 2) vy z, = — 1 — L.

6.32. Hallen el polinomio reducide de minimo o grado con coefi-
cientes racionales, cuya raiz es 3, = V5 — VI

6.33. Demuestren que las raices z;, 2,, ., ., 2, do la ccuacidn

Mba, ez, =0
estin ligadas con sus coeficienles mediante las formulas de Viite:
Lttt o= —ap,
T T e . T
333+ 355+ - Snpfaeiia = — 8y

22325 ... 3 =(—1)"a,
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6.34. La ecuacién 2¢* + az® + bz + 12 =0 tiene las raices
z, =1, 5, = — 2. Hallen la tercera raiz de esta ecuacion.
6.95. Sean 2,, 25, 25 las raices de la ecoacién @ — 2f —1 = 0.
Confeccionen una ecuacidn cryas raices fuesen los nimeros z, + 3y
23, & b
£.36. ;Con qué valores de ¢ las raices de la ecnacitn
PPt 2te=0

forman una progresién geométrica? Hallen las raices con esta condi-
cion.

6.37. Hallen la suma de los cuadrados y 1a de los cubos de las
raices de la ecuacién

Bt =5 +2: +1=0.

6.38. Hallen la suma de los cuadrados de las raices de la ecua-
cidn
oy, 2" L ey =0,
6.39. Hallen la suma de los coeficientes del polinomio:

1) (4z=5)e. 2) (3 V:‘:—%)“.

3 (42— 22— 1) (52— TP

6.40. Representen el polinomio en forma del producto de los
factores lineales:

)P +1.2) 2 — e 411z 0.

3) 6t — 112 — 2 — 4.

4) 2 — dst — 62® 4 162 4 2% 4 12

e+l —ptt+(i—2z—-1-—1L

6.41, Representen el polinomio en forma del producto de los
factores lineales y cuadrdlicos con coeficientes reales:

1) 2 + 4. 2) 28 4+ 27,

3) (2 4+ 2)® + 4 4 b — 12

4) 2 4 (2 4+ 1) - (2 )

S)fr A1) (x+3)(z+5z+T+15

6) 78 — 22 — 272 — 4dx 4+ 7.

N+ =42 =2 — 1

6.42. ;Existe un polinomio cuye cuadrado fuese igual al poli-
nomio

Pl F i EE S

6.43. Hallen el polinomio P (z) de grado minimo que satisfaga
la condicifm:

1) P(—3) =13, P (4) =13, P (5) = 21.

BP(—1)=4 P(O}=3 P{)=0, P2)y=1.

YP(—)==1, P{1)=0,P@=1,PH=2
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6.44. ;Hay un polinomio P {z) con meﬁe]entas enteros que salis-
faga las condiciones P (T) =5 y P (15) =
8.45. Sean 3, 33, ..., Zay En4y nﬁmm d.li'nrlmtsa o pares.
Hallen el polinomio P, (z) que tenga las raices 5,, 24, . . ., 2, ¥ que
sa'l.lsh a Iu condicibn P, (2,4,) =
Sean 23, £4, .+ .y 3y Bpn nﬁmem diferentes a pares toma-
dos al asnr Y Wy, Wy, . . ., Wa, W4y, nOmeros arbitrarios. Demues-

tren gue existe uno y solo wn polinomio P, (z) que satisface las
condiciones

Pola=wy (k=1,2 ..., 041
6.47. Separen la parte entera de la funcién racional:
1) 43584 iz 7 2) Rl e b L i
T ERS] :
Pt et s Vil
8 = W=
B§8. Indlquen el tipo de la d posicion de una fraccié

&n ales en un j 1) de ni complejos,
b) de mimeros reales:

1 a2 41 3 1
s T T = ) FmT
6.49. D pongan la fraccidn lenf elementa-

les en un conjunto de nimeros cample;os:

I 2) -
[Ty (B2 5—0i "
.d.) x‘+! 4} Ba2 2

sm:aw 6 sty nen.

6.50. Descompongan la fraceién racional en fracciones elemen-
tales en un conjunto de nimeros reales:

#14-2:4-8 QPL
) T=he—se=n- =
3 ﬂ+wi:|=+a - 48 :‘i:‘ .
5 BT “’ﬁﬁ‘
2
N ='+2r=-i-§==+h-+t - 8 :(x+l:'T:'2:—:+l}"
9) o=, 10) x_3_f_'.3;+§_1_

A=0084
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§ 7. Funciones numérieas. Sucesiones

1. Nocién de Tuncién numérica. Sea dado el conjunto numérice
X = Ry, ademis, supongamos que a cada x € X se ha puesto en co-
rrespondencia el nimero y € R, entonces se dice que en el conjunto
X se ha definido una funcién numérica. La regla que establece la co-
rrespondencia se designa con cierto simbolo, p. ej., f ¥ se escribe

y=fz) zeX.

En esta anolacidn = se denomina argumento o bien variable indepen-
diente, los niimeros del conjunto X se llaman valores del argumento,
el conjunto X es llamado campo de definicidn de la funcién, también
se designa con D (f). El Wor que ponde al valor del ar-
gumento z,, lleva el nombre de velor de la funcitn con z = x,
(o bien valor de fa funcién en el punto z,) y se designa [ (z,) o bien
f (%) lx=s, En ciertas ocasiones, el conjunto de los valores de ln
funcidn se designa E (f).

A veces, para indicar la funcién se utiliza sile el simbolo con el
que esté designada la ley de correspondencia, p. ej., f.

Las funciones { y g reciben el nombre de iguales si D (f) = D (g)
y la igualdad f () = g (z) es cierta para tode valor del argumento.
8i dicha igusldad sdlo es cierta en ol conjunte A= D (f) N D (g),
las funciones f y g se llaman iguales en el conjunto A.

P. ej., las [unciones y = VE, z€ R (so toma el valor arit-
mético de la raiz) e y = x, # € A son iguales en ¢l conjunto A =
=[0; + ). 8i 2 <0, V& % z. La indicada funcién y =)'z,
r E®, esigual a la funcién y = |z |, = € R, ya que sus campos de
definicién también coinciden para toda s € R

=1 reonzx =0,
V=|sl= —zreonx <0, 0

Sean dadas las funciones y = f (z) ¥ == F (y) ¥ sea que el campo
de valores de la funcién / estd contenido en el campo de definicién
de la funcién F. La funcifn

s P (=), z€D{f)
recibe el nombre de funcidn compuesta o bien composicidn (superposi-
cifn) de las funci fy F y se designa con F o f.
P. ej., la funcién
s=VYT=2, z¢l—1; 1),
es la posicidn de las I
y=1—2, z€l-41l, ye=Vy peld; + =)
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2. Funci 1 les, A las funci Lemantiles fund
tales se refieren las funci potencial, exp ial

logaritmica trig icas y icas i
Recibe el nombre de funcidn elemnlal aquella que pueda ser pre-
H]mta con ayuda de un nd llnil.n d p aritmélicas
funei fund les. P. ej.,

son elementales las funciones:
la funcion lineal

y=—=ar+b rER,

aqui a, b E R, a0,
la funcién cuadritica

y=eaxr* +br+e z¢R,
aqui a, b, ¢ €R, a % 0; las funciones
:=VT—2, z€[—1; 1], y=zsen(1/x), TER, 2= 0, ete.

Lleva el bre de polinomio la funcion el tal de la forma

Plzr)=a, "+ a, g™+ ... fagta, zER,

aqui @p, @nyy - .. 8y, B, ER, REZ, R =>0. Sia,+0, P (1) se
denomina polinomio de grado n, con frecuencia se deslgna con P, (x),
en tanto que el nlimero n se Nama grado del polinomio. Si todos los
coeficientes del polinomio son nules, él recibe el nombre de polino-
mio nulo. Tiene lugar el teorema: dos polinomios ne nulos son
iguales si y sélo si sus grados son los mismes y los coeficientes con
iguales potencias de r coinciden,

Damos el nombre de racional a una funcidén elemental que puede
ser dada en la forma

=B
Q= 7

donde P (z) es un polinomio, @ (z), un polinomio no nulo. Esta fun-
cién esta definida para todos ln: \ra]oru de r lnles que Q (z) % l]

Ll ! a upa funcid 1 que no es
¥ pueée ser pmﬂjada con ayudn de la composic\ﬁu de un nimero fi-
nito les con exponentes
al ¥ 0] i ati Lns funei dadas a conti-
son @) loa de funci i

=VT1-2, z¢(=1: 1), y=YF—1, z¢R,
o
L=y X

Y= e

zg R
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Las funci I --ﬂquennson ionales o irracionales se
Las

l - 3 tal  logaritmb

tri élricas y trig tricas inversas son iranscondentes.
Por funcién pfeﬂmla con una formula se entiende tal funcién
cuyo campo de definicidn son todos los valores del argumento para los
que dicha farmula tiene sentido y para los que el resultado de cada
una de las operaciones indicadas en la férmula es un nimero real.
Ejemplo 1. Hallen el campo de definicién de la funcién prefija-
da con la formula
y= ]/ ==L,

—Vz

A Los valores de ],{; estin sélo determinados con z=0. Con
2=0y r=1 el denominador 22—}/ es igual a céro y, por ello,
hoy que considerar que r=£0, r=t1. Los valores de ¥ a estéin
determinados para tode ndmero real @ y con toda 20, xs=1,
a= es un niimero real, Por esta razén, el campo de de-

immfm J; la funcién que consideramos es el conjunto de todas z >0,
rskq,

Hallen los campos de definicion de las funciones dadas con formulas
(1.1)—72):

T4 ) y=—~+

r+1 et }
z+| . =g 3y 2 —bz+8 "
_ =2 1 . =2
Hy=p_gr- N¥=gmgpr O¥=yEmTe
7) yo dEt2lHi—2e—zet
¥ I
T2 M) y=YF—-1. y=yY == B y=yI-xz

§u=VIET=7 y=pes 0 y=T20

7 y:m—_:,T,. 8) y=V = (x—32. 9 y=]/m§.
7.3. Hallen la funcién lineal y = ar + b y disefien su grafico si:
Dy=0y0)=—22)y(—1)=2 y{1)=—1.
Ny =3y (=2 =1 »in{—l 5)-1.>.y(25) ~0,5.
5) ¥ (x) = vy ¥ (2) = ¥

7.4. Hallen la iunctun cuadratica f y disefien sn grifico si:
1) (=1 =0 flol- 5 fH) = —_'f'-

Qf(=2=2 jM=—1 @) =T
N=B=T7f(—H==872)=7T

4 f{x)) = vu £ lx) = ¥, f(xx) =Yy gy, i =123
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7.5. Hallen el polinomio P (z) de un grado no mayor que tres
que satisiaga las condiciones:

1) P(=2)=1, P(—1)=6, P(0) =5, P(1) =10

2) ‘P,(X‘) ﬂ'gn P (xy) = yy, P (x2) = g, Pz = 0o 7 5 1y,

7.6. Hallen el polmomm P (z) de un grade no mayor que n que
satisfuga las condiciones:

Pz} = Pix) = yay -« o P(a) = Yy P (Tur) = Y
sizgshrycon bt=£] (i, f =1,2, ... n+1). Semejante polino-
mio se llama interpolador.

7.7. Hallen los pos de definicion de las funci fiv I

fo -+ fasi fy ¥ f; estén prefijadas con las férmulas:
1) @)=V =7, [(a=VZTT.
) h@=VT=F, ko= .
3) () =VE-VT=3, fy(z) = log (£ —4).

Y (@) =g« f2(0)=tg 7.

5) fu(z)=log (16— %), r':(ﬂ—m-

6) i@ =2+ Vz—1, fo(z)=2—}z—1.

7.8. Hallen el campo de definicién de las Tunciones f y 1/f si
f esté dada con la férmula:

NfE@=2"—-z+1 2) f(x)=|z|-2
i@ =log(l —2). &) fj@=x+Vr+2
5 [@)=VZ+1—-VI+1.
6} flz)=5"—2%". T) f(z)=3—2¢cosx.
8) f(z)=VI—2senz. Y) f(z)=1—clgr.
7.9. Hallen f (3), f(a) +f(—a) f(b) —1, f(b—1) (/)
1/f 1,1 iz
flie)=a/(z—2). 2} fl&)=(1 + 2 — (1 —2)".
?.m. Hallen f (= 4), [ (— 1), | (— 0,5). ;(!3. F(1984) si:
2—1z] econ —1<rT<2,
1}![:}u{i con = —1,
o con 22,
2z—|z| con z>—1,

2 =) =1 gen con s —1
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7.41. Para la funcion

[ @) = B2™ 4 az” + be™ 4 227",
z€R, 250, m, nEN,

lallen a y b de modo que f (z) = f (1/z) para toda x == 0.
742, Hallen f(a) + f(—a) i f(zx) =2 4+ 32— 1.
7.43. Hallen f (1 + b) — J (1 — b) si f (x) = % — 2o 4 1.
7.14. Hallen todos los valores de a con los que la funcién:
1) v = ax® + (a + 3) 2 + 4a, 2 € R sblo tiene valores positives.
Ny=1la—1)2+ (a+1)z+ e+ 1,z £H sélo tiene valo-
res negativos,

7.15. Hallen g {a 1) s y=VFE=Gy

Na>1; 2 0<a<t; 3) —1<a<<0; d)a<<—1
7.16. Hallen ¢l conyunta de los valores de la funcion:

1) fir) =2x -5, z€[—2; 2]

2) [t} = |x—1 1|, x€l0; 5L

8) f{z) =z +sign =, TER.

Hfle)=at4+2r -3, z€R.

B flr) = —2* +z+1, z€R
6) f(x}) = 5 — 12z — 22, z €1— 4: 1l.

7) fla)=s4L, 260 +oo).
8) floy ==L re(—o0; 0).

ot
9 @y =7rs z€R.
7.17. Hallen el conjunto de los valores de la funcibn prefijada
con la formula:
1) y=V2Er1. 2)y=YF—1 Hy=Vz{d—a)

4) y= v -'l‘-’;_i—’— 5) y=u+%. donde ab>>0.

422

P S

7.18. jCon qué valores de a la funcign prefijada con In formula

g Dcbartils

2z —1

6) y=az+—, donde ab<<0. ) y=

coincide en su campo de definicién con wna funcién cuadedtica?
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7.19. ;Con cudles a v b la funcién
24 axt b2
L
es lineal?
7 20. Los valores y' (0), ¥ (1), ¥ (2) de la funcién cuadritica y (z)
que con ¢ z entera el valor

de géz] es un nﬁmnro entero.
1. Sean x, el cero de la funcibn y = 2* 4 pr + ¢, z,, el
de la fupcidn y = — =% + pr 4 g. Demuestren que entre z, y z,
se hallard el cero de las funciones:
1) v=-,!,fz'+px+q- 2) y=7'=- ZF—pr—g.
7.22. Hallen las composiciones fo g y g+ f e indiguen su campo
de definicion para las funciones prefijadas con las férmulas:

1) (==, gla)=Vz, 2 f(@D=glx)=VT-7
B (2 =107, g(x)=logz. 4) f(x)=3% glz)=2+0.
x, ze[0; + o). 0, zg(0; + o),

5 ”I"_'l 0, z€(—e0; 0, ¥P=1 22, zg(—co; 0)
6) f(x) = In 2, g(z) =senz.

7.23. Escriban las formulas que prefijan las composiciones:
l]uoueweyes, 2 zopaworon,
S) woeyoevozeu, 4) yovozenouw,

si u=sen x, v=logyz, w=1-+z, y=1/z, z=}z.
24, ILI r—--zI: fatividad de la posicion, es decic, que

(fegoh=fo(gah)
7.25. Hallen riarl.a funcion [ que satisfaga la condicifn:
1) flr—2)= =+! . TER, z3E&—1.
2) !{?)=ﬂ+1. ZER, rokl.

z—1

L ( =1 }
%) ,f(:.+%)=":' , TER, zTohl.

S)fE) =1~ |zP z¢R. .
7.26. :(Existe tal funcién f (z). £ €10; + oo) que satisfaga la

igualdad f (z*) = 1 + =z, con cualquier x € R?

7.27. Sean f(z) =T £l }—ﬁ. Hallen:

1) fefafla). 2) gogogla)

3} fefe...of(x) (n composiciones).
4) gege...og(x) (n composicionus).

TER, ra=—1.
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7.28. Sea P (z) un polinomio y P (r) = 0 para toda x = 0.
Demuestron que P (0) = 0.

7.20. Demuestren que si un polinomio es igual a cero con todo
valor del arg todos sus coeficientes son nulos,

A. Grifico de una funeién. Recibe el nnmhm de gnij‘m de la
funcidny = f {z), € D (f)en el de ¢
Oz el conjunto de todos les puntos del plano con cnnrden:dns
(s 1 @), €D ().

Pero no todo conjunto de limntos del plano de coordenadas es el
grafico de una funcion. Con el fin de que el conjunto dade sea ol
grafico de la i\muon es necesario y suficiente que cada recta para-
lela al eje de ordenadas corte este conjunlo en no mis de un punto.

La funcion y = f (z), definida en ol conjunte X simétrico con
relacion a cero, se llama par si para toda x € X es cierta la ignaldad

fl= ) = [ =)
impar si para loda x € X es cierta la ignaldad
H=a=—]1)
1l grifico de una funcidn par es simétrico con relacién al eje de
ordenadas, mientras que el de una funcion impar ¢s simétrico res-

¥

¥ 1
g=xt oo
ft-5q) I
fr-a) I+ flze) B
i Ll
=zl e =&
Fig. 11 Fig. 12

pecto al erigen de coordenadas. Ejemplos de grificos de funciones
par & impar se ofrecen en las figs, 11, 12,

En una serie de casos el grifico de la funcién y = g (z) se puede
oblener transformando el grafico conocide de otra funcidn y = f (z).
En la tabla 1 se muestra uno de tales casos de mayor sencillez.
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En lugar de la transformacién del grifico de la funcién y = f (2}
s posible hacer uso de la transformacion del sistema de coordenadas.
P. ej., el grifico de la funcién y = { (z) + ¢ se obtiene si, no va-
riando ¢l grifico de la funcién y={ () (wmn cnn,]untn de puntos en
el plano), tomamos un nueve sist p
a—e¢ a lo largo del anterior eje de onie-nadaq, ete.

Tabla 1

Moy () Transformacitn ::1 "{l\::'liw de 1s funcidn

y=[()+e despluaml.enw o lo largo del eje de ordenadas
y=[{r—c} drnplulmleﬂm o lo largo del eje do abscisas a ¢
y=f{—3) simetrin con relacién al eje de ordenadas

y= —j'[}.r) simetria con rvllch‘nr.\ al eje de nbeeins
:-;j':u':; division de eada lh:m entre a

Ejemplo 2. Segin el grifico conocido de la funcién y = 22

(lig. 11) construyan el grifico de la funciény = * — 4xr + 2,z € A.

A Como y =z — 4z + 2 = (z—2)'—2, el grifico buscado se

ohtlene dssp!anndo In paribola y = z* (fig. 11) a 2 unidades a Ia

y, & cont a 2 unidades hacia abajo (fig. 13). Obten-

d ese mismo Itado si el sist de las, en ¢l que

estd construida la pardbola y = #* (fig. 11), se desplﬂa hacia arriba

a 2 unidades y & la izquierda a 2 unidades, sin tocar la pardbola.

De modo anélogo, del grihco de la pnrlhol. y = z* es posible

b el de la fi ¥ = ar* + bz + ¢ después de
escribirla en la forma

y-=-sx‘+b.t+:=a[:+ %)z_'_( ‘“"’. }

Los puntos caracteristicos de la paribola y = az® + br + ¢ son el
vértice con coordenadas x, = — b/2a, y, = (4ac — b*)/4a, el punto
(05 ¢) de interseccién con el eje de ordenadas y Ins puntos de inter-
seceion con el eje de abscisas (si ellos existen). A

Ejemplo 3. Segin el grifico conocido de la funcién y = 1/x,
z ER, x 5= 0 (hipérbola, fig. 14), construyan el grifico de la funcién

2€ER, zs=1.

&"—'IT»

& Tenemos
z |+(z—!) 1 1. 2)

¥ T—r F ] z—1
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La simetria con relacidn al eje de abscisas de la hipérbola y = 1/x
la prolsurciona el grifico de la funcién y = — 4/z, z€R, 250

{fig. 14). Tomemos un nuevo sistema de coordenadasque se
obtiene del
v
\ yu‘{:—ﬂ’—z
¥
N 1t
L L H 1
Y] T
-1
Fig. 13 Fig. 14

anterigr, en correspondencia con (2), con el desplazemiento a la
izquierda a lo largo del eje de abscisas a una unidad y, a continna-
cién, a wna unidad hacia arriba por el eje de ordenadas (fig. 15).

¥
5
ot
s
-3 -2 - |
o] 2 3 4z
-1
y=F£x)
= -2
¥=r=z §
Fig. 16

La curva representada en el grifico de Ia funcién y = — 1/z serd en
el nuevo sistema de coordenadas ol grifico de la funcidn y =
=zil —z). A
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Ejemplo 4. Construyan el grafico de la funcién
y = E (g},  €R (parte entera de 1),

donde E (z) s el niimero entero mayor que no sobrepasa z *).

& En cada intervalo ln; n + 1), donde n € Z, la funcibén dada
es constanlte e igual a n. De acuerdo con esto se ha representado su
grifico en la fig. 16, En él, la flecha nos indica que el punto en su
punta no pertenece al grafico. A

7.30, gCu‘lleu de las indicadas funciones son ]pnm, cuiiles impares
v, por fin, cudles de ellas no son ni lo uno ni
[
f)y=lz|, zeR. 2)y= e zER.
B y=pim, TE(=G 1) 4 y=gix, zE(-%1)

z4, =0,
a) y-=[ 22, :g& ) -!f-‘-—,r‘_:_—ﬁ zE(—o0; 1].

MNMy=lx4+1,zeR By=|z+11+|z—1], TR

Ny=|10—z|—10+z|, z€R?
7.31. Dem que el producto de dos funci pares o dus
imp es una funcién par, mientras que el producio de una

par por una impar es una funcién impar.

7.32. Construyan los grificos de las funciones:

N)y=22"—dr+5. 2)y=2r — 5 - 2.

3) y =2 — 2r4e, donde a] e=2; b) e=1; ¢} e=0; djc=—3.

4) y=Vr—2+z+y2-xz.

7.33. En un sistema de coordenadas construyan el grifico de las
Tunciones:

Ny=my=ay=2y=1s"

g 1. 1
) y==1i y=7i V==
N y=z y=xV% y=z% y=zit

1 1 1
Yy=gi y=7zi V=
Construyan los grificos de las funciones (7.34—7.37):
734 1) y=Vi=2. y=-—yYi—=.
) y=3—-VT—2. &) y=VZz—zi—
1, z=10,
7.35. signr= { 0, =0, (se lee: esigno zv).
-1, z<<0.
*} En ocasiones esta funcién se desigua con y = [z].
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1}3- {x}, donde {z) = z— E(z) es la parte fraccional

de.\- "]y—

7.37. !Iy—l:—ll. NDu=lz+2LPy=Ilz+1|+
+lz=—1]

Hy=(lz+1)1=lz—12

Sy =sign z—(lx+1]|— fz—1 M2

6) y = sign 2% 7) y = sign (= —1).

8) y = sign 2‘%*-&9]?_55:“ (2 — 4z).

7.38. Construyan los graficos de las funnones 1 (z) — f(2),
fl=2) —=f(=a) f@@) =3, f(z—3)si
1) [ (x) = 22 4 6. 2) [ (z) = bz — 2

3 (o) =V -2 4) f{z)=V/x.
7.39. G yan los graficos de las fi
1) = z.--l

3x
Dy=rir D=tz

x—l
) v=237-
7.40. Construyan los grificos de las funciones f(z), |/ (¥} |
y (=) sk
Vi@ =3 —8 2) fla)=3—22. 3) flo) =2 —x—12.
4 flr) =z —2*=5. 5 fla)=—op7-
7.41 Continden la funcidn y = { (z), = € (0; a) en (— a; 0] de
mado que la Tuncidn oblenida en (— a; a) sea: a) par, b) impar:
f)y=1r2€(0; o). 2) y =2, 2€(0; + o).
3 y=V7x, 2€(0; +o0). 4) y=z+35, (% + o).
5)y =VT=2, z€(0; 1). 6) y=2—4c+3, z£(0; + o).
1
Ny=smry: €0 +o)
Prefijen 1a continuacién de la férmula y construyan el grifico de la
foncién  obtenida.
7.42. Construyan en un sistema de coordenadas los grificos de
las funciones f (z) y {/f (z} si:
1) [(z)=32—22) [(x) =2+ 1
3 J@=rm1, 4) f@)=F7.
7.43. C en un sist de coordenadas los graficos de las
funciones fy, fo ¥ fi + 1y sic

1) (D)= @) =gz 2 @)= fa(5)= ~ 2
3 D)= flF=s. 4 (@)= Ll)=—TF
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7.44. Construyan en un sistema de coordenadas los grificos de
las Innciones [ f, ¥ [, — [, si:

) (@) =VIi=F, plo)=2 2 fi(=2 fz)=1/x

3 fyla) = 2 1y (x) = dx.
4) [y (x) = 2, fyz) = A/t

4. Funcitn inversa. Sea la fupcién y = [ (z), z € D (f) tal que
para cualesquiera 1, 2,, €D (f), de r, 55z, se desprende que | (z,) 7=
= f (z,). Entonces, para cada y € £ (f) se hallard sélo un valor de
€D (f) tal que f(z) = y.

La funcién definida en E (f) y que contrapone al valor de y €
€E(f) tal x €D (f) que f () = y recibe el nombre de inversa a la
funcion [ y se designa con f~!, es dec‘ir.

=1 vEED
De acuerdo con la definicion D (1) = E (f), E(") = D (f),
es decir, los conjuntos de definiciones v valores de las funciones
inicial e inversa intercambian sn puesto.

La funcidn gue tiene inversa se denomina invertible.

Cada recta y = y,. donde y, € E (f), corta el grifico de la funcion
invertible en un solo punto (r, ye, donde [ (z,) = yo.

i)esignando como se hace habitveal el to de Ia fnn-
cion inversa con x y sn valor con y, se escribe en la forma

y=["az), DY)
De la definicion de la funcidn inversa se desprende que
VreE() jU) @) =z 3)
VreD i) =x &)
El grifico de la funcion inversa y = ' (z), 1 € D (/%) es simé-
trico al grifico de la funeién y =/ (z), = € D (f) con relacion a la
recta y = r. En la fig. 17 estd repmse'nladn el grifico de las funciones
mutuamente inversas y = %, y = rER.
Ejemplo 5. Demuestren que la I'unrlun prefijada con la formula

y=r—bdr+2: ()

a) en R es ininvertible:
b) en (—eo: 2] es invertible,

En el caso b) construyan el grifico de la funcidn inversa.
£on) La ecuacidn

=4+ 2=y, (6)

tiene las raices
=24V y+2 y z=2—Vi+2
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para toda y,3> — 2. Con y, = — 2 estas raices son diferentes, es
decir, para y, = — 2 hay dos valores diferentes del argumento x,
¥ 2, tales que y (z,) = y (r,) (cada recta y = y,, Yo > — 2, corta
el grafico de la funcién en dos puntes (véase la fig. 13)). Esto signi-
fica que la funcidn definida con la formula (5) por todo R es inin-
vertible.

6Ia] Para cualquier y,2= — 2, la ecuacidn (6) sélo tiene la solu-
cidn

z=2—Vy,+2 (M
del intervalo {— oo; 2I. Esto quiere decir que la funcién definida

con la formula (5) en (— oo; 2| es invertible. El grafico de esla
funcion es la parte izquierda, respecto de la recta x = 2, de la pard-

Fig. 17 Fig. 18

bola en la fig. 18, cada recta y = y,, ¥, = — 2 corta el grifico
sélo por un punto, El campo de los valores de la funcién dada, es de-
cir, el intervalo [— 2; + o), es el campo de definicién de la funcién
inversa que, de acuerdo con (7), se prefija con la formula

y=2-Vzi2 (8)

Con el fin de obtener el grifico de la funcidn inversa efectuemos
la simetria de la pardbola y = 3 — 4z -+ 2 (vésse la fig. 13) con
relacion a la recta y = = (fig. 18). La parte de la paribola obtenida
por debajo de la recta y = 2 sera el grafico de la furcién (8). A
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T.45. Dy tren que las f
te inversas:

fygsont

) fa) = glny=

) [ =VT=2, gn=yYT-7
7.46. Demuestren que el grafico d.e ln funcién f es simétrico con
relacién a la recta y = x:

) fH=S(ak0). Qfz)=YI==.

7.47. ;Son mutuamente inversas las funciones dadas con las
formulas:

y y=2, y=IEl ) yat-¥E y=(1—ap

3) y=1+Vz, y=(z—12

4 y=VYT=22 y=yT—2?

7.48. Entre las funciones indiquen las invertibles;

Hy=2r—1 2 y= |zl 3)y=1/a

4) y=x2*+2z-3. 5) y=y 6 y=yYz-1.

7) y = sign z. 8) y = 2* sign .

Prefijen las funciones inversas con férmulas y construyan sus
g'ruhr.oa

7.49. 1) (Con qué a y b la funcién y = az + b tiene inversa
¥ coincide con ella?

2) iCon cudles & € R la funcién y = 22, £ > 0, coincide con
su inversa?

5. Funch ¥ no das. La funcién f recibe el nom-
bre de acntadc auper.iormnu sobre el conjunto X € D (f) si existe un
niimero € tal que para cualquiera z € X es cierta la desigualdad

fa=<c.

Empleando los simbolos 3, y ¥ esta definicién se escribe de la
siguiente forma:

0¥z ((x € X) = (f (z) < €. 9

Por 1 la funcién f es acotada inferiormente sobre el con-
junto X= D U'} si

IVz (= € X) = (/ () = O)). (10)

La funcién acotada tanto superior como inferiormente sobre el
conjunto X lleva el nombre de acotada sobre el conjunto X. Esta defi-
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nicidn es equivalente a la siguiente: la funcidn f es acolada sobre
el conjunte X < D (f) si existe un ndmero € = 0 tal gue para cual-
quier z £ X es cierta Ja designaldad | f (z) |< €, para abreviar

3C > Wr ((x € X) = (| f {2) 1< €)). (11))

51 en estas definiciones X = D (f), la funcidn se denomina superior-
mente acotada, inferiormente acotada, acotada, respectivamente.

P. e, I funcién y = 4z, r €R, 5= 0 es acotada superior-
mente sobre el conjunto X = (— o0; 0), ya que t/z << 0 con r <0,
s decir, () se cumple para € = . Esta misma funcidn es acotada
inferivrmente sobre ((: + oo}, ya que {10) se verifica con € = 0. La
funciton enadritica y = 4« br 4 ¢, r € R es acotada inforior-
mente con a =0, va que para cualquier x € R

nﬂ+b:+:=c(z+%)’+3§i (12)

v, por consiguiente, ar® + br 4 ¢ == (dac — b¥)4a, es decir (10) es
enmplida con € = (4ac — b*)/4a. Con a < 0 la funcién cuadritica
es acolada superiormente, ya que de (12) se deduce que para lmla
r€ R s verifica In desigualdad

ar® 4 br + e (hac — b*)4a.

Ejemplo 6. Demuestren que la hineidn
g-—f;;il—. TeR

ex acolada.

4 De la desigualdad para la media proporcional y la arilmética
se desprende que |z |< (22 + 1)¥2. De aqui obtenemos

x Izl 1
P oA =7
para tods x € R, es decir, (11) se verifica con € = 1/2 y, por lo
tanto, la funcién dada es acotada. A

La negacién de la definicién de funcié tada (véase (11)) tiene
la forma: la funcién f es no acoteda si para cuslquier € = 0 hay
tal €D (f) que |f(x) | > C: para mbreviar

VE>03z(z €D (N) = (1] () | =>0C)). 13)

de las

Le}

De modo andlogo se enuncian las neg
de funcién acotada superi (inferior

Ejemplo 7. Demuestren que la funcién y = 1/2%, z € A, 254 0,
@5 no acotada vy construyan su grifico.

& Sea € un niimero arbitrario positivo. La desigualdad 1/2* >
= € es equivalente a la desigualdad | z | < 1/ /T con z == 0. P. ej.,
si tomamos r = /(2 }'T) obtenemos que 1/7* = 4 € = €, lv que en
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pondencia con (13), preci ignifica que la funcié
dada es no acotada.

El gréfico de la funcidn se ofrece en la fig. 19. El es simétrico con
relacién al eje de ordenadas, ya que la funcidn dada es par y se
encuentra sobre el eje de abscisas en virtud de que 1/2* > 0 para
toda z=al). A

7.50. Di en que las funci son acotad
) y=a—z—1, z€(—1;5. 2} y=rtr=, €0 5]

8 v 2eR, & y=SER zen.

e |

5) y=.T;r:_i.i_. r€ER, za3&1.

7.51. Enunciar y escribir, h
las definici de que la funcifn: 1)
no es acotada superiormente, 2) no es
acotada inferiormenta.

7.52. Demuestren que la funcion
y=1/z, 2z €R, 250: 1) no es acotada
superiormente, 2) no es acotada infe-
riormente.

7.53. Demuestren que la funcidn

v=m-. x€(—1: 1) es aco-

tada inferiormente y no acotada su-
periormente,

7.54. Demuestren que la funcién Fig. 19
cuadritica y = az® + bsr + ¢ 1) no
es acotada superiormente con a =0, 2) no es scolada inferior-
mente con a <0,

7.55. Demuestron que 1) la suma, 2) la multiplicacién de funciones
acotadas es upa funcién acotada.

6. Cotas superior e inferior, valores miximo y minimo de la
funcién. Funciones mondtonas. La cota superior (inferior) del con-
junto de todos los valores de la funcién y = f (x), = € D (f) recibe el
nombre de cota superior (inferior) de la funcién y se designa

sup f, sup f(z), (iof 1, inf f (z}).

Si en esta definicion se consideran los valores de la funcién sblo
sobre el conjunto X< D (f), entonces se habla de la cota superior
(inferior) de la funcién sobre el conjunto X y se escribe

supf, supflz) (inff, inff(z)).
X =EX x xEX

El valor f (z5), donde x, € X< D (f), de la funcién se llama

9= 0684
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mdzimo (minimo) sobre el conjunto X si para tods x € X es cierta la
designaldad f ()< f (z,) (correspondientemente f (x) = f (z5)). En
este caso el nimero | (o) se designa

méx f, mix () (en correspondencia min f"minj(:}}.
X omx x " aex
Si X = D (f), se habla con brevedad del valor mdzimo (minimo)
de la funcién y se designa con
mix f, méxf(z) (minf, minf{z)).
Si existe miix f, entonces s}lpf=m}x fi si existe m;.n {, entonces

inf fe=min f.
X X
De Ja existencia del sup f( inf f) finito no se deduce, hablando

en general, la existencia de los velores méximo (minimo) de la
funcidn. P. ej., la funcién para la que en la fig. 20 esti representado
v su grifico, no tiene valor méximo, pero,
al mismo tiempo sup f = 1.
i La funcién f se d
{no decreciente) sobre el conjunto XCD?,
si para cualesquiera r;, x, € X de la
desigualdad z, <<z, se desprende la
desigualdad | (z,) < f (%4).
Esta definicion puede escribirse de
mado abreviado:

YoV (o € X, neX, 31 <z)=
=(f ()< [ (z:))-

La iuncitn f se llama decreciente (no creciente) sobre el conjunto
X< D (f) si para cualesquiera z,, 7, € X de la desigualdad z, <z,
se deduce 1o desigualdad f (z,) = f (z;); para abreviar

Vo Vo, (z € X, 2 € X, 5y <z)=(f (@) =] (=z))-

Si en estas definici de la desigualdad z, << x, se desprende
la desigualdad estricta f (z,) < f (z) (correspondientemente f (z,) >
= {(zs)), 1a funcién recibe el nombre de estrictamenie creciente
{en pondencia, estri te decreciente) sobre el conjuntoX.
Las funci ientes y d ientes se unen en la d inacid
I” 1 1 4 [ ?
menie mondlonas.

8i X = D (f), la indicacién del conjunto X se omite.

Un ejemplo de funcién estri t i es y=1 z€R
{véase la fig. 12). La funcién y = 2, x € R (véase la fig. 11}, decrece
estrictamente sobre (— oo; 0) y crece estrictamente sobre (0; + oo},
por todo su campo de definicién R ella no es mondtona.

Fig. 20

en estricta-
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7.56. Hallen méx j, min j si:

1) f(z) = 2* — 4z — 5, X = [0; 5I.
2} flr)=—2"+52—86, X =10; 4.

x

3 J@=rtg, X=[-10; =3}
8 1@=gr. X=1-13

5 o=t xayg; 2.

6) flz)= ,,‘_‘"_g. Xaf,

7.57. Demuestren que =i le funcién f es de signo constante sobre
€l conjunte X, entonces

oo gL T
mix 5= m‘i_n 1 miin Foms 1.
7.38. Demuestren que méx { y min f no existen si:

1) ;::)=l’_:r, 2R, 40,

2 f@=gir. 2€(—1 +) 3 f@=rie

7.59. Demuestren que existe min f, pero no existe mix f. Hallen
min [ si:

1) flz) =223z, z€R. 2) f(z)= 4o, 2E(0; +oo)

Y 1= 26R 0 1@=5T, et ).

7.60. Demuestren que existe méx f, pero no existe min f; hallen
méx f, si:

1) f{z)=4z—2—86, z€R.
2 f0)=2V7 fyr, 2€(-80)

. TER.

‘ -
Y f@=TiF. z€R H1@=LE5L, ze0 1)

7.61. Hallen !l‘ltp f, inf f, asi como mdx f, min fsilos
dos dltimos existen: & . =
1) fa)==FL, X=(0; + o),

2) fa)=ZE, Xe(—o0; 0).
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3) f)=—mp, X=R.

4 f0)=w X={z€1-2%3), z%2).
5]1(:]—:—5‘(1) X =R
62. 1) Demuestran que si exisle mu f, entonces

m}p J= m.fx J’,
2) Demuestren que si existe min f,
x
inf f = min f.
x X
7.63. Demuestren que
i“' (=Jiz))= —SUPHx?-

7.64. D qmla ibn © ica y = ax® 4 bz J-¢;
1) con a >0 eal.nr.lamenu decrece wl:re (—- un. — b/2al y estric-
tamente crece sobre [— B/2a: 4 =): 2) con a << 0 estrictamente
crece sobre (— oo; — h/2a] y estrictamente decrece sobre [— b/2a;
+ o0). :

7.65. D en que la funcidn y = 2* + x crece.

7.66. Demuestren que la funcién y = (1 — 2%)/x decrece en cual-
quier intervalo que no conliene cerv.

7.67. Demuestren que la funcién y = (1 4+ z*)/z: 1} estricta-
mente crece sobre (— oo; — 1) y sobre [1; + o0); 2} estrictamente
decrece sobre [— 15 0) y sobre (0; 11

7.68. Hallen los mdximos intervalos sobre los que la funcidn
y =z — 2x* — 2: 1) crece, 2) decrece.

7.69. 1) D que la funcién estri ftona es
biunivoca.
2) Ad un ej lo de una funcidén bivnivoca no mondtona.
7) Funei p 1 y logari Sea a el ni positive
‘dado, @ 5= 1. La funcién exponencial
y=a* (14)

estd definida en R, el intervalo (0; 400} es el conjunto de sus valores.
Con a =1 la funcién estrictamente crece, con 0 << a < 1, estricta-
mente decrece (fig. 21).

La funcién exponencial y = &%, £ € R es invertible. La funcién
inversa recibe el nombre de Iognrf!mlm ¥ se designa con

= log,z. 15)

ella estd definida en el mturvulo (0; + oa), el cnn]unte Roes el
conjunto de sus valores. Con a > 1 la ic
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mente crece, con 0 << a <Z 1 estrictamente decrece. Los graficos de
las funciones y = a*, 2 € R e y = log,z, = € (0; + oo) son simétri-
cos entre si con relacitn a la recta y = = (fig. 22, 23).

¥

(] z
= log,x
Deg=}

Fig. 22 Fig. 23

Lo que las funciones y = a* e y = log,r, a >0, a =1 scan
recipracamente inversas significa que

Vzg(ls +o0) o =gz, (16)

YzeR log,a*=ux 7
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Ejemplo 8. Construyan el grifico de la funcién prefijada con la
formula

1
y=-g_7-

A La funcién estd definida para todas lasz £ R tales que 2% 5% 1,
es decir, r 5= 0. Al construir su grilico es posible emplear el de la
funcién y = 2 — 4, = € R (fig. 24). Esta luncién estrictamente

¥

4 !
1 =
B 1 L i
L e TN
| L
it ] |
M [
0 1 2 =
e i s i i
Fig. 24 Fig. 25

crece desde — 1 hasta -+ oo. Los valores de la funcién dada son in-
versos a Jos de la funcién y = 2* — {. Sobre (— o0; 0) la funcién
dada decrece desds — 1 hasta — oo v sobre (0; + co) decrece desde
+ oo hasta 0 (fig. 25). A

Ejemplo 9. a)nstru)mn al grifico de la funcién prefijada con
la férmula

y = logy (£ — 1).

A La funcidn esta definida para todas las x talesque |z | > 1, es
decir, en la unidn de los intervalos (— eo; — 1) ¥ (1; + ). 'La
funcién es par, su grifico es simétrico con relacidn al eje de orde-
nadas

La funcién dada es la de las fi p=at—1
{su gréfico se ofrece enla tig. 2I5] y ln funcidn Inguhmlcn y=log,z.




§ 7. Funclones numéricas, Suceriones 135

Sobre el intervalo (1; <+ oo) los valores de z* — 1 estriclamente
crecen desde 0 hasta <+ oo, por lo que los valores de log, (22 — 1)
estrictamente crecen desde — oo hasta 4 oo, El grifico corta el eje

de abscisas con z = VZ yr = — V32 (fig. 27). A
, - v

A B y=xt=i /
Z
v

=1 T

x

% D ——

| y=togy(=2-1}

Fig. 27

=1
Fig. 28 Fig. 29

8. Funciones hiperbilicas. El seno y coseno hiperbilicos s de-
finen en R respectivamente con las formulas

sll.r-—-——"—"él. ch::ﬂir—x‘ (18)
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La funcion

y = sh = es impar, estrictamente creciente. La funcién

¥ = ch z es par, estrictamente decreciente sobre (— oo 0] y estric-

Fig. a0

tamenle creciente sobre |0; -+eo). Los grificos de estas funciones
estin representados en las figs. 28, 29,

¥

La tangente y colangente hiperbilicas
se definen con las formulas

the=32 LR (19
c1.h==-:—'|:%, rER, 2540 {20y

Las dos funciones son impares y sus
gréificos se dan en las figs. 30, 31.

Las funciones y = sh x e y = th =,
€ R son invertibles, sus funciones

_5"‘"4"“'; inversas se designan, respectivamente,

y=amh z, z€R, (21)
(se lee: semo-area hiperbélico),
y=arthr, zxER (22)

(se lee: tangenie-drea hiperbilica).
Ejemplo 10. Demuestren que la fun-
cidn inversa a la funcién

Fi

y=chzx, z€I0; 4 o),

es elemental y construyan su grifico.

g 3

& Sobre [0; + o) la funcitn y = ch z estrictamente crece y, por
ello, es invertible. Bl campo de definicién de la funcién inversa serd
el intervalo [1; -+ o0) que es el conjunto de los valores de la funcion
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inicial. Para toda y € [1; 4 o) la ecuncién ch x = y, o sea,

L ol 200000

se reduce a la ecuacidn cuadritica con relacion a e*

la
la

cién inversa se prefija con la formula
p=In(z+VFE1): z€[f; +).(23)

Vemos que esta funcién se obtiene
con ayuda de un nimero finito de opera-
ciones aritmélicas v composiciones de
funciones potenciales y logaritmicas, es
decir, es elemental.

56
de

EPF—2ye +1=0

‘De aqui hallamos & = y = VT — 1,z = ln (y £ Vi — 1). Sélo

raiz x = 1In (y +Vy* — 1) satisface
condicién z>0. Asi, pues, la fun-

El grifico de la funcidn inversa Fig. 32
obliene con la simetiria respecto
la recta y =z del grifico de la funcion y = chux, z €

E10; + oo) (fig. A2). &

no

7.70. l]aIIen el campo de definicién de las fi

1) y= W Hy=yrF-F

3) y = logys & y =2 log,z.

4) v = logs5. B) y = (log (100 — z))~%

i) y = In :+In(:—-—i} ey=Inzx(z—1)

T) ¥ = logae (2 — 1). 8) y = log.log, .

7.71. Hallen el conjunto de los valores de las funciones:
1) y=10"<" Y y=—ter. 3 y=4 241

4) y = log (#* + 10). 5] y = logy (4 — =%
6) y = logsr -+ log,3.
7.72. ;Cuiles de las funciones son pares, cudles impares, cuiles
son ni pares ni impares:
1) y=z.2 2) y=|logz|. 3) y=Ine"
A) y=10"> 5) o 10741075
1 1
6) y=m—z- T y=thz—yz
By=In{1 — ). 8) y= Inecihaz?
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7.73. Demuestren que:

1) sh(z + y) =shzchy + chxshy.

2)ch(r+y) =chzchy + shrshy.

d)shiz—y) =shzchy —chzshy.

4) ch (z — y) = chzch y — sh zsh y.

5) shxshy = (ch{z + y) —ch (z — y))/2.

6) ehzchy = (ch (x + y) + ch (z — y))/2.

0 sh:l:hy—fsh(:+y}+shfx—yw",

T7.74. que las sig i s00 iad

1) y=10"". 2) y=03"L 3 y=‘r.g_ﬁ":.-‘-j

4) y=log (a2 45)—log, (14| z |).

5) y=(logx+log, 10).

7.75. D que las sigui fanci snn no acotadas:
1)y =04 €8 2) y=logr z€(1;

o).
)y =05 2 (0 4 ). 4) y = |03»2 :Eti + oo).
7.76. Demuestren que con a > 1

1) sup a¥F = +4oo, inf at/* = 1
(0; 42) (9 +)

2) sup a¥*=1, inf a¥*=0.
(=i t) (= )

7.77. Hallen inf f, sup f, asi como max f, min { si ellos existen:

1) fa) =27 2) flz)= (Y I-1)'""

3} flz)y=1—200, 4) f(z)=8—2%1_4%

5) flz)=log(z*+xz—2). 6) f(z)=log, ,(4z—3—a%).

7) j ()= (logy(2(z)) log, 8z

7.78. Demuestren que la funcién y = 24 decrece sobre cada in-
tervalo gue no contiene cero.

7.79. Demuestren que la funcidn y = log, (z* — 2z) decroce so-
bre (— oo; 0) y crece sobre (2; + oo).

7.80. Investigar la monotonia de las funciones:

1) y= (2302 2) z=3".

3) g=20 =21, 4) y=log(1+ %)

5) y=log10. 6) y=In(4z—z2).

x

7 y=logs .

Construyan los graficos de las funciones (7.81—7.82):

781, 1) y=371=+2 2y yaus

3) gy . &) y=log |41
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5) y=1=2logyslz|. 6) ye=|logesz|—1.
7) y=logz? 8)=log, 5% O) y—§ow=-

7.82. 1) y=(1,5"""1. 2) y=21me0w=,

3) y =loga (2 +x—2). 4) y = logy, (4 —3 — 22).

5 y= lng, ({z -+ 2)/z). 6) y = log,3.

7.83. La funcion dada sobro (0; -+ oc) ha de continuarse prefi-
jando la férmula sobre (— oo; 0l: a) de forma par, b) de forma im-
par: construyan el grifico de la funcidén que se obtiene:

1) y= —3-21. 2) y=1—2logz.

3 y=loguax. 4) y=th{z—1).

7.84. Hallen la funcion inversa a la dada, indiquen su campo de
definicién ¥ construyan su grifico:

1) pm 3% 2) pe 14 log(z-+2).

2%
=1

5) y=2"1—2% 6) y=1In(z—}yF-1).

7.85. Para la funcién indicada prefijen la funcién inversa con
la férmula y construyan su grafico:

{)y=chz, 2€(—o00;0). 2) y=shaz z€R.

By=thz, €R. 4 y=cthzr, zER, 240

7.86. Demuestren que el grifico de la funcitn y = In (1 — %)
es simétrico con relacién a la recta y = r.

3) y= 4) y=log, 10

9. Funel riGd Fi trigonométricas. El nimero
T 5= 0 recibe el nombre de periodo de la funcidn { si para cualquier
z €D {f) se verifica

z4+TEDY, x—TEDN v iz + T) = jlz).

La funcién que tiene periodo se denomina periddica.

5i T es el periodo de una funcién, pera todan € Z, n =0, ol
nimere nT es asimi el periodo de la ionada [uncié

Al desplazar T por el eje de abscisas, el grifico de una funcién
periédica con periode T pasa a si mismo.

Las funciones trigonométricas y = sen x e y = cos x son periddi-
cas con periodo positive minimo 2n, en tanto que y = tgz e y =
= clg x, periédicas con el periodo positivo minimo st

Las funciones y = sen g e y = cos = estén definidas en R. La

funcién y = tg z estd definida para tods z € R, :qﬁ% -+ an,

n € E. La funcidn y = cig z estd definida para toda € R, z 5=
w nin, 1 €Z.
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Los grificos de las funciones y = sen x 0 y = ig z, que de modo
evidente muestran sus propiedades, se ofrecen en las figs. 33, 34.

¥

-y

|
|
7
!
i

yelgs

T

3

=

Pig. 33 Fig. 3
De las formulas de reduccitn
€05 I = Sen (: -+ %}
se deduce que el grifico de la funcién y = cos z se obtiene despla-
zando el grifico de la funcidn y = sen z a n/2 a la izquierda por el
eje de abscisas (fig. 35). De la férmula
clgr=—tg(r— +)

se desprendle que el grifico de la funcidn y = clg r se obtiene del
grifico de la funcién y = 1g z desplazindolo a 2/2 a la derecha por

¥
i| g=cmz
-t £
sl el
Fig. 35 Fig. 36
el eje de abscisas y con si ia con relacién a dicho eje (fig. 36).

Las funciones y = sen z, y = tg z, y = clg x son impares, sus gri-
ficos son simétricos respecto del origen de coordenadus. La funcién
4 = cos r s par, su grifico, simétrico al eje de coordenadas.
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Ejemple 11. Construyan el grifico de la funcitn prefijada con la
formula

¥ = cos’r.
&4 La funcion esta definida sobre R, es par, periddica con peri-
odo 2. Ya que,

cos' r = (1 + cos 2z)/2,

su grifico se oblicne del de Ja funcién y = cos z mediante su doble
contraccidn a lo largo del eje Or, desplazéndolo a una unidad hacia
arriba por el eje Oy y la doble contraccion a lo largo del eje Oy. De
acuerdo con esto el grifico estd representado en la fig. 37. A

¥
| y=cmis
- -5 0 fF- 4 x T
2 2
Fig. 37

Ejemplo 12. Construyan el grifico de la funcion dada con la fie-
mula
|
=S
A El campo de definicidn de la funcién es el conjunto de loda
z € R tales que sen r=:0, es decir, xs&nn, n € Z. La funcién
es impar, germd:cn con periado 2n. Cunslruyamos el grifico en el
intervalo (0: n) y, a conti lo en (— m; 0) simé-
tricamente al origen de denadas y, mas adelant
peribdicamente con perfodo 2.
Si r€(0; nt), 0 <<senz-<1 y, por lo tanto,
P B

senz

con la partienlaridad de que
1 1

min oo Senr  snz L=u.r:=

Como sen (—;— +a ) =sen {-;——- a) , ¢l grifico es simétrico con

relacion a la recta x=n/2. Al aumentar = desde 0 hasta n/2 los
valores de sen r estrictamente erecen desde 0 hasta 1 vy, por ello,
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los valores de {/senz estrictamente decrecen desde -+ oo hasta
1 (fig. 38). A
Las funciones prefijadas con las férmulas

i
=T =

cosx
llevan el nombre de cosecante y secante, respeclivamente, y se desig-
nan

1 i
cosecTm——, seer=——, (24)

Ejemplo 13. Construyan el grafico de la funcién y = z cos r,
zER.

A La funcién es impar, por lo gque constroimos su grifico con
z== 10 y, despnés, verificamos Ja simetria respecto del origen de

Fig. 38

coordenadas. Al construir el grifico vamos a guiarnos del hecho de
que las ordenadas de sus puntos se obtienen multiplicando las orde-
nadas de los puntos de los gréficos de las funciones y =x e y =
= cosz (:ig. 39).

El grafico pasa por el origen de coordenadas, corta el eje Ox con
z= -;- 4+ sn, n € Z (donde cos x = 0). Como — 1< cosz< 1,
con r>=0, tenemos

—z=<zcosr=r,
es decir, el grafico yace entre las rectas y = zey = — z. Conz =
= 2nn, n € Z (donde cos z = 1) el grifico tiene puntos comunes
con la recta y = z, mientras que con x = %t + Znn, n € Z (donde
cos £ = — 1), puntos comunes con la rects y = — r.
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Si0=<zr<1, O<zcosr<cosz y rcosz<gx, o sea, el
fré{im yace mis abajo de los grificos y = cosz ey = z. Conz =1
o8 grificos y = rcosz e y == cos x se intersecan y, con ello, y =
= cos 1 & 0,54. Siz > 1, entonces | zcos x| > |cos x | i cos r =&
== 0, o sea, los puntos del grifico y = r cos x yacen més lejos del

¥

Fig. 39

eje Or que los correspondienles puntos del grifico y = cos . De
d. | leul MArcar varivs puntos interme-

con esto, desp o

dios, representamos el grifico (fig. 39). El es una curva que oscila
entre las rectas y =z e gy = —r. A

Ejemplo 14. D n que la funcidn y = sen 2*, = € R/, no
es periddica.

£ Es suficiente demostrar que Ia funcién no tiene periodo posi-
tivo, ya que si el ndmero T << 0 fuera el periodo, el nimero —T seria
un periodo positivo. Reali la d ién partiendo de lo
contrario.

Supongamos que el nimero T = 0 es el periode de la funcién, es
decir, para toda r£R

sen (z 4+ T)* = sen z°.

Con x = () de aqui se desprende que sen T® = 0, o sea, 7% = an,
en tanto que T = Van concierta n €N. 810 < z < 7, sen 2* 5=
# 0y, como V' nn es el periodo, entonces, también sen (z -+ an)'s=
7= 0. Pero siz =7, sen (V& + ) 7n)? = sen (Y7 = 0. Esto
quiere decir que el ndmero V& + Van es el mis proximo por la
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derecha a J/7n con el que sen =10, De aqui sigue
que Vi +Van<Van+1, ya qu Vam+i)>Vany
sen  (VamF1) =0 Pero la desigualdad V3 +Van<g
< Van+ 1 equivalente a la desigualdad 1 <<}Vmw + 1 — Vn,
no es cierta para toda n €N, ya que

— = 1
L EEh L

Esto significa que tampoco es cierta la suposicidn de la periodicidad
de la funcién sen 2%, es decir, dicha funcion no es periddica. A

10. Funciones trigonométricas inversas, La funcidn periddica no
es invertible, en particular, tampoco sen invertibles las funciones
trigopométricas, Pero sobre ciertos
subconjuntos de su campo de de-
finicién éstas funciones son inver-
tibles.

La funcién sen r en el segmen-
to |— n/2; a/2] tiene su inversa
que se designa

y=arcsenz, z€l—1; 1] (25)

El conjunto de los valores de esta

funcién es el segmento [—n/2;

n/2]. Con relacién a la recta y = =

su grifico es simétrico al de la

: funeién y = sen z, z€[— n'2;
Fig. 40 af2] (fig. 40). Le funcibn y =

= arcsen r os impar
La funcién y = cos z, = € [0; al tiene la funcion inversa

y=amecosz, r€[—1;1], {26)

ara la que el conjunto de sus valores es el segmento [0; al. El gri-

ico de esta funcion se ofrece en la fig. 41. El es simétrico con relacién
al punto (0; a/2). La funcidn y = arcces x no es ni par ni impar.
a funcién y = tg z, = € (— a/2; w/2) tiene la funcibn inversa

y=arctgx, TER, (27)

para la que el conjunto de sus valores es el intervalo (— n/2; a/2).

La funcidn y = arctg z es impar. Su grifico se muestra en la fig. 42.
La funcién y = otg z, = € (0; =) tiene Ia funcidn inversa

y =arcclg v, zER, (28)
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para la gue el conjunto de sus valores es el intecvalo (0; n). Esta
funcién no es ni par ni impar. Su grifico se muestra en la fig. 43,
El es simétrico con relacién sl punto (0; n/2).

¥

&
Gresess /
N\

o
sz
v
4

-1 [ 1 , ]
-1 o

Fig. #1
Ejemplo 15. Demuestren que
drcsen r + arccos r = /2, z €£]—1; 1].

& Las funciones sen x, = € [— &/2; a/2) y arcsen i, x € [— 13 1]
Boil rnciprlucamenta inversas, por lo que (véase (3)) para loda = €
el—1;1

sen farcsen ) = x.

De aqui ¥ de la férmuln sellu—cos{%—-x:l sp deduce que

a’=cos(——;-—arcsen:), zE[—1; 1), (29
Las funciones cos ¢, t € [0; nl ¥ arccos t, ¢ € [ — 1; 1) son reciproca-
mente inversas y, por lo tanto, (véase (4)), para toda t € [0; a1]

arccos (cos t) =t

En particular esto es asimismo cierto para = —;-—an:san z, ya
que "'T—a::scn z€[0; n). De aqui y de la formula (29), obtene-
MOS [que Arccos &= Arccos (m{-;-—- arcsan:x) )=%—arcsen:,es
decir, arcsen z-+arccos z—=n/2 para toda rE[—1:1]. A

Ejemplo 16. Construyan los grificos de las funciones prefijadas
con las férmulas:

1) y = sen (arcsen x); 2) y = arcsen (sen z).
100685
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2 1) Esta funcién esti definida sobre [—1; 1]. La funcién senx,
£ € |= n/2; 2| es inversa pora arcsen r, r £ |— 1: 1), por lo que
(véase (3)) para toda x € [— 1; 1] es cierta la igualdad

sen {arcsen 1) = .

De aqui se desprende que y = z, z € |— 1; 1), es decir, el gréfico
de semejante funcidn es el segmento de la recta y = r (fig. 44).

.—.v'-}=

Fig. 44 Fig. 45
2) Esta funcién definida sobre R es periddica con periodo Zm,
ya que sen (z 4 2n) = sen z y, por consiguiente,
arcsen (sen (z 4 2n)) = arcsen (sen z).
En virtud de que seu{—’z‘—+a)=sen(%-.u} , para toda agR
se deduce que
Arcsen {ssn(-;»v{—a)):amn (sen(-’;—--rx)) ¥
por lo que el grifico de la funcién dada es simétrico con relacidn

4 la recta r = n/2. Construyamos el grifico en el segmento [— n/2;
n/2], continuémoslo simétri a la recta z = /2 on al seg-
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mento [7/2; 3n/2] y, a continuacién, a partir del segmento [— n/2;
3n/2] continuemos de forma periédica con periodo 2.

La funcién arcsen x, z € [— 1; 1] es inversa respecto & la funcién
sen x, = € |— a/2; /2], por lo que para toda z € [— a/2; n/2] tene-
mos

arcsen (sen x) = z.

Asi, pues, en el segmento |— n/2; n/2] el grifico de la funcién dada
coincide con la recta y = x (fig. 45). De la simetria del grafico con
relacion a la recta z = n1/2 se desprende que en el seg ln/2;
3n/2] €l coincide con la recta y = n — z, es decir,

arcsen (sen z) = x — x, z € In/2; 3nf2l.

En este segmento la funcién y = arcsen-z, € (—1; 1] no es inversa
a la funcién y = senz. A

Ejemplo 17. Construyan el grifico de la funcidn prefijada con
la formula

y-_-amtg:'r.

A Esta funcién es la composicién de las funci == 1/,
z ER, x 5= 0, con el conjunto de valores (0; -oo), e y = arclg z,
z € R. El campo de definicién de
la funcién dada son todos los va- ¥
lores de z =% 0. La funcibn es par,

su grifico es simétrico con relacidn %2 i

al eje de ordenadas, oretg —y-
De las propiedades de las funcio-

pes z = 1/2% (fig. 19) e y = arctg:z i | L

S‘ig. 42) se deduce que al crecer z oo 2 =

esde 0 hasta oo los valores de

1/2* decrecen desde 4-oo0 hasta 0, Fig. 48

mientras que los wvalores de
arctg (1/2%) decrecendesde n/2 hasta (), Después de calcular y marcar
varios puntos intermedios trazamos el gréfico (fig. 46). El punto
(0; n/2) no entra en el grifico. A

7.87. Demuestren que la funcién
y=x—£E(z), z€ER,
es periddica y hallen su periedo positive minime.
7.88. Demuestren gue la funcién de Dirichlet
1 si r es racional,

n =
=10 2z e Tersctonal
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es periddica y que cualquier nimero racional no nulo es su periedo,
pero que ningln numero irracional no lo es.

7.89. Hallen el periodo positivo minimo de las funciones:

1) ¥y = sen 3z. 2) y = 6 cos (In 2/4

3) y = tg (3z + 5). 'i) y = sen® (x — 1).

5)y |tg:+ctg |- B) y = senz + cos 2r.

7) y = cos 2z cos 6z

7.90. Demuestren que las si funci no son periddi

{yy=sen|x| 2) y-cos [I.I’s}

3) y = cos xcos

7.91. Demuestren qua si la funcion y = f (z) es periddica con
g_uiodo T, la funcidn y = [ (ax < b), a 5= 0 es periddica con periodo

la.
7.92. Hallen el campo de

definicion de las f
1 y=222 2) y=V cosz.
3) y=(senz— Lsen? zy ¥4, 4) y=arccos (3—z).
9) y = arcsen (0.5z — 1) + arccos (1 — 0,5 z).
6} y=Incosz. Ty=)Insenz.

7.93. Hallen el conjunto de los valores de las funciones:
1) y=1—2|cosz|. Z}ywsen:-l-san(zi—is).

3) y=sen'zfcostr. 4 y—M.

3) p=arceos|x|. 6) y=n—larcig=|.

T) y=rcosarcsen z. B) y-=nrclg-;,—2-:—_—‘

(Cniles de las funciones son pares, cudles impares y cules ni
pares ni impares (7.94—7.95)%:

THM. 1) y==x +senz. 2) y =2 — cosxr

Jy=senzigz. 4) y=(1 — 2} cosz

Bl y=(l +cosz)etg z 6) y= 1LHE

T) y =cos (x + 1). 8) y = sen 5x + cos 3z.

7.95. 1) y = arcsen 2%; 2) y = 2 arccos (— ).

3) y=arccos |z | 4) y=|arctg x|

5) y = arceos (cos x). B) y = cos (arccos z).

7) y = arcsen x -4 Brccos r.

7.96. Demuestren:

1) arccos (—z) = n — arccos x., | x |= 1.

2} arctg x + arcetg = = a/2, z €A/,

3) arcelg (—z) = n — arcelg z, x € R.
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7.97. Utilizando las desigualdades:
sen r<<z-<tgz, zE€(0; n/2)

demuestren las desigualdades:
1) sen x> x, x<<0. 2) |senz =S|z |, ZER.

3) etgz <1z, €(l7/2). 4) cosz<F—x, xE(0;n/2).
5) clg:}—-’-s‘--x, € (0; 2/2),

) tg.t-!(-‘-é-z-. (b n/2).

7y cwz}i-—-‘? ., TER.

8) sun.r}.z—%. e + oo).
9) arcsen x == x, z € (0; 1).

10) Jarctg z |<< |« |, x€R.
7.98, Bemuestren que las signientes funciones son acotadas:
1 R & 0 s 2senx

) y= To—enz: 2 ¥= f+igis -

3) y=clgzsen2z. 4) y=cn.'!2zse|:{: --’%-}

5) y=-!; sen x.
7.98a. Demuestren que las siguentes funciones no son acotadas:
1) y = zsen z. 2) ¥ = {/cos z.
o o 3 1
Y vr=tgrms: 9 V=g
7.99. Hallen sup {, inf {, asi como max [ y min | si ellos existen:
Ny=4dsen*z—12senz+45. 2]3-]/-}—33:: L
3) yw-l-i%. 4) y=gtr-+elgiz.
3) y =cosrig 6) y = arctg (1/2).
T) y = arcctg |z |.
7.100. Investiguen la monotonia de la funcién:
1) y =1lcosz, z€l—=n; n), |z |=z=ni2
Dy=sen (Mz), 2>2/(3x). 3) y = arctg (1/x).
x

.4] y=arecos| z|. H) y=sen i

T
) H=c.oa":—:,. T y=arcigz—uz.

Construir el grifico de las funciones (7.101—7.103):
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TA0L, 1) y =cos 3x. 2) y = 2sen (2r — 3).

3) y:.tg{Bz—-%}-f-i. 4) y=senz+ Y7 cosz.

S)y=|senx | 6) y=sen]|xz| 7) y=sentz.

8) y=cosz e y=VT—sen‘z. 9) y=tgreigzr.

TA02. 1) y = secz. Z) y = sen (cosz). 3) y= }sen .

4) y = 2%, §) y = log, sen x.

7.403, 1) y = arcsen {1-—.:} 2) y=oarctg |z

3) y = arcctg (1/x). 4) y = cos arccos .

5) y = arccos cos r.  B) ¥ = z — arcsen (sen z).

7.104. La funcidn prefijada medi una fi la con x > 0 ha
de continuarse (prefijindola con una férmula) para los valores de

= : a) en forma par; b) en forma impar; construyan el grifico de
la funcién obtenida:

1) y=1+zenz. 2) y=cigz. 3]=ﬁ.

4) y = arccos 2z, §) y = arclg (r —1
7.105, Expresen con f °‘“" las funci inver-
sas o las dadas y conslruyan sus grificos:
; ¥ =sen r, rEl—3nf2; —n/2].
—~cosz, € |=n; 0]
) y=1gz, x¢€(n/2; 3n/2).
By=cigz, r€(—m 0).
5) y = 2sen 3r, z€Ini6; /2]
A} y =2 arcsen (2/2), |z |< 2.
7) y=arczen Y T—2=, z€|—1; 0
8) y=urcsen Y I —2=, zg|0 1)
9) y = arctg (M/z), 250, zER
7.106. Demuestren que el grafico de la funcién
y = arccos (2 sen® (2/2)), =z €0; nl,
es simétrico respecto de la recta y = z.

1. Pmeedlmiem inplilil.o para meljlr las Tunciones. Se dlw
que una funcid implici con la
Filo,p)=0 {,‘uncﬁn uuplictla} si cada valor de su argumento r y-el
valor de la funcién y, correspondiente a él, son la solucién de la
mencionada ecuacién F (z, y) = 0.

Lleva ¢l nombre de grafico de la ecuacion F (z, y) = 0 en ol sis-
tema carlesiano de coordenadas z0y el conjunto de todos los _puntos
del plano, cuyas denadas (z, y) if dicha

El gréfico de toda funcidén definida implici con la ecua-
cion F (z, y) = 0 estd contenido en el grifico de ésta.
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Mediante la ecuacion F (r, y) = 0 es posible prefijar no una,
sino todo un conjunto de funciones.

En ocasiones, se consigue pasar del procedimiento implicito de
definicién al explicito, es decir, dar la funcién con la férmula y =
= f (z}. P. ej., la funcitn con velores negatives, prefijada por medio
de Ja ecu.uién z* 4 y* = 1, puede darse explicitamente en la forma
y=V1—2, z€{—1; 1]. El grifico do la ecuacién dsda es una
“circunf; que el de la funcién que anali-

Fig. 47 Fig. 48 Fig. 49

zamos, la semicircunferencia superior (fig. 47). Esa misma ecuacién
rrnl'ija otras funciones. Los grificos de dos de ellas se ofrecen en las
igs. 48, 49 con linea continua.

7.107. Demuestren que con la siguiente ecuacién se prefija una
funcién y construyan su gri.tiw

) S=log gi=2_,

AT z"-:-r
3) 28 g, 4 =0.

Sk
5) T =0-
7.108 Representen los Eri[lws de las ecuaciones:
1}l==|‘|'ia’|—i ) lzl—|yl=2 JHat—y =0
4 =yt =0 +y--4 =0,

&) y‘+20032x==2, 7 T+y‘=i (elipse). 8) 22 —yr=2zt.

7.109. Demuestren que el grifico de la siguiente ecuacion es la
unitn de los grificos de varias funciones y = f (z) o bien z = g (y);
construyan los grificos de esas innmm

l)ly!+!x—2l—x 2) |= -lx—y]=l-
7) = logy.5 x. 4) (=—Izli’+(ﬂ ¥ IF =4
110. Consu-uyun el grafico de la ecuacitn y mueelren que él no

puede ser obtenido mediante la unién de un nimero finito de graficos
de las funciones:
Hilzl—z=lyl—y 2 |ypi=|y—snz]|
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12. Funciones prefijadas paramétricamente. Sea que en ol con-
junto T son dadas dos funciones z = ® (a) ey =1 (t). E'.l conjunto de
todos los g‘unfm del plano de coor con das (g (t);
$ (6), t € T, recibe el nombre de curve prefijads paramétricamente.

P, e; 'el pnrdefunuonns: =cosk,y --senl t € 10; 2a] pm!l]a

Ejemplo 18. Coml.ruyan la curva
z =0 y=0 tek

A Con 13> 0 la funcién = = * es invertible y la funcion inversa
aellaest =7, 22 0. Por ello, con t == 0 tenemos y = (Va)* =
= £ gs decir, la curva coincide con el grifico de la funcién y =
=% 20 (fig. 50). Cont< 0, poranalogia, tenemost = — 'z,

z20e y=(—Vzp =—@Po
¥ sea, con ¢ = 0 la curva coincide con
el grafico de Is funcién y = — (z)*?,
x =0 (fig. 50).

Seiialemos que la curva dade eoin-
cide con el grifico de la ecuacién 2 =
= y*, asi como con el de la funciém
=y A i
s Sean X e Y los conjuntes de los
valores de las funciones =g (t) e y =
L =1 (t}, respectivamente, delinidus sobre
T. Para cada t &7 al valor de z =
-1+ = ¢ (t) contraponemos el valor de y=
=4 (t). Con ello, puede suceder que al
valor z € X se ha contrapuesto mis
de un valor de y €Y (véase, p. ej., la
fig. 50). Sea dadn una regla de acuerdo
con la cual, del conjunto de los valo-
res de y, contrapuestos del modo indi-
cado mas arriba al valor de z, sélo se
elige un valor, Las funciones z = g (t) @

Fig. 50 y=v (1), t €T, junto con la mencio-

nada regla, definen la funcién y =

=f(x),z€X,de la que se dice que estd prefijada paramétri-
camente.

P. eJ .y las [u.nciones: =thy=01teR, }unln con la condicion

y=0, prefijan | Ia I =f(z), 220, la
que en el caso dado puede asimismo prefijarse elpl[c:llmntﬂ en la
forma y =2, z=0.

1
gu-zt

7.411. ;Cudles de los puntos 4 y B pertenecen a la curva:
fha=t—1, y=0—1 4(0;0), B(3; 3)
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Zyz=sent+1, y=cost —1; A(0; —I),B(LB;--G,E}.
M z=2cost—rcoslt, y=2 sen t—sen 2; A (32 V3),

B d; 2).
4) x =2 sent, y =2'cost; A(2; 2), B(D; 27
7.412, Eliminando el p o t, obtengan la ion cuyo
grifico coincide con la curva; construyan dicho grafico:
z=t—1, =11 —2t 4 2
2)r=2—3cost, y=1+ 3sent,
Hzx=2co8t, y=23sent. 4) x=|Int|, y=1-+.
5 z=(t+17° y=(—1)°
7.413. Construyan segiin los puntos las curvas:
f)z=t—sent, y=1—cost (cleloide).
2) z=cos®t, y = sen?t (astroide).
13. Gréficos de las denad 1 Fijemos en

en L
el plano el rayo I con origen en O (fig. 51). Contrapongamos al par de
nimeros (g; r), donde r =0, tal punto

M del plano que Miwr)
8) |[OM | =r
b) el ingulo de giro del rayo ! hasta £
el rayo OM es igual a ¢, con la particula-
ridad de que si ¢ > el giro transcurre L
en sentido antihorario y si ¢ <0, en 0 3
horario.

A todos los pares (g, 0) les contrapone- Flg:ot
mos el punto 0.

Asl, pues, a cada par de nimeros (i, r), r = 0 conlraponemos un
punto en el plano. Cada punto del plano, distinto de 0, resultard
contrapuesto a un conjunto de pares (p -+ 2nn; r), donde n € Z,
r = 0. Estos pares de wimeros llevan el nombre de coordenadas pola-
res del punto.

Sea dada la funcién r =7 (g), ¢ € @, con ello f ()= 0. El
grifico de esta funcién en coordonadas polares recibe el nombre
Eie ounju}nlo de todos les puntos del plano eon eoordenadas polares
@ f ().

Si el rayo ! coincide con el rayo positive del eje Oz del sistema
cartesiane de coordenadas 0y (fig. 52), las coordenadas (z; y)
¥ {p, r) del punto estin ligadas con las férmulas

T =Trcosq, Y =rsenqy. (30)

Ejemplo 19. Construyamos el grifico de la funcidn r = ¢, ¢ €
€10; + o) en coordenadas polares.

A Con el crecimiento de ¢ también crecen los valores de r, cs de-
cir, la distancia de los puntos del grifico hasta el centro . Habien-
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do calculado y marcado en el plano varios puntos dibujamos el grafi-

co. Sefialemos que cada rayo que forma con el rayo [ el ngulo a

(0= a << 2a) corta el grifico en un conjunto infinito de puntos
de la forma (& + 2an; « + 2zn), n €L,

¥ n =0 (fig. 53).

Migr El grifico de la funcién dada leva el

: nombre de espiral de Arquimedes. A
r En ocasiones, al construir los graficos
de las funciones en coordenadas polares,

” es comodo pasar a las coordenadas carte-

o 2 % gianas. A su vez, para ciertas funciones
Fig. 52 sus graficos en denadas cartesi son

: mis ficiles de construir al pasar a las

coordenadas polares,
Ejemplo 20. Construyan en coordenadas polares el grifico de la
funcién prefijada con la férmula

1
ey (31)

£ El campo de definicién de esta funcién son todos los valores
de ¢ para los que
cos @ — sen g = 0, (32)

La funcién es periédica con periodo 2x, porlo que es suficiente
considerar solo los valores de ¢ del intervalo (— 3n/2; a/2) que

Fig. 53 Fig. 5

satisfacen la desigualdad (32), es decir, ¢ € (— 3n/4; a/4). Para
semejantes @ tenemos r cos ¢ — rsen ¢ = 1 o bien, pasando a las

denadas cartesi de do con (30), z — y =1, o sea,
y = — 1. El grifico de la funcién y = r — 1 es una recta (fig. 54).
Como fue demostrado, cada punto del grifico de la funcitn (31) perte-
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nece a dicha recta. Es ficil mostrar que lo contrario también es clec-
to: cada punto de la recta y = x — 1 pertenece al gréfico de la fun-
cidn (31), Esto significa que el grifico de (31) es Inrocta y =z — 1. &

7.414, Escriban la ecuacién y cnnsf.nlysn su gréfico en coordena-
das polares: i)x+y+ 1 =0.2)2° + g = 2z 3) 20y = 2 — .
§) x = y-‘._

7.115, Cunal.ruyan el grifico de la funcién en denadas pol
1) r=1lg (espwl hiperbélica). 2} r = ¢% (espiral logaritmica).
3}r-8un(¢ )4):-—(“_ T

7.116. Cunsl.ruyan el grifico de la eculcién pasando & las coor-
denadas polares:

1) (@ + V') =2 (& — ) (lemniscata de Bernoulli).

r (1 — 1) = 2 (cisoide).
len el campo de definicién de las funci (7.447—7.120);

7. Y y=) . D y=VITE—ZE
B Pr— ST ——
3) y=l/|_’|,| . By y=VE—lz|-2
5) y=V3tz+VI=a 6 y=B—20—zy,
7418, 1) y=log(at41). 2) y=)/ u.;:f;-

8 y=logE=Z. 4 y=1/ing,;—_—,—‘

1f=+5 VI=i
N ¥ me—m - 9V mmErE—g-

7) y=log,. (z*=3z24-2).
8) y=log; logys (,___2:- }-

9) y=1log(1,25"' " —0,4086' ),
10) y=1n(1— log(x*—5z -+ 16)).

T ) y= s 2 y- )/ BT
3) y = log (16 — 2% +r.tgz
20. 1) y = arccos 0,5z — 1).

Z) ¥ = arccos x — arcsen (3 — z).
3) y=nrelg-;;’:“—. 4) y= arcsen ":! i
5) y= )/ arcsen x — arccos «.

8) y = arcsen (2 cos ). 7) y = g (2 arccos z).
B) y = log {1 — 2 mrcctg z).
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arcsen (0,32 —1) 10) y= A==
V"T arcsen (2—1) *

]/“'“_T 3
)y 1 =iy
Hallen el conjunto de los valores de las funciones (7.121-—7.122):
2:
421 1) ym= iy« e
Hy=VIE2F242 4Hy=VE=—Tr—-2
5) =V ITz—1—2. ) y=2"44"15
T) o= logy (54 dz—22).  B) y=logar.
%) y=V Zlog,z—Tog; =.
TA22, 1) y =senzx — D cos T,

N y—1—2fsen2z|. H y;%.

W y=

Q}y-

§) poSiz—cms
L el

5) y=V logsenz. &) y=costs—szenz.

T) y-= logs (cos x -4 sen? x).
By cos ( < Arcsen x } 9) y= arcctg (sen x).

7.423. Demuestren que para toda x £ R,

8) E{x4+1) = E(z) + 1;

b) Kz 4 n) = F(:)-!-n. nel

2) Iallen el conjunto do los valores de la funcion x — E [z — 2),

7424, Sean (%) =z + 6, g(x) = b/lz + 1). Hallen todos
los valores de = para los que:

1 1) +x%:l | =7 (=) + & (z).

2 1) +gla)|=1(z)— ¢

3 liz) +g() =)+ el

1fl) +gia) =11t ]— IS(I) I

’th Haciendo uso de op aritméticas ¥ de las compo-

i de funci P Ia funcién dada mediante las funei

I tnlog fumdarsanial

)= YT =)
3) yaﬁ‘ 4) y=1n2{1+¢%).
5) p=cosloga®. &) y= |/ sen (arcelg o).

7.126. Para la funcién f (z) = (z* — 1)/z* a) hallen todos los
valores de a para los que la ecuacién f (x) = f (a) tiene una soln solu-
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cién; b) hallen el valor miximo de b tal que para cualquier a ¢
€ (— oo; b) la ecuacion / (x) = f (a) tenga en el intervalo (— oo; )
una sola solucion.

7.127, iCon qué valores de @ el campo de definicién de la fun-
cién f contiene el campo de definicién de la funcidn g si:

0 1=V 32 ﬂ”=:*;r’+m-
2) f(x)==log (224 a); g(z;:fg,

3) f(z)=arcsen (*—a);, gl(r)= Ing’,(?a-i—%——c-?“)?

7.128. En el trapecio isosceles ABCD con bases AD = 2, BC = 1
y altura b = 1 se ha trazado una recta perpendicular a la base AD
que la corta en el punto M. Hallen la dependencia entre el drea S do
la parte cortada con el vértice 4 y la distancia x = AM.

7.129. A una esfera de radio r se circunscribe un cono. Hallen la
dependencia entre el volumen V de diche cono y su altura; indiquen
el campo de definicién de la funcion obtenida.

7.130. Se consideran las secciones del tetraedro regular ASCD
paralelas a la arista AB y a la altura DO del tetraedro. Hallen la
dependencia entre el drea § de la seccion y la distancia x entre el
plano de la seccion y la arista A8 si la altura de la cara del tetraedro
es igual a b Hallen el valor miximo de 8.

‘?.131. El radio de la circunferencia circunserita a un tridngulo
isdsceles es ignal a R, Hallen la dependencia entre el radio de la
circonferencia inscrita ¥ el dngulo o en el vértice del tridngulo.
Hallen el valor maxime de dicho radin,

7.132. En un hile infinite con origen en ¢, uniformemente,
a una distancia [ entre ellas, estin enhiladas coentas de vidrio, la
primera de las cuales se encuentra en el punto . El hilo es homogi-
nea de densidad lineal p, ¥ la masa de cada cuenla ez igual a m.
Hallen la dependencia cutre la wasa del sector OM del hilo y la
longitud = — OM.

7433, Dos rayos, entre los que ol dngulo es ignal a 607, tienen

origen comiin, Desde éste, por wno de los rayos salié wna partieuls
a una velocidad ¢ y, pasada una hora, por el vlro rayo, la segunda
particula a velocidad 3o, Hallen Ja dependuncia entre lu distancia

entre las particulas y vl tiompo de movimiento de la  primera.
¢A qué distancia minima =e aproximardn las particulas después de
la salida de la segunda de ellas?

7434, La funcién [ (a) estd definida para todo a € R, con los
que la ecuacion

f@ —da-f 9 |z—1 |- (H—a)|z|

tiene solucidn. El valor de | {a) es igusl a la raiz méxima de la men-
cionada ecnacitn con la a dada (si la raiz es una sola, f (a) es igual
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a dicha raiz). Hallen: 1) el campo de definicién de la funciin f (a);
2) min f (z).

7.135. El campo de definicidn de la funcié tiene m elemen-
tos, mientras que el campo de valores, n elementos. Demuestren que:
1) n=_m; 2) para que la funcién sea biunivoca es necesario y suli-
ciente que n = m.

7.136. Hallen el nimero de todas

1) les funciones definidas sobre el conjunto U de m elementos
con valores del conjunto £ de n elementos;

2) las funciones biunivecas, cuyo campo de definicién y el con-
junto de valores contienen n elementos cada uno.

7.137. El compo de definicién de la funcidn [ es un conjunto
numerable.

1) Demuestren que si la funcién f es biunivoca, el conjunto de
sus v-lnm Iamlnén s numerahle,

2) Ad de una funcién f no biuniveca, cuyo
conjunto de valwns también es numerable.

7.138. Cudles de las funciones dadas son invertibles:

Hy=24z—2, z€l0,5 + o).

HNy=2—=2 xeR.

Hy=2—22"—8, z¢(0; 2]

Ny=—zlz|—2+8 z€R.

5 y=1—senz, z£€I[0; nl.

ﬂ) y = !xr' z€(0; x). z gk /2.

— 3, z€ER

8] gr— arcsos (txl—i). z€[—1; 2l

9) y = arcetg (@ [= ), z€R?

7.139. D ren que las funci { ¥ g son reciprocamente
inversas:

1) flo)m g gla)=22E

2) flz)=x+1, £€(m oot O g(a)m — VET, €l + o).
B fz)m —ett-=2 [0 ook
glr)=VT—2In(—=), zel—V&0)
4) fz)=InSEL, z€(0 +oo) gle)=f(z)
5) f () = sen z, z € [a/2; 3a/2];
g(r) =n —aresenz, z€[—1; 1.
B) flz) =gz, z€l—m; O, x5 —afd;
it arctg r—=, r>=0,
gla)= arcigz, z<<0.
Expresen las funciones inversas a las dadas mediante elementa-
les ¥ construyan sus grificos (7.140—7.142):

2r+|.
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7440, 1) y= ¥, €0 + o).

2) gy, TE(—o0i0], rek—1.

3) y==x|z|+2z, xeh

i) y=EEE zeR. 20, z5.

5 y=SF, zeh; +oo).

6 y=IEL, ze0i1)

T y=2—VF—1, zE(—oo; —1].

8 y=VE—T+4r, z€(—o0; —1].

7441, 1) y=2""%, z¢(—ocoi 1]

2)351—:'2:‘“"'““'. zER, zz=—1.
3

3) jr:n-?‘:_;i:):‘ zcH.

8 y=qErw=+1 TER

5) y=log, (x4 V' FE1), z€R, a>0, ast.

7442, 1) y=senz, z€|5a/2; Ta/2).

2) y=2co0s8(2/2), z€[2m; dn}.

3) ymetgz, ze(—alZ /), ze=0.

4) y=sen®(x/2), xzg£(2nm; 3n).

5) y=1eosz, z€|—m 0], rs=—n/2.

6) y=urceos V 1=, zg|l; 1]

7) y=arceos V T—2, zg|—1;0).

8) y=nrctg‘:__l:-, rER, reai.

7.143. 1) Demuestren que la funciény =z* + Sz es invertible.
Construyan en un mismo sistema de coordenadas los graficos de la
funcion dada y de Ja inversa. Hallen los puntos de interseccion.

2) Demuestren que si # es un ndmero natural impar, p > 0,
g € 8, la funcidn y = =" + pz 1 g es invertible.

7.144. Demuestren que la funcién

Y= )’/¢+ V14 f/:— Va1

tiene su inversa y hillenla.
7.145. Sea y = arch z, 22> 1 una funcién inverss a y = ch =z,
x= 0 D b que la funcid

2¢h {%null:), z>=1,
d chs(%mwsx)‘ -1z <,

es inversa a la funcion y = (2 — 32)/2, == 1.
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7.146. Hallen la funcidn inversa a la funcidn
y= (= + 322 zeh

7.447. Hallon el intervalo miximo de la forma la, + oo) sobre
el que la funcién
y=1+2 son I
es invertible ¥ hallen en este intervalo la funcién inversa.

7.148. 1) D tren que la funcid y.-cz::; ide con su
inversa.

2) éCon gué condiciones sobre a, b, ¢, d la funcibn y=
inversa a si misma?

7.149, Demuestren que el grafico de la funcién y= lug,ﬁ%,

afis=1 es simétrico respecto de la recta y=1x.

7.150. Sean a y b tales nimeros que el campo de definicién de
la funcién y = In {# + be”) sea un conjunto no vacio. (Con qué valo-
res de a y b esa funcién coincide con su inversa?

7.451. ;Con qué valores de a la funcion

y=l@=1)lz=1|+@+1)lz+t]|+z

es invertible?
7.152. ;Con qué valores de a, b y ¢ la funcién

y =aretg (2 + b 1g 2} + e x€ (/2 3nfZ),

coincide con su inversa?
7.153. ;Con qué valores de A es invertible la funcién

ax+b
ex4-d

[

y = (arcsen z)* + Aarccos x, z€[—1; 117

Prefijar la funcidn inversa con una formula.
7.454. Demuestren que
1) cos (2 arccos x) = 2* — 1, z €[— 1; 1]
2) sen (3 arcsen z) = 3r — 42%, z €| —1; 1l
3) tg(Baretgz)= 0T, zer, o1/
4) 3 arccos = — arccos (3r — 42°) = n, = € [— 1/2; 1/2],
5) arcms-:;—:;-n-ﬂmtgzl. zef.

7.155. Hallen todos los valores de z para los que son ciertas
las igualdades:

1) arecos T—2* = arcsen z.
2} arccos ' T— 2% = —aresen z.
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3) arclg xz = arcclg (ﬁx) 4) arctg r = arcetg (1/z) — =,

a) nmlg’i:-ln:tg: + —.

0] lm!g:_::-=amtg:—%,

¢Cuiiles de las funciones son pares, cuiles impares, cuiiles no son
ni pares ni impares (7.156—7.159):

TA56. 1) y =22 —1, 2) y=—55 3) y=1—2"
Y y=s—L. 5 y=yYT—z+VTF=
6) v-V:—hﬂVﬁ- ;f: y= 62484 (r—2)
14 i
Hu=(1-75)(zH=)
TAST. 1) y=figm. 2) y=InisE.
3) y=ch(z4shz). 4) y=th(r4chz).
5) y=In* (Y FHT+2).
6) y=coszshz+senzchz. 7) y=arsh(shz). 8) y=th(arthz).
9) yzl-}-g-_t-:wl?

7458, f) y="55. 2) y=senz+22.

|sax|
t—coszx *

Hy=tgz—cosz. 4) y=7
9) y=(x—1)fsenz.

) ymcos (s—3) + s (=~ ).

T)y=sen tg z. 8) y = clgcosz?

7.159. 1) v = arczen 1% 2) y = 2 arccos (— z).

3) y=arccos |z |. 4) yuamsz-—%
5)¥~nw:ts (clg 7). 6) y = cig (arcctg z).
y = arcsen (arccos z). 8) y = sen (2r — arcctg z)?
7 160. Representen la funcién f en forma de la suma de funciones
pacr e impar:
1) @ =(z+12 2 (=23,

3) f@=sen(z4+1). 4) flA=. |zl1<1.

7.161, Demuestren que lmh hmudm deﬁnids sobre un conjunto
simétrico al origen de P table en forma de la
suma de funciones par e impar.

11—yl
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7.162, Representen la funcién en forma de la suma de funciones
par e impar si:

Ny=|2—1| Jym=a® dy=In({l +).

4) y=sen (2* + 2%. 5) y =1g (x — 5). 6) y = arccos x.

7) y = — areetg z. 8) y = orctg (1 — z).

7.163. La funcién f es ni par ni impar, la g, par, la h, impar.
iPuede la suma:

1) j -+ g ser: a) par, b} impar?

2) f + k ser: a) par, b) impar?

7.164. La funcidn | es ni par ni impar, la g, par, la h, impar
¥ tiene sentido la posicién de cualesquiera dos de estas funcio-
nes. Indiquen todas las composiciones que son: 1) funciones pares,
2) funciones impares,

7.165. 1) Demuestren que la funcién inversa a la impar es una
funcién impar.

2) ¢Puede ser par una funcién inverss a la dada?

(1] que las funci son acotadas (7.166—7.168):

7466, 1) y=z—VF—1, zg[1; + o).

2 y=yY I B—z. Hy=yYoLi-1z|

j22—1

4 =5 5) y= z‘__‘:; . TEl0; 4).
. x+1 G
(] yub‘_,;, ZE(—oey —1).

7 =) F o

)y (r= )Y TFD °

TA6T. 1) y= 2" 2} p=2"" rg(—o0; D)
chz 1

B y=1m D i=arEne

5) y=log.(1+2), zEIZ +oo).

7.168. 1) y=tgzcosdz. 2) y= W—i‘l

cigs
9 y=to
ﬂy-ctg:—-*;:. lxig%, =0,
7.169. D que las sigui funci son no acotad

1) y=2"—3z. 2) y=2W(s2=1), z€(—o0; —=2]
B y=Z, re(—i0). §y=2, 2¢it; + )
5y =2 2 (0; + oo)

B) y=log. (1 +32), z¢€ U‘; 2
Thy=2z sen z. 8 p=(cos z)/x.

9) y=-:-nnn%.
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7.1470. Sesn P, (z) ¥y Q. (z) polinomios de los grados m y n,
m=ny@Q,(z) 0 pera toda z ¢ R. Demuestren que la funcién
P (2
. 'n (]
es acotada.
7.471. Demuestren que cualquier polinomio de un grado no me-
nor que el primero es una funcién no acotada.
. 7.472. Aduzcan un ejemplo de funcién definida sobre un segmen-
to ¥ que en él es no acnlade
7.473. Aduzcan wn de ion definida sobre un seg-
mento y que es no acotada en el entorno de cada punto del mencio-
nade segmento.
7474, Investiguen la monotonia de la funcién ¥ construyan su

grifico:

—1 " r2 A= j==1]
) v=1ir Dr=Tirye 3“"—_Hm z
lz=1]—|=+1] * 1
8§ y= ST Yv=aTr Be=vtr
Investiguen la ia de las funci (7.475—7.176):

M Y y=VrE—1. 2 y=VE=—7r.
1 T
3 R Hy=yTi=—2
5 gy A
5) ye=i— Y71, !s;y_,Tfar.
T y=Vi—2+Vzt2
Bl y=Vr—1—=Vr+l. 9 y=z—)=-1.
7.476. 1) y=sen*z+costz, xgf0; ).

9) y= 4o, z€(0; 20,

3) y=tgx-tetgx, ze(0;jm), zekn/2
4) y=03%""" 35) y=log, (Bz— a3,
G y=In{VEF14z). T) y=2.3*—9=,
8) v =2log: (1 4-%) —logi (1 +23).
7.177. Demuesiren que la funcién
y=z—gsenz, donde 0<e=1
estriclamente crece.
7.178, Demuestren que la funcién ¥ = 2 + 2™ 1) crece sobre

(U; -+ e=); 2) no es mondtona sobre [— 1; O
7479, D que la funcié

56 (- )

v=merm e @ BER
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l!_!é o en cuslquier intervalo contenido en su campo de defini-
clon.

7.180, La funcion y = f (z) es mondtona. Demuestren que: 1) la
funcion y = — f () es mondtona; 2) si f (x) > 0 para toda z €D (f),
la funcion y = 1/f (z) es mondtona.

7.181. Demuestren que la suma de las funciones crecientes (de-
crecientes) en el intervalo {a; b) crece {deemee] en el intervalo (a. b).

7.182. Di que la ef
es una funcién mondtona.

7.183. 1) Dy que es i la funcibn inversa a una
inn;iﬁ::\ crecients.

P——

inversa a una fun-

que es d i 1a
uén decreciente.
7.484, Haciendo vso de los simbolos 3, V snunc(en y escriban

la afi ion: 1) la funcién no es creciente; 2) la i6n no es decre-
ciente; 3) la funcién no es mum‘n.ona.
7. d un de dos funci ientes en el in-

tervalo (a, b), cuyo produ!}lo es 1) una funelén creciente en (a; b);
2) decreciente en (a; b); 3) no mondlona en (a; b).
7.186. Aduzcan un ejemplo de funcién definida sobre R que no

es mondtona en ningdn intecvalo.

7.187. Recibe el nombre de creciente en el punto x, € (a; b)
la funcién f (), = € (a; b), si existe tal § >0 que [ (z)= f (z,)
para toda x € (zg — b, 25) ¥ f (£) = | (%) para toda z € (24, 2 + 8).

;Es mondtonamente creciente en (a; &) la funcién que es crecien-
te en cada punto del intervalo {a; b‘;

7488, Sea z, la raiz de la ecuacidn

4 =c
ysea bien 0<a<i yO<b<{i, o bien a=>1yb=>1,

Demuestren que la ecuacién aducida no tiene otras rafces.
7.189. Sean [, g y f — & funciones crecientes y f (zo) = g (za)-

que el
flzy=gy),
fy)=g (),
flz) =glx)
tiene una sola aniumén
7 1.!!3. Sea que las funci | v g estin defi sobre ol con-

1) Sea f (2) = g (z) para-toda z € X. Demuestren que
supfzssupg, inff=zinlg.
x X x x
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2) Sea sl;}lf = 400, il;( £ 7= —oo. Demuestren que

st;‘ptf+x;= +co.
3) Sea i:}fr =0 2D £ %= -+o0. Demuestren que

inf{f+4 g)=—o0.

x
7.491. Sea impar la funcién f. Demuestren que

inf j= —supf, supf~—inff.
=<0 =>0 x< =>0
7.492. Empleando los simbolos 3, ¥ enuncien y escriban la
afirmacién: 1) el nimero a no es la cota superior de la funcién;
2) el nimero a no es la cota inferior de la funcidn.
7.193. Hallen n;i'n)‘ sz
1) f{:}zz-{-%. X=(0; 4 00).
2) f(e)=2, X=(f; +oo).
3) fx)= m:‘z +ogiz 41, X= [-';—. %]
4) {(x) = tg z + ctg 2, X = (0; a/2).
7.494. Hallen:
1) min{z—21'7). 2) max (3tgz—tgz).
0 nj2)

7.195. Hallen rnfx,f it

1);(:):9&4-;'.—. X =(—00;0).

?) fla) =5, X=(0; +oo).

3 o=y T=2", X=[—1:1).

4) [z)=log (z+1)+logyy 2, X=(0;1).

7.196. Hallen méx f, min [ si:

1) f(z)=e-1xl—e=21=1, 2) f(x)=cos*z+tcosz43.
3) f(z) =sen*z — dsenz 4+ 3.

4) f (z) = sen* z + cos® x

3) f (x) = sen x sen 3r. ﬁ}f{:} cos (1 + sen x).
7;;(:} sen (2 cos:—-n 8) flz) =2 + 1)

9) | (z) = (z + 1)/(z"
7.497. Dos cuerpos se muevan por rectas en el sentido hacia su
punto de i i6n 4. Las velocidades de los cuerpos son constan-

tes e iguales a v, ¥ vy, ¢n el momento inicial los cuerpos se hallan a
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las distencias a y b del punto A4, respectivamente. El dngulo entre
las direcciones de movimiento de los cuerpes es igual a a. Hallen la
distancia minima entre ellos.

7.198. En un tridngulo esta inscrito un rectingulo de forma que
uno de sus lados yace en uno de los lados del tridngulo y dos vérti-
ces, en otros dos. Hallen el érea méxima posible del rectingulo si
la del triéngulo es igual a §.

7.499. En la seccién axial de un cono el dngulo es igual a 2e,
el radio de la base, a . Hallen el valor méximo del drea de la sec-
cién trazada por el vértice del cono si 1) 2a << a/2; 2) 2a > a/2.

7.200. Hallen la distancia desde la pardbola y = /4 hasta la
recta y = —z — 2.

7.201. Hallen el m;'x i m;'n,‘ si:

1) f () = logyiy (2* + 2 — 2), X = 15; 6BI.

2) fiz) = logy (Bx —2*—T), X = [2; 5l

3 fl@) =costz+senz X =[a/d; al

41 @) = @ +4)is X = It; 3.

o

5 =57, X=1—14 =T

) jl)= S, X=(—15 15].

7.202. Empleando los simbolos 3, ¥ ien y escriban la
afirmacion: 1) el valor de f (z,), 7, € X no es el méximo; 2} el valor
de f (zy), T € X no es ¢l valor minimo de la funcion sobre el con-
junto X.

7.208. Hallen el min (z—}T53).

7.204. Hallen el mix f, min f si: |

Hjm=xs—VYT=2 2) f(0=Vbi—z+Vz—2.

7.205. Hallen el radio de la base y la altura del cilindro inscrito
en una esfera de radio R, =i el drea de la superficie lateral del cilin-
dro tiene el valor miximo de los posibles.

7.206. Hallen el radio de la base y la altura de un cono circuns-
crito a una esfera si el volumen del cono tiene el valor minimo de
los posibles y el radio de la esfera es igual a A.

7.207. Todas las aristas del prisma triangular regular ABCA,B,C,
tienen una longitod a. Los extremos del segmento paralelo al plano
ABB, A, yacen en las diagonales BC, y CA, de las caras laterales.
Hallen la longitud minima de dicho segmento.

7.208. La longitud de la arista del cubo ARCDA,B,C,D, es ifrual
aa. E y F zon los puntos medios de las aristas BB, y CC,, respecti-
vamente. Los vértices de un tridngulo son los puntos de interseccion
de un plano paralelo a la base del cubo con las rectas AC,, CE, DF.
Hallen el valor minimo del drea de semejante tridngulo.

7.209. Hallen el valor minimo de la suma 2 + y*siz 4 2y = 1.
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7.210. Hallen el valor maximo del producto zy si:
1) 2 =1 2) 2* + 3 =1.

7. 2‘". Hallen el min f si:

1) f(z) = (x—1) (x—2) (x — 3) (zx — 4).

2) f(z) =(x—1) (x — 2) (x—3) (z— 6).

3] flr) =(r—a)(x—b)(x—¢c)(x—d), donde b—a=

-

4) flz)= E (z—ay). 5) [{z)= ( 24cosz )2
et

80

7.212. Hallen

1
(o n ( |+x+ Vi—z )' nel.

7.213. Demuestren:

1) Los graficos de las funciones y = f (z) e y = f (—z) son si-
métricos respecto al eje de ordenadas.

2) Los grificos de las funciones y = f (x) e y = ~—/ (z) son simé-
tricos respecto al eje de abscisas.

3) Los grificos de las funciones y = f (z) e y = —f (—x) son
simétricos con relacién al origen de coordenadas.

4) Los grificos de las funciones y = f (z) e y = f~* (z) son si-
mélricos con relacién a la recta y = x.

7.214. El grifico de la funcién g es simétrico al de la f con re-
lacién a la recta = = z,. Expresen los valores de la funcién g por
medio de los valores de la funcién f.

7.215. El grifico de la funcién g es simétrico al de la funcién f
con relacién a la recta y = y,. Expresen los valores de la funcion g
mediante los de la funcién f.

7.216. El gréfico de la funcidn g es simétrico al de la funcidn f
respecto al punto (z,; ¥,). Expresen los valores de la funcién g me-
diante los de la funcidn f.

7.217. Segin el grifico conocido de la funcidn y = z* construyan
el grifico de la funcién e indiguen los conjuntos sobre los que ella es
mondtona:

1) y = 2z° — 8z + 4. 2) y a-lh—é—?&‘

Dy=g—8(2]—74)p=5—41z] 2|

7.218. Construyan el grafico de la I‘uncién (7. 218—-? 225):

Ny=lz—1|+|z—2]|—|z—38]

)y=|z—2|+ x|+ |z+2]|~3

Hy=le—2]z—11L S y=122—|z|—11

8) y=gp(l74-al—lz—al). a>0.
) y=-sign z—-;a—(lx+n|— jx—al), a=0.
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_ | B2l \z-t2] [z 1]
Dv=|526r| 8 v=Foarerar -

29, 1) y=2(z+2P—3. 2 y=124 F(1—2]

Yy=rtr 4 y=F—ti—2

5) y=04(1—2)—1. 6) y=2—4 (z 420

7.220. ) y=VYT—22 =2 2)y=3-05}3x—2
3) y=2Y BB+ 4 y=2+)/1- +2.

5) y=(2z+ 1) 8) y=3— Bz —1pA.

T) y=8—t 2 8) y=(z—1yr-1.

7221 1) y=V PF—al. 2) y=VI=A=].

3) y=y8=Tz—1]. 4 N=le+1l‘—1

7.222. 1) y=.?%_=;_ %) y= '{?_-Fé'

1 2 ___ 3
) =y Vy=gyi V=1
7223, 1) v_:’-e—-i. 2“,_3 i

3
9 y=m3rtar ‘i”:i%- 5 y=77 -

1 1 1
O y=grggy . N¥=w=- Y=oz

-
1224 1) y=giy . D=y N e=THr.
223 dr b
N y=a—mz7 -

7.225. 1) y=)5+4z—=. 2}yw“f1—.r’+l) sign z.
3 y=2=VE—Zz—2. 4) y=—m= v'l ==

9 1=3BE. by
T) y=z+ Vi —23,
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7.226. (Con qué relacion entre a, b, ¢, d el grafico de la funcién
¥y= Hi; se obtiene con el desplazamiento del grifico de las
funciones:

1) y..%_ 2) ym= ::: y Tyt

7.227. Hallen el centro de aimema del grifico de la funcién:

X

1) y=524. 2 y=-—-—§-ﬂ+ , e5=0.

By=2"—06s% 4 y =0 + ba* - ex 4 d, as=0.

7.228, Demuestren que los grificos de las funciones y = £ —
— da%z e y = 2* — 3az® se obtienen uno del otro por medio del des-
plazemiento.

7.220. Demuestren que la funcién y = z* — 3a%¢ crece en los
intervalos (—oo; —al 510 +oo) y decrece en [—a; al (g = 0). Cons-
truya;tsgl grifico de la funcu‘m cona = 2.

que — Bba? (b = 0) crece
en {—oo; 0] y [2b; +oo) y demce en lg 2b] Construyan el grifico
de esta funcién con b = 1.

Construyan el grafico de la funcién (7.281—7.235):

T24.1) y =2 — 32 + 22, 2) y = 2 4 6z

7282 1) y=E(l2 1) 2) y=E (z*—1).

3 y=E(+). 4 y=(E@PF—26@)—1.

Sly=lz—E@)—05| 6 y=(z— E (z)~

N y=t- E@. 8 y=:~—i)wm-

7.233. 1) y=1—3031, 1 v=" 2,.y+2

3) y=1log; (0,52 +2). 4) y= —?los‘{i—x}-
5) y=>3%-43, 6) y=|0,55—2|.

7) y=log(3—z). 8) y= logy,|—2z|+2.

9) y=log,|]|.

T.234., 1) ym 2onnl, 2) yo 20,

3) g=30=Mm, §) yo 0,557-x,

5) y=logys(z?—82)+2. 6) y:lnx—’;’% .
D ymetien, ) ym ST

9 y=In(}YFEH1+1).
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7.235. y=E(2%). )y =28,

B y=20"E=. &) y=E(logyz). 5) y=log(z—E(z)).

7.236. Demuestren que la funcién dada es periddica y hallen su
periodo minimo positivo:

1) y =:—¢ngo.}, aER, a0

2)y=E (2z 4 5) — 2z.

3 y=sen (Y Ixr41)|. 4) y=sen 2z senSz.

5) y = sen dx + 5 cos Bz, 6) y = 3 sen 4z + 2 1g 5z,

7) y=sen'z +cos*z. 8) y = g (z + sen ).

9) y = sen {cos z). 10) y = cos (sen z).

11) y = sen® r + cos® x.

7.237. Demuestren que la funcién dada es no periddica:

1) y=sen V7l
2) y=coszteosz V2+...+eosz ), nEN, n =2

3) y = sen x-bsen ) Zz.

7.238. Demuestren que si la razén entre los periodos de las fun-
ciones [ y g esun racional, las funei f+ gy fg son pe-
rigdicas. .

7.239. Hallen el periodo minimo positive de la funcidn:

1) v = 8 sen (92/8) + 2 cos (32/2).

2) v = sen (3z/4) + sen (9=/8).

3) y = asen (pzlg,) + b cos (pux/gy), donde py, ps iy g2 €N,
P19 7= Pathe

4) y = asen (pyzig) + b sen (pyxlgy), donde py, pa G g2 €Ny

mk-ﬁ- Path- )
) y = a sen (p,zigy) + b ig (psxlgs), donde py, pyy @ 3 €N
P 7= Path-

7.240. {Con qué a y b (ab 5= 0) la funcién y = ax — E (bx + ¢)
s periédica y cudl es su periodo minimo positive?

7.241, Aduzean ejemplos de tales funciones no periddicas [ v g
que la funcién h: 1) h=f+g; 2) h={-g sea peribdica y tenga el
periodo minimo positivo.

7.242. Aduzcan ejemplos de tales funciones periddica f y no pe-
riédica g que la funcién b: 1) b= [+ g; 2)h =/ gsea peribdica y tenga
el periodo minimo positive.

7.243. ;Existe una funcion para la que cads nimero irraciopal
es su periodo y cada nimero racional no lo es?

7.244, El gréfico de la funcién y = [ (z), z € A es simétrico con
relacién a cada una de las rectas z = a y x = b, a %= b. Demuestren
que y == f (z) es una funcién periodica y hallen su periodo.

7.245. El grifico de la funcién y = f (2), = € A es simélrico con
respecto del punto A (a; b) y la recta z = ¢ (¢ 5= a). Demuestren
que / (x) es una funcién periddica y hallen su periado.
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7.248. D que la funcidn f es periddica si existe tal
Tt que para toda €D (f), 2+ TED (), s —TED () y 50
cumple una de las siguientes condiciones:

1) fle+Ty=—1(2). 2) flz+ D)=z,

(=) 4a 1

D) =g 4 Hat Tym s
Hallen el periedo de la funcién f.

7.247, Sea la funcién g inversa a si misma y, ademds, estd defi-
nida la composicién g« f. Sea que existe tal T == 0 que para toda
z € D (f) se cumplen las condiciones x + T €D (), z—TED (¥
[z -+ T) = g (f (z)). Demuestren que [ es una funcién periddica y
hallen su periodo.

Construyan los grificos de las funciones (7.248—7.249):

7.248. 1) y=2cos(2z4+1). 2) y:clg(-;.+%)-_1_
3) y=senzetgx. 4) y=cosz+|cosx|. B} y= |sen 2r —cos2z|.
6) y=sen* z-|-costr.

2
7248, 1) y= s 2) y=ctg?z.
3 y=%§% . 4) y=|senztgzl|.
5 vy T

7.250. Construyan en un mismo sistema de coordenadas los gri-
ficos de las funciones:

ly=senze y=—)1—cost 7.
2) y=cosx e y=1/}) T+ 1g%z

3) y=senx e y=7%’

1—1gtz
4) y=m2xey=§v$-;.

Construyan los grificos de las funciones (7.251 — 7.253):
7.251. 1) y=0,5kmxl, 2) y=2wx

3) y=logyscosz. 4) y=log, .;EIIW:W .

3) y=Ilog ooy senz. 6) y=1-+ V'Iugmsﬁz.
7.252, 1) y=cosa®. 2) y=senz®. 3) y=cos(cosz).
4) y=sen(2senz). 5) y=sen(l/5). B) y=1g(nfz).
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) y=sen I_’:x"' = 8)y=mslog2-§- =
7.253. 1) y=xtsenz. 2) y==zsens.
3) y=1tcosz. 4) y=eTsenz. B5) y=zeos(liz)
6) y= (2sendef(i+2Y). T) y="2E
8) y=—:—m-}- 9) y=(1-+cosx)cosdz.
7.254. Construyan el grifico de la funcién
Tl +20) +f(z—21),
donde
 |V-beosz, [zl <=,
1@=1"0 |z>n

suponiendo que: 1} ¢ = 0; 2} £ = n/B; B) £ = ald; 4) 1 = /3 5}t =
= sl.'J\:.o\n-l.ﬂ:l,lm:l los grificos de las funciones (7.255—7.258):

7.255. 1) y = 3 arccos (z/2) + 1.

2) y = earcelg |z |. 3) y = arcetg |z | —arclg |z |

4) y = = + arclg z. 5) y = arcsen (1/z).

7.256. 1) y = arctg (tg 1) e y = 1g (arcig z).

2) y = arccig (cig z) & y = cig (arcctg z).

3) y = arccos (sen z). 4) y = arcces (cos z) — =z.

5) y = z —arctg (tg z). % y = r arcsen (sen x).

7) y = x arccos {cos x). 8) y = arctg z — arcctg (1/z).

9) y = arccos (cos x) — arcsen (sen ).

7.257. 1) y=arceos J T—22

2) y=4arcsen ) T—2%. 3) y=cos{2arccos z).

4) y = sen (3 arcsen z). 5) y = tg (3 areig z).

6) y—ll!:l.g-i-i—“a L M= ams%’r.

7.258. 1) y = E (sen z). 2) y = cos x — E (cos z).

3) y = arcsen (z — E (z)). 4) y = arceos x — E (arccos z).

7.259. Sean mix {f (z), g (r)] el mayor y min {f (z), £ (=)} el
menor de dos nimeros f () ¥ g (z) con 2 € D (f) N D (g). Construyan
el grifico de la funcifn:

1) y=mix{z2 Viz[} 2) y=mix{s 1/z}.

3) y = méx {sen z, cosz}. 4) y = min {27, 91 + 27}

5) y = min { cos x, cos 2r}. 6) y = min {log, =, log: 2}.

7.260. Construyan el grafico de la [uncidn:

g y = cos (3arccos z) 2) y = cos (4 arccos ).

y = sen (2 arccos x). 4) y = sen (3 arccos z).
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7.261. Demuestren que para todo n € N:

1) La fupcién T, (z) = cos (n arccos z) coincide sobre [—1; 1]
con un polinemio de n grado.

2) La funcién sen (n arccos z) coincide sobre [—1; 1] con la fun-
cién de la forma VT — 2%.Q,_, (), donde Q,., (z) es un polinomio
de n — 1 prado.

7.262, Construyan el grifico de la ecuacién:

1) 4 =2 + 4 |:|+x. 2)y‘+-ﬁ ly+z|—dz+3=0.

NP — =) y—1) =

4 Wl=g=sr- lostzy~t)=-lnsm—z)(f—yn-

'3) Iil'l—lDSquI:-le—
Y —x—3y =0 8:-:’+y =2(z1+ ¥
7203.[‘ que lo

VE+ay—aVij—r2=0

prefija una funcién ¥ construyan su grifico.
7.264, Demuestren que el grifico de la ecuacitn

Phrytnt—z—y=0

es la unién de los graficos de tres funciones; constriiyanlos.
7.285. Construyan el grifico de la ecuacién:
1) |y | =coszx. Zlcos]:|+san|y|—0
3) |senz ¥+ [cosz | =
4) ly—senz +1 |+ Iy-—senxl =1
7.266. Hallen los valores de ¢ correspondientes al punto A de la
curva:
1) 4 (0 (};; zm?—, y=P—1t
HAG 2 z=0242 y=P<+1
3) A2 2); z=2gt, y=2sen*t + sen 2t
4) A (=9;0); =3 (2cost — cos 2t), y = 3 (2 sen ¢ — sen 24).
7.267. ;Qué puntos A o B pertenecen a la curva:
1) A (5;1), B (1; —~1); z =2 + 5cost, y = Ssent — 3.
2) A (—3; 8), B(10; 8 z = £ 11, y — £ + 20
7.268. Prel‘uen la curva con una ecuacion y conslruyan]u
NNz=06—1% y=3L. 2) z =141, y =12
Y ax=cost, y=sent 4) r=1gt, y=1sen2t + 2cos
5) x = sen 3t, y = sen £.
7.269, Construyan la eurva:

1) ,=3._‘*L'_.%;‘ y=—L,; 2) z= ',..UH%-

1¢] ]
3) 2= g3y I+|J'| Pt 4}"‘_" T—1 |- Y=1=mr -
S)z=23cost, y=dsent B) r=p®— 2, y=1" 4 2
Tz=cost, y=1t-+2sent. 8]:=3"Ly=(¢’-{—i)ﬁi
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7.270. Construyan el grifico de la funcién en coordenadas pola-
res:

1) re—t—. 2) r=2|cos3¢|.

A o=
7.271. Sea « un nimero irracional,
J(x) =ax— E (ax), € L.

Demuestren que:

1) f(z)<<1 para toda z € Z.

2) [ lzy) — [ fxg) = | 1y — 35) 8 [ () — [ (£2) > 0;

flm) = flzs) =1 ey — z) — 180 (z)) — [ (2) <O

3) Para toda &>>Use hallarda tal mimero z€Z que
O<<flz)=<e.

7.272. La funcién f se denomina convera hacia las y positivas
(hacia las y negativas) sobre el infervalo X si para toda x), r, € Xy
toda @ € (0; 1] es cierta la desigualdad

foxy + (1 —a)zg) 2 fin) + (1 —a) [ (x)
(respectivamente

[ oz + (1 — ahz) < of (m) + (1 — a) f (=)

El grafico de la funcién convexa hacia las y positivas sobre el
segmento [a; ] no yace bajo la recta trazada por los puntos (g; f (a)),
(b5 £ (B).

L que la

1) y = az® + br + ¢ es convexa hacia las y negativas sobre [
con & > () y hacia las y positivas sobre R conae < 0.

2) y = a* es convexa hacia las y negativas sobre R,

3) y = log, = es convexa hacia las y positivas en (0; -feo)
con a > 1 y hacia las y negativas en (; +oc)con 0 << a << 1.

4) ¥ = %en x es convexa hacia las y positivas en [0; n] y hacia
las y negativas en [—m; Ol

7.273. Indiquen los intervalos de convexidad hacia las y positi-
vas y negalivas de las funciones:

—

4) ge=arcsen (r—1).

P -

funcis

1) gz} 2) =3t 3) y=1/z. 4) y.:.’:__'_'i,

5) y=chz. 6) y=shz. 7) y=log|z|. 8) y=|Inz|.

7.274. Demuestren que si { y g son funciones convexas hacia las
y positivas, la funcién af + pg, donde « =0, p = 0, también lo es.

7.275. Demuestren que:

1) La funcién inversa a una funcién convexa hacia las y positi-
vas estrictamente creciente, es convexa hacia las y negativas.

2) La funcién inversa & una funcién convexa hacia las y positi-
vas estri te d i a5 hacia las y positivas.




§7.F numéricas, Sucesiones 175

7.276. Indiquen los intervalos de convexidad hacia las y posi-
tivas y hacia las y negativas de las funciones:

1) y=tgz € (—n/2 n/2). 22 y = costz, z € (0; 2n).

3) y =srcsen x, x € [—1; 1. 4) y = arcctg z, = €A,

7.277. La funcién f es tal que para cualquier z,, z, € & es clerta
la desigualdad

(2522 ) < 7+ 1z

Demuestren que para cualesquiera x,, 75, x, € L es cierta la des-
igualdad

F(2ESEE ) < () £ () + f )

7.278. La funcién f es convexa hacia las y negativas sobre R.
Demuestren que para toda z,, 3, . .., 3, € & ¥ loda a;, @q, ...
vem G 0s<1(f=1,2 ... .0 +ay+ ... +a, =
= 1 es cierta la desigualdad (llamada de Jensen)

(o +aaZs + .. FanZa) S aof (1) + @2 fim) + ...
voo + oaf {Ta).

7.279. La funcién f {x) estd definida sobre Al y para cuslesquiera
z, L ER

Tie) + [ 2a) =1 (1 + x,).
1) Demuestren que para todas las x racionales
@) =/ ()=
2) Demuestren que si f es no acotada en el entorno de cierto pun-
to, ella tampoco lo es en cualguier entorno de cualquier punto.
7.280. La funcién f con D (f) 5= gl)} es tal que para cualesquiera
a, i € Ry cualesquiera x,, x, € D {f) se verifican las condiciones
ax, + fr, €D (),
flaxy + Bra) = af (z)) + Bf (xa).
Demuestren que D (f) = R y que para toda z £ R
J@)=f{1)=

7.281. Para la funcién f existen nimeros T 5 0 y a tales que
para toda = €D (f) tiene Jugar

s+ TED() z—TED ()

¥ que es cierta una de las igualdades:
Nfe+TN=j@)+a, ) fE+T)=[(z) +az
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a3 te:

D que,
1) f@=9@+F=
2) H{@) =9(0)+ 7 (- T3),

donde @ (z) es una funcién periddica con periedo T.
7.282. Para la funcién f existen un nimero T = 0 y el polino-
mio @ (x) del grado n tales que para cualquiera z € D (f) tiene lugar

z+TeED( =—TeD ()

¥
fla+T) =]+ 0 @)
Demuestren que existe tal polinomio P, (z) del grado n + 1 que
f(@ =9+ Posa 2

donde g (z) es una funcién periddica con periodo T.
7.283. Para la funcién f existen los nimeros T' s 0 y k > 0 ta-
les que para cualquiera = £ D (f) tiene lugar

2+ TeD() =—TED
fle+T) =k (a).
Demuestren que existe un nimero a > 0 tal que

i iz} = a*¢ (=),
donde ¢ (z) es una funcién periddica.

14, Sucesiones. Recibe el _nomhu; de sucesidn una funcién cuye

campo de definicién es el conj de naturales. Los va-
lores de j funcién se designan con x, (o bien a,, by, etc.)
y se denominan términos de una idn, el nd n lleva el b

de ndmero del término r,. La sucesitn se anota asi
{za) 0 bien z,, R €N, o bien z,, n =1, B

Con otras palabras, si a cada nimero natural n se le contrapone el
nimero z.,,, se dice que se ha prefijado la sucesién {z, }.

En calidad de ion de nd uede no sélo un con-
junto de naturales, sino tambié lquier otro subconj
infinito de niimeros enteros, p. j., un conjunto de nimeros natura-
les pares (en tal caso, la sucesién se designa {ry }), un conjunte de
niimeros enteros no negatives 0, 1, 2, ..., etc.

El conjunto de valores de una sucesidn pueds ser tanto finito como
infinito, p. ¢j., el conjunte de valores de la sucesitn {(—1)"} consta
de dos niimeros 1 y —1, el conjunto de los valores de la sucesidn
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{1/n} es infinito. La sucesién cuyo conjunto de valores consta de un
nimero recibe el nombre de estacionaria,

; Una sucesién puede ser prefijada con ayuda de la férmula de la
orma

Zy =f(n), ngN (33)
que expresa z, por medio de un nimero n, p. &j.,

zn=2" nEN;

z, =nl, ngN.

Semejante firmula es llamada formula del término general de la suce-
sidn. Con el fin de prefijar una sucesién se hace también uso de f6r-
mulas recurrentes, es decir, de aquellas que expresan el n-ésimo tér-
mino de la sucesion con ayuda de los términes con los niimeros me-
nores (los términos anteriores). De esta forma se definen las

siones aritmética y geométrica (§ 4). Las sucesiones dadas a conti-
nuacién son otros ejemplos

Ty =@, Ty =bro, e, nEN, n =2,
T o=a, 3y = b 2y = (Tay + 2a)l2,

néN, n=3,

aqui a, b, ¢ son los niimeros prefijados. Una sucesion puede ser profi-
jada también con otros procedimientos, p. ej., z, es la n-ésima cifra
en I; anotacién decimal del niimero  {osea, 1, = 3,1, = 1,1, = 4,
ele.).

 Ejemplo 21. Hailen la formula del término general para las suce-
siones:

oy =1, r, =1, 2, =2, 43,5 nEMN, n=3 (sucesién

de Fibonacci);

2) xy=a, z,=b, x..==u-,-—-i- Tpa BEN, R 23

N =02,=1a, =2,y —zp4,n€N, =3

A1) Hallemos tal sucesién de la forma {A"} que satisfaga la
condicién £, = x4 + Tp_y, n EN, n =3 (aqui & == 0 y, hablando
en general, puede asimi: ser un ni plejo). Después de po-
ner x, = A" obtenemos la ecuacién A* = 4 + 1 (es llamada ecuacién
caracteristica), de donde &, = (1 + V5)/2, &, = (1 — ¥ 5)/2. Ca-
da una de las sucesiones {A"} y {Ar} satisface la condicién z, =
= Ep-y + Fn-y. Para cualesquiera niimeros @ y B, la sucesién con
término general x, = ah? + PAF bién satisface dicha condici
Hallemos & y p de forma que

3 =ahy o+ Py =1, 7 = ad + Al =1,

[
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abtenemos
RN | Taees CIRPVPE -~ IS

TERE=R YT M=) -
Poniendo los valores de A, &, oy Ppen la formula z, =
=gl +fi}, hallamos la férmula del término general

1 145 \» 1—y5\n

T == ))

de )a sucesién definida con las condiciones 1)
2) Obrando como en el caso 1) llegaremos a Ja ecuacidn caracte-

ristica 43* — 4L + 1 =0 que tiene una raiz de segundo orden de
multiplicidad A = 1/2. La sucesién {2°"} satisface la condicién

neh,

r,,=.r,._,--i— Zyse REN, Rz 3.

Como es ficil de comprobar, {n2™) es olra de semejantes sucesiones.
Las sucesiones de la forma {a2™ 4 ﬁni’."'}l también satisfacen la
indicada condicién, Determinando o y B de la condicién

1 1 1
f=agbbp=a. m=gtf o=,
obtenemos
a = 4a — 4b, § = 4b — 2a.
Es decir, la férmula del término general de la sucesién prefijada con
las condiciones 2) tiene la forma
2y = (2a~2b+ 2b—a)n) 2", nEN.

3) En este caso la ecuacion caracteristica A*=Ah—1 tiene rai-
ces complejas Ay= /2 y b= e~ %3, Burquemos la sucesibn que
satisfaga las condiciones 3) en la forma z, = ae'™/ 4 fe-inn/d y
do las condiciones x,=0, ;=1 hallamos que
eI,

1 1
= — = B — =
=it b Ve
De agui,
o ﬁs_{,u{n-ms_e-u!(n—ms)= 7"‘_5_._.,2,1.’,”_"3_&' neN. &
La sucesién prefijada con la formula recurrente de la forma
Ty = @y Fpg Gy g 0 T OTaon
neN, nzzk

donde @, ..., ay ¥ k son los nimeros prefijados, k € N, recibe el
bre de idn recip el grado k.
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La sucesion x,, n £ M estd acotada inferiormente si existe un ni-
mero € tal que para todo n € N es cierta la designaldad

T O,
La sucesion x,, n € N esti acotada superiormente si existe un nii-
mero £ lal que para todo n € N es cierta la desigualdad
on=C.
La sucesién z,, n € N es acotada si existen tales nimeros €, y €,
que para todo n € N son ciertas las desigualdades
<z, <0y
Esta definicién es equivalente a lo siguiente: la sucesién z,, n €N

es acotada si existe tal niimero € = 0} que para todo n € N es cierla
la desigualdad |z, | < €, o con mayor brevedad,

=0 Vel |z, |=C. (34)
Ejemplo 22. D que las
1) :,‘=-L_-q”“—";ﬂ?n , HEN;
Vgt
2) I~=;';r , REN, donde a>1, son acotadas.

Al) Ya que
K=" n4+101< [(—1)" 0] +10=n+10, VEE+1>n,

tenemaos
IS
es decir, (34) se verifica con € = 11,

2) Esté claro que para todo n €N

=0

Como a — 1 =0, de do con la desigualdad de Bernoulli,

para todo n € N, tendremos
a*={14a—1)"=n{a—1),

12| =

de donde
n ]
FETT
Asi, pues, para cualquice n son ciertas las desigualdades

"o
l.q:‘- gy P
e3 decir, la sucesién es acotada. &
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La negacién de la definicién de una sucesiin acotada es la si-
guiente: la sucesién z,, n € N s acotada si para todo € = 0 bay tal
n €N que |7, | >C, con mayor brevedad

Ve =0 3neM: |z, |=C. (35)

De modo logo se ian las negaci de las definiei
de Jas sucesiones acotadas superiormente (inferiorments).

Ejemplo 23. Demuesiren que las sucesiones:

1} zy=n=m, ngh;

10—

2} =z, ::—n‘_—‘"‘;- , mEN
son no Acotadas.

A1) 8in = 2k, cos Ink = 1 y z,n = 2k Sea € un nimero posi-
tivo tomado al azar. Tomemos el nimero par 2k mayor que C (p.ef.,
2k = 2 (E (C) + 1)), entonces z,, = C, es decir (35) se verifica y
la sucesién dada es no acotada.

2) De la férmula del términe general, tenemos

Sinz0.
100 1 400} 1
=< yi-——>7,

pemo-:i—%<l. por ln que

Para un nimero positivo arbitrario C tomemos n = 2€ (p.ej., n =
=12C] -+ 1), entonces |z, | > 5> C y, por consigniente, la su-
cesion dada es no acotsda. &

La sucesién z,, n € N lleva el nombre de creciente (no decreciente)
comenzando desde el niimero n, si para cualquiera n = ny, 1 € Noes
cierta la desigualdad z, 4+, = z,.

La sucesién z,, n € N se denomina decreeiente (no creciente) eo-
menzando desde el nimero n,, si para cualquiera n = ng, n €N, es
cierta la desigualdad z, 4, < z,.

Si en estas definiciones son ciertas, correspondientemente, las de-
signaldados z, 4y = x, 0 bien ,4, < 7, la sucesion lleva el nom-
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bre de estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente a partir
del niimero ny.

Una sucesién creciente o decreciente a partir del nimero n, se
denemina mondtona a partir del ny (estri i o
decreci es decir, estrict Gtona)

Una sucesién creciente a partir del nimere r, = 1 se Hama cre-
ciente (de modo anilogo, decreciente, etc.),

La definicién dada de la sucesién creciente a partir del nimero ny
es equivalente a Ia definicién de una funcién creciente sobre un con-
junto de niimeros naturales n = ny, dada con anterioridad (p. 6): la
sucesion z,, n €N, crece a partir del nimero n,, si para toda n,,
ny €N, ny 2> g, 0y >y, dela desigualdad n, < n, se desprende la
desigualdad z,, < z,,. Una equivalencia aniloga tiens lugar asi-
mismo para la sucesion decreciente a partir del nimero ny, ete.

Efemplo 24. Demuestren que la sucesién

5"
Ia=—r, HEN,

decrece estrictamente a partir de cierto nimero.
A Consideremos la razdn
Fral 51t 5

EPUE T 1 e
Vemos que con n =5
Enet 3
o =gt

¥, por lo tanto, 2,4, << x, (ya que r, = 0). Asi, pues, la sucesion
dada decrece estrictamente a partir de n = 5. &
Ejemplo 25. D que la i

o= (1+L) ne

crece estrictamente.
AConsideremos la razén

Fna ___ (nk2)Rlpgn  nfp2n )un el
T EDTTREDE T\ DY A

=(1 )" 2EL

De la desigualdad de Bernoulli tenemos para todo n £ N:

1 e adl _ n
({ :u-l—n*) :‘1_'ln+n",.+|-

Por ello, para coalquier n ¢ N

Inay n L& I
e v it
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es decir, z,,+) = Za ¥, por igui la ion dada es estrict
mente creciente. A
Ejemplo 26, D que la on {z,}, donde

Zy =8, Tny=V 0z, neM:

1) crece estrictamente si @ = 0,
2) decrece estrictamente si @ = 4.

£ Para ngN tenemos zf =6+, =2

et 2 =64z, do donde

2 2R = L — T (3)

Reali la d ion con ayuda del mélodo de induccién
metemética.

1)Sigy =0,2, = Vi=>z,.

Supongamos que ln desigualdad ., > 7, es cierta para ngN.
Entonces, de (36) se desprende que z2_,>>z2 , v como .
¥ Zp40 =0, es cierta la desigualdad r,.,=> £y, De forma gue
Zpsy>T, para todo nEN, o sea, la in crece estrict t

2) En este caso, #, = 4, 7, = ¥ 10 < z,. Como también mis
arriba, es facil demostrar que para cualquier n € N, de la desigualdad
Tn+1 < ¥, 3¢ desprende la desigualdad x4y << 2o Esto signi-
fica que 2,4, < z, para todo n £ N, es decir, en este caso, la suce-
sign decrece estrictamente. A

La cota superior (inferior) del conjunto de términos de la sucesiin

z,,} recibe el nombre de cota superior (inferior) de la sucesién y se
igna

sup {r,] (inf {za}).
El término z, de la sucesién {z,} se llama mdzime (minimo) si
Tn = I, (o 22z,,) para todo n y se designa
méx {z,] (min {z.}}).
Si existe mix {z,) (min {z,}), entonces
sup {z,} = méx {z,} (inf {z;] = min {z,}}.
De la existencia del sup {z,} (inf {z,}) finito no se deduce la exis-
tencia de méx {z.} (min {z,}).

z,, nEN, una sucesion arbilraria, en tanto gue m,, keN,
una i 1 te de ni naturales., La
sucesién yy=x,,, k€N, recibe ol nombre de subsucesion de la
sucesion {z,}. Se sucle decir que la sucesién {z,} contirne la
sucesidn {z,,}.

Ejemplo 27. Demuestren gque toda sucesibn no acotada por
las y positi i una sub iGn estrictamente creciente.
A El card o io de la ién {z,) significa que
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VCAngN: z,>C. (37)
Sea ny=1. Para C=ux,, segin (37), existe tal €N que x,, >
> Estd claro que n,>>1., Ahora tomemos €= mix {z,, ...
«voy Ta,}. De acuerdo con (37) existe tal n,eN que ., >C. Estd

clare que ny>n,, ya que z,<<C para i=1, ..., n,. Supongamos
que hemos separado los términos z,, Za,. ..., Ty k22, tales
que Zn, >, ¥ Ry >ny opara i=1, ..., k—t. Tomemos C'=

~=I?§: {zp). Segin (37) existe tal mp,, €N que Zny,, >C. Con
Fn,

ello, n.,:}u,. ya que <<€ para i={, ..., my. Asi, pues, do
Ia sucesion no acotada {#a} se ha separado la i6 t
Zn, KEN, en la que my,>>n, para tode k€N, De modo que
{zn,} 05 una subsucesion de la sucesién {x,}.

;.2&5. ¢Cuéles de los nimeros a, b son términos de la sucesién
{z.)} si:

1) a=1215, b=12 555 z,=5.39, neN.

2) a=6, b=8 z,= ) nTF32n—n, neN.

3) a=6, b=11; z,=(n*+11)/(n4-1), neN.

4) a =248, b=2050; r,=2"—n, ngh?

7.285. ¢Para yué términos z,, de la sucesion {(—3)3-27} so cum-
ple la desigualdad |z, | = 0,004?

7.286. Indiquen cierto nimero N tal que para todo n = N los

5 tistagan la desiguald

Lérminos de la on  {z,) I I prefijada;
i—i"—3
1) 2= 5= neM; |z,| <01
9 _ n3 .
) Tn=smpe €M |z, —1] <001
1 —amn

3 =g nEN; fa, -+ 2] < 0,001,

4) =Y TE, neN; |2, —1] <01

8) zy=(logyn)/n, nEN; |z,) < 1/k, kEN.

Indicacién. Demuestren y hagen uso de la desigualdad
WA—A> e, KEN,

7.287, Hallen el términoe maximo de la sucesion:

1) {20/@3n* — 14n — 17)}. 2) {n)n* + 9)).

3 {2 =3.47). 4) {n¥2%},

7.288. Hallen el términe minimo de la sucesion:

1) (2n—5)@n—11)}. 2 {nt-2},
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A {login—3log,n}. 4) {1, 4"n}.

7.289. Sea s{p] la suma de las cifras del nimero natural p (si
p=<9 sip) =

1) Demueauan que si p=100, 5 (p) < p/10.

2) Sea x; €N, 2,4y = 3 (x,), n EN. Demuestren gque hay tal
nimero ng gue todos ;os nimeros de z, con nimeros n = n, son
iguales.
gu.i} Sea 3, €N, Tp4y = (s }:..} 4 x,), m €N. Hallen l‘m siz
a) x, = 1983; b) =, es miltiple de 8 y z, < 1985, c.) :r,

7.290. ¢Es la sucesién {y,} una sub
{za} si:

" 1];—,:.n neN; a)ppy =k +1, keN; by, = K — 4k 4+ 5,
EN
g) Zno=2n, REN; a) gy =2 KEN; B} yu=2(k 1 (—1),

.n:.. = Ain, nEN; n) v = Uk — cosnk), kKEN; b) g =
= 1/(3k — cos nk), k EN?

7.291. Sea {z,,) una sul ién de la ién {z, }. Di -
tren que N;. } k, E
7.292. un ; lo de tales i {zz} e {yx] que

Vkdny: gy = za,, pero de forma que {ys} no sea subsucesion de la
sucesion {zq }.

7.293. Ad un ejemplo de la ion {z,, | que satisfaga la
condicidn:

1} Vm3n: zm = 2a.

1] Mn}h": z, < 2y

3 N Vn; Zy, > an ¥ ANNn = Ny 2y, < z,.

1) 3V = AV o 2 < e

) Vuilm > Ak > ne T, <z, < 2
7.204, Indiquen la férmula del término gencral de la sucesion
cuyos primeros términes son los nimeros:
1) {8; 14; 20; 26; 3% ... ).
0,5 4,5 —4,5; 13 5, —ws i
3] 2. 3/ 4I%; 54 6/5; .
4] 1. .

l. ; Bi

7} —2; —1/2; —-451’3 —.'}I-i' —0/5; . }

B} !03 0,33; 0,333; 0,3333; 0, 33333‘ )

& {12, 12; 8 14 51"32‘ o)

7.295. De acuerde con tres términne Ty, Ty, T, conocidos de una
sucesion hallen la férmula del término general en la forma z, =
= | (n), donde f (z) es un polinomio no mayor del segundo grado.

7.296. Demuestren que si z, = a'* (2 > 0)
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Zupy=(a/z, ), nEN, entonces
Zn = 1= (=R D) |

7.297. Sea
=1, 1,=a, zm=(az+@p™ gﬂ oMy,

neEN, nz=2,
donde a, @, p son ndmeros positivos, Hallen la férmula del término
general de esta sucesién y el nimero de término miximo.
7.208. 1) Hallen el término general de la sucesién {x,, jslzy =a
¥ :,,. 4n = Im + Iy -+ mn para cualesquiera m, n € N.
iExiste tal sucesién {z, } que para cualesquiera m, nENes
ele!la a igualdad zpip = 2 + 2, + m + n?
.299, Hallen la férmula del término general do la sucesién
prefijada por procedimiento recurrente (a, b, @, p son los nimeros
dados):

1) £,=0, Lpoym= (2, +1)(n+1), neN.

2) zy=a, yy=(n+1)(x,+1), neh.

3) 2y =112, 2, =1/(2—=x,), ReN.

4) 1y=u, T, =ar, +p2", azt2, ngh.

) 2y =12, ¥y =2/(3—2x,), neN.

6) 2,=0, =1, zy45=(320s,—2,)/2, nEN.

7) zye=a, Zye=b, Togr=Tney+22,, REN.

7.300. Hallen la formula del término general para las sucesiones
fen} ¥ {yw} sizy =a, 5 =0

Tugy = (20 + Ya)/3, Ynpy =12+ 2y,)/3, neN.

7.301. La sucesién {r,} ha sido prefijada segin procedimiento
recurrente: I, =&, &3 = b, Tn4s = pIayy + gL, nEN; 2, b, p, ¢
son los nimeros dados,

1) D que si la on A% = ph + g tiene diferentes
ruices &, y Ay, el término gwernl de la sucesion {z, ) tiene la forma

(Asr—b) AJ=1— (A a—b) g
T, = h_‘\" , mEN.

2) Demuestren que si la ecuacion A* = ph + ¢ tiene la raiz
miltiple A = 0, el término general de la sucesion f{z,} tiene la
forma

Zp={(2ad—bn(b—ak)) \"2, neN.

7.802. La sucesién {z, } ha sido prefijada con procedimiento re-
currente:
T =, Ty = by Tasg = pEasy b gEa b1 nEN;
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a, b, p, g, r son los nimeros dados. Hallen la férmula dal término
geneml si
1) la ecuacion A! = ph - g tiene diferentes raices 4; y Ay

2) la ecuacitn A* = ph -~ g tiene raiz miltiple A, 5= 0.

7.303. Hallen la formula del término general de una sucesién
prefijada segin procedimiento recurrente:

} oz mzy =, Zase =05 (204 Z.]+1 nEN

Pt dee sty Al B

7.304, Hallen la formu]a del téumno general de la sucesién
1r11 si 2y =820, oy = 1{1 + 1), nEN.

305. Hallen todos los valores de a € R para los que las fér-
mulas 1, = a, To4y = 7,/(2 + z,), n €N prefijan la sucesién. Ha-
1len la formula del término general de esta sucesidn.

306, Sean z, = 4, T4 = Zal{d — xa), REN.

1) Demuestren que si a ¢ [3: 4], dichas férmulas prefijan una
sucesion y hallen la f6rmula del término general.

2} Hallen todos los valores de a con los que dichas ormulas no
determinan una sucesitn.

7.307. Hallen la férmula del término general de la sucesidn
prefijada por procedimento recurrente (a, b, ¢. d son los nlmeres
dades): - '

), = 2,4 = 2./00 +2,), nEN.

LT T bra.f{r + dz,). nEN.

7.808. Sean x, = p, p €N, 244y = &, + 2" n € N. Demuestren
que existe uno subsucesion de esta sucesion en Ia que todos los Lér-
minos se dividen entre 3.

i

7.308. Sean
Sa=24gptgto o G gm—
1 1
Demuestren que i =
ay =8yt —p.

7.310. Demuestren que si {r,} e {y.} son sucesiones acotadas,
también lo son las sucesiones
l} fru-ya)s 2) fox, + Pya), = BER.
7.311. Aduzcan nn ejemplo de tales i acoladas {z,)e
Wu) v =0, R E N que la sur.&sién {Tal¥al no os acotada.
312, La n}es {¥n face la condicién:
existe tal € = ( que para todn n € N es cierta la desigualdad |y, | ==
C. que la i [:,Jy..] es acolada.
7.818 La ion fr, ) es n que ella con-
tiene tal subsucesidn {r, ] qun Tq, >k kEN, o bien z, < —F,
kEN.
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7.314. D ren la ion de las
1 1=-n ne(=1)%
N (T 2?‘:.“}} 2 v Rl =t
L

D {5t 9 {wrhees)

7.315. Demuestren que las signientes sucesiones son no acoladas:

0 {(=1"n}. 2) {n—n). 3) [(1—n)/}/n}.

4) fn4(=1)nk. 5) (a6 (1 — nyeneity,

7) (n¥%nt 4 ). 8. ((n—n%Y(n+2).

7.316. Sean Py y @ polinomios de grado k y I, respectivamente,
Qyn)==0 para todo. EN. Demuestren que la sucesitn
{P., {n)!O, fnl} 1) es acolada si k = t 2) no o3 acotada si k= [

ren que las sigui son acoladas:

L
1) :,.=-2 m. ngN. 2) gy =143 ‘? neN.
kx':l“ ' he=i
3 su=—5 2 X i neN.

f=1 jmi
7.318. Demuestren que si ay=1, a,,,=(r+1){a,+1), neN,

la sucesién x, = [| (|+ “'A ) es acotada®),
b=t

7.319. Demuestren que la sucesion {r, } es acotada y hallen
sup {z,}, mf {z,] si:

1}x,=zm, neN. 2) i, = ET,neN
Lt}

3 2= U aen. g :,,=2 -Z;.nEN,
k=1 A==l

Demuestren que las sucesiones (7.320—7,322) son acoladas:

n
7.820. 1) = o, neM.
L e

L]
1
2); Tunm .2_"1 Ere—ngETmE " "N

’ H ey es ol producto de los nimeros ey, ¢y, ..., ca
T %
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u "
k 1
Y =3 mrmrmey eV O a3 el

hei
5) 2o =1log; ((1—5) ( 1_.&)...(1__)), neN, n32.
Wil {Vﬂ} {u+31n{,|7n+!]}
e )
3}{ = 8n—da¥ }

7.322. 1) [Vt i—n). 2)(Va=1—ya+1l.
3 (Y A Fn—Vni=n)}.
& V= V).

5 (VEFI—Ve=1]- 6 {1/“ = _yw=i).
7.323. D que las sigui i 500 o
1) [YVarFni bl =Y i —n? 1.

2 War (= Y w—n).

7.324. Con cudles p, g, Og<p es acotada la sucesitn:
1y Vs i—Y =il

Y [Vw—a iy i)

3 WP a1l =Y aP Fhni 1), kEN, k=2, azeb?
7.325, Demuestren que las siguientes sucesiones son acotadas:

y (1)) 2 WAL 8 {(HHE)) >0

7.326. 1) Demuestren que la sucesion {(In n)/n} es acotada supe-
riormente con el nimero In 2.
2) Hallen sup {(In n)/n}.

7.327. D que las sigui i son acotadas:
44 i
N {x=) 2 Sl

3 {EtE). 6 (log@Brt5)—log(n41)).
5 (VI T —n)—Inn). 6 MW ;
o {ZEE. g {nmEL) 9) (2 1)—lntn),

7.328. D que las sigui i son no acotadas:
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L i {3"_2“ - YR 4 {tzf—“:;n}q'
5) {2%n2).  6) {a"n*}, |a|>1, keR T) {W}
7.329. D que las siguient son
1) {n/3"). 2) {n%2°}. 3) {n?/2"), p€R.
4) {ng"}s lgl <1. 3) {w7¢"}, peR, |gl<t.

7.330. Demuestren:
1) Que la sigui ion es acolad

n
z,=§lkq'. ngh, gl <t.
2) Que la siguiente sucesion no es acotada:

:.-_g kg%, neN, geR, gw=0.
7.33. Demuestren que una sucesién {r,] tal que

5=2, £,,= —"5:"-1 neN,

1) es acotada inferiormente con el ndmero 1/5; 2) es acotada supe-
riormente con el nimero 2
7.332. Demuestren que las siguientes sucesiones son acotadas:
i i
1) zy=a>0, 'r'*'=?{£"+;}'
2) zymma, =5, Tnig= (Tas+ )2
7.333. D que las sigui i son no acotadas;
1) y=zy=1, 2pppm 2oy + b,

o 3
2) 3= —4, 5=3, fu=Ta+ Tu

7.334. D que la ion {r.,}, donde r, =z, =1,
1m=1~+1+‘§|’%" ngN, es acotada,
7.335. Sea {z,} una iom de ni les tal que la
sucesion

i 1 1
=srbmtr ek wEN,
es acotada. D tren quo la

i (145 new
A

es acotada,
®) (@a)l =246 ... 2n; (2n— )l =1.3.5 ... (2n — ).
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7.336. 1 ren que la idn es uo acotad

Ty i (=112, ngN.
o= )

7.337. 1) Dy que si la ion 8, = E z, es acotada,

I sucesién {z,} también lo es.
2) ¢Es cierto qne si la sucesion {z,} es no acotada, también

lo serd lo sucesion §, = E z,, neN?
A=l

7.338. Demuesiren que las siguienles sucesiones son acotadas:
1) {nfaV — )}, a>0. awet.

2 {V/ 3 (5 -vi}.

3) {w{./n-i)ll a1,
wimero (7. 33&—7 341):

7339, 1) {#14). 2 ?"‘::} ;{ }.
4) [n®— Bn¥.

+u}
i L - ll‘—‘t

» ==} o (FF)

7.340. 1) {VIn—2). 2 {Vari-VaFi).

3 Yo —i-nl. & [VEFu—n. 5){%}.
6) { 1/,.=+|}

7340, 1) (27— 100n). 2) (3" 2. 3) (213",
0 (SR 9 ().

6 {2} D (£} 8 leg(n+1)—logn).

9) (In(n®+9n)—21nn}.

7.342. Demuestren que la sucesion [m;"z, 0 << g<<1 es moni-
wona a partir de cierto nimero; indiquen cudl es éste.
+h

7.343. ;Con qué relaciones entre a, b, ¢, d ln sucesidn {%‘m

seré. zarllr de cierto nimero: 1) creciente; 2) decreciento?
Demuestren que la sucesion

dada es a partir de cierlo

"
\ 1 1
2 '_‘2!‘ kT T
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es monbtona.
7.345. D ren que la i

L 2
r.,mm:z k-kl, neN,

s creciente y acotada. Hallen inf {z,}, sup {z,].
7.346. Empleando los simbolos 3, ¥ enuncien la afirmacion:
1) La sucesién {z,} no es creciente.
2) La suoeaifm {za} no es decreciente.
7.347. D que Ia i6n dada no es monétona:

D=1 2 {Lsendf)
N {nt (-1 4) [senn).
l-{:: - nel.
7.349. Demuestren que si {z,) os una sucesibn monétona, la

sucesion {— (£, + 2,4 .. +z.,)} también lo es.

7.348. Demuestren que la sucesion dada decrece a partir de
cierto nimero:
l} goﬂi"} 2) {(3u+{]=ﬂ’}. 3) n’{ﬁ"], 4) {nt").
]

’!:lé? _!“ﬁ log u} 2‘]“‘[3101: n—njl. 3) {(logn)in}.

1) {(i-i—a;) } crece; 2) { H‘T}M‘} decrece.

7.352. Demmestren que con toda x = (:

1) La sucesién {{i-i-i)"} crece.

2) La sucesion {(1+-}""'}, donde, IN, 1>z, decrece.
7.353. Demuestren que con a<<1, a= 0 la sucesién:

) (£ 9 (i -y crece.

7.354. D tren que la ion 1= —10, £y, = “":“.
ngN, decrece a partir de cierto nimero, indiguen ese nimero.
7.355. Sean =3, 2,,=05s2—1, neN. Demuasm-n que
esta sucesion: 1) os inferiormente acotadn, pero no
mente; 2) crece.
7.356. Sean z,=2, x,,,=052f -1, ngN.
1) Demuestren gue esta sucesién es acotada.
2 que las snb [re) ¥ {2y} de Ja su-
cesidn son mondtonas a partir de cierto nimero.

5) 5=1, Tyy=7—"—
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7.3657- ¥ ren que la ion {z,}, donde 2, =4, T4y =
242
== nEN, decrece.

7.358. Las sucesiones {r,} e {y,} estin prefijadas por procedi-
miento recurrente: 1y =a >0, y, = b= 0,

= U V=) (@A), nEN.
Demuestren que: 1) y, =%, nEN, n=2 2) la sucesién {r.}
crece (n22); 3) la sucesion {y.} decrece (n322); 4) [Wney— Tl
= |b—a|/4".
7.359. Demuestren que si 7, =a>0. y,=b>0,

Tnir=VIplor Yan =050 4y} nEN,

1) lu sucesidn {x,) crece e {y,} decrece; 2) ambas sucesiones {za}
¢ {ya} son acotadas; 3) Ipny = Zas| < |b—a aj/2".
7.360. Demuestren que loda i nna

nmnulom‘

7.361. Sean €9=1, Ch—Ca". 22240 nen, donde agR.
Demuesiren gue:

1) = ¢[¢—i]..'; {z—n--1) . nEM:

2) las sucesiones {C3a}. {Cijo} (CTya), (€21} son acoladas;

3) las sucesiones {CZa}, {Cly,5) son no acotadas;

4) la sucesién {C3} es acolada con oz —1;

5) la sucesibn {C3} s no acotada con a<—1;

) la sucesién {|C3|} decrece (en amplio sentido) con az=—1
a partir de cierto nimero.

7) la sucesién {|C3|} erece (en amplio seniido) con a<< —1
a partir de cierto nimero;

8) In sucesién {Ch-g"} es acotada con e<<—1, |g| <1.

I .




