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Apresentacao de Disciplina

Caro aluno,

Este material foi elaborado para servir como referéncia aos estudos
dos alunos do curso de Calculo | da FTC-EaD.

No Bloco Temético 1, Tema 1, veremos Limites. No Tema 2, tratare-
mos das Fungdes Continuas e dos Limites Fundamentais. Ja no Bloco
Temadtico 2, Tema 3, trataremos das Derivadas de Funcdes Reais. Por
fim, no Tema 4, veremos as aplicacdes dos contetudos estudados nos
temas anteriores, dando énfase as derivadas.

Encontram-se disponiveis neste material, além dos exercicios resolvi-
dos, questdes propostas, ao término de cada secéo.

Este trabalho foi preparado com bastante carinho; cada exemplo,
cada exercicio, bem como a distribuicdo da teoria, foram cuidadosamente
pensados com o objetivo de maximizar o seu aprendizado. Erros séo
possiveis de serem encontrados e, para que possamos melhorar este
material, a sua contribuicdo nestas correcdes é imprescindivel.

No final, encontra-se uma atividade orientada como parte de sua de avali-
acao individual.

“A Matematica é a ciéncia das razdes ..."
Prof. Antonio Andrade do Espirito Santo.
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Limites

tem31 . ~ :
55 == =4 Limites de Funcdes Reais

O Célculo Diferencial e Integral € uma parte importante da Matemética. Diferente de tudo o que o aluno
ingressante na Universidade j& estudou até aqui: ele é dindmico. Trata da variagdo de movimento e de
guantidades que mudam, tendendo a outras quantidades, do calculo de areas e de tantas outras coisas.

Para o célculo da medida da area de uma regido poligonal qualquer, por exemplo, os gregos hé cerca de
2.500 anos ja sabiam calcular. Eles dividiam-na em tridngulos e somavam as &reas obtidas. Para o calculo
de areas de regides planas limitadas por curvas, eles usavam o chamado Método da Exaustdo. Esse
método consistia em considerar poligonos inscritos e circunscritos a regido. Aumentando o nimero de
lados dos poligonos, eles conseguiam chegar a valores bem préximos do valor real da &rea. Por exemplo,
suponha que quiséssemos calcular a area A de um circulo. Representando por A, a area do poligono
regular de n lados, inscrito no circulo, e por B, a area do poligono circunscrito de n lados, vemos que, para
cada valor de n, tem-se

A, <A<B,.

A medida em que o nimero de lados dos poligonos aumenta, a area A, fica cada vez maior, a area B,,
cada vez menor, e ambas mais proximas do valor da &rea do circulo. Na linguagem atual dizemos “a area
do circulo é o limite das areas dos poligonos regulares a ele inscritos, quando n tende a infinito” (e também
€ igual ao limite das &reas dos poligonos circunscritos).

Uma outra questao propulsora no desenvolvimento do Calculo é a seguinte: dada uma funcao f, como
determinarmos os maiores e os menores valores assumidos por f? No século XV//, o jurista francés
Pierre de Fermat (1.601 — 1.665) resolveu este problema com os instrumentos da Geometria Analitica que
ele desenvolveu (antes mesmo de René Descartes). O método desenvolvido por Fermat consistia em
determinar maximos e minimos de fun¢Bes analisando os pontos do grafico em que a reta tangente é
horizontal.

As idéias de Fermat foram depois ampliadas e aprofundadas pelos ingleses John Wallis (1.616 — 1.703),
Isaac Barrow (1.630 —1.677) e Isaac Newton (1.642 —1.727) e pelo alem&o Gottfried Leibniz (1.646 —1.716).
O proximo passo importante para o desenvolvimento do Célculo foi dado por Barrow que criou um método
de achar a reta tangente ao grafico de uma funcdo em um ponto P. Tendo as coordenadas do ponto P,
era necessario achar apenas qual o coeficiente angular (inclinacdo) da reta tangente.

Note que em cada um dos problemas acima mencionados, o célculo de uma quantidade é feito como
limite de outras quantidades mais faceis de calcular. E essa a idéia basica que permeia o Curso de Calculo
Diferencial e Integral. Entretanto, os matematicos antigos lidaram com essa idéia de aproximacdes e limites
de modo intuitivo por dois séculos. Percebiam a falta do mesmo nivel do rigor ensinado pelos gregos
antigos para poderem justificar formalmente os procedimentos e, até mesmo, evitar contradigdes e erros
que fizeram. Mas a humanidade precisou esperar até o século 19 para que este rigor fosse finalmente
encontrado por Augustin-Louis Cauchy (1.789 — 1.857), que criou uma defini¢cdo formal de limite. Essa
demora de 2 séculos sinaliza a dificuldade de compreenséo desse conceito, mas que é a ferramenta basica
e indispenséavel de todo Matematico nos dias de hoje. No texto que apresentaremos agora, estaremos
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preocupados com o rigor estabelecido por Cauchy, mas priorizaremos a formalizagdo dos conceitos a
partir da intuic&o.

O Célculo Diferencial e Integral nasceu motivado por alguns poucos problemas, mas a abstracéo e a
sofisticacao das idéias que a partir dali foram sendo desenvolvidas fez com que ele se tornasse hoje um as-
sunto fundamental, com aplicagbes nao s6 em Matematica, mas também em Fisica, Quimica, Estatistica,
Economia e muitas outras areas do conhecimento. O Calculo Diferencial e Integral é usado na determi-
nacao de orbitas de astros, satélites, misseis; na analise de crescimento de popula¢gbes (de humanos,
bactérias ou outra qualquer); em medidas de fluxos (fluxo sangiiineo na saida do coracgéo, fluxo de carros
nas estradas, fluxo da &gua nos canos, etc.); em importantes problemas de otimizacao, tais como achar as
quantidades ideais de producdo que minimizam custos, quais as que maximizam lucros; determinar qual
a melhor maneira de empilhar pacotes sob certas condigbes, como construir reservatorios com maxima
capacidade e custo fixado, como achar o melhor caminho de modo a minimizar o tempo de percurso, qual
o melhor lugar para se construir um teto com certas caracteristicas, etc.

Por todos os motivos apresentados acima € que o Calculo Diferencial e Integral € hoje considerado
um instrumento indispensavel de pensamento em quase todos 0s campos da ciéncia pura e aplicada: em
Fisica, Quimica, Biologia, Astronomia, Engenharia, Economia e até mesmo em algumas Ciéncias Sociais,
além de areas da prépria Matematica. Os métodos e as aplicagfes do Calculo estdo entre as maiores
realiza¢@es intelectuais da civilizacdo, uma conquista cultural e social, e ndo apenas cientifica. Esperamos
que vocés aprendam tudo isso com interesse e prazer.

O nosso objetivo a seguir é dar uma definicdo de Limite de uma maneira convencional e também de uma
maneira intuitiva. Vamos analisar propriedades e teoremas referentes a limites de fungfes. Procuraremos
estabelecer relagbes com alguns problemas préticos, ficando evidente que este ndo € o propdsito principal,
apenas um adendo.

Precisaremos da definigdo de vizinhanga numérica que apresentaremos a seguir.

1.1 Definicoes e Exemplos de Limites

Seja a um numero real. Chama-se vizinhanga numérica de

. . . 0
a, ou simplesmente vizinhanca de a, a todo intervalo aberto — 5
V, que contém a. Se a é o centro da vizinhanc¢a, entédo diz- A
se que a vizinhanga é simétrica. A distancia § de a a qualquer ¢ }

. e, . a—>a a at+é

um dos extremos da vizinhanca simétrica é chamada de raio da
vizinhanga. Denotaremos por V(a; §) uma vizinhanga simétrica
de centro em a e de raio 4. V(a; 6)

Exemplo 1.1. Determinar o conjunto dos x € R que estdo préximos de 2, com distancia inferior a 0, 01.

Solugédo: |x—2|<0,01=-0,01<x—2<0,01l=1,99 < x < 2,01. Logo, V(2;0,01).

1.1 Definicdo. Sejam uma vizinhanca V/(a; §) de a e f uma funcao real de variavel real definida para todo
x € V(a;0)\ {a}. Dizemos que o limite de f(x), quando x tende para a, € L e escrevemos

lim £(x) =L, 1

X—a

14lim” abreviatura de limes em latim e que significa limite.
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se, para toda vizinhanga V/(L;¢) de L, existir, em correspondéncia, uma vizinhanga V/(a;J) de a. Em
simbolos, temos:

limf(x)=L & (Ve>0,36>0; 0<|x—a|l <d=|f(x)—L|<e).

X—a

Nesta definicdo, é importante observar que a funcdo f ndo precisa necessariamente estar definida no
ponto a visto que para determinarmos o limite de f(x) quando x tende a a, 0 que interessa € o comporta-
mento da fun¢éo f quando os valores de x tendem a a.

Exemplo 1.2. Usando a definicdo acima, mostre que |im1(3x +2)=5.

Solugdo: Devemos mostrarque,Ve >0,36>0; 0<|x—1|<d=|Bx+2)-5|<e.

Notemos que: [(3x +2) - 5| <e < 3x—3|<ee3x—1l|<ee |x—1 < % Assim, se escolhermos

5:%,teremos:Va>0,35:§; O<|x—1]<d=|(B3x+2)—5<e.

Defato,se0<|x—1|<5:§>0:>|x—1|<§:>3|x—1|<5:|3x—3|<s:>|(3x+2)—5|<5.

Exemplo 1.3. Usando a definicdo acima, mostre que |im1(2x +1)=3.

Solucdo: Investiguemos se existe uma correspondéncia entre as vizinhangas de b = 3 e a =1, ou
seja, existe algum valor para § se tomarmos um ¢ qualquer?

Temos que |f(x) — b| <&, Ve >0,isto é, |[(2x+1) — 3| =[2x — 2| = |2(x — 1)| = 2|x — 1| < . Logo,
Ix —1] < % Portanto, se fizermos ¢ = % teremos 0 < |x — 1| < 6.

A abordagem feita acima, embora correta do ponto de vista matematico, parece-nos inadequada e
introduzida precocemente. Claramente, despreza a possibilidade de o aluno construir o conceito de
limite baseado na experimentagdo e o conduz a uma reproducdo insensata e desfocada de uma idéia
mal compreendida. Desta forma, vamos dar um novo comeco.

Pense no seguinte problema:

1 Problema. A partir de uma coleta de dados, verificou-se que, daqui a um certo nimero de anos, digamos
t anos, a populacédo de um certo pais sera de P(t) = 81 120 0060 milhdes de habitantes. A medida que
e 1

os anos forem passando e desconsiderando as mortes, a populagdo se aproximara de que nimero?

E evidente que tal problema é extremamente importante, pois a partir destas informagées, os gover-
nantes poderdo tomar decisdes para melhor atender a populacéo, prevendo despesas e relacionando-as
com as receitas. A resposta a esta pergunta é que a populacao deste pais se aproximara de 10 milhdes;
como deu este resultado? vocé saberé no final deste capitulo. Acompanhe agora 0 h0Sso novo comeco.
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1.2 Nocao Intuitiva de Limite

y
. ~ - 4
Exemplo 1.4. Seja f uma funcéo definida por
f:R\{1}) - R 3
N x?—1
.
x—1 2

Nosso objetivo é estudar o comportamento de f(x) quando x se

aproxima de um dado valor 1, diremos que x tende a 1 e vamos L
usar a notacdo x — 1. /
Claramente, existem duas possibilidades para x se aproximar/1

de 1: 1

(1) x se aproxima de 1 por valores inferiores a 1, neste caso, diremos que x tende para 1 pela esquerda

e indicaremos x — 17:
x|03]0,5[0,7]09]0,999

yl13[1s|17]1,9]1,990

(2) x se aproxima de 1 por valores superiores a 1 neste caso, diremos que x tende para 1 pela direita
indicaremos x — 17:

x|19]17]|1,5]1,3] 100
yl29|27]25]23]2001

Em ambos os casos, os valores de f(x) se aproximam de 2 a medida que x se aproxima de 1. Assim,
podemos tornar f(x) téo proximo de 2 quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos x suficientemente
proximo de 1. Dai, dizemos que existe o limite de f(x) quando x tende a 1 e seu valor é 2. Simbolicamente:

oo x2—1
lim

x—1 x—1 =2

O limite, portanto, estabelece qual o comportamento da funcdo na vizinhanga de um ponto, sem que
este pertenga necessariamente ao seu dominio.

Olhando desta forma, podemos concluir que quando provamos no exemplo 1.2 que o limite da fungéo
f(x) = 2x+3 éigual a 5 quando x tende a 2, estavamos, na verdade, afirmando que os valores de f estaréo
cada vez mais proximos de 5 quanto mais proximos de 2 se estivermos. Esta nogdo de proximidade,
simbolicamente, é representada pelos € e § que aparecem na definicdo de limite. Refor¢o que para tal
exemplo, vocé deve estar dizendo era muito mais facil substituir, mas, em certas circunstancias, como no
exemplo 1.4, a fung&o pode nem estar definida no ponto, entdo como determinar seu comportamento?
Como vimos com o conceito de limite fomos capazes de responder a esta pergunta.

Uma questéo relevante a ser discutida é: caso o limite de f(x) quando x tende a a exista, sera que ele
€ Uinico? esta questao é plenamente respondida com o teorema abaixo.

1.2 Teorema. [Unicidade do Limite] Seja f uma funcdo definida num intervalo com valores reais. Se
existe o limite de uma funcdo num ponto, entdo ele € Unico.

lim £(x) = by € lim f(x) = by = by = by.

X—a X—a
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Prova: Sem perder a generalidade, suponha que b; < by. Mas,

Iimf(x)=b1 =4 (VE>O,3(51>O;O<|x—a|<(51:|f(x)—b1|<5) (11)
limf(x)=by < (Ve>0,36 >0;0< |x—a| < =|f(x)— b <e). (1.2)

X—a

Escrevendo b; — b, como b; — f(x) + f(x) — by e nos utilizando da desigualdade triangular temos,

|by — bo| = [by — F(x) + F(x) = bo| < [by — F(X)[ + [f(x) = ba2| = [f(x) = b1| + [F(x) — bol.

Considerando § = min{d;; 6>}, temos § < 01 € 6 < J». Segue que,

Ve>0,36>0,0<|x—al<d=|b— b| <I|f(x)— bi|+ |f(x) — bo| < 2e.

o b — by — b
Assim, % < e. Portanto, podemos escrever % = . Segue que
by — b by — b
1F(x) — by| < % e |f(x) - by| < = 5 L
Isto &,
by — b b, — b by — —b
by + 12 2 < f(x) < by + 22 Leb+ 12b2<f(x)<b2+b2 L
Segue que,
3by — by by + by b1 + b 3b, — by
T<f(x)< R < f(x) < 5
ou seja,
by + by by + by
f
7 < (x) < R
gue é um absurdo. Portanto, o limite € dnico. O

Ao acompanhar a demonstracéo acima, o leitor, ainda pouco familiarizado com esta linguagem, pos-
sivelmente deve estar sufocado, confuso mesmo. Compreenda que o formalismo que nos referiamos no
inicio do texto é necessario para a compreensao de conceitos mais sofisticados e, salientamos, que para
qualquer grande caminhada é sempre preciso dar o primeiro passo.

1.2.1 Exercicios Propostos
EP 1.1. Usando a idéia intuitiva de limite, calcule:
(@) lim (x +1). (b) lim V1. (c) lim (+1).

EP 1.2. Usando a definicdo de limites demonstre as seguintes igualdades.

. H 2 _
(@ lim (4x—1)=-5. (c) lim x* = 4.
(b) lim (mx + n) = ma+n, m # 0. (@) fim X1 o
X—a o X+ 1

1.3 Limites Laterais

Lembremos que, quando queremos determinar lim f(x), estamos interessados nos valores de f(x)
X—a

guando os valores de x se aproximavam de a, isto €, nos valores de x pertencentes a uma vizinhanca de

a. Esta idéia motiva um outro conceito bastante Util que é o de limites laterais, que apresentaremos agora.
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1.3 Definicdo. Seja f(x) um funcdo definida num intervalo / com valores em R e a € /. Ao tomarmos
valores em | maiores que a e que se aproximam de a, obtemos valores para f(x) que se aproximam de um
valor b;. Dizemos entdo que

lim f(x) = by.
x—at
Como vimos no exemplo anterior, quando x se aproxima de 1 por valores inferiores a 1 temos que f(x)
se aproxima de 2, deste modo, podemos dizer que

2
_1
X -2

lim

x—1t x —1

No caso em que tomamos valores em | menores que a e que se aproximam de a, obtemos valores para
f(x) que se aproximam de um valor b,. Dizemos entdo que

lim f(x) = by.

X—a—

Analogamente,

1.4 Definicdo. Os limites a direita e a esquerda mencionados sdo chamados limites laterais.

Segue da definicdo que, quando os limites laterais coincidem, lim f(x) = lim f(x), entdo f(x) pos-

suira limite b, quando x — a. -
Simbolicamente,
lim f(x)=b< lim f(x)= lim f(x)=b.

X—a x—a~ x—at

ou, equivalentemente,
lim f(x)# lim f(x) =3 lim f(x).

X—a— X—a X—a

Isto é, se f(x) se aproxima de valores distintos & medida que x se aproxima de a, entéo o limite da fungéo
f ndo existe neste ponto. Como mostra 0 exemplo a seguir.

Exemplo 1.5. Seja f uma funcéo definida por

fiR\{0} — R

X — X+ —=
x—1, sex<0

Ix| )] x+1,sex>0
X

Observemos o comportamento de f quando:

y
(1) x — ot 2T
x|0,999]0,8]06[04]01 »
y[19918[16[14]|11
(2)x— 0~ i 1 | } ”

x|-0,999|-08]-06]|-04]-01
y|-1,909]-18]-16|-14]-11

11
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Note gue, & medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores maiores do que 0, os valores
da funcé@o se aproximam de 1, e que, a medida que os valores de x se aproximam de 0, com valores
menores do que 0, os valores da fungéo se aproximam de —1. Concluimos, entdo, que ndo existe o limite
de f quando x tende a 0, pois os limites laterais existem e sdo desiguais. Em outras palavras

lim f(x) # lim f(x) = 3 lim f(x).

x—07F x—0— x—0

Nota 1. E possivel que o nimero a pertenga ao dominio da fungéo f. Logo, existe f(a). Porém,
talvez ndo exista o limite de f(x), quando x tende para a. Por exemplo, a funcéo f definida por:

f:R — R
,{x+1 , sex>0
X X+%:{ x—1 , sex<0
L 0, sex=0

temos que f(0) = 0. Mas, néo existe Iim0 f(x), pois lim f(x)=—-1e lim f(x)=1.

x—0~ x—07t

Na secdo 1.1, usamos a definicdo de limite para provar que um dado niimero era limite de uma funcéo
e, na secdo 1.3, recorremos a andlise grafica e ao conceito de limite lateral. Este processo foi relativa-
mente simples para as funcdes apresentadas, mas se tornaria bastante complicado para outras funcfes
mais elaboradas. A seguir, introduziremos propriedades que podem ser usadas para calcular limites sem
gue seja necessério apelarmos para a construcdo de gréaficos, elaboracdo de tabelas e, principalmente,
para o calculo do limite usando a definigao.

1.3.1 Exercicios Propostos

EP 1.3. Seja f uma funcéo definida por

f:R — R
,3X* sex>1
x — f(x { sex=1
[ 4x+ sex<l1

Determine lim f(x), lim f(x) e, caso exista ||m f(x).

x—1— x—1t

EP 1.4. Determine, caso exista, Iim0 f(x), em que

F(x) x2—x; sex>0
X) =
—x; sex<0

EP 1.5. Determine, se possivel, b € R para que exista lim f(x), sendo:

X——

|{3X72; x> —1
f(x):{ 3, x=-1
k5—bx; x < -1

1.3.2 Propriedades dos Limites

1.5 Proposicdo. Se lim f(x) = b, lim g(x) = ¢, e k € um ndmero real qualquer, entéo:

X—a X—a
12]
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1. lina k = k;
2. lim k- £(x) = k- lim £(x);
3. lim (f 4 g)(x) = lim £(x) % lim g(x) = b c;
4. lim (f - £)(x) = lim £(x) - lim g(x) = b-
£ lim f(x)
5. XIiLnaE(x) = m = desde que ¢ # 0;

6. lim[f(x)]" = [Iim f(x)] = b", para qualquer inteiro positivo n e ndo nulo;

X—a X—a

7. lim \’/f(x) = ¢/ lim f(x) = v/b, desde que as condi¢des de existéncia da raiz sejam satisfeitas em R.
X—a X—a
Prova: Provaremos as propriedades 1 e 3. As demais ficam como exercicio.

Para mostrarmos a propriedade 1, devemos provar que:
Ve>0,30 >0;0<|x—al <d=|f(x)—k|<e.
De fato, é sempre verdadeiro, pois |f(x) — k| = |k — k| =0 < e.

Ja para a propriedade 3, se lim f(x) = be lim g(x) = ¢, entdo lim f(x) + g(x) = b+ ¢, devemos provar
X—a X—a X—a
que:
Ve>030>00<|x—al<d=|f(x)+g(x)—(b+¢)| <e.

. . €
Sendo assim, dado um ¢ > 0, consideremos 5 Temos:

361 >0,0<|x—al<d = |f(x)—b]

30, >0,0<|x—a|<d = |g(x)—c

N AN

<
<
Consideremos § = min{d1,d2} €, portanto, 6 < §; e § < d,. Segue que: dado § = min{dy,d2};0 <
|x —al < = |f(x) — b+ |g(x) — ¢)| < % + % = e. Mas, pela desigualdade triangular, temos:
[f(x) = bl +|g(x) — )| < |F(x) + &(x) = (b+ )| = |(f + &)(x) = (b+c)|.

Conclusédo: existe 6 = min{d1,d2};0< |x —a| < d=|(f +g)(x) — (b+ )| < e. O

Nota 2. Note que a propriedade 3 pode ser estendida para uma soma de um ndmero finito de
fungdes, isto é, se lim fi(x) = by, lim f(x) = by, ..., lim f,(x) = b,, entao,
X—a X—a X—a

im(Atht...£H)(x)=IlimA(X) L limH(x)x£... £ lim fH(x) =by £ by £ ...+ b,.

X—a X—a X—a X—a

O mesmo raciocinio aplica-se para a propriedade 4.

1.4 Limite de uma Funcao Polinomial

O Teorema a seguir mostra que o calculo de limites, quando restringido ao subconjunto das func¢des poli-
nomiais, € bastante simples. A demonstracéo de tal teorema decorre de forma imediata das propriedades
apresentadas acima.

[13
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1.6 Teorema. Seja p uma funcéo polinomial definida num intervalo real, com valores reais. Entéo,

lim p(x) = p(a).

X—a

Prova: Decorre de aplicagbes sucessivas das propriedades do limite de uma fungdo que, se
p(x) = ao + aix + ax?> + ...+ apx", a, # 0, é um polindmio, entdo lim p(x) = p(a). O
X—a

Portanto, quando se tratar de uma funcdo dada por um polinémio para calcular o limite basta calcular o
seu valor numérico.

Nota 3. As propriedades de limites e o teorema do limite da fungédo polinomial séo vélidos se
substituirmos “x — a” por “x — a*” ou “x — a~".

Exemplo 1.6. Determine:

_ 2x2 -5
2 3x—4 ©) i —2x°—=bx+4+1\".
im|——— | ;
) lim o[ x3+2x% —3x+2. @ i Vx+1-1 X0 3x — 4
X——2 X2+4X+3 ' erpO X ’
Solucgéo:
2
@) Iim1(2x2fx+1):2(limlx) —lim x4 im1=2-12-1+1=2.
o) 1 225 lm2F-5 5 02 5 3
m = = = —.
x—2 3x — 4 ||m23x— 3-2—-4 2
. 5 2
(=2 —Bx+1\% [ =2 —Bx41\2 [ lim=2x"—5x+1 1\2 1
©) | | 0
im|——— ] =(|Ilm—7——| = =(—] ==
x—0 3x —4 x—0 3x — 4 Iim0 3x—4 4 16
. 3 2
(d) lim \3/X3+2X2_3X+2:\3/|' X3+2X2_3X+2: 3 XLIr%(X e 73X+2) —J—8=-2
x—=2 X2 +4x+3 x==2  x2+44x+3 |im2(x2+4x+3) '
vVx+1-—-1

(e)Comoo limOX = 0, ndo podemos aplicar diretamente a proposi¢éo 1.5 para determinar Iim0
X X— X

Devemos, antes, multiplicar o numerador e o denominador por (v/x + 1 + 1) para podermos determi-
nar o limite proposto. Assim,

R L S o Sk W/ Sl o S 1 1

lim = lim

. =lim ——— = —-.
x—0 X x—0 X Vx+1+1 x=0+/x+1+1 2

1.4.1 Exercicios Propostos

EP 1.6. Calcule os limites a seguir:

. . —2x2 -5
(@ lim (3x* —x®+10); ]
x——1 ( ) (b) )!1115 5x4+9
x> —x+1 > —2x34+5x2 —3x+2
c) li — . im ¢
()le< 3x—4 > (@ fim, 4x+3 '
EP 1.7. Calcule os seguintes limites:
Vx—1 x?
: c
(@) lim Y —; ()x—>lx+\/2+—x
VX1 VI VX2 -
(b) lim YV, (d) lim ¥ 2 \f

14|
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EP 1.8. Determine k, tal que:

(@) lim (3kx? — Bkx + 3k) = g; (b) lim (5x* —3x* +2x—2) =k;  (©) lim (x®—5x+6) =0.

EP 1.9. S&o corretas as afirmagdes a seguir?

2 _ 2 _
w:ﬂr& (b) |imLX6

x—2 xX—2 x—2

@ = lim (x+3).

1.5 Limite de uma Funcao Racional

J& somos capazes de calcular limites de funcfes definidas por polindmios e, usando a propriedade ,
podemos determinar alguns limites cujas fungdes séo dadas como quociente de polindmios. Porém, ainda
nos restam alguns casos, que tratemos detalhadamente agora.

Sejam p(x) = apx" + a,_1x" 1 +...+aix+ag € q(x) = bpx™ + bp_1x™ "1 + ...+ bix + by duas fungdes

polinomiais, com a, # 0 e b, # 0. Uma fungédo racional é qualquer fungdo do tipo f(x) = %. Para

calcularmos o limite de f(x) quando x — a, temos trés casos a considerar:

p(a)

1. Se g(a) # 0, entdo lim f(x) = ——= (j& vimos, proposicdo 1.5).
X—a

q(a)

. 242x-3
Exemplo 1.7. Determine: lim X e
x——1 4x — 3

. 2
Soluggo: lim X H 23 —Xinll (426 -3) _ el -3 -4
o I T3 lim (4x —3) 4(-1)-3 -7

x——1

4
2

2. Se g(a) = p(a) = 0, entdo f(a) é uma indeterminacéo e isto ndo significa a inexisténcia do limite.
Geralmente, afasta-se esta indeterminag&o através de uma diviséo dos polinémios p(x) e g(x) por
x — a, visto que a é uma raiz de p(x) e g(x), obtendo-se o limite desejado.

) o x2-9
Exemplo 1.8. Determine: lim .
x—3 X — 3
Solugdo: Observe que, procedendo-se como no exemplo anterior, surge uma indeterminacao, pois
Iim3(x2 —-9)=0e Iim3(x—3) = 0, ou seja, ndo podemos aplicar a proposi¢cédo 1.5. Devemos, portanto,
dividir o numerador e o denominador por (x — 3). Desta forma,
x2=9  (x+3)(x—3) +3

X
e T3 AT X3 Jim——=3+3=6

3. Se p(a) # 0 e g(a) = 0, entdo f(a) ndo estd definido. Neste caso, lim Px) depende dos limites

x=a g(x)
laterais de f(x) (quando x — a~ e quando x — a™) e do sinal ﬁ. Como vemos nos exemplos da

q(x)

secao que segue.

1.6 Limites Infinitos

O que acontece com os valores de f(x) = 5 quando x se aproxima de 1?

o
(x-1)

15
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Observe que a fungéo ﬁ ndo esté definida para x = 1. Ou seja, o dominio de f é R\ {1}. Para
determinarmos o limite desejado, vamos recorrer a intuicdo. Procedamos como segue:
Tomemos valores cada vez mais proximos de 1, y)\ :
respectivamente, a esquerda e a direita. Temos: :
x (0]05/0,75]09]| 0,99 0,999 i
f(x)|1]| 4 16 | 100 | 10.000 | 1.000.000 50 :
|
|
X 211,511,25|1,1| 1,01 1,001 :
f(x)|1] 4 16 | 100 | 10.000 | 1.000.000 : >X

-1 1 2
Notemos, nas duas tabelas, que a medida que os valores de x tendem a 1, os valores de f(x) séo cada

vez maiores. Em outras palavras, podemos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, tomando valores
para x bastante préximos de 1. Simbolicamente:

lim = 400,

x—1 (X — 1)2
em que o simbolo “+c0” (1é-se “mais infinito”) ndo representa qualquer ndmero real, mas indica o que
ocorre com a funcdo quando x se aproxima de 1. Formalmente, temos:

1.7 Definigdo. Seja | um intervalo real, com a € /, e f uma fungéo real definida em / \ {a}. Entéo,
dizemos que lim f(x) = +oo quando x se aproxima de a e f(x) cresce ilimitadamente, ou seja, quando,
X—a
para qualquer nimero M > 0, existe um nimero ¢ > 0 tal que, se 0 < |x — a| < 4, entdo f(x) > M, Ou
ainda,

lim f(x) =400 < (VM >0,36>0,0< |x—a| <= f(x)>M).

X—a

Assim, com base na definicdo, podemos provar que,

y |
i _ A
e |
|
fi ) 1 |
uma vez que se fizermos § = —, [
q \/m |
50 I
1 |
x—1 < —= 1y
| | \/m | _ +
|
e, conseqlientemente, } : ‘|
| .
—1 175\1’14»6 2 ,X
M,¥Y M )
x—1) >M,¥YM>0
1 . .
Tomemos, agora, a fungéo g como sendo g(x) = —m definida para todo x real e x diferente de 1.
-1 1-5,1 145 2 R
Tomemos valores cada vez mais préximos de 1, respecti- } : { X
vamente, a esquerda e a direita. Temos: I
-——1+
|
X 0 105|0,75| 0,9 0,99 0,999 |
f(x)|-1| —4 | —16 | —100 | —10.000 | —1.000.000 —50 :
|
[
X 2 [1,5]1,25 1,1 1,01 1,001 |
f(x)|-1| —4 | —16 | —100 | —10.000 | —1.000.000 :
|
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Assim, para a funcdo g, quando x se aproxima de 1, os valores de g(x) decrescem ilimitadamente.
Simbolicamente, )
lim ——— = —00,
x—1 (X — 1)2
em que o simbolo “—oc0” 1é-se “menos infinito” e ndo representa nenhum ndmero real, mas indica o que

ocorre com a fun¢do quando x se aproxima de 1. Formalmente,

1.8 Definigdo. Seja | um intervalo real, com a € /, e f uma funcéo real definida em /\ {a}. Ent&o, dizemos
que lim f(x) = —oc0
X—a
quando x se aproxima de a e f(x) decresce ilimitadamente, ou seja, quando, para qualquer nimero

M < 0, existe um nimero ¢ > 0 tal que, se 0 < |x — a| < ¢, entdo f(x) < M. Ou ainda,

lim f(x) =—c0o& (VM>0,30>0,0< |x—al <d= f(x) < M).

X—a

Para concluirmos que os valores de uma funcdo crescem indefinidamente ou decrescem indefinida-
mente, quando x se aproxima de a, pela esquerda ou pela direita de a, construimos uma tabela de valores
da funcdo tomando valores cada vez mais préximos de a. Vejamos como chegar & mesma conclusdo sem
a necessidade de construirmos uma tabela. Para tanto, precisaremos do Teorema da Conservacdo do
sinal que enunciaremos e demonstraremos a segulir.

1.9 Teorema. [Teorema da Conservacgéo do Sinal] Se lim f(x) = b # 0, entdo existe uma vizinhanca V,
X—a

de a, tal que V x € V,, x # a, tem-se f(x) com 0 mesmo sinal de b.

Prova: limf(x)=b< (Ve>0,36>0;0< |x—a|<d=|f(x)—b| <e).

X—a

Sejae = a|b|,0 < a < 1. Logo, |f(x) — b| < a|b|, ou seja, b — alb| < f(x) < b+ «a|b].

1. Seb>0, |b|=beb(l—a)< f(x)< b(l+ «). Conseqllentemente, f(x) > 0.

2. Seb<0,|b|=—-beb(l—a)< f(x)< b(l+a). Conseqlientemente, f(x) < 0.

Em qualquer um dos casos f(x) conserva o sinal do limite em uma vizinhanga V/(a; §). O

1.10 Teorema. Sejam f(x) e g(x) funcdes reais. Se lim f(x) = k, k € R*, e lim g(x) = 0, entdo:
X—a x—a

1. lim f—X) = —o0, Se @ < 0, quando x se aproxima de a;
x—a g(x) g(x)

2. lim @ = 400, S€ @ > 0, quando x se aproxima de a.
x—a g(x) g(x)

- —2)2
Exemplo 1.9. Calcular o limite Iim1 (3X 1 ) .
X— X —

-1

« : : 3 2
Solucdo: Como I|m1(3x —-2)=1e Ilml(x — 1) =0, e observando que ( ; ) > 0, para todo x # 1,

o _(3x—2)?
entéo aplicando o teorema 1.10, temos I|m1 ( X ] > = +o0.
xX— X —

- 2x—5
Exemplo 1.10. Calcular o limite Iim2 X 5
x—2 X —

Solucdo: Primeiramente observe que |im2(2x—5) =-1le |im2(x—2) = 0. Pelo teorema da conservacéo
de sinal, a funcéo f(x) = 2x — 5 é negativa numa vizinhanca de x = 2. Ja a fungdo g(x) = x — 2 é negativa
17
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. . . 2x
para os valores de x menores do que 2 e positiva para os valores de x maiores do que 2. Assim, ———

2x -5 2x -5 2x -5
quando x — 2~ e X < 0, quando x — 2*. Deste modo, lim X = +oo e lim X =
X — x—2— X — x—2+ X — 2
N ~ NP . 2x-=5
implicando a n&o existéncia de I|m2 5
X— X —

1.6.1 Propriedades dos Limites Infinitos

‘ ‘ Dados ‘ Conclusao
P.0O1 | lim f(x
P.02 | lim f(x

P.04 | lim f(x
P.O5 | lim f(x

(x) (x) (
(x) (x) (
P.O3 | lim f(x) = 400 lim g(x) =+o0 | lim(f- g
(x) (x) (
(x) (x) (

+
k
P06 | lim F(x) = 400 |limg(x) = k£0 | lim(f-g)(x) =4 k>0
Xx—a x—a x—a —00,k <0
. , , +o0, k <0
P.O7 | lim f(x)=—o0 |limg(x)=k#0 | lim(f-g)(x) =
x—a x—a x—a —00, k>0
. ) 1
P.08 )!Ena f(X) = Fo00 lina m =0
. ) 1
P.10 | lim f(x) = 400 lim g(x) = +oo | lim(f —g)(x) =7
X—a X—a X—a
P.11 | lim f(x) = —c0 lim g(x) = —oo | lim(f —g)(x)=7?
X—a xX—a X—a
P.12 | lim f(x) = 400 lim g(x) = —oo | lim(f+g)(x)="?
X—a xX—a X—a
P.13 | lim f(x) = o0 lim g(x) = £oo | lim —(x) =7
X—a X—a X—a g
P.14 | lim f(x) = o0 limg(x)=0 lim(f-g)(x)="7
X—a X—a X—a

: 1 1
Exemplo 1.11. Calcular o XITI {(x ) + —} .

. . .1 , 1 1
Solugdo: Como I|m1 = lim — = +o0, por P.01, temos que: I|m1 { + —2} = 4o00.
X— X X—> X —

1
Exemplo 1.12. Calcularo lim {——2 . Iog(x)}.
X

x—0

X . N 1 N . N 1 p—
Solugéo: Como X'L”S+ 2= XIEQ+ log(x) = —oo, por P.05, temos que: Xh:g {7; . Iog(x)} = +00.

1.6.2 Exercicios Propostos

EP 1.10. Calcule os seguintes limites:

o JUx—1 X% —3x+2 X+5
a) | ; im —————; m o Exra
(a) lim Y= (d) Jim ————; © lm s

2x°+3 X+5 x+5
o) i ; Lo XES h) lim —————.
()XT5(X75)2 (e)xlex2—5x+4' ()X—I>T*X2*5X+4
5x — 4 . X+5 i) i X+5

. , f lim 2 i) lim —————.

© Jn =’ M . o +4 L P
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1.7 Limites no Infinito

Ampliaremos o exposto acima com o conceito de limites no infinito que nos da informagdes sobre a
funcéo quando os valores de x crescem ou decrescem indefinidamente. Considere a funcéo f definida por
f(x) = i—i para todo x real diferente de 1. Atribuindo a x os valores 2, 6, 20, 50, 101, 1.001, 10.001, e assim
por diante, de tal forma que x cresc¢a ilimitadamente, conforme mostra a tabela a seguir.

. 1
Exemplo 1.13. Determine lim Xt

x—foo x — 1"

Yp
|
Tomando valores cada vez maiores para x, temos: 8 :
|
x |2] 6] 20 | s0 | 101] 1001 | 10001 Jl
f(x)]3]1.4]1,1052] 1,0408 | 1,02 | 1,002 | 1,0002 |
|
___________ Ty
A . R x+1 N | .
A medida que x cresce ilimitadamente, os valores de —— se -8 —4 | 4 8 X
X —
aproximam cada vez mais de 1. Desta forma, podemos escrever _4 :
|
1
im <t o1 |
x—+oo X — 1 —8 |

Formalmente, temos,

1.11 Definicdo. Seja f uma funcéo definida em R. Escrevemos:

1. lim f(x) = b, quando x cresce ilimitadamente e f(x) se aproxima de b se, para qualquer ¢ > 0,

X—~+00

existe Ny > 0 tal que se x > N, entdo |f(x) — b| < . Simbolicamente,

lim f(x)=b< (Ve>0,3 Ny >0;x> Np=|f(x)— b| <e).

X—+00
Analogamente,

2. lim f(x) = b, quando x decresce ilimitadamente e f(x) se aproxima de b se, para qualquer ¢ > 0,
existe Ny < 0 tal que se x < N, entdo |f(x) — b| < . Simbolicamente,

lim f(x)=b< (Ve>0,3I Ny <0;x < Ny = |f(x)— b| <e).

X—— 00

1.12 Definicdo. Seja f uma funcéo definida em R. Escrevemos:

1. lim f(x) = +oo, quando x e f(x), ambos crescem ilimitadamente, ou seja, quando, para qualquer

X— 400

nimero M > 0, existe Ny > 0 tal que, se x > N, entdo f(x) > M. Simbolicamente,

lim f(x)=4c0o< (VM >0,3 Ny > 0;x > Ny = f(x) > M).

X——+00

2. lim f(x) = —oo, quando x cresce e f(x) decresce, ambos ilimitadamente, ou seja, quando, para

X—+00

qualquer nimero M < 0, existe Ny > 0 tal que, se x > Ny, entdo f(x) < M. Simbolicamente,

lim f(x)=—-c0o& (VM <0,3 N >0;x> N = f(x) <M).

X——+00

3. lim f(x) = +oo, quando x decresce e f(x) cresce, ambos ilimitadamente, ou seja, quando, para

X—— 00

qualquer niumero M > 0, existe Ny < 0 tal que, se x < Ny, entdo f(x) > M. Simbolicamente,

lim f(x)=4c0< (YM>0,3I Ny <0;x < Ny = f(x) > M).

X——00
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4. lim f(x) = —oo, quando x e f(x), ambos decrescem ilimitadamente, ou seja, quando, para qual-
X——00
quer nimero M < 0, existe Ny < 0 tal que, se x < Ny, entdo 7(x) < M. Simbolicamente,

lim f(x)=-c0< (YM<0,3N <0;x < Ny = f(x) < M).

X——00

Acredito que o leitor se sentird motivado a procurar exemplos para cada um dos itens da definicao
acima. A seguir, apresentamos alguns resultados que nos ajudardo a concluir algo sobre o comporta-
mento dos valores de uma fun¢éo quando os valores de x crescem (ou decrescem) ilimitadamente, sem,
necessariamente termos que construir uma tabela.

. ) +o0o0 , seneN*épar
1.13 Teorema. |lim x" =+4o0o,Vne N e Ilm x"= p p
X 0o X——00 —o0 , sene€N*eéimpar.

Exemplo 1.14.
1. lim x%=+oc; 2. Iim x}=—oc; 3. lim x*=+4o0; 4. lIim x°=—o0.
X——400 X——400 X——400 X——400

1.14 Teorema. |im i =0,V neN*

x—too xM o

Exemplo 1.15.
1 1 1 1
1. lim — =0; 2. lim — =0; 3. lim — =0; 4, |lim — =0.
X——+00 X2 X——+00 X3 X——00 X2 X— —00 X3

1.15 Teorema. Se f(x) = apx" +ap_1x" "1+ ...+ axx® + a1x + ag, a, # 0, € uma fungdo polinomial, entdo:

lim f(x)= lim apx".
x—Fo0 x—Fo0
Prova:
lim f(x) = lim (a,,x" +ap X"+ ax® 4 aix + ao)
x—+oo x—+o0
-1 2
. a _1Xn anX ai X =0
= lim ax" |1+ +. ..+ + +
x—+oo apx" apx" apxn apxn

. . dpn—1 1 ar 1 dl 1 =N 1
= lim a,x"- lim (1—|— u =t 4+ = +—- +— - —
x—+o0 x—+oo an X an xn—2 an xn—1 a, x"

= lim a,x”
x—+o0

A prova do teorema a seguir é analoga a prova do teorema 1.15 e devera ser feita pelo leitor.

1.16 Teorema. Se f(x) = ap + aix + axx® + ...+ apx",a, # 0, € g(x) = by + bix + byx® + ... + bypx™,
b, # 0, séo fungbes polinomiais, entéo:
f(x)

. . an
lim —% = lim —x
x—to0 g(x) x—to0 bm

1.8 Propriedades dos Limites no Infinito

Exibiremos, agora, uma tabela contendo as propriedades dos limites no infinito. Note que trocando
“x — 400" por “x — —oo” as propriedades continuam verdadeiras.
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‘ ‘ Dados ‘ Concluséo
POl | lim f(x)=+4oc0 lim g(x) =200 | lim (f+g)(x) = +toc0
X— 400 X— 400 — 400
P.02 IiT f(x) =400 “T g(x) =400 “T (f-g)(x) =40
P.O3 | lim f(x) =+ lim g(x)=—oc0| lim (f-g)(x)=—o0
X——+o0 xX—-+o0 xX—-+o00
P04 | lim f(x)=-o00 lim g(x)=—-0c0 | lim (f-g)(x)=+o0
X——+o0 xX—-+o00 xX—-+o00
+00,k >0
P.O5 | lim f(x)=+oc0 lim x)=k#0 | lim (f -g)(x)=
x—+00 (x) x—++00 g(x) 7 x~>+oo( g)(x) { —00, k<0
P06 | lim f(x)= lim g(x) =k £0 | lim (F-g)x) =4 0k=0
. im f(x) =—oo | lim g(x)= im (f-g)(x) = ook >0
1
P07 im f(x) = Fo0 Moy =
1
P.08 im f(x) = =00 Moy 0
. ) 1
P.09 xﬂToo f(x)=0 xﬂToo o)~ +o0
P.10 IiT f(x) =400 |IT g(x) =400 “T (F—g)(x)=7?
i = — —_ i —_ = 7
P.11 xﬂToo f(x) 00 xﬂToo g(x) = —o0 Xﬂrpoo(f g)(x) ="
P12 | lim f(x) =+o0 lim g(x)=—o0 I|m (f +g)x)=7?
X—+00 X——+00 f
P.13 xﬂToo f(x) = £oo xﬂToo g(x) = o0 Xlina z (x) =7
P.14 “T f(x) = +o0 I|T g(x)=0 “T (f-g)x)="?

Como vimos na tabela anterior, muitas vezes aparecem os simbolos:

400 0
400 —00, 000, —, —=.
-0 0
Estes sdo chamados simbolos de indeterminagdo. Quando aparece um destes simbolos no célculo de um
limite, nada se pode dizer sobre este limite, isto &, ele podera existir ou ndo, dependendo da expresséo da
gual esté se calculando o limite. Mostraremos, a seguir, através de exemplos, como resolver os limites de

fungBes contendo indeterminac¢des apresentadas nas propriedades P.10, P.11, P.12 e P.13.

Exemplo 1.16. Calcule os seguintes limites:

(@) lim (X2 — X3); (b) “T (2X —3x% 4 6X5); (© lim (72X5 —V2xT = Bx +6x° + 8);
x3 -1 x2+1 ) 2(x?+1)
AN . lim — ; SO
(d) XﬂJrOO 6X2 + 4 (e) Xll>moo x3 + X' x—=+o0 \/_ (g) x~|l>r7noo x3 '
Solugéo:
(@ lim (x2 - x3) = lim —x3=— lim x®> = +o0. Na primeira igualdade usamos o teorema 1.15 e
X——00 X——00 X——00
na segunda a propriedade P.05;
(b) lim (2x —3x2 4+ 6x5) = “T 6x°> = 6 - “T x°. Como |IT x° = +oo0, pela propriedade P.05,
lim (2x —3x% + 6X5> = +00;
X— 400
(c) lim (—2x5 —V2x" —Bx +6x° + 8) = lim —V2x" = —V2- lim x’. Como Im x’ = —o0,
X— —00 X——00 X——00 X——00

novamente, pela propriedade P.05, lim (—2x5 —V2x" — B5x + 6x° + 8) = +00;

X——00
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. x3—1 : 3 : 3 - 2 : 2
(d) lim ———. PeloTeorema 1.15, |Im x*—1= I|lim x°>=4occe lim 6x“+4= I|lim 6x° = +oc.
x—+o00 6x2 + 4 X——400 Xx—+00 X——400 X——400

. - . +o0
Temos uma indeterminacéo do tipo T Para resolvermos, devemos proceder como segue:
o0

. x3—1 . x3 ) X 1
lim 2 = l|lim ) = mm - =
x—+o00 6% + 4 x——+00 BX x——+o00 6 6 x—+o0

. 1
Pela propriedade P.05, 6 lim x = +o0;

X—+00

2 2
. . . . ) x“+1 i X

(e) Neste, devemos proceder de forma analoga ao item anterior. Assim, |lim ——— = lim — =
x——00 X2 4+ X X——00 X

1 . 1
lim —. Pela propriedade P.07, temos que: lim — =0;

Xx——00 X X——00 X

 lim % E facil ver que trata-se de uma indeterminag&o do tipo Iﬁ pois lim x = 400 €

X——+00 X o0 X—+00
“T v/x = 4+00. Neste caso, devemos observar que:
X—1+00
X 1
lim —— = i =3 — | = :
A 7 Tl T = i V= oo
2(x?+1 2x2 42 2x2 2 1 .
@ tm 2FD o 22 2 2 25 im L pela propriedade P07
X——00 )(3 X——00 )(3 X——00 X3 X——00 X X——00 X
1 2(x?*+1
lim — =0. Portanto lim Q:O.
X——00 X X——00 X

Nota 4. Se p(x) e g(x) s@o fungdes irracionais, o procedimento para o célculo do limite é
analogo ao das fun¢des polinomiais e racionais.

Exemplo 1.17. Calcular:

Vx2—-3x+5 Vx2+2x+2 ( .

. . ; . c) lim (v/x24+3x+7—x]).

(a) xﬂToo x—1 ’ (b) x—IlToo X+ 1 ' x—too ( )
Solucgéo:

(a) Observemos que:

lim /x?—3x+ :\/ lim (x> =3x+5)= lim x? =400
X—+00

X——+00 X——+00

e lim (x —1) = +oo. Portanto, uma indeterminacéo do tipo iﬁ Note que:
0

X—+00

3 5 3 5
2(1_2,. 2 X 242
x2—3x+5 x <1 X+X2>_|X| (1 x+x2>

— B B 1
x—1 x+1 .. <1 + _)
X
e, portanto:
3 5 3 5
V¥ 3x55 x (1_§+§> _ <l_§+§>
lim 1 = | I = lim 1 =1
X——+00 X — X—-+00 <1 + _> X——+00 <1 + _>
X X

(b) Observemos que:

lim /x2+4+2x+2= lim (x*42x+2) = lim x? = 400

X——00 X——00 X——00
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X——00

e lim (x+ 1) = +o0. Portanto, uma indeterminacéo do tipo B. Note que:
—0oQ

Y AN oy
VX2 2x4+2 x | x2 x T2

B 1
x+1 x+1 .. (1 n _)
X
e, portanto:
(1+2+2) (1+2+2)
. Vx2 —3x+5 ) x x X2 ) x X2
lim 31 = lim I =— lim I =-1
X——00 X + X——00 x- (1 + _> X——00 (1 + _>
X X

(c) Neste caso, temos uma indeterminacgdo do tipo (+o0) — (+00), pois,

lim x24+3x4+7=4+0 € |lm x=+o0.
X——+00 X——+00

Para obtermos o limite procurado, multiplicamos e dividimos v/x2 + 3x + 7 — x por v'x2 + 3x + 7 + x.
Assim, temos:

(\/X2+3X—|—7—X>-(\/X2—|—3X+7+X) 3x+7
VX2 +3x+T7T—x= — .
Vx2+3x+7+x Vx2+3x+7+x
Portanto, 3 7
lim (\/X2+3X+77X) = lim alas .
x—+00 x=+00 \/x2 4+ 3x + 7 + x
Mas,

lim 3x+7=4+00ce€e I|lim V/x2+3x+7+x=+00.

X—+400 X—+00

Portanto, uma indeterminacgéo do tipo ::ﬁ Dai, procedendo, como no exemplo anterior, temos:
(0. 9]

7
. 3x+7 _ 3+ 3
XﬂToo vVx2 13 7 :x—h»Too 3 7 :E.
X2+ 33X+ 1+ X 14+2 45
X X

Voltemos ao problema 1: A partir de uma coleta de dados, verificou-se que, daqui a um certo nimero de
anos, digamos t anos, a popula¢do de um certo pais sera de P(t) = 81 106 006t milhdes de habitantes.
e_ '

A medida que os anos forem passando e desconsiderando as mortes a populacdo se aproximara de que
ndamero?

YA
. - 80
Solugdo: Basta ca:c(;ularmos o limite 81 126 0060 quando x -oco. |
Vejamos XlL";o m = 10. Dai, a pop.ul.agéo sera de 10 mil- /
hdes, ou seja, a medida que o tempo for suficientemente grande a
populacdo se aproximara deste valor. Como vemos graficamente: _/
—50 50 X
1.8.1 Exercicios Propostos
EP 1.11. Determine:
2 3x% — bx + 2 : 3x+2 . 23 +5x+1
I z m L T4 e) lim ——— L
@ fim * @ tm @M 6o @ s
. -3 . bx+2 . 1—x x? —2x + 10
b) lim — d) | lim — i At e
( ) x——o00 X2 ( ) X—ETOO x+1 (f) X——© (X - 2)2 (h) Xllrp@@ 3x2+2x+6
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EP 1.12. Determine:

@ lim v/5x>+x+5 © lim x2+1

—> x——oco 3x+ 2
. 442 2 11

(b) lim Y2 d) lim =22

X—~+00 X x—+00 y/x2 +1
EP 1.13. Determine:
@ Jim V32— 3x+x; @ tim_(Vx+ v vx=vx);
(b) lim /x2+3x+4—x; (€) lim /x2+2—x;

X——00 X— 400
(© |iTOO\/X+ —Vx—1 6] “T VX2 —4x — x.

X— X— 400

© 1.9 Gabarito :

©11@2 (1,05 12. 13 lim f(x) =5 lim f(x) =13 lim f(x). 14 lim f(x)=0. 15 b=-10. 16.(a)14,(b)

x—1" x—1 x—1 x—0
55 1 1 4 1 5
—=—,()—-1,(d)0. 1.7. =; () =;(c) =; d) —. 1.8 k=—;({0)k=70;(c) k=2,3. 1.9. N&o, os dominios séo |
v, (©) (d) @ > (b) 3 (©) 3 (d) VG @ 106 (b) (©) (a) N&o, os dominios sao

0 diferentes; (b) Sim. 1.10. (@) —oo (b) +o0 (€) +o00 (d) —1 (€) +oo (f) —oco (@) —oo (h) +oo (i) Nao existe. 1.11. (a) 0, (b) 0, (c) 3, (d) o
o 5,(e) 0, () 0, (g) 0, (h) % 1.12. (a) +o0, (b) 0, (c) —%, (d) 2. 1.13. (a) +o0; (b) +o0; (c) 0; (d) 1; (e) O; (f) 2. o

tema . ~
7= 52 /4 Limites das Funcdoes Transcendentes

2.1 Func¢des Continuas

Como vimos, quando se trata de fungdes polinomiais ou racionais, o calculo do limite é relativamente
simples. A pergunta que surge, naturalmente, € a seguinte: existem fungdes cujo calculo do limite é similar
ao célculo para fungdes polinomiais e racionais? A resposta a esta pergunta € sim, e as fun¢des que
cumprem esta propriedade sdo denominadas Funcfes Continuas. Esta classe de fun¢gBes formam um
importante subconjunto do conjunto das func¢fes, que veremos em detalhes a seguir.

2.1 Definigcdo (Fungdo Continua no Ponto). Dizemos que a funcéo f é continua em a € Dom(f) se,

i. lim f(x) existe, e

X—a

ii. lim f(x) = f(a).

X—a

Exemplo 2.1. Seja f(x) = 3x? — x, temos que o |im1(3x2 —x) =2=f(1). Logo, f é continua em x = 1.

x> +9 , x> +9
. Temos que lim
x—3 x—=0\ x—3

Exemplo 2.2. Seja g(x) =

) ) = —3 = g(0). Logo, g é continua em x = 0.

Nota 5.

1. Decorre da definicdo de fungdo continua num ponto que s faz sentido indagar a con-
tinuidade de uma fungéo f em x = a se este ponto pertence ao dominio de f.

2. Se f nao verifica qualquer uma das condi¢cSes da definicdo anterior, dizemos que f é
descontinua em a ou, simplesmente, que f € descontinua.

3. A continuidade de uma fungcdo em um ponto indica que o grafico desta ndo apresenta
“interrupgdes” nesse ponto. Veja os exemplos 2.3, 2.4 e 2.5, a seguir.
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([ x*—9 43
x . . . . .
X é descontinua, pois f ndo é continua em x = 3.

Exemplo 2.3. Afuncdo f(x) = -3
5, x=3
. x>—-9 . (x=3)(x+3) _
T3 TAm T g T Amx+3=0£5=103)

Exemplo 2.4. Seja a funcéo f definida em R dada por

2_1, se 1
fx) = X " Lsex#
x—1 sex=1

f n&o é continua em 1, pois Iim1 f(x) = Iim1 (x+1)=2#f(1)=1.

2

sem especificar o seu dominio,

Nota 6. Se consideramos a fungéo f definida por f(x) = );7 1
fica subentendido que o dominio de f € o maior subconjunto dos nimeros reais para 0s quais

2
-1 . . . .
);7 1 faz sentido, ou seja R \ {1}. Deste modo, f é continua. De fato, f(x) =x+1sex#1e

lim (x+1)=x+1=f(x)-
X—X0
Exemplo 2.5. Seja a fungéo g uma fungéo definida abaixo y)\
T *
(x) 3, sex<?2 5 \
X) =
& ~1, sex > 2 |
\
A funcao g ndo é continua em 2, pois ndo existe o |im2g(x). Veja -1 1 3 4 X

o grafico.

Nota 7. A definicdo de continuidade pode ser expressa em fungéo de ¢ e §. De fato, lim f(x) =
X—a

f(a) significa que: para todo e > 0 existe um § > 0 tal que se x € Dom(f) e |x — a| < d, entdo

[f(x) —f(a)] <e.
2.2 Proposigdo (Propriedades das Fun¢des Continuas). Sejam f e g fungBes continuas no ponto a. Entéo,

as seguintes fun¢des sdo continuas em a:
3. (f-g)(x) =f(x)-&g(x)

L (F+g)x) =f(x) +e(x) p 0

2. (f—g)(x) = f(x) — g(x) 4, E(x) = 2(x)’ desde que g(a) # 0

As provas destas propriedades decorrem imediatamente da defini¢&o.
2.3 Definicdo (Fungdo Continua num Intervalo). Uma funcdo f : (¢, d) — R é continua em (¢, d) se é

continua em todos os pontos deste intervalo.

Nota 8. Se f é uma funcdo continua em todos os pontos do seu dominio dizemos, simples-

mente, que f € continua.

2.4 Teorema. Uma funcao polinomial € continua.

Prova: Consideremos f como sendo uma fung¢éo polinomial. Pelo Teorema 1.6 temos que lim f(x) =
X—a
O

f(a), 0 que prova que f € continua.
As funcéo cosseno e tangente séo continuas. Para provarmos estes resultados precisamos do teorema

do confronto que é apresentado e demonstrado a seguir.
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2.5 Teorema. [do Confronto ou do Sanduiche] Se as fun¢des com valores reais f(x), g(x) e h(x), definidas
em R, sdotaisque f < g < he,se lim f(x) = lim h(x) = L, entdo lim g(x) = L.
X—a X—a X—a

Prova: Considere ¢ um numero real positivo arbitrario. Como:

lim f(x) =L, entdo existe 61 > 0;0 < [x —a| < d1 = |[f(x) — L| < ¢

X—a

lim h(x) = L, entdo existe §, > 0;0 < |x — a| < d2 = |h(x) — L| < e.

X—a

Se fizermos § < min{d1,d2}, temos que 0 < |x — a| < d e,

{|f(x)—L| < e
lh(x) =L < &

ouseja, L—e<f(x)<L4+ecel—e<h(x)<L+e.

Nos utilizando da hipétese, podemos concluir que L — ¢ < f(x) < g(x) < h(x) < L+ ¢, ou seja,
L—¢e < g(x) < L+ e. Consequentemente, |g(x) — L| < ¢ sempre que 0 < |x — a] < ¢. Portanto,

lim g(x) = L. O
X—a
2.6 Teorema. A funcdo cosseno é continua ou, equivalentemente, lim cos(x) = cos(a),V a € R.
X—a
Prova: Temos que
0 < |cos(x)— cos(a)
9 (X + a) (X - a)
= —< Sen - Sen
2 2
X+ a X—a X—a
- () fen () <2 552
sen 5 ‘ sen 5 5 X a
Portanto,
lim 0 < lim | cos(x) — cos(a)| < lim (x — a)
x—a x—a X—a
e, pelo teorema do confronto, lim |cos(x) — cos(a)] = 0. De forma equivalente, lim cos(x) — cos(a) = 0.
X—a xX—a
Logo, lim cos(x) = cos(a). O
X—a
Pode-se, de forma analoga, mostrar que
lim sen(x) = sen(a),V a € R.
X—a
2.7 Teorema. A funcao tangente é continua. Mais precisamente,
lim tg(x) = tg(a),V a # g + km, k € Z.
X—a
sen(x) X'T?a sen(x) sen(a)
Prova: lim tg(x) = lim == = = tg(a) O
x—a x—acos(x)  limcos(x)  cos(a)

X—a

Além dos exemplos anteriores, sdo também continuas:

1. As Funcdes racionais;
2. As Funcdes secante, cossecante, cotangente;

3. As Funcgdes exponenciais e as Fun¢des logaritmicas.
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2.8 Definicdo. A funcao f é continua a direita (resp. a esquerda) se esta definida parax = ae lim f(x) =
X—a
f(a) (resp. lim f(x) = f(a)). Se f é continua em (a, b) e em seus extremos, diremos que f é continua no
X—a~—
intervalo [a, b].

2.9 Proposicdo (Limite de uma Fun¢do Composta). Sejam / e J intervalos, a € I, f uma fungdo definida
em /, exceto possivelmente em ae g : J — R com Im(f) C J. Se lim f(x) = b € J e g é continua em b,
X—a
entéo, temos que:

lim g(f(x)) = g(lim £(x)) = g(b).

X—a X—a

Como aplicacao direta deste resultado temos:

Exemplo 2.6. As fungbes u(x) = e, g(x) = sen(x), h(x) = cos(x) s&o fun¢des continuas em R e a
funcéo s(x) = In(x) é continua em (0, +o00). Se lim f(x) € (0, +00), entéo:
X—a
lim f(x)

1. lim ef® = ex—a

X—a

2. lim sen(f(x)) = sen (Iim f(x)).

X—a X—a

3. lim cos(f(x)) = cos (Iim f(x)).

X—a X—a

4. se lim f(x) € (0, +00), entdo lim In(f(x)) = In (Iim(f(x))).

X—a X—a X—a
lim x? +1
Exemplo 2.7. lim 2+ = 2x—0 =20 — ol — o,
543x+1+45 543x+1+5
Exemplo 2.8. lim In X T 2H2 (i XEXFIHE0) iy~
x—1 X + 9 x—1 X + 9

Exemplo 2.9. Iim0 cos (X2 + sen(x) + 7r) = cos(m) = -1
2.10 Teorema. [Continuidade da Fung¢do Composta] Se a funcdo g é continua em a e a funcéo f é

continua em g(a), entdo a fungdo composta (f o g)(x) = f(g(x)) é continua em a.

Prova: Como g é continua em a, lim g(x) = a. Da continuidade de f em g(a) e pela Proposi¢do 2.9,
X—a
temos que, lim(f o g)(x) = lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(a)) = f o g(a). O
X—a x—a x—a

Exemplo 2.10. A fungdo f(x) = |x3 + 5x + 3| € uma fung&o continua em R, pois f é a composta da
funcdo h(x) = x* + 5x + 3 com a fungdo g(x) = |x|.

2.1.1 Exercicios Propostos

EP 2.1. Verifique se a fungdo eX ~5+™ & uma funcao continua em R.
EP 2.2. Determine, se possivel, as constantes reais a e b de modo que f seja continua em —3, sendo

,{ 3x—-3;x>3
f(x) = ax;x = -3
L bx? +1,x < -3

EP 2.3. Determine, se possivel, a constante real k de modo que f seja continua em a, sendo

([ x>—9
fx) =4 %—=3'58%73 a=1.
k,sex=3
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EP 2.4. Para cada funcao f a seguir, verifique se f € continua em xp = a.

(a)f(x) = 2,sex=1 a=1; (b)f(x) =

[(3x—2 sex>1 {
{ Ix+1sex<1

EP 2.5. Determine, se possivel, b € R para que exista lim f(x), sendo:
X—a

,{ 3x—2;x>—1
f(x):{ 3x=-1 a=-1.
L 5—bx;x < —1

EP 2.6. Determine o valor de b € R para que f seja continua em a = —1, sendo

X+2b;x>—1
Flx) = { b x < —1.

2.2 Limites Fundamentais

Outros limites importantes que aparecem com muita freqiiéncia, sdo os chamados limites fundamentais
gue discutiremos a seguir.

2.11 Teorema. [Limite Trigonométrico Fundamental]

Considere a funcéo f : R* — R definida por f(x) = Sel(x). Entéo,
jim 5000 _ g
x—0 X

. . . .0 ~ -
Esse limite trata de uma indeterminacéo do tipo o Como as funges sen(x) e x sdo impares, nota-se

que a fungéo f(x) = sen(x) é par, ou seja, f(—x) = f(x),V x € Dom(f). De fato,
sen(—x) —sen(x) sen(x)
()= T = () = == = f(x) = = 2 = f(x)
Prova: Da Trigonometria, temos: y
1 1 1
1.0<X<E:>sen(x)<x<tg(x):s > = > ;
2 sen(x) ~ x  tg(x) Q
s 1 1 1
2. —— =
5 <x< 0 = sen(x) > x > tg(x) = sen(x) <3< =)
Multiplicando-se estas desigualdades por sen(x), resulta: 0 N|A X
1L 0cx<™o sen(x) _ sen(x) _ sen(x) N sen(x) > cos(x):
2 " sen(x) X tg(x)
5 T 0o sen(x) - sen(x)  sen(x) sen(x) > cos(x).
2 sen(x) X tg(x)
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y
Temos, portanto, para I ex< g e x # 0, que vale
a seguinte desigualdade:
1> sen(x) > cos(x) & cos(x) < sen(x) <1
Note que lim cos(x) = lim 1 = 1. Pelo teorema do “3r —o~~r 0 ™% 31 X
confronto, resulta que: o) = sen(x)
jim ) _ g X
x—0 X
Exemplo 2.11. Mostre que
k t
@ tim =) vk ere (b) lim ) _ ¢
x—0 X x—0 X
Solugéo:
k k
(a) Observe que Iim0 sen(kx) = Iim0 ksenk( X). Agora, fagamos kx = w. Como x — 0, logo w — 0.
X— X X— X
Portanto,
k
fim kSN g S e sy
x—0 X w—0 w w—0
t 1 1
(b) lim )y, sen09) o sen() —1.- =1
x—0 X x—0 xcos(x) x—0 x cos(x) 1

2.12 Teorema. [do Limite Exponencial Fundamental] Considere a fungéo f : R\ [-1, 0] — R definida por
1 X
F(x) = (1 + ;> . Entdo,

1 X
lim <1+—> = e = 2,7182818.
X

x—Foo

Inicialmente, usaremos o recurso das tabelas de aproximacdes e grafico para visualizar este resultado.
Tomando valores cada vez maiores para x, temos:

x |1 6 | 10t | 102 | 100 | 10
f(x) | 2] 25219 | 2,50374 | 2,70481 | 2,71692 | 2,71815

Tomando valores cada vez menores para x, temos:

x | -1t | <102 | -10% | 10t
f(x) | 2,86797,9 | 2,73200 | 2,71964 | 2, 71842

y
Observe que quando x cresce ou decresce // 4

. .- o 1\~
indefinidamente, a fungdo f(x) = (1 + ;) as- —_ 3y

sume valores cada vez mais proximos de e =~ 2
2,7182818. Desta forma, escrevemos 1

lim (1—1——) =e. >
x—=00 X -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10 X

A prova direta deste teorema pode ser encontrada em [4]. No entanto, preferiremos fazer uma prova
usando o Teorema de L'Hospital que veremos mais adiante.
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Exemplo 2.12. Determine:

@ im (1+2)7 (b) lim (1+ )}

X— 400

Solucgéo:

1 2x 1 x12 1 x12
(@ lim <1+—> = lim KH—H :{ lim <1+—H = e
X—+00 X X——+00 X X——+00 X

1 1 1
(b) Iimo(l + x)i = e. De fato, pondo — = w, temos x = —, se x — 0 entdo w — +oo €, portanto,
xX— X w

. 1\"
lim (1+x)* = lim (1+—> —e.
x—0 w—+400 w

X

2.13 Teorema. Considere a funcéo f : R* — R definida por f(x) = 2

,0 < a+ 1. Entdo,

.oar—1
lim =Ina.

x—0

Prova: Seja t = a* — 1. Assim, somando 1 a ambos 0s membros, temos, a* = t + 1. Segue que,
In(a*) = In(t 4+ 1). Aplicando-se uma propriedade do logaritmo, x - In(a) = In(t 4 1). Isolando-se a variavel

In(t + 1
x, temos, x = %. Observe que quando x — 0 temos que t — 0 e:
ooa<—1 ) t ) In(a) , 1 .
lim = lim =limt- ——— =In(a) - lim =— =In(a) - lim ————— < =In(a).
<00 x =0 Ingt(+)1) =0 In(t+ 1) =0 % n(t+ 1) =0 ((t+1)F)
n(a

O numero e tem grande importancia em diversos ramos das ciéncias, pois, estd presente em varios
fendmenos naturais, por exemplo: Crescimento populacional, desintegracdo radioativa (datacdo por car-
bono), circuitos elétricos, etc. Na area de economia, é aplicado no célculo de juros.

Foi o Matemético Inglés John Napier (1.550 — 1.617) o responséavel pelo desenvolvimento da teoria
logaritmica utilizando o nimero e como base. O nimero e € irracional, ou seja, hdo pode ser escrito sob
forma de fragéo, e vale, aproximadamente, 2, 7182818.

Como o nimero e é encontrado em diversos fendmenos naturais, a funcéo f(x) = e* é considerada uma
das funcbes mais importantes da matematica, merecendo atencdo especial de cientistas das diferentes
areas do conhecimento humano.

Exemplo 2.13. Sabemos que se uma determinada quantia L, € investida a uma taxa i de juros compos-
H m

tos, capitalizados n vezes ao ano, o saldo total L(T), apés T anos € dado por L(T) = Lo - (1 + ﬁ) . Se

os juros forem capitalizados continuamente, o saldo devera ser:

-\ Tn c\nq T
m= o (1)<t [(1 )] <
2.2.1 Exercicios Propostos
EP 2.7. Calcule os limites seguintes:
. sen(2x) . tg(3x) . tg(2x)
lim ——= lim =——= lim =——=
(@) Al X (b) Rl sen 4x © pallt 3x
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. 1\~ . 2\ % 1 3x
(@ lim <1 + —) (c) Iim (1 + —> (e) lim (1 + —)
X— —00 X X——00 X X——+00 X
. x+1\* ) 2\ ¥ , k\*
(b) XETOO <X — 1) (d) xﬂrfnoo <1 + ;> (f) xﬂToo (1 * ;)
EP 2.9. Use a continuidade da funcao para calcular os limites a seguir:
1
(a) lim cos (x + sen(x)); (b) lim esen(x): (© lim =" (x* + sen(cos(x)))
x—m ™ x—0 x2 41 ’

X—

2.3 Outros Teoremas sobre Limites

2.14 Teorema. [do Valor Intermediario] Se f é uma fung&o continua no intervalo [a, b] e f(a) < ¢ < f(b)

(ou f(a) > ¢ > f(b)), entdo existe um nimero xp € (a, b) tal que f(x) = c.
Vejamos algumas aplicacdes deste teorema.
Seja f : [-1,1] — R tal que f(x) = x3 — cos(mx) + 1, entdo f assume

. . 3
o valor 5> De fato, f é continua e 1 = f(—1) < 5 < f(1) = 3. Logo,
segue do teorema do valor intermediario que existe um x, € (—1,1) tal que

f(xo) = g Veja no grafico. /

2.15 Corolario. Seja f : [a, b] — R uma funcdo continua. Se f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo existe

um numero c € (a, b) tal que f(c) = 0.

Nota 9. Este resultado pode ser usado para localizarmos as raizes de um polinbmio de grau
impar. De fato, seja f(x) = a,x" + a,—1x"! + ... + ap uma fungdo polinomial de grau n impar,
a; € R. Para os valor de x que séo diferentes de zero podemos escrever:

f(X):anx”<1+an71+...+ 20 >

anX apx"

an— a N ) . . .
"1+...+ °>:1;entao, lim x" = +oc0e lim x" = —o0, pois n é

anX anX X—-+00 X——00

impar. Logo, existem x; e x, tais que f(x;) < 0 e f(x2) > 0. f é continua no intervalo [xi, x];

Como Ilim (1 +

x—Foo

pelo corolério existe um nimero c € (a, b) tal que f(c) = 0.

Exemplo 2.14. Verifique que a equagéo x3 — x = 1 possui pelo menos uma solugéo.

Solugdo: Primeiro, observemos que, considerando a funcgéo f(x) = x> — x, estamos querendo saber se
aequagdo f(x) = 1 tem solugédo. Como f é continua em R, sabemos que é continua em qualquer intervalo
[a, b]. Assim, usando o teorema do valor intermediério, garantimos que essa equacéo tem solucéo, e é
suficiente encontrarmos os nameros a e b com a propriedade do nimero 1 estar entre 7(a) e f(b). De fato,
note que f(0) = 0e f(2) = 6. Como f(0) < 1 < f(2) e f é continua no intervalo [0, 2], usamos o teorema
coma=0,b=2ec=1, paraconcluir que existe xy € [0, 2] tal que f(x) = 1, isto é, a equagdo x> — x = 1

tem pelo menos uma solucéo no intervalo [0, 2].
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2.16 Definicao. Uma funcdo f € chamada limitada, se existe uma constante M € R*, tal que
If(x)] < M,¥ x € Dom(f), isto € —M < f(x) < M,V x € Dom(f). Em outras palavras, f possui o
conjunto imagem contido num intervalo de extremos reais.

Exemplo 2.15. As fungbes sen(x) — - — -

e cos(x) sdo limitadas em todo R, \ m /7 /7<\
pois, a imagem de cada uma € o >
intervalo [—1, 1]. Veja ilustracdo na w 2 \>2</ \3
figura ao lado. e = NS

sen(x)
cos(x)
2.17 Teorema.
1. Se lim f(x) = 0 e g(x) é limitada, ent&o lim f(x) - g(x) = 0.
X—a X—a
2. Se lim f(x) =0e g(x) élimitada, entdo lim f(x)-g(x)=0.
X—F00 x—to00
. . sen(x)
Exemplo 2.16. Determine lim .
X——+00 X
~ . sen(x) _ 1 . N R _ 1
Solugdo:  lim = lim = -sen(x) =0, pois, a funcdo sen(x) é limitadae lim — =0.
X— 400 X X——+00 X Xx——+00 X

© 2.4 Gabarito v

© 21.Sim 22 a=4eb=-1. 23 k=6. 2.4.(a)Ndo; (b) Sim. 2.5 b=-10. 26.b=1 27.2, 2 2 28 (ae (b) e, o
RG] &2, (d) €%, (e) €%, (f) eX. 2.9. (a) —1; (b) €; (c) sen(sen(1)).

Derivadas

Lemqng Derivada das Funcodes Reais

Neste capitulo, apresentaremos a definicdo de Derivada de uma Funcao. Inicialmente, apresentaremos
a nocao de derivada a partir da reta tangente (interpretacdo geométrica) ao grafico de uma funcéo. Pos-
teriormente, definiremos funcdes derivaveis e derivada de uma fungdo em um ponto. Ao final do capitulo,
daremos outros significados ao conceito de derivada fazendo vérias aplicacdes.
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3.1 A Reta Tangente e a Derivada

Muitos problemas interessantes de Célculo envolvem a de- T
terminacdo da reta tangente a uma curva dada num determi-
nado ponto. Para uma circunferéncia, sabemos da Geometria
Plana que a reta tangente em um ponto é a reta que tem com
ela um anico ponto em comum. Essa definicdo ndo é valida para X
uma curva em geral. Por exemplo, na figura ao lado, a reta que
gueremos que seja a tangente a curva no ponto T intercepta a
curva em outro ponto S.

Para chegar a uma definicdo adequada de reta tangente ao grafico de uma fungéo num de seus pontos,
comegamos pensando em definir a inclinagdo da reta tangente no ponto. Entdo, a tangente é determinada
por sua inclinagéo e pelo ponto de tangéncia.

Consideremos uma fungéo f continua em um certo x € Dom(f). Seja / o intervalo aberto que contém x
e no qual f esta definida. Consideremos P(x, f(x)) e Q(x + Ax, f(x + Ax)) pontos distintos do gréafico da
funcéo f. Tracemos a reta através de P e Q, ou seja, a secante PQ.

Suponha que @ se aproxima de P, deslocando—se sobre o gréfico da funcdo f. Cada vez que Q ocupar
nova posicao, trace a nova secante correspondente. A inclinagdo da reta secante PQ é

ﬂ _ f(x + Ax) — f(x)

Ax Ax '

onde Ax é a diferenca entre as abscissas de Q e de P, e Ay é a diferenc¢a entre as ordenadas de Q e de
P. Chamamos Ax e Ay por incremento de x e incremento de y, respectivamente.

Se @ se aproximar muito de P ou Ax — 0, a reta secante PQ tendera a uma “posigao—limite”. E esta
posicao—limite que queremos usar como a reta tangente ao grafico da fungéo f, no ponto P.
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\
|
\
|
\
|
|
X X + Ax X

Portanto, definimos a inclina¢éo da reta tangente ao grafico no ponto P por

. Ay f(x + Ax) — f(x)
m(x) = Alinlo Ax  Axso Ax '

(33)

se esse limite existir.

Observe que se o limite for oo, entdo, a reta tangente ao grafico da fungéo, em P, € a reta perpendicular
ao eixo das abscissas em x.

Exemplo 3.1. Ache ainclinagéo da reta tangente ao gréafico da fungdo definida por y = f(x) = x3—3x+4
nos pontos (a, f(a)), (1, f(1)) e (-1, f(-1))

Solugdo: Temos f(a) = a® —3a+ 4 e f(a+ Ax) = (a+ Ax)® — 3(a+ Ax) + 4. Logo,

f(a+ Ax) —f(a)

m(a) = Alieo Ax
(a4 Ax)’ —3(a+ Ax)+4— (¥ —3a+4)
= lim
Ax—0 Ax
o a® +3a%Ax + 3a(Ax)? + (Ax)* —3a—3Ax+4 —a> +3a—4
o Ax—0 Ax
_ lim 32°Ax + 3a(Ax)? + (Ax)® — 3Ax
~ Ao Ax
= lim_ (32* + 3a4x + (Ax)? - 3)
=3a>-3.

ou seja, a inclinacdo da reta num ponto (a, f(a)) qualquer do gréfico da
funcdo f é dado por m(a) = 3a® — 3. Portanto, fazendo a = 1 e a = —1,
temos m(1) = m(—1) = 0. Isso quer dizer, que nos pontos (1,2) e (—1,6)
as retas tangentes nesses pontos sdo paralelas ao eixo das abscissas.
Veja figura ao lado.

/ X
3.1 Definicdo. Se f for continua em xp, entdo, a equacdo da reta tangente ao gréfico de f no ponto
(XQ, f(XQ)) é:
y — f(x0) = M) (X — x0).
Exemplo 3.2. Determine a equag&o da reta tangente ao gréafico da fungéo f(x) = x2, no ponto, (1, 3).
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Solugdo: Seja m; o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico de f(x) = x> passando pelo ponto
(1, (1)) = (1,3). Sejam P(1,3) e Q(xo, x2) pontos da parabola. O coeficiente angular da reta secante a
parabola passando por P e Q é:
f(x) — f(1)

=T 1).
mpq o1 (%0 +1)

E intuitivo que quando Q se aproxima de P (x, aproxima-se de 1), os coeficiente de ambas as retas
(secante e tangente) ficardo iguais. Logo,

my = lim mpg = Iim1 —(x+1)=-2.
Xo—

xo—1

A equacéo da reta tangente ao gréafico de 7, no ponto (1,3) é y —3 = —2(x —1).

Nota 10. Segue da definicdo 3.1 que a equacdo da reta normal ao gréfico de f no ponto
(Xo, f(Xo)) é:

y—f(x)=- (x — x0),

M(x)

S€ myy,) #0

O tipo de limite em ( 3.3), usado para definir a inclinacdo da reta tangente, € um dos mais importantes
no Célculo e leva um nome especial, conforme definicdo a seguir.

3.2 Definicdo (A Derivada de uma Fun¢do). Uma funcdo f é derivavel no ponto x, se existe o seguinte
limite
f(x) = f(x)

flx) = lim X710
Ax—Xo X — Xo

Nota 11. Fazendo-se a mudanca de variavel Ax = x — xg, temos

. f(xo0 4+ Ax) — f(x0)
/ _
Flo) = A|>I<T>o Ax

e f'(x) é chamada derivada de f no ponto x;. Como x; € um ponto arbitrario, podemos calcular
a derivada de f para qualquer ponto x € Dom(f),

Assim, f’ € uma funcdo de x e '(x) € um nimero real.

Nota 12. Outras nota¢des para a derivada de y = f(x) séo:

, dy d

y,a,a(f)eDXf.

Nota 13. O processo de célculo da derivada € chamado de derivacdo. Se uma fungéo possui
uma derivada em xp, a funcéo seré derivavel em xp. Isto €, a funcéo f sera derivavel em xg se
f'(x) existir. Uma fungéo sera derivavel em um intervalo se ela for derivavel em todo nimero
no intervalo. Se f é derivavel em todos os pontos do seu dominio, dizemos, simplesmente, que
f é derivavel. Se f'(xy) ndo existe ou é +oo, dizemos que f ndo é derivavel em xg.

Exemplo 3.3. Obtenha a fungéo derivada da fungdo f(x) = x*> — 3x + 4.
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Solucgéo:
. f(x+ Ax) - f(x)
/ _
Fil) = AI>I<T>O Ax
X+ AX = 3(x+ Ax) +4 — (x> —3x + 4)
= lim
Ax—0 Ax
—  lim x3 4+ 322 Ax + 3x(Ax)? + (Ax)® —=3x —3Ax +4 —x3 +3x — 4
T A Ax
. 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)® — 3Ax
= lim
Ax—0 Ax
= Alimo 3x2 + 3xAx + (Ax)2 -3
= 3x2-3.

Exemplo 3.4. Obtenha a derivada da fungéo f(x) = x> — 3x + 4 no ponto xp.

conjunto dos niimeros reais, e 3x2 — 3 existe para qualquer nimero x real, f € uma funcéo derivavel.

Solucgéo:
f(x)—f
Fio) = lim 1) =F00)
X—X0 X — Xo
x3 = 3x+4—(x°—3x +4)

= lim

X—Xp X — XO
o x3—=3x4+4—x3+3x—4
= lim
X—Xp X — XO
3_ .3 _
. X2 =X 3x + 3xg
= lim
X—X0 X — Xo
— lim (x = x0) (X* + xx0 + %0%) = 3(x + x0)
X—Xp X — XO
. (x—x0) (X2 + xx0 + X2 — 3)
= lim
X—Xp X — XO

= lim x>+ xx0 + x0° — 3

X—Xp

= ?)Xo2 -3

No exemplo anterior, f(x) = x> — 3x + 4 possui derivada f'(x) = 3x?> — 3. Como o dominio de

féo

Nota 14. A funcéo F : (D\ {x}) — R, definida por F(x) = w representa, geo-
metricamente, o coeficiente angular da reta secante ao gréafico de f no poassando pelos pontos
(x0, f(x0)) € (x,f(x)). Logo, quando f é derivavel no ponto xy, a reta, de coeficiente angular
f'(x0) € que passa pelo ponto (x, f(x0)), € a reta tangente ao grafico de f no ponto (xg, f(xo).

Dai, se f admite derivada em xp, temos que a equacao f’(xp) Nno ponto (xo, f(xo)) é:
y — f(x0) = f'(x0)(x — x0)-

A equacéo da reta normal ao gréafico de f no ponto (xo, f(xo) é:

y —f(x)=— (x — x0), se f'(x) # 0.

f'(xo)

Exemplo 3.5. Ache uma equagao da reta tangente e da reta normal & curva f(x) = x3 — 3x + 4 no ponto
(2,6).

Solugdo: A inclinagdo em qualquer ponto (a, f(a)) do gréfico da fungéo f(x) = x3 — 3x + 4 é dado pela
derivada de f em a. Mas, a derivada de f é f/(x) = 3x*> — 3. Logo, no ponto (2, 6) a reta tangente tem
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inclinag&o f’(2) = 3(2)?> — 3 = 9. Como a equag&o da reta que passa no ponto (xo, yo) € de inclinagdo m
€ dada por y — yo = m(x — x), temos, entdo, que a equacgdo da reta procurada é dada por y — f(2) =
f'(2)(x —2), ou seja, y — 6 = 9(x — 2). Segue que, 9x —y — 12 =0.

S .1 . - .
Como a inclinagdo da reta normal € ——, uma equacgéo da reta normal ao grafico no ponto (2,6) é
m

1 . 1
y—1f(2)= —f,(z)(x—2), ouseja,y —6= —§(x—2). Portanto, x + 9y — 56 = 0.

O exemplo a seguir, além de sugerir a definicdo de derivada lateral, ilustra que nem toda fung&o con-
tinua num ponto xp € derivavel em xg.

Exemplo 3.6. Seja f a fungéo valor absoluto definida por

f(x)=|x|={ o

—x, x<0

Claramente que f é continua em 0, no entanto

nao existe. De fato, como

lim f(0+ Ax) — f(0) im |Ax|
| = | e—
Ax—0 Ax Ax—0 Ax '
se Ax > 0, temos |Ax| = Ax, e se Ax < 0 temos |Ax| = —Ax. Logo, os limites laterais s&o
|Ax| i Ax ' |Ax| ! —Ax
Ax—0t Ax  Ax—0t Ax Ax—0—- Ax  Ax—0+ Ax
= lim 1 = lim (-1)
Ax—0t Ax—0—
. |Ax] , | Ax]| o AX| L . ~ . .
Como | — I ——, segue que o limite | —— ndo existe. Logo, /(0) ndo existe e assim
AXIT0+ Ax 7 AXTO* Ax gueq A>I<T>O Ax g (0)

f ndo é derivavel em 0. Mas, o resultado que segue mostra que derivabilidade implica continuidade.

3.3 Teorema. Se uma funcéo f for derivavel em xp, entdo f seré continua em xg.

Nota 15.

(i) A definicdo de derivada é feita usando-se o conceito de limite. Segue deste fato as
definicdes de derivada lateral a direita e a esquerda que apresentamos a seguir.

Seja f uma funcao definida em xq, entao:
a derivada a direita de f em xp, denotada por ] (x), €

. f(xo + Ax) — f(x0)
fi(0) = A>I<ILnO+ Ax '

se o limite existir.

a derivada a esquerda de f em xy, denotada por / (xp), €

) f(xo + Ax) — f(x0)
/ _
o) = AlTO* Ax

1

se o limite existir.

(i) Do Teorema 3.3, segue que nado existe a derivada de f, no ponto xg, se f é descontinua

em xp.
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Exemplo 3.7. Seja f a fungéo definida por

(a) Determine um valor de b tal que f seja continua em b.

(b) f é derivavel no valor de b encontrado em (a)?

Solucdo: (a) Para que f seja uma funcdo continua em b, pelo menos Iimb f(x) deve existir. Deste modo

precisamos que Iin;+ f(x)= “T, f(x).

1 1
lim f(x) = lim (1 — —X> lim f(x) = lim =
x—bt X~>b+1 4 x—b— )i*)bi X
=1-—-b =—
4 b

1 1 1 : .
Portanto, f(b) =1 — Zb' Logo, f sera continua em b se 5= 1- Zb’ ou seja, se b = 2. Assim,

( 0<x<?2

f(x)=i .
——x ,x>2
4

X | =

é continua em 2.

(b) Para determinar se f € derivavel em 2, calculemos £/ (2) e f (2).

L f(x) -2 . f(x) =2
i@ = lim =% Q) = lim =5
1_1_1 11
= lim Ol = lim >—2
=2t x172 x—2- X — 2
= lim 22 = lim —— X
x—2t X —2 x—2- 2x(x — 2)
.= 1 _ 1
= lim —=—- = lim ——
x—2+t 4 4 x—2— 4

Temos que f{(2) = f’(2), seque que f'(2) existe. Como vimos que f é continua em x = 2, concluimos
que f é derivavel em 2.

Exemplo 3.8 (Interpretacdo Cinematica). Do estudo da cinética sabemos que a posi¢do de um ponto
material em movimento, sobre uma curva C (trajetoria) conhecida, pode ser determinada, em cada instante
t, através de sua abscissa s, medida sobre a curva C. A expresséo que nos da s em funcdo de t é s = s(t),
e é chamada equacgéo horéria.

Sendo dado um instante t; e t um instante diferente de t;, chamamos velocidade média do ponto entre
0s instantes t; e t 0 quociente
s(t) —s(to)  As

t—ty At'

m =
e chama-se velocidade escalar do ponto no instante t, o limite

L . s(t)—s(te) . As
Viw) = fim v = fim = = Aimy 2 = 5 ().

Em outras palavras, a derivada da fungdo s = s(t) no ponto t = t; é igual a velocidade escalar do mével
no instante t,.
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Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto material em movimento pode variar de instante para
instante. A equag&o que nos da v em funcdo do tempo t € v = v(t) e é chamada equacao da velocidade
do ponto. A aceleragdo média do ponto entre os instantes t e ty € 0 quociente

_v(t) —v(t) Av
o t—ty At
e, a aceleracéo escalar do ponto no instante t, é o limite:

B v(t) —v(to) . Av
o) = fim am = fim = T Amy 7 — V()

Em outras palavras, a derivada da fun¢do v = v(t) no ponto t = t, € igual & aceleracéo escalar do mével

no instante tg.

Suponha que um ponto percorre uma curva obedecendo a equagéo horaria s = t?> + t — 2 (Unidades
SI). No instante t; = 2 s a velocidade € dada pela derivada s’ no ponto ty, ou seja,

s(t)—s(2) . (P+t—2)—(22+2-2)
Vo) = s’(2):lm1 — :Iin —
t2+tt2—6t ? (t7t2)(2t+3)
= i 7:|'mT:5m/s.

Como o processo do calculo da derivada de uma funcao, a partir da definicdo, em geral € lento, as regras
de derivacao que veremos a seguir nos possibilitardo encontrar derivadas com maior facilidade.

3.4 Proposicdo (Regras de Derivacdo). Sejam f, g e h fun¢des derivaveis e ¢ uma constante real. Entdo:

D1. f(x)=c= f(x)=0

D2. f(x) = x" = f'(x) = n-x"}

D3. f(x) = g(x) = h(x) = f'(x) = g'(x) + H(x)

D4. f(x) = g(x) - h(x) = f'(x) = g'(x) - h(x) + g(x) - h'(x)

D5. £(x) = EX) _ pry) = E) X ) ) M09 e h(x) # 0.

D1. A derivada da fungdo constante: Dada a fungo f(x) = ¢, ¢ € R, temos que

f(x + Ax) — f(x) c—c

= =0.
X — X0 X — X0
Logo,
f Ax) —f
F(x) = fim (XEA)ZFE)
X—Xo X — Xo

D2. A derivada da funcéo poténcia:
Dada a fungéo f(x) = x", n € um nimero natural ndo-nulo, temos que:

f(x+ Ax) —f(x) (x+ Ax)" —

Ax Ax

Fazendo-se a mudancga de variavel x + Ax = t, temos que Ax = t — x. Segue que, quando Ax — 0,
entdo t — x. Portanto,
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Lembrando que t" — x" = (t — x)(t" "1 + " 2x + ... + tx""2 4+ x"71),

i X" ' (t—x)(t" P+ t" x4+ .+ X2 4 x")
m m
t—x t—Xx t—x t—Xx

—  lim (t”*l 2 tx"2 x”*l)

t—Xx

= x" 14 x" 24 4 xx"2 4 xn1
— anl +Xn71 + +Xn71 +Xn71

= n-x"1

As demais propriedades seguem da aplicacdo imediata da definicdo. Acredito que o leitor considerara
valido prova-las.

Nota 16.

e A propriedade D3 pode ser estendida para uma soma de n parcelas, e a D5 estendida
para um produto de n fatores, ou seja,
f(x) = AKX Lh(x)L£...£RH(x)

U e
Fx) = F)EEK) ... £Ff(x)

g1(x) - &(x) - - galx)

=
=
< |

gx) = gi(x)-g(x)-...-gn(x)+ g1(x)-g5(x) ... ga(x)+ ...+ gu(x) ... - gh(x)

e A propriedade D4 no caso particular que g(x) = ¢, onde ¢ € uma constante, resume-se a:
f'(x) = ch'(x).

3.1.1 Exercicios Propostos

. . 1
EP 3.1. Usando a defini¢édo de derivada em um ponto, mostre que a derivada da fungdo f(x) = —;, para
X
2
x#0€éf'(x)=—=.
X0

EP 3.2. Em cada item, encontre f'(x):

(@) f(x) =13 (f) a partir do desenvolvimento do produto no item (e)
— x3 2x3 — 4x2
0= 01028
x+5
(©) f(x) = 2x2 — 4
- () F(x) = =5 — + ¥

(d) f(x) =7x* —2x3+8x+5

(©) F(x) = (2x° — 1:2)(3x° + x2) M £ =<
EP 3.3. Determine as constantes a e b em cada caso:
(@) f(x) = ax> + x + 1, sendo f'(1) = —9;

(b) f(x) = x>+ ax + b, sendo f'(2) =5 e f(1) = —4.

EP 3.4. Determine as equac¢des das retas tangente e normal ao grafico de f no ponto de abscissa xg.
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(a) f(x) = 2x* 4+ 3x — 1, sendo xp = I;

(b) f(x) = (x> = 1) - (x + 1), sendo xo = 2.

EP 3.5. Determine as abscissas dos pontos do gréafico de f(x) = x3+2x? — 4x, nos quais a reta tangente
é:
(a) Horizontal; (b) Paralela & reta 2y + 8x — 5.

™

EP 3.6. Em que ponto(s) da curva f(x) = x3 — x> — 1 a reta tangente tem angulo de inclinag&o 2

EP 3.7. Calcule a derivada da fung&o polinomial f(x) = a,x" + a,_1x"t1 + ... + axx? + a;x + ao.
EP 3.8. Calcule a constante b para que areta y + 9x + b = 0 seja tangente a curva y = x 1.
EP 3.9. Calcule a &rea do triangulo retangulo

y
sombreado na figura ao lado, sabendo-se que n é a reta normal ™
a f(x) = €* no ponto de abscissa xp = 1.

7

3.2 Derivada da Fungdo Composta (Regra da Cadeia)

Suponha que desejamos derivar a seguinte expresséo: u(x) = (x° +x°+1)19° com as regras vistas até
0 momento. SO temos duas possibilidades, sdo elas: desenvolver o trinémio e aplicar, sucessivamente, a
regra da soma ou escrever como produto de 1.000 polindmios e usar a regra do produto. Como ambas as
possibilidades sdo muito trabalhosas. A pergunta natural é: ndo existe um método mais facil para obtermos
tal derivada? a resposta a esta pergunta é sim. Reescrevamos a fungdo u(x) = (x° + x% + 1)1°%° como
u(x) = (g o f)(x) em que g(x) = x1%% e f(x) = x° + x® + 1. Logo, se soubermos derivar a composta das
funcdes o problema esté resolvido. Para encontrar a derivada de uma fungdo composta usamos um dos
mais importantes teoremas do Célculo chamado de regra da cadeia que apresentamos e demonstramos a
seqguir.

3.5 Teorema. Sejam f : | — R e g: J — R(x) tais que Imagem(f)C J. Se f é derivhvelem ac /e g é
derivavel em f(a), entdo g o f é derivavelem a e

(gof)(a)=g'(f(a))-f'(a) (3.4)
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Prova: Por hip6tese, existem f’(a) e g’(b). Considere b = f(a).

(gof)(x) —(gof)a) g(f(x)) — (g(f(a))

lim lim
X—a X —a X—a X —a
— im &0) —&(b)

Como vale para todo nimero a entdo podemos generalizar

(g0 f)(x)=g'(f(x))- f'(x).

Exemplo 3.9. Consideremos a seguinte fungéo f(x) = (4x2 + 1)3. Vamos obter a sua derivada f'(x).

Escrevemos f(x) = (4x? + 1) (4x* + 1)2 e, entdo,
f'(x) = DX(4X2 +1)- (4x2 + 1)2 + DX(4X2 + 1)(4x2 +1)- (4x2 +1)
= 8x(4x2 + 1)2 + [8x(4x2 +1)+ (4x2 + 1)8x](4x2 +1)
= (4x® +1)% - 8x+[2(4x* +1)-8x](4x* + 1)
= (4 +1)* 8x+2(4x* +1)*-8x
= 3(4x* +1)%-(8x)
Se fizermos h(x) = x* e g(x) = 4x% + 1, observe que f(x) é a fungéo composta h o g(x), ou seja,
f(x) = h(g(x)) = h(4x> + 1) = (4x*> + 1)3.
Como K (x) = 3x? e g’(x) = 8x, temos que

F'(x) = ' (g(x)) - g'(x).

Esta equacéo é a regra da cadeia.

Exemplo 3.10. Derivar as seguintes fungfes usando a regra da cadeia:

@) f(x) = g(x)" = f'(x) = n-g(x)""* g'(x)

(b) F(x) = (x° — 2x)> = F/(x) = 3(x° — 2x)2 - (x® — 2x)' = 3(x® — 2x)2 - (5x* — 2)
:f g(x) = %(2x2 —1)1 (22 - 1)

(©) g(x) = V2x¥ =1 = (2x* — 1)2 =>{ :%(2x2—1)_%-(4x)

2
= 2x(2x% — 1)~ X

2x2 -1

(NI
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3.3 Derivada da Funcao Inversa

Seja y = f(x) uma fungéo que admite inversa x = f ~!(y). Como f~! o f = Iy, Ou S€ja,

aplicando a regra da cadeia, temos

Portanto,

desde que f'(x) # 0.

Exemplo 3.11. Sejay = f(x) = 5x>. Obtenha (f~1)’ (40)

(a) invertendo a funcéo e

(b) utilizando a regra da derivada inversa.

@y=53=x=FfYy)=y/= = (%) . Logo,

Portanto,

win

1 511
(f )(40)*E<?> T 15782 60

(b) y =40e y = 5x3 = x = 2. Como f’(x) = 15x2, usando a regra da funcao inversa teremos

(F71) (40) = 7 = 50

3.4 Derivada das Funcdes Exponencial e Logaritmica

Considere a funcdo f(x) = &, 1 # a > 0. Utilizando-se o limite exponencial fundamental
.oak—1
lim = In(a), temos que:
X—X0 X
.oa-—a%
f'(x) = lim
X—x0 X — Xp
X—X0 __ 1
= lim a*®
X—Xp X_XO
) aX—XO _ 1
= 2% lim —

X—X0 X — X0
= a%-In(a).

Portanto,

f(x) =a~ = f'(x) = a - In(a)
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Em particular, se a = e, temos: (e(x))’ = e*.

Dada a fungéo f(x) = u(x)“), usaremos a regra da cadeia e a derivada da funcéo exponencial para
obter ’(x). Observemos que

f(X) _ (eln u(x))v(x) — ev(x)-ln u(x)_

Logo,
f/(X) — eV(X)'“‘ u(x) | D, [V(X) -In U(X)]
ev(x)~|n u(x) . |:VI(X) - In u(X) + V(X) : ﬁ : UI(X):|
= @) [Ve-Inat) + v ]

Em particular, se f(x) = a"®) com a constante, temos que f'(x) = a"®) - v/(x) - In(a).

Exemplo 3.12. Determine a derivada de f(x) = (cos(x))*.

f'(x) = (cos(x))*-|1-In[cos(x)]+ x - <_ Sen(X)ﬂ

cos(x)
= (cos(x))" - Ifcos(x)] — x - tg(x)]

Nota 17. Considere a fungéo logaritmica f(x) = log, x, 1 # a > 0. Como a fun¢&o logaritmica é
ainversa da exponencial, ou seja, x = f~1(y) = a*, podemos ent&o usar o resultado da derivada
da fungéo inversa para determinar f'(x). Sendo assim,

1 1 1
fl = = = .
(x) (F-(y) & -lna x-lna
Portanto,
f(x) =log,x = f'(x) = 1
a x-Ina

. 1 1
Em particular, quando f(x) = In x, temos f'(x) = Dy(Inx) = e %
X - X

Seja u(x) = log, v(x), em que v(x) > 0 é uma funcdo derivavel. Em tal caso:

, _ log,(e)v'(x)

' (x) = (log, v(x)) = 2£2.°

Em particular, se a = e: (log, v(x)) =

3.4.1 Exercicios Propostos
EP 3.10. Determine as derivadas das seguintes funcdes:

f(x) = (2x3 +5x — 8)3
(@) f(x) = (2 + 5% - 8) o fo et

(b) f(x) = eV*(x3 — 5x) 0 £0) = 267

3x —3\* gV = e
© 0= (5 T :) (@) h(x) =1+
(@) F(x) = 7E§X_3 32 () p(x) =51
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EP 3.11. Determine as derivadas das seguintes fungdes:

(@) f(x) = log,(5x) (b) g(x) = In(3x* + 2x% + 1) () h(x) = €3 - In(3x)

EP 3.12. Determine (f*l)' () nos pontos indicados, nos casos a seguir:

@) f(x) = x> +4x—2,x € [-2, +x); y = 10;

3x —2
X+ 2

(b) f(x) = Wy =2

3.5 Derivada das Func¢des Trigonométricas

Se f(x) = sen(x), ent&o:

sen(x + Ax) — sen(x)

() = fm, S
Ax Ax
_ o sen (7) cos <X+ ?>
Ax—0 Ax
Ax 2
. sen 7) . Ax
- T ()
2
= cos(x)

Se y = cos(x) e, sabendo-se que cos(x) = sen (g - x), entdo, utilizando-se a regra da cadeia, com

u(x) = (g - x), temos:

y' = u'(x) - cos(u(x)) = — cos (g - X) = —sen(x).

Se y = tg(x), sabendo que tg(x) = iigg; entdo, utilizando-se a regra da derivada do quociente,
temos:
Logo, se:
f(x) = cossec(x) = f’(x) = — cossec(x) - cotg(x)

f(x) =sec(x) = f'(x) = sec(x) - tg(x)
f(x) = cotg(x) = f'(x) = — cossec?(x)

Verifique!
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Tabela de Derivadas

[ f | '(x) | ) F'(x)
keR 0 hog(x) ' (g(x)) - (&'(x))
x" nx"1 sen(x) cos(x)
g(x) £ h(x) / (x) £ W (x) . cos(x) —sen(x)
ig; g ()E)h(><f2(X) UCIN B sec?(x)
a~ a*In(a) sec(x) sec(x) - tg(x)
eX eX cossec(x) — cossec(x) - cotg(x)
1
log,(x) = Inl(a) cotg(x) — cossec?(x) ,
In(x) : W60 | @)™ { V) nfua] + v - 2

3.5.1 Exercicios Propostos

EP 3.13. Determine as derivadas das seguintes fungdes:

(@) f(x) =

2
~5 sen(x) + 9sec(x)

(b) f(x) = xsen(x) + cos(x)
(c) f(x) = 2sen(x) cos(x) + tg(x) sec(x)

(d) f(x) = tgsixc)(x) &
-2

EP 3.14. Determine as derivadas das seguintes funcdes:

(@) f(x) = sen(3x?)

(b) g(x) = cos’(x)

(c) h(x) = 3% - sen(3x)

EP 3.15. Determine as derivadas das seguintes fungdes:

(@) f(x) =

(b) f(x) = 2cos(x — e) - In(x), no ponto xo = e

(0) f(x) =

_ 3cos(%%)

tg(x® — 2x)
In(x)

4e

2/n(x

,No ponto xg = e

EP 3.16. Derive as seguintes funcdes:

(@) f(x) =

46|

sen(x)

1 — 2 cos(x)
(b) f(x) = 3sen(4x? +1)

(c) f(x) = tg(3x% + 2x)
) f(x) = \/4 sen?(x) + 9 cos?(x)
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3.6 Derivada das Func¢cdes Trigonométricas Inversas

3.6.1 A Funcao Arco Seno

3.6 Definicao. Definimos a fung@o arco seno y = arcsen(x) a Y L
funcdo que associa cada numero real do intervalo [—1, 1] ao angulo 3 :
y, —m/2 < y < w/2. Simbolicamente -1 :
| 0 1 x
arcsen: [-1,1] — [-7/2;7/2] |
x +— arcsen(x) =y Vo 1

3.6.2 A Funcao Arco Cosseno

3.7 Definicdo. Definimos a fung&o arco cosseno y = arccos(x) a
funcdo que associa cada numero real do intervalo [—1, 1] ao angulo
y, 0 <y < 7. Simbolicamente,

cos~t:[-1,1] — [0;7]

x +— arccos(x) =y

3.6.3 As Derivadas das Funcdes Arco Seno e Arco Cosseno

. Portanto, f’(x) = cos(x) # 0,

A funcéo inversa do arco seno € dada por f(x) = sen(x), se —g <x< >

se x € (—g, g). Usando o teorema da fungéo inversa, temos: se y
sen(y) = x, entdo:

f~(x) = arcsen(x), ou seja

SIS SRS S 1 __1
(f )() f'ly) ' (f~Y(x)) cos(arcsen(x))  cos(y)

Mas, cos(y) = /1 —sen?(y), pois, y € (—g, g). Entéo

’ 1 1

1) (x) = = :

) Vi-sen2(y)  V1-x?

Considere, agora, a funcéo y = arccos(x). Como arccos(x) = g — arcsen(x), temos: y’ = — (arccos(x))’.
Logo,
1

= ——— sexe(-1,1).
y T (-11)

3.7 Derivadas Sucessivas ou de Ordem Superior

Se a funcao f for derivavel, entdo f’ sera chamada a derivada primeira de f ou derivada de primeira
ordem de f. Se a derivada de f’ existir, ela serd chamada de derivada segunda de f, ou derivada de
segunda de ordem de f e sera denotada por , onde lemos “f duas linhas”. Da mesma forma, a derivada
terceira de f, ou a derivada de terceira ordem de f, é definida como a derivada de f” e denotaremos por
flll.
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A derivada de ordem n, ou a enésima derivada da fungdo f, onde n € um nimero natural maior do que
1, é a derivada da (n — 1)ésima de f, a qual denotamos por (7).

Exemplo 3.13. Ache todas as derivadas da fung&o f(x) = x* + 5x3 — x? + 7.

Solugdo: f'(x) = 4x3 4+ 15x% — 2, "(x) = 12x2 +30, f"'(x) = f(3)(x) = 24x, f(4)(x) = 24, f(5)(x) =0.
Logo, f((x) =0,V n>5.

Exemplo 3.14. Encontre a derivada de ordem n da funcdo f(x) = k - €, k € R*.

Solugdo: Como (e¥) = e* e k € R, f("(x) = k - e,

d"f(x) d"

Nota 18. Os simbolos , ——
dxn dxn

ordem n.

[f(x)] e D][f(x)] s@o outras notacbes para a derivada de

3.8 Derivacao Implicita

Uma expresséo da forma F(x, y) = 0 representa em geral uma curva no plano xy. Exemplo: Dada a
expresséo F(x,y) = x> + y? — 1, aequagdo x> + y? — 1 = 0, representa um circulo de centro na origem e
raio unitario.

y y y

dh 1N
NI X NP

x2+y?2—-1=0 y =+v1-x2 y=—vV1-—x?
Deste modo, vemos que nem sempre a equacgao F(x,y) = 0 representa o grafico de uma funcédo
y = f(x). Mas, em geral, existem partes da curvas que s&o graficos de uma fun¢&do. No exemplo, temos

que f(x) = V1 — x2e f_(x) = —v1 — x2 definem fungdes (ver gréfico) e, além disso, satisfazem a equagéo
F(x,fy)=0eF(x,f~-)=0.

O que fizemos acima sugere que, sob certas condi¢cdes, podemos obter localmente, a partir de uma
curva dada, uma expresséao que que define explicitamente uma fungéo. Neste caso, dizemos que a fungdes
f,. f_ séo funcbes dadas implicitamente pela expressédo x?> + y?> — 1 = 0.

Mas, nem todas a funcdes estdo definidas de forma explicita, por exemplo, se tivermos a equacéo
x% — 2x = 3y% + y® — y2 ndo podemos escrever y em termos de x. Além disso, podem existir uma ou mais
funcdes y = f(x), para as quais essa Ultima equacéo é satisfeita, isto &, tais que a equacéo

X® = 2x = 3[F(x)]° + [F(P° = [F(x))?
seja vdlida, para todos os valores de x no dominio de f.

Logo, surge, naturalmente, uma questdo: Como derivar uma funcdo dada implicitamente? No primeiro
caso, é facil, ja que fomos capazes de explicitar y como funcéo de x. O mesmo n&o ocorre para x® — 2x =
3[F()]° + [F ()P = [F(x))*.

Vejamos entdo como proceder. O lado esquerdo dessa equagao € uma funcao de x, enquanto o lado
direito € uma fung&o de y. Pondo f(x) = x® —2x e g(x) = 3y® + y° — y?, onde y = f(x), podemos escrever
x% —2x =3y% + y®> — y? como
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Essa equacao esta definida para todos os valores de x no dominio de f para os quais g(f(x)) existe.
Entéo,

Dx(x® = 2x) = Dx(3y° +y° — y?).
A derivada do primeiro membro é facilmente encontrada:

Dx(x6 —2x) = 6x° — 2.

Para o segundo membro, utilizaremos a regra da cadeia:

dyzﬂ

sdy
Dy(3y° +y® — y%) = 18y°—= 5y 4dX Yo

Portanto, D,(x°® — 2x) = D,(3y® + y® — y?) equivale a
6x° —2 = (18y° 4 5y* — 2y) dy
dx’
ou
dy 6x5 — 2

dx  18y5+5y* — 2y’

. d o
Exemplo 3.15. Determine d—i para a equacao 3x*y? — 7xy3 = 4 — 8y.

Solugdo: Derivando implicitamente a equagdo 3x*y? — 7xy3 = 4 — 8y ficamos com:

d d d
12x3y2 + 3x* (2y—y> 73— 7x <3y y) = 0-8¥
dx d dx
d
4 (6x4y —21xy? + 8) = 7y} —12x32
dx
ﬂ _ 7y3 —12x3y?
dx  6x*y —2Ixy2 48’
3.8.1 Exercicios Propostos
. . dy
EP 3.17. Em cada item a seguir, ache In
3.2 . 11 2 2 — 10
(@) x* + y? = 16; ) =+==1; (e) x* + xy + y* — 3y = 10;
X Yy

(b) x> + y? = xy; (f) x = sen(x + y).

(d) y = cos(x — y);

Lsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss2ss332ss2323222 2

+ 3.9 Gabarito "

31 32 @ F/(x) = 0; (b) 7225 © F(x) = (—7)2 (d) f'(x) = 28x> — 6x2 + 8; (e) f'(x) = 48x7 — 84x° + 10x* — 16x; *
v Q) f(x) = W (M) F() = 2+ =i ) F(x) = S 33a= 5. Seb— 6 34y=—ox_5
wy=15x-20. 35x=-2ex=jx=0ex=-% 36x=lex=-3 3738b=%6 39 310(@)
3(2x% + 5x — 8)2(6x + 5x), (b) eV~ {"32775)‘ +(3¢-5)|, © 8?2175;)3' @ & *(535(315); %) ()2 - 6> - in(6), () 26",
(@) 2¢™, () 57" - In(5). 3.1 (a) — (2) (>3Xﬁ 2;4;. 312(@ 1, (08 313 (@ —Ecos(x)wsec(x)tg(x), (b)

o xcos(x), () 2cos(2x) + 8sec(x) - [2tg?(x) + 1], (d) [1 + tg(x)] cos(x), () 2x tg(x) + x*sec?(x).  3.14 (a) f'(x) = 6x cos(3x2) (o) o
(5x° — 2x) sec®(5 — 2x) In(x) — tg(x® — 2x) o

o g'(x) = —3sen(x) cos?(x), (€) M (x) = 3e> - sen(3x) + 36 - cos(3x).  3.15 (a) > , (b)

o x In?(x) o
Vet @ 22T EY g6 5y "
. 16e o
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tem SR i
Lty Aplicacoes da Derivada

4.1 O Teorema de L’'Hospital

No estudo de limites, vimos que se lim f(x) e lim g(x) existem, entéo

X—a X—a

f(X) lim f(X)

Ilm S\ X—a

x—ag(x) XIi_rgg(x)'

desde que lim g(x) # 0.

X—a

lim f(x) 0
Se lim f(x) =0e lim g(x) = 0, entdo *—*—— tem forma a indeterminada —.
x—a x—a lim g(x) 0

X—a

O Teorema de L'Hospital, que veremos a seguir, nos permitira calcular limites que apresentam este e
outros tipos de indeterminacéo.

4.1 Teorema (Teorema de L'Hospital). Sejam f e g fun¢Bes derivaveis num intervalo /. Suponha que,

lim f'(x)
para todo x # aem /, g’(x) # 0. Entdo se lim f(x) = 0 e lim g(x) = 0 e se *=2—— = L, segue que
x—a x—a lim g'(x)
X—a
lim f(x)
xoa
lim g(x)

X—a

O teorema é valido se ambos os limites forem laterais a direita e & esquerda, e também para outras
. . . +o00 —00 400
formas indeterminadas do tipo: —, — e —

+o00' —00  —00°

4.1.1 Exercicios Propostos

EP 4.1. Use a regra de L'Hospital para determinar os seguintes limites:

X2 x—12 1 —x+1In(x) _In(2+4 &)
(a) 1T4 x2—3x—4 (C) lTl x3 —3x+2 © xﬂToo 3x
() liino 1—ex () l@o Selﬁ ® XILr& xIn(x)

4.2 Diferencial

, . d ~ oo . x
Até agora, a derivada Y de uma funcéo real y = f(x) foi vista apenas como uma simples notacao.
X
Interpretaremos, a partir da definicdo de diferencial, a derivada como um quociente de acréscimos.

4.2 Definicdo. [Acréscimos e decréscimos] Um acréscimo (decréscimo) é feito a um valor x se somarmos
(subtrairmos) um valor Ax € R*.

4.3 Definicdo. [Diferencial da Variavel Independente] Seja y = f(x) uma funcao derivavel. O diferencial
de x, denotado por dx, € o valor do acréscimo Ax, isto €, dx = Ax.
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4.4 Definicdo. [Diferencial da Variavel Dependente] O diferencial de y, denotado por dy, € 0 acréscimo
na ordenada da reta tangente t, correspondente ao acréscimo dx em x.

Considere t a reta tangente ao grafico da
fungdo y = f(x) no ponto x. Seja « 0 &ngulo
de inclinacao de t.

De acordo com a figura podemos observar
que % = tg(a). Mas, f'(x) = tg(a), pois esta é
a interpretacdo geomeétrica da derivada. Logo,

f(x + Ax)

dy
— = f'(x).
g =1 X)

O acréscimo dy pode ser visto como uma
aproximacdo para Ay. Esta aproximacao é
tanto melhor quanto menor for o valor de dx.
Isto &, se dx — 0, entdo Ay — dy — 0.

Segue que podemos considerar dy ~ Ay se dx for suficientemente pequeno. Como Ay = f(x + dx) —
f(x), podemos obter f(x + dx) — f(x) ~ f'(x) - dx. Segue que

f(x + dx) =~ f(x) + f'(x) - dx. (4.5)

4.3 Taxa de Variacao

Aquilo que fizemos para obter a velocidade escalar e a aceleracéo (exemplo ??) pode ser repetido para
outras grandezas. Em geral, quando uma grandeza y depende de outra grandeza x, y = f(x), define-se
a taxa de variacdo média da primeira grandeza relativa a uma variagdo Ax de x, como sendo % onde
Ay é a correspondente variagdo de y, ou seja, Ay = f(x + Ax) — f(x); fazendo Ax tender a 0, obtém-se a

taxa de variacdo em x. Algumas taxas de variacdo tém nomes especiais. Por exemplo,

(a) A taxa de variacao da fungdo horéaria € chamada velocidade escalar
(b) A taxa de variacao da velocidade é chamada aceleragéo escalar
(c) A taxa de variacdo da massa é chamada densidade (linear)

(d) Se V(t) é o volume de um liquido de uma torneira que despejou em um recipiente até o instante t,
o o dv x
entdo a taxa de variacdo do volume do liquido, isto é d_\; € chamado vazéo.

Nosso principal método nesta secao é esbocar o grafico de uma funcdo. Por esta razao, dedicar-nos-
emos, inicialmente, ao tracado de curvas.

Dada uma curva y = f(x), usaremos a derivada para obter alguns dados acerca da curva. Por exemplo,
discutiremos os intervalos de crescimento e decrescimento, 0s pontos de maximos e minimos, entre outros.
Antes de passarmos ao nosso objetivo principal vamos relembrar as seguintes definicdes.

4.5 Definicdo. Dizemos que uma fun¢éo f definida num intervalo /, é crescente neste intervalo se para
quaisquer xi, x2 € I, com x; < xz, tivermos f(x;) < f(x2).
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4.6 Definicdo. Dizemos que uma funcéo f definida num intervalo /, € decrescente neste intervalo se para
quaisquer xi, x; € I, com x; < xz, tivermos f(x1) > f(x2).

Se uma funcgéo é crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que é mondtona neste intervalo.

A partir de agora, nés entraremos num mundo de descobertas. A primeira € que analisando o sinal da
derivada de uma func¢éo podemos determinar onde a fungéo € crescente ou decrescente.

4.4 Intervalos de Crescimento e de Decrescimento

4.7 Teorema. Seja f uma funcao definida no intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo aberto (a, b).

(i) se f'(x) >0, paratodo x € (a, b), entdo f é crescente em [a, b];

(i) se f’(x) <0, paratodo x € (a, b), entéo f é decrescente em |[a, b|;

Em ambos os caso f é dita mondétona.

Interpretacio Geométrica

Observe na figura ao lado, que quando a inclinacéo da reta tangente
for positiva, a funcéo sera crescente e quando a inclina¢éo da reta for
negativa, a fungdo serd decrescente. Como f’'(x) é a inclinagédo da
reta tangente a curva y = f(x), f é crescente quando f'(x) > 0 e
decrescente quando f’(x) < 0.

Exemplo 4.1.

(@) A funcdo f(x) = x3 é crescente em R, pois, sua
derivada é f'(x) =3x%> > 0,V x € R; k
1
(b) A funcdo f(x) = = é decrescente em qual-

X X X
quer intervalo que ndo contenha o zero, pois, sua \ 1
. . 1 — _
derivada é f/(x) = —— < 0,V x € R". f(x) = x° fx) =+
X

4.4.1 Exercicios Propostos

EP 4.2. Determine o conjunto de valores de x para os quais a fungfes abaixo sdo crescentes e decres-

centes:
(@) f(x) = 6x* — 20x3 — 6x2 + 72x + 12 (e)f(x)=2x-1
(b) f(x): x3 — 3x (f) f(x) =3x2 +6x+7
(€) f(x) = (9) f(x) =3 —5x
(d) £(x) = In(x? + 1) () F(x) = e
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4.5 Maximos e Minimos

Freglientemente nos interessamos por uma funcéo definida num dado intervalo e queremos encontrar
0 maior ou o0 menor valor da fung&o no intervalo. Discutiremos esta questéo a seguir.

Sejam f : D — R uma fungéo e xo € D. Dizemos que xp é ponto de:
(a) maximo local (ou relativo): se existe um intervalo aberto / contendo xp tal que
f(x) <f(x),VxelnD,

(b) méaximo global (ou absoluto): se f(x) < f(xp),V x € D;
(c) minimo local (ou relativo): se existe um intervalo aberto / contendo xg tal que

f(x) > f(x),VxelnD,;

(d) minimo global (ou absoluto): se f(x) > f(x0),V x € D.

y

A figura mostra o esboco de parte do gréfico de uma funcéo, tendo um valor minimo local em x = b um
valor maximo local em x = a.

Em geral, um ponto de maximo ou de minimo é chamado de ponto extremo. Vejamos os exemplos a
sequir.

Exemplo 4.2. O gréfico da fungdo f definida por f(x) = x? — 4x + 8 é uma g
parabola e o0 seu esboco esté na figura ao lado. O ponto mais baixo da parabola
estd em (2,4). A fungéo tem um valor minimo absoluto de 4 em x = 2. N&o héa 4
valor maximo absoluto de f. -
y 2 X

Exemplo 4.3. Seja f definida por f(x) = 2x em (1, 4]. N&o ha valor minimo
absoluto de f em (1, 4], no entanto f tem valor de maximo absoluto de 8 em
(1,4].

Exemplo 4.4. Seja f a funcao definida em [—5, 4] por

F(x) x+1 x <1 »
X) =
x2—6x+7 ,x>1

como na figura ao lado. O valor maximo absoluto de f ocorre em 1 e
f(1) = 2; o valor minimo absoluto de f ocorre em —5 e f(—5) = —4.
Note que f tem um valor méaximo relativo em 1 e em 3.
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O Teorema seguinte, devido a Weierstrass, garante a existéncia de pontos extremos absolutos de uma
fung&o continua definida em um intervalo [a, b].

4.8 Teorema. [de Weierstrass] Se f : [a, b] — R € uma fung&o continua, entdo f assume valor maximo e
minimo absoluto em |[a, b].

Nota 19.

1. Sejaf : (—1,1) — Rdefinida por f(x) = x, é continua e limitada, mas ndo assume um valor
maximo nem minimo no seu dominio. Isto ocorre porque o dominio de f ndo é fechado.

2. Seja g : [0, +00) — R definida por g(x) = —— € continua e limitada. Assume seu valor

1+ x
mMAaximo no ponto xo = 0 mas néo existe x € [0, +o0) tal que g(x) = 0. Isto é possivel por

que o dominio de g € um subconjunto fechado mas nédo € limitado em R.

3. Um extremo absoluto de uma fungéo continua num intervalo fechado deve ser um extremo
relativo, ou um valor de funcdo num extremo do intervalo. O Teorema seguinte permite
encontrar 0s possiveis pontos extremos de uma funcéo, utilizando derivada.

451 O Teorema de Fermat

4.9 Teorema. [Teorema de Fermat] Seja f : | — R uma funcgéo derivavel, / um intervalo e xo € / tal que:

1. xp € um ponto de maximo ou de minimo local;
2. xp Ndo é um dos extremos do intervalo /, isto é, se | = [a, b], entdo xo # a e xg # b;

3. f é derivavel em xg,

entédo f'(xp) = 0.

4.10 Definicdo. O ponto xo pertencente ao dominio de f tal que '(xp) = 0 ou f'(xo) ndo existe, é chamado
de ponto critico de f.

Portanto, uma condicdo necesséria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto x é que xg
seja um ponto critico de f.

Nota 20. A reciproca do Teorema de Fermat é falsa, conforme os exemplos:

1. Afungéo f(x) = x3 tem derivada nula no ponto zero e como é crescente em toda reta ndo
assume nem minimo nem maximo;

2. A funcéo g(x) = |x| possui um minimo no ponto x, = 0 no qual as derivadas laterais
g'+(0) = 1e g’_(0) = —1 o que implica que ndo existe g’(0). Assim, no Teorema de
Fermat € necessério que exista a derivada.

Deste modo, para determinarmos os valores extremos absolutos de uma funcdo continua definida num
intervalo fechado, basta fazer como segue:

E1. Ache os valores da fungdo nos nimeros criticos de f em (a, b);
E2. Ache os valores de f(a) e f(b);

E3. O maior valor dentre os valores das etapas E1 e E2 seréa o valor maximo absoluto e o
menor serd o valor minimo absoluto.
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Exemplo 4.5. Seja f(x) = x® + x> — x + 1 uma funcéo definida em
1 . ) . .
{—2, 5} como ilustra a figura ao lado. Como a funcgédo é continua, o

teorema do valor extremo pode ser aplicado. Para achar os nimeros R
criticos de f, calculemos primeiro f’, e logo f'(x) = 3x? 4+ 2x — 1. !

Como f’(x) existe para todo x € [—2, 5|08 Unicos nUimeros criticos | X

de f serdo os valores tais que f'(x)=0. - ——————_

~ .1 ~ . - .
Entdo f/(x) = 0 < x = % ou x = —1. Assim, 3€ —1 sé&o os nameros criticos de f, e cada um deles esta

. 1
no intervalo fechado {—2, 5} .

Os valores da fungdo nos numeros criticos e nos extremos do intervalo

-2 -1 1 1

estdo dados na tabela ao lado. O valor maximo absoluto de 7 é portanto 2, 0 T 232 3
X — < L

0 minimo absoluto é —1. 27 8

O teorema de Fermat nos garante que, se f € uma funcéo definida em [a, b] e derivavel em (a, b), 0s
valores de x que anulam f’(x) séo, possivelmente, pontos extremos de f.

Observe que se xg € (a, b) € um extremo de f, entdo '(xy) = 0 e na vizinhanga de x, teremos sinais
distintos para f’(x). Podemos, desta forma, concluir o resultado que segue.

4.11 Teorema. [Critério da Primeira Derivada] Seja f : [a, b] — R é uma fun¢&o continua e derivavel em
(a, b) exceto possivelmente em ¢ € (a, b).
I.Se f'(x) >0,Vx < cef'(x) <0,V x> c, entdo c & um ponto de maximo local de .
Il. Se f'(x) < 0,¥x < cef'(x) >0,V x> c, entdo c € um ponto de minimo local de f.
Esse teste estabelece essencialmente que se f for continua em ¢ e f'(x) mudar de sinal positivo para

negativa quando x cresce através de c, entdo f serd um valor maximo relativo em ¢, e se f’(x) mudar o
sinal de negativo para positivo enquanto x cresce através de c, entdo f tera um valor minimo relativo em c.

Observe os gréficos abaixo. O primeiro mostra que, numa vizinhanga de um ponto ¢ de maximo local,
as retas tangentes a curva passam de coeficientes angular positivo (a esquerda de c¢) para negativo (a
direita de ¢). E o coeficiente angular € justamente a derivada de f.

Para o segundo, temos que numa vizinhanga de um ponto ¢ de minimo local, as retas tangentes a curva
passam de coeficiente anular negativo (a esquerda de c¢) para positivo (a direita de c¢). Note que em ambos
0s casos f'(c) existe e é igual a 0.

/

———o
————-—-- =
——-0

o -—-—
o F-—-—==
g N

N\

Resumidamente, este teste estabelece essencialmente que se f for continua em c e f/'(x) mudar de
sinal positivo para negativo quando x cresce através de c, entdo f tera um valor maximo relativo em c, e se
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f'(x) mudar o sinal de negativo para positivo enquanto x cresce através de c, entdo f tera um valor minimo

relativo em c.
y

Exemplo 4.6. A funcdo f(x) = (x — 2)3, esbogada na figura ao lado, mostra,
que mesmo f tendo ponto critico, nesse caso em x = 2 e f'(x) > 0 quando —
x < 2ef'(x) > 0quando x > 2 ou seja, f ndo tem um extremos relativo em 2.

Exemplo 4.7. A figura ao lado, mostra um esboco
de gréafico de uma funcéo f, que tem um valor maximo
relativo num ndmero ¢ mas f’(c) nédo existe, contudo
f'(x) > 0 quando x < c e f'(x) < 0 quando x > c.

m—————
o ===
X

Em suma, para determinar os extremos relativos de f:

(1) Ache f'(x);

(2) Ache os numeros criticos de f(x), isto é, os valores de x para os quais f'(x) = 0, ou para
0s quais f’(x) néo existe;

(3) Apligue o teste da derivada primeira.

Exemplo 4.8. Dada f(x) = x>—6x>+9x+1 ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada
primeira. Determine os valores de x nos quais ocorrem extremos relativos, bem como os intervalos nos
quais f é crescente e aqueles onde f é decrescente. Faca um esboco do gréfico.

Solugdo: Temos que f'(x) = 3x2 — 12x + 9 e f/(x) existe para todos os valores de x por se tratar de
um polindmio. Portanto, resolvendo-se a equagéo f’(x) = 0, ou seja, 3x? — 12x + 9 = 3(x — 3)(x — 1) = 0.
Segue que: x = 3 ou x = 1 s@o numeros criticos de 7. Para determinar se f possui extremos relativos
nesses numeros, aplicaremos o teste da primeira derivada, conforme o quadro abaixo.

y
f(x) | f'(x) Conclusdo 5
x<1 + f é crescente
x=1 5 0 f tem um valor maximo relativo
1<x<3 — f € decrescente
x=3 1 0 f tem um valor minimo relativo 1
x> 3 + f é crescente -

4.5.2 Um Segundo Teste para Maximos e Minimos Relativos

Com o teste da derivada primeira, podemos determinar se uma fungéo f tem valor maximo ou minimo
relativo num ndmero critico ¢, verificando o sinal de ' em nimeros contidos em intervalos a direita e
a esquerda de c. Veremos a seguir, outro teste para extremos relativos envolvendo somente o nimero
critico c.
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4.12 Teorema. [Critério da Segunda Derivada] Sejam f : [a, b] — R uma funcdo continua e derivavel até
segunda ordem em / = (a, b), com derivadas f’ e f/ também continuas em / e ¢ € / tal que f'(c) = 0.
Entéo,

(1) se f"(c) < 0, c é ponto de maximo local;

(2) se f"’(c) > 0, c é ponto de minimo local.

Nota 21. Pode-se ver, facilmente, nos graficos que exibiremos a seguir, que o teste falha
quando f”(c) = 0. Logo, se f”(c) = 0, nada se pode concluir quanto aos extremos relativos.
Deve-se, portanto, utilizar somente o teste da derivada primeira.

y y y

_
x X / X

y = X4 y = —X4 y = )(3
Considerando as fungbes y = x*, y = —x* e y = x3, notemos que cada uma delas possui a segunda
derivada nula em x = 0. Em x = 0, a fungdo y = x* possui um minimo relativo, e y = —x* possui um

maximo relativo, no entanto, para y = x> ndo tem maximo e nem minimo relativo.
Exemplo 4.9. Dada f(x) = x> — 4x — 5, usar o teste da derivada segunda para obter o méximo ou o

minimo relativos.

Solugdo: Temos que igualar f'(x) a zero. Segue que, 2x—4 = 0 cuja solugdo é x = 2. Como f"(x) = 2,
temos que f”/(2) > 0 e f’(2) = 0. Podemos concluir, portanto, que existe um minimo relativo quando x = 2.
Esse valor é f(2) = —9.

Exemplo 4.10. Dada f(x) = x® + x> — 8x — 1, usar o teste da derivada segunda para obter o maximo ou
0 minimo relativos.

Solucéo: Igualando-se a primeira derivada a zero, podemos escrever:
0=Ff(x)=3x>+2x—8=(3x—4)(x+2)=0

_ ) 4 4
cuja solugéo é x = 3 oUx= —2. Como f"(x) = 6x + 2, segue que f"(-2) < 0e f” <§> > 0. Portanto,

existem um maximo relativo para x = —2 e um minimo relativo para x =

Wl

4.6 Outros Teoremas sobre as Fungdes Derivaveis

4.6.1 O Teorema de Rolle

4.13 Teorema. [de Rolle] Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua em |[a, b], derivavel em (a, b) e
f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ponto x, € (a, b) tal que f'(xp) = 0.
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Interpretacdo Geométrica do Teorema de Rolle

A figura ao lado mostra um esbocgo do grafico de uma funcao
f que satisfaz as condi¢fes do teorema. Vemos intuitivamente
gue existe pelo menos um ponto sobre sobre a curva entre 0s
pontos (a, f(a)) e (b, (b)), onde a reta tangente é paralela ao
eixo x, por exemplo o ponto de abscissa c, ou seja, f'(c) = 0.

Nota 22.

1. Seja f : [0,1] — R definida por f(x) = x, se x € [0,1) e f(1) = 0. Entéo f(0) = f(1) e f é
derivavel em (0, 1), mas f'(x) = 1 paratodo 0 < x < 1. Isto se da porque f n&o € continua
em [0, 1];

2. Seja g : [-1,1] — R definida por g(x) = |x|, temos que g é continua em [-1,1], g(—1) =
g(1), mas ndo existe ¢ € (—1, 1) tal que g’(c) = 0. O motivo é que g ndo & derivavel em 0;

3. a hipotese de f ser continua em [a, b] mas derivavel apenas em (a, b) é feita por que as
derivadas f’(a) e f'(b) ndo intervém na demonstracao.

4.6.2 Exercicios Propostos

EP 4.3. Verifique se estdo satisfeitas as hipdteses do Teorema de Rolle para as fun¢des a seguir, nos
intervalos especificados. Ache, entéo, um valor de ¢ em cada um desses intervalos para os quais f'(c) = 0.

@ f(X) =4x3 —0x, I} = [_%,O], I = [O, %] el = [_%v %]

x+2 , x<2

el =[-24]
4—x , x>1

(b) £(x) —{

4.6.3 O Teorema de Lagrange

4.14 Teorema. [de Lagrange ou do Valor Médio] Se f : [a, b] — R é uma funcéo continua em [a, b] e
derivavel em (a, b), entdo existe pelo menos um ponto x, € (a, b) tal que

f(b) — f(a)

b_2 = fl(Xo).

Interpretacao Geométrica do Teorema de Lagrange

f(b) — f(a)
—a
segmento de reta que liga os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)). O teorema

do valor médio afirma que existe um ponto sobre a curva entre A e B,

onde a reta tangente € paralela a reta secante por A e B, ou seja, existe
f(b) — f(a)

Num esbogo do gréfico da funcéo f, € a inclinagdo do

um c € (a, b) tal que f'(c) =

b-a a ¢ px
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Se tomarmos a reta secante AB paralela ao eixo x, podemos observar que o teorema do valor médio é
uma generalizagdo do teorema de Rolle.

4.15 Teorema. Se f for uma funcao tal que f’(x) = 0 para todos os valores de x num intervalo /, entdo f
sera constante em /.

4.6.4 Exercicios Propostos

EP 4.4. Verifique se estdo satisfeitas as hipéteses do Teorema de Lagrange para as funcfes a seguir,

nos intervalos / especificados. Em seguida, obtenha um ¢ € | que satisfaca a tese do teorema.
@ f(x)=x>+2x—1el=][0,1];

(b) f(x) =Vx2 el =]0,2];

© ()= er1-pg

EP 4.5. Calcule os pontos de maximos e de minimos relativos (se existem) de:
X3

(@) y = 752 — 6x + 2 (C)y:7+3x2—7x+9

(b) y = 4x — x? ¢

@y ="+ 30 +ax

EP 4.6. Seja f(x) = (x — 2)3 uma func&o definida em [1,5] comoiilustra /9 |- —————— -
a figura ao lado. Mostre que os extremos absolutos de f em [1, 5] s&o 0s 1 :
| |

apresentados na figura. |

1 2 5 X

EP 4.7. Calcule os pontos criticos (se existirem) de:
(@y=x>-3x+8 ©y=(x—2)(x+4)
(b)y=3x+4 (d)y =x3+2x*+5x+3
EP 4.8. Determine as constantes nas fun¢des abaixo, de modo que:
(a) f(x) = axe~ tenha um maximo em L.

X) = ax X = —;

V2

(b) f(x) = x3 + ax® + bx + c tenha pontos criticos em x = —2 e x = 3. Qual é o de maximo e qual é o de

minimo?

EP 4.9. Mostre que os extremos absolutos da fun¢do y = In(x) — x, no intervalo e < x < x? s&0: maximo:
1—eemx = eeminimo: 2 — e? em x = e°.

4.7 Concavidade e Ponto de Inflexao

O sinal da derivada segunda pode nos dar informacdes Uteis quanto a forma do gréafico de uma funcao.
Ela nos da também outra maneira de caracterizar um maximo ou um minimo relativo. Veremos, antes,
como identificar quando uma curva tem concavidade voltada para cima e para baixo usando derivadas.

4.16 Definicdo. Seja y = f(x) uma funcao derivavel no intervalo /.

(i) f é dita ter concavidade voltada para cima (C.V.C) se f’(x) é crescente em /.
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(i) f é dita ter concavidade voltada para baixo (C.V.B) se f’(x) é decrescente em /.

Exemplo 4.11.

(i) x < c: A curva esti acima de suas retas tangentes. A curva apre-
senta concavidade para cima. A medida que x cresce, a inclinagéo
da tangente cresce. f’ € uma funcgéo crescente.

(i) x > c: acurva esta abaixo de suas retas tangentes. A curva apresenta
concavidade voltada para baixo. A medida que x cresce, a inclinagéo
da reta tangente decresce. ' é uma fungéo decrescente.

Nota 23.

(1) Se f tem C.V.C., entdo, ' € uma funcdo crescente. Logo, a derivada desta funcado cres-
cente deve ser positiva. Portanto, f”/ deve ser positiva, quando f for convexa.

(2) Se f tem C.V.B., entdo f’ & uma fungéo decrescente. Portanto, a derivada desta funcao
decrescente deve ser negativa. Logo " deve ser negativa, quando f for concava.

4.17 Definicao. Um ponto (xg, f(x0)), no grafico de y = f(x), onde muda o sentido da concavidade é
chamado ponto de inflexdo.

Como num ponto de inflexo o sentido da concavidade muda, f”(x) dever mudar de sinal em x = c,
logo (c) = 0 ou " é descontinua em x = c. Assim, temos o seguinte teorema:

4.18 Teorema. Se a fungdo tem um ponto de inflexdo em x = ¢, entdo "/(c) = 0 ou " é descontinua em

X = C.

O procedimento sistematico para determinar os pontos de inflexdo € o seguinte:

(1) Calcule f"(x);

(2) Ache os valores de x tais que f”(x) = 0 ou que tornem f” descontinua. Estes valores
dardo os pontos possiveis de serem pontos de inflexao;

(3) verifique se f”(x) muda de sinal nos pontos encontrados em (2). Se f/(x) muda de sinal
em x = ¢, entdo (c, f(c)) € um ponto de inflexdo de f, desde que c esteja no dominio de
f.

Exemplo 4.12. Dada a fungdo f definida por f(x) = x3 —6x2+9x + 1 ache o ponto de inflexdo do grafico
de f, caso tenha, e determine onde o grafico é céncavo e convexo.

Solucdo: Temos que f'(x) = 3x?> — 12x + 9 e f”(x) = 6x — 12. f”(x) existe, para todos os valores de
x. f'(x) =0 < 6x — 12 = 0 & x = 2. Para determinar se existe ou ndo um ponto de inflexdo em x = 2,
precisamos verificar de f'/(x) muda de sinal; a0 mesmo tempo, determinamos a concavidade do gréafico
para respectivos intervalos.

Veja no quadro abaixo.
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f(x)| f'(x) | f"(x) Concluséo
x <2 — f concavo para baixo
X = 3 -3 0 f ponto de inflexao
x >3 + f cbncavo para cima

4.7.1 Exercicios Propostos

EP 4.10. Dada a fungéo f definida por f(x) = x3, mostre gque a mesma possui um ponto de inflexdo ¢
L . . - 1
mesmo 7" (c) néo existindo. O que se pode dizer a respeito da funcao f(x) = ;?

EP 4.11. Calcule os pontos de inflexdo (se existem) e estude a concavidade de:

y = —x3 4 5x? — 6x
y = 3x* = 10x* — 12x% + 10x + 9 R: Inflexdo em —% e 2; CVC em (—o0, —3), (2, +00) e CVB
em (—1,2)

1
T x+4

y R: Nao existem pontos de inflexdo. CVC em (—4, +c0) e CVB em (—oco, —4).

y = 2xe~3 R: Inflex&o %; CVC (%, +00) e CVB em (—o0, 3
1
y=x%— 32 R: Inflexdo +1; CVC em (—c0, —1) U (1, +o0) e CVB (-1, 1)
X
y = e~ R: Inflexdo em +/22; CVC em (—oo, —v/22) U(v/22. + o0) & CVB em (—v/22, v/22)

4.8 Assintotas

4.8.1 Verticais

4.19 Definicdo. A reta x = a € uma assintota vertical do grafico de uma fungéo y = f(x) se ocorrer pelo
menos uma das situacdes seguintes:

(@ lim f(x)=—oc (€) lim f(x) = —
(b) lim f(x) = +oo (d) Iim+ f(x) = +o0
y

Exemplo 4.13. Areta x = 0 € uma assintota vertical da funcéo
y = In(x), pois

lim f(x) = —o0.

x—0t
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Exemplo 4.14. A reta x = 1 é uma assintota vertical da fungéo

1 .
= —, POIS
[ —
xinl (X — 1)2 - Tee

4.8.2 Horizontais

4.20 Definicdo. A reta y = b é uma assintota horizontal do grafico de uma fungéo y = f(x) se ocorrer

(@ xﬂToo f(x)=bou (b) lim f(x)=05b

X——00

Exemplo 4.15. Areta y = 1 é uma assintota horizontal da fungéo
2
X° — .
= ——, pois
y 1+X2 p , ————————————l ———————————————
-1
lim =2 =1

X— o0 2 ’
+oo 14 x 71\/1 "
x2 -1

4.8.3 Obliquas

4.21 Definicdo. Areta y = kx + b € uma assintota obliqua do gréafico de uma fungéo y = f(x), se ocorrer
(@) IiT [f(x) — (kx+ b)) =00u
(b) lim [f(x) — (kx+ b)] =0

E possivel se mostrar que

k=i [

X—+00
e, uma vez determinado o k, que

b= lim [f(x)— kx].

X——+00
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Nota 24.

1. substituindo-se x — +oo por x — —oco, obtém-se, analogamente, as expressbes de k e b
para outra possivel assintota obliqua.

2. Em ambos os caso, se ndo existir um dos limites acima definidos para k e b, ndo existe a
assintota obliqua.

3. as assintotas horizontais sdo casos particulares das assintotas obliquas, ocorrendo
quando k = 0.

4. uma funcao pode ter no maximo duas assintotas obliquas, incluindo as horizontais.

4.8.4 Exercicios Propostos

EP 4.12. Determine (se existir) as assintotas: horizontais, verticais ou obliquas das fun¢@es a seguir:

3x+1 x2
(x+2)(x —3) ®)y=3=3

@y=

4.9 Esboco do Grafico de Funcoes

Para obtermos o esboco do grafico de uma fungéo, devemos seguir 0s seguintes passos:

1. Determinar o dominio de f;

2. Calcular os pontos de interseccao do grafico com os eixos coordenados;
3. Determinar os pontos criticos;

4. Determinar os pontos de maximos e minimos;

5. Estudar a concavidade;

6. Determinar os pontos de inflex&o;

7. Determinar as assintotas;

8. Esboco.

Exemplo 4.16. Esbogar o gréafico da fungéo f(x) = (x> — 1)3.
Solugéo:

1. Dominio: Dom(f) = R;

2. InterseccBes com os eixos coordenados: se x = 0,entdoy = —1e,sey =0, entdo x = +1; a curva
passa pelos pontos (1, 0), (—1,0) e (0, —1).

3. Pontos criticos de f: f/(x) = 6x(x?> — 1)2. Logo, resolvendo a equagéo f’(x) = 0, obtemos x = 0,
x =1e x = —1, que sdo os pontos criticos de f.
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Maximos e minimos relativos de f: f”(x) = 6(x?> — 1)(5x% —1). Logo, f”(0) > 0 e 0 é ponto de minimo
relativo de f. f”/(+1) = 0 e o teste da segunda derivada ndo nos diz nada. Usando, ent&o, o teste da
primeira derivada para analisar a mudanca de sinal temos: f’(x) < 0, para todo x < 0; entdo x = —1
néo é ponto extremo de f. f'(x) > 0, para todo x > 0; entdo x = 1 n&do é ponto extremo de f.

Concavidade f(x) = 6(x?> — 1)(5x2 — 1) = 0 implica que x = +1 e x = i?.

f"(x) >0sex € (—oo0,—1)U <§ ?) U (1, 4+00).
f’(x) <0sexe <1, ﬁ) U <§ 1> .
5 5
Concluséo: f tem C.V.C. nos intervalos (—oo, —1), —g, ? e (1, +o00).

f tem C.V.B. nos intervalos <1, ?) e <§ 1>.

VG

Ponto de inflexdo: As abscissas dos pontos de inflexdo de f sGo x = +1e x = i?.

Assintotas de f: A curva ndo possui assintotas;

. Esboco do gréfico de f:

y

Vo

o = (@ — 1)

Exemplo 4.17. Esbogar o gréfico da fungdo f(x) = —7 + 12x — 3x? — 2x3.

Solucgéo:
1. Dominio: Dom(f) = R;
2. InterseccBes com os eixos coordenados: se x = 0, entdo y = —7esey = 0, entdo x = 1 ou
x=-=7/2;
3. Pontos criticos de f: f'(x) = 12 — 6x — 6x2. Portanto, resolvendo-se a equagéo f’(x) = 0, obtemos
0s pontos criticos x = —2, x = 1 de f.
4. Méximos e minimos relativos de f: f”/(x) = —6 — 12x. Logo, /(1) < 0 e 1 é ponto de méaximo relativo
de f. f”(2) > 0 e 2 é ponto de minimo.
i - 1 1
5. Concavidade: f”(x) = —6 — 12x = 0 implica que x = —5 f'(x) >0sex < —5¢€ f’(x) < 0sex >
1
5
. 1 1
Concluséo: o grafico de f tem C.V.C. em <—oo, —§> etem C.V.B. em <f§, +oo>.
. ~ . . ~ 1
6. Ponto de inflexdo: A abscissa do ponto de inflexdo de  é —5
7. Assintotas de f: A curva ndo possui assintotas.
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8. Esboco do grafico de f.

Y f(x) = =7+ 12x —3x> — 2x3

NI~

NIN =

4.9.1 Exercicios Propostos

EP 4.13. Esboce os gréaficos das funcdes a seguir:

(@y=-—x>+4x+2

)y = —x*—x3-2x2 N
3x+1 ©y=_"—3

(x+2)(x=13)

@)y = In(:2+1)
2

©y=

4.10 Problemas de Otimizacao

Nesta secdo apresentaremos problemas de maximizacdo e minimizagéo aplicados a diversas areas.

Exemplo 4.18. Determine dois nUmeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que seu produto seja o
maior possivel.

Solugdo: Considere os nimeros procurados como sendo x e y, ambos positivos, tais que x + y = 70.
Logo, x,y € [0,70]; o produto é P = x - y. Esta é a fungdo que deve ser maximizada. Como y = 70 — x,
substituindo em P:

P(x)=x-y=x-(70—x).

Derivando-se P: P'(x) = 70 — 2x = 2(35 — x); o ponto critico é, portanto, x = 35. Analisando o sinal de P/,
verifica-se que esse ponto é de maximo para P e y = 35. Logo, P = 1.225.

Exemplo 4.19. Um fabricante deseja construir caixas de papeldo sem tampa e de base retangular,
dispondo de um pedaco retangular de papeldo com 8 cm de lado e 15 ¢m comprimento. Para tanto,
deve-se retirar de cada canto quadrados iguais, em seguida viram-se os lados para cima. Determine o
comprimento dos lados dos quadrados que devem ser cortados para a producdo de uma caixa de volume
maximo.

Solugéo:
T T T T T
| | | |
8 8 — 2x
X X
] x1 ] x1
| | 4 | |
' 15 ' ' 15 — 2x '
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A altura da caixa é x; a largura é (8 — 2x) e o comprimento é (15 — 2x), observando que 0 < x < 4.
Logo, devemos maximizar:

V(x) = x(8 — 2x)(15 — 2x) = 4x> — 46x> + 120x.
Derivando-se e igualando a zero:
V/(x) = 12x® — 92x + 120 = (x — 6)(12x — 20) = 0,

x 5, . "
obtemos x = 6 ou x = . Mas, 6 ¢ (0,4); entdo, xy = 3 € 0 Unico ponto critico de V. Logo, estudando o

w]| o

sinal de V/, x; € ponto de maximo. Entdo, xo = 1,6 cme V =90, 74 cm®.

Exemplo 4.20. Um tanque, sem tampa, em forma de cone é feito com um material plastico, tem capaci-
dade de 1.000 m®. Determine as dimensdes do tanque que minimiza a quantidade de plastico usada na
sua fabricacgéo.

Solucdo: A area do cone é: A; = nrl = wry/r?2 + h?, em que na Ultima igualdade usamos o teorema
de Pitagoras. Por outro lado, o volume do tanque é de 1.000 m®. Logo,

1.000=V = %7‘”’2/7

3.000

mr2

eh=

. Substituindo h na expressao da area. Temos:

3.000

w2t

AL =7/ r? +
Como antes, minimizaremos A = (A;)?. Logo:
A(r) = w?r* 4+ kr2

, em que k = (3.000)2. Derivando-se e igualando a zero, obtemos que r €, aproximadamente, 8,773 me h
¢, aproximadamente, 12, 407 m. Conseqlientemente, A; €, aproximadamente, 418, 8077 m?.

4.10.1 Exercicios Propostos

EP 4.14. Uma caixa fechada com base quadrada deve ter um volume de 2.000 cm®. O material da
tampa e da base deve custar R$3, 00 por centimetro quadrado e o material para os lados custa R$1, 50 por
centimetro quadrado. Queremos encontrar as dimensdes da caixa cujo custo total do material seja minimo.

EP 4.15. Se uma lata fechada com volume 167 ¢m?® deve ter a forma de um cilindro circular reto, ache a
altura e o raio, se um minimo de material deve ser usado em sua fabricagéao.

EP 4.16. Um fabricante de caixas de papeldo deseja fazer caixas abertas de pedacos quadrados de
papeldo com 12 ¢cm de lado. Para isso, ele pretende retirar quadrados iguais dos quatro cantos, dobrando,
a sequir, os lados.

(a) Se x cm for o comprimento dos quadrados a serem cortados, expresse o volume da caixa em cen-
timetros cubicos como funcéo de x.

(b) Qual é o dominio da fungdo?

(c) A funcéo é continua em seu dominio?

(d) Determine o comprimento do lado do quadrado para que a caixa tenha volume maximo.
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EP 4.17. Dois pontos A e B estdo colocados em lados opostos a um rio cuja largura é de 3 km. A
linha AB é ortogonal ao rio. Um ponto C estd na mesma mesma que B, mas 2 km do rio abaixo. Uma
companhia telefénica deseja estender um cabo de A até C. Se o custo por quilémetro do cabo é 25% mais
caro sob a 4gua do que em terra, como deve ser estendido o cabo, de forma que o custo seja 0 menor
possivel?

EP 4.18. Um campo retangular & margem de uma rio deve ser cercado, com excecado do lado ao longo
do rio. Se o custo do material for de R$12, 00 por metro linear no lado paralelo ao rio e de R$8, 00 por metro
linear nos dois extremos, ache o campo de maior &rea possivel que possa ser cercado com R$3.600, 00 de
material.

EP 4.19. Ao planejar um restaurante, estima-se que se houver de 40 a 80 lugares, o lucro bruto diério
sera de R$16, 00 por lugar. Se contudo, o nimero de assentos for acima de 80 lugares, o lucro bruto diario
por lugar decrescera de R$%0, 08 vezes o numero de lugares acima de 80. Qual devera ser o nimero de
assentos para que o lucro bruto diario seja maximo?

. 411 Gabarite :

» 4.1.(a)25. 4.2.(a)R:Cres. em (—1, 3)U(2, +00) e Decres. em (—oo, —1) U (3, 2), (b) R: Cres. em (—oo, —1)U (4, +00) e Decres.
o em(—3,3), (c) R: Cresc. (0, +00) e Decres. (—oo,0), (d) R: Cresc. (0, +00) e Decres. (—o0,0), () R: Crescente em R, (h) R: Cres. *
o (—1,400) e Decres. (—oo, —1), (g) R: Decrescente em R, (h) R: Decrescente em R. o
© 43.. 4.4.. 45 (a)Min 2, ndo existe maximo, (b) Max2, ndo existe minimo, (c) Max—7, Min. 1 Min. 0, (d) ndo existe maximo. 4.6. . o
© 4.7 (a) 3, (b) N&o existe, (c) —1, (d) Ndo existe. 4.8. (@)Va € R}, (D)a=—3,b=—18€c € R Xpax = —2€ Xpmin = 3. 4.9.. o
o 410.. 4.11. Inflexdo em 3 e CVCem (—oco, 3) e CVBem (3, +00). 4.12.. 413.. 414 10x 10x20. 415 r=2,h=14. ,
o 4.16.(d)8 cm. 4.17. diretamente de Aa C. 4.18. 4rea 16.875 m?. 4.19. 140 lugares e R$ 1.568,00 o lucro bruto dirio. o

67




Calculo |

SN
<. Atividade Orientada

5.1 Etapal

5.1.1. Dado o grafico da funcéo f abaixo, assinale V(verdadeiro) ou F(Falso):
y

—2-1, __0____1/ X

-1

@ Xlinl2 f(x)=0 (b) Existe XITO f(x) (c) le f(x)=1
5.1.2. Dada a fungéo
((2ax-3 , sex<l1
f(x) = { 2, sex=1
L > j_ 1 sex<l1

determine o valor de a para gque exista Iim1 f(x).
X—

5.1.3. Sejam f e g duas fun¢des e p um ponto do dominio das mesmas. Assinale V se verdadeiro ou F

se falso:
( )@ Selimf(x)=k>0e lim g(x) =0, entdo lim @ = 4o00;
X—p X—p X—p f(x)
. . ~ . f(x)
( )()Selim f(x)=k<0e lim g(x) =0, entdo lim —= = 4o0;
x—p x—=p x—p g(X)

( )(c)se l@p f(x) =400 e lim g(x) = —o0, entéo lim f(x) - g(x) = —o0;

X=p X—p
, : « o F(x)

() (d)Se lim f(x) = +oo e lim g(x) = 400, entdo lim —= = +oo;
X—p X—p X—p g(X)

( )(e)se XIian f(x) = +oo e lim g(x) = 400, entdo lim f(x) - g(x) = +oc;

X—p X—p

5.1.4. Calcule:

x3-3x2+10 x2+8 3x3+4
a) i _— b) i —_ c) i —_
(@) XJTm 5x3 + 2x (b) X—ETOO 2x4* 4+ 3x © X—[Too X2 + 2x

5.1.5. Determine
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- . 2x — 5?2
(@) lim (3x* — 2x + 1); . < > )
x—0 (f) XLI!‘DZ x+2
2x2 -5 - 2 3.
; - lim (x°—x°);
c) lim (—2x%— 1); L V2x2—3x 45,
©) X*lTOO( X Sx+1); (h) XHTOO 1
(A) tlim (o +2x* = 3x 4 2); 0 i Y2
o) lim 2x2 4 2x — 3\ x——o0  x—1 '
()x 1 4x + 3 ’ (J)XETOO( 4x2 +3x+7—
x2 —m?
5.1.6. Determine os valores de m para que Iim2 o = 4.
5.1.7. Sendo f(x) = a* - log,(—x), calcule lim f(x), para0 <a<1.
3 2 , sex<4
5.1.8. Dada a funcéo f(x) = X+ x
5x+k , sex>4
. - vx —1
5.1.9. Determine o valor do limite: lim VX
x—1 \/x—1

. 3x? 3 .
5.1.10. Determine o valor de a tal que lim X taxtats exista.
x——2 X2 4 x—=2
5.2 Etapa 2
5.2.1. Considere a fungéo
3x—-1 ; se 2
f(x) _ X ; X <
4—x2 . sex>?2
e determine os intervalos onde f é continua.
5.2.2. Seja f uma fungéo real definida por:
, 2x — ;7 osex< -1
{AerB pose —1<x<1
L bx+7 ; sex>1

Determine A e B tal que f seja uma fungéo continua para todo x € R.

. 3 - ; e 1 2
5.2.3. Considere as fungdes f(x) = x SEX< g g(x) =
2 sex>1 1+ x
V (verdadeiro) ou F (falso).
@) ( ) f + g é continua em 1;
(b) ( ) f - g é continua em 1,
f
@) ( ) E € continua em 1.
5.2.4. Calcule:
im sen(x) + lim sen(x)_
Xx—m X — T x—0 X

5.2.5. Use a continuidade para calcular o limite lim (x + sen(x)).

X—T
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, ache o valor de k para o qual Iim4 f(x) exista.
X—

) . Sugestdo: Faca a mudanca de variaveis x = t%° .

posex<1
;o sex>1

. Assinale
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5.2.6. Usando as propriedades de fun¢des continuas e os teoremas sobre limites, calcule o valor de
A+ B+ C+ D, sabendo que:

A = lim {X'Se” (%ﬂ

) 2 4 5x3
B =  lim [m 'C°s('“(X”}
o= tim leen (EEXELY (X3
T x—too 14 2x3 2 — x+2x2
D = lim [e*-sen(x)]
X——00
5.2.7. Calcule: -
n ><3—2x+—) t
lim <25e ( 2 > C o gim B o
x—0 x—0 X x—0
5.2.8. Calcule:

1 X
lim {5+(1+—>}+Iim -5
X—400 X x—0 X

5.2.9. Determine:

-2

- 27 i 2 (sen(2x) — 2sen*(x))
Jim, Viog, (4 ~ 7x +-5) an cos(x) — sen(x)

5.2.10. Calcule os limites:

. 1—cos(x) _ 3—x
@) lim —2 @ Jim =70
: Lnd . 3x%+2cos(x)
(b) fim_2 © fm —&
(c) lim =X X e e
fim 2= 0 im <=5
5.3 Etapa 3

5.3.1. Prove que [sen(x)](s) = cos(x).

~ d o
5.3.2. Para cada uma das equagdes, encontre d—i por derivacdo implicita.

1
(a) x?2 —5xy +3y> =T, (b) sen (;) = 5;

5.3.3. Dadas as fungdes f(x) = x* e g(x) = x> — 4, calcule (f o g)'(1).

2sen(x)

) — cos(x) no ponto de abscissa x = 27.
X

5.3.4. Calcule a derivada da fungéo f(x) = (

5.3.5. Determine (f ~1)'(-5), sabendo que:

f:(2,40) — R

X — x?—4x-—2.

5.3.6. Determinar a equacdo da reta tangente e normal ao grafico da fungéo f(x) = arctg?(x) no ponto
de abscissa /3.

5.3.7. Mostre, usando a regra de L'Hospital, que:

.ox3
lim —— =

. In(x)
lim .
x——o0 3% x—4o00 X2
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5.3.8. Uma lata cilindrica de estanho (sem tampa) tem volume de 5 cm®. Determine suas dimensées se
a quantidade de estanho para a fabricacéo da lata € minima.

5.3.9. Ache as dimensdes do retangulo de menor perimetro cuja area € de 100 cm?.

5.3.10. Uma bola de neve esférica é formada de tal maneira que seu volume aumenta a razdo de
8 cm®/min. Como esta variando o raio no instante em que a bola tem 4 ¢cm de diametro?

5.3.11. Um homem caminha ao longo de um caminho reto com velocidade 4 m/s. Uma |ampada esta
localizada no chéo a 20 m da trajetéria (distancia ortogonal) e € mantida focalizada na direcdo do homem.
Qual a velocidade de rotacdo da lampada quando o homem esta a 15 m do ponto do caminho mais préximo
da lampada?

5.3.12. Sabendo-se que f é definida e continua em R e que o gréfico a seguir representa a derivada de
f, determine para a funcéo f:
Yy
(a) as abscissas dos pontos criticos; \

(b) as abscissas dos pontos de maximo e minimos
locais;

(c) os intervalos de crescimento e decrescimento;

-2 2

d) os intervalos onde a funcdo tem concavidade
(d) : gao ter . 0 O

voltada para cima e onde a fungdo tem concavi-

dade voltada para baixo;
(e) as abscissas dos pontos de inflexao.
5.3.13. Esbocar o grafico das fungbes

2 4 X 2

@) f(x) = —; (b) f(x) = —=; ©) f(x) = e~ x.

x—3" x+1
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