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Limites de Funcoes

“Penso que a matematica é uma das atividades humanas mais gratificantes.”
William Paul Thurston (1946-2012), Medalha Fields 1982

E tu, padre Oceano, que rodeias

O inundo universal, e o tens cercado,

E com justo decreto assim permites

Que dentro vivam sé de seus limites;

In “Lusiadas” de Luis de Camoes, Canto VI

J& estudamos no 11.° ano limites de sucessdes de niimeros reais. Vimos que o limite de uma sucessao
(uw ) é o nimero real L e escrevemos
n
limu =Louu —L
n—stoo T "

se e somente se para todo o real 8 positivo existe uma ordem p tal que
n>p= ‘u - L‘ <0
n
E se estivermos em presenca de um limite de uma funcao como

lim f(z)

T—a
onde fé uma fungdo real de varidvel real e a um nimero real? Supomos que festéd definida (pelo
menos) num intervalo aberto contendo a ou num intervalo aberto de extremidade a (podendo nao
estar definida no ponto a).

No caso do limite de uma fungao f observamos que quando o z tende para a, o f(z) tendera para
algum limite. Ou seja, é como se estivéssemos em presenca de dois limites relacionados. A ideia do
aleméo Heinrich Eduard Heine foi exatamente essa:

Limite de func¢ao segundo Heine — Diremos que lim f(z) = L, ou que o limite de f(z) quando

T—a
x tende para a é L, se e somente se para qualquer sucessao (v ) de termos no dominio de f, dife-
n

rentes de a, tal que lim u = a se tenha que a sucessao (f(u )) tende para L:
n—+eo T n

lim f(u )=L

Ou seja, reduzimos o estudo do limite de uma fungao fao estudo dos limites de duas sucessoes,

a sucessdo (u ) no dominio da fungdo e a sucessao transformada (f(u )).

6 9. Limites de Funcdes



HisTORIA(S)

Heinrich Eduard Heine (1821-1881)

Heinrich Eduard Heine (1821-1881) foi um matematico alemao que nasceu em Berlim numa familia
com 9 filhos (ele préprio teve 5 filhos) e faleceu na cidade de Halle onde

foi professor de matematica durante mais de 20 anos, tendo ocupado o

lugar de Reitor da Universidade de Halle durante o ano letivo de 1864-

65.

Foi aluno de mateméticos famosos como Carl Friedrich Gauss e Gustav
Lejeune Dirichlet e manteve contatos frequentes com Karl Weierstrass
e Leopold Kronecker. Por isso ndo é surpreendente que tenha estudado
intensamente a teoria das fung¢bes onde fez descobertas notdveis. Era
um excelente professor e dele se diz que “as suas aulas se distinguiam
pela clareza e eram bem recebidas.” Fez parte da comissao de exames
para professores das escolas secundérias onde desempenhava o seu pa-
pel de forma conscienciosa e afavel.

Consideremos a fungao definida por f(z) = 2z + 1. Tomando por exemplo a sucessao (un), parcial-

mente representada em baixo, a tender para 1, observamos que a sucessio (f(w )) parece tender
n
para 3:

09 094 276720 0,999 2,09800
0,91 Lo 2Ol 0,999 : 2,99960
0,92 0 0,96 : 2,84320 1 10,995 :2,98005: 0,99995 : 2,99980 :
0,93 0,97 : 2,88180 .0,99999 : 2,99996 .

Se fizermos o mesmo com todas as sucessoes (u ) que tendem para 1 e se para todas elas se verificar
n
que a sucessao (f(u )) tende para 3, entdao diremos que
n

lim f(z)=3

z—1

Podemos observar graficamente a mesma situagdo se olharmos bem para os graficos das duas se-
guintes funcgoes:



<
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'
— T T
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E visualmente evidente em qualquer dos graficos que, qualquer que seja a sucessdao (u ) que consi-
n

deremos no eixo dos XX a tender para a = 1, os transformados formarao uma sucessao (f(u ))que
n
converge para L = 2 no primeiro caso e L = —2 no segundo caso.

Pode acontecer que para diferentes sucessoes (u ) a tender para a, as sucessoes (f(u )) correspon-
n n

dentes nao tendam para um mesmo L. Consideremos o caso da fungdo representada na seguinte fi-
gura:

Se escolhermos uma sucessao (u ) de valores entre —1 e 2 e a tender para 2 a sucessio (f(u )) serd
constante e teremos f(u )= —2. Logo a sucessao (f(u_)) converge para L = ~2. Mas se escolhermos
uma Sucessao (vn) de valores superiores a 2 mas a tender para 2, a sucessao ( f(vn)) vai convergir
para L = 1. Logo nao encontramos um valor para que tendam todas as sucessées (f(u_)) com (u )

a tender para 2. Assim nédo existe lim f(z).
72



EXERciclos

eeccccccccccccce eecccccccccccccce eecccccccccccccce eecccccccccccccce eecccocccccccccce

2 1
1. Considera as sucessoes (u ) e (v ) de termo geral u =2——— e v =2+—

n+1 n
Considera as fungoes f, g, h e j definidas pelos graficos seguintes:

1.1 Calcula limu e limov .

n—oteo M N0 T

1.2 A partir dos graficos dados indica qual parece ser o valor de lim f(u ), lim f(v )
n—>+oo T peodeo n

lim g(u ), lim g(v ), lim h(u ), lim A(v ), lim j(u ) e lim j(v ).

n—>+oo n—>+oo n—>+oo n—>+eo
1.3 Tendo em atencdo os resultados anteriores, que podes dizer sobre lim f(x),
-2
lim g(z), limh(z), e lim j(z)?
z—2 —2 T2
3

n’+8

2. Considera as sucessdes (u ) e (v ) de termo geral u =2- e v =2—

n

n+1
Considera a funcao f definida pelo gréfico seguinte.

4L
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Exercicios (ConT.)

2.1 Calcula limu e limov .

n—+4oo T n—4oo T

2.2 A partir dos graficos dados conclui que parece ser verdade que

lim f(u ) = lim f(v ) =1

n—>+eo n—>+eo

2.3 Pode-se concluir daqui que lim f(z)=17
72

A NAO ESQUECER

O limite de uma funcao quando z tende para « existe apenas quando o limite da

sucessao (f(u )) € sempre igual ao mesmo valor L, para toda a escolha possivel da

sucessdo (u ) a tender para a.
n

O mais dificil do ponto de vista tedrico ja foi visto no Tema de Sucessoes do ano anterior, pelo que
esse Tema convém que seja revisto agora.

Observe-se que a definicdo de limite de func¢do nao precisa de ser revista se quisermos que seja a =
400 ou a = —o0 ou ainda se quisermos L = +00 ou L = —00, pois remetemos tudo para os limites
de sucessoes. Relembremos o que é uma sucessao a tender para 400 ou —oo.

Vimos que lim u = +eo ou seja, que (un) ¢ um infinitamente grande positivo se e somente se
n—+too
para cada nimero real positivo M existe uma ordem p tal que

n>p=>u >M

Uma sucessdao (u ) tende para —oo (¢ um infinitamente grande negativo) se a sucessido (—u )
n n
tender para 4o0.

TAREFA RESOLVIDA 1

Determina, se existir,

T4 (.’L' _ 4)2

10 9. Limites de Funcdes



REesoLucAo

Vamos utilizar a definicdo de limite de funcdo segundo Heine. Tomemos uma qualquer sucessao

. ~ ~ 2
(u ) a tender para 4. Nesta situacao a sucessdo de termo geral (v —4) tende para zero por va-
n . n
lores positivos. E entdo um infinitésimo (e de sinal positivo). Logo o inverso serd um infinitamente

grande positivo como sabemos do Tema de Sucessoes. Entao, como a sucessao (Un) era qualquer a
tender para 4, concluimos que

. 1
im ——— = 4
z—4 (IE _ 4)2

A NAO ESQUECER

Para utilizar a definicao de limite de funcao segundo Heine temos de partir de

uma sucessao (un) arbitraria nas condi¢oes da definicao e depois aplicar os Teo-
remas de limites de Sucessoes.

TAREFA RESOLVIDA 2

Determina, se existir,

lim
z—4 T — 4

ResoLucio

Vamos novamente utilizar a defini¢do de limite de fungdo segundo Heine. Tomemos uma qualquer

sucessao (un) a tender para 4. Nesta situagao a sucessdo de termo geral u — 4 tende para zero
mas por valores que tanto podem ser positivos como negativos, e entdo o inverso sera um infinita-

mente grande mas nao sabemos se positivo ou negativo. Tomemos uma sucessao (v ) a tender para
n

4 mas por valores superiores a 4; neste caso a sucessao de termo geral v — 4 tende para zero mas
por valores positivos; entdo o inverso serd um infinitamente grande positivo. Tomemos agora uma

sucessdo (w ) a tender para 4 mas por valores inferiores a 4; neste caso a sucessdo de termo geral
n

w —4 tende para zero mas por valores negativos; entdo o inverso serd um infinitamente grande
n

negativo. Como obtemos resultados diferentes conforme a sucessao que tomamos a tender para 4, o

limite dado nao existe.

A NAO ESQUECER

Para utilizar a definicdo de limite de uma funciao segundo Heine temos de partir

de uma sucessdo (u ) nas condicdes da definicdo e precisamos de obter sempre o
n

11



mesmo limite para (f(u )); basta encontrar dois valores diferentes para este limi-

te para que possamos concluir que o limite dado nao existe.

EXERciclos
3. Determina, se existirem, os seguintes limites
.12 .
3.1 lim 3.2 lim ——
2 T — 2 -2 (x + 2)2
4. Estuda os seguintes limites
4.1 lim z° 4.2 lim z° 4.3 lim z* 4.4 lim z*
T—>to0 T—>—o00 T—>—o00 T—>too

Uma das vantagens de definirmos limite de fungdo a custa dos limites de sucessoes é que todas as
propriedades que se obtém para limites de sucessoes podem ser transpostas para limites de fungoes.

Quando estudamos os limites de sucessdes provamos que o limite de uma sucessao, se existir, é ini-
co. Como consequéncia podemos concluir que

Teorema da unicidade do limite — Se uma funcao tem limite num ponto entao ele é tnico.

Muitas outras propriedades podem ser obtidas para os limites de func¢oes a partir dos limites de
sucessoes:

Teorema 1
a) O limite de uma fungéo constante é a prépria constante, isto é, se L for um nimero real

limL =L

T—a

b) Sendo lim f(z) =L e limg(xz) = M, com L e M nimeros reais, temos que

T—a T—a

lim(f(z)+ g(z))=L+M lim(f(z) X% g(z))=LxM

z—a T—a

¢) Sendo lim f(z) = L, com L ntimero real, e sendo k outro ntimero real, temos que

T—a

lim(kf(z)) = klim f(z) = kL

r—a T—a

12



Teorema 1 (Cont.)

d) Sendo lim f(z)=L e limg(z) =M , com L e M nimeros reais e M # 0, e com g(z) # 0 num

T—a T—a

intervalo aberto contendo a, temos que

nm(L]zi hm[@}g
walgx)) M walg(z)) M

e) Sendo lim f(z) = L e p um ndimero natural, temos que

r—oa

lim(f(z))" = I/

Toa

f) Sendo lim f(xz) = L e sendo p um ndmero natural impar, temos que
lim R/ f(z) = {)/Z

g) Sendo lim f(z) = L com f(z) > 0 num intervalo aberto contendo a ou num intervalo aberto de
T—a

extremidade a e sendo p um ntmero natural par, temos que
lim 4/ f(z) = {)/Z
T—a

Estas regras operatorias sobre limites de fungdes vao-nos permitir calcular muitos tipos de limites.

TAREFA RESOLVIDA 3

Considera as fungdes definidas por f(z)=2z>+xz+1 e g(z)=2x’. Aplicando as propriedadede
limites ja vistas determina:

a) 11_21 f(z) e) lim M i) lim SV 2f(z)x g(z)

7 g(e) -
b) lim g(z) J) limy/f(z)
' f) lim 9() -
©) m(f(z) + (@) T
&) lim(f(2))’

d) lim(f(z) - g(z))
h) lirg(f(w) X g(z))

13



REesoLucAo

a) Temos, pelo Teorema la), b), c) e e) que

lim f(z) = lim(2z” + = + 1) = lim(22*) + lim(z + 1)

z—-1 z—-1 z—-1 z—-1
=2x lim(z®) + lim(z) + lim(1) = 2% (limz)* + (-1) +1=2x (1)’ = 2
z—-1 z—-1 z—-1 z—-1
b) Temos, pelo mesmo Teorema, que

lim g(z) = lim(2z°) = 2 x lim(z’) = 2 x (lim z)* =2 x (1)’ = -2

z—-1 -1 z—-1 z—-1

c) Temos, pelo Teorema 1b) que

lim(f(z) + g(2)) = lim f(z) + lim g(z) = 2+(-2) = 0

d) Temos, pelo Teorema 1b) e c) que

lim(f(z) - g(z)) = lim f(z) + lim(=g(z)) = 2+ (1) x lim g(z) =2+ 2 = 4

e) Como temos um quociente temos de comegar por nos certificar que o denominador é diferente
de zero num intervalo aberto que contenha a = -1 (isto é verdade pois basta considerar, por
exemplo, o intervalo |-2,0[). Por outro lado, o limite do denominador é diferente de zero pois
lim g(z) = —2. Temos entao:

z—-1

:Z_F1 :—:—1

lim
~lg(m)  limg(r) -2
z—-1
f) Mais uma vez, por estarmos em presenca de um quociente, temos de comegar por nos certificar
que o denominador é diferente de zero num intervalo aberto que contenha a = —1 (isto é verdade
pois basta considerar, por exemplo, o mesmo intervalo |-2,0[). Por outro lado o limite do deno-
minador é diferente de zero pois lim f(z) = -2. Temos entdo:

-1

limg(z) _
llm g(il?) — zo-l — _2 =-1

= f(z) lmf(z) 2

g) Temos que, pelo Teorema le),

lim (f(a:))2 = (lim f(q:))2 =2"=4

z—-1 -1

h) Temos, pelo Teorema 1b), que

lim(f(z) x g(x)) = lim f(z) x lim g(z) = 2% (~2) = ~4

i) Temos

lim {2f(0) % g(z) = §/2 x Tim f(z) % lim g(r) = Jaxax(2)=is8=2

14



j) Como estamos em presenga de uma raiz de indice par, temos de nos certificar que a fungao dada
é positiva ou nula 0 num intervalo aberto contendo a. Tal acontece para a fungdo dada, por
exemplo no intervalo |-2,0[. Assim,

lim \/f(x) = \/lim flz) = \/5
A NAO ESQUECER

Quando se aplicam teoremas relativos a limites de sucessdes é importante que se
verifiquem as condi¢cbes em que se podem aplicar esses teoremas.

Os teoremas que acabamos de ver sao ainda validos para o caso em que a = 400 ou em que a = —00,
com as adaptacgOes obviamente necessarias e alguns cuidados:

a) quanto ao intervalo onde alguma funcao deve ser diferente de zero ou positiva devera ser do tipo
|b,+00[ ou ]-o00,b[ respetivamente;

b) teremos sempre de garantir que o limite obtido faz sentido. Por exemplo se tivermos que
lim f(z) = +eo e lim g(z) = —eo, entdo ndo poderemos recorrer a um teorema para calcular o li-
r—a r—a

mite da soma das duas fungoes lim(f(x)+ g(z)), porque o limite obtido nao faz sentido, teremos
de usar outros métodos. e

Repete-se: os teoremas sao generalizaveis para os limites infinitos mas nao sao validos para todos os
€asos em que ¢ = 400 Ou em que a = —00.

EXxERciclos

5. Sabendo que lim f(z)=3 e lim g(z)=-5

Calcula:
5.1 lim(f(z)+2¢(z)) 5.3 lim(f(z))*
5.2 lim (f(z) - g(z)) 5.4 lfi(f(x)x 9(z))
6.  Considera as fungdes definidas por f(z)=|z-2| e g(z) = -5z
Calcula:
61 limi2 6.4 Tim(f(x)x glx))
T2 g(m) 72
: 3
6.2  limJ&) 65 limy2g(e)
z—0 f(.'L')
6.3  lim(f(x)) 6.6 lirrgl f(z)
-1 z=

9. Limites de Funcdes 15



HisTORIA(S)

Os paradoxos de Zenao

E o conceito de limite que, passados 24 séculos, permite esclarecer o tdo debatido problema dos
paradoxos de Zenao.

Consideremos por exemplo o paradoxo de “Aquiles e a tartaruga”. Suponhamos que Aquiles, o
maior corredor da Grécia antiga, anda 10 vezes mais depressa do que a tartaruga, comecando por
estar a uma distancia de 10 metros atras desta. Entdo, quando Aquiles percorre os 10m, a tartaruga
andard 1m, depois, quando Aquiles percorre esta distancia, a tartaruga desloca-se mais um decime-
tro, e assim sucessivamente. Deste modo, as distancias de Aquiles ao seu ponto de partida vao sendo
as seguintes (expressas em metros):

0; 10; 11; 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111; 11,11111;5 ...
Ao mesmo tempo, as distdncias da tartaruga ao ponto de partida de Aquiles vao sendo:

10; 11; 11,1; 11,11; 11,111; 11,1111; 11,11111; 11,111111;5...
Ora, ambas estas sucessoes tém por limite o mesmo ntmero: 11,11111... = 11 + —

Assim, para alcangar a tartaruga, Aquiles deverd percorrer 11 metros e 1/9 do metro — o que, de
resto, se podia ver diretamente, resolvendo a equagdo = = 10 (z — 10), que traduz algebricamente
o problema.

Afinal, o vicio de raciocinio que se introduziu no paradoxo de Zendo consistia em admitir, in-
conscientemente, que os espagos parciais 10m, 1m, 1 dm, 1 cm, etc., seriam todos percorridos por
Aquiles em tempos iguais e, portanto, cada vez mais lentamente — o que nao sucede, com certeza,
se o movimento for sensivelmente uniforme. Assim, por exemplo, se Aquiles caminhar & razao de 1
metro por segundo, ao fim de 11 segundos e 1/9 do segundo estard precisamente no ponto em que
deve encontrar a tartaruga.

E preciso ndo esquecer que estamos a raciocinar com esquemas abstratos de espago e tempo, que
sao apenas simplificagoes da realidade.

Adaptado de “Compéndio de Algebra”, J. Sebastido e Silva, J.D. da Silva Paulo, tomo 1, 1970

16



No conceito de limite de funcdo lim f(z) nao distinguimos o que se passa a direita e & esquerda do
T—a

ponto a. Mas fazé-lo pode ser, por vezes, muito util. Vejamos como.

Limite Lateral Direito — Diz-se que lim f(z) = L se e s6 se para qualquer sucessdo (u ) tal que

r—a+

lim v = a e tal que os termos da sucessdao (v ) sejam superiores a a se tenha que lim f(u ) =L

n—4eo " n—>4oo

A este limite chama-se limite lateral direito de f no ponto a. Dito de outro modo: na defini¢ao

de limite segundo Heine de lim f(z) = L consideramos apenas os valores do dominio de fsuperiores

T—a+

a a. Claro que isto nao é equivalente a lim f(x) = L pois nao estamos a considerar todas as suces-

T—a

soes (un) de limite a mas apenas uma parte delas.

Limite Lateral Esquerdo — Diz-se que lim f(z) =L se e s6 se para qualquer sucessao (un) tal

T—a—

que lim u = a etal que os termos da sucessao (u ) sejam inferiores a ase tenha que lim f (un) =L

n—ofeo " e

A este limite chama-se limite lateral esquerdo de fno ponto a. Neste caso consideramos apenas
os valores do dominio de finferiores a a.

O interesse pratico deste conceito € visivel no seguinte Teorema:

Teorema 2 — Temos que o limite de uma funcdo f quando a varidvel independente tende para a
é L, se e somente se os limites laterais esquerdo e direito de fno ponto a sdo ambos iguais a L.

EXxERciclios

7. Considera a funcao f definida por f(z)= 3r—1 sexz<l
5-=3z sezx=>1

Prova que lim f(z) =2.

z—1

8. Estuda, recorrendo aos limites laterais, o limite lim
z—3 | T — 3 |

17
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HuMOR MATEMATICO

Ovelha negra

Um grupo de cientistas ia num comboio em direcao a Edimburgo, capital da Escécia, para partici-
par num congresso cientifico. Mal entraram na Escocia vi-
ram uma ovelha negra no campo.

O astrénomo disse: “Olha, na Escocia as ovelhas sdo ne-
gras!” “Nao, nao, nao!” diz o fisico, “Algumas ovelhas
escocesas sao negras!” Mas o matemdtico ndo concorda:
“Nada disso. Na Escocia hd pelo menos um campo onde
ha uma ovelha com pelo menos um lado que parece ser
negro visto daqui.” O estatistico nao esta satisfeito: “Nao
podemos concluir nada, a amostra é demasiado pequena!”
O cientista da computacao estava um bocado assustado e
tinha uma opiniao diferente: “Oh nao! Um caso particular!”

Limites infinitos

Um professor estava a explicar limites infinitos na aula e explicou porque é que

lim =400
=8 g — 8§

Depois colocou um exercicio no quadro para os alunos resolverem. Um aluno deu a seguinte respos-
ta:

Um método simples para limites infinitos

Fis a resposta que um aluno deu a um exercicio do seu livro:
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Muitas vezes, quando se tenta aplicar algum dos teoremas vistos anteriormente, chega-se a uma
situagdo que nao nos permite avancar. Por exemplo, suponhamos que queremos determinar o limite

oot -2r+1
hm—
et pd 4 2 — 1

Como lim (x2 -2+ 1) =400 e lim (x3 + 22 — 1) = 40, nao podemos usar nenhum teorema para
T+ T—>+oo
determinar o limite que pretendemos. Neste caso dizemos que estamos em presenca de uma inde-

terminacao do tipo =,
oo

Que fazer entdo? Um processo muito expedito é colocar em evidéncia no numerador e no
denominador a maior poténcia de z, pois depois podemos fazer uma simplificagao algébrica.
No nosso caso a maior poténcia de x serd 2° e entdo vem

sf1_2 1 1 2 1
2 _ 2 3 T Ty
lim—ﬁc3 2m+1=lim R R U T =9=0
Z—>too +2r -1 ZT—>too T—>+oo 2 1 1
$ :E 21+ 3 — i 1+ T
Tzt Tt x
ExXERcicios
9. Mostra que os limites seguintes sdo indeterminagoes do tipo Z ¢ encontra um modo
de determinar esses limites. oo
3 5 4
-2z +1 +2z" -1
9.1 lim —— %% 9.4  lim-2 t2® —19
e+ 2% + 2 — 2012 e b 4 g® $ 20 -1
22" +2012z +1 3
9.2 lim z i 9.5 lim M
) T | e 4 3p—1
4 3
—9r—1 _
9.3 lim X %72 9.6  lim_—= %%l
oot % 4 O+ 1 s 22 4L 909

Quando estamos em presenca de limites quando x tende para zero podemos encontrar uma situagao
semelhante. Por exemplo, suponhamos que queremos determinar o limite

ot =2z
lim—
=0 23 4 O

9. Limites de Funcdes 19



Como lim(m2 - 21:) =0 e lim (x3 + 2:1;) =0, nao podemos usar nenhum teorema para determinar
z—0 z—0

o limite que pretendemos. Neste caso dizemos que estamos em presenca de uma indeterminacao
do tipo 0

Que fazer entdao? Um processo muito expedito é colocar em evidéncia no numerador e no
denominador a menor poténcia de z, pois depois podemos fazer uma simplificacido algébrica.
No nosso caso a menor poténcia de z serd = e entao vem
. Tt -2r m(m—Z) . ox=2 =2
lim ; = lim = 5 =—=-
=0 2% 4+ 9 -0 CE(.’E2 +2) =0 1% 4 9 2

ExERcicios

10. Mostra que os limites seguintes sdo indeterminacoes do tipo 0 e encontra um modo

de determinar esses limites. 0
3 2
_9 +2012
10.1 lim&Z—%% 10.3  lim 212222
=0 23 4 9 -0 gt —2p
4 5 4
— +2z° +2
10.2 Lim=—2% 10.4 lim T 12¥ T2
0 A 4+ O a0 27° + 2°

Outra situacao complicada tem a ver com a indeterminagao do tipo oo — . Por exemplo, como
2 3

lim =+ ¢ lim

z—>+w$_2 z—>+oo$+1

= +oo, N0 temos nenhum teorema que nos permita calcular

2
T 1173

lim
wotel g -2 x+1

Mas nestes casos mais simples basta efetuar os calculos algébricos para desfazer a indetermi-
nacao. Por exemplo,

lim[ z’ B T’ }zlim[ (z+1)x* B (z-2)z’ J

el g -2 z+1) o (z+1)(z-2) (z-2)(z+1)
2 (o o\.3 4 3., .2
:hm(x+1)m (z-2)z _ lim =% +3c" o
ot (p4+1)(x—2) ot (g4 1)(z—2)

Esta indeterminacao pode ainda surgir no contexto de um limite com raizes, como a de

lim (\/T - \/;)

T——o0

visto que neste caso lim V1 -1z =+ e lim Y2 - = 4o . Para simplificar a expressdao com raizes

r—>—oco T—>—0o
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quadradas vamos multiplicar e dividir pela mesma quantidade, a soma das duas raizes (dita “soma
conjugada” por mudar apenas o sinal de ligagao). Temos entao

N PO Sy (N PN S Vie) (o=
ﬂ(m‘@)‘i’f‘i( Vi x)}@_x ):312( Jl_)“(@_x)

_ lim (1-z)-(2- x)_hm

H_“’\/l m+\/2 T H‘“\/l x+\/2 T

Multiplicar e dividir por V1—2 + V2 — 2 permitiu-nos aplicar no numerador da fraccao obtida um

dos casos notaveis da multiplicacdo: (A- B)(A+ B)= A’ - B?. A conclusdo final depois era
facil se pensarmos na defini¢do de limite de fun¢do segundo Heine e nos teoremas de infinitamente
grandes.

Temos ainda outra situacao complicada: a indeterminacao do tipo 0 X . Podemos querer cal-
cular limites como

lim z2”

T——o0

Como lim z = —eo e lim 2" = 0 ndo podemos recorrer a nenhum teorema sobre limites. Aqui temos

T—>—oco T—>—oo

de recorrer ao limite notavel seguinte

x

lim — = 4+
Tt

que foi estudado no capitulo da funcao exponencial. Para usarmos este limite notavel temos ainda
de mudar a variavel no limite dado, fazendo x = —y. Como T — —oo 86 podera ser Yy — +o° e entao
vem

lim 22° = lim(-y)2™" = lim —£ =0

T——o0 Y—rtoo y—too QY

Os limites notaveis que nos poderao ser titeis no contexto das indeterminacoes sao os seguintes:

T
et =1 log z
lim =1 lim & =
z—0 T T——400 iCp
In(z+1 @
hmgzl lim & = 4oo
nd €T T—>+o0 :Up

onde a ¢ um numero real superior a 1 e p é um nimero real positivo.
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ExEeRrciclos
11. Calcula
11.1 lim[\/;—‘lxﬂ) 1.2  lLimY22-Vz+l
ZT—>+oo T—>too €T
12. Calcula
4z
121 lim& 1 124 lim 22(42) 12.7  lim log, @
z—0 T T—>+oo T z—1 $—1
In(—4 50
12.2  lim 195 lim 2(42) 12.8  lim &
I | T——eo T oo 12
123 limA2® 12.6  lim2—"
z—1 x_]_ z—0 x

Ja vimos, quando estudamos as func¢oes racionais, que uma funcao racional definida por

C

flx)="b+
dr+p

se aproxima tanto quanto se quiser da reta horizontal y = b quando z tende para +oo ou tende para
—00. Vimos que uma reta dessas se chama assintota horizontal do grafico da fungao f. A reta

vertical = = _P também ¢é uma assintota do grafico da funcao f porque, quando z tende para —p/d

(& esquerda ou a direita) o gréafico da func¢do se aproxima tanto quanto se quiser da reta vertical de

equacao x = ~?  Recordemos as definicoes.

Uma reta de equagao y = b, com b € R, diz-se uma assintota horizontal

do gréfico de uma fungdo fse e somente se lim f(z)=b ou lim f(z)=1b

T—>+oo T—r—oo

Uma reta de equacao z = k, com k € R, diz-se uma assintota vertical do

grafico de uma funcao fse e somente se lim
z—k+

f(a:)‘ =400 Ou iirﬁ‘f(a:)‘ = 400,

Podemos alargar o conceito de assintota para as fungoes racionais definidas por
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flr)=azx+b+
dr+p

porque o grafico de uma tal fungao se aproxima tanto quanto se quiser da reta y = az+b quando
x tende para 400 ou tende para —oco. Com efeito,

lim[f(ac)—(ax+b)}=lim c -0

T—>to0 T—>o0 dIL‘ + P

Tem entao sentido dizer que a reta é uma assintota do grafico da funcao f Com esta abordagem
podemos generalizar a ideia de assintotas para uma funcao qualquer.

Uma reta de equacdo y = ax+b é uma assintota do grafico da funcao

fse e s6 se tivermos lim (f(:v) —(az + b)) =0

T—>+oo

ou tivermos lim (f(a:) —(az + b)) =0

T——o0

A funcéo f, cujo grafico é representado na figura seguinte, exibe trés assintotas: y=x+2 , z=1 e
y=2.

—4 L

Observe-se que a assintota pode intersetar (um ntimero finito ou infinito de vezes) o grafico da fun-
¢ao. No grafico seguinte tal situacao é visivel.
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J& sabemos como determinar as assintotas horizontais e verticais. Como determinar todas as assin-
totas? O método ja conhecido para assintotas verticais é o melhor (identificar pontos do dominio da
funcao, ou fora do dominio, perto dos quais a funcdo possa tomar valores arbitrariamente

grandes em mddulo). E para as assintotas nao verticais? Vejamos. Por definigdo de assintota, a reta
y=az+b serd uma assintota (ndo vertical) do grafico da fun¢do fquando x — +eo se tivermos

lim | f(z) - (az + b)) =0

T—>Foo

Mas se este limite é zero, como lim — =0
T—too

f@)=(as+b) _

também serd, pelo teorema 1b), lim

T—+oo T
) x b . b
Entdo, efetuando cdlculos, lim M —a——{=0 ecomo lim — =0 de novo pelo teorema 1b) vem
Z—>too T T T—>too
x
lim M -a|=0
T—rtoo T

Esta é entdo a condigao para determinar o valor de a, que (ainda pelo teorema 1b) se adicionarmos

x
com a fungao constante igual a a) também pode ser escrita de forma equivalente como lim M =a
Tt

Retomemos a condigao de defini¢ao de assintota lim ( f(z)—(az + b)) =0.

oo

Reagrupemos os termos lim ((f(z) - az) — b) =0.

T—>+o0

Novamente pelo teorema 1b), adicionando com a fungdo constante igual a b, vem lim(f(z)—-ax) =0
T—>+oo

Podemos repetir este mesmo raciocinio quando x — —eo, podendo assim obter uma nova assintota.
Acabamos entdo de provar o seguinte teoremas:

Teorema 3 — O grafico de uma funcao fadmite a assintota nao vertical y =ax+b see
. Z .
somente se existirem dois ntimeros reais a e b tais que a = lim f(2) e b= lim(f(z)-az)

T—>+oo €T T—>+0o
ou entdo a = lim fz) e b=lim(f(z)-ax)

To—e
Claro que pode aparecer a = 0 e entao obtemos uma assintota horizontal y = b. Por isso nao vale a

pena ter um método em separado para assintotas horizontais a ndo ser que nos interessem apenas
estas.
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EXxERcicios

13.  Considera as fungdes racionais definidas por f(z)=

13.1 Determina o dominio de fe de g.

13.2  Calcula, se existir, lim f(z) e lim g(z).
=1

=1

13.3 O grafico da funcao ftem assintotas verticais? E o da funcao g7

14. Procura as assintotas obliquas dos graficos das fun¢oes racionais definidas por

3_
141 f(z)=2z+1- 143 h(z)=2T20tl
z-2 2z° +1
14.2  g(z)=z-2+ 3z
|

J& encontramos fungdes continuas em anos anteriores. Vamos agora definir de forma rigorosa o que
é uma func¢ao continua, usando a noc¢ao de limite de uma funcdo. De acordo com o dicionario, o que
é continuo é “aquilo que nao tem intervalos, interrupg¢oes ou lacunas.” Com a nogao de limite de
funcao podemos dar um sentido preciso a esta ideia.

Seja f uma fungao definida num intervalo aberto contendo o ponto a (ou
num intervalo fechado com extremidade no ponto a). Dizemos que a fun-
cao fé continua no ponto = = a se e somente se

lim f(z) = f(a)

T—a

Podemos ainda exprimir esta ideia de outro modo: Dizemos que a fungao fé continua no ponto
T = a se e somente se:

a) Existe L = lim f(z);

r—a

b) Tem-se que L = f(a).

Num ponto do dominio em que fnéo seja continua, diz-se que é descontinua nesse ponto (néo se
consideram nesta discussao os pontos que nao pertencem ao dominio).

Usando esta defini¢ao é facil concluir que as duas fungoes seguintes sdo continuas em todos os pon-
tos do seu dominio.
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—4L

E a mesma defini¢ao nos ajuda a concluir que as duas fungoes seguintes sdo descontinuas nos pontos
r =2 e =4, respetivamente, e continuas em todos os outros pontos do seu dominio.

Y Y
6 - 6 -
4+ / 4+
°
2+ 2+ L ——

L 9ol

gL gt

Neste segundo exemplo, se a fungio estivesse definida apenas no intervalo [4,400], dirfamos que a
funcao era continua em todos os pontos do seu dominio? De acordo com a definicdo de continuidade
que demos a resposta é sim, se realmente o dominio da fun¢ao for apenas o intervalo [4,+00[. Vamos
entao estabelecer uma caracterizacao para estas situacoes.

Continuidade lateral — Diremos que uma fungao fé continua a direita

num ponto z = a do seu dominio se e s6 se lim f(z) = f(a)
r—a+

Diremos que uma funcgao f é continua a esquerda num ponto =z = a

f(a)

do seu dominio se e somente se lim f(z)
T—>a—

Claro que se uma fungao é simultaneamente continua a direita e a esquerda num mesmo ponto
r = a entao é continua em x = a.

Depois de definir a continuidade de uma fun¢do num ponto vamos ver como se define continuidade
num intervalo. Claro que teremos de distinguir os intervalos fechados dos intervalos abertos.
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Continuidade num intervalo — Diremos que uma funcao f ¢ continua no intervalo aberto

]a,b| se ffor continua em todos os pontos desse intervalo. Diremos que fé continua no interva-

lo [a,b] se ffor continua em todos os pontos do intervalo aberto Ja,b| e for continua & direita no

ponto z = a. Diremos que fé continua no intervalo ]a,b] se f for continua em todos os pontos

do intervalo aberto |a,b[ e for continua & esquerda no ponto x = b. Diremos que f é continua

no intervalo fechado [a,b] se f for continua em todos os pontos do intervalo aberto |a,b], for
continua & direita no ponto z = a e for continua a esquerda no ponto x = b.

Como consideramos apenas fung¢oes definidas em intervalos ou unides de intervalos abertos ou fe-
chados, tem sentido dar agora uma defini¢ao de continuidade de funcao.

Funcao continua — Uma fungao diz-se continua se for continua em todos
os intervalos que constituem o seu dominio.

E costume também designar esta propriedade como: “Uma fun¢io diz-se continua se for con-
tinua em todos os pontos do seu dominio”. Mas entao é preciso ter cuidado em traduzir essa
ideia, verificando se os pontos do dominio sdo extremidades de intervalos ou nao, caso em que tere-
mos de usar a continuidade a direita ou a continuidade a esquerda.

Para facilitar o estudo da continuidade das fungoes é conveniente ter alguma lista de func¢oes que ja
sabemos serem continuas. Anteriormente ja vimos:

a) Fungoes polinomiais

b) Funcao médulo

c) Fungdes racionais em intervalos que nao incluam os zeros do denominador

d) Fungdo exponencial

e) Fungao logaritmica

Além deste conhecimento convém conhecer propriedades que permitam obter outras fungoes conti-

nuas. Como a nocao de continuidade depende da noc¢ao de limite podemos utilizar as propriedades
dos limites de funcoes do Teorema 1 para obter as propriedades para as fungdes continuas.

Teorema 4 — Operacoes com fungoes continuas — Sejam fe g fungoes continuas num
mesmo intervalo. Entao, sdo continuas nesse mesmo intervalo as seguintes fungoes:

a) af +bg, sendo a e b nimeros reais

b) fg

c) b , exceto nos pontos onde a fungao g se anula
)

d) f*, sendo n um ntimero inteiro positivo
e) {/f, sendo n um nmero inteiro positivo impar

f) «"/ f , se ffor positiva ou nula, sendo n um ntmero inteiro positivo par
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TAREFA RESOLVIDA 4

Estuda a continuidade da funcdo f definida por

3r—4 se <2

_ 2 sex =2
f(x)_ $2_4

— sex>2
z*—3x+2

REesoLucAo

Temos de considerar separadamente os seguintes casos:
a) |-00,2]
b) [2,+00[

Para isso precisamos de analisar separadamente o que se passa nos intervalos |-00,2[ e |2,4+00[ e
no ponto z = 2. No intervalo |-00,2[ podemos utilizar o Teorema 4 para concluir que a fungao fé
continua porque é uma fun¢ao polinomial nesse intervalo. Para vermos o que acontece no intervalo
]2,+00[ precisamos de ver quais sdo os pontos que anulam o denominador da fracgdo racional. Como

' -3r+2= (z-2)(z-1) concluimos que os zeros do denominador estéo fora do intervalo 12,400
pelo que a fun¢ao ftambém é continua no intervalo ]2,+o0[. Falta agora ver o que se passa no ponto
2, a direita e a esquerda. Temos

lim f(z) = lim(3z - 4) =2

z—2- 52—
2
lim f(z) = lim& = hmw — lim$+2 -4
T2+ T2+ I2 -3z +2 T2+ (I—2)(I—1) =2+ p ]

Assim, fserd continua & esquerda no ponto z = 2 mas nao sera continua & direita nesse mesmo pon-
to. Em conclusao, de acordo com a defini¢do de continuidade num intervalo, f¢é continua em |-00,2]
e em |2,4+00[, mas nao é continua em [2,+o0].

A NAO ESQUECER
Para estudar a continuidade de uma funcido dada por varios ramos tera sempre

que se estudar o que se passa a esquerda e a direita dos pontos onde varia a ex-
pressao que define a funcao.
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EXERciclos

15. Prova que é continua no ponto z =0 funcao real de variavel real definida por

z* + 3z
fle)=1 4

3 se =0

se z#0

16. Verifica que é descontinua no ponto =0 a fungao real de varidvel real assim definida

Izl
9(z)=1 4
-1 se =0

se z#0

17. Considera a funcao real de variavel real definida por

2 +2 se >0

h(z) =142 se =0

7—§33 se <0

17.1  Verifica que h é descontinua no ponto 0.

17.2  Que poderas dizer sobre a continuidade lateral da fungao h?

As fungbes continuas tém propriedades muito interessantes e profundas. Uma delas vai-nos permitir
garantir que uma funcdo tem zeros mesmo quando nao os conseguimos determinar explicitamente.

Suponhamos por exemplo que fizemos duas observagoes do percurso de um automével e que o vimos

antes de ele chegar a determinada rotunda e que pouco depois o vimos apods a rotunda.

Como o movimento de um automédvel é continuo e nao se faz aos saltos, podemos concluir que entre
os dois instantes o automovel esteve na rotunda. O Teorema seguinte estabelece este principio de

forma rigorosa.

Teorema 5 — Bolzano-Cauchy (ou dos valores intermédios) — Seja f

uma fungéo continua num intervalo fechado [a,b] e seja k um valor intermé-

dio entre f(a) e f(b). Entao existe (pelo menos) um ponto ¢ do intervalo ]a,b]
onde se tem que f(c)=k

9. Limites de Funcdes



Dito de outro modo: Uma fungdo continua assume todos os valores intermédios entre dois pontos
dados. Esta é uma propriedade muito forte das func¢bes continuas e pode ainda ser tornada mais
préatica com os seguintes Corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy.

Teorema 6 — Corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy

I. Seja fuma fungdo continua num intervalo fechado [a,b] e suponhamos que f(a) e f(b)
tém sinais contrarios. Entao a fungdo ftem (pelo menos) um zero no intervalo |a,b].

II. Seja fuma funcao continua num intervalo fechado [a,b] e suponhamos que f(a)x f(b) <0
Entdo a funcdo ftem (pelo menos) um zero no intervalo |a,b|.

TAREFA RESOLVIDA 5

Suponhamos que a temperatura T, expressa em graus Celsius, em determinado Parque Natural, é
dada por meio da expressao

T(z)=-7Tz2"" +3z+1

em funcao das horas expressas pela variavel z.

Usando a fung¢ao definida pela expressao dada e considerando
o dominio [0,18] responde as seguintes questoes:

c) Calcula T(0) e T(18) e tenta aplicar um corolario do teore-
ma de Bolzano-Cauchy para concluir que a fungado 7' se anula no intervalo [0,18]. Explica a tua
conclusao.

d) Calcula T(8). J& podes aplicar um coroléario do teorema de Bolzano-Cauchy para concluir que a
funcao T se anula no intervalo [0,18]7 Explica a tua conclusao.

e) Calcula T(16). Prova que a temperatura atingiu os 10 graus Celsius durante algum momento do
dia.

ResoLucAo

A fungao definida por T(z) é uma func¢do continua em toda a reta real por ser o produto de duas
fungoes continuas (uma fungao polinomial e uma fungao exponencial) a que se adiciona outra fungao
continua (um polindémio).

a) E facil ver que T(0) = 1. Usando uma calculadora obtemos aproximadamente, com 2 casas deci-
mais, 7(18) = 18,82. Assim, como estes valores da fungao 7 sdo ambos positivos, ndo podemos
aplicar nenhum Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy. A func¢ao T pode anular-se ou nao,
mas sabendo apenas estes dois valores nada podemos concluir.

b) Usando uma calculadora obtemos aproximadamente, com 2 casas decimais, 7(8) = ~7,16. Como
T(8) = 7,16 < 0 e T(18) = 18,82 > 0 concluimos, pelos corolarios do Teorema de Bolzano-

30



-Cauchy, que existe um ponto do intervalo |8,18[ onde a fungao 7T se anula. Curiosamente, como
T(0) =1>0e T(8) = 7,16 < 0 também podemos concluir que a funcao 7 se anula no intervalo
10,8[. Sé nos era pedido para encontrar um zero da funcao T, pelo que ambas as resolugoes sao
aceitaveis.

¢) Usando uma calculadora obtemos aproximadamente, com 2 casas decimais, 7(16) = 12,05. Como
T(8) = -7,16 < 10 < T(16) = 18,82 concluimos, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que em de-
terminado momento entre as 8h e as 16h a temperatura foi de 10 graus Celsius.

O teorema de Bolzano-Cauchy permite obter métodos numéricos muito expeditos para resolver
equagoes que de outro modo nao se conseguem resolver. Por exemplo, ndo hd métodos simples para
resolver equagbes como

z+1=In(z"+6) ou z°-4z+2=0

Existem dois métodos que permitem obter solugoes aproximadas de qualquer tipo de equacoes que

se reduzam & forma f(z)= 0. Como proceder?

1.2 método — Método da bisseccao

Seja dada uma equacao da forma f(z)= 0 num intervalo [a,b] tal que f(a)X f(b) <0 e tal que f
¢ uma funcao continua. Partimos do intervalo dado e dividimos o intervalo ao meio (bissectamos).
Calculamos o valor da fungao fnas extremidades do intervalo e no ponto médio; em seguida compa-
ramos o sinal dos 3 valores obtidos e aplicamos os corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy a um
dos dois intervalos obtidos. Repetimos o método com este novo intervalo até atingirmos a precisao
pretendida.

Vejamos como aplicar este método na primeira equagdo £+ 1= ln(m2 +6). Primeiro colocamo-la na

forma f(z)=0. Temos que a equacdo dada é equivalente a z+1— In(z* +6)=0

Agora procuremos um intervalo [a,b] onde f(a)x f(b) < 0. Para tal tracemos um grafico da funcao

f

4L
Do gréfico rapidamente concluimos que o intervalo [0,2] é adequado. Efetuando os calculos obtemos:

fl0) = -0,792... e f(2) = 0,697... . Agora calculemos o valor de fno ponto médio deste intervalo.
Temos f(1) = 0,054... . Entao, pelos coroldrios do Teorema de Bolzano-Cauchy podemos concluir
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que a func¢do f tem um zero no intervalo [0,1]. Dividamos agora este intervalo ao meio. Temos
f0,5) = —0,333... . Entéo, pelos corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy podemos concluir que
a fungao ftem um zero no intervalo [0,5 ; 1]. Dividamos novamente este intervalo ao meio. Temos
f0,75) = -0,131... . Entao podemos concluir que a fungdo ftem um zero no intervalo [0,75 ; 1].
Dividindo o intervalo ao meio: f{0,875) = —0,037... . A fung¢do tem um zero no intervalo [0,875 ; 1].
Fagamos uma tabela para prosseguir:

Poderemos continuar do mesmo modo como quisermos, mas neste momento ja podemos dizer que
o zero pretendido é aproximadamente 0,925.

2.2 método — Método da 10-seccao

Este método é idéntico ao anterior mas em vez de calcularmos o valor da funcao no ponto médio do
intervalo, dividimos o intervalo original em 10 subintervalos e determinamos o valor da func¢ao em
cada um dos pontos divisérios.

Vejamos o que acontece para a segunda equacdo z° — 4z +2 = 0. Tracando o grafico da nova funcio
f, obtemos

Observamos que no intervalo [0,1] existe um zero. Dividindo em 10 subintervalos e calculando o
valor de fem cada ponto obtido, resulta a seguinte tabela:

Pelos coroldrios do Teorema de Bolzano-Cauchy podemos concluir que a fung¢ao ftem um zero no
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intervalo [0,5 ; 0,6]. Agora dividimos este intervalo em 10 subintervalos.

‘ponto: 0,5 : 051 : 0,52 i 0,53 | 0,54 :055: 0,56 : 057 : 0,58 : 0,59 : 0,6

i valor 0,031 -0,005 -0,042 5_07078

Pelos corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy podemos concluir que a func¢ao ftem um zero no
intervalo [0,5 ; 0,51]. Neste momento ja podemos dizer que a funcao ftem um zero aproximadamen-
te igual a 0,5.

EXxERciclios

. . , ~ 2 1 . .
18. Determina, aproximadamente, uma raiz da equagdo z° —5=2"", uma inteira e uma

nao inteira com aproximacao as centésimas.

19. Determina, aproximado as centésimas, um zero da funcdo definida por
f(z) =z —log(z+2)

9. Limites de Funcdes 33



Platonismo, formalismo e construtivismo

Se se fizer matematica todos os dias, ela parecerd a coisa mais natural do mundo. Se se parar para
pensar sobre o que esta a fazer-se e qual o seu significado,

ela parecerda uma das coisas mais misteriosas. Como é que

conseguimos falar de coisas que nunca ninguém viu e perce-

bé-las melhor do que os objetos reais do dia a dia? Por que

razao a geometria euclidiana ainda é correta, quando a fisica

aristotélica ja morreu ha muito? O que sabemos em mate-

mética e como o sabemos?

Em discussoes sobre fundamentos da matematica sao apre-
sentados trés pontos de vista: platonismo, formalismo e
construtivismo.

De acordo com o platonismo, os objetos matematicos sao

reais. A sua existéncia é um fato objetivo, independente do nosso conhecimento sobre esses obje-
tos. Conjuntos infinitos, superficies de dimensao infinita, curvas que preenchem o espaco - todos
os membros do jardim zooldégico matematico sao objetos definidos, com propriedades definidas,
algumas conhecidas, muitas desconhecidas. Estes objetos nao sao fisicos ou materiais, existem fora
do espaco e do tempo. Sao imutaveis - nao foram criados e ndo se alterarao ou desaparecerao. Qual-
quer pergunta com significado acerca de um objecto matematico tem uma resposta definida, quer
consigamos determina-la, quer nao. De acordo com o platonismo, um matematico é um cientista
empirico, como um gedlogo: nao pode inventar nada, porque ja existe tudo. Ele s6 pode descobrir.

De acordo com o formalismo, ndo ha nenhum objecto matematico. A matematica consiste apenas
em axiomas, defini¢bes e teoremas - por outras palavras, em férmulas. Numa visdo extrema: existem
regras através das quais se obtém férmulas a partir de outras, mas as formulas nao sdo acerca de
nada, apenas cadeias de simbolos. E claro que o formalista também sabe que as férmulas matemés-
ticas sdo por vezes aplicadas a problemas fisicos. Quando se da uma interpretacao fisica a uma fér-
mula, esta adquire um significado e pode ser verdadeira ou falsa. Mas enquanto formula matematica
pura, nao tem qualquer significado nem qualquer valor de veracidade.

Para o formalista, pelo contrario, a interpretacao platonista nao tem sentido, porque nao existe ne-
nhum sistema de niimeros reais, excepto como o criamos, utilizando axiomas para o descrevermos.
E evidente que podemos mudar este sistema de axiomas, se o desejarmos. Tal mudanca pode ser
por conveniéncia, utilidade ou outro critério; nao pode ser uma questao de melhor correspondéncia
com a realidade, pois nao existe realidade.

Formalistas e platonistas estdo em lados opostos na questao da existéncia e da realidade, mas nao
divergem sobre os principios de raciocinio que devem ser permissiveis na pratica matematica. Opos-
tos a ambos estao os construtivistas. Os construtivistas consideram matematica genuina apenas o
que pode ser obtido por uma construcao finita. O conjunto dos ntimeros reais, ou qualquer outro
conjunto infinito, ndo pode ser obtido daquela maneira.

Adaptado de “A experiéncia matematica” de Philip J. Davis e Reuben Hersh, Gradiva, 1995.
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O essencial passado em revista

Diremos que lim f(z) = L, ou que o limite de f{z) quando z tende para a é L, se e somente se

Tr—a

para qualquer sucessao (un) de termos no dominio de f, diferentes de a, tal que limu =a,

n—teo T

se tenha que a sucessao (f(u )) tende para L: lim f(un) =L

n—>+oo

Teorema da unicidade do limite

Se uma funcao tem limite num ponto entao esse limite é tinico.
Teorema 1

O limite de uma fungao constante é a prépria constante, isto é, se L for um ntimero real

limL =1L

T—a

Sendo lim f(z) =L e limg(z) = M, com L e M nimeros reais, temos que

r—oa

Um(f(z)+g(z))=L+M lim(f(z)x g(z))=LxM

T—a T—a

Sendo lim f(z) = L, com L ntmero real, e sendo k outro niimero real, temos que

r—a

lim(kf(z)) = kL

T—a

Sendo lim f(z) =L e limg(z) = M, com L e M nimeros reais e M #0, e com ¢(z) # 0 num

T—a T—a

intervalo aberto contendo a, temos que

hm[L}:i hm[m]:g
el g(z)) M ol g(z)) M

Sendo lim f(z) = L e p um nimero natural, temos que lim(f(z))" = L”

Tr—a T—a

Sendo lim f(z) = L e sendo p um nimero natural {mpar, temos que lim \p/f (z) = 1\7/2
r—a

r—a
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Sendo lim f(z) =L com f(z) >0 num intervalo aberto contendo a e sendo p um nimero

T—a p
natural par, temos que lim4/f(z) = \/E
r—a
Teorema 1* - versao para limites infinitos

O limite de uma funcdo constante é a prépria constante, isto é, se L for um nimero real
limL=1L

T—>too

Sendo lim f(z) = +eo e lim g(z) = +oo , temos que

T—a T—a

lin( (z) + g(z)) = +o= lin( () X g(z)) = +o=

Sendo lim f(z) = —e, e sendo k um nimero real negativo, temos que lim(kf(z)) = +oo
T—a r—a

Sendo lim f(z) =L e limg(z) =40, com L ndimero real, e com g(z) # 0 num intervalo

r—a

aberto contendo a, temos que

lim[L] =0 lim[@J =0
e | g() e | g(z)

Sendo lim f(z) = +eo e p um ndmero natural, temos que lim(f(x))" = 4

T—a

Sendo lim f(z) = —eo e sendo p um nimero natural impar, temos que lim4{/f(z) = —o

r—a Tr—a

Sendo lim f(z) = +ee com f(z) > 0 num intervalo aberto contendo a e sendo p um nimero

T—a

natural par, temos que lim</f(z) = 4eo

T—a

Limite Lateral Direito

Diz-se que lim f(z) = L se e somente se para qualquer sucessao (un) tal que lim u =a e tal

T—a+ n—r+oo

que os termos da sucessdo (u ) sejam superiores a a se tenha que lim f(u )=1L
" n—>+oo n

Limite Lateral Esquerdo

Diz-se que lim f(z) = L se e somente se para qualquer sucessao (un) tal que lim u =a e tal

T—a— n—>+oo



que os termos da sucessdo (u ) sejam inferiores a a se tenha que lim f(un) =L
n

n—>+co

Teorema 2

Temos que o limite de uma funcao f quando a varidavel independente tende para a é L, se e
somente os limites laterais esquerdo e direito de fno ponto a s@o ambos iguais a L.

Indeterminacoes

o0
indeterminacao do tipo —: Num quociente de polinémios deve-se colocar em evidéncia no
oo

numerador e no denominador a maior poténcia de z.

0
indeterminagao do tipo —: Num quociente de polinémios deve-se colocar em evidéncia no

numerador e no denominador a menor poténcia de z.

indeterminacao do tipo o — < : Numa diferenca de polinémios basta efetuar os calculos al-
gébricos. Numa diferenca de raizes basta multiplicar e dividir pela mesma quantidade, a soma
das duas raizes (dita “soma conjugada”).

indeterminacao do tipo 0 X e : recorrer a um limite notavel.
Limites Notaveis

-1 1 1 1 &
lime =1 hmwzl lim Ogax =0 hma—z—l—oo

z—0 T z—0 T T—400 .’L’p T—>+oo xp

onde @ é um nimero real superior a 1 e p é um niimero real positivo.

Assintotas

Uma reta de equagdo y = b, com b € R, diz-se uma assintota horizontal do grafico de uma

funcao fse e somente se lim f(z)=5b ou lim f(z)=5.

T—>+oo T—y—o0

Uma reta de equacao = = k, com k € R, diz-se uma assintota vertical do grafico de uma

funcao fse e somente se lim
z—k+

f(x)’ = +oo ou lim

z—k—

f@) = o

Uma reta de equacao y =axz+b é uma assintota do grafico da funcgao f se e somente se

tivermos lim (f(a:) —(az + b)) =0 ou tivermos lim (f(x) —(az + b)) =0.
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Teorema 3

O grafico de uma funcao fadmite a assintota nao vertical se e somente se existirem dois nu-

f(z)

meros reais a e b tais que a = lim =% e b = lim(f(z) - ax)
Tt p T—>too
ou entao a = lim S e b= lim(f(z)-ax)
T T——o0

Funcao continua num ponto

Seja fuma fungao definida num intervalo aberto contendo o ponto a (ou num intervalo fecha-
do com extremidade no ponto a). Dizemos que a fungao f é continua no ponto z = ase e

somente se lim f(z) = f(a) .

r—a

Continuidade lateral

Diremos que uma funcgao f é continua a direita num ponto z = a do seu dominio se e
somente se lim f(z) = f(a).

r—a+
Diremos que uma fungao f é continua a esquerda num ponto x = a do seu dominio se

e somente se lim f(z) = f(a)-

Continuidade num intervalo

Diremos que uma funcao fé continua no intervalo aberto |a,b| se f for continua em todos
os pontos desse intervalo. Diremos que f¢é continua no intervalo fechado [a,b] se ffor con-
tinua em todos os pontos do intervalo aberto ]a,b|, for continua a direita no ponto z = a e for
continua a esquerda no ponto z = b.

Funcdo continua (no seu dominio)

Uma funcdo diz-se continua se for continua em todos os intervalos que constituem o seu do-
minio.

Lista de algumas funcodes continuas

a) Fungoes polinomiais

b) Fungao médulo

c) Fungdes racionais em intervalos que nao incluam os zeros do denominador
d) Funcao exponencial

e) Fungao logaritmica



Teorema 4 — Operacdoes com funcoes continuas

Sejam fe g fungbes continuas num mesmo intervalo. Entao, sdo continuas nesse mesmo inter-
valo as seguintes fungoes:

a) af +bg, sendo a e b nimeros reais

b) fg

c) ! , exceto nos pontos onde a fungao g se anula
)

d) f", sendo n um nimero inteiro positivo
e) {/f , sendo n um ndimero inteiro positivo impar

f) \"/ f , se ffor positiva ou nula, sendo n um nimero inteiro positivo par

Teorema 5 — Bolzano-Cauchy (ou dos valores intermédios)

Seja fuma fungao continua num intervalo fechado [a,b] e seja k um valor intermédio entre f{a)
e f(b). Entao existe (pelo menos) um ponto ¢ do intervalo ]a,b onde se tem que

fle)=k

Teorema 6 — Corolarios do Teorema de Bolzano-Cauchy

I. Seja fuma fungdo continua num intervalo fechado [a,b] e suponhamos que f(a) e f(b) tém
sinais contrarios. Entao a func¢ao ftem (pelo menos) um zero no intervalo ]a,b|.

II. Seja fuma fungdo continua num intervalo fechado [a,b] e suponhamos que f(a)X f(b) <0
. Entao a funcao ftem (pelo menos) um zero no intervalo |a,b[.
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Exercicios globais

Pratica 1
1. Considera as sucessoes de termo geral
-1)" 2
U =—3+—( ) ev =-3——
n n n n2
1.1 Determina os cinco primeiros termos de cada uma das sucessoes.
1.2 Calcula limu e limw
. (-1)" . e
2. Verifica que ©v =-3+ tende para —3 por valores alternadamente superiores e inferio-
res a —3. n

z+2 se z<1
3. Considera a funcao h, definida por, h(z) =19

— se 21
x
Sejam (an) e (bn) duas sucessoes tais que:
a :1+i e bn = n-2
n n
3.1 Mostra que:
311 ha )= 2" 512 h(b)=3-2
" n+3 " n
3.2 Determina
3.2.1 limh(a ) 3.2.2 limh(b )
4. Considera as fungoes fe g, tais que:
flx)=-3z e g(z)=3z-2
Calcula:
41 lim f(z) 4.3 lim[f(z)]
4.2 lim g(z) 4.4 gri[g(x)]?’
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4.5 lim[f(z)]*

T—>+00

5. Considera duas funcoes tais que lim f (SC) =-3 e lim g(x) = —oo,
Calcula:
5.1 lim(f + g)(z) 5.4 lim(g(z))’

5.2 }irgo(fxg)(w) 5.5 lim[iJ(w)

) g
5.3 lim (—](x)
T—>too g

6. Calcula:
6.1 lim (72" - 52° + 27) 6.3 lim (3z° - 62° + 5)
T—>4oo T——o0
6.2 lim(-7z — 42" + 2) 6.4 lim (-2z° + 53° — 3z°)
e T—>+oo
. - z’ -8
7. Considera a fun¢ao f(z) = )
z’ -4
7.1 Determina o dominio de f.
7.2 Averigua a existéncia de assintotas horizontais ou verticais ao grafico de f.
8.  Prova que a reta de equacdo y=3x—2 ¢é assintota do grafico da funcao f definida por
1
f(z)=3z-2+ :
-5
9. A funcao real de variavel real g estd definida por:
1,
—z°=3 se x<-1lvz>1
3
z’ se —1<z<1
9.1 Prova que ¢ é descontinua para = =-1 e para v =1.

9.2 Estuda a continuidade de g.

1
10. Prova que a funcao polinomial g definida por g(z)= —z° — 8z +4 tem um zero no intervalo
1,2
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Pensa e Resolve 1 1

11. Seja g a fungéo representada graficamente na figura

Calcula lim g(u ), sabendo que
111 w =-2-2% 11.3 o =9°*7
" n " 2n
2
_ 1
112 u =227 114 u =3-=
n n2 n n

12. Prova, recorrendo a definicdo de limite segundo Heine, que lim
Tteo o 2

=0.

T—>+o0

13. Recorrendo a definicdo de Heine, prova que lim {3 + 2 ] =3.
5xr —4

14. Considera a funcao

t:R\{3}—>R
z+4
T =
3—x

14.1 Calcula

14.1.1 lim t(m)

z—3%

42 9. Limites de Funcdes



15.

16.

17.

18.

19.

14.1.2 lim t(z)

3"

14.2  Existe limt¢(z) ? Porqué?

3

Calcula, se existirem, os seguintes limites:

2
151 lim22=0 15.3  lim 2% +32-9
3 3_ 1 a8 3% + 21— 3
2 3
-1
152 lLmEHY 15.4  limZ
t—-1 t2_]_ z—1 .'B—]_
Calcula:
16.1 1im£ 16.2 hm\/?’:’”_Q_\/53”_6
z—0" T T2 x_2

16.3  lim(Wz’+1-1z)

T—>+too

Calcula:
4
17.1  lim (x+2-¥ 17.3  lim|(7-=x) ST
72" '+ -2 7o 2z + 37°

17.2  lim|(5+z) 2
Tbeo z’ - 32°

Investiga a existéncia de assintotas ndo verticais ao grafico da funcao f(z)=2z+3".
Estuda a continuidade das funcoes reais de varidvel real definidas por:
3z - 32> -8z +6

191 f(@)=1{" 2 _97+1
0 se r=1

se z#1

Nz -4 se z<-2
19.2  g(z)=40 se T =-2

3 se x>-2
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~ 2
20. Recorrendo ao Teorema de Bolzano—Cauchy prova que a equacido e” = x” tem, pelo menos,
uma soluc¢ao no intervalo |—2,2[. Determina um valor aproximado as centésimas da solucao
da equacao.

Reflete 1+ 1 1

21. Seja h uma fungao definida em R

Sabe-se que limh[lj =3,neN.
n

Poderemos concluir que lim g(z) = 37 Porqué?

z—0

22. Considera a fungao h tal que h: R\ {1} - R

e sejam u :1—l e v :1+l com n € N.

n n

22.1  Calcula limh(u ) e limh(v ).

22.2  Existe limh(z)? Porqué?

z—1

22.3 Esbocga o gréfico de h e confirma os resultados obtidos na alinea 1.

23. Encontra exemplos de fungoes fe ¢ tais que:

23.1 lim@=3 23.3 hmM:er
e g(z) 1))

23.2 lim@= 0 23.4 limm=—
T—>+oo g({E) T—>+oo g(x)

24. Considera a funcao real de varidvel real definida por h(z) =Inz +e”

24.1  Determina o dominio de h e calcula limh(z) e lim h(x).
z—0" T—>oo

24.2 O que concluis acerca da existéncia de assintotas do gréafico de h?

25. D4 exemplo de uma funcio racional continua em R.

44



Como reconhecer as indeterminacoes

Os teoremas operatérios sobre limites sao muitos e os casos de combinagoes possiveis ainda mais.

Em lim(f(z)+ g(z)) = L+ M podemos ter a nimero real, ou +00 ou —0co, podemos ter L e M ambos

reais, diferentes de zero ou iguais a zero, ou um deles +00 ou —oco ou ambos iguais +o00, ambos iguais
-oo ou um deles igual a +00 e o outro igual a —oo.

Podemos tomar algumas orientagoes para nos ajudar:
a) Um limite que seja +00 ou —0o tem “mais forga” que os outros limites, ou seja, quando estamos
a somar, multiplicar ou dividir e ha um dos limites que é 400 ou -0o esse limite domina e in-

fluencia de forma decisiva o resultado. Por exemplo, se lim f(z) = —eo e se limg(z) =L, com L
. ~ r—a
real negativo, entao teremos o

lim(f(z) + g(z)) =~ lLm(f(z)-g(z)) =~  lm(f(z)x g(z)) = +o

b) Se aparecem limites infinitos em denominadores, entdo devemos aplicar os teoremas sobre in-
finitamente grandes (os limites de fungoes reduzem-se a limites de sucessoes de acordo com a
definigdo de Heine).

c¢) Se temos mais de um limite infinito podemos ter problemas pois teremos dois termos com “igual
forga”. Nessa situacdo podem aparecer indeterminagdes, como quando lim f(z)= - e

r—a

lim g(x) = 4eo | e queremos determinar
T—oa

lim(f(2)+ g(z)) ou lim 2%
T—a z—a g(l’)

d) Note-se que se lim f(z) = — e limg(z) =+ e queremos determinar lim(f(z)X g(z)) entao

r—a r—a r—a

nao temos indeterminagao, pois o limite serd —oo pois os limites “puxam ambos para o mesmo
lado”. Basta lembrarmo-nos dos teoremas de limites de sucessoes com infinitamente grandes.

e) Convém verificar se algum limite notavel nos pode ajudar.

Nos casos em que surgem indeterminagoes teremos de transformar o limite a calcular para que deixe
de ser uma indeterminagao. Ha intimeras técnicas para isso... sendo que a famosa regra de Ruffini é
muito util quando temos um quociente de polinémios.

45



Itens de exame

Escolha multipla

1.

46

Qual ¢é o limite da sucessao de termo geral v =1+e™ ?
n

(A) = (B) ee (C)0 (D) 1
. ~ _ 2¢-5 . , .
Considera a func¢ao ¢ definida por g(z) = . Indica qual é o valor de lim g(x)
rz—1 1"
(A)0 (B) 2 (C) —eo (D) 4o
lim(2z°™") ¢
(A) — (B) 0 (C) 2 (D) 4o
log =z
Indica o valor de lim —2
—0" ¥ — 1
(A)0 (B) 1 (C) —eo (D) 4

Na figura estd representada parte do grafico de uma funcao f, de dominio R .

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(A) lim f(z) = f(4) e lim f(z) = f(4) R I
(B) lim f(z) = 3 ¢ Lm f(z) = f(4)
(C) lim f(z) # f(4) e limf(z)=f(4)
(D) lim f(z) = f(4) e lim f(z) # f(4)

4"

Na figura estd representada parte dos graficos de duas funcoes fe g, continuas em R.



9(z)

O gréfico de finterseta o eixo Ox no ponto de abcissa 3. Indica o valor de lim ——+=

= f(2)

(4) 0 (B) 1
(C) +eo (D) +o

Sejam fe g duas fungoes de dominio R .

Sabe-se que:

- O grafico de g é uma reta, que designamos por s 4 / ‘\

- lim(f(z) - g(z)) =0
T—>+oo
Qual das afirmacoes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) A reta s é tangente ao grafico de f
(B) A reta s é secante ao grafico de f
(C) A reta s nao interseta o grafico de f

(A) A reta s é uma assintota do gréafico de f

O grafico da funcao f, de dominio R , definida por f(z)=0.1+ 0.2€%** tem uma assintota.
Qual das condigoes seguintes é uma equagcao dessa assintota?

(A) y=0 (B) y=0.1 (C) y=0.2 (D) y=0.3

Considera a fun¢ao ¢, de dominio R , definida por

-1
c se £<0
2
g(z) =12 se =0
2z+1
L se >0
x

Relativamente a continuidade da funcao g, no ponto 0, qual das afirmacoes seguintes é ver-
dadeira?

(A) E continua.
(B) E continua & esquerda e descontinua & direita.
(C) E continua & direita e descontinua & esquerda.

(D) E descontinua a esquerda e a direita.
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10.

11.

12.

13.
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Na figura estd representada parte do grafico de uma funcao h, de dominio R.

Seja (u ) a sucessio de termo geral u = h(él - w]
n

Qual é o valor de lim (un) ?

(A) oo (B) 1 (C) 2 (D) 3

De uma funcao h, de dominio R, sabe-se que:

- h é uma funcao par;

- lim(h(z)-2z)=0.

T—too

Qual é o valor de lim h(z)?

(A) oo (B) -2 (©)0 (D) —e

Seja g a funcdo de dominio [0,+ o[ , definida por

o(z) = 31—\/; se O0<x<2
z—-5+log (z-1) se z22

Em qual dos intervalos seguintes o Teorema de Bolzano permite garantir a existéncia de pelo
menos um zero da funcao ¢?

(A) 10, (B) 11,3 (©) 13,5 (D) 5,9
Seja fuma fungdo de dominio R, contradominio ]1,4[, continua e estritamente crescente.

Qual das afirmacoes seguintes é verdadeira, relativamente a equagao f(z)=2 7
(A) Nao tem solugao (B) Tem exatamente uma solugao

(C) Tem exatamente duas solugoes (D) Tem mais de duas solugoes



Resposta aberta

14.

15.

16.

Seja fa funcao de dominio R , definida por

— se £ <0
3-N9-z
f(x)=16 se =0
In(z+1)+ 5z s 750
x

14.1  Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estuda a funcao f quanto a conti-
nuidade.

14.2 A equacao f(z)= z® tem exatamente duas solucdes. Utilizando a tua calculadora,
determina-as graficamente. Apresenta os valores arredondados as décimas. Explica
como procedeste, apresentando o grafico, ou graficos, obtido(s) na calculadora.

Considera a fungao f, de dominio ]0,+ oo[, definida por f(z)= 1- ln:p'

15.1  Mostra que f(l] =In(4e%).
2

15.2  Estuda a funcdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico, paralelas aos eixos
coordenados.

Considera num referencial o. n. xOy:

- a curva C, que representa graficamente a funcdo f de dominio [0,1], definida por
f(z)=¢"+3z
- a reta r, de equacdo y =95

16.1  Sem recorrer a calculadora, justifica que a reta r interseta a curva C' em pelo menos
um ponto.

16.2 Recorrendo as capacidades graficas da tua calculadora, visualiza a curva C'e a

reta 7 na janela [0,1]x[0,7] (janela em que z €[0,1] e y €[0,7]).

Reproduz na tua folha de teste, o referencial, a curva C'e a reta r, visualizados na calcula-
dora.

Assinala ainda os pontos O, P e (), em que:

- 0 é a origem do referencial;

49



17.

18.

19.
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- P é o ponto de coordenadas (0,e) ;

- @ é o ponto de interse¢ao da curva C com a reta r; relativamente a este ponto, indica, com
duas casas decimais, a sua abcissa, que deves determinar com recurso a calculadora.

Desenha o tridangulo [OPQ)] e determina a sua drea. Apresenta o resultado final arredondado
as décimas. Se, em calculos intermédios, procederes a arredondamentos, conserva, no mini-
mo, duas casas decimais.

A massa de uma substancia radioativa diminui com a passagem do tempo. Supode-se que,
para uma amostra de uma determinada substancia a massa, em gramas, ao fim de ¢ horas de

observacdo, ¢ dada pelo modelo matematico M(t)=15Xe " ¢t >0.

Nota: em eventuais calculos intermédios, sempre que proceder a arredondamentos, usa trés
casas decimais.

17.1 Ao fim de quanto tempo se reduz a metade a massa inicial da amostra da substancia

radioativa? Apresenta o resultado em horas e minutos, estes arredondados as unidades.

17.2  Utiliza o Teorema de Bolzano para justificar que houve, pelo menos, um instante, entre

as 2 horas e 30 minutos e as 4 horas apds o inicio da observagao, em que a massa da
amostra da substancia radioativa atingiu os 14 gramas.

Considera uma funcao fde dominio R*. Admite que f¢é positiva e que o eixo Ox é assintota
do grafico de f.

Mostra que o grafico da fungdo — nao tem assintota horizontal.

Aqueceu-se dgua num recipiente, durante um determinado tempo, num local onde a tempe-
ratura é constante e igual a 25° Celsius.

Interrompeu-se o processo de aquecimento e nesse instante, a 4gua comegou a arrefecer.

O arrefecimento da dgua segue a lei do arrefecimento de Newton, de acordo com o modelo

matemético T(t) =25+ 48¢ """ em que T(t) representa a temperatura da dgua em graus
Celsius, ¢t minutos apds o inicio do arrefecimento.

Nota: em eventuais calculos intermédios, sempre que procederes a arredondamentos, usa
quatro casas decimais.

19.1  Determina T'(0) e im T'(¢).

t—>-+oo

Interpreta os valores obtidos, no contexto do problema.

19.2 Determina ao fim de quanto tempo, apds o inicio do arrefecimento, a temperatura da

agua atinge os 362 Celsius. Apresenta o resultado em minutos e segundos, com estes
arredondados as unidades.



20. Seja fuma fun¢do continua de dominio [0,5] e contradominio [3,4].
Seja g a funcdo, de dominio [0,5], definida por g(z) = f(z)-z.
Prova que a fungdo g tem, pelo menos, um zero.
21. Seja f:[0,2] > R uma funcdo continua tal que f(0)= f(2)=0 e f(1)>0.
Prova que existe, pelo menos um nimero real ¢ no intervalo |0,1] tal que f(c)= f(c+1) .

Sugestao: considera a fun¢ao g:[0,1] > R definida por ¢(z) = f(z)- f(z +1).

1
22. Considera a fungdo g, de dominio [——,+ o[, definida por

1
2z+In(l+z-12°) se ——<z<1
2

g(z) =42 se £=1

r-1 se z>1
Jo-1

22.1  Verifica que a fungdo g é continua em x = 1, sem recorrer a calculadora.

22.2 Recorrendo as capacidades graficas da tua calculadora, determina o valor de z
) 1
pertencente ao intervalo [-=,1[ tal que g(z)= -2+ g(4).
2

Indica o valor pedido arredondado as décimas e apresenta o(s) graficos visualizado(s)
na calculadora.

23. Sejam fe g duas fungoes, ambas de dominio R*. Sabe-se que:
- lim(f(z)—-2z)=0;

- a fungdo g ¢é definida por g(z) = f(z)+z".

Prova que o grafico de ¢ ndo tem assintotas obliquas.

e’ +3

x

e

24. Considera a funcdo g, de dominio R, definida por g(z) =

Estuda, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, a fun¢do g, quanto a exis-
téncia de assintotas ao seu grafico e, caso existam, escreve as suas equagoes.
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90 minutos

Prova global

z+1 se 21

1. Seja g a funcao de dominio R definida por g(z) = { e seja (w ) a sucessdo de

2z se z<1
n+1

termo geral w = ——.
n
n

A sucessio g(w ) pode ser definida por:

n+2 2n +2 2n+1 n+2
(A) (B) (©) (D)
n n n n+1
. - _ 4+ 3z . .
2. Considera a funcao f definida em R por f(z)= . Indica o valor de lim f(z).
33—z -3~
4
(A) —ee (B) 0 (©) 3 (D) e

3. Considera a fungdo g de dominio R. As retas de equagdes x = -3 e y = -2 sdo assintotas
do grafico da fungao.

Y
! 6r
o
BN
L n n n 1 i SA 1 n n n : n n n 1 n n n 1 n n n il
,i_’)/ i -2 i 2 4 6 ‘
,,,,,,,,,,,,,, ,2%2
! oL
3123
Indica o valor de lim e—‘
—-3 g(w)
1
(A) —eo (B) 0 (C) — (D) oo
23
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In(z +1)

se >0
4. Seja h(z) = ke . Qual o valor de k para o qual existe limh(z)?
z’ -3z 20
se <0
x
1 1
(A) —— (B) =3 (€) — (D) 3
3 3
5. Seja fuma funcao par e tal que lim(f(z)—(mz+0b)) =0, com m e b nao nulos.
T—>+o0
O gréfico de fadmite como assintota, para —ee | a reta de equagao:
(A) y=mz+b (B) y=mxz—-b
(D) y=—-mx+b (D) y=-mx -0
Grupo 11
6. Mostra, usando a defini¢ao de limite segundo Heine, que a funcdo g, de dominio R, definida

z+3 se rz<-1

nao tem limite quando z tende para —1.

x se ¢2=-1
7. Calcula os seguintes limites:
f—e" In(z+1 Inz-1In3
71 tmEE 72 lim 2t 73 nm2ezind
z—0 T z—0 em -1 3 x — 3
5z +1
z se £20
8.  Considera a funcao f, de dominio R, definida por f(z)= 3z+1
< se z<0
e’ -1
8.1 Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos prova que existe lim f(z) .
z—0
8.2 Calcula, por métodos exclusivamente analiticos, cada um dos seguintes limites:

8.2.1  lim f(z)

Z—y—o0

8.2.2  lim f(z)

T—>too
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9.  Considera a funcao frepresentada graficamente.

Calcula os seguintes limites e identifica as situagoes de indeterminagao:

o1 limlf(z)=3] 9.4  lim [f(x) x 1}

T—>+oo T

9.2 lim[f(z)+ ] 9.5  lim[z x f(z)]

z—0" oo
) 1
9.3 lim[z x f(z)] 9.6 lim f(w)+§
z—0" o
m se z#0
10.  Considera a funcao fdefinida por f(z)=7 , .

-1 se =0

Estuda a continuidade de fno ponto 0. Caso nédo seja continua, estuda a continuidade lateral.

11. Sejam fe g duas fungdes continuas em [a,b] tais que f(a)< g(a)e f(b)> g(b).

Prova que os graficos de fe ¢ se intersetam, pelo menos, num ponto cuja abcissa pertence

ao intervalo |a,b].

_3:1:2—7:c+7

-3
Estuda-a quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.

12.  Considera a fun¢ao fdefinida por f(z)
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Calculo Diferencial

“O calculo diferencial foi o primeiro sucesso da matematica moderna e é dificil sobresti-
mar a sua importancia. E o sistema da Analise Matematica, que é o seu desenvolvimento
légico, ainda constitui o maior avanco técnico no pensamento exato.”

John von Neumann (1903-1957)

“Nao sei se é possivel calcular o nimero de volumes publicados anualmente em
Inglaterra. Nao me espantaria que se pudessem contar por dezenas de milhares.”
In “Crénicas de Inglaterra” de Eca de Queirés (1845-1900)

E j4 conhecido que, por definicio, a taxa média de variagdo de uma funcdo fno intervalo [a,b]

¢ o quociente entre a variagao da funcdo neste intervalo, f(b)— f(a), e a amplitude do mesmo, b - q,
ou seja

_ f(b)= f(a)

tmu ol ——
[a’yb] b —a

Se considerarmos a taxa média de variacdo em intervalos [a,a + h], para o caso h>0, obtemos

fla+h) - f(a)
h

A este quociente chamamos razdo incremental. Para o caso [a + h,a], com h negativo chegamos
A mesma expressao.

Definimos taxa de variagdo da fungdo fno ponto x = a como sendo o valor para que tende a
taxa média de variagdo quando a amplitude do intervalo de extremidades a e a + h, com h de sinal
qualquer, tende para zero, isto é, o limite da taxa média de variacdo quando h tende para zero.

Este valor é também chamado derivada da funcdo fno ponto de abcissa a e designa-se por f'(a)
. Quando estudamos a taxa de variagdo usamos uma ideia intuitiva de limite mas nao a definimos
de forma rigorosa. Contudo, no capitulo anterior, ja definimos rigorosamente o conceito de limite de
uma funcgado, pelo que agora podemos definir rigorosamente o conceito de derivada.
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Derivada — Seja f uma funcao definida, pelo menos, num intervalo aberto contendo o

ponto fixo a. Consideremos valores de h arbitrarios (mas diferentes de zero), tal que a +

h esteja dentro do dominio de f. Por definicao, a derivada da funcao fno ponto a é
o valor f'(a) dado por

F@)= i H D)= 1)

h—0 h

desde que o limite exista (isto é seja um niimero real). Diz-se que a derivada é infinita
se o limite for igual a 400 ou for igual a —co. Para distinguir as diversas situagoes, quando
existe derivada e a derivada nao é infinita, diz-se que temos uma derivada finita.

Funcao derivavel — Seja fuma fungao definida, pelo menos, num intervalo aberto con-
tendo o ponto a. A funcao f diz-se derivavel no ponto a se e somente se existe (isto é,
é um numero real) a derivada de fno ponto a.

Funcao derivada — Se f for uma fungao derivavel em todos os pontos do intervalo ]a,b]
entdo a fungdo que a cada ponto z de ]a,b] faz corresponder f(z) diz-se que é a fungao
derivada de fe designa-se simplesmente por f.

TAREFA RESOLVIDA 1

Calculemos a derivada da func@o definida por f(z)=3z—2 no ponto a = 5.

ResoLucAo

Temos que a derivada f'(5) é obtida, por definicdo, a partir de

5 JO+HR) = f(5) . 3(+h)-2-13 . 15+3h-15
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim% =lim3
h—0 h h—0

Mas, pelo teorema 9.1a), isto é, pelo teorema 1 do capitulo 9, alinea a), sabemos que o limite pro-

curado é igual a 3, pelo que f'(5)=3.

A NAO ESQUECER

Calcular uma derivada é o mesmo que calcular um limite de um quociente (dito
razdo incremental).
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TAREFA RESOLVIDA 2

.....................................................................................................................

Calculemos a derivada da funcao definida por f(x)

no ponto a = 1.

REesoLucAo

Por definicdo, a derivada f'(1), se existir, serd o valor do limite

JO4m =) _ o fOHR) 3/ ()= 1)

lim
h—0 h h—0 h h—0 h
= hmM = lim 3
=0} h—0 }2

Mas, pela definicao de limite de fungao segundo Heine e pelas propriedades dos limites de sucessoes,

concluimos que este limite é +o00, pelo que a derivada f'(1) ¢ infinita.

EXERcicl0s
1. Calcula a fungdo derivada das fungoes:
1.1 f(z)=—-6z 1.2 g(z)=44x+12

2. Mostra que a func¢ao definida por

1
— sez#0
‘/E3

h(z)=

0 sex=0

tem derivada infinita no ponto 0.

3. Mostra que a fungao definida por m(z)=| z| ndo tem derivada (finita ou infinita) no
ponto 0.

No capitulo anterior introduzimos a nogao de limite lateral. Vamos usar essa no¢ao para introduzir
a nocao de derivada lateral.
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Derivada lateral direita — Seja f uma funcao definida, pelo menos, num
intervalo aberto do tipo [a,b]. Consideremos valores de h positivos, tal que
a + h esteja dentro do dominio de f. Por definicao, a derivada lateral di-

reita da funcao fno ponto a é o valor f 'd(a) dado por

/' (a) = lim fla+h)- f(a)
! h

h—0+

desde que o limite exista (isto é seja um ntimero real). Diz-se que a deriva-
da lateral direita é infinita se o limite for igual a 400 ou for igual a —oco.

Identicamente se define derivada lateral esquerda f' (a), usando o limite lateral esquerdo.

TAREFA RESOLVIDA 3

Determina as derivadas laterais direita e esquerda da funcédo definida por m(z)=| x| no ponto 0.

REesoLucAo

Temos que

Mas, como h é positivo,

m' (0)= limﬁz liml=1
d h—=0+ | h—0+

Para a derivada lateral esquerda a situagao é diferente, mas nao muito:

m' (0)= limwz limm

¢ h—0— h h=0-

Claro que agora, como h é negativo,

m' (0) = lim =% = lim (~1) = -1

¢ h=0- | h—0-

Em conclusdo: m' (0)=1e m'(0)=-1.
d e

Obtivemos as duas derivadas laterais e observamos que sdo diferentes. Em geral, podemos dizer
alguma coisa sobre quando sao iguais e quando sao diferentes? Usando o teorema 2 do capitulo
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anterior podemos concluir o seguinte importante resultado:

Teorema 1 — Existe derivada num ponto se e somente se as derivadas late-
rais nesse ponto existem e sdo iguais. Ou seja, f'(a) existe, se e somente se

f' (@) e ' (a) existem e sdo iguais.

O mesmo se pode dizer se a derivada for +o00 ou for —oco.

EXERciCI0S
4. Determina as derivadas laterais direita e esquerda no ponto 0 da fungao sinal defini-
da por:
-1 sex<0
sgn(z)=1 0 sex=0
1 sez>0
5. Mostra que a funcao rampa definida por

R(:z:):{ 0 sezx<0
rz sex>0

nao ¢é derivavel no ponto 0, calculando as derivadas laterais.

Relacionemos o conceito de derivada com o de continuidade. Vamos usar o seguinte teorema (que
demonstraremos no capitulo 12):

Teorema 2 (Derivabilidade e Continuidade) — Uma fungao que seja
derivavel num ponto é continua nesse ponto.

Isto significa que se f'(a) existe (¢ um nimero real), entao lim f(z)= f(a). Se fnao for derivavel

T—a

tudo pode acontecer. Por exemplo, a fungdo rampa do exercicio 5 acima é continua no ponto zero
mas nao é derivavel nesse ponto.
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HisTORIA(S)

Isaac Newton (1642-1727)

Isaac Newton nasceu prematuramente no dia de Natal de 1642, no mesmo ano em que faleceu Ga-
lileu. O pai tinha morrido pouco antes do seu nascimen-

to e a mae voltou a casar-se quando ele tinha trés anos.

Foi educado pela av6 e frequentou a escola em Wools-

thorpe. A Inglaterra vivia um periodo politica e intelec-

tualmente tempestuoso. A guerra civil comecara alguns

meses antes. A revolucdo cientifica, que comegara com a

publicagdo da famosa obra de Copérnico em 1543, havia

sido bastante desenvolvida pelas obras de outros astro-

nomos como Kepler e Galileu.

Quando completou catorze anos, a mae, vitiva pela se-

gunda vez, regressa a Woolsthorpe com os trés filhos do

segundo casamento. Enquanto frequenta a Grantham

Grammar School, Newton é encarregue de a ajudar na

gestao dos negocios da familia, o que nao lhe agrada.

Por isso divide o seu tempo entre os livros e a constru-

¢ao de engenhosos entretenimentos como, por exemplo,

um moinho de vento em miniatura ou um relégio de

agua. Um tio materno ao aperceber-se do seu talento

extraordinario convenceu a mae de Newton a matricula-

-lo em Cambridge. Enquanto se preparava para ingressar

em Cambridge, Newton instalou-se na casa do farmacéutico da vila. Ai conheceu a menina Storey
por quem se apaixonou e de quem ficou noivo antes de deixar Woolsthorpe para ingressar no Tri-
nity College, em Junho de 1661. Tinha entdo dezanove anos. Apesar de ter muito afecto por este
primeiro e tinico amor da sua vida, a absor¢ao crescente com o trabalho levou-o a relegar a sua vida
afectiva para segundo plano. Na verdade, Newton nunca se casou.

Varios factores influenciaram o desenvolvimento intelectual e a direcdo das pesquisas de Newton,
em especial as ideias que encontrou nos seus primeiros anos de estudo, os problemas que descobriu
através da leitura e o contacto com outros que trabalhavam no mesmo campo. No inicio do seu
primeiro ano estudou um exemplar dos Elementos de Euclides (séc. IV-III A.C.), a Geometria de
Descartes (1596-1650), a Optica de Kepler (1571-1630) e outras. Depois de 1663, assistiu a aulas
dadas por Barrow e conheceu obras de Galileu (1564-1642), Fermat (1601-1665) e outros.

Quer isto dizer que, em grande parte, Newton foi um autodidata. Nos finais de 1664, tendo atingido
as fronteiras do conhecimento matematico, estava pronto para realizar as suas proprias contribui-
¢oes. Nos primeiros meses de 1665 exprimiu fungoes em termos de somas infinitas. De igual modo
comecou a pensar na taxa de variacdo e, ligando estes dois problemas, considerou-os como «o meu
métodoy.

Durante 1665/1666, apds ter obtido o seu grau de Bacharel, o Trinity College foi encerrado devido
a peste. Este foi para Newton o periodo mais produtivo pois, nesses meses, na sua casa de Lin-
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colnshire, realizou quatro das suas principais descobertas: o teorema binomial, o calculo diferencial e
integral, a lei da gravitagdo e a natureza das cores. Esse ano foi considerado extremamente frutuoso
para a histéria das Ciéncias e, em consequéncia, foi denominado por “Annus mirabilis” por muitos
historiadores.

Newton nao se concentrou apenas numa s6 area de estudos. Os seus esforgos e o seu génio estavam
voltados para muitos interesses. Para além da Matematica e da Filosofia Natural, as suas duas
outras grandes paixoes foram a Teologia e a Alquimia. Homem de espirito cientifico nato, Newton
propds-se encontrar por meios experimentais a que é que correspondiam exatamente as afirmacgoes
dos alquimistas. Enquanto tedlogo, Newton acreditava, sem questionar, no criador todo poderoso
do Universo, fazendo contudo questao de entender por ele préoprio o que a generalidade dos seus
contemporaneos acreditava sem discussao: o relato da criagdo. Nesse sentido, desenvolveu esforgos
para provar que as profecias de Daniel e que o “Apocalipse” faziam sentido, e realizou pesquisas
cronoldgicas com o objectivo de harmonizar historicamente as datas do Antigo Testamento.

Adaptado de “Biografia de Isaac Newton” de Olga Pombo

A partir das propriedades dos limites de func¢oes, podemos agora obter propriedades para as deri-
vadas.

Teorema 3 (Derivada da Soma) — Se fe g sdo fungdes derivaveis num in-
tervalo aberto A, entdao a func¢ao soma f+ g também é derivavel no mesmo
conjunto e tem-se a seguinte relagdo entre as derivadas: (f+g¢)'= f'+¢'

Demonstracao

Seja a um ponto arbitrario do intervalo aberto A. Provemos que (f+g)'(a)= f'(a)+ g'(a)

(f+g9)a+th)=(f+9)(a)

Por defini¢ao de derivada da fun¢do f+ ¢ no ponto a, (f+9)'(a) =1lim
h—0

Por definicdo da soma de duas fungdes, temos que (f+g)(a+h)= fla+h)+gla+h) e que

(f +9)(a) = f(a) + g(a). Logo

(f+9)'(a) = lim L0+ 9o+ 1) - fla) ~ g(a)

h—0 h

Vamos agora agrupar os termos obtidos de modo a podermos ligar a defini¢do de derivada de fem
a e de derivada de g em a. Assim, e como o limite da soma é igual & soma dos limites (Teorema 1b)
do capitulo anterior),

fla+h)=f(a)+ gla+h) - g(a)

(f +9)'(a) = lim

h—0

h
flath)=fla)  gla+h)=g(a)

= lim
h—0 h

o Jat )= @) gla+h)= glo)
h—0 h h—0 h
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Obtivemos exatamente as derivadas de fe de g no ponto a pelo que (f+¢)'(a)= f'(a)+ ¢'(a)

Como o ponto a era arbitrario, concluimos que (f+g)'= f'+¢'

Teorema 4 (Derivada do produto de duas fung¢ées) — Se fe gsao fungdes
derivdveis num intervalo aberto A, entao a funcao produto f X ¢ também é
derivavel no mesmo conjunto e tem-se a seguinte relacao entre as derivadas:

(fxg)'=fxg+fxg'
Demonstracao

Seja aum ponto arbitrério do intervalo aberto A. Provemos que (f X g)'(a) = f'(a) X g(a) + f(a) X g'(a)

Por defini¢do de derivada da fungdo fX g no ponto a, (f X g)'(a) = lim (fxg)la+h)=(fxg)(a)

h—0 h

Por definicdo de produto de duas fungdes, temos que (fXg)(a+h)= f(a+h)xgla+h) e que

(f x g)(a) = f(a) X g(a). Logo

(/% 9)'(a) = lim 20 W)} gla+ 1) = fl@) X g(a)

h—0 h

Nao é facil agora agrupar os termos obtidos de modo a podermos ligar & definicdo de derivada de f

e de g em a. Teremos de fazer aparecer um termo com f(a)g'(a), ou seja,

Fa)g' (a) = lim L0290+ 1) = f(@) X g(a)

h—0 h

Para isso podemos somar e subtrair f(a)X g(a+h) ao numerador:

fla+h)xgla+h)=fla)x glath)+ fla)x gla+h) - f(a) X g(a)

(fx9)'(a) = lim

h—0 ~ _ h
e 1@ [ glat i+ 50 < glo4 1) - o)
h—0 ~ _ h
fla+h)=f@) [x gla+h)  f@)x| gla+h)=g(a)]
=lim= = + lim
h—0 h h—0 h
= lim g(a + h) X flath)= fla) h}z —flo) +lim f(a)x gla+ h}z —9(@)

Agora observemos que, pelo Teorema 2, sendo g derivavel, é continua, pelo que lim g(a +h) = g(a)
h—0

Por outro lado f(a) é uma constante. Recorrendo aos teoremas de limites de fungdes do capitulo
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anterior podemos agora concluir que

(f x 9)'(a) = gla)tim ZOF =T iy 90+ 1) = 9(a)

h—0 h h—0 h

= g(a)x ['(a)+ f(a)x g'(a)

Como o ponto a era arbitrario, concluimos que (f x g)'= f'xg+ fxg'

c.q.d.

De modo idéntico se provam os teoremas seguintes (a demonstragao serd feita no capitulo 12).

Teorema 5 (Derivada do produto de uma constante por uma fungao) —

Se fé uma funcao derivavel num intervalo aberto, e k£ é uma constante, entao

a funcao kf também é derivavel no mesmo conjunto e tem-se a seguinte rela-
¢do entre as derivadas: (kf)' = kf'

Teorema 6 (Derivada da poténcia de uma fungao) — Se fé uma fungao de-
rivavel num intervalo aberto, e w é um ntimero racional, positivo ou negativo,

entdo a fungao f* também é derivavel no mesmo conjunto (se f* estiver bem

definida) e tem-se a seguinte relagio entre as derivadas: (f*)' = wx f*" X f'

Teorema 7 (Derivada do quociente de duas fungoes) — Se fe g sao fungoes
derivaveis num intervalo aberto A, e se g ndo se anula em A, entdao a fungao
quociente f /g também é deriviavel no mesmo conjunto e tem-se a seguinte

’

fl_fxg=-fxg'

g g

relacao entre as derivadas:

TAREFA RESOLVIDA 4

20 —3

2
r —T

Calcula a derivada da fungio definida por h(z) =

REesoLucAo

Vamos recorrer aos teoremas 3, 5, 6 e 7 para calcular a derivada da funcao h. Pelo teorema 7, temos

de garantir que a funcdo do denominador, g(z)= 2’ — z, ndo se anula. Tal acontece apenas se z = 0

ou se x = 1 (porqué?) pelo que, se z#0 e x # 1, temos
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(2z-3)'(2* —1)— (22 - 3)(2* — 1)’
(«* - z)
_2(a’—2)-(20-3)(22-1)
(«* - 2)’
20° — 2z —42° + 22+ 67— 3
(«* - )
_ 22" +62-3

(@* —z)’

h'(z)=

TAREFA RESOLVIDA 5

Calcula a derivada da fungio definida por r(z) =32z +3.

REesoLucAo

Temos que 32z +3 = 2z + 3)1/ % pelo que podemos recorrer ao teorema 6 para calcular a derivada
da fungdo r. Assim,

P(@) = S (204 37 x (20 +3)' = S x (20 4+ 37 x 2 = 2420+ 3)
3 3 3

A NAO ESQUECER

Para calcular a derivada de uma func¢io com radicais deve sempre escrever-se a

fungdo sob a forma de uma poténcia, através de {/f? = fr

ExEeRcicios
6 Calcula as fungoes derivadas das seguintes funcgoes:
= (3z—T7) 6.5  g(@)=2
6.1 f(z) = 3 6.3 h(z)=(3z-7)
z 5 3
—x
6.4  flz)=- . 6.6  h(z)= [— 3 J
6.2 g(z)=2"+6z" v r-1
7. Calcula as fungoes derivadas das seguintes funcdes com radicais:
7.1 3z-2 7.2 X2z+4
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Recordemos em que consiste a fungdo composta de duas fungoes fe g: (fog)(z)= f(g(x)).

Recordemos que o dominio de f o g serd constituido pelos pontos z tais que g(z) estd bem definida,
mas também tais que g(z) esteja no dominio da fungao f.

Teorema 8 (Derivada da Fung¢ao Composta) — Dadas duas fungoes fe g
e um ponto a do dominio da fungdo composta f o g, se fé derivavel em g(a)

e se g é derivavel em a, entdo a derivada da funcao composta f o g no ponto
a ¢ dada por (f o g)'(a) = f'(g(a)) x g'(a)

Podemos dizer que a derivada de uma funcdo composta num ponto é o produto das derivadas das
fungoes correspondentes em pontos correspondentes. Podemos também escrever a expressao da de-

rivada da fungao composta como (feog)'(a)= f'(y)] " xg'(a).
y=g(a
Como aplicagdo deste novo resultado vamos determinar a derivada da funcdo exponencial de base

a qualquer. Temos que, se ffor definida por f(z)=a", de dominio R, a sua derivada num ponto
arbitrario x de R sera dada por

_ z+h_ T
£1(2) = lim flx+h)=fl) . e ~a
h—0 h h—0 h
. a"xad'—a" . oad -1
=lim——— =¢" Xlim
h—0 h h—0 h

Conseguimos por a” em evidéncia porque nao depende de h, mas agora chegdmos a uma indetermi-
nacao que nao sabemos resolver. Contudo, no capitulo anterior, estuddmos um limite notével que

h
. - . . e —1
vai agora ser 1til, pelo menos para o caso em que a =e. Vimos que se tem que lim——=1
h—0 h
Entao, no caso em que @ = ¢, temos
h
e —1
f'(z)=e" xlim——
h—0 h

T

=e€

1@

. .
Para obter a derivada no caso geral basta relembrar que a” =e""" e observar que estamos em pre-

senca de uma fungéo composta fog com f(y)=e" e g(r)=zlna. Entdo, pelo teorema da deri-

vada da fung¢ao composta, podemos dizer que

(az)l — (ez]na)r
= (@)

:ey‘

X(zlna)'

y=zlna

y=zlna X(ln a)

=" x(Ina)

=a"lna
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O nimero e, conhecido como nimero de Euler (e também erradamente chamado nimero de Ne-
per, apesar de o inventor dos logaritmos John Neper nada ter a ver com esse niimero), é um niimero
muito importante na Matemdtica com intimeras propriedades. E um nimero irracional mas que tem
regularidades curiosas que tém fascinado todas as geragoes de mateméaticos e curiosos.

Este ntimero e foi definido anteriormente como sendo o valor do seguinte limite de sucessao:

n

. 1
e=lim|1+—
n—>+oo n

O seu valor é, aproximadamente, igual a 2,7. Contudo, a derivada também serve para definir o pré-
prio nimero e de Euler. Com efeito, temos:

Teorema 9 — O nimero e de Euler é o inico niimero real base de uma fungao
exponencial, tal que a derivada da funcao exponencial é igual a prépria funcao.

Se usarmos esta propriedade para definir o niimero e de Euler, entdo a anterior defini¢ao a partir
do limite de uma sucessao aparece como propriedade, ou seja, as duas definigbes do nimero e de
Euler sao equivalentes.

EXERcicios
8.  Calcula a derivada das seguintes fungoes:
8.1 T 262x+1 621+1
f(z) 8.4 g(z)=
2 z+1

8.3 f(x) — 52:c+1

Vejamos agora qual a derivada da fungao logaritmica. Temos que, por definicao de derivada,

In'(z) = lim In(z+h)—In(x)

h—0 h

Apliquemos agora uma propriedade béasica dos logaritmos: o logaritmo do quociente é igual a dife-
renca dos logaritmos:

In

In'(z) = lim——— = lim
h—0 h h—0 h

Obtemos uma indeterminagao do tipo % . Que fazer? Observemos que o limite notavel, estudado no
capitulo anterior,
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lim In(z +1)
z—0 T

=1

é muito proximo do limite que precisamos de calcular. Mudemos, no limite que queremos calcular,

h
a varidvel h para a variavel y de modo que y =—. Se h — 0, também serd y — 0. Vira entao
x

ln(1+y) ln(1+y) 1
In'(z) = lim—— = = xlim——~ = —
y—0 Ty x y=0 Y T

Para calcular a derivada de um logaritmo de base qualquer podemos recorrer a formula de mudanca
de base (volume 2, pg. 100) para obter

log' (z) = Inz :L(lnx)': IV I
¢ Ina Ina Ina z zlna
EXERciclOs
9.  Calcula as fungbes derivadas das seguintes fungoes:
9.1 f(z) =In(1+2z) 9.3 h(z) = 10g3(3:2 -2z +1)
9.2 g(z) = log(1 - 3x)

TAREFA 6

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Prova que a defini¢do de Anastacio da Cunha no texto seguinte é equivalente a que estudamos neste
livro.
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HisTORIA(S)

José Anastacio da Cunha (1744-1787)

O romancista Aquilino Ribeiro qualifica uns sonetos do matemaético portugués Anastacio da Cunha
como uma “gema rara”, e outros como “mais horripilantes que gaséme-

tros”. Estes extremos caracterizam de algum modo nao sé a vida deste

matematico e poeta mas também a maneira como a sua vida e obra fo-

ram lembradas desde que morreu em 1 de Janeiro de 1787. A maioria dos

textos que, desde entao, foram escritos sobre si é parcial e preconceituosa.

O que se sabia sobre a sua vida resultava em grande parte do processo da

Inquisicao de 1778. Ora, um processo judicial, sobretudo feito nas condi-

¢oes dos da Inquisi¢ao, dificilmente serd um relato muito fiel da realidade.

Mas a importancia da obra matemética de Anasticio da Cunha era tao

grande que Jodo Manuel de Abreu, seu discipulo e amigo, editou uma

traducao francesa dos “Principios Mathematicos” e estes chegaram a

Academia das Ciéncias de Paris, tendo ficado registado nas atas das ses-

soes da Academia de 1811 que o matematico francés Lacroix ficou de

elaborar um parecer sobre o mesmo (mas este nunca foi apresentado na

Academia). O seu livro “Composi¢oes poéticas”, editado em 1839, foi

apreendido pela censura por abuso de liberdade de imprensa em matéria religiosa, tendo sido con-
siderado um dos precursores do romantismo em Portugal:

Tantos anos de amor ma prisdo dura.
padecendo martirios cento a cento.
j4 sair mdo espero da amargura.

nem para me queirar jd tenho alento.

Foi também professor de Matematica na Universidade de Coimbra. A maioria dos estudantes que
frequentava a Faculdade de Matematica nao era da licenciatura em Matematica, como por exemplo
aspirantes a Médicos, Juristas e Tedlogos, que frequentavam a sua cadeira de “Geometria”; os alu-
nos foram-se queixar ao Reitor do seu ensino. Mas este defendeu-se dizendo que:

“Ndao me demorava em ler ou repetir literalmente (como os meus companheiros
costumavam) as propriedades que por fdceis nem carecem de explicacdo, sé para
poder empregar tempo suficiente em indicar aos estudantes as verdadeiras dificul-
dades da licio. Porém queria que também os estudantes trabalhassem e os obriga-
va a resolver problemas. Sem trabalho ndo se aprende Matemdtica!”

Os “Principios Mathematicos” sao, sem duvida, a obra principal de Anasticio da Cunha. Af{
aparecem pela primeira vez com singular clareza as defini¢oes de fungao, infinitésimo, infinitamente
grande, derivada, soma infinita, funcdo exponencial. Em escrita moderna, a sua definicao de deri-
vada pode ser escrita como:

“Chama-se derivada da funcdo G(z), em cada ponto z, a grandeza G'(zr) que faz com que
G(z+h)-G(z)
h

—G'(z) seja um infinitésimo ou seja zero, quando h for um infinitésimo.”
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O essencial passado em revista

Seja f uma fungao definida num intervalo aberto contendo o ponto fixo a. Por defini¢ao, a

a+h)— fla
derivada da fung¢do fno ponto a é o valor f'(a) dado por f'(a)= limf(—)f()
h—0 h
desde que o limite exista (isto é seja um ntmero real). Diz-se que a derivada é infinita se o
limite for igual a +o00 ou for igual a —oco. Quando existe derivada e a derivada nédo é infinita,
diz-se que temos uma derivada finita. A funcao fdiz-se derivavel no ponto a se e somente
se existe (isto é, é um ndimero real) a derivada de fno ponto a.

Se ffor uma funcao derivavel em todos os pontos do intervalo ]a,b] entdo a fun¢ao que a cada
ponto z de |a,b[ faz corresponder f'(z) ¢ a fungdo derivada de fe designa-se simplesmente
por f'.

A derivada lateral direita da fun¢ao fno ponto a é o valor f 'd(a) dado por
f'(a)=limf(a+h)_f(a)
d h—0+ h

desde que o limite exista (isto é seja um ntumero real). Diz-se que a derivada lateral direita
é infinita se o limite for igual a 400 ou —oco.

A derivada lateral esquerda da fung¢do f no ponto a é o valor f ‘e(a) dado por
fu (CL)Z lim f(a+h)_f(a)
¢ h—0- h

desde que o limite exista (isto é, seja um nimero real). Diz-se que a derivada lateral esquer-

da é infinita se o limite for igual a +00 ou a —oo.

Teorema 1: Existe derivada num ponto se e somente se as derivadas laterais nesse ponto exis-

tem e sdo iguais. Ou seja, f'(a) existe, se e somente se f'd(a) e f'(a) existem e sdo iguais. O
e

mesmo se pode dizer se a derivada for 400 ou —oo.

Teorema 2 — Derivabilidade e Continuidade: Uma funcdo que seja derivavel num ponto é
continua nesse ponto.

Teorema 3 — Derivada da soma: (f+g)'= f'+g'
Teorema 4 — Derivada do produto de duas funcoes: (fxg)'=f'xg+ fxg'
Teorema 5 — Derivada do produto de uma constante por uma funcao: (kf)' = kf"

Teorema 6 — Derivada da poténcia de uma funcao: (f)'=wx f*"' x f'

’

_[xg-fxyg'

g

Teorema 7 — Derivada do quociente de duas fungoes: [iJ
g
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Teorema 8 — Derivada da Fungao composta:

(feg)(a)=f'(g(a))x g'(a) (feg)'(a)=F'Wl_,, x9'(a)
As derivadas das fungoes exponencial e logaritmica sao:
z\1 x 1 T\ z ’ 1
(e")'=e In'(z)=— (@")'=a"lna log (z)=
x ¢ zlna
Exercicios globais
Pratica 1
1.  Calcula as funcées derivada das seguintes funcoes:
1.1 f(z)=In(2z+1) 1.3 h(z)=log(2+10")
3 [
T
1.2 g(x)=—-5z+7 1.4 r(z)= z+l
2 z*+1
2. Carateriza a fungao derivada de cada uma das seguintes fungoes (isto é, indica o dominio e

a lei de transformagao):

2.1 f(gc):ln"” 2.2 glz)=V2z+3

z+2
3. Calcula as derivadas das fungoes definidas por
3.1 a(z)= (27" +1)° 3.3 c(z) = 5
3.2 bz)=2"
. - - 1 , - :
4. Considera a fungao f definida por f(z) = - Definamos a fungdo R por meio de
x

4.1 Mostra que R(h)=
(1+h)
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4.2 Mostra que fé derivavel no ponto 1 e determina f'(1).

Pensa e Resolve 1 1

5. Analisa em que pontos do dominio de fa seguinte funcdo tem derivada: f(z)=|6z—3|

6.  Mostra que a funcao definida por g(z)=In(z’ +1) é continua em toda a reta real, calculando
a sua derivada.

7. Seja ha funcao definida por h(z)=z+ |1+ In(2z —1)|. Carateriza (isto ¢, indica o dominio e
a lei de transformacao) a funcao derivada de h.

8.  Relembrando que, geometricamente, a derivada de uma fungdo fno ponto a é igual ao declive
da reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa a, determina a equacao da reta tangente,

no ponto de abcissa —1 ao gréfico da fungdo f definida por f(z)=2"".

Reflete 1 1 1

9. Carateriza (isto é, indica o dominio e a lei de transformagao) a fungdo derivada da funcao
definida por

T+2
se z>1

f@)=1 9,1
T se £<1

10. Carateriza (isto é, indica o dominio e a lei de transformagao) a fungdo derivada da fungao
definida por

In(2z+3) se z>1

In(l-z) se z<1

4z +2
11. Seja fa fungio definida em R\ {0} por f(z)=—"
T

11.1  Determina, a partir da defini¢do, o valor de f'(1) .

11.2  Determina, a partir das regras de derivagao, a fungdo derivada da funcao f. Com a
ajuda do resultado obtido verifica o resultado da alinea anterior.

11.3  Relembrando que, geometricamente, a derivada de uma funcao fno ponto a é igual ao
declive da reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa a, determina a equagao da
reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 1.

11.4  Existirdao tangentes ao grafico de f que sejam paralelas a reta de equacgao y =—-7—57

Se a resposta for afirmativa, indica os pontos do grafico de fonde isso acontece.
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Cuidado com os calculos de derivadas

Muitas vezes os alunos confundem as regras de derivacdo e inventam modos incorretos de derivar
fungdes. Por exemplo, como a derivada da soma de duas fungoes é igual a soma das derivadas das
fungdes, ndo se apercebem que:

A derivada do produto de duas juncoes ndo é igual ao produto das derivada das
duas funcoes

Havendo duvidas sobre qual a regra de derivagao a aplicar existem duas boas alternativas:

a) Verificar no formulario ou tabela qual a regra a aplicar;

b) Testar com fungoes particulares se a regra que queremos aplicar é vélida.

Apliquemos esta segunda alternativa para testar a regra incorreta acima referida. Se for f(z)=z e
g(z) = 2 entdo temos:

f@)=1¢ g(x)=0

pelo que f'(z)g’(x) =0 mas (2z) =2 pelo que se constata, com este contraexemplo, que a derivada
do produto nao é igual ao produto das derivadas.

Do mesmo modo se pode verificar que

A derivada do quociente de duas fungdes ndo é igual ao quociente das derivadas
das duas fungoes

Vejamos também com um contra exemplo que esta regra nio é realmente vélida: Se for f(z)=2 e
g(z) = 2 entao temos

f@)=1e ¢g(x)=0
pelo que f'(z)/ ¢’(z) nem sequer faz sentido. A derivada do quociente existe e é (z/2) =1/2.

E por isso muito 1til saber sem hesitacao as regras de derivacgao.
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Itens de exame
Escolha maltipla
1. Sendo fa funcao definida por f(z)=z°, a expressao analitica de f' é:
(A) z° (B) z¢! (C) ex! (D) z°In(z)

2. Considera a fun¢io h: R — R tal que h(z)=€e*". O valor de h'(1) é

(A) 0 (B) 1 (C) e (D) 2e
3. Seja f uma funcdo tal que a sua derivada, no ponto 3, é igual a 4. Indica o valor de
L f@)-f(3)

z—3 $2 — 9

2 3
(A) = (B) — (C) 4 (D) 0
3 2
4.
Podemos entao concluir que
(A) g'(1)=0 (B) g'(1) =4 (C) ¢g'(1)=1 (D) néo existe
5.  Na figura estd parte da representacao grafica de uma funcao g.
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Indica o valor de ¢'(0"), derivada lateral direita no ponto 0.
(A) O (B) 1 (€) 2 (D) +ee

Na figura estao representadas:

/

/o

- parte do grafico de uma funcgao f diferencidvel em R;

- uma reta r tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 3.

O valor de f'(3), derivada da fungdo fno ponto 3, pode ser igual a

b
f(3)

Na figura junta esta a representacao grafica de uma funcio h e de uma reta ¢, tangente ao
grafico de h no ponto de abcissa a.

(A) -1 (B) 0O (©) (D) 1



A reta t passa pela origem do referencial e pelo ponto de coordenadas (6,3). O valor de

h'(a) é:

(A) -2 (B)
2

[N
w | =
N |

Na figura estdo representados:

- o grafico de uma funcao f;

- a reta r, tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 2 e de equacdo y = —x + —;
3

4
- a reta s, tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 6.

Sabendo que as retas 7 e s sao perpendiculares, indica o valor de f'(6), derivada da funcao
fno ponto 6.

() -2 ®) -2 (© -2 )
2 5

w | o
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10.

11.

12.
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Considera uma funciao h de dominio R*.

A reta de equacdo Yy = —2 é assintota ao gréafico de h.

Seja h' a funcao derivada de h.

Indica qual dos valores seguintes pode corresponder ao valor de lim h'(z).

T—>+oo

(A) O (B) -2 (C) Hee (D) —e

Para um certo niimero real a, o grafico da funcao g, definida por g¢(z)= az’ +3, tem, no
ponto de abcissa 1, uma reta tangente com declive 4.

Qual é o valor de a?

(A) 4 (B) 2 (C) (D)

N | W

1
2
Na figura estd representada parte do grafico de uma fun¢ao h, de dominio R, bem como

parte da reta tangente ao grafico de h, no ponto (0,3).

h

0 3\ !

Esta reta interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 3. Qual das expressoes seguintes pode
definir A', funcao derivada de h?

A)2-2 B)1-Z ) L2 D) Z-1
3 2 3 2

Na figura estao representadas, num referencial o. n. xOy:

- parte do gréafico de uma fungao f, de dominio R", definida por f(z)=1+2In(z);

- a reta r, tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 1.



13.

14.

15.

16.

Qual é o declive da reta r?
(A)1 (B) 2 (€) 3 (D) 4

Na figura estao representadas:

- parte do gréafico da funcdo g, de dominio R, definida por g(z)= \/gx2 -1;
- uma reta r tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa a.
A inclinagao da reta r é 60°. Indica o valor de a.

(A) 2= (B) — (©) (D)

N
\]

w | =
N |

Seja fa fungdo definida em R por f(z)=4+Inz (In designa logaritmo de base e).

Sabe-se que a reta tangente ao grafico de f, num certo ponto P, é paralela a reta de equagao
T

Y= §+2. Qual é a abcissa de P?

(A) 3 (B) 4 (C) 5 (D) 6

Seja fa fungdo definida em R por f(z)=e" +2z.

Qual é o declive da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa 07

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3
Na figura estd representada, num referencial o. n. xOy, parte do grafico da fungao f, de do-

minio R, definida por f(z)=e" +1 (a é uma constante real positiva).
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7 0

Na figura estd também representada a reta r, que é tangente ao grafico de fno ponto em que
este interseta o eixo Ox, ou seja no ponto de abcissa —6. Qual é o valor de a?

) (B) (©) % D)

N | W

N | =
w |~

17. Na figura abaixo estao representadas graficamente duas fungoes:

x

- a funcao f, definida em R por f(z)=e";

- a fungdo g, definida em R" por g(z)=1Inz (In designa o logaritmo de base e).

7

A reta r é tangente ao grafico de fno ponto de abcissa a e é tangente ao grafico de g no ponto
de abcissa b. Qual das igualdades seguintes é verdadeira?

(A) e" == (B) e =1nb (C) e =1 (D) In(ab) =1
Resposta aberta

e" -1

18. Considera a fungdo f, de dominio R\ {0}, definida por f(z)=

Determina a fun¢ao derivada de f.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

234 f(z)=e"

Seja fa fungdo, de dominio |1,+ o[, definida por f(z)=x+zln(z-1).
Determina a funcao derivada de f.
Considera a fungio f, de dominio R, definida por f(z) = In(z* +1).
Determina a func¢ao derivada de f.
el‘
Considera a funcdo f, de dominio R\ {1}, definida por f(z)= .
7 —
Determina a funcao derivada de f.
Considera a fungao g :[0,+ oo[— R, definida por g(z)=1In(1+z)-z.
Determina a funcao derivada de g.
Determina a fun¢éo derivada de cada uma das fungoes definidas por:
231 f(z)=3z-2Inz 23.5  f(z)=2ze™*
23.6  f(z)=36-9(e""" + %)
232 f(z)= BZ
z
. 237 f(a)=1- 2=+
23.3  f(z)=1In(z+-) z+1

T
23.8  f(z)=12-3z+5Vz’ +4

Considera a fungio f, de dominio R, definida por f(z)=e"(z* + 7).

. s . pe 2
Recorrendo exclusivamente a processos analiticos, verifica que f'(z)=e"(z" +3z+1).

1+1
De uma certa fungao f:R" — R sabe-se que a sua derivada é definida por f'(z)= nT

X

—Inz

Mostra que f''(z)= 5
T

1+ 4¢
2+t

Considera a funcao definida por r(t) = (t=0).

Determina a sua derivada.
22° + 8

Determina a derivada da funcao definida por A(z) = .
T

79




45 minutos

Prova global

Grupo 1

1. Considera a fungdo ¢ representada graficamente por

(A) g'(a)=g'(c) (B) g'(a)<g'(c) (C) g'(a)>g'(c) (D) g'(b)=0

z2-1 se z>1
2. Considera a funcao f definida por f(z)= 4 se z=1

24+ se <1

A derivada da funcdo f pode ser definida por:

2 se r>1 2x se r=>1
(A) f'(z)=40 se =1 (B) f'(z)=

3z°+1 se z<1 3z +1 se z<1

2z se z>1 2 se z2>1
(C) f'(z)= (D) f'(z)=

327 +1 se z<1 317 se r<1
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Na figura esta representada, num referencial xOy, parte do grafico da funcao f, de dominio

] = 6,4 o[, definida por f(z)=1In {g + 2]

Sabe-se que:

- a reta r é tangente ao grafico da funcao fno ponto de abcissa a;

R ~ , . T
- a inclinacao da reta r é, em radianos, —.

4
Qual é o valor de a?
9 11
(A) -4 (B) -— (C) -— (D) -5
2 2
Grupo 11
Determina a funcéo derivada de cada uma das seguintes fungoes:
4.1 f(z)= _ a4l 4.3 h(z)=e" P 42’ -1
32> -2z +4
In(3 —
4.2 g(z) =2+ In(8-z)
-3

Define a segunda derivada de cada uma das seguintes funcoes:

5.1  f(x)=(3z-2) 5.3  h(z)=147
5.2  g(z)= 1

De uma certa funcao fsabe-se que:

- 0 seu dominio é ]1,+ °°[;
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- a sua derivada é dada por f'(z) =2’ -4z + 9_ 41n(z-1).
2

6.1 Na figura estao representadas:

- parte do grafico da funcao f;
- a reta r que é tangente ao gréfico da fungdo fno ponto A, de abcissa 2;
- a reta s que é tangente ao grafico da funcao fno ponto B.
As retas r e s sao paralelas.
Seja b a abcissa do ponto B.
Determina, recorrendo a calculadora grafica, o valor de b.
Na tua resposta, deves:
- equacionar o problema;

- reproduzir e identificar o(s) grafico(s) que tiveres necessidade de visualizar na
calculadora para resolver graficamente a equagao;

- assinalar o ponto relevante para a resolucao do problema;

- apresentar o valor de b arredondado as centésimas.

6.2 Determina a segunda derivada da funcao f.



Aplicacdes do Calculo Diferencial

“Eu encaro como sendo bastante indtil a leitura de tratados de Analise pura: passam
demasiados métodos diante dos olhos. E no trabalho das aplicacGes que nés os deve-
mos estudar; julgamos a sua utilidade ai e apreendemos a maneira de fazer uso deles.”
Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

“Solucdo certa procura

Um problema a sua altura

Com quem possa partilhar

Uma vida sem incégnitas.”

In “Pequeno livro de Desmatematica” Manuel Anténio Pina (1943-2012)

Seja fuma fungao real de variavel real. J4 sabemos que, geometricamente, a taxa média de variagdo
da fung¢do fnum intervalo [a,b] representa o declive da reta se- y
cante ao grafico da funcao fe que passa pelos pontos (a,f(a)) e

(6.(0))-

Sabemos também que a taxa de variacdo (isto é, a derivada) no
ponto a é numericamente igual ao declive da reta tangente ao
grafico de fno ponto de abcissa a.

TAREFA RESOLVIDA 1

z
Determina a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo definida por f(z)= log3 (— + 1} , No
ponto de abcissa a = 4.

ResoLucAo

Se a reta pretendida é tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa a, entdo o ponto de coordenadas

(a.fla)) pertence a reta. No nosso caso f(a) = f(4)=log 3 =1. O declive da reta ¢ a derivada de f

no ponto z = a. Temos f'(4) = [log3 [2 + 1]] = 2 = 1
2 6In3
. In3 [f + 1J .
- 2

=4
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1
6In3

A equacdo da reta tangente serd entdo y—1= (x—4)

A NAO ESQUECER

A equacdo de uma reta que passa pelo ponto (a,f(a)) e tem declive m é dada por

v~ f(a)=m(z - a)

EXxERcicios

1. Considera a funcao g(z)= \/; .
1.1 Caracteriza a funcgao g'.

1.2 Determina a equagao reduzida da reta, t, tangente ao grafico de g no ponto de
abcissa £=9.

2. Determina uma equacao da reta tangente ao grafico de cada uma das seguintes fun-
¢oOes, nos pontos indicados:

2.1 fz)=2" z=4 2.3 fx)=—z+In(2z-3), z=2

2.2 flx)=e"-2z+1, =0 2.4 f(x)217$:1
T

Se a derivada de uma fungéo é (estritamente) positiva num intervalo aberto, a funcao é (estritamen-
te) crescente no intervalo, e se a derivada for (estritamente) negativa a fungdo é (estritamente)
decrescente no intervalo. O Teorema de Fermat diz que se uma fungao é derivavel num intervalo
aberto e se tem um extremo relativo num ponto do intervalo, entao a derivada é nula nesse ponto.

TAREFA RESOLVIDA 2

- _ 1
Estuda os intervalos de monotonia e extremos relativos da funcao definida por f(z)= ~o' — 4z +2.

REesoLucAo

Calculemos a derivada da fungdo dada f'(z)= 2" -4

Se determinarmos os intervalos onde a derivada é positiva ou negativa obtemos logo os intervalos
de monotonia da fun¢ao. Como a funcao fé derivavel, pelo Teorema de Fermat, deveremos procurar
os zeros da derivada, que sao os pontos onde podera haver extremo; se hd ou nao extremo, s6 ana-
lisando a situacao concreta poderemos concluir.
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Convém entao estabelecer o seguinte quadro de variagoes:

T —2 2
f'(x) + 0 - 0 *
f() Ve 2/3 N\ -10/3 /
T admoreative - minimo relativo

Concluimos entdo que a fungao dada é crescente nos intervalos |-00,-2[ e |2,+00[ e é decrescente no
intervalo |-2,2[. Por observagdo do quadro concluimos imediatamente que o ponto de abcissa —2 é
um maximo e o ponto de abcissa 2 é um minimo.

A NAO ESQUECER

Os pontos onde a derivada se anula ndo sdo necessariamente pontos onde ha ex-

tremo (basta pensar na funcido ¢(z)= 1° que tem derivada nula para z=0 e con-
tudo ndo tem ai extremo).

TAREFA RESOLVIDA 3

Estuda os intervalos de monotonia e extremos relativos da func¢ao definida por

l933—4:v+2 sex >0

fle)=1 3
0 sex=0
-2 sex <0

REesoLucAo

Como a fungao estd definida por varios ramos, temos de estudar os intervalos ]-00,0[ e ]0,+00] sepa-

radamente, assim como o que se passa para r = 0. Numa situagdo como esta é aconselhavel tracar
um grafico para percebermos melhor o que se passa com a funcao. Temos
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Observamos que a funcao parece ser descontinua para z = 0. Com efeito, temos que

lim f(z)=2 e lim f(z)=-2

=0+ 20—

Como os valores sao diferentes, pelo teorema 2 do capitulo 9, concluimos que a fungdo nao tem

limite para £ = (0 e portanto, é descontinua no ponto z = (0. Assim, pelo teorema 2 do capitulo 10,
a fungdo nao pode ser derivavel nesse ponto. No intervalo aberto |-00,0] podemos aplicar as regras
de derivagao (teoremas 3 a 8 do capitulo 10) para obter f'(z)=(-2)"=0.

No intervalo aberto ]0,+oo[ também podemos aplicar as regras de derivacao para obter
1 1 3 ! 2
f (w):(—m —4£B+2j =z —4
3

Agora é facil fazer o seguinte quadro de variacoes:

________________ NS WS W NS NS S SN S
f'(z) 0 Nao existe — : 0 . +
f(z) constante 0 . -10/3 /

minimo relativo

Combinando estas informagdes com a obtida pelo grafico concluimos que, para z > 0, a fungao tem

apenas um minimo para z = 2. E constante no intervalo aberto |-00,0][, decrescente no intervalo
aberto ]0,2[ e crescente no intervalo aberto |2,+o0].

EXxERciclios

3.  Estuda os intervalos de monotonia e extremos relativos das funcoes definidas por

z—2 3.2 g(x) =In(2z +1)

3.3 hiz)=2=
X

4.  Estuda os intervalos de monotonia e extremos relativos das funcoes definidas por

4.1 f(z) = ?—z-1 sexz<1 Inz sexr>1
In 2 se z>1 4.2 gl@)=7 0 se-1<z<l
In(-z) sezx<-1
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HisTORIA(S)

Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre-Simon de Fermat, filho de um comerciante de couros, foi educado em casa. O exercicio da
profissao de advogado deixava-lhe tempo para a sua atividade pre-
ferida (a Matematica) & qual comegou a dedicar-se tarde (com cerca
de 30 anos de idade). Destacava-se pela honestidade e ponderagéo,
mas nao pela modéstia, a julgar pelos penetrantes desafios matema-
ticos que dirigia a matematicos como Wallis, na tentativa de provar
que se outros paises nao eram capazes de resolver os problemas que
ele propunha, o sul da Franga o era. Os seus escritos matematicos
consistiam em notas desorganizadas, observagoes em margens de li-
vros e cartas, cujo objetivo nao era a publicacdo. Em carta dirigida
ao matematico Gregory, Collins comenta que quando Fermat se de-
para com um problema complicado, frequentemente lamenta a falta
de espaco e acaba deixando a questao intocada. O insucesso de Fer-
mat para encontrar “espaco” vem atormentando os matematicos
desde entao.

Pierre de Fermat:

“Eu descobri uma demonstracdo maravithosa, mas a margem deste livro é muito
estreita para conté-la.”

Fermat inventou, independentemente, a geometria analitica, quase dez anos antes de Descartes
publicar o seu trabalho sobre o assunto, e o método das tangentes de Fermat — que se sabe ter
inspirado Newton — é um passo gigantesco rumo ao calculo diferencial.

O primeiro dos grandes métodos variacionais da fisica—matematica, “o principio de Fermat do tem-
po minimo”, mantém-se até hoje como uma base adequada para a éptica geométrica. O principio
deixou de ser mera especulagdo apdés Fermat ter desenvolvida a necessaria teoria dos minimos e
provado alguns resultados, como a lei de Snell.

Deixando de lado o inspirado texto de Cardano, a teoria das probabilidades data da correspondén-
cia entre Pascal e Fermat. O mérito talvez possa ser partilhado igualmente entre os dois, posto que
Fermat corrigiu os erros de Pascal e nao cometeu nenhum.

Sobrepondo-se a essas realizagOes estd o fato de Fermat ser o criador da moderna teoria dos nu-
meros. Além do Pequeno Teorema de Fermat, deixou resultados profundos. Sao tipicos de entre
eles: Todo o niimero primo da forma 4n + 1 pode ser expresso univocamente como a soma de dois
quadrados; todo o nimero inteiro é soma de 3 ntimeros triangulares, quatro quadrados e assim por
diante. Muita matematica fundamental nasceu das tentativas, até bem recentemente frustradas, de
demonstrar o seu Ultimo Teorema. O préprio Fermat afirmou ter conseguido uma demonstracio
notavel desse teorema mas que “a margem deste livro é muito estreita para conté-la”.

Texto adaptado do quadro “Men of modern Mathematics” da IBM. Trad. de Higyno H. Domingues
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A funcao derivada pode ser obtida a partir de qualquer func¢ao derivavel. Se a funcao ffor derivavel
num intervalo aberto, a funcao derivada f' estd bem definida nesse intervalo. Nada impede que a
funcao dada seja ja uma funcao derivada de outra funcdo. Se a funcao g = f' for por sua vez deri-
vavel entdo podemos obter uma nova funcao, a funcao derivada de g, a que chamaremos a segunda
derivada de fe que designaremos por f''. E se agora a fun¢ao h = f'" for por sua vez derivavel,
podemos obter uma nova funcao, a funcao derivada de h, a que chamaremos a terceira derivada

i

de fe que designaremos por f'''.

EXERCcicios
5.  Calcula a segunda derivada das fun¢oes definidas do seguinte modo:
5.1 f(z)=2"" 5.2  g(z)=log (3z+1)

5.3 h(z) = In(2x)

6.  Calcula a terceira derivada da fungao definida por p(z) = 2’ + 4z + 22 +127.

Serd que o conhecimento da segunda derivada nos podera ajudar a conhecer melhor a fungao dada?
Ja vimos que se a primeira derivada for positiva num intervalo aberto entdo a fungao é crescente
nesse intervalo. Logo, se a segunda derivada for positiva num intervalo aberto a primeira derivada
serd crescente nesse mesmo intervalo. Tem-se mesmo mais, conforme o seguinte teorema mostra:

Teorema 1 — Num intervalo aberto a funcao f' é crescente se e s6 se f'' > 0 nesse intervalo.

Num intervalo aberto a funcao f' é decrescente se e s6 se f'' < 0 nesse intervalo.

Observemos graficamente esta propriedade. Tracemos os gréficos da funcdo definida por

f(z)=1"-22"+1 e as suas primeira e segunda derivadas, respetivamente f'(z)=3z" -4z e

f"(z)=6z—-4:
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Observamos claramente que, quando a segunda derivada (a verde) é negativa a primeira derivada (a
vermelho) é decrescente, o que acontece no intervalo |-00,2/3[. No intervalo ]2/3,4+00[ observamos
que a segunda derivada é positiva e que a primeira derivada é crescente.

Mas observamos mais: quando a segunda derivada é negativa a “concavidade” do gréafico da fungao
f (a azul) esta voltada para baixo e quando a segunda derivada é positiva a “concavidade” do grafi-
co da funcao f (a azul) estd voltada para cima. Este é também um fato geral e até podemos tomar
esta caracteristica como definicdo de “concavidade” do grafico de uma fun¢ao que tenha segunda
derivada:

Defini¢ao 1 (Concavidade) — Diz-se que o grafico de f tem a concavidade volta-
da para cima num intervalo aberto quando nesse intervalo a segunda derivada de fé
positiva ou nula. Diz-se que o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo
num intervalo aberto quando nesse intervalo a segunda derivada de fé negativa ou nula.

Voltando ao exemplo estudado atrds, podemos dizer que o grafico da funcdo definida por

f(z)=12"-22>+1 tem a concavidade voltada para cima no intervalo |2/3,4+00[ e a concavidade
voltada para baixo no intervalo aberto ]-00,2/3[. O sentido da concavidade também pode ser des-
crito, equivalentemente, sem se referir a primeira ou a segunda derivadas de f. Demonstra-se que,
para uma funcao f, tal que f' existe nalgum intervalo aberto, o grafico de ftem a concavidade
voltada para cima no intervalo aberto ]a,b] quando, considerados os pontos A = (a, fla)),
B = (b,f(b)) do gréfico de f, o grafico de fem ]a,b| fica abaixo do segmento de recta AB.

Sera que conseguimos identificar facilmente os pontos do grafico de uma fungao onde a concavidade
do grafico muda? A resposta é positiva e por isso vamos definir e caraterizar tais pontos.

Defini¢ao 2 (Ponto de inflexao) — Diz-se que o ponto (a,f(a)) é ponto de
inflexao do grafico de fse existirem intervalos abertos |al,a[ e |a,a2[ tais que
os sentidos da concavidade nesses dois intervalos sejam opostos.

1
Vejamos alguns exemplos. As fungdes definidas por f(z) =2’ e g(z) == nao tém pontos de infle-

x

X80 porque, no primeiro caso, a concavidade do grafico da func¢ao fnao muda, e no segunda caso o
ponto x = 0 ndo pertence ao dominio da fungao g.

A funcdo definida por h(r) =z’ tem um ponto de inflexdo para z = 0.
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L
1 1
+2 sex<—
A funcdo definida por r(z)=< T~ 1 2
1 1
r¥-= ser>=
4 2

muda de concavidade no ponto z = 1/2 que é um ponto do dominio logo o ponto (1/2,7(1/2)) é um
ponto de inflexdo do grafico de r. Contudo a funcao r ndo tem derivada nesse ponto pois trata-se de
um ponto anguloso (isto é, um ponto onde néo se pode tragar uma tangente ao grafico da fungao).

A fungdo definida por f(r)=2’—-2z"+1, ja estudada atrds, muda de concavidade no ponto
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(2/3,f(2/3)), ou seja, esse é um ponto de inflexdo do grafico de f. Nesse ponto tem-se que

f""(2/3)=0. No caso da funcio definida por h(z) =z’ tem-se também que, no ponto de inflexao,
h'"'(0) = 0. Esta é uma situacao geral, quando existe segunda derivada:

Teorema 2 — Se ftem segunda derivada num intervalo aberto a que pertence z = a
e (a,f(a)) é um ponto de inflexdao do grafico de f, entdo tem-se que f''(a)=0.

Note-se que este teorema nada permite concluir quando sabemos apenas que a segunda derivada é

nula num ponto. Por exemplo, a funcdo definida por s(z)=z"' tem segunda derivada nula para z
= 0, mas nao tem pontos de inflexdo. Se nao existe segunda derivada no ponto de inflexdo entao
nao se pode concluir nada sem mais dados. Os possiveis pontos de inflexdao sdo pois aqueles onde a
segunda derivada é nula ou onde nao existe segunda derivada.

EXERciclos

7. Usando a segunda derivada, estuda, quanto ao sentido das concavidades do seu grafico
e quanto a existéncia de pontos de inflexao as fung¢odes definidas por:

7.1 f(x)=gw3+m2—12w+2,Df=]R

3

72 f@)="F2 D =R\ {1}
o

7.3 fz)=——, D, =R
z*+1

Pt - b
e

7.5 f(z)=2"In(z)-2, D =]0,+ o9

7.6 f(z) =N12 -2z — 227 —[ -3,2]
7.7 f(z) =Nz -5z, D, =]=e0,0]U[5,+ =

8.  Seja h uma funcgdo real de varidvel real, de dominio R. Sabe-se que a sua segunda

derivada, h'', é definida, em R, por h''(z) = ln((m +1)° + 2).

Estuda a funcao h quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a exis-
téncia de pontos de inflexao.
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J& estudamos muitas ferramentas que nos permitem analisar um nimero consideravel de proprie-
dades de funcoes reais de varidvel real. Tanto poderemos fazer o estudo de fungoes sem calculadora
grafica ou computador (apenas com verificacdo no final) ou entdo, para fungdes mais complicadas,
usando a calculadora grafica ou o computador. Vejamos o primeiro caso; seguiremos normalmente
o seguinte plano no estudo de fungoes:

a) Determinagao do dominio (se o dominio néo for fornecido, ele serd o maior conjunto de niimeros
reais onde a expressao que define a fungéo tem significado)

b) Determinagao de paridade (serd uma fungao par ou impar?)

c) Existéncia de assintotas

d) Determinacao da primeira derivada

e) Construcao do quadro de variagoes e obtengao de extremos relativos e de intervalos de monotonia
f) Determinacdo dos limites nas extremidades do dominio para completar o quadro de variagdes
g) Determinagao do contradominio

h) Determinacao da segunda derivada

i) Construcdo do quadro de concavidades e determinacao dos pontos de inflexao

j) Determinagao dos pontos de interse¢cdo com os eixos coordenados

k) Esbogo do grafico

1) Determinagao do gréfico usando a calculadora grafica ou o computador e corre¢ao de eventuais
erros de calculo

TAREFA RESOLVIDA 4

Estuda a funcdo polinomial definida por f(r)=3z" + 4z’ —122° + 7.

REesoLucAo

a) O dominio é o conjunto dos niimeros reais.

b) Determinacao de paridade. Temos f(-z)= 32" —42® —122° + 7. Como este valor nao é igual
(para todos os niimeros reais) nem a f(z) nem a —f(z) entdo a funcdo ndo é par nem impar.

c) Existéncia de assintotas. Nao hé assintotas verticais pois néo aparecerao limites infinitos para
valores reais do dominio, por a funcdo ser polinomial. Como a funcdo é polinomial os limites
nas extremidades infinitas do dominio irdo dar sempre +o00 ou —oo; assim nao hé assintotas nao
verticais.

d) Determinacio da primeira derivada. Temos f'(z) =12z +122° — 24z

e) Construcado do quadro de variagdes. Os zeros da derivada sdo:
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flz)=0122" +122" - 24z =0 125(z’ +2-2)=0e r=0vr=1vz=-2

Podemos entao construir o quadro de variagao:

A funcao ftem um minimo relativo em (-2,-25), um méximo relativo em (0,7) e um minimo relativo
m (1,2). A funcao fé crescente em |-2,0[ e ]1,400[. A fungao f¢é decrescente em |-00,~2[ e ]0,1].

f) Determinacao dos limites nas extremidades do dominio. Temos que

lim f(z) = lim 32" =+ ¢  lim f(z) = lim(3z") = +oo

T——c0 T——o0 T—>+oo T—>+oo

Assim o quadro de variacoes completo serd

g) Determinacao do contradominio. Olhando para o quadro de variagoes completo concluimos
que o contradominio é [-25,400].

h) Determinagio da segunda derivada. Temos f''(z)= 36z + 247 — 24

i) Construcado do quadro de concavidades. Comecemos por determinar os zeros de f’. Temos

f'(r)=0e 362" +242-24=0
& 1232 +25-2)=0
—1—\5 —1+\E
= VI=
3 3

Podemos entao construir o quadro de concavidades:

7 Lo

93



S B ER
3 Y

A funcao tem a concavidade voltada para cima em e em | e tem a
3

—|—1— 77—1+\/;{

concavidade voltada para baixo no intervalo J 5 3 L Tem dois pontos de inflexdo nos
e
3 3

j) Determinacao dos pontos de interse¢cao com os eixos coordenados. Ji vimos que o pon-
to (0,7) pertence ao grafico e assim temos a interse¢ao com o eixo dos YY. Vejamos as possiveis

pontos de abcissa

intersecoes com o eixo dos XX: f(z)=0 & 3z' +42° —122° +7=0.

H4 4 possiveis interse¢oes mas nao temos formas simples de as determinar de forma exata. Recor-
rendo a uma calculadora obtemos que as intersegoes sdo os pontos de abcissa —2,7 e —0,7 (aproxi-
madamente).

k) Esbogo do gréafico

Combinando os dois quadros podemos esbogar o grafico da funcao f.

1) Obtencao do grafico com uma calculadora grafica ou computador. Obtemos algo como

Y
30

20

10

10
—20

-30

Se porventura este gréafico for diferente do anterior podemos concluir que deverd ter havido algum
erro, tendo assim a oportunidade de rever o que foi feito e emendé-lo.
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EXERciclos

9.  Considera a funcio polinomial f definida por f(z)=2"+22>-5z-6.
9.1 Determina a ordenada do ponto de intersecdo do grafico de fcom o eixo Oy.

9.2 O gréafico de finterseta o eixo Ox em trés pontos. Sabendo que um deles tem
abcissa —3 determina os outros dois.

9.3 Estuda fquanto a monotonia e extremos relativos.

9.4 Estuda a funcao f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexao.

9.5 Com base no estudo efetuado, esboca o grafico de f.

1 1
10. Considera a funcio f definida por f(z)=—-— n(z) .
e x

10.1  Determina o dominio de f.

10.2  Estuda a fun¢do f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.

1 -1
10.3  Mostra que f'(z)= %

10.4 Estuda a fungdo fquanto & monotonia e quanto & existéncia de extremos.
10.5 Prova que f(z)=0,Vze Df .

-21
10.6  Mostra que f''(z)= 37;1@) .
T

10.7 Estuda a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a
existéncia de pontos de inflexdo.

Vejamos agora como poderemos fazer o estudo de fungoes, usando uma calculadora grafica ou um
computador. Seguiremos normalmente o seguinte plano no estudo de fungdes com a calculadora:

a) Determinagdo do dominio (se o dominio néao for fornecido, ele serd o maior conjunto de niimeros
reais onde a expressdo que define a fungéo tem significado)

b) Determinagdo do grafico da fungao e da sua derivada, usando a calculadora gréafica ou o compu-
tador (note-se que nesta primeira determinagdo pode nao se conseguir descobrir todas as parti-
cularidades interessantes do grafico da funcao)

¢) Determinagao de paridade (serd uma fungao par ou impar?) e de outras propriedades orientado-
ras (pertence a uma familia de fungdes conhecida?)
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d) Determinagéo de valores aproximados para pontos notaveis ja identificados (zeros, extremos,
intersegdo com os eixos coordenados...)

e) Existéncia de assintotas
f) Determinacao da primeira derivada

g) Construcao do quadro de variagoes e obtencgéo dos valores exatos dos extremos relativos e deter-
minacao dos intervalos de monotonia

h) Determinacdo dos limites nas extremidades do dominio para completar o quadro de variagoes
i) Determinacao do contradominio

j) Determinacdo da segunda derivada

k) Construcao do quadro de concavidades e determinagao dos pontos de inflexao

1) Confronto das conclusoes do estudo analitico com os resultados numéricos e graficos

m) Registo do(s) gréafico(s) no papel, recorrendo eventualmente a escalas deformadas, assinalando
as caracteristicas notdveis obtidas

TAREFA RESOLVIDA 5

Estuda a fungdo definida por f(z)=2"+2".

Adaptado da brochura “Fungoes 12”7 — Ministério da Educacao, 1999

REesoLucAo

a) O dominio é o conjunto dos niimeros reais.

b) Determinacao do grafico da fungio e da sua derivada usando a calculadora grafica
ou o computador. Neste caso os graficos da funcao e da sua derivada sao algo do tipo:

Y

A observacao dos graficos da fungao e da sua derivada permite-nos pensar que:
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- a funcéo é par;

- tem um minimo absoluto que é 2, para x = 0;

- & decrescente em |—00,0[ e crescente em |0, +00[;
- tem contradominio [2, +o0[;

- a concavidade esta sempre voltada para cima

c) Determinacio de paridade. J4 vimos que fdeve ser par. Temos f(-z)=2"+2" = f(z) pelo
que a funcdo dada é par e por isso basta estudar o que se passa no intervalo [0,4-00].

d) Determinacao de valores aproximados para pontos notaveis ja identificados (zeros,
extremos, intersegdo com os eixos coordenados...). Parece haver um minimo absoluto para z = 0,
que é também a intersecao do grafico de fcom o eixo dos YY.

e) Existéncia de assintotas. No gréfico tracado ja vimos que nao deve haver assintotas. E claro

f(z) f(z)

que ndo ha assintotas verticais. Temos lim —* = 4o ¢ lim —— = +eo pelo que também nao hi
7 ~ PR Z—y+oo L—y—o0
assintotas nao verticais. z z

f) Determinacido da primeira derivada. Temos f'(z)=2"In2-27"1n2

g) Construcado do quadro de variacoes e obtencdo dos valores exatos dos extremos re-
lativos e determinacao dos intervalos de monotonia. Comecemos por determinar os zeros
da derivada. Temos

f(z)=02"In2-2"In2=0

S 2'=2"
Sr=—x
=0

Podemos agora fazer o quadro de variac¢oes

Como a fungdo é par poderfamos nao ter estudado o que se passa em |-00,0] mas neste caso, como
h& poucos intervalos com comportamento diferente, é mais facil considerar todos os intervalos pos-
siveis.

Concluimos entdo que a fun¢do ftem minimo absoluto em (0,2). A funcao fé crescente |0,400[ e
decrescente em |-00,0].

h) Determinacao dos limites nas extremidades do dominio para completar o quadro de

variagdes. Temos lim f(z) = 4o0 e lim f(z) = +oo

T—>+oo T——o0

Podemos entao completar o quadro de variacoes:
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Até ao momento o que obtivemos coincide com o que obtivemos no grafico tragado inicialmente.

i) Determinacao do contradominio. Olhando para o quadro de variagoes e o grafico é claro que
o contradominio é [2,400].

j) Determinacgio da segunda derivada. Temos f'(z)=2(In2)* +27*(In2)

k) Construcdao do quadro de concavidades e determinag¢ido dos pontos de inflexdo. Ob-
servamos que a segunda derivada é sempre positiva pelo que a concavidade do grafico da funcao
¢é sempre a mesma e sempre voltada para cima. Nao ha pois pontos de inflexao.

1) Confronto das conclusées do estudo analitico com os resultados numéricos e grafi-
cos. As duas andlises feitas sao totalmente concordantes.

m) Registo do(s) gréfico(s) no papel, recorrendo eventualmente a escalas deformadas,
assinalando as caracteristicas notaveis obtidas. O grafico representativo de todas as carac-
teristicas obtidas é o seguinte:

EXxERcicios

11. Estuda, com o auxilio de uma calculadora grafica ou de um computador, a funcao
2
T +ax+1
definida por g(z) = ————.
2z +1
12. Estuda, com o auxilio de uma calculadora grafica ou um computador, a funcao defini-
da por h(z) = _r
1-logx

Adaptado da brochura “Fung¢oes 12”7 — Ministério da Educacao, 1999
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O conceito de derivada é um dos mais utilizados nas aplicagbes de Matematica. J& vimos vérias
vezes que a taxa de variacdo (instanténea) é a derivada pelo que situagoes como a da velocidade ou
aceleracao da Fisica, a do custo marginal da Economia, etc, sdo resolvidas usando as técnicas das
derivadas.

Em presenga de um problema que envolva méximos e minimos (também dito problema de optimi-
zagdo) podemos usar o seguinte método de trabalho:

a) analisar bem a situacao fornecida, reconhecendo quais as quantidades, varidveis em jogo e as
possiveis relagoes entre elas;

b) definir uma funcdo que permita responder ao pedido (normalmente serd uma funcdo para a qual
se pretende determinar um maximo ou um minimo);

c¢) simplificar a fungao obtida de modo a incluir apenas uma varidvel independente;

d) estudar a fungéo obtida de modo a determinar os seus extremos (ou qualquer outra propriedade
requerida pelo enunciado);

e) confrontar o resultado obtido com os dados fornecidos pelo problema para nos certificarmos de
que o resultado é compativel com os mesmos.

TAREFA RESOLVIDA 6

Uma empresa concluiu que o custo de fabrico (em milhares de euros) C varia em fungdo da quanti-

dade de pecas produzidas = (em milhares de pecas) de acordo com a expressiao C(z) = 22" —1” +4x

C(z)

x

O custo médio de fabrico do produto é dado pelo quociente . O custo marginal para um

fabrico de p milhares de pegas é dado por C'(p) e é aproximadamente igual ao valor do aumento do
custo quando em vez de p milhares de pecas se fabricam p + 1 milhares de pecas.

a) Qual é o niimero de pegas que torna minimo o custo médio?
b) Determina o custo marginal na presente situacao.

¢) Verifica que o nimero de pegas que torna minimo o custo médio faz com que este custo médio se
torne igual ao custo marginal.

REesoLucAo

Cz) 22’ —2*+4gz

x x
Para determinar o valor que torna a funcao M minima temos de determinar a funcao derivada e os
seus zeros. Temos M '(z) =4z -1

a) O custo médio no presente caso ¢ dado por M(z) = =2 -z +4

Podemos entao construir o seguinte quadro de variacao:
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Do quadro de variagdes concluimos ainda que o minimo relativo obtido é o minimo absoluto, pelo
que podemos dizer que o nimero de pegas a produzir para minimizar o custo médio é '4 de milhar
de pegas, ou seja, 250 pegas.

b) Neste caso o custo marginal é dado por C'(z). Ou seja. C'(z) = 62° — 2z + 4

c¢) Para responder & questdo temos de mostrar que M(0,25) = C"(0,25)

Ora M(0,25) = 025 _ 5 475 o ¢1(0,25) = 6% 0,25 = 2% 0,25 + 4 = 3,875
0,25

Provamos assim que se verifica o que era pedido.

EXERciclos
13. Admite que t dias apéds as zero horas do dia 1 de janeiro de 2012, o nimero P, de Gam-
buzinos, em milhares, existentes numa determinada cultura, é dado aproximadamente

por P(t):L t>20

4 +25¢01t’

13.1 Determina quantos Gambuzinos havia as 12 horas do dia 1 de Fevereiro de 2012.
Apresenta o resultado em milhares de Gambuzinos, arredondado as décimas.

13.2 Determina em que dia do ano de 2012, o niimero de Gambuzinos foi pela primei-
ra vez superior a nove milhares.

13.3  Recorrendo as capacidades da calculadora, mostra que o aumento instantaneo
maximo atingido pela cultura foi de 500 Gambuzinos por dia. Explica como pro-
cedeste.

14. Admite que a biomassa M, em miligramas, de uma cultura bacteriana, ¢ horas apés o
800

inicio da observagao da cultura, é dada por M(t)= ————, t=0
1+43e"

14.1 Determina o tempo necessario para que a cultura atinja 400 mg de massa.

14.2  Determina uma expressao para M '(t) e mostra que a fungdo M é estritamente
crescente.

14.3  Mostra que o grafico da funcao M tem uma assintota horizontal e interpreta esse
facto no contexto da situacao descrita.
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O estudo matematico do cancro

O cancro é uma doenga na qual um grupo de células cresce de forma descontrolada formando um
tumor que, com excecao do caso da leucemia, destrdi as células e os tecidos préoximos. Na realidade,
um tumor inclui células normais, para além das células cancerosas, provindo estas tltimas de uma
célula normal que sofreu um processo de transformacao maligna. Tratando-se de uma doenca clas-
sica, o cancro é um dos temas de estudo da biologia matematica. A sua importancia é tal que pre-
sentemente existe uma base de dados conhecida como QCDB (Quantitative Cancer Modelling
Database), na qual a informagéao existente sobre esta doenga é armazenada para uso por parte de
biomatematicos do mundo inteiro.

O papel da Matematica no estudo do cancro incide na aplicacdo de modelos matematicos e na re-
alizagao de simulacoes por computador. A contribui¢do da matemédtica na luta contra esta doenca
tem assim duas vertentes. Por um lado, fornece auxilio quando é necessario propor novas hipoteses
ou conjeturas sobre as causas que levam a formacao de um tumor. Por outro, a utilizacdo de mo-
delos matematicos permite integrar e, portanto, compreender muito melhor a abundéancia de dados
experimentais e clinicos de que se dispoe.

Em 1964, uma investigadora americana chamada Anna Kane Laird observou que o crescimento dos
tumores, quando estes se desenvolvem em condic¢oes limitadas tanto de espaco como de alimento,
rege-se pela conhecida equacao de crescimento de Gompertz. Um exemplo classico a este respeito é

o do cancro da mama. Segundo esta lei de crescimento, o ritmo ou a velocidade ¥' & qual aumenta

com o tempo ¢ o tamanho y de um tumor nessas circunstancias — tamanho que se pode exprimir
através do seu volume ou, se se preferir, pelo seu ntimero de células — ¢ modelado de acordo com a
seguinte equagao com derivadas (dita equagao diferencial):

7'(t) = clog £ 7(t)
()

Nesta expressao, ¢ é um pardmetro relacionado com a capacidade de proliferacdo das células can-
cerosas do tumor, sendo K o tamanho maximo que o tumor pode atingir, ja que, relembre-se, a
quantidade de tecido disponivel para o tumor se propagar é limitada, tal como sdo limitados os
nutrientes. Resolvendo esta equagao obtém-se a solugao, que neste caso corresponde a lei de cresci-
mento de Gompertz. Esta lei foi proposta em 1825 pelo matematico britdnico Benjamin Gompertz
como um refinamento do modelo de Malthus, tendo pela primeira vez sido usada pelas companhias
de seguros. A ideia subjacente a lei de Gompertz é que a taxa de mortalidade aumenta em progres-
sao geométrica com a idade.
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Sobreviventes do cancro fotografados durante a “Corrida para a cura” organizada em Madison,
Wisconsin, EUA em 4 de Junho de 2005

Se aplicarmos a lei de Gompertz num contexto diferente, nomeadamente ao cancro, o tamanho de
um tumor ¥ serd entao regido pela expressao

log

y(t) = Ke

7(0>€—m
K

sendo y(0) o tamanho inicial do tumor. De acordo com este modelo, se o paciente estiver em tra-

tamento, entdo y(0) serd inferior a K, aumentando de tamanho no caso contrario.

y

Esta é uma funcdo com uma forma sigmoide muito semelhante a da funcao logistica, partilhando
com esta a particularidade do crescimento ser mais lento no inicio e no final do processo.

Na década de 1980, um investigador inglés chamado T.E.Wheldon observou que o crescimento dos
tumores de pequena dimensao nao se encaixava muito bem nesta lei, a qual, na realidade, nao tem
em conta varios aspetos bioldgicos, como por exemplo a fungdo desempenhada pelo sistema imuni-
tario. O aperfeicoamento introduzido por Wheldon considera que no inicio do crescimento do tumor
as células cancerosas nao competem pelos recursos disponiveis, sendo por isso o seu crescimento
exponencial. No entanto, existe um valor critico para o tamanho do tumor, acima do qual o cresci-
mento abandona o seu comportamento exponencial e se ajusta a lei de Gompertz.

Adaptado de “A Matematica da Vida” de Rafael Lahoz-Beltra, RBA, 2011
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O essencial passado em revista

A equacao da reta tangente ao grafico da funcdo fno ponto (a,f(a)) é dada por
y—f(a)=f'(a)(z-a)

Se a derivada de uma funcao é (estritamente) positiva num intervalo aberto, a funcao é (es-
tritamente) crescente nesse intervalo, e se a derivada for (estritamente) negativa a funcao é
(estritamente) decrescente nesse intervalo.

O Teorema de Fermat diz que se uma fungao é derivavel num intervalo aberto e se tem um
extremo relativo num ponto desse intervalo, entdo a derivada é nula nesse ponto. Os pontos
onde a derivada se anula nao sdo necessariamente pontos onde hé extremo (basta pensar na

funcio g¢(z) = 7° que tem derivada nula para z = 0 e contudo nio tem af extremo).

Se a funcdo g = f' for derivavel entdo & funcdo derivada de g chamaremos a segunda deri-
vada de fe designamo-la por f''.

Se a funcao h = f' for derivavel entdo a funcdo derivada de h chamaremos a terceira deri-
vada de fe designamo-la por f'''.

Teorema 1: Num intervalo aberto a funcao f’é crescente se e somente se f’’ > (0 nesse inter-
valo. Num intervalo aberto a funcao f' é decrescente se e somente se f'' < 0 nesse intervalo.

Definicao 1 — Concavidade: Diz-se que o grafico de ftem a concavidade voltada para
cima num intervalo aberto quando nesse intervalo a segunda derivada de f é positiva ou nula.
Diz-se que o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo num intervalo aberto quan-
do nesse intervalo a segunda derivada de fé negativa ou nula.

Defini¢do 2 — Ponto de inflexdo: Diz-se que o ponto (a, f(a)) é ponto de inflexdo do
grafico de fse existirem intervalos abertos ]al,a[ e ]a,a2[ tais que os sentidos da concavidade
nesses dois intervalos sejam contrarios.

Teorema 2: Se ftem segunda derivada e (a,f(a)) é um ponto de inflexdo do gréfico de f,
entdo tem-se que f''(a)=0.
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Exercicios globais

Pratica 1

1.  Seja g uma funcao real de variavel real, de dominio R, tal que g(z)=2+ e
1.1 Mostra que g'(1)=2e.
1.2 Determina uma equagao da reta, r, tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.

1.3 Determina a abcissa do ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox, com uma apro-
ximacao as centésimas.

2. Usando a funcao derivada, estuda, quanto & monotonia e existéncia de extremos relativos,
cada uma das seguintes fungoes, comegando por determinar, para cada uma das fungoes, o
seu dominio.

— 2 _
2.1 f($)=g$3+x2—12x+2 2.5  f(z)=2"In(z)-2

3
49 2.6 f(z) =V12 -2z — 227

2.2 f(x)
z-1 2.7  f(z)=V2* -5z
x
2.3 flz)= -
z°+1
$2
2.4 flx)=—
ez
3. Considera a funcio real de variavel real g definida por g(z) = In(16z — z*).

Estuda a func¢do quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.
2
4.  Seja g a funcdo, de dominio R", definida por g(z) = 3(1n(a:)) +6In(z)-9.

4.1 Determina, caso existam os zeros da funcao g.
4.2 Estuda a funcdo g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

4.3 Estuda a funcdao g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a exis-
téncia de pontos de inflexao.

2
5.  Considera a funcao real de variavel real, h, definida por h(z) = —l(ln(:c)) +In(z).

5.1 Determina o dominio da funcao h.

104



5.2 Resolve a inequagdo h(z) <0.
Apresenta o conjunto solugao na forma de intervalo ou reuniao de intervalos de niime-
ros reais.
1-1
5.3 Mostra que h'(z) = ﬂ
x
1 N
Usa este resultado para mostrar que h(z) < —,Vz e R
2
5.4 Estuda a funcao h quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a exis-

téncia de pontos de inflexao.

Pensa e Resolve 1 1

6.

Seja g uma fungao real de variavel real, de dominio R. A reta de equagdo y =3x—1 é tan-
gente ao grafico de g no ponto de abcissa 2.

Determina o valor de lim

)~ £(2)
=2 (g —2)

Considera a funcio g definida por g(z) = z(1—-1In(z)).

7.1 Determina o dominio de g.

7.2 Determina uma equacio da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa = =€’

7.3 Determina uma equacio da reta que passa pelo ponto de coordenadas (e',e) e é pa-
ralela a reta que é tangente ao grafico da fungao g no ponto de abcissa 1.

7.4 Seja s a reta tangente ao grafico de g que tem declive 1. Determina a equacao reduzida
da reta s.

7.5 Determina uma equacao da reta tangente ao grafico da funcao g no ponto onde este
interseta o eixo Ox.

7.6 Considera a reta 7, uma reta tangente ao grafico de g e que tem ordenada na origem

igual a 3. Determina as coordenadas do ponto de tangéncia.

1
Considera as funcoes reais de varidavel real definidas por f(z)=1In(z)-1 ¢ g(z)= Ee’” -3.

3
Considera, ainda, a reta s que passa pelo ponto A, ponto de interse¢ao da reta y =— com o
2

grafico da funcdo ¢ e pelo ponto B, ponto de intersec¢ao da fungao g com o eixo das ordena-
das.

Determina o ponto de tangéncia da reta tangente ao grafico de f que é paralela a reta s, com
uma aproximacao as centésimas.
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10.

11.

106

Seja fuma fungao real de varidvel real tal que f'(5)=3 e f(5)=2.

Qual é o valor de lim f(z)? Justifica a tua resposta.
-5

A D. Esmeralda acabou de fazer uma sopa e, as dez horas, colocou-a no frigorifico, onde
nesse momento, a temperatura era de 6° Celsius.

Como era de esperar, assim que colocou a sopa no frigorifico, a temperatura dentro dele
comecou a aumentar, tendo atingido um valor maximo e voltado depois a diminuir, aproxi-
mando-se da temperatura inicial.

Admite que a temperatura, T, no interior do frigorifico, medida em graus Celsius, ¢, minu-

tos apés a sopa ter sido 14 colocada, é dada por T(t) =6+ 0.3te™ ™", t 20

Nas duas primeiras alineas, sempre que nos cdlculos intermédios procederes a arredondamen-
tos, conserva, no minimo, trés casas decimais.

10.1  Qual era a temperatura no interior do frigorifico as dez horas e um quarto? Apresenta

o resultado em graus Celsius, arredondado as décimas.

10.2  Recorrendo a calculadora, resolve o seguinte problema:

A que horas comecou a temperatura no interior do frigorifico a diminuir?

Apresenta o resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades).

10.3 Determina ao fim de quanto tempo é que a temperatura no interior do frigorifico esta-

va a diminuir mais rapidamente. Apresenta o resultado em horas e minutos (minutos
arredondados as unidades).

Admite que a quantidade, B, de milhares de bactérias, existentes nas dguas de uma piscina,
desde o instante em que se inicia o tratamento das aguas é dada aproximadamente por

2
B(t) = (t + 1.5) e " (+20)

A variavel t designa o tempo, medido em dias, que decorre desde o instante em que se iniciou
o tratamento das aguas.

11.1  Determina ao fim de quantos dias as medidas tomadas para o tratamento das aguas

se tornaram eficazes, comecando a fazer diminuir o ntimero de bactérias. Apresenta o
resultado aproximado as décimas.

11.2  Mostra, utilizando o teorema de Bolzano, que, ao longo do nono dia de tratamento,

houve pelo menos um instante em que o nimero de bactérias era de 20 milhares.

11.3  Utiliza as capacidades graficas da tua calculadora para calcular durante quanto tempo

é que o nimero de bactérias foi superior ao seu valor inicial. Apresenta o resultado em
dias e horas, com as horas arredondadas as unidades. Na resposta deves apresentar
o(s) grafico(s) e as coordenadas de alguns pontos relevantes visualizados na calculado-

ra (coordenadas arredondadas as décimas).



Reflete 1 1 1

12.

13.

14.

15.

Determina uma equacio dasretas tangentes ao grafico da funcio definida por f(z) = 2> -4z +5
nos pontos de abcissas: =0 e z=2.

Usa a tua calculadora para visualizares uma representacao grafica conjunta do grafico da
funcao fe das duas retas. Esboca a imagem que visualizas na calculadora na folha de papel.

Na figura est4 representado um tridngulo retangulo [ABC] em que AB=9 ¢ BC =12.

Considera que um ponto P se desloca ao longo do cateto sem C

coincidir, nem com A nem com B.

Para cada posi¢ao do ponto P, considera o retangulo [PQRS]
em que o vértice @ pertence ao cateto [BC] e o lado [RS] estd @

contido na hipotenusa [AC].

Seja = a distdncia de A a P e seja g(z) a area do retdngulo

[PQRS].

13.1

13.2

13.3

13.4

13.5

Considera a fun¢do g definida em R por g(z) = {

14.1
14.2
14.3
14.4

14.5

Determina o dominio da funcao g.

Mostra que PS = éx e que PQ= é(9—x).
5 3

Define a fungdo g por meio de uma expressao analitica.

Utilizando a derivada, estuda a fungdo g quanto a monotonia e existéncia de extremos
relativos.

Determina as dimensoes do retadngulo de area méaxima, tendo em conta o estudo feito
na alinea anterior.

In(e"-1) se z>0

e se <0

Determina os zeros de g.

Estuda g quanto a continuidade.

Estuda a funcao ¢ quanto & existéncia de assintotas ao seu grafico.
Determina a fun¢ao derivada de g¢.

Determina a equacao reduzida da reta tangente ao grafico da funcdo g no ponto de
abcissa —1.

Seja fuma funcao, tal que f' existe nalgum intervalo aberto contendo o intervalo ]a,b[. Mos-
tra que se no intervalo aberto ]a,b[, quando considerados os pontos A = (a, f(a)), B = (b,/()))
do gréfico de f, o grafico de fem ]a,b[ fica abaixo do segmento de recta AB entdo f' é cres-
cente em |a,b[.
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Sugestoes para abordar problemas de maximos e minimos

O enunciado de um problema de maximos e minimos nem sempre é muito esclarecedor sobre qual
o caminho a seguir. Eis algumas sugestoes para os tentar entender:

a) Lé o enunciado duas vezes;

b) identifica quais as varidveis em jogo e atribui letras a cada uma;
c) decide qual a quantidade a maximizar ou minimizar;

d) faz um esbogo da situagao, se possivel;

e) procura relagoes entre as varidveis em jogo (umas poderao ser dadas no enunciado, outras pode-
rao estar implicitas no mesmo: areas, volumes, teorema de Pitdgoras, etc.);

f) procura uma equacdo que defina a quantidade a maximizar ou minimizar em fungdo das restan-
tes;

g) simplifica a equagdo de modo a que a quantidade a maximizar ou minimizar seja fungao de ape-
nas uma variavel;

h) aplica as técnicas de derivagdo para resolver o problema.

Vejamos como aplicar estas regras numa situacao concreta. Pretendemos resolver o seguinte pro-
blema:

“Estdo disponiveis 330 euros para fazer uma cerca para delimitar um jardim re-
tangular. O custo da cerca no lado que estd virado para uma Tua custa 6 euros por
metro. O custo da cerca para os outros trés lados é de 2 euros por metro. Deter-
mina as dimensoes do jardim, nestas condicoes, que tenha a maior drea posstvel.”

b) Quais as varidveis em jogo? C = Custo da cerca retangular, L. = largura da cerca, P = compri-
mento da cerca, A = 4rea da cerca.

¢) Pretendemos determinar o valor maximo para a érea A.

d) Um esbogo pode ser:

e) Temosque A =PxL,que C=6P +2x2xL+2P=8P + 4L

¢ que C = 330. ///

f) Vamos maximizar a drea A = PxL.

g) Como C =330 e C=8P + 4L vem que 330=8P + 4L e¢ L =330/4 — 2P. Substituindo em
A =PxL vem que A =Px(330/4—-2P)=330/4xP-2P>.

h) Temos que derivar a funcio A(P)=330/4xP—2P*

Temos que A’(P)=330/4—4P e esta funcio derivada tem um zero para P =330 / 16 . Este va-
lor é um maximizante (porqué?) pelo que a drea serd maxima quando o comprimento do jardim for
P=330/16 e a largura for L. =330/8.

108



Itens de exame

Escolha maltipla

1. A retade equacdo y = x é tangente ao grafico de uma certa funcao f, no ponto de abcissa 0.

Qual das seguintes expressoes pode definir a funcao f?

(A) * +x (B) z° + 2z (C) 2 +2z+1 (D) 2> +z+1

2. Um projétil é langcado verticalmente de baixo para cima.
Admite que a sua altitude h (em metros), ¢ segundos ap6s ter sido lancado, é dada pela ex-
pressao h(t) = 100t — 5¢*
Qual é a velocidade (em metros por segundo) do projétil, dois segundos apds o langamento?
(A) 80 (B) 130 (C) 170 (D) 230

3. Seja fuma funcao de dominio R.

Sabe-se que a sua derivada, f', é tal que f'(z)=z-2, VzeR.

Relativamente a funcao f, qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) fé crescente em R. (B) fé decrescente em R.
(C) ftem um minimo para x = 2. (D) ftem um méaximo para z =2.
4. Na figura junta estd parte da representagao grafica de uma fungao g, de dominio R\ {0}.

Y

Qual das figuras seguintes pode ser parte da representagao grafica da funcdo g', derivada
de ¢?7

109



5.

a

(B)

Na figura junta estd a representacao grafica de uma funcao f.

Y

O eixo Ox é tangente a curva representativa do grafico de f.

A representacao grafica de f' pode ser

6.

110

Na figura abaixo estao representadas graficamente duas fungoes diferenciaveis fe g.

As duas fungoes tém extremo para x = —1.

11. Aplicacdes do Calculo Diferencial



<

N

>

/

O conjunto solucao da condicao f'(z) < g'(x) é

(A) ]-2,-1] (B) ]-2,-1] (C) ]-11] (D) [-L1]
Seja ¢ uma func¢éo continua de dominio R.

Sabe-se que:

- ¢ tem minimo absoluto igual a 3, para * =2;

- ¢ tem méaximo absoluto igual a 7, para £ =15.

Qual das afirmacoes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) g é crescente em [2,5] (B) O contradominio de g é [3,7]
(C) g tem derivada nulaem z=2e z=5 (D) g tem pelo menos um zero
Seja fuma fungdo de dominio [0,+ oo .

Na figura abaixo a esquerda estd parte da representacao grafica da funcao f' e, na figura a

direita, parte da representacao gréfica da funcao f'', respetivamente primeira e segunda
derivadas de f.

Y Y

-/

Em qual das figuras seguintes pode estar parte da representagao grafica da funcao f?
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9.  Na figura ao lado esta representado o grafico de g'', segunda derivada de uma certa funcao
g.

Qual dos graficos seguintes pode ser o da funcao g7
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10. Seja fuma funcao de dominio R.
Sabe-se que a primeira e a segunda derivadas de fsdo negativas em RR.
Em qual das figuras seguintes pode estar representada parte do grafico da fungao f?

Y Y
(A) (B)

~_ /.
N

Y Y

(©) (D)
/
\ /

Il
o

11. Seja fuma fungdo de dominio R e a um ponto do dominio de ftal que f'(a)
Qual das afirmacgoes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) a é zero de f

11. Aplicacdes do Calculo Diferencial 113



(B) f(a) é extremo relativo de f

(C) (a,f(a)) é ponto de inflexao do grafico de f

(D) A reta de equacao y = f(a) é tangente ao grafico de f
12.  De uma funcao f, de dominio R, sabe-se que a sua derivada é dada por
fl(z)=2"-3z+1
Em qual dos conjuntos seguintes o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo?
(A) ] - 17 1[ (B) ] - 1[ (C) ]Oa 3[ (D) ] - O[

13. Na figura abaixo estd parte do grafico de uma fungéo h, de dominio RR.

Y

Sejam h'e h'' a primeira e a segunda derivadas de h, respetivamente.

Admite que estas duas funcoes também tém dominio R.

Qual das expressoes seguintes designa um ntmero positivo?
(A) h(0)+h"(0) (B) h(0)-h'(0)
(C) h'(0)=h"(0) (D) h'(0)xh"(0)

14. Seja fa funcdo, de dominio R, definida por f(z)= > +1.
Seja g a fungao cujo grafico é a reta representada na figura.
Seja h=f+g

Seja h' a funcao derivada da funcéo h.
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O gréfico da funcdo h' é uma reta. Sejam m e b, respetivamente, o declive e a ordenada na
origem desta reta.

Qual das afirmacoes seguintes é verdadeira?

(A) m>0e b>0 (B) m>0e b<0

(C) m<0eb>0 (D) m<0 e b<0

Resposta aberta

el’
15. Considera a funcdo f, de dominio R \ {0}, definida por f (x)=—.
x

15.1

15.2

Determina, recorrendo exclusivamente a métodos analiticos, a equacao reduzida da
reta tangente ao grafico da fungdo fno ponto de abcissa 2.

No intervalo ]0,5], a reta de equagdo y =6 interseta o grifico da fungio nos pontos
A e B. Determina a distancia de A a B, com aproximacao as décimas recorrendo as
capacidades gréaficas da tua calculadora. Apresenta o grafico, ou os graficos, em que te
baseaste para dares a tua resposta, assinalando os pontos A e B e indicando as suas
coordenadas com aproximacao as décimas.

e -1

16. Considera a fungdo f, de dominio R\ {0}, definida por f(z)= .

16.1

16.2

X

Sem recorrer a calculadora, resolve as duas alineas seguintes:

16.1.1 Determina a equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de

abcissa 1.

16.1.2 Estuda a funcdo fquanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas aos

eixos coordenados.

O conjunto solugdo da inequacdo f(z) <3+ In(z) é um intervalo fechado [a,b].

Recorrendo a tua calculadora, determina, graficamente, valores para a e b, arredon-
dados as centésimas. Apresenta, na tua resposta, os elementos recolhidos na utilizagao
da calculadora, nomeadamente, o grafico ou gréaficos obtido(s), bem como coordena-
das relevantes de alguns pontos.

17. Na figura estao representados num referencial o. n. xOy:

- uma curva C, grafico da funcdo f, de dominio R, definida por f(z)=e";

- uma reta r, grafico da fungao g, de dominio R, definida por g(z)=1z-2.
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17.1  Utiliza métodos exclusivamente analiticos para resolver as duas alineas seguintes:

17.1.1 Determina uma equacgao da reta paralela a reta r e tangente a curva C.

17.1.2 Estuda a funcdo f+ g quanto a existéncia de assintotas do seu gréfico.

17.2  Considera agora que se acrescentou a figura anterior uma reta s, paralela ao eixo Oy.

Sejam A e B os pontos de intersecao da reta s com a curva C'e com a reta r, respeti-
vamente.

Imagina que a reta s se desloca, mantendo-se sempre paralela ao eixo Oy. Os pontos
A e B acompanham, naturalmente, o deslocamento da reta s.

Seja x a abcissa do ponto A.

Recorrendo a calculadora, determina « € [0,2] tal que AB = 5. Apresenta o resul-
tado aproximado as décimas. Explica como procedeste (na tua explicagao, deves incluir
o gréfico, ou graficos, que consideraste para resolver esta questao).

18. Prova que, para qualquer fungdo quadratica g, existe um e um s6 ponto do grafico onde a
reta tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

19. O polinémio A(z) = ' —72* + 72° + 152 — 6 tem quatro raizes reais distintas.
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Recorrendo a tua calculadora, determina, com aproximacao as décimas, o nimero real posi-

tivo k para o qual o polinémio B(z)= A(z)—k tenha trés raizes reais distintas.

Explica como procedeste. Na tua explicagdo, deves incluir o(s) gréafico(s) obtido(s) na tua
calculadora, bem como coordenada(s) que consideres relevante(s) de algum(ns) ponto(s).

20. Seja fa fungdo de dominio [-3,3] definida por
e —1+z

f(:E)= T

2—z+In(1+3z) se 0<z<3

se —3<x<0

Y
3

Na figura esta representado o griafico da fungao f.
Tal como a figura sugere:

- A é o ponto do grafico de f de ordenada méaxima;

- a abcissa do ponto A é positiva.

20.1  Utilizando métodos exclusivamente analiticos, resolve as duas alineas seguintes:
20.1.1 Determina a abcissa do ponto A.
20.1.2 Mostra que, tal como a figura sugere, fé continua no ponto 0.

20.2  Na figura estd novamente representado o grafico de f, no qual se assinalou um ponto
B, no segundo quadrante.
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A reta r é tangente ao grafico de f, no ponto B.
Considera o seguinte problema:
Determinar a abcissa do ponto B, sabendo que a reta r tem declive 0.23

Traduz este problema por meio de uma equacao e, recorrendo a calculadora resolve-a
graficamente, encontrando assim um valor aproximado da abcissa do ponto B.

Podes realizar algum trabalho analitico antes de recorrer a calculadora.

Reproduz o(s) grafico(s) obtido(s) na calculadora e apresenta o valor pedido arre-
dondado as centésimas.

21. A figura representa uma ponte sobre um rio.

A distdncia minima do arco central da ponte ao tabuleiro é de 6 metros.

Sejam A e B os pontos de intersecao do arco central da ponte com o nivel de dgua do rio, e

seja O o ponto médio de [AB].

Considera a reta AB como um eixo orientado da esquerda para a direita, com origem no
ponto O e onde uma unidade corresponde a um metro.

Para cada ponto situado entre A e B, de abcissa z, a altura do arco, em metros, é dada por
f(w) — 36 _ 9(60.061 + 6—0.061)

21.1  Recorrendo ao estudo da derivada da funcao f, mostra que, tal como a figura sugere, é
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no ponto de abcissa zero que a altura do arco é maxima.

21.2  Uma empresa estd a estudar a hipotese de construir uma barragem neste rio. Se tal em-
preendimento se concretizasse, o nivel das dguas no local da ponte subiria 27 metros.

Nesse caso, a ponte ficaria totalmente submersa? Justifica a tua resposta.

21.3  Mostra que a distancia, em metros, entre A e B é um valor compreendido entre 43 e 44.
22. A figura A representa um cubo de aresta 2.
Considera, para cada vértice, os pontos das arestas que estao a distancia z (0 <z < 1) desse

vértice. Seccionado o cubo por planos que contém esses pontos, obtemos o poliedro (cubo
truncado) representado na figura B.

2 w

4

—

22.1  Mostra que o volume do cubo truncado é dado é dado, em funcao de z, por

V(z) = 24_374303 (:c €0, 1])

22.2  Determina o valor de z para o qual o volume do cubo truncado é minimo. Para esse
valor de z, indica, justificando, quantas arestas tem o poliedro.

23. Seja fuma funcao, de dominio R™, tal que a sua derivada é dada por
f'(z)=2+zln(z), VzeR"
Sem recorrer a calculadora, resolve as alineas seguintes:

23.1  Seja r a reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 1.

Seja P o ponto de interse¢ao da reta r com o eixo Ox.

Sabendo que f(1) =3, determina a abcissa do ponto P.

23.2  Estuda a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a exis-
téncia de pontos de inflexao.

24. Numa certa pastelaria, a temperatura ambiente é constante.

Admite que a temperatura em graus centigrados, de um café servido nessa pastelaria, ¢ mi-
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25.

26.

120

nutos apos ter sido colocado na chavena, é dado por

24.1

24.2

24.3

24.4

24.5

f(t)=20+50e""" (¢t=0)

Determina a temperatura do café no instante em que é colocado na chévena.

Estuda a funcao fquanto a existéncia de assintotas, a monotonia e ao sentido das con-
cavidades. Esboca o grafico de f.

Com o decorrer do tempo, a temperatura do café tende a igualar a temperatura am-
biente. Indica, justificando, a temperatura ambiente.

Justifica a seguinte afirmacdo: a taxa de variacdo média da funcao f, em qual-
quer intervalo do seu dominio, é negativa.

Quanto tempo decorre entre o instante em que o café é colocado na chavena e o ins-
tante em que a sua temperatura atinge 65 graus Celsius? Apresenta o resultado em
minutos e segundos.

Nota: sempre que nos calculos intermédios, procederes a arredondamentos, conserva
no minimo trés casas decimais.

De uma funcao f, de dominio R, sabe-se que a sua derivada ¢ dada por f'(z) = (z+1)e” — 10z

Seja A o tnico ponto de inflexdo do gréfico de f.

Recorrendo as capacidades graficas da tua calculadora, determina a abcissa do ponto A,
arredondada as décimas.

Explica como procedeste. Inclui na tua explicacdo, o(s) grafico(s) que obtiveste na calcula-

dora.

Considera, para cada «a €]0,1, a funcdo, de dominio R*, definida por f(z)=z".

o

Prova que, qualquer que seja o valor de o €]0,1[, o grafico da fungdo f tem a concavidade
voltada para baixo.



90 minutos

Prova global

Grupo 1

1.  De duas fungoes, fe g, de dominio R, sabe-se que:
f(=2)=-3; f'(-2)=3; g(-2)=4; g'(-2)=1.
Seja h a fungao definida por h(z) = f(z)x g(z)
Qual é o valor de h'(-2)?
(A) 0 (B) 1 )7 (D) 9

2. Qual das seguintes expressoes pode ser a expressao analitica de uma funcao f cuja derivada

é definida por f'(z) = 3e*

30
(A) 12¢* (B) et +3 () 343 (D) 3t
4 4 4
3. A reta de equacdo y =ex+ 3 é tangente ao grafico de uma das seguintes fungoes. Qual é a
funcao?
(A) f(z)=¢ (B) g(z)=e"+3
(C) h(z) =In(z) (D) j(z)=3+1In(z)
4. Seja fuma fungdo de dominio R.
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6.

122

A sua funcao derivada, f', é a funcao quadratica cujo grafico se encontra parcialmente re-
presentado na figura.

Indica o intervalo em que o grafico de ftem a concavidade voltada para baixo.
(A) ]_1a+°°[ (B) ]_°°a_1[ (C) ]_3a1[ (D) ]_°°a+°°[

Na figura estd representada parte do grafico de uma funcgao f, bem como a reta tangente a

esse grafico no ponto P =(1,2). y

Qual dos seguintes valores corresponde a

[

Grupo I1

Seja ¢ a fun¢do definida por g(z) =z —In (1 - e‘z).

6.1 Determina o dominio de g.
6239
6.2 Prova que, para todo o z pertencente ao dominio de g, se verifica que g(z) = In T
e —_—
6.3 Estuda g quanto a existéncia de assintotas do seu grafico paralelas aos eixos coorde-
nados.
6.4 Prova que para todo o z pertencente ao dominio de g, a funcao derivada pode ser

definida por ¢'(z) = € -
relativos. e’ -

e estuda g quanto a monotonia e existéncia de extremos

Seja g a funcdo definida por g(z)=z+1In(2-=z).

7.1 Determina o dominio de g.

7.2 Estuda a funcdo g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

7.3 Seja t a reta tangente ao grafico da funcao g para a qual é isésceles o triangulo [OAB],

onde A e B sao os pontos de intersecao da reta t com os eixos Ox e Oy, respetivamente.

Determina a equacao reduzida da reta ¢, assim como as coordenadas do ponto de tan-
géncia.



7.4 Determina uma equagao da unica assintota vertical do grafico da funcao g.

1
Considera a funcio f, definida por f(z)=5In(z)-—~x.
2

8.1 Determina o dominio de f.
8.2 Prova que o grafico de ftem concavidade voltada para baixo.
8.3 Determina uma equagao da reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa 1.

8.4 Estuda o grafico de f, quanto a existéncia de assintotas e, caso existam, determina as
suas equacoes.

T

Considera g a funcio de dominio |1,+ o[ definida por g(z)=
rz—-1
Para cada ntimero real ¢ > 1 considera:

- r, a reta tangente ao gréfico de g no ponto A de abcissa a;

- B, o ponto de intersecao da reta r com o eixo Ox;

- f, a funcdo que dé a drea do triangulo [OAB].

0 a \ ‘
9.1 Define a fungao fpor meio de uma expressao analitica.
9.2 Determina o valor de a a que corresponde o triangulo que tem area minima.
9.3 Qual o perimetro do tridngulo considerado na alinea anterior?

Considera a férmula que nos dé a area de um circulo em fun¢do do seu raio, 7, em fungao
de r A(r)=nr’
10.1  Define analiticamente a derivada da funcio A.

10.2 O resultado parece-te familiar? O que representa geometricamente?
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Teoremas elementares do Calculo Diferencial

’

“Nao se pode realmente argumentar contra um teorema matematico.’
Stephen Hawking (1942-)

“El-rei D. Pedro, o cruel, esta na janela sobre a praceta onde sobressai a estatua municipal do marqués
Sa da Bandeira. Gosto deste rei louco, inocente e brutal. (...) Ele diz um gracejo. Toda a gente ri. (...)"
In “Teorema” de Herberto Helder (1930-)

Neste manual, como em todos os outros, em todos os paises do mundo, apenas se podem demonstrar
alguns teoremas. Por um lado, o tempo é limitado e muitas dreas da Matematica nem sequer sao
mencionadas nos Programas Oficiais. Por outro lado, como dizia o grande matemético portugués
José Sebastido e Silva (1914-1972), “se ndo houver tempo - o que é bem provavel - podem-se omitir
as demonstragoes. O que importa, por enquanto, sdo as intuigoes: essas de modo nenhum devem
faltar”. E de tal modo enfatizava a importancia das intui¢cbes que defendia que se devia “dar ao en-
sino uma orientacao de tal modo natural, que o aluno seja levado a aceitar os factos intuitivamente,
e com uma forca de convic¢ao semelhante & que nos vem da demonstragao rigorosa desses factos”.

Contudo, s6 por via da demonstracao se pode garantir que um resultado é efetivamente valido. Se-
bastiao e Silva também escreveu: “Especialmente em matematica, nenhum resultado pode merecer
inteira confianga, enquanto nao for sancionado pela razao, isto é, demonstrado logicamente.”

Neste capitulo vamos demonstrar alguns teoremas do Célculo Diferencial ja vistos anteriormente.
Vamos comecar com algumas propriedades das fungdes continuas. A primeira propriedade diz-nos
que se a fun¢do é continua num ponto, nao pode variar demasiado na vizinhanca desse ponto.

Teorema 1 — Se a funcao fé continua num ponto entao existe um intervalo
aberto contendo esse ponto onde a fungao fé limitada.

Demonstracao

Se fé continua entao lim f(z) = f(a).

r—a
Ou seja, qualquer que seja a sucessao (xn) de elementos do dominio diferentes de a e a convergir

para a, temos sempre que a sucessao (f (:En)) converge para f(a). Isto significa que, qualquer que seja

o ntimero real positivo § escolhido, existe uma ordem p tal n>p = f(z ) - f(a)|< 6.

Pretendemos provar que existe um intervalo aberto contendo a e que existe um ntmero real positivo
M de modo que para todo o z desse intervalo aberto se tenha | f(z)|< M.

Vamos fazer a demonstragao por redugao ao absurdo. Se a conclusao nao fosse verdadeira

ser sempre recomendado como lettura aos alunos mais interessados.
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entdo, qualquer que fosse o intervalo aberto contendo a que fosse escolhido e qualquer que fosse o
ntmero real M escolhido, haveria sempre um nimero real = desse intervalo tal que | f(z) [> M .

1 1
Sendo assim, escolhamos sucessivos intervalos abertos |@ ——,a+—| que supomos estarem todos
n n

contidos' no dominio da fun¢do f Vamos também escolher uma sucessio de nimeros reais (M )
n

verificando M =n.

n

Pela nossa hipétese de trabalho, qualquer que seja o intervalo escolhido e qualquer que seja o ni-

mero real M escolhido, haverd sempre um ntimero real £ pertencente a esse intervalo aberto e tal
n n
que se tenha |f(z )| > M .
n n

1
Dito por outras palavras, para todo o intervalo aberto |@ ——,a+ —| e para todo o nimero real M
n n n
1
antes definido, existe € |a——,a+—| tal que | f(z )[2 M =n.
n n n n

Isto significa que (z ) é uma sucessdo que converge para a mas a sucessao (f(z )) nido pode con-
n n

vergir para f(a). Mas isto é uma contradi¢do com as hip6teses do teorema (em particular significaria
que f nao seria continua no ponto a) e por isso a nossa hipdtese de trabalho ndo pode ser vilida.
Logo s6 podemos ter que existe um intervalo aberto contendo a e que existe um niimero real posi-
tivo M de modo que para todo o x desse intervalo aberto se tenha

| f(z) < M c.q.d.

Teorema 2 — Se uma funcao é continua num ponto e é positiva nesse ponto entao
existe um intervalo aberto contendo esse ponto onde a fun¢ao também é positiva.

Demonstracao

A demonstragao deste teorema é semelhante & do teorema anterior e fica como desafio ao leitor.

Vamos agora demonstrar o teorema 2 do capitulo 10:

Teorema (Derivabilidade e Continuidade) — Uma funcio que seja deri-
vavel num ponto é continua nesse ponto.

Demonstracao

Suponhamos que a func¢ao fé derivavel no ponto a. Para todo o x do dominio de fe diferente de a
temos f(z)— f(a) = f@)=fa) X (z—a)
rT—a

! Se isto ndo acontecer, mesmo assim podemos demonstrar o teorema (porqué?).
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f(z) = f(a)

Logo, sendo fderivavel em z = a existe (e é um ndimero real) o limite lim ——+———== f'(a)

Por outro lado lim(z—a)=10

r—a

Assim, pelo teorema do limite do produto de duas fungoes (Teorema 1b do capitulo 9), temos

lim(f(x)— f(a)) = limlw X (x— a):l = lim[w] xlim(z—a)= f'(a)x0=0

T—oa r—a m a r—a :L' a Tr—a

Mas isto significa que lim f(z) = f(a)

T—a

ou seja, a fungado fé continua no ponto a.
Os proximos teoremas ja foram vistos no capitulo 10. Vamos agora demonstrar alguns.

Teorema (Derivada do produto de uma constante por uma fung¢ao) — Se f é uma
funcao derivavel num intervalo aberto A, e k£ é uma constante, entao a funcao kf também
¢é derivavel no mesmo intervalo e tem-se a seguinte relacao entre as derivadas: (kf )' = kf'

Demonstracao

A demonstracao deste teorema é semelhante & dos teoremas demonstrados no capitulo 10 pelo que
fica como desafio ao leitor.

Teorema (Derivada da poténcia de uma func¢ao) — Se fé uma fungao derivavel num intervalo
aberto e w ¢ um nimero racional, positivo ou negativo, entao a fungao f* também ¢ derivavel

no mesmo conjunto (se f* estiver bem definida) e tem-se a seguinte relagdo entre as derivadas:
(f) = wx [ [
Demonstracao

Vamos demonstrar este teorema para o caso em que w é um nimero natural n. Vamos usar o mé-
todo de indugao matemaética (ver capitulo 6, pg. 48 do volume 2).

a) caso n = 1. Temos que (f')'=f"e IXf7'xf'=f"xf'=f" pelo que a férmula pretendida é
valida para n = 1.

b) Passo indutivo. Tentemos provar que (f")'=(n+1)x f"*" x f'

supondo que é vélido que (f")'=nx f"" x f'

Temos, pelo teorema da derivada do produto (teorema 4 do capitulo 10) que

() = (F X J) = ()X f+ 7% f
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Mas, pela hipétese do passo indutivo, podemos calcular a derivada de f", pelo que vem

() =X [ )X f+ X f
=nX f"Xf'+ f"xf
=X [+ f)x [

= () xS cad

Teorema (Derivada do quociente de duas fungées) — Se fe g sdo fungdes derivaveis num
intervalo aberto A e se g ndo se anula em A, entdo a fungao quociente f /¢ também é derivavel

1] _['xg-fxg

no mesmo conjunto e tem-se a seguinte relacao entre as derivadas: [
2
9

g

Demonstracao

Podemos tentar aplicar a definicdo de derivada ao quociente f /¢, mas provavelmente os calculos
iriam ser demasiado complicados. Sigamos entdao o conselho de George Polya e comecemos por es-
tudar um caso particular. Suponhamos entao para comegar que fé constante e igual a 1. A férmula

1) _=¢'
a provar neste caso serd simplesmente: | ¢ g

Estudemos entdo a derivada de 1/ ¢, usando a defini¢ao:

ol
[l]'(a) = lim~J J = lim glath) g(a)

g h=0 h h—0 h
= lim[ gla)  __glath) } _ fim (@)~ gla+h)
"=0| hg(a)g(a+h) hgla+h)g(a) | " hg(a)g(a+h)

Sendo ¢ derivavel também é continua (pelo teorema 2 do capitulo 10), pelo que lim g(a + h) = g(a)
h—0
Temos assim

H.(a): L g(@) = glath) _ hm[g<a>—g<a+h>x 1 ]__ g'(@)
g "=0 hg(a)g(a+h) "0 h g(a)g(a+h)

0 que prova a férmula que pretendiamos. Poderemos agora alargar esta férmula ao caso geral? Na
realidade até podemos reduzir o caso geral ao caso particular estudado. Com efeito

g g g g 92 92 gz
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HisTORIA(S)

Gottfried Leibniz (1646-1716) e o calculo diferencial

“No caso de quase todos os outros matematicos importantes — escreveu J. E. Hofmann, o grande
estudioso da matematica de Leibniz na primeira metade do sécu-

lo XX — a grande paixao é ja reconhecivel durante a puberdade e

conduz, no periodo imediatamente a seguir, a ideias novas e de-

cisivas. No caso de Leibniz, este significativo periodo biolégico

decorreu sem nenhuma experiéncia matematica especial.” Neste

sentido, como em muitos outros, a formacdo e a trajetéria de

Leibniz foram diferentes das de Newton.

Quando chegou a Paris, aos vinte e seis anos, Leibniz conhecia
apenas, ¢ mal, o primeiro livro dos Elementos de Euclides, e
pouco mais sabia do que a aritmética aprendida na escola. Con-
forme confessou anos mais tarde a Johann Bernoulli, um dos seus
primeiros discipulos, a Geometria de Descartes, que folheara na
universidade, tinha-lhe parecido demasiado complicada. Embora
tivesse a matemadtica no sangue, para usar a expressao de Hof-
mann, eram estes os seus rudimentares conhecimentos matemati-
cos quando chegou a Paris em Marco de 1672.

Tal como no caso de Newton, também se conserva uma enorme quantidade de manuscritos e docu-
mentos de Leibniz, em especial quase tudo o que escreveu em Paris durante o seu periodo de forma-
¢a0, que Leibniz teve o cuidado de guardar. Através deles é possivel reconstituir convenientemente
a sequéncia temporal da sua formagao e da descoberta do seu método do calculo diferencial.

Durante o primeiro ano da sua permanéncia em Paris, Leibniz revelou-se bastante diletante no que
diz respeito a matematica, tendo ele proprio posteriormente reconhecido a ignorancia matematica
que o assolava naquela época. Dado que durante esse primeiro ano visitou Londres pela primeira
vez e iniciou os seus contatos com os matematicos ingleses através de Oldenburg e Collins, a sua
“inocente ignorancia” do que em matematica se sabia, que o levou a sobrestimar as suas préprias
capacidades, aliada a um carater demasiado cativante, provocaram-lhe problemas e mal-entendidos
com os britanicos, lancando as primeiras pedras para as posteriores acusagoes de plagio.

Até ao Outono de 1672 nao entrou em contato com Christian Huygens, o cientista e matematico
mais conhecido da Europa, que trabalhava entao para a Academia Real das Ciéncias de Paris. Por
essa altura, Leibniz tinha feito a sua primeira descoberta matematica: como usar diferencas para
somar nimeros. Insistiria mais tarde que nessa relacao inversa entre somas e diferengas vislumbrara
ja a relacao entre derivagbes e uma outra operacao matematica, a integracao.

O raciocinio de Leibniz foi: queremos somar os nimeros a+a +a +..+a e sabemos que cada
n
um deles é a diferenga entre outros dois, digamos a = bk+1 - bk; entdo um simples cancelamento

sucessivo dos b, significa que a +a + a t..ta = b — bl.

n n+l
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O otimismo inerente ao cardter de Leibniz e o seu diletantismo matemético nessa época levaram-
-no a pensar que tinha descoberto um método que iria permitir somar qualquer série de niimeros.
Esta sua ideia viu-se confirmada quando contou a sua descoberta a Huygens, que, para a testar, lhe
propds que calculasse a soma infinita dos inversos dos niimeros triangulares:

11 1 1
—+ o=+ —+..
2 6 12 20

Quis o acaso que esta soma infinita fosse precisamente uma das poucas que pode ser somada usan-

1
do o método de Leibniz, dado que o inverso de um nimero triangular tem a forma —————, sendo,
n(n +1)
1 1 1 1 1 1
portanto, a diferenca entre — e , de modo que —+—+—+—+..=1
n n+l 2 6 12 20

A partir daqui, Leibniz calculou outras somas infinitas semelhantes formadas por niimeros pirami-
dais e elaborou um pequeno tratado para ser publicado no Journal des Savants, que alids nunca
chegou a ver a luz do dia porque a revista interrompeu a sua publicacao durante 1673.

Adaptado de “A verdade esta no limite” de Antonio J. Durdn, RBA, 2011
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Sonya Kovalevskaya (1850-1891): a poetisa das equagoes

Como Sonya Kovalevskaya venceu preconceitos e abriu portas para as mulheres

Se dependesse de seus pais e da sociedade russa, Sonya Kovalevskaya (1850-1891) teria abandonado
os estudos na adolescéncia e levado uma vida fatil no meio da aris-

tocracia da Riussia Imperial. Mas nao foi assim que aconteceu. Ainda

menina, ela passava horas no seu quarto olhando para as paredes

forradas com anotacbes de célculo diferencial. Como nao podia

aprender matematica com os homens em escolas, Sonya estudava

sozinha e fora das vistas da sua familia. Ela surpreendeu o seu tutor

com a habilidade com que assimilava conceitos e até descobria novas

formas de solucionar problemas matematicos.

Disposta a continuar seus estudos fora do pais, ja que as universida-
des russas nao admitiam mulheres, Sonya arranjou um casamento de
fachada com um paleontélogo. Ela precisava da condi¢ao de mulher
casada para viajar para a Europa.

Mas a Matematica, paixao proibida da estudante de 18 anos, também era inacessivel para as mu-
lheres em quase toda a Europa do século XIX. Apesar de Sonya ter impressionado os professores na
Alemanha, ndo conseguiu ser admitida nas universidades. Foi entdo que o alemao Karl Weierstrass
(1815-1897), um dos mais respeitados mateméaticos da época, passou a dar-lhe aulas particulares.

Com apenas 24 anos, Sonya tinha ja trés trabalhos que o seu mestre considerava equivalentes a
teses de doutoramento. Weierstrass conseguiu fazer com que a universidade também reconhecesse
o doutoramento da sua aluna especial. O trabalho mais importante dela foi a continuidade que deu
ao estudo do matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) sobre as chamadas equagoes
diferenciais.

Apesar de todo o seu talento matemaético e trabalho, s6 depois de alguns anos e com a ajuda dos
seus mestres e ex-colegas, conseguiu ser professora na Universidade de Estocolmo, Suécia.

Além dos trabalhos em matematica pura, contribuiu para a matemética aplicada com estudos sobre
a estrutura dos anéis de Saturno, a propagacao da luz e a rotagao de corpos solidos num ponto fixo.
Apés receber importantes prémios em Franca e na Suécia, Sonya foi finalmente reconhecida pela
Academia Russa de Ciéncias, em 1889, que mudou as suas regras para aceitar uma mulher como
integrante.

Para Sonya, matematica era como poesia, ndo algo arido e frio, e era necessaria muita imaginagao
para estuda-la. Além de grande matematica, Sonya apreciava a literatura e foi também escritora.
O seu grupo de estudos na Alemanha definia-se com a seguinte frase: “E impossivel ser matematico
sem ter alma de poeta”.

Adaptado de um texto de Carmen Kawano incluido na revista Galileu
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Exercicios - p. 9

1.

1.1 limu =27 limv =27

1.2
lim f(u )=1; lim f(v )=1; lim g(u )=-2
lim g(v ) =-2; limA(u )=-1; limA(v )=-1;

lim j(u ) =—eo; lim j(v ) = 4o

n—>+oo n—>+oo

1.3

Tendo em atencao os resultados anteriores, podemos conje-
turar (porque s6 provamos para duas sucessoes de elemen-
tos do dominio a tender para 2, por valores diferentes de 2,
e para provar que existe limite tinhamos que provar para

todas as sucessdes o que ndo foi feito) que lim f(z)=1
T2

lim g(z) = -2; limh(z) =-1. E quanto a lim j(z) pode-
T2

=2 z—2

mos afirmar que nao existe lim j(z) porque existem, pelo
T2

menos, duas sucessdes que tendem para 2 e cujos limites

sdo diferentes.

2.

limv =17
n—oteo "

2.1 limu =1

n—sto T

2.2 Uma vez que s6 temos a fungdo f definida
graficamente ndo podemos afirmar com toda

a certeza que lim f(u )= lim f(v )=1

n—3+oo

2.3 Nao, porque s6 se conclui que
lim f(uv )= lim f(v ) =1 para duas
N—>+oo n N—>+oo n

sucessoes, para poder concluir que

lim f(z) =1 teria que provar para todas
T2

as sucessoes convergentes para 2 por
valores do dominio diferentes de 2.

3.1 Nao tem limite

3.2 Foo

4.
4.1 Foo 4.3 -
4.2 Foo 4.4 Foo

Exercicios - p. 15

5.

(%)
et

lim(f(z)+2¢(z)) = lim f(z)+2x lim g(z) =3+ 2x(-5) =-7

5.2 8
5.3 9
5.4 -15
6.
6.1 0 6.4 0
6.2 0 N
6.5 -20
6.3 9
6.6 0
Exercicios - p. 17
7. -
8. lim———=+oo
z—3 1_3‘
Exercicios - p. 19
9.
9.4 0
9.1 l
2 9.5 3
9.2 0 9.6 +oo
9.3 too
Exercicios - p. 20
10.
10.1 -1 10.3 -1
10.2 —1006 10.4 Infinito sem

sinal.
O sinal vai depender se x tender para zero por valores in-

feriores, e neste caso o limite serd —eo , no caso de x tender
para zero por valores superiores o limite serd oo .
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Exercicios - p.

11.

11.1

12.

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

Exercicios - p.

13.

13.1

13.2

13.3

14.

14.1

14.2

Exercicios - p.

15. -

16. -

17.

17.1

17.2

Exercicios - p.

18. 5,89

19.0,37

22

0 11.2 0

4 12.6  In(2)

1 1
12.7

1 In(3)

0 12.8 +oo

0

25

D =D =R\{1}

z—1 -1

lim g(z) = +oo
1" z—-1"
O grafico da funcdo f ndo tem assintotas

verticais. O gréafico da fungdo g tem uma
assintotas vertical.

h é continua a direita do ponto z =0

33

Exercicios globais - p.40

Pratica 1

132

1.
1.1
w=-3+t-t u =—3+§=—25 u, =-3.333
u, = -2.75 u, = -3.2
v =-3-—=-5 v,= 3.5 v, =-3.222 w =-3.125
v, =-3.08
1.2 limun =-3 limvn =-3
2. Sem solugao
3.
3.1
3.1.1 -
3.1.2 -
3.2
3.2.1 2 3.2.2 3
4.
4.1 -9 4.4 -
4.2 —oo 4.5 too
4.3 81
5.
5.1 e 5.4 -
5.2 teo 5.5 0
5.3 0
6.
6.1 +oo 6.3 +oo
6.2 +oo 6.4 —oo
7.
7.1 Df:]R\{—Q, 2}
7.1 Nao tem assintotas horizontais;

Assintota vertical: z =-2

Solucdes



9.1

9.2

10. -

A fungdo g é continua a direita de —1 e a
esquerda de 1.

Pensa e Resolve 1 1

11.
11.1
11.2
12. -
13. -
14.
14.1
14.2
15.
15.1
15.2
16.
16.1
16.2
17.
17.1

—2 11.3 3
-2 11.4 3
14.1.1 Foo 14.1.2 -

Nio existe lim#(z) porque os limites late-
T3

rais sao diferentes.

-9 9
15.3 -
0 4
15.4 3
Foo 16.3 0
1
2
17.2 0
1
-— 17.3 Foo
3

18. Nao tem assintotas horizontais;

A reta de equacao y = 2z é assintota do grafico
de f, quando T — —oo

Nao existe assintota do grafico de f quando

T —> +oo

19.

19.1 Nao é continua em R
19.2 A funcio g é continua a esquerda de —2
20. z=-0.70
Reflete 1 1 1

21. Nao podemos concluir que lim g(z) = 3, porque para
z—0

podermos tirar aquela conclusdo necessitamos de
provar que o limite de qualquer sucessao de ima-
gens, de elementos do dominio que converge para
zero, converge para 3 e nés s6 temos a garantia de
que isso acontece com uma e uma s6 sucessio, que

. ~ 1
neste caso é a sucessao de termo geral —.

n
22.
22.1 limh(u )=-1 limh(v )=1
22.2  Nao existe limh(z)porque os limites late-
-1
rais sao diferentes.
22.3
y
6
ne
o
L
1 n 1 | 1 1 T
4 ) ! 2 4 6
ol
al
23.

23.1 Por exemplo considerando f(z)=3 e
g(z)=1.

23.2 Por exemplo considerando f(z)=1 e

g9(z)=z.
23.3 Por exemplo considerando f(z) =1’ e
g(z) ="
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23.4

24. A

24.1

24.1

25. Por exemplo a funcao h(z) =

Por exemplo considerando f(z)=z" e

g(z)=12".

D, =10, + o] limh(z) = —eo lim h(z) = +oo

0" L—>4oo

O gréfico de h contém uma assintota verti-
cal para £ =0.

Itens de exame - p. 46

Escolha maltipla

1. D
2. C
3. B
4. C
5 B

3z +2

2t +1 .
6. D 11. A
7. D 12.C
8. B 13.B
9. D
10.B

Resposta aberta

14.
14.1
14.1
15.
15.1
15.2
16.
16.1
16.2

134

A fungéo é continua em R.

-2,5e23

z =0 ¢ assintota vertical do gréfico de fe

y = 0 ¢é assintota horizontal do grafico de f.

Area igual a 1,2

altura

base

17.
17.1 Ao fim de 34 horas e 39 minutos
17.2 —

18. -

19.

19.1 T(0)="73; limT(¢) = 25.

t—too

19.2 Ao fim de 29 minutos e 28 segundos

20. —
21. -
22.
22.1 -
22.2
y
3r
2} /
L 1 n : n ‘0:‘395‘ 1 n n n n 1 1 il T
-10 0,5 I 05 1,0 1,5 2,0
gL
ol
=04
23. -

24. Nao tem assintotas verticais.

y =1 ¢é assintota horizontal do grafico de ¢

Solucdes



Prova Global - p. 52

Grupo |
1 4.
2. D 5. D
3. B
Grupo |l
6. —
7.
7.1 2
7.2 1 7.3
8.
8.1 -
8.2
8.2.1 too
8.2.2 -§
9. 3
9.1 -1 9.4
9.2 —o° 9.5
9.3 Indetermi- 9.6
nagao

W |~

0

—o0

Indetermi-
nagao

10. A fungdo f nao é continua em g =0, no entanto é

continua a esquerda do ponto 0.

11.-

12. 2=3 ¢ assintota vertical ¢ y=3z—7 é assintota

nao vertical do grafico de f.

Capitulo 10 - Calculo Diferencial

Exercicios - p. 57

1.
1.1 fl(z)=-6 1.2
2. -
3. —
Solucdes

f'(z)=44

Exercicios - p. 59

4. f(z) =2 £(0)=+e
5. -

Exercicios - p. 64

6.
3
6.1 fia)=-=
x
6.2 g'(z) = 152" + 662"
6.3 h'(z) = 81z* — 378z + 441
, -4
6.4 fi(z) = .
T — 7)
6.5 g'(x)=0
o 81
6.6 h'(z)= -
(==
7.

' 3
71 ( 39;_2) 3
23z -2

2 (fera) =2

Exercicios - p. 66

8.
8.1 f'(m) — 2621+1
2 2
8.2 g'(:v)=——26“”
x

8.3 f'(z) =101n(5)25"

e (2z+1)

(e 1]

8.4 g'(z)=

135



8.5 h'(z) = 4(e* +1)

Exercicios - p. 67

9.

91 fla)= —2
1+2x
3log(e

9.2 g'($)=7g( )
3x—1
2log (e

9.3 h‘(x)zﬁ

r—1
Tarefa - p. 67 i

Exercicios globais - p. 70

Pratica 71
1.
1
1.1 f'(z)=
(22 + 1y In(2e +1)
1.2 g'(w)=§w2—5
2
1 T
1.3 h'(z) = 0
107 +2
, -32° -4z +1
14 r(e)=s T
2\/x+1(:1c2+1)
2.
21 f@)=—t @) g

3 3
. "()=-— , D=
> 7@ V22 +3 :| 2 [

136

3.1 a'(z)=4In(2)2°(2"" +1)
3.2 b'(z)=2In(2)z2"
In(5)
5 1n(5)(2(:c + 1))
3.3 c'(z) =
r+1
4.
4.1 Sem solugao
4.2 f')=-2
Pensa e Resolve 1 7
1
s R\H
2
. 2z
6. 9'(z)=—
- +1
1
7. h'(z)=1+ AT >~
2z -1 2
8. y=In(2)z+1-1n(2)
Reflete 1 1 1
-5
, se z>1
9. f'z)=39,_1
1 se x<1
2 se x>1
10. g'(x)=¢22+3
1
se r<1
z—1
11.
1. fi()=-1
2
-2
11.2 fl'(z)= z
.'132
11.3 y=-z-95
. 1 7
11.4 Sim, nos pontos de coordenadas [——,—5]
2

111
e|—,—
2 2



5x
e 23.8  [f'(z)= -3
22 +4

Itens de exame - p. 73 24. Sem solugéo
Escolha multipla 25. Sem solugao
1. C 7. D 13.D
26. 1'(t) = —"
2. D 8. A 14. A : (t+2)2
3. A 9. A 15.D 45— 8
1 _ r —
1. D 10.B 16.B 27 Alfz) = .
5 D 11.D 17. A @
6. A 12.B
Prova Global - p. 80
Resposta aberta
Grupo |
P 1. B 2. C 3. D
-1D+1
18, fi(z) =Sz 1+l 2)
z Grupo 1l
1 1 4
19. f'(z)=In(z-1)+—+2 .
z—
—62”> — 62+ 10
4.1 f'(z)= —bz bz + 10
(37® — 2z +4)°
20. (@)= 2= : 1-In(3-z)
o 12 gw-esl
(z-3)
4.3 h'(z)=2e*" + =
T _ 2
21, f(z)= =2 e -1
2 5.
(z-1)
. 1
22. 9'(z) = -1 5.1 f'(z)=18 5.3 h'(z)=0
1+z
23.
" 2
9 5.2 9"(@) =~
23.1 f'(x)=3-= x
T
055 f,(x)_l—lnx 6.
' o 6.1 b=~4.14
2
-1
233  fl(@)=———
z(z” +1)

23.4 fi(z)=—-e"
23.5 f'(z)=(2-0.6z)e"*
23.6 fl(x)=0.54(60.061_e—OAOSz)

I In(z+1)
(z+1) z+1

23.7 f'(z)=

Solucdes 137



te em :l_l’l|: e de ]1,+oo[.
2

A fungdo g ¢é decrescente de ]—oo,—1[,
constante e igual a zero para z €[-1,1] e
crescente em |l,+eo[. A fungdo apresenta

um minimo igual a zero para z €[-1,1].

Exercicios - p. 88

Y
r
4.2
0,5
0 A T x
2 4,14
5.
6.2 f'(z)=2z- -4 5.1
z—-1
5.2
Exercicios - p. 84
5.3
1.
. 1 1 3 6.
1.1 9'(z)=—F 1.2 y=—x+—
2\/; 6 2
2. 7.
2.1 y=8z 2.3 y=z-4 o
2.2 y=-z+2 2.4 y=-z+2
Exercicios - p. 86
3.
3.1 [ & estritamente decrescente em |— oo, —1]
e em |—14e ndo apresentado nenhum
extremo.
3.2 A fungao é estritamente crescente e nao
apresenta extremos.
3.3 A funcio h ¢ decrescente em |—e0,0 € em 7.9
]0,1] e crescente em 1, 4o9[ .
Apresenta um minimo igual a e para
z=1.
4.
1
4.1 A fungao é decrescente de —o até — , ab-
2 7.3

138

cissa para a qual a fungdo apresenta um

5

minimo absoluto e igual a — Z e é crescen-

(@) = 8(111(2))2 e

§"() = ~——

ln(2)(3x + 1)2

h(z) = -2

2
T

p'"(z) = 607" + 24

Exercicios - p. 91

O gréfico da fungao fapresenta concavida-

1
de voltada para baixo em ]—W, - —{ e
2

concavidade voltada para cima em

1 1
——,+oo| . Para £ = —— apresenta um
2 2

ponto de inflexdo, dado que a segunda
derivada se anula e muda de sinal nesse
ponto.

O gréfico da funcdo ftem, nesse intervalo,
concavidade voltada para baixo; é positivo

em ]1,+ o[ onde o grafico da funcio

tem concavidade voltada para cima. Nao
apresenta nenhum ponto de inflexdo visto
que o ponto onde a concavidade muda nao
pertence ao dominio da fungéao.

O gréfico da fungao fapresenta concavida-
de voltada para baixo em ]—oo,— \/g [ e

em ]O, \/g {; apresenta concavidade



7.4

7.6

7.7

8. O gréfico

cima e

Exercicios - p.

9.

9.1
9.2

voltada para cima em }—\/5,0{6 em

}\/gﬁ 0{ . Apresenta trés pontos de

inflexdo para z =-V3;z=0jex = \/g

O grafico da fungao fapresenta concavida-
de voltada para cima em ]—00,2 - \/5[ e

em ] 2+ \/5 ,+ oo[, apresentando concavi-

dade voltada para baixo em

]2 —\/;,2+ \/5|: O gréfico da fungéo f
apresenta dois pontos de inflexdo para

a:=2—\/§ e para w=2+\/;.

O gréfico de fapresenta concavidade

3
voltada para baixo no intervalo [0,e 2| e

concavidade voltada para cima no

3
intervalo |e 2,4 oo| . Apresenta um ponto

3

de inflexdio para T=¢€ .

O gréfico da fungao apresenta concavidade
voltada para baixo em todo o seu dominio
nao apresentando nenhum ponto de infle-
Xao0.

O grafico da funcao apresenta concavidade
voltada para baixo em todo o seu dominio
nao apresentando nenhum ponto de infle-
Xao0.

da funcdo h tem concavidade voltada para
nao tem pontos de inflexdo.

95

r=-1le x=2

9.3

9.4

f é crescente em

—2+2\/E +
3 b

—2—2\/5
—c0, ———— | e em
3

oo| , sendo decrescente no

]—2—2 19 —2+2\/5[

intervalo J 3 . L .

Apresenta dois extremos relativos, a saber:
um maximo, aproximadamente, igual a

—2—2\/5

3

4,06 para x = e um minimo,

aproximadamente, igual a —8,21 para

2+
3

O grafico da fungao tem concavidade

2
voltada para baixo no intervalo :|—c><>,— —[
3

e concavidade voltada para cima no

. 2

intervalo |——,+eo| . Apresenta o ponto
3

2 56
de coordenadas [— - = —] como ponto
de inflexao. 327

10.

139



10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

Exercicios - p.

11.

Assintota vertical: z =10

1
Assintotas nao verticais: ¥ = —
e

fé crescente em ]e,+ oo[. Uma vez que f'
se anula para * = e passando de negativa
a positiva significa que a funcdo fapresen-
ta um minimo absoluto para =€ e igual

a f(e)zl—M:O.

e e

3
No intervalo [0,e?| o grafico de ftem

concavidade voltada para cima e no

3
intervalo |e2,+ oo| o grafico de ftem

concavidade voltada para baixo. Ponto de
3
inflexao: e?

98

~ B =(037,087)

Da representagao grafica tiramos que o dominio de g é

1
R\ {— —} . Apresenta um assintota vertical que é a reta
2

140

~ 1 < .
de equagdo xz = ——. Vemos que a func¢do g é negativa

1 1
para T € }—w,——l: e positiva para x € }——,+w{, nestes
2 2

intervalos a func¢ao tem concavidade voltada para baixo e
para cima, respetivamente. A fungdo é crescente em

]—w,—1.37[ e em }0.37, +oo|:, sendo decrescente em

1 1
1—1.37,——|: e em }——,0.37|:. Apresenta um méaximo
2 2

relativo igual a -0,87 para = —1.37 e um minimo
relativo igual a 0,87 para z = 0.37. Tem também uma

. . - 1 1
assintota obliqua de equagdo y=—z+—.
2

12.
y
|
200 | i
|
100 | i
|
0 I ‘ x
10 20 30 40 50
|
~100 ! A = (27,18, -62,59)
|
200 | i

Da representacio grafica tiramos que o dominio de h é
R*\ {10} . Apresenta um assintota vertical que é a reta de
equacdo z =10. Vemos que a fungdo h é positiva para
T € ]0,10[ e negativa para x € i|10, +<><>,|:7 nestes intervalos
a funcdo tem concavidade voltada para cima e para baixo,
respetivamente. A fungdo é crescente em ]0,10[ e em

:|10,27.18|:7 sendo decrescente em ]27.18,+<><>[. Apresenta

um maximo relativo igual a —62.59 para z = 27.18.



Exercicios - p. 100

13.
13.1 15,8 milhares
13.2 No dia 17 de janeiro de 2012
13.3 -
14.
14.1 Aproximadamente 9.4 horas
142 (=300
(1 + 436'0'“)
14.3 Assintota: y = 800

a medida que o tempo passa indefinidamente, o valor da
biomassa vai aproximando-se das 800 mg tanto quanto se

queira.

Exercicios globais - p. 104

Pratica 1
1.
1.1 Nao tem solucao
1.2 y=2ex+2-ce
1.3 z=0.132
2.
2.1 Df =R

f'(z)=22"+23-12

A fungdo ¢ monétona crescente de |—oo,—3[ e de [2,+ o9

E monétona decrescente em |- 3,2[. Apresenta um

méximo relativo igual a 29 para £ = =3 e um minimo

relativo igual a —ﬁ para x = 2.

22 D =R\{1}

3
(z-1)

F(w)=-

a fungdo é mondtona decrescente em |—co 1] € em 1,4 oo
nao apresentando nenhum extremo relativo.

2.3 D =R
!
. _(1-z)1+2)
/'@ (z* +1)

f¢é mondtona decrescente em | —oo,—1[ e em |1,+ oo[, é

monoétona crescente em |—1,1[. Apresenta um minimo
. 1 o
absoluto igual a —— para ¢ = -1 e um maximo absoluto

1
igual a — para z=1.

2.4 D =R

!

1) =222
eI
f ¢ monétona decrescente em | —eo, 0] € em ]2,4 oof, ¢ mo-

nétona crescente em ]0,2[ . Apresenta um minimo absoluto
igual a 0 para =0 e um maximo absoluto igual a

4

2

~ (.54 para z=2.

9]

2.5 Df={x€R:m>0}=]0,+oo[

f'(z)=2(2ln(z)+1)

1

A funcdo é mondtona decrescente em ]0,e ?[ e monétona

1
crescente em |e 2.+ eof Apresenta um minimo absoluto

1

igual a —i—2 =—2.18 para z = e?.
2e

2.6 D =[-3,2]

—2x—-1

J'(@) = —=
12 -2z — 222

< , 1 .
A funcdo é mondtona crescente em |—3,— —[ e mondtona

141



1 (.
decrescente em |——,2[. Apresenta um méximo absoluto

igual a

2.7

2 =~ 3.24 para a;:—l.

2

D, =]~ e0,0]U[5,+ o

A funcio ¢ mondtona decrescente em | — o0, 0] e mondtona

crescente em [5,+ oo Apresenta um minimo absoluto igual

aOpara =0 epara x=5.

3. A funcdo é mondtona crescente em ]0,8 e mondtona

decrescente em ]8,16[. Apresenta um maximo ab-

soluto igual a 61n(2) = 4.16 para z = 8.

4.1

4.2

4.3

[
[y

w

921
N

No intervalo ]0,e”'[ a fungdo é decres-

cente e no intervalo Je™,+ 9 a fungio é

crescente, para z = e existe um minimo
absoluto igual a =12 .

No intervalo ]0,1] a concavidade do

grafico é voltada para cima e no interva-

lo J1,+ e9[ a concavidade é voltada para
baixo. O gréfico de g apresenta um ponto

de inflexao para x =1, sendo as suas

coordenadas (1,—9).

D ={zeR:z>0t=R"

h(z) <0 & z €)0,1]U[e’,+ o

No intervalo ]0,€’[ o grafico de h tem
concavidade voltada para baixo; no

intervalo Je?,+ o[ o gréfico de h tem
concavidade voltada para cima. O ponto

(62,0) é ponto de inflexao do grafico de h.

Pensa e Resolve 1 7

142

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

s [1_<3>
2

Dg={:ve]R::v>(]}=RJr

y=-3z+¢°
y=e
y=z+e’
y=-z+e

(3,3 - In(27))

In(3)

In(—>2) - 1] ~ (0.55,— 1.56)
2

0. lim f(z) = £(5)

10.
10.1 Aproximadamente, 8,9° C.
10.2 As dez horas e trinta e trés minutos.
10.3 1 hora e 7 minutos.
11. A
11.1 2,1 dias.
11.2
11.3
B(t)
100 ¢
80t
60 1
40 ¢
20t
0 : t
0 5 10 15 20

O nuimero de bactérias foi superior ao seu valor inicial du-
rante 5 dias e 17 horas.

Reflete 1

12. A equagdo da reta tangente ao grafico de fno ponto

de abcissa £ =0 é y=—-4z+5.
A equagdo da reta tangente ao grafico de fno

ponto de abcissa x =2 é y=1.



Y
10
sl Itens de exame - p. 109
i Escolha muiiltipla
4t 1. A 6. A 11.D
27 2. A 7. B 12. A
. A\G . .
x
g \2 4 p 3. C 8. B 13.C
,2 L
4. A 9.
C 14.B
13. 5 C 10. A
13.1 D =0,9 Resposta aberta
13.2 - 15.
4 2
133 g(z)=12c-—d’ 151 y=—u
3 4
‘ 8 15.2 Aproximadamente 2,6
134 g (z)=12—gl‘
< 9 Y
A fungdo é crescente em |0,—| e decres-
2 30
25
9 9
cente em |—,9| , em T = — apresenta um 20
2 2
15
méaximo absoluto igual a 27. 10
13.5 3,6 por 7,5 \A
5 -‘:\_/I'
14. ot - - s z
14.1 z = In(2)
16.
14.2 A fungao é continua em R* e em R™, nio 16.1
sendo continua para x =0, é, no entanto, ’
A da d .
a esquerda de zero 1611 y=zte-2
14.3 Nao tem assintotas verticais. 16.1.2  Nao tem assintotas verticais
Assintotas nao verticais: y =, quando Assintota horizontal: y =0, quan-
T = ee. do T — —oo.
16.2 a=0.15 e b=2.27
(z) = ° se >0
144 9T e -1
2z e” se <0

14.5 y=-2ex—e

15. -

Solucdes 143



Y
f
| 9 /
[/ ) S | i
I |
I |
flo) Lo/ __ ' | | 0,23
| I B
i i |
| 1 1 |
! 1 1 ! L
0 1 1 1 T :
0,15 z 2,27 !
3 -1,23
17. 21.
17.1
21.1 f'(z)=-0.54e""" + 0.54e%
1711 y=z+l
17.1.2  Nao tem assintotas verticais. f'(2)=0&z=0
Assintotas nao verticais: equagao
Yy=2—2 quando T —> —o°,
17.2 z=1.5

21.2 A ponte ficaria submersa.
///// 21.3 -

) :

I
! -_—__/: 22

' i 22.1
I
I
|
|
I
I

1 1 1 )

9L
22.2 =1 e tem 24 arestas.
0 = 23.
1,5
1
18. - 23.1 -
2
19. k=138
20 23.2 f"(z)=1In(z)+1, VzeR"
3 O gréfico de ftem a concavidade voltada para baixo no
201 w=- , ) _ )
2 intervalo ]0,e™[ e tem a concavidade voltada para cima
20.2 —
no intervalo Je™,+ oo[; 0 ponto de abcissa e é ponto de
20.3 A abcissa do ponto B ¢ —1.23 inflexdo do gréfico de f.
24.
24.1 70 graus Celsius.
24.2 N3ao existem assintotas verticais.

144

A reta de equagao y = 20 ¢é assintota horizontal do gréfico
de f, quando t — +oo.

Solucdes



f'(¢) =50x%(-0.04) x e 00 — 9004

6.1 -
f € estritamente decrescente.
-0.04 ~0.04 6.2 D =0+
() =-2x(-0.04) x e = 0.08e™* g
O grafico de ftem a concavidade voltada para cima. 6.3 x =0 ¢ assintota vertical do grafico de g.
Nao tem assintotas horizontais.
f0)
80 - 6.4 g ¢ monétona decrescente em ]0,1n(2)[
e mondtona crescente em |In(2),+ oo .
6ol g apresenta um minimo absoluto igual a
2In(2) para z =1n(2).
40 + 7.
20 fm o T —
7.1 D =] —e0,2
0 . . . . Lt
0 20 40 60 80 100
, z-1
7.2 g'(z)=
-2

24.1 20 graus Celsius, porque lim f(t) =20

t—too , . ,
g é mondtona crescente em | — oo, 1[ e mondtona decrescen-

24.2 —
te em |1,2[. Assim, para z =1 a fun¢do tem um mdximo
24.3 2 minutos e 38 segundos absoluto igual a 1.
=-z+3-In(2
20 =12 73 Y (2)
7.4 =2
Y 8.
4+ 8.1 Df:{a:e]R:x>O}=]R+
27 8.2 -
1,15
0 . o . . . T 9
0,5 1, 1,5 2,0 2,5 3,0 8.3 Y= 533—5
21 8.4 S6 tem uma assintota vertical: =0
4 9.
26. — 3
9.1 fla)=—2
2(a-1)
® -
Prova Global - p. 121 9.2 Ty
Grupo | 9.3 Aproximadamente 8,7
10.
1. D 3. B 5 D
2. C 4. A 10.1 A'(r)=2nr
10.2 O resultado é-nos familiar e representa o
Grupo Il perimetro do circulo.
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