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Apresentacao

A matemadtica, como a lingua materna, é considerada bésica para
o exercicio pleno da cidadania e para a compreensao das outras
areas do conhecimento e leitura do mundo.

A matemadtica, no contexto dos conjuntos numéricos, constitui um
conjunto organizado, sistematizado e possui uma representagao
simbdlica definida e universal.

Tratamos, neste livro, dos conjuntos numéricos: naturais, inteiros
e racionais enquanto objetos do conhecimento matemaético, os
quais sao estruturados de maneira légica e expressos por uma
simbologia prépria.

Por que estudar os conjuntos numéricos?

Podemos pensar que os conjuntos numeéricos compdoem O passo
inicial da representacdo, da expressao de informacgoes, além de
sua importancia no fazer matematica; eles sao considerados es-
senciais para a vida do cidadao na sociedade atual. E praticamen-
te impossivel a prética da vida no dia-a-dia sem o conhecimento
dos nimeros.

Vocé ja se imaginou passar um dia, sem usar em algum momento
uma informacdo que envolva nimeros? Quantidade, valor, hora
etc.

Este livro tem por objetivo apresentar as operagdes e proprieda-
des dos conjuntos numéricos N, Z e QQ; elementos da histéria dos
numeros; bases e sistemas de numeragao; o conceito de divisibili-
dade e critérios de divisibilidade; principios de inducao; congru-
éncia; Teorema fundamental da Aritmética; Algoritmo da divi-
sdo. Enfim, vamos trabalhar a estrutura dos conjuntos numéricos
do ponto de vista da teoria dos nimeros.

O livro estd organizado em seis capitulos. No primeiro capitulo,
estudaremos Elementos de Histéria dos Ntumeros e Sistemas de
Numeragao em Diferentes Bases. Neste capitulo abordamos al-
gumas informacoes histéricas, situamos a problematica propul-



sora da formulagao dos sistemas de numeracao e sua evolugao até
a concepgao e estabelecimento do sistema de numeragao decimal
como universal.

No segundo capitulo, apresentaremos os conjuntos numéricos
Naturais e Inteiros. Introduzimos os conjuntos numéricos N e
Z, apresentando seus elementos, as operagoes definidas em cada
conjunto com suas respectivas propriedades. Fazemos uma apre-
sentacao da estrutura de cada um dos conjuntos numéricos, natu-
rais e inteiros, de maneira sistematica.

Desenvolvemos o Algoritmo da divisao em Z e o conceito de di-
visibilidade no terceiro capitulo. Também neste capitulo explora-
mos as conseqiiéncias do conceito de divisibilidade com estudo
do maximo divisor comum, minimo multiplo comum, equagoes
diofantinas e congruéncias. Esta parte do contetiddo fornece um
instrumental importante para a resolucao de exercicios. Neste ca-
pitulo o conjunto de exercicios propostos é variado e abundante.

O quarto capitulo é dedicado ao Teorema Fundamental da Arit-
mética, que envolve o estudo de niimeros primos e aplica¢oes da
fatoracao.

O quinto capitulo apresenta o Principio da Inducado finita, um
procedimento para demonstragdes de certos tipos de resultados.

Finalizamos com o estudo do conjunto dos nimeros racionais no
sexto capitulo.

Neri Terezinha Both Carvalho

Carmem Suzane Comitre Gimenez
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Capitulo 1
Elementos da Historia dos Numeros
e Sistemas de Numeracao em

Diferentes Bases

Neste capitulo estudaremos o sistema de numeracio na
base dez e a lei de formacdo dos niimeros de um sistema
de numeragio em uma base qualquer.

Este capitulo tem, ainda, o objetivo de apresentar al-
guns elementos da histéria relativos aos sistemas de
numeracdo e desenvolver um estudo que oferece ao lei-
tor a compreensdo do funcionamento de um sistema de
numeragdo posicional independentemente da base con-
siderada.

1.1 Elementos da historia

A numeracao escrita é muito antiga. A evolugao da numeragao
encontra sua expressao final no sistema de numeracao decimal.

Calculos que atualmente uma crianga realiza, exigiam, na anti-
guidade, os servigos de um especialista. As dificuldades experi-
mentadas, na época, eram inerentes ao sistema de numeracao em
uso, 0s quais nao eram suscetiveis a regras simples e diretas. Ne-
nhum sistema da antiguidade era capaz de criar uma aritmética
que pudesse ser utilizada por um homem de inteligéncia média.
Por isso, até o advento do sistema de numeragio posicional, foram
feitos poucos progressos na arte de calcular.

Conhecer um pouco da histéria da evolugao dos conhecimentos
facilita, muitas vezes, a compreensdo sobre o que se usa, o que se
explora, ao que damos maior énfase, no presente. Conhecer a evo-
lucdo permite compreender as modificagdes que sofreram os sa-



beres ao longo da histéria. O que estudamos, no presente, sao os re-
sultados de um estdgio da evolucdo. Existe um movimento cientifico
paralelo ao movimento cultural e de desenvolvimento dos povos.

1.1.1 Contagem: a idéia da correspondéncia, os
sistemas de numeracao e estruturas

Os mais antigos documentos escritos de que dispomos mostram a
presenca do conceito de “ntimero”; todos contém a questao: “Quan-
tos?” Estes documentos provém da China, India, Egito e Mesopota-
mia e tém aproximadamente 6000 anos. Provavelmente, muito an-
tes desta época, o conceito de niimero como forma de contagem ja
existia: uma tibia de lobo com 55 cortes transversais divididos em
blocos de 5 foi encontrada na Tchecoslovaquia e data de aproxima-
damente 30 000 a.C.

As primeiras culturas a usar simbolos especiais para os nimeros
desenvolveram-se junto a grandes rios: China, norte da India, Egito
e Mesopotamia. Aparentemente, tudo comecou com a idéia de “cor-
respondéncia”: é comum a histéria do pastor que, para saber se nao
faltava nenhuma ovelha na hora de recolher o rebanho, fazia uma
correspondéncia das ovelhas com um conjunto de pedrinhas; cada
ovelha que entrava, uma pedrinha era separada. Se sobrassem pe-
drinhas, faltavam ovelhas. E claro que este pastor fez uma “corres-
pondéncia inicial”, ou seja, seu conjunto de pedrinhas correspondia
ao seu conjunto de ovelhas. Esta idéia de “conjunto” foi uma das
primeiras abstragOes feitas pelo homem e a correspondéncia entre
conjuntos foi o primeiro passo para a contagem.

Os primeiros tipos de correspondéncia usavam o corpo humano:
dedos das maos, dos pés, pulso, cotovelo, ombro etc, numa certa
ordem. Algumas civilizagdes chegavam até o 31, usando todos os
dedos das maos e dos pés e mais onze partes do corpo; algumas
chegavam a 100. De inicio, ndo havia palavras especificas para nu-
meros, nem o conceito de niimero de forma abstrata; o surgimento
de palavras-ndmero nao implica, por si s6, o aparecimento do con-
ceito de niimero, mas, sem duvida levou a ele. Resumindo, isto pa-
rece ter ocorrido da seguinte forma:



Enumeracao

[Do lat. enumeratione] S.f.
1.Indicacdo de coisas uma
por uma. 2. Exposi¢do ou
relacdo metodica. 3. Conta,
computo.

Fonte: Diciondrio Aurélio

Numeracao

[Do lat. numeratione] S.m. 1.
Ato de numerar. 2. Série de
nimeros arabicos ou roma-
nos que distinguem as pagi-
nas de livro, folheto, manus-
crito etc. 3.Arit. Processo de
enumerar um conjunto.
Fonte: Diciondrio Aurélio

a) aparecimento da idéia de “conjunto” e correspondéncia entre
conjuntos;

b) a ordem dos objetos que se desejava contar era irrelevante (era
indiferente comecar a contagem pelas ovelhas pretas ou bran-
cas);

¢) conjuntos de objetos distintos poderiam ser postos em corres-
pondéncia com o “mesmo” conjunto (de pedrinhas ou partes do
corpo humano). Este passo foi decisivo; em termos de simbo-
los, 0 mesmo simbolo poderia ser usado para indicar 10 ove-
lhas ou 10 anforas de vinho;

d) onome do tltimo niimero enunciado nao s6 atribuia um nome
ao ultimo objeto do conjunto a ser contado como, também, di-
zia “quantos” objetos havia neste conjunto, no total. Este pare-
ce ter sido o passo mais dificil. Se ao ultimo dedo da segunda
mao correspondia a tltima ovelha, havia “duas maos” (ou “um
homem”) de ovelhas no total.

A medida que as civiliza¢oes evoluiam, o sistema se tornava mais
exigente, com quantidades maiores a serem “contadas”. E ficava uma
pergunta: o que fazer quando a seqiiéncia ordenada dos marcado-
res (dedos, partes do corpo, pedrinhas etc.) se esgota e ainda res-
tam objetos a serem contados? Uma resposta seria: acrescentar mais
marcadores (outras partes do corpo, mais pedrinhas); outra seria:
estender a contagem por repeticdo; se “um homem” correspondia a
10 ovelhas (dedos das maos), “dois homens” corresponderiam a 20
ovelhas, repetindo a contagem. Em simbolos, existiria um simbolo
para cada coisa contada (por exemplo, um dedo) e um simbolo para
cada grupo de coisas contadas (grupos de dez, ou doze, ou sessenta).
O sistema de simbolos para cada grupo de coisas contadas aparece
entre os babilonios, egipcios, gregos antigos e romanos. A repeticao
dos simbolos permitia a representa¢do de (quase) qualquer nimero:
surgem, assim, os sistemas de numeragao.

Essa necessidade de contagem deu origem a enumeracao dos obje-
tos; o conceito de niimero veio mais tarde. A linguagem serviu como
um procedimento simplificador na evolugao da enumeragio para a
numeracao, dando origem aos sistemas de numeragao.

Descrevemos, a seguir, alguns antigos sistemas de numeragao:



1)

3)

4)

Egipcios (ha cerca de 5000 anos) - sistema aditivo, base dez. Ti-
nham simbolos especiais para 1, 10, 100, 1000, 10 000, 100 000 e
nao havia simbolo para o zero; para expressar nimeros muito
grandes usavam também um sistema multiplicativo.

Babilénios (mesma época que os egipcios) - viviam na Me-
sopotamia, entre os rios Tigre e Eufrates (atual Iraque); eram
comerciantes e tinham necessidade de documentar suas ativi-
dades comerciais. Os niimeros menores que 60 eram represen-
tados em base 10, por agrupamentos; os demais eram repre-
sentados em base 60, pelo principio posicional. A notagao dava
margem a mais de uma interpretagao. Nao havia um simbolo
para o zero, mas eles deixavam um espago para indica-lo. Her-
damos dos babilonios a representacao das horas e das medidas
de angulos (base 60).

Gregos (cerca de 600 anos a.C.) - sistema aditivo, base 10. Usa-
vam 27 simbolos: 24 eram as letras do alfabeto e 3 eram letras
que, na época, ja estavam em desuso. Além dos simbolos, usa-
vam também acento nas letras; com isso, conseguiam repre-
sentar nimeros até 10 000 com apenas 4 letras e acentos.

Romanos (cerca de um século a.C.) - sistema aditivo, base 10.
Também usavam letras do alfabeto para representar os nime-
ros, por exemplo: I representava a quantidade 1, V representa-
va a quantidade 5, L representava o 50 etc. Na época de Cristo,
o sistema era somente aditivo (por exemplo, a representacao
do quatro: IIII); na idade média, incorporaram uma subtracao
para economizar simbolos (passaram a representar o 4 por IV,
isto é: 5-1). Este sistema é usado até hoje.

Chineses e japoneses (cerca do século III a.C)) - sistema misto
de aditivo e multiplicativo, base 10. Os ntimeros eram repre-
sentados na escrita de cima para baixo, ou da esquerda para
a direita. No inicio, os simbolos eram como os ideogramas; os
calculos eram feitos com barras estendidas sobre uma mesa, o
que levou a utilizagao das barras como simbolos para repre-
sentar os numeros, simplificando a nota¢do. O novo sistema de
barras era composto de 18 simbolos, usados numa espécie de
sistema posicional. Um documento de 1247 mostra o lugar do
zero ocupado por um circulo.



6) Maias (cerca do século IV d.C.) - sistema posicional, base 20;
usavam tragos e pontos para representar os nimeros. Desen-
volveram um calendario, conheciam astronomia, arquitetura e
tinham grande atividade comercial.

Atividade

1) Faga uma busca bibliogréfica e consulte alguns livros que
abordam os diferentes sistemas de numerac¢do segundo os
povos. Evidencie caracteristicas de cada sistema como, por
exemplo: os simbolos usados, a base, se o sistema ¢é aditivo,
multiplicativo ou posicional. Fagca um resumo de, no méximo,
duas paginas.

O sistema indo-arabico

O nosso sistema de numeragao é relativamente recente; antes da era
crista, cada civilizagdo tinha seu proprio sistema, o que dificultava
as atividades de comércio. Nao podemos precisar exatamente a ori-
gem do nosso sistema; simbolos semelhantes aos nossos foram en-
contrados na India, em colunas de pedra de um templo construido
por volta de 250 a.C. Nesta época, eram usados simbolos especiais
para as poténcias de 10, mas, nao ha registro de um simbolo para o
zero e a notagdo posicional nao aparece. A maior parte dos histo-
riadores situaram o final do desenvolvimento do sistema, com uso

pleno e sistematico do zero e a notagado posicional, entre os séculos
IVeVIIdC.

Por volta do ano 800, o sistema foi levado a Bagda e foi adotado pelos
arabes. Por volta de 825, o persa al-Kowarizmi descreveu o sistema,
atribuindo-o exclusivamente aos indianos. Ao se deslocarem atra-
vés das costas do norte da Africa e depois até a Espanha, os arabes
levaram estes trabalhos e também outras importantes obras gregas
traduzidas para o 4rabe, difundindo a cultura grega na Europa. A
obra de al-Kowarizmi perdeu-se, mas, existe uma traducao latina do
século XII, — o Liber Algorismi, que contribuiu para a introducao do
sistema e suas formas de calcular no mundo ocidental. Também as
obras de Fibonacci — Liber Abaci e de Sacrobosco — Algorismus Vulga-
ris, do século XIII, descrevem o sistema e suas vantagens em relagao
ao sistema romano. Copias manuscritas destes trabalhos podem ser



encontradas em muitas bibliotecas da Europa. A padronizacao dos
simbolos que representam os nimeros foi resultado da invengao da
imprensa, em meados do século XV.

Atividade

2) Faga um esquema, explicando o sistema posicional indo-ara-
bico. Considere que este esquema vocé utilizara para explicar
a estrutura do sistema posicional indo-ardbico a uma pessoa
leiga (Esquema deve ser simples e claro).

1.1.2 A evolucao do estudo dos numeros

A medida que as antigas civilizagdes se desenvolveram, a necessi- Este papiro foi encontrado
dade de contar e registrar, despertou interesse pelos niimeros e suas pelo egiptélogo ingles
Rhind no final do século

operagoes. Documentos antigos relatam listas de problemas e suas 19 e, hoje, esta exposto

resolugoes (o0 papiro de Rhind, por exemplo) em termos de célculos: no Museu Britanico, em
Londres. FONTE: http://
pt.wikipedia.org/wiki/
Papiro_Rhind

cada problema com sua resolugao, sem generalizagoes.

Com a civilizagdo grega surgiu o interesse pelas propriedades dos
ntmeros, como registrado nos “Elementos de Euclides”, de aproxima-
damente 300 a.C. Nesta obra, (uma compilacdo da matematica da
época distribuida em treze Livros), com objetivo didatico, ja apare-
cem os conceitos de multiplos, divisores e niimeros primos, entre
outros. Os Livros VII, VIII e IX tratam da aritmética tedrica, porém,
como era costume entre os gregos, o enfoque e a linguagem eram
geométricos. Para eles, um niimero era um segmento, como pode-
mos observar na defini¢ao 5 do Livro VII: “Um ntimero é parte de
outro, o menor do maior, quando ele mede o maior”. Era assim que
Euclides expressava que um ntmero era divisor de outro. Conse-
qiientemente, definiam nimero primo como “Um ndmero primo é
aquele que é mensurédvel somente pela unidade” (defini¢ao 11 do
Livro VII). Mensurdvel tinha o significado de divisivel.

A organizacao dos “Elementos” é como a de qualquer livro atual
que trata do assunto em nivel superior: defini¢Oes, teoremas, de-
monstragoes. Muito do que é tratado nestes Livros se deve a escola
Pitagorica; Pitdgoras nasceu na ilha de Samos, por volta do ano 500
a.C,, e, quando jovem, visitou demoradamente o Egito, a India e a
Mesopotamia. Em suas viagens absorveu muito de matemética e do




misticismo destes paises em relagao aos nimeros; de volta a colonia
grega de Crotona (sul da Italia), quando tinha cerca de 40 anos, fun-
dou um misto de escola e comunidade religiosa onde cultivavam
a Filosofia, a Ciéncia e a Matematica. A escola, apesar de dispersa
por problemas politicos, continuou a existir através dos seguidores
de Pitagoras (Filolaus e Arquitas de Tarento, entre outros) por, pelo
menos, mais dois séculos apds sua morte, em 497 a.C. Historiadores
atribuem aos pitagoricos a criacdo de uma matematica “pura”, no
sentido de conter muito de filosofia e abstracao, desvinculada dos
problemas préticos: “aritmética” significava o estudo tedrico dos nu-
meros e, aos calculos, os pitagéricos davam o nome de “logistica”.
Atribui-se também aos pitagdricos certos conceitos como nimeros
figurados, niimeros perfeitos e niimeros amigos.

A partir de meados do século XIX, o interesse pelos nimeros voltou-
se para o estudo das “estruturas”, como generaliza¢oes dos sistemas
numéricos. Uma estrutura algébrica consiste num conjunto (cujos
elementos ndo sdao necessariamente niimeros) equipado com ope-
racOes (operagao no sentido de relacionar dois elementos com um
terceiro) que satisfazem determinadas condigdes. O conjunto dos
numeros inteiros munido das operacoes de adigao e multiplicacao é
exemplo de uma estrutura que leva o nome de “anel”; tem a mesma
estrutura de anel, o conjunto dos polindmios em uma variavel com
coeficientes inteiros, equipado com as operagoes de adigdao e multi-
plicagao de polindmios.

Mais recentemente, a partir da segunda metade do século XX, o in-
teresse pela teoria que trata de nimeros deveu-se a sua aplicagdo em
criptografia e codigos de seguranca, mais especificamente, apds o
advento dos computadores. Antigos teoremas chineses foram resga-
tados e utilizados a fim de otimizar a linguagem das maquinas.

Atividade

3) Pesquise e elabore um texto de no méaximo 15 linhas sobre o
que representou a Escola Pitagorica no contexto da evolugao
dos nimeros.

4) Vocé sabe a definicdo de niimeros amigos, figurados e perfei-
tos? Pesquise e faga o que se pede:



a) Defina nimeros figurados e dé exemplos.
b) Defina niimeros perfeitos e dé exemplos.
c) Dé a defini¢cdo de nimeros amigos e exemplifique.

Pesquise, vocé mesmo, uma bibliografia para consulta.

1.2 Sistemas posicionais: bases de
sistemas de numeracao

No presente estudo, buscamos oferecer para o aluno a compreen-
sdo da estrutura do sistema de numeragdao decimal, dos processos
segundo 0s quais operamos e a compreensao da representagio e
tratamento em outros sistemas de numeracao.

No ensino, os sistemas posicionais de bases diferentes da base 10
sao estudados, pois este estudo permite compreender melhor as es-
truturas, os processos, segundo o0s quais operamos. A compreensao
e uma conseqiiente habilidade de tratamento dos processos sao fun-
damentais para o professor de matematica.

Como vimos, a numeracdo escrita € muito antiga. A evolugao da
numeragao encontra sua expressao final no sistema de numeracao
decimal.

O surgimento do sistema de numeragao posicional, de base 10, foi
provavelmente conseqiiéncia do uso, praticamente universal, dos
dez dedos das maos.

Foram os Indianos que nos deram o inteligente método de expressar
todos os numeros através de dez simbolos, cada simbolo recebendo
tanto um valor posicional como um valor absoluto; uma idéia pro-
funda e importante, ignorada durante muito tempo e que, agora,
nos parece simples.

1.2.1 Bases de sistemas de numeracao

Vocé estd familiarizado a representar os nimeros, ndo importa qual
a quantidade, usando a posi¢ao dos algarismos: por exemplo 14, 357,
2389 etc. Desde o Ensino Fundamental vocé aprendeu a escrevé-



Para explorar a relacdo
entre a maior poténcia

de 10 de um numero,
propomos que vocé faca

a decomposicdo conforme
os exemplos anteriores, de
diferentes nimeros.

Vocé sabe o que é um
sistema de numeracao
decimal?

Observe: na base 10, temos
10 algarismos, de 0 a 9. Veja
9 =10 -1 (numero total de

algarismos menos 1)

los, 1é-los, a identificar as classes de cada um deles etc. Mas vocé ja
sabe que esta representagao apodia-se em uma idéia matemética mais
complexa? Qual é essa idéia?

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1. O niimero 524 pode ser decomposto em
524 =500 + 20 + 4.
Podemos representar esta decomposicao por:
524 = 5100 + 2.10 + 4.

Note que a maior poténcia de 10 menor do que 524 é a poténcia 2, ou
seja, 10* (centena): esta poténcia aparece 5 vezes no niimero 524. Te-
mos que 524 consiste em 5 centenas, restando 24, o qual se constitui
de 2 dezenas e 4 unidades. Assim temos: 524 = 5.10% + 2.10 + 4.

Exemplo 2. O nimero 7031 pode ser decomposto em:
71000 + 0.100 + 3.10 + 1.

Neste caso, a maior poténcia de 10 menor do que 7031 € 3, ou seja,
10° (milhar). Veja que a quantidade de centenas é zero, ou seja, 7031
consiste de 7 milhares, nenhuma centena, 3 dezenas e uma unidade.
Assim temos: 7031 = 7.10° + 0.10* + 3.10 + 1.

Observe também a relacdo entre a maior poténcia de 10 possivel em
cada nimero e a quantidade de algarismos do ndmero. O que vocé
descobriu?

O que fizemos usando poténcias de 10 (no sistema de numeragao
decimal), podemos fazer usando poténcias de qualquer outro nui-
mero?

No sistema de numera¢ao decimal, trabalhamos com poténcias de
10, por isso, dizemos que nesse sistema a base € 10. Utilizamos 10
simbolos para representar os niimeros: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9,
chamados “algarismos” e mais recentemente “digitos” (palavra de-
rivada do latim que significa dedo). Se usarmos outro nimero como
base, quantos simbolos usariamos como algarismos? Vocé tem al-
guma idéia?



Agora vejamos como podemos representar genericamente um nu-
mero qualquer no sistema decimal. Por exemplo: consideremos o
numero de 4 algarismos: abcd. Temos os algarismos a, b, c e d. Se este
numero esta na base 10, teremos:

abcd = a.10° +5.10” +¢.10+d.
O 10 indica a base. Veja que abed = a.10° +b5.10* +¢.10+d . Esta ma-

neira de expressar o nimero abcd chama-se representacio polinomial
de abcd na base 10.

Vejamos como fica a representagao polinomial na base 10 de alguns
numeros.

Exercicio resolvido
1) Dar a representacdo polinomial na base 10 dos seguintes nimeros:

a) 5832
Notemos que 5832=5000+800+30+2 e também temos que:
5000=5.10"; 800=8.10" e 30=3.10. Assim,

5832=5.10° +8.10° +3.10+2.

b) 142
Veja que 142=100+40+2=1.100+4.10+2=1.10>+4.10+2.
Logo: 142=1.10°+4.10+2.

c) 206
Temos que 206 =200+0+6=2.100+0.10+6=2.10>+0.10+6.
Portanto: 206=2.10°+0.10+6.

Exercicio proposto: Agora ¢ sua vez!
1) Dé a representagao polinomial dos niimeros:
a) 320
b) 20351
) 7809354

E se estivermos trabalhando em outra base, como fica a repre-
senta¢do polinomial?

Compare com as
representacdes do nimero
7031 feitas anteriormente.

Veja que num sistema
posicional decimal,
dependendo da posicéo,
o algarismo representa
unidades, dezenas,
centenas, milhares etc.



1.2.2 Sistema de numeracao posicional em bases
diferentes da base decimal

Porque escolhemos a Comecaremos estudando o sistema de numeragdao posicional de
base 57 Foi a primeira

idéia que ocorreu. Base 5. Para trabalhar em base 5, quantos algarismos devemos ter?

Em analogia com a representagao dos niimeros num sistema em
base 10, devemos ter 5 algarismos. A quantidade de simbolos utili-
zada € igual ao nimero que representa a base.

Vamos, por escolha, usar os mesmos simbolos usados para a repre-
sentacao no sistema decimal.

Assim escreveremos todos os niimeros na base 5 com os algarismos
de0a4, ouseja: 0, 1,2, 3 e 4. O maior algarismo é 4, pois 5 -1 = 4.

Uma situacao problema se coloca:

Como escrever na base 5 um nimero cuja representagao estd dada
na base 10? E se quiséssemos representar esse niimero na base 3, na
base 2 etc?

Na base 5 podemos usar os algarismos: 0, 1, 2, 3 e 4.
Vejamos por meio de exemplos:

Consideremos o niimero 87 na base 10. Queremos representa-lo na
base 5. Isto é, qual a forma polinomial deste niimero na base 5?

De forma anéloga ao que fizemos para determinar a representagao
polinomial dos niimeros na base 10, determinamos a representagao
polinomial de um ndmero dado em qualquer outra base. Para de-
terminar a representacao polinomial do 87 na base 5, seguimos os
passos dados a seguir:

1) Determinar a maior poténcia de 5 em 87.
Temos que em 87 “cabem” 3.5° e ainda sobram 12.

2) Determinar a maior poténcia de 5 em 12.

Em 12 “cabem” 2.5 e sobra 2. Como 2 é um digito, o processo termina.



Assim, 87=3.25+2.5+2 ou 87=3.5"+2.5+2.5°, que é a represen-
tacdo polinomial do 87 na base 5. Agora, identifiquemos nesta repre-
sentacdo do 87, os coeficientes. Estes sdo os algarismos do ntimero
87 na base 5. Temos entao: 3, 2, 2. Assim o niumero 87 na base 5 sera
denotado por (322), .

Isto é, podemos escrever: 87 =(322),. Lé-se: oitenta e sete € igual a
trés, dois, dois, na base 5.

Veja que os coeficientes das poténcias de 5 sdo os algarismos do ni-
mero na base 5; 0 niimero ap0ds o paréntese indica a base. Quando a
base ndo esta explicitada significa que o niimero est4 na base 10.

Vejamos, agora, como achar a representagao polinomial de um nu-
mero na Base 3:

Na base 3, temos 3 simbolos: 0, 1, 2.
Como representar, por exemplo, 71 na base 3?

Temos que:

71=227+19+23+2=23"+1.3"+2.3+2.3°,
isto é, 71=(2122),.

Como representar, por exemplo, 87 na base 3?

87=1.81+027+09+23+0=1.3"+0.3"+0.3> +2.3+0.3°
Assim, 87 =(10020), .

Agora ja sabemos que podemos representar o niimero 87 na base 5
e na base 3, ou seja,

87 = (87),, = (322), = (10020),.

Até aqui, trabalhamos com exemplos particulares. Genericamen-
te, fixada uma base qualquer, podemos determinar a representacio
polinomial nesta base de qualquer ndmero natural dado na base 10.
Ou seja, escolhido um nimero natural b > 1 (como base), todo nu-
mero natural a pode ser representado, de forma tinica, do seguinte
modo:



_ r r—1 2
a=ab +a, b +..+ab +ab+a,

sendo a,,a .a,,4,,a, 0s algarismos de a na base b. Estes assu-

r=12°*
mem valores de 0 a b—1 (onde b indica o nimero de simbolos); b
€ a base do sistema de numeragdo e r+1 é o nimero de algarismos

do niimero a.

A expressdo a=ab +a, b +...+a,b’ +ab+a, com as condigdes
descritas acima ¢ a lei de formagao do nimero a=(qa,q,,...a,a,a,),

Na verdade, o resultado anterior é uma proposicao que pode ser
demonstrada. Nao o faremos aqui por que ainda nao temos elemen-
tos para tal. Aceitaremos o resultado motivado pelos exemplos que
foram feitos e, também, pela boa quantidade de exemplos que serao
resolvidos e propostos como exercicio.

Exercicios resolvidos

Como obter a representa¢do na base 5 de um nimero ¢ dado na sua
representacao decimal? Vamos estudar o procedimento a partir de
exemplos.

2) Escrever 59 na base 2.

® Prestar atencdo que sendo a base 2, as poténcias deverdo ser de
base 2.

e Determinar a maior poténcia de 2, menor ou igual a 59, ou seja,
2° =32, Efetuar a subtracio 59-32=27.

e Determinar a maior poténcia de 2, menor ou igual a 27 ou seja,
2% =16. Efetuar a subtracio 27-16=11.

e Determinar a maior poténcia de 2, menor ou igual a 11:2° =8.
Efetuar a subtracdo 11-8=3.

* Determinar a maior poténcia de 2 menor ou igual a 3:2'. Efe-
tuar a subtracdo: 3—2=1. Como 1 € um algarismo encerra-se o
processo.

¢ Contamos o numero de vezes que aparece cada poténcia e escre-
vemos a lei de formacao.

Logo temos: 59=1.2"+1.2*+1.2°+0.2> +1.2+1.2°.



Ou seja: 59=(111011),, onde cada algarismo ¢ o coeficiente da
poténcia de 2 correspondente.

Confira: os algarismos de um numero escrito na base 2,sdo 0 e 1.

3) Escrever o niimero 59 na base 3.

¢ Determinar a maior poténcia de 3, menor ou igual a 59, ou seja:
3* =27. Efetuar a subtragio 59-27=32.

e Determinar a maior poténcia de 3, menor ou igual a 32 ou seja:
3* =27. Efetuar a subtragdo 32-27=35.

e Determinar a maior poténcia de 3, menor ou igual a 5 ou seja:
3' =3. Efetuar a subtragio 5—3=2. Como 2 ¢é um algarismo, 0
processo termina aqui.

Vejamos: temos duas vezes a 3? poténcia de 3, zero vezes a 2° potén-
cia de 3, uma vez a 1° poténcia de 3 e duas vezes a poténcia zero
de 3.

Assim: 59 =2.3"+0.3’ +1.3+2.3°, ou seja, 59 =(2012),.

E para bases maiores do que 10 como fazer? Como representar na
base 12, um nimero dado na base 10?

De acordo com o que vimos até agora sabemos que precisaremos de A escolha das letras
12 simbolos. Consideremos entdo os simbolos: 0,1, 2, 3,4, 5,6,7, 8,9, zsealljgzz;‘irsamrgfﬁ:”;[?r
a =10, b = 11 os algarismos para representar um ntimero na base 12. ¢ arbitraria.

* Determinar a representacao de 160 na base 12.
Sabemos que 144 =12%,e¢ 160—144 =16; 1612 =4 logo temos:

160 =1.12> +1.12+4.12° = (114),, .

¢ Determinar a representacao de 276 na base 12.
Sabemos que 12° =144 ¢ 276-144=132.
Mas em 132 cabem 11 pacotes de 12, ou seja, 132 =11.12.

Assim 276 =1.122 +11.12+0.12° = (160),, .



Desafio

Qual é o niimero (935),; na base 10?

Exercicios propostos
2) Escreva o namero 25 na base 2.
3) Escreva o numero 25 na base 3.
4) Escreva o nimero 59 na base 4.
5) Escreva o namero 59 na base 5.
6) Escreva o nimero 25 na base 5.
7) Escreva o nimero 39 na base 7.
8) Escreva os nameros 132 e 87 na base 12.

9) Escreva o niimero (322), na base 10.

Atividade

5) Vocé é capaz, agora, de fazer alguma conjectura, ou de compre-
ender possiveis dificuldades dos alunos de 5* série, por exem-
plo, quanto a compreensdo do sistema de numeragao decimal?
Discuta com seus colegas.

Outro método para determinar a representacao
polinomial

Um outro procedimento para determinar a representacao polino-
mial de um ndmero numa base qualquer é utilizar divisdes suces-
sivas.

Vejamos: Queremos representar o nimero 59 (base 10) na base 3. O
que fazemos?

Iniciamos dividindo o 59 por 3. Em seguida vamos dividindo os
quocientes por 3. Ou seja:

1) 593 2)19 3 363 423
29 19 16 02 20
2



De onde temos:
* 59=19.3+2; temos 19 pacotes de 3 e sobrou 2.

* 19=6.3+1; 0s 19 pacotes de 3 reagrupamos em 6 pacotes de
3 esobra 1;

* 6=23+0;0s 6 pacotes de 3 reagrupamos em 2 novos paco-
tes 3;

* 2=0.3+2; 0s 2 novos pacotes, para reagrupar em 3, da zero
e continuo com os 2 novos pacotes de 3;

Isto é,

50=193+2=(6.3+1).3+2=[(23+0)3+1].3+2=
=[(2.3+0).3+1].3+(0.3+2)=2.3"+0.3" +1.3+2.

Assim: 59 =(2012),.

Os algarismos do nimero 59 na base 3 sdao os restos das divisdes
acima a contar da direita para a esquerda.

De modo geral, para representar na base » um ntimero escrito na
base 10 fazemos divisOes sucessivas deste nimero por b até o quo-
ciente ser zero. Os algarismos da representacao do nimero na nova
base b, serdao os restos das divisoes a contar da direita para a esquer-
da (do ultimo resto para o primeiro; por qué?).

Observacao: como no sistema de numeragao decimal vocé faz agru-
pamentos de 10 em 10, nos sistemas de numeragao de outras bases a
estrutura é a mesma, vocé sempre faz agrupamentos da quantidade
correspondente ao valor da base. Assim como vocé opera com nu-
meros na base 10, vocé poderd operar com nimeros em quaisquer
outras bases, pois, os procedimentos sao completamente semelhan-
tes aqueles utilizados na base 10.

Exercicios propostos

Resolva os exercicios usando o procedimento das divisdes sucessi-
vas.

10) Escreva o nimero 59 na base 5.

11) Escreva o nimero 25 na base 4.



1.2.3 Operacoes nos sistemas de numeracao
de diferentes bases

Vamos estudar as operac¢des de adigao, subtracdo e multiplicagao,
usando representacdes de niimeros em diferentes bases.

Operacoes em base 10

a) Adicao: Determinar 352 +764.
Segundo o algoritmo que estamos habituados a usar, fazemos:

352
+ 764
1116

Somamos 4 + 2 = 6 unidades; 6 + 5 =11, 11 dezenas, ou seja, 11 =10 + 1
(10 dezenas mais 1 dezena), mas 10 dezenas é uma centena, por isso,
somamos 1 as centenas. Assim temos: 3 + 7 + 1 = 11 centenas.

Vejamos como fica a adi¢do usando a representacdo polinomial na
base 10 dos niimeros: 352 e 764.
Resolucao. Sabemos que,
352=(3.10° +5.10+2.10°) e,
764 = (7.10° +6.10+4.10°).. Assim,
352+764=(3.10° +5.10+2.10°) +(7.10* +6.10+4.10")..

Somando os coeficientes das poténcias iguais, temos:
10.10° +11.10+6.10°. Mas 11=10+1 entio, substituindo, temos:

10.10° +11.10+6 =10’ +(10+1).10+ 6 =
=10’ +10.10+10+6 =
=1.10° +1.10° +1.10 +6.

Logo temos: 352 + 764=1116.

Vocé percebeu, nesta operagao, a histéria do “vai um”? Em que mo-
mento da operagao vocé tratou desta questao?

Vejamos agora a multiplicacdo. Como exemplo, fagamos a tarefa:



b) Multiplicacao: Determinar o produto: 346 x 13

Pelo algoritmo que estamos habituados a usar, obtemos o seguinte
resultado:

346
x 13
1038
346
4498

Explique passo a passo cada sub-resultado obtido ao efetuar esta
operagao. Justifique, por exemplo, os resultados obtidos ao multipli-
car 3 por 6, 3 por 4 e 3 por 3; depois 1 por 6, por 4 e por 3 e como se
chegou ao produto. Discuta com os colegas.

E como fica a multiplicagdo usando a representa¢do polinomial dos
numeros?

Sabemos que:

346=(3.10> +4.10+6) e 13=(1.10+3).

Entao:

346x13=(3.10> +4.10+6)x (1.10+ 3).

Pelas propriedades (associativa e comutativa da adigao, e distributi-
va) de nimeros naturais temos:

346x13=(3.10 +4.10+6)x(1.10+3)
=3.10%.1.10 + 3.10°3 + 4.10.1.10 + 4.103 + 6.1.10 + 6.3=
=3.10°+9.10° +4.10> +12.10+6.10+10+8 =
=3.10°+9.10° +4.10> +(10+2).10+6.10+1.10+8 =
=3.10°+9.10° +4.10> +1.10* +2.10+6.10+1.10+8 =
=3.10° +14.10* +9.10+8 =
=3.10° +(10+4).10° +9.10+8 =
=3.10°+10° +4.10° +9.10+8 =
=4.10° +4.10° +9.10+8.



Assim:
346 x 13=(3.10* +4.10+6)x (1.10+3) =
=4.10°+4.10° +9.10+8 = 4498 .

E no caso da subtragao? Vejamos um exemplo:

¢) Subtracao: Determinar a diferenca: 14876

Sabemos que:
148

- 76
72

Explique como vocé justifica a um aluno a operagao 4 — 7. Para poder
explicar a operagao, precisamos compreender a estrutura do siste-
ma de numeracao posicional. O 4 na posi¢ao em que se encontra
representa dezenas. Mas o 7 também. Como tirar 7 dezenas de 4
dezenas? Precisamos recorrer as centenas. Tomamos a centena que
estd representada ao lado do 4 e como sabemos que ela representa 10
dezenas, vamos 1é-la como 10 dezenas. Agora sim, podemos junta-
las com as 4 dezenas que ja temos, ficando assim com 14 dezenas,
das quais podemos tirar 7 dezenas.

Usando a representagdo na forma polinomial, como fica a subtragao
do exemplo anterior?
Vejamos:
148=(1.10°+4.10+8) e 76 =(7.10+6) .
Logo:
148—76=(1.10> +4.10+8)—(7.10+6) =

= (10 +4.10-7.10)+(8—6) =
=1.10° +(4—7).10+2

mas 10” =10.10  entio temos:

1.10° +(4=7).10+2=10.10+(4—7).10+2
=(10+4-7).10+2=7.10+2

Ou seja: 148-76=72.



Operacoes em outras bases
Vejamos as operagoes, adi¢ao, subtracao e multiplicagdo em outras ba-
ses, usando a representacao polinomial dos niimeros e o algoritmo.
a) Adicao: Resolver a seguinte adicao: (134), +(11),
Usando a representagao polinomial dos niimeros, temos que:

(134), = (1.5 +3.5+4) e (11),=(1.5+1).

Logo temos: (134), +(11), =(1.5* +3.5+4)+(1.5+1) e aplicando pro-
priedades de niimeros naturais podemos escrever:

(1.5 +35+)+(1.5+1) =15 +B+1).5+(1+4)
=15 +45+15=1.5+(4+1).5=
=1.5°+55=15+5=
=2.5"+0.5'+0.5".

Portanto, (134), +(11); =(200);.

Exercicios propostos
12) Efetue: (243), +(431),.
13) Efetue: (235), +(452),.

E a Multiplicagdo? Agora vocé ja é capaz de deduzir sozinho o pro-
cedimento. Para ilustrar, faremos com vocé um exemplo:

b) Multiplicacao de niimeros representados em uma base
qualquer: Efetuar (531), x (13),

Usando a representac¢do polinomial dos nimeros na base 7, temos:
(531), =(5.7° +3.7+1) e (13), =(1.7+3)
Assim:
(531),x (13), =(5.7° +3.7+Dx(1.7+3) =57 +15.7* +3.7° +9.7+1.7+3 =
=57 +QRI+DT+3.77+(7+2)7+1.7+3=
=572 T +1. P43 TP+ T +2.7+1.7+3 =

=77 +577+37+3=7"+57"+3.7+3=
=1.7*+0.7 +5.7° +3.7+3 =(10533),.



Portanto: (531),x (13), = (10533),

Vejamos o algoritmo:
a) 3x1=3.
b) 3x3=9=7+2,fica2vail.

O 3x5H1=15+1=2.7+2=(22),.

d) Ixl=1
e) 1x3=3
f) 1x5=5

Assim, temos:
(531),
x  (13),
(2223),
+ (331 ),
(10533),

Note: 5+2=7=1.7+0.7" =(10),.
E a Subtragao? Ilustraremos com um exemplo.

c) Subtracao: Determine a diferenca: (235), —(173),

Vejamos o procedimento de cdlculo usando a representagao polino-
mial dos niimeros:

(235), —(173), = (2.8% +3.8+5)—(1.8* +7.8+3).

Efetuando operagoes nas respectivas poténcias temos:
1) 5-3=2 o coeficiente de 8°.

2) Nao podemos efetuar 3.8—-7.8=(3-7).8 em, pois 3 é menor
do que 7. Devemos entdo tomar um “pacote” de 8’(de 2.8°)
considera-lo como 8 pacotes de 8 e somé-los com os 3 “pa-
cotes” de 8. Assim, 3+8=11 e agora 11-7=4. Sobrou entao
4.8 ; logo o coeficiente de 8' ¢ 4.



3) Vamos, finalmente, determinar o coeficiente de 8:2.8> sub-
traindo 1.8° mais 1.8 (pacote de 8’ que foi utilizado na etapa
anterior) restam 0.8°, ou seja, o coeficiente de 82¢0.

Entao:
(235); —(173) = (2.82 +3.8+5)—(l.82 +7.8+3)=

=(2.8°+3.8)—(1.8° +7.8)+(5-3) =
=(2.8°)-(1.8)+(3-7).8+2=
=(1.8°+1.8)-(1.8)+(3-7).8+2=
=(1.8°)—(1.8*)+(8+3-7).8+2=
=0.8" +4.8+2=(042), = (42), .

Logo: (235), —(173), = (42).

Vejamos a resolugao da maneira usual:

(235),
- (173),
(042), .

Vocé pode explicar passo a passo a operagao? Explique para um co-
lega.
Vocé procedeu da mesma maneira que segue, abaixo?

a) 5-3=2

b) 3 (pacotes de 8) menos (7 pacotes de 8). Se tenho 3 pacotes, o
nimero nao € suficiente para poder tirar 7 pacotes. O que fa-
zer?

¢) ao lado tenho 2 pacotes de 8 . 8. Tomo um destes, que tem 8
pacotes de 8, e somo com o0s 3 que ja tenho. Isto me d4 um total
de 11 pacotes de 8.

d) 11-7=4 e ficamos com 4 pacotes de 8.

e) Agora ainda temos 1.8*—1.8* =0.8>.

Portanto: (235), —(173), = (042),.



Exercicios propostos

14) Resolva
a) (235), +(143),
b) (342),x(14),
o) (431)+(213);
d) (421),x(13),
e) (1010), —(101),
f) (6305),x(35),

15) Ao efetuar as operagOes acima, vocé viu que saber tabuada

é importante! Construa entdo a tabuada da adi¢do e da mul-

tiplicacdo em base 5 e base 7 e efetue operagoes utilizando
estas tabuadas.

Tabela da tabuada da adigao - base 5.

Tabela da tabuada da multiplicagiao — base 7

16) Qual é o nimero (70531), na base 10?

17) Escreva o nimero 183 nas bases2, 7 e 9.




18) Considere um sistema posicional na base 12 com algarismos:
0,1, 2,3, 4,5 6,7,8,9, a=10, b=11. Escreva o niumero
39 nesta base. Qual o niimero na base 10 representa o nu-
mero: (10abd),, .

19) Quais os niimeros decimais que escritos na base 2 sdo repre-
sentados por:

a) (10101),;

b) (10001000), ;

0 (1110011),;

d) (1001101), .

20) Os sistemas de numeracao podem ser caracterizados (até cer-

to ponto) por possuir ou nao as seguintes propriedades:
a) Aditivos;
b) Usam um simbolo para o zero;
¢) E um sistema multiplicativo;
d) Usa subtragao na representagao dos niimeros;

e) Sistema posicional (valor relativo).

Também os sistemas podem ser caracterizados por:
a) Numero de simbolos;

b) Base;

¢) Tipo de simbolos.

Dar as caracteristicas dos sistemas: dos Maias, Japoneses, Chi-
neses, Romanos, Babilonicos, Egipcios e Gregos.



Resumo

Neste capitulo, estudamos um pouco da Histéria dos Numeros e dos
Sistemas de Numeragao de diferentes povos. Estudamos os niime-
ros decimais em diferentes bases, e mostramos como determinar a
representacao polinomial de um ndmero numa base dada. Também
exploramos os algoritmos das operacoes de adi¢ao, multiplicagao e
subtracao em bases diferentes da decimal.

Situamos neste estudo a problematica propulsora que levou a for-
mulacao dos sistemas de numeracao bem como sua evolucao desde
a concepgao até o estabelecimento do sistema de numeracao deci-
mal como universal.
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Capitulo 2

Conjuntos Numéricos — Naturais e

Inteiros

Apresentar os conjuntos dos niimeros naturais e in-
teiros. Dar uma visdo de suas estruturas. Abordar as
operacoes definidas e as propriedades aritméticas,
sendo estas, na medida do possivel, rigorosamente jus-
tificadas.

Neste capitulo, além de compreender defini¢des e propriedades,
voceé vai aprender a demonstrar grande parte das propriedades,
justificando cada passagem.

Vocé vera que, neste capitulo, sdo poucos os exercicios propostos.
Por que sera?

Como ja vimos no capitulo anterior, a humanidade passou por
um percurso longo até chegar a formulacao do sistema de nu-
meragao decimal. No continuar da caminhada até a formulagao
do conjunto dos nimeros naturais, como conhecemos hoje, ou-
tro longo periodo de exploragoes, estudos, ensaios, tem lugar. A
formulacao axiomética do conjunto dos niimeros naturais, isto §é,
uma formulagdo estrutural, formal, via os conceitos primitivos,

axiomas, operagoes, propriedades, foi dada por Giuseppe Peano
em 1889.

A estrutura elaborada por Peano teve como principio o fato de
que os niimeros haturais podem ser ordenados de forma que cada
elemento tem um sucessor.

No texto, a seguir, vamos levar algumas horas para conhecer um
pouco sobre nimeros naturais e sobre o conjunto dos inteiros,
contetidos que nossos antepassados levaram séculos para forma-
lizar.



2.1 Conjunto dos numeros naturais

Como ja sabemos, em 1889, Guiseppe Peano formaliza o conjunto
dos nimeros naturais. Eles surgiram com a necessidade de conta-
gem. Tem por conceitos primitivos: o conceito do zero, de niimero

"z

natural e o conceito da relacao “é sucessor de”.

Sao cinco os axiomas que formam a base da estrutura dos niimeros
naturais:

Axioma 1. Zero é um nimero natural.

Este axioma garante que o conjunto dos naturais é diferente do va-
zio, ou seja, o zero pertence ao conjunto dos naturais.

Axioma 2. Se a é um numero natural, entdo a tem um tnico su- Um nGmero natural b é
cessor que também é um nimero natural (Representamos o suces- sucessor de a,seb=a+ 1.
Por exemplo: o0 numero 6 ¢
o0 sucessor de 5, pois
6=5+1.

sor de a por a*).
Axioma 3. Zero nao é sucessor de nenhum nimero natural.

Axioma 4. Se dois nimeros naturais tém sucessores iguais, entao
eles proprios sao iguais. Em uma representacao simbdlica escreve-
mos: a" =b" = a=b.

Como conseqiiéncia, temos: se a é diferente de b entdo o sucessor
de a é diferente do sucessor de 5. Em uma linguagem simboélica:
azb=>a #b".

Axioma 5. Se uma colegao S de niimeros naturais contém o zero e
também o sucessor de todo elemento de S, entdao S é o conjunto de
todos os naturais.

Este ultimo axioma é chamado axioma da indugdo completa. Ele nos
diz que se temos um conjunto S de nimeros que contém o zero e,
para cada um dos elementos deste conjunto, seu sucessor também
estd no conjunto S, entdo este conjunto é o préprio conjunto dos nu-
meros naturais. Assim, como zero estd em S, seu sucessor 1 também
estd em S; repetindo o argumento segue que 2 (o sucessor de 1)
estd em S; repetindo o argumento sucessivamente concluimos que:



0, 1, 2, 3, 4, ..., ou seja, todos os naturais estao em S. Deste modo,
segue que S é o conjunto de todos os naturais.

Para representar o conjunto dos nimeros naturais utiliza-se o sim-
bolo N e para representar o zero, o simbolo 0. Como ja vimos, para
representar o sucessor de um nimero a, usamos o simbolo a".

Pelo raciocinio desenvolvido acima, o axioma 5 nos permite obter
um conjunto de nimeros: {0, 1,2,3,4,5,6,7, } o qual é chamado
conjunto dos niimeros naturais e denotado por N. Assim, temos
que:

N={0,1,2,3 4,567, ..}

Em sintese, a partir dos axiomas, temos as seguintes afirmacoes:

1) O zero pertence a N . Usando linguagem simbolica: 0 e N.

2) Se a pertence a N entdo o sucessor de a, a*, pertence a N.
Em linguagem simbdlica: ae N=a" e N.

3) Para todo nimero natural a, o sucessor de a ¢é diferente de
zero. Em linguagem simbélica: (Va € N)a+ #0.

4) Sejam a e b dois nimeros naturais; se o sucessor de a € igual
o sucessor de b entdo a € igual a b. Na notacdo simbolica:
a =b"=a=b.

5) Se a é um numero natural e a #0, entdo existe um nimero
natural b tal que a=5b". Isto significa que todo niimero natu-
ral ndo nulo é sucessor de algum ndmero natural.

6) Se para um subconjunto S dos nimeros naturais (denotaremos
por: S  N) estdo satisfeitas as condigdes:

i) O zero pertence a S;
ii) Para todo a pertencente a S, o sucessor de a pertence a S;
entdo S éiguala N.
Em linguagem simbolica:

0eSHA(VaeS=a €S)=S=N.



Com estes cinco axiomas, podemos estabelecer todos os fatos im-
portantes de N: operagdes, propriedades, enfim, toda “estrutura”
do conjunto dos naturais, inclusive a relacdo de ordem “menor ou
igual”. Uma propriedade que decorre imediatamente dos axiomas
é a seguinte: se um nimero natural a € diferente de 0, entdo este
numero é sucessor de algum nimero natural. Por exemplo: como 56
é diferente de zero, ele é o sucessor de algum niimero natural, que
sabemos ser o 55. Este fato serd utilizado na definicao das operagoes
adicao e multiplicacao.

Agora ja conhecemos o conjunto dos nimeros naturais:

N={0, 1,2, 3,4,5,6, 7, ...}. Quando considerarmos o conjun-
to dos niimeros naturais sem o elemento zero, isto é, se estivermos
tratando de N-{0}, indicaremos este conjunto por N'. Assim:
N*:{l, 2,3, 4,56, 7, }

2.1.1 Que operacoes estao definidas no conjunto
dos nimeros naturais?
No conjunto dos nimeros naturais duas operagoes sao definidas: a

adicdo e a multiplicacao.

Estas operages sao regras, leis, que a cada par de elementos (x,y),
associa um elemento do conjunto N.

Como é definida a adi¢ao em N?

A definicao formal da adicao em N é baseada no conceito de suces-
SOr.

A adicao é uma fungao que leva cada par de nimeros naturais (x, ) x e y sdo chamados
asoma x+y,ou seja, € a func¢ao representada por +, que associa ao parcelas

elemento (x,y) de NxN o elemento x+ y de N.

+:NxN—> N
(x5, y)>x+y

Simbolicamente:

x, se y=0
onde x+y=
x+b"=(x+b)", se, yz0ey=>b".



Exemplo: Consideremos o par (3,2) pertencente a NxN; segundo a
definicao dada, temos:

342=(B+1)=GB+1)" =(3+0°)" =[3+0)'] =(3")" =4" =5

Portanto ao par de nimeros naturais (3,2) associamos o nimero 5.
De forma simplificada, representamos por: 3+2=5.

Note que na definicao, se y é diferente de zero, estamos usando o
fato que ele é o sucessor de um ntimero b (propriedade que decorre
dos axiomas).

Como é definida a multiplicacao em N?

A multiplicacdo é definida como uma funcdo que associa cada par
(x,y) de nimeros naturais ao nimero natural x.y. Ela é uma con-
seqiiéncia da adicdo de parcelas iguais e é definida por:

:NxN —> N
(x,y) > xy

0, sex=0¢e
xX.y=
b'y=by+y, se, x#0 ex=b"

Exemplo: 2.3=1"3=13+3=0"3+3=03+3+3=0+3+3=6.
Propriedades da adicao e da multiplicacao em N

As propriedades aqui apresentadas ndo serdo demonstradas, uma
vez que para demonstra-las precisariamos da construgao formal do
conjunto N. Vamos consideré-las como axiomas.

Propriedades da adi¢ao em N

Seja entdo a adicdo uma operagdo que a cada par (x,y) associa o
ndmero x+ y, conforme a definicao de “+” dada anteriormente e,
X,y ez nameros naturais. As seguintes propriedades sao vélidas:

Al) Propriedade associativa da adicao: x+(y+z)=(x+y)+z.

Vocé ja tentou adicionar mais de dois niimeros ao mesmo
tempo?



No6s adicionamos os ntimeros aos pares. A propriedade asso-
ciativa além de organizar a operacdo aos pares, garante que
ndo importa a seqiiéncia que tomamos as parcelas para adi-
cionar.
A2) Propriedade comutativa da adicao: x+y=y+x.
Isto é, podemos trocar as posi¢des dos niimeros que quere-
mos adicionar e o resultado, no caso a soma, nao se altera.
A3) Propriedade do elemento neutro da adigao: Existe um ele-

mento de N que satisfaz x+0=0+x=x.

Isto é: adicionando o zero a um nimero natural x qualquer,
obtemos como soma o préprio valor de x . Por isso diz-se que
o zero é elemento neutro da adicado em N.

Por exemplo: 7+0=7 (por definicdo) e 0+7=7+0 (pela pro-
priedade comutativa). Logo: 0+7=7+0=7.

A4) Lei do cancelamento da adi¢ao: se x,y e a sao naturais, en-
tao x+a=y+a se esomentese, x=y.

A5) Lei do anulamento: x+y =0 se e somentese x=y=0.

Exercicio resolvido

1) Efetue mentalmente as operagdes dadas abaixo. Em seguida,
escreva a expressao numérica usada na resolucao mental que
vocé realizou.

a) 765+372
[(700+300)+(60+70)+(5+2)]=1000+130+7 =1130+7 =1137
Realizamos uma decomposi¢ao dos niimeros:
765+372=700+60+5+300+70+2

765+372=700+60+5+300+70+2 =
(propriedade comutativa da adicdo)

=700+300+60+70+5+2=
(propriedade associativa da adigao)



=[(700+300)+(60+70)+ (5+2)]

=[1000+130]+7=1130+7=1137.

b) 89+54
Podemos usar duas estratégias:

i) 89+50+4=089+1)+50+3=
=[(89+1)+10]+43=100+43=143

ii) (80+50)+(9+4)=130+13=143
Propriedades aplicadas: comutativa e associativa da adicao.

Escolhemos organizagdes da expressao numérica que consideramos
mais convenientes para o processo cognitivo de efetuar as opera-
coes.

Exercicio proposto

1) Efetue mentalmente, depois escreva a expressao numérica uti-
lizada na operagao e indique as propriedades manipuladas no
processo.

a) 5709+ 697

b) 350+528

o 9+88
Quando efetuamos uma opera¢ao mental, usamos com muita natu-
ralidade as propriedades comutativa e associativa da adigdo, entre
outras. As propriedades sdo ferramentas que usamos no nosso dia-

a-dia e ndo, somente, componentes da estrutura tedrica dos conjun-
tos numéricos.

Propriedades da multiplicacao em N

Sejam x, y e z nimeros naturais, e a multiplicagdo em N, conforme
definida anteriormente.

M1) Propriedade comutativa da multiplicagao: x.y = y.x.



M?2) Propriedade do elemento neutro da multiplicagao: Existe
leN tal que x.1=1.x=x.

Por exemplo: 8.1=1.8 =8. Qualquer niimero natural x multi-
plicado por 1 tem como produto o préprio niimero x.
M3) Propriedade associativa da multiplicagao: (x.y).z =x.(y.z).

Uma vez que temos definidas as operacoes adicao e multipli-
cagao, podemos apresentar a propriedade distributiva. Esta
envolve duas operagdes.

M4) Propriedade distributiva (também conhecida por “colocar
em evidéncia”): sejam x, y e z nimeros naturais. Entao:
a) (x+y).z=xz+ yz (chamada distributiva a direita).
b) x.(y+2z)=xy+xz (chamada distributiva a esquerda).
Esta distin¢do entre distributiva a direita e distributiva a esquerda

ndo é feita em geral. Normalmente tratamos de “propriedade distri-
butiva.”

E a subtracgao e a divisao em N?

A subtrac¢do e a divisao nao estdo definidas como operagao em N
para quaisquer dois niimeros do conjunto N.

Vamos ver mais detalhadamente a seguir.

Para entendermos a subtragao precisamos, antes, do conceito da Re-
lacdo de ordem “ <” definida em N.

2.1.2 Definicao da Relacao de ordem

Sejam a e b pertencentes a N; diz-se que a <b quando existe um
numero natural x tal que b=a+x.

Observacao: vocé pode pensar neste x como a quantidade que falta
ao numero a para atingir b .



Definicao de diferenca: Sejam a e b nimeros naturais e a <b; di-
zemos que a diferenca b—a é o nimero x tal que b=a+x.

O elemento b é chamado de subtraendo e o elemento a é chamado de
minuendo.

Notemos que a diferenca b—a somente estd definidaem N se a<b.
Isto quer dizer que a relacdo que associa ao par (a,b) o elemento
(b—a) ndo é uma fungao. Portanto a subtragdo ndo é uma operacao
em N. Por exemplo: ndao ha como calcular 2-3 no universo dos
numeros naturais.

Também em N, definimos a relacao “menor”: se a e b sao nimeros
naturais, ¢ é menor do que b, se, e somente se, existe x diferente
de zero, tal que b=a+x.

Simbolicamente: a<b<> 3x#0 talque b=a+x.

E a divisaoem N?

Em geral, tratamos a divisdo em N com tal naturalidade que nem
nos damos conta que ela nao é definida em N.

Nota: Os casos de divisibilidade e o algoritmo da divisao serao vis-
tos no capitulo 3.

Vejamos agora as propriedades da relagao “<”.
Propriedades da relagao “<”:
A relagao “menor ou igual” satisfaz as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: para todo a natural, a<a.
Demonstracao.

Sabemos que: se a <b, existe x pertencente a N, tal que b=a+x.
Tomemos x=0, e teremos a=a+0,istoé a<a.



2. Anti-simétrica: se a,b sdo naturais tais que a<b e b<a, entao
a=>b.

Demonstracao.
Hipotese: a<beb<a.
Tese: a=b.

Por hipotese, a<beb<a. Logo existem x ey naturais tais que
a+x=beb+y=a.

Mas,
a=a+0=b+y=(a+x)+y=a+(x+y)=>a+0=a+(x+y).

Assim, pela lei do cancelamento da adicdo seque que x+y =0, por-
tanto, x =y =0 (pela lei do anulamento); entéo seque que a=>5.

3. Transitiva: sejam a, b e c numeros naturais: se a<beb<c
entdoa<c.

Demonstracao.
Hipotese: a<beb<c.
Tese: a<c.

A partir da hipotese, temos que existem x e y naturais tais que:
b=a+xec=b+y.

Logo, c=b+y=(a+x)+y=a+(x+y). Como x ey sdo naturais
x+y =z énatural e ¢ =a+z. Portanto (pela definicdo de <), a<c.

Definicao. Uma relacao definida num conjunto S satisfazendo as
propriedades: Reflexiva, Anti-simétrica e Transitiva, é chamada
uma “Relacdo de ordem em S”.

Acabamos de mostrar que as propriedades Reflexiva, Anti-simétrica
e Transitiva sao verdadeiras para a relacdo “menor ou igual”, defi-
nida em N. Logo a relacdao “menor ou igual” em N é uma relagao
de ordem em N. Além disso, é uma relagdo de ordem total, o que
significa que dados a e b naturais, a<boub<a.



2.2 Conjunto dos numeros inteiros -
uma ampliacao dos numeros

naturais

Consideramos a adi¢do a+x =5, a, x e b naturais. Em particular,

consideremos: a=6eb=1.Assim 6+x=1ouentdo x=1-6.Como

1< 6, adiferenga 1-6 nao estd definida no conjunto dos naturais.

Esta dificuldade encontrada, isto é, a necessidade de se efetuar a
subtracdo para quaisquer dois nimeros naturais, foi um dos fatos

que impulsionou o estudo que levou a formalizagdo dos niimeros

inteiros.

O que se fez?

Ao conjunto dos niimeros naturais acrescentaram-se todas as “dife-

rengas” b—a com b menor do que a, formando um novo conjunto.
Os elementos deste novo conjunto serao diferencas b—a,com a e b
naturais. Observemos as diferencas b—a onde a, b e N:

0-0

1-0

2-0

3-0

b-0

0-1

1-1

2-1

3-1

b-1

0-2

Observe que algumas diferengas se repetem: 1-0; 2-1;... por exemplo.
A primeira coluna representa o préprio conjunto N e a primeira li-

nha gera os opostos dos elementos de N, os niimeros negativos. As

outras diferencas todas sdo repeticoes.



O conjunto das diferengas: 0—1; 1-2; 2-3; 3—4;... é representado
pelo inteiro —1 (notagdo inspirada na diferenca 0—-1).

Analogamente, o conjunto das diferencas: 0—-2; 1-3; 2—4;... é re-
presentado por —2. Assim sucessivamente, para cada seqiiéncia de
diferencas, associamos um elemento do conjunto dos inteiros.
Denotamos o novo conjunto por Z e o representamos por:

Z:{...,—S,—4,—3,—2,—1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,...}.

Geometricamente, representamos o conjunto dos ntimeros inteiros
por pontos em uma reta; por exemplo:

-2 -1 0 1 2 3 4
Como Z ¢é uma extensao de N, o conjunto N estad contido em Z .

A representacdo de Z como pontos de uma reta facilita a compreen-
sao das operagoes adigao e subtragao em Z, que veremos a seguir.

Vejamos alguns subconjuntos de Z, com sua respectiva representa-
¢ao, os quais sao destacados em diferentes situagoes de aprendiza-
gem:

¢ Inteiros ndo negativos: Z, ={0, 1, 2, 3, 4, 5,...}.

Inteiros positivos: Z" =Z, -{0}={1, 2, 3, 4, 5,...}.

Inteiros ndo positivos: Z_ = {0,-1,-2,-3,-4,-5,...}.

Inteiros negativos: Z~ =Z_—{0}={-1,-2,-3,-4,-5,...}.

2.2.1 Operacoes em Z

Em Z estdo definidas as operagdes de adigao, a multiplicagdo e a
subtracao.

Adicao:
+:ZX7 —> 7

(a,b)>a+b

a+b é asoma ou total e a e b sdo as parcelas.



Propriedades da adi¢ao em Z

Apresentaremos, a seguir, as propriedades da adicao em Z; como
fizemos para os naturais, elas serdo abordadas como axiomas (isto é,
serao aceitas sem demonstragao).

Al) Propriedade associativa da adigao:

Para todos a,b e ¢ inteiros, temos a+(b+c)=(a+b)+c. Vocé
alguma vez ja refletiu sobre isto? Vocé somente pode efetuar
uma operagao de adi¢do com mais de duas parcelas porque
existe a propriedade associativa. Ou seja, cada vez que vocé
efetua uma operacdo de adicdo com mais de duas parcelas
vocé esta usando a propriedade associativa da adicao.

Assim, esta propriedade é importante pois permite somar
mais de dois nameros.

Com esta propriedade, também descobrimos que basta sa-
bermos somar a um niimero a inteiro qualquer o niimero 1
ou —1, para sermos capazes de resolver qualquer adicao. Ve-
jamos por exemplo:

a) 3+2=3+(1+)=C@+D)+1=4+1=5.

b) 3+(=2)=3+[(=1)+(-D]=[3+(-D]+(~1) =2+ (-1)=1.

A2) Propriedade comutativa da adicao:
Para todos a,b pertencentes a Z temos a+b=b+a.

Lembre que “juntar” nem sempre é uma operacao comutati-
va! Vocé poderia dar um exemplo onde a comutatividade nao
funciona? Pense, por exemplo, na Quimica.

A3) Propriedade da Existéncia do elemento neutro:

Existe um unico elemento em Z , denominado zero e denota-
do por 0, tal que a+0=a para todo a pertencente a Z .

A4) Propriedade da Existéncia do elemento oposto:

Para cada inteiro a, existe um tnico inteiro b tal que a+b=0.

7.

Este niimero b é chamado “oposto de a ” e denotado por —a.



Observe que o oposto de a é o tinico inteiro que satisfaz a equagao
a+x=0.

Nao confunda a notacado —a com o “sinal de menos”. Poderiamos
denotar o oposto por qualquer outro simbolo, por exemplo, a”. A
notagao —a é usada por ser mais conveniente.

Geometricamente, o oposto de um ntimero inteiro a é aquele que, na
reta, ocupa posicao simétrica em relacao ao zero.

a e seu oposto estdo a mesma distancia do zero, em sentidos opos-
tos.

Exemplo: O oposto de -3 ¢ 3 e vice versa.

— -3 -2 -1 0 1 2 3
Multiplicacao em Z

A multiplicagdo em Z deriva da adicdo em Z (soma de parcelas
iguais).

Vejamos por exemplo: 4+4+4 =3x4

24+24+2+2+2=5x2.

Definimos a multiplicagdo em Z pela fungao:

IxX1— 7
(a,b)—> ab

onde a.b é o produto e a e b sdo os fatores.
Propriedades da multiplicacao

M1) Propriedade associativa da multiplicacao:

Para todos a,b ¢ ¢ inteiros temos (a.b).c =a.(b.c).



Com esta propriedade, podemos multiplicar mais de dois
numeros. Ela € util também para a notagao de poténcias, que
é um caso de multiplicacdo de fatores iguais.

Por exemplo: 3.3.3.3.3=3".

M?2) Propriedade comutativa da multiplicacao:

Para todos a,b inteiros, ab=b.a.

M3) Propriedade do elemento neutro da multiplicagao:
Existe um unico elemento em Z, denotado por 1, tal que
l.a =a para todo a inteiro.
D) Propriedade distributiva:
Para todos a,b e ¢ inteiros, temos:
1) a.(b+c)=ab+ac; (distributiva a direita).
2) (b+c).a=b.a+ca; (distributiva a esquerda).

Como ja foi visto em N, esta propriedade é também conheci-
da como “colocar em evidéncia”. Por exemplo:

2.10> +5.10 =10.(2.10+5).

CM) Propriedade do cancelamento da multiplicacao:
Para todos a,b e ¢ inteiros, com ¢ # 0, temos que,

seac=bcentioa=>.

Vamos estudar, agora, outras propriedades importantes em Z . Te-
nha sempre em mente que todas estas propriedades das operagoes
nos conjuntos dos niimeros naturais e inteiros serdo tteis nos proxi-
mos capitulos: elas constituem a “caixa de ferramentas” necessaria
para a construgao do conceito de divisibilidade do capitulo 3 e todas
as suas conseqiiéncias.

Todas as outras propriedades das operacoes em Z derivam destas,
isto é, todas as outras propriedades podem ser provadas a partir
das propriedades Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, D e CM, como sera
demonstrado mais adiante.



P1) Lei do cancelamento da adic¢ao: Para todos inteiros a,b ec,
sea+c=b+centioa=>.

Demonstracao.
Hipotese: a,b e ¢ sdo numeros inteirose a+c=b+c.
Tese: a=>.

Sejam a,b e c inteirosea a+c=b+c.Como ¢ pertence a Z, exis-
te o oposto de ¢, ou seja, existe o numero inteiro —c. Somando o
oposto de ¢ aos dois membros da igualdade a+c=b+c, obtemos:

(a+c)+(—c)=(b+c)+(—c),
Usando a propriedade associativa A1, obtemos
a+[c+(=c)]=b+[c+(-0)];

como c¢+(—¢)=0 (pela condicdo do oposto), temos a+0=5b+0 e
pela propriedade do elemento neutro (A3), seque que a=5.

P2) Para todo inteiro a, tem-se a.0=0.a=0.
Demonstracao.
Hipotese: @ € um numero inteiro qualquer.
Tese: a.0=0.a=0.

De fato: seja @ um numero inteiro. Pela propriedade do elemento
neutro da adicdo temos que:

0+a0=a0=a.(0+0),
Mas pela propriedade distributiva, a.(0+0)=a.0+a.0. Logo,
0+a0=a0=a.(0+0)=a.0+a.0.

Agora, aplicando a propriedade do cancelamento da adicdo temos:
0=a.0. De modo analogo prova-se que 0.a=0.
|
P3) Para todo inteiro a, tem-se (-1).a=-a.

Demonstracao.

Hipotese: a € um numero inteiro qualquer.



Note que "subtrair” é
“somar o oposto”.

Tese: (-1).a=—a.

Seja @ um numero inteiro. Sabemos que o oposto de a € o unico in-
teiro que satisfaz a equacdo a+x=0.Como 0.a=0 (por P), segue
que

0=0a=[1+(D]a=la+(-a=a+(-1).a,

Conseqiientemente, o oposto de a é (—1).a, ou seja —a=(-1).a.

P4) Para todos a,b inteiros, se a.b=0 entao a=0 ou b=0.
Demonstracao.

Para provar um "ou" numa proposic¢do do tipo Se p entdo (q our),
supomos que g ndo ocorra (negamos g) e concluimos que » ocorre.

Hipotese: a,b inteirose ab=0.
Tese: a=0o0ub=0.

Sejam aeb inteiros e ab=0 (hipotese). Entdo, por P2, temos
ab=a0eab=>00.

Se a#0,e ab=a.0, pela lei do cancelamento da multiplicagao, te-
mos b=0.

Se b#0,e ab=0, entdo ab=0.b e pela lei do cancelamento da
multiplicacdo, a =0.

Logo, sempre que um fator for ndo nulo, o outro sera, necessaria-

mente, nulo.
[ ]

Subtracao em 7Z

Dados a e b pertencentes a Z , definimos a diferenca a—b por

a—-b=a+(-b).

Assim, a subtracao em Z é uma funcdo que associa cada par (a,b)
ao namero a+(-b), ou seja:

—IXT —> 7
(a,b) > a+(-b)

A subtragdo nao é associativa, nem comutativa, nem tem elemento
neutro.



2.2.2 Proposicoes em Z
Os resultados a seguir, que chamaremos “proposi¢oes”, decorrem
das operagoes e das propriedades ja demonstradas.
Proposicao 1. Para todos a,b inteiros tem-se que (a—b)+b=a.
Demonstracao.
Hipotese: a,b sdao numeros inteiros
Tese: (a—-b)+b=a.
Sejam a e b inteiros. Pela definicdo de subtracdo temos que
(a—b)+b=[a+(-b)]+b.

Mas [a+(—=b)]+b=a+[(—b)+b] pela propriedade associativa da
adicdo; assim, a+[(-b)+b]=a+0=a (propriedade do oposto e
propriedade do elemento neutro da adi¢do). Logo (a—b)+b=a.

Proposicao 2. O oposto da soma de dois inteiros é igual i soma dos opostos
dos dois inteiros. Ou seja, se a e b sio niimeros inteiros,

—(a+b)=(-a)+(-D).
Demonstracao.
Hipotese: a e b sdao numeros inteiros.
Tese: —(a+b)=(—a)+(-Db).
De fato, usando propriedades ja conhecidas temos que:
—(a+b)=(1D.(a+b)=(-D.a+(-1)b=(-a)+(-b).

(na primeira igualdade usamos P3, na segunda igualdade usamos a
propriedade distributiva e, na terceira, usamos novamente P3).

Proposicao 3. O oposto do produto de dois niimeros inteiros é igual a um
dos mimeros multiplicado pelo oposto do outro. Ou seja:

—(ab)=(-a)b=a.(-b).

Para provar uma igualdade,
uma estratégia € sair de
um membro da igualdade

e chegar ao outro membro,
por meio de deducdes
l6gicas e fazendo uso

de resultados teoricos.
Aplicaremos esta estratégia
nesta demonstracao.



Faremos a demonstracéo
em duas partes:
primeiramente mostraremos
que (-a) b = -(ab) e depois
que a(-b) = -(ab); com

isto teremos provado a
igualdade -(ab) = (-a)b =
a(-b). Na primeira e terceira igualdades usamos P3 e, na sequnda igualdade,

usamos a propriedade associativa da multiplicacao.

Demonstracao.
Mostremos que (—a).b =—(a.b). De fato,
(—a)b=[(-1).al.b=(-1).(a.b) =—(ab).

De forma analoga, prova-se que : a.(—b) =—(a.b).
Assim, temos que: (—a).b = a.(-b) =—(a.b).
|

Proposicao 4. O oposto do oposto de um niimero inteiro é o proprio niime-
ro ou seja, —(—a)=a.

Demonstracao.

Hipotese: a € um numero inteiro.

Tese: —(—a)=a.

De fato. Seja @ um numero inteiro. Sabemos que o oposto de —a € o
unico inteiro x que satisfaz a equacdo —a+x=0.Como —a+a=0,
segue que o oposto de —a é a, ou seja, -(—a)=a.

Exemplos: Seja @ um ntmero inteiro qualquer.

* se a é maior do que zero, o oposto de a,—a, é menor do que
Zero; ou seja: —a € um inteiro negativo.

* se a é menor do que zero, o oposto de a,—a, é maior do que
Zero; ou seja: —a € um inteiro positivo.

Vejamos sobre a reta numérica:

1) sea>0,

2) sea <0,




Por exemplo: Se a=-2, temos que —2+2=0. Logo o oposto de
-2 ¢é 2,o0useja,—(-2)=2.

Proposicao 5. O produto do oposto de a pelo oposto de b é o produto

Demonstracao.

Hipotese: a e b sdo inteiros, —a € o oposto de a e (—b) € o oposto
de b.

Tese: (—a).(-b)=ab.
Usando a proposi¢ao 3 duas vezes consecutivas temos que:
(—a).(=b) =a.(=b)] = ~(~ab).
Mas, pela proposicdo 4, —(—ab) =a.b. Logo, (—a).(-b)=ab.
|

Estabelecido P4 como axioma, pode-se provar a “lei do cancelamen-

to para a multiplicagdo em Z ”. Agora ja temos elementos para efeti-
var essa demonstragao.

Proposicao 6. Sejam a,b e c inteirose ¢ # 0. Se a.c =b.c entio a=b.

Demonstracao.
Hipotese: a,b,c inteiros, ac=bc e c#0, ac=bc.
Tese: a=b.

Sejam a,b e c inteiros tais que ac =bc e ¢ # 0 ; queremos provar que
a=>b. De fato, somando aos dois membros da igualdade ac =bc o
termo (—bc), temos:

ac+(—bc) =bc+(—bc).
Como bc+(—bc) =0, podemos escrever
ac+(=bc)=bc+(-bc)=0.

Pela proposicao 3, temos que (—bc) = (—b).c ; substituindo esse resul-
tado na igualdade acima e usando a propriedade distributiva obtemos
[a+(=b)]c=0; como c#0, seque por P4 que a+(—b)=0. Entdo
a=—(-b)=>.Pela proposicdo 4, a=b.

[



Proposicao 7. O oposto de a—b é b—a, ou seja, (a—b)=b—a.
Demonstracao.
Hipotese: a e b sdo nimeros inteiros.
Tese: —(a—b)=b—a.

De fato,
(a-b)+(b—-a)=[a+(-D)]+[b+(-a)]=

=a+[(-D)+bl+(—a)=a+0+(-a)=a+(-a)=0.

Logo, pela propriedade do oposto, seque que o oposto de
(a—b) é (b—a), ou seja,

—(a-b)=b-a.
|
Proposicao 8. Para todos a,b e ¢ pertencentesa Z,, a.(b—c)=ab—ac.
Demonstracao.
De fato:
ab—c)=alb+(-c)]=ab+a.(—c)=ab+(—ac)=ab-ac.
|
Na primeira igualdade, usamos a definicao de subtracao, na segun-
da igualdade, usamos a propriedade distributiva, na terceira igual-

dade, usamos a Proposicdo 3 e, na quarta igualdade, usamos a de-
finicao de subtracao.

Exercicio proposto
2) Resolva a equagao seguinte, explicando cada passo

x+45=3x-7.

2.2.3 Relacao de ordem em Z
Vamos retomar os subconjuntos de Z :
o Z,={0,1,2,3,4,5,...}, inteiros ndo negativos (N).

* Z,=7,-{0}, inteiros positivos.



o Z_={0,-1,-2,-3,-4,-5,...}, inteiros ndo positivos.

o Z' =7_-1{0}, inteiros negativos.
Relacao de ordem “menor ou igual” em Z

Definicao. Dados a e b inteiros, dizemos que “a é menor ou igual a
b”, se e somente se (b—a) pertencea Z _ .
Em linguagem simbdlica escrevemos:

a<bs (b-a)el,.

Observacao 1. Pode-se ler também: “ b ¢é maior ou igual a a” e deno-
ta-sepor b>a.

Habitualmente usamos a expressao “menor ou igual a” mas a ex-
a 1 it i .
ressdo gramaticamente correta seria “menor do que ou igual a”.

Observacao 2. “a é menor ou igual a b”, se e somente se existe

xeZ, talque b=a+x.

De fato, tomemos x=(b—a) e Z, . Entao,
a+x=a+(b-a)=a+[b+(-a)]=b+[a+(-a)]=b+0=b.

Reciprocamente, se existe xeZ, tal que b=a+x, teremos que
x=(b—a)eZ,. Por definigao, teremos a <bh.

Propriedades da relacao “<” em Z
Sejam a,beceZ.

O1) Propriedade Reflexiva: Para todo a € Z tem-se a<a.
Demonstracao.
Hipotese: ae Z.
Tese: a<a.

De fato, a—a=0€Z, < a<a.



O2) Propriedade anti-simétrica: Para todos
a,beZ,sea<beb<aentioa=>h.

Demonstracao.

Hipotese: a,beZ,a<beb<a.
Tese: a=b.

Por hipotese, temos que:

) a<bob-acl,

i) b<asa-bel,

Sabemos que —(a—b)+(a—b)=0 (Proposicdo 7) e que a—b e seu
oposto estdo em Z, (hipdtese). Pela lei do anulamento isto s6 acon-
tece se a—b =0, donde (pela definicdo de subtracido) a+(-b)=0.
Somando b em ambos os membros da igualdade temos que
a+(-b)+b=0+b e, aplicando as propriedades do elemento neutro
da adicéo e do elemento oposto, obtemos a+0=>. Portanto: a=>.

O3) Propriedade transitiva: Para todos
a,beceZ,sea<beb<centdoa<c.

Demonstracao.

Hipotese: a,beceZ;a<beb<c.

Tese: a<c.

De fato: Por hipotese:

a<bob-acl,

bscece-bel,.

Logo: (b—a)+(c—b)eZ,, portanto:
c—a=c—a+(b-b)=[b+(-a)]+[c+(-b)]=[(b—a)+(c-b)|eZ,
donde, por definicdo de “menor ou igual”, temos a <c.

As propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva caracterizam a
relacdao “<” como uma relacao de ordem em Z.



Definicao. Sejam a e b inteiros. Dizemos que “a é menor do que b”
ou que “ b émaior do que a” se e somente se b—a €Z, . Em lingua-
gem simbdlica:

a<bsb-ael, eb>asb-acl,.
Observagoes importantes: Considerando ¢ um ndmero inteiro, te-
mos:
1) a>00<a=a-0eZ, & —(-a)eZ, <
S 0+[(-a)]eZ. ©0-(-a)eZ < —~(-a)eZ, < —-a<0
Ou seja, —ae€Z

2) a<0e a=—(-a)<0o—a>0,

Proposicao 9. Sejam a,b e ¢ niimeros inteiros. Entdo
i) a<b<a+c<b+c, paratodo ceZ
i) a<bec>0 entdo ac<bc

i) a<b e c<0 entdo bc <ac.

Demonstracio de (i).

Por hipotese, a <b < b—a eZ, . Agora notemos que:

(b+c)—(a+c)=b+c+[-(a+c)]=(b+c)+(=a)+(—c)=[b+(=a)]+[c+(-c)] =
=(b-a)+0=(b-a)eZ,

Assim, b+c>a+c.

Reciprocamente se (b+c)—(a+c)eZ, e como
(b+c)—(a+c)=b—a ,temosque (b—a)eZ, .logo a<bh.

Demonstracéo de (ii).
Por hipotese a<b e c>0; entdo b—acZ, ecel,

Logo, bc—ac =(b—a).c € Z, (pois o produto de dois numeros natu-
rais resulta um nimero natural) e portanto ac < bc.
[



Demonstracéo de (iii).

Por hipotese, se a<b entdo b—aecZ, . Como ¢<0 tem-se que
cel ,—-cel,

Logo (b—a).(—c) = b(—c)—a(—c) € Z, . Assim, usando as propriedade
convenientes temos: —bc+ac e Z, ou seja,

ac—bceZ,.

Portanto, bc <ac.

Proposicao 10. Sejam a e b niimeros inteiros.
Se a <b entdo (—b) < (—a).
Demonstracao.

Sejam a e b inteiros tais que a<b; somando —b em ambos os
membros da desigualdade temos:

a+(=b) <b+(=b).

Assim, a+(-b)<0. Somando —a em ambos os membros des-
ta ultima desigualdade temos —-a+a+(-b)<0+(—a). Como
—a+a=0,e0+(—a)=—a, podemos concluir:

(-b) < (~a).

Proposicao 11. (Regra de sinais) Sejam a e b niimeros inteiros.
Entdo,

i) Sea<0e0<bentioab<0

ii)) Sea<0eb<0 entdo ab>0

Demonstracéo de (i).
Sea<O0eO<bentioacZ_ ebelZ, também (—a)eZ,.

Logo (—a)beZ, e —(ab) e Z . . Pela propriedade do elemento neu-
tro da adicdo temos:

0+[—(ab)]=0—abeZ,.Portanto ab<0.



Demonstracéo de (ii).

Sea<0eb<O0entioO0O-acZ, e0-beZ,;assim,
—acZ, e—-beZ, . Portanto (—a).(-b)eZ, eabeZ,.Logo,
0<ab.

|
Observacgao: Se a>0e b>0,0useja, se aebeZ, entdo a e b per-
tencem a N; mas N ¢é fechado em relagao a multiplicacdo, isto €, o

produto de quaisquer dois nimeros naturais € um nimero natural.
Entao ab>0.

Proposicao 12. (Lei da tricotomia) Dado a € Z , uma e somente uma das
opgdes ocorre:

i) a>0 ou

i) a=0 ou

iii)a <0 (ou exclusivo).
Proposicao 13. Sejam a, b e ¢ niimeros inteiros. Se a<b e c<d entdo
a+c<b+d.

Demonstracao. Faca como exercicio.

Exercicio proposto
3) Resolva a inequagao seguinte, explicando cada passo:

2x—22<3x+7.

2.2.4 Valor absoluto em 7Z

Definicao. Seja a € Z . Definimos o valor absoluto de a, ou médulo

ase0<a e
|a|= -asea<0

de a, como:

Por exemplo: |—17| =—(=17), pois =17 <0;

157|=157, pois 157>0.

Observagao 1. o valor absoluto de um nimero inteiro é a distancia
dele até a origem.



Para a e b como acima temos |b| =be |a| =—qa.

Observagdo 2. |a—b| é a distancia de a até b . Exemplos:

3-5|=|-2|=2;|-8-(-3)|=]-5|=5;

2-(-D|=3

5
A
- RN

9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Propriedades do valor absoluto

Propriedade 1. 0<|q| , para todo a € Z ; também |a|=0 < a=0.

Demonstracao.
Se 0<a temos que, entdo 0<a =|a|. Também, temos que,
|a|=0<:>a:() ou—-—a=0<a=0.
Se a<0, |al=—a. Pela proposicdo 9, item (i), se a<0 entdo
—a>0.Portanto, |a|=-a>0.
|
Propriedade 2. Para todo 4 inteiro, tem-se |a| = |—a| .

Demonstracao.

Se 0<a temos por definicio que |a|=a; além disso, —a < 0. Assim,
|—a| =—(—a) =a . Portanto, |a| =a= |—a| :

Se a <0, temos que |a| =—a e 0<—a; portanto, |—a| =—qa. Assim,
la|=-a=|-d|
|
Propriedade 3. Para todo a inteiro tem-se —|a|<a <|a|.
Demonstracao.

Se 0<a entdo, [a|=a>0. Multiplicando por (1), |a|=a>0, ob-
temos que



—|a|=-a<0. Portanto, —|a|=—a <0< a=|d|, ou seja, —|a| <0 <|a].
Se a<0, entdo |a|=-a, 0<—a, e —|a|=a . Portanto

—|a|:a<0<—a:|a|.

b

Propriedade 4. |a.b| =|a|.||, para todos a e b inteiros.
Demonstracao.
Se a>0,b>0 entdo ab>0. Logo |ab|=ab =|al.|b|

Se a>0,5<0, b|=—beab£0.

al=a,
Assim, [al.|b| = a.(~b) =—(ab) . Mas,

|a.b| = —(ab). Portanto: |a.b| = al.|p].

Se a<0,b<0 temos |a|=—a.|p|=-b e 0<ab.

Também |a|. |B| = (=a).(~b) = ab.

Mas, |ab|=ab . Logo |ab|=|a|.|p].

|

b

Propriedade 5 (Desigualdade triangular). |a+5|<|a|+|b|, para to-

dos a e b inteiros.
Demonstracao.

Observemos que a<|a| e b<[bl logo, pela Proposi¢io 13,
a+b<|a|+|b|. De formaanaloga, temos que (—a)+(=b) <|-a|+|-b|.
Agora, consideremos dois casos:

) Se (a+b)<0 entdo
|a+b|=—(a+b)=—a+(-b) <|-a|+|-b| = |a|+|p].
A ultima igualdade seque da Propriedade 2 de valor absoluto.
ii) Se (a+b)>0 entio |a+b|=a+b<|a|+b|-
Portanto por i) e ii) temos que: |a + b| <|a| +|b|-

Agora que ja conhecemos as operagdes e principais propriedades
dos conjuntos dos nimeros naturais e inteiros, vamos conhecer
mais uma caracteristica de cada um destes conjuntos.



2.2.5 Principio da Boa ordem em N
O que é este principio?

O principio da boa ordem afirma que: “Todo subconjunto nao vazio
de ndmeros naturais possui um menor elemento”.

Ou ainda, se S é um subconjunto nao vazio de N, entdo S tem um
menor elemento.

Exemplo: Considere os subconjuntosde N, Ac N, BcNe CcN:

A=1{2,3,4,...}
B={8,12,16, 20}
C={215, 315, 415, 515,...}

e O menor elementode 4¢ 2.
e O menor elemento de B ¢ 8.

e O menor elemento de C é 215.

Definicao. Dizemos que a é o menor elemento de um subconjunto
ndo vazio S de N quando para todo b pertencente a S, tem-se que
a é menor ou iguala b.

As duas proposigoes abaixo sao conseqiiéncias do Principio da Boa
Ordem (PBO):

Proposicao 14. Se aeN e 0<a<l,entio a=0ou a=1.
Demonstracao.

Vamos fazer a demonstracgao por contradicdo. Suponhamos que exis-
ta um numero inteiro a diferente de zero e diferente de um nestas
condigdes, isto ¢, 0<a <1. Entdo o conjunto S={xeZ:0<x<1}
€ ndo vazio e € um subconjunto de N. Pelo PBO existe m € S tal que
m € 0 menor elemento de S, ou seja, m < x para todo x € .S . Como
me S, temosque m>0em<]1.

Multiplicando ambos os membros da ultima desigualdade por m , te-
mos m.m <1.m,isto é, 0 <m?> <m.Como m<1, podemos escrever:



0<m’<m<1, e dai 0<m’<1.Mas, se ocorre esta desigualdade,
podemos concluir que m* € S.

Assim, m* €S e m* <m, sendo m 0 menor elemento de S! Isto &
uma contradicdo pois m € estritamente menor do que todo elemento
de S. Logo, como nossa suposicio levou-nos a uma contradicdo, o
fato que haviamos suposto ndo pode ocorrer. Isto significa que ndo
€ possivel existir um numero inteiro a tal que 0<a<1. Assim, se
ocorrer 0 <a <1 deve necessariamente ocorrer a igualdade, ou seja,

a=0oua=1.

Proposicao 15. Se a,be N, existe ne N’ tal que na>b.
Exemplo: Note que se a > b, qualquer n serve; o mesmo acontece se
a =b. Vejamos um exemplo para a <b.

Sea=2eb=7,existeumn=4tal que2.4=8>7.

Demonstracao da Proposicao 15.
Hipotese: a,beN".
Tese: existe ne N” tal que na>b.

Sejam a e beN'; devemos exibir um nimero natural n tal que
na>b.

De fato:seja S = {m e N" :ma > b}.Note que S =, pois (b+1)e S
desde que
(b+Da=((ba+a)>Db.

Logo, pelo Principio da Boa Ordem, existe um ne S tal que n<x
para todo xe S'.

Ou seja, existe ne N" tal que na>b e n<m para todo meN" tal
que ma>b.

Conseguimos assim exibir um numero n que satisfaz na > b .

Note que n ndo €
Unico.



Pode-se provar que o
elemento minimo é Unico.

2.2.6 Principio do Menor Inteiro em Z (PMI)

Para enunciar o PMI em Z vamos precisar de algumas definicoes:

Definicao. (conjunto limitado inferiormente) Seja 4 um subcon-
junto de nimeros inteiros. Dizemos que A é limitado inferiormente
quando existe um inteiro k, tal que k <a para todo a pertencente
ad.

Definicao. (elemento minimo) Seja a, um elemento pertencente ao
conjunto 4. Dizemos que a, é minimo de A quando a,<a, para
todo ae 4.

Denotamos o minimo de 4 por min 4 =a,.

Principio do Menor Inteiro em Z:Se AcZ, A#J e A é limitado
inferiormente, entdo 4 possui minimo.

Conseqiiéncias:
1) a—1 é o maior inteiro menor do que a, para todo aeZ.

2) Para todos a,beZ ,se a<b<a+l,entdo b=aoub=a+1.

O primeiro resultado mostra que, no conjunto dos nimeros inteiros,
€ possivel identificar qual o maior niimero menor que um nimero
dado. Por exemplo, para a =78, a—1=77 é o nimero “mais proxi-
mo” de 78 e menor do que ele. Outra conseqiiéncia deste resultado
é que, se a e b sdo inteiros e a<b, entdo a<b-1. O segundo re-
sultado mostra que entre dois inteiros consecutivos nao ha niimero
inteiro algum; por exemplo, ndo ha inteiros entre 54 e seu sucessor,
54+1=55.

Exercicios propostos

4) Explique qual propriedade ou defini¢do foi usada em cada
passagem da demonstra¢do abaixo: “Para todos a,b e ¢ intei-

7

ros tem-se: a(b—c)=ab—ac”.
Demonstracao.

a(b-c)=a.lb+(-c)]=ab+a(-c)=ab+[—(ac)]=ab—ac.



5) Determine um nimero natural que, quando multiplicado por
21, resulta um niimero formado apenas com algarismos 4.

6) Seja A um subconjunto limitado inferiormente, e ndo vazio de
N . Mostre que o menor elemento de 4 é tnico.

7) Mostre que: Para todos a,b pertencentesa N,se a<b<a+l,
entdo b=a ou b=a+1. (Sugestao: Use a Proposigao 14 )

8) Prove a Proposicao 13: Se x<y e z<t entdo x+z<y+t.

9) Provequese 0<a<beO<x<yentdoO0<ax<by.

Resumo

Neste capitulo, apresentamos os conjuntos dos nimeros naturais e
dos ntimeros inteiros (chamados conjuntos numéricos), bem como
as operacgOes de adicdo e multiplicagdo em N com as respectivas
propriedades: associativa, comutativa, elemento neutro, cancela-
mento e anulamento.

Também discutimos a subtragao e a divisao em N. Vimos que a
diferenca, a —b esta definidaem N quando a>b. A divisdioem N,
a+b esta definida se b é um divisor de a.

Também definimos a Relagao “menor ou igual” em N. Mostramos
que a relacdo “menor ou igual”,em N, define uma relagdo de ordem,
isto é, satisfaz as propriedades: reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Estudamos o “Principio da boa ordem” em N: “Todo subconjunto
nao vazio de nimeros naturais possui um menor elemento”.

Similarmente, em Z, estudamos as operagdes de adi¢dao, multipli-
cacdo e subtragdo e suas propriedades; para a adicdo: associativa,
comutativa, elemento neutro e elemento oposto. As propriedades da
multiplicacdo estudadas foram: associativa, comutativa e elemento
neutro. Estudamos, também, a propriedade distributiva, relaciona-
da as duas operagoes.



Ainda estudamos a relagdo “menor ou igual”, em Z. Mostramos
que a relacdo “menor ou igual” em Z define uma relacdo de ordem,
isto é, satisfaz as propriedades: reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Também estudamos a defini¢do de valor absoluto e suas proprieda-
des; e outras proposicoes importantes em N, e em Z. Finalizando
estudamos o “Principio do Menor Inteiro” em Z: “Se AcZ, A+ QD
e A limitado inferiormente, entdo A possui elemento minimo”.

Bibliografia comentada
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Capitulo 3

Divisibilidade e Algoritmo da Divisao

Neste capitulo, desenvolveremos o conceito de divisibi-
lidade em N e em 7, apresentando os elementos neces-
sdrios a compreensio e utilizagdo do principal teorema
relacionado a este conceito: o Algoritmo da Divisdo. Em
seguida faremos um estudo das conseqiiéncias deste re-
sultado: mdximo divisor comum, equacoes diofantinas,
minimo miiltiplo comum e congruéncias.

Os nossos objetos de estudo, neste capitulo, ndo sao assuntos no-
vos; certamente vocé ja conhece divisores e multiplos em N e a
fatoracdo de um ndmero natural em produto de primos (contet-
dos de 5% e 6" séries do ensino fundamental). Historicamente, os
livros VII, VIII e IX dos Elementos de Euclides (c. 300 a.C.) tratam
exatamente de aritmética tedrica, apresentando os conceitos de di-
visor, multiplo, nimero primo, algoritmo para calculo do méximo
divisor comum e outros conceitos e resultados utilizados até hoje.
Para os gregos deste periodo, um niimero era um segmento, ou
seja, um “comprimento”. A defini¢do 5 do livro VII dos Elementos
ilustra bem esta idéia quando apresenta o conceito de divisor da
seguinte forma:

“Um ntmero é parte de outro, o0 menor do maior, quando ele
mede o maior”.

A palavra “parte” pode ser substituida por “divisor” e “medir o
maior” significa que este maior niimero é igual a um niimero in-
teiro de vezes o menor nimero. Em outras palavras, é a definigao
de divisor em N.

Neste capitulo, vamos um pouco além de Euclides, estendendo o
conceito de divisibilidade ao conjunto dos niimeros inteiros, com
todas as conseqiiéncias. O Algoritmo da Divisao sera apresentado
em N eem Z e demonstrado em Z . O estudo do maximo divisor



comum e do minimo multiplo comum sera feito inicialmente em N
e depois sera estendido para Z. As congruéncias médulo n, uma
conseqiiéncia da divisibilidade, serdo estudadas em Z. Sugerimos
que vocé comece o estudo com lapis e papel na mao, e tenha sempre
em mente que o que vocé estudou no capitulo 2 serd amplamente
utilizado neste capitulo e o que estudaré neste capitulo, serd ampla-
mente utilizado no préximo!

3.1 Divisibilidade em N e em Z

Nosso estudo de divisibilidade serd no conjunto dos niimeros intei-
ros; faremos a comparagdao com as defini¢des e resultados no con-
junto N sempre que algum fato diferente ocorrer na transicao de
N para Z . Comecamos com as defini¢des abaixo, apresentadas nos
dois conjuntos. Como vocé pode notar, a definicao de divisor em
N se estende de modo natural aos ntimeros inteiros. Caso nao seja
especificado o conjunto, vocé deve considerar Z como universo de
trabalho.

Definicao 1. Divisibilidade em N

Sejam a e b nimeros naturais. Dizemos que a é divisor de b se, e
somente se, existe um nimero natural » tal que b=a.n.

Definicao 2. Divisibilidade em Z

Sejam a e b ntimeros inteiros. Dizemos que a é divisor de b se, e
somente se, existe um nimero inteiron tal que b=aun.

Exemplos

1) 48 é um divisor de 144 pois existe um nimero inteiro n =3
tal que 144 =483.

2) =7 é um divisor de 35 pois existe um ntmero inteiro n=-5
tal que 35=(-7).(-5).

3) 31 é um divisor de —62 pois existe um nimero inteiro n=-2
tal que —62=31.(-2).

4) —15 é um divisor de —60 pois existe um niimero inteiro n =4
tal que—60=(-15).4.



Notacao. Para a e b inteiros, “ a é divisor de b” serd anotado por a|b ;
note que o trago é vertical e nao indica uma fragao. A propésito,
ainda ndo conhecemos fragdes! Nosso universo de trabalho é o
conjunto dos nuimeros inteiros. Nos exemplos acima, anotamos:
48|144; (=7)[35; 31|(-62); (~15)|(—60) . Quando a ndo é divisor de b
anotamos atb ; por exemplo, 4150.

Simbolicamente, escrevemos: (Va,beZ) (a|b<3IneZ:b=aun).
Sobre o uso de simbolos, note que:

1) Os simbolos que indicam os quantificadores V (qualquer que
seja, para todo, para cada etc.) e 3 (existe pelo menos um) serao
utilizados a partir de agora, assim como a notagao das sen-
tencas condicionais e bicondicionais. Vocé pode consultar seu
material de primeiro semestre para revisar este assunto. Utili-
zaremos também o simbolo €, que representa a pertinéncia de
um elemento a um conjunto; por exemplo, escrevemos x € Z
para indicar que x € um ntmero inteiro. Para indicar que um
elemento ndo pertence a um conjunto A escreve-se x ¢ Z; por
exemplo, -5¢N.

2) O uso de simbolos para escrever matematica € bastante conve-

Taquigrafia . . . . .
sf (taqui+grafo'+ia') Arte de niente, mas exige um certo cuidado. Primeiro, lembrar sempre
escrever tao depressa como que o simbolo representa uma idéia; nao é uma espécie de ta-

se fala por meio de sinais e
abreviaturas; estenografia. ~ Y L ]
Fonte: www2.uol.com.br/ que nao podemos “misturar” simbolos e linguagem corrente

quigrafia para escrever mais rdpido! Segundo, lembrar sempre

michaelis/ na mesma sentenga; isto vale inclusive para os simbolos dos
conjuntos numéricos N e Z. Vamos dar alguns exemplos:

a) (VaeZ)3beZ)a+b=0)

Representa a sentenca “Para todo nimero inteiro a existe
um nimero inteiro b tal que a adi¢do de @ com b éigual a
zero” (Axioma da existéncia do oposto em Z, capitulo 2).

b) (AxeZ)VbeZ)b+x=>b)

Representa a sentenga “Existe um niimero inteiro x tal que
para qualquer nimero inteiro b, a adi¢do de b com x é
igual a b.” (Axioma da existéncia do elemento neutro da
adicdo em Z, no capitulo 2).



Observacao 1. Quando um inteiro a é divisor de um inteiro b, isto
é, existe neZ tal que b=a.n, o inteiro n também serd um divisor
de b ; por exemplo, 3 é divisor de 45 pois 45=3.15 e 15 é também
um divisor de 45. Assim, quando identificamos um divisor de um
nimero inteiro, estamos, na verdade, identificando dois deles (que
eventualmente podem ser iguais, como no caso36 =6.6).

Observacao 2. Quando a é divisor de b podemos expressar este
fato de vérias formas:

a ¢ divisor de b pode ser expresso por Exemplo: 15 € divisor de 60
(i) a é divisor de b 15 € divisor de 60

(i) b € divisivel por a 60 ¢ divisivel por 15

(iii) a divide b 15 divide 60

(iv) b é multiplo de a 60 é multiplo de 15

Em (i) temos a defini¢do 3.1.2. Em (ii) temos a expressao “ser divisi-
vel”, utilizada no ensino fundamental: 100 é divisivel por 10 (pois
100=10.10), 46 € divisivel por 23 (pois 46 =23.2).

A expressao em (iii) dispensa o uso do verbo “ser” e usa o verbo
“dividir”; é bastante utilizada em livros.

A dltima linha do quadro (expressao (iv)) usa o conceito de multiplo
de um ndmero inteiro:

“Sejam x e y inteiros; dizemos de x é miltiplo de y se e somente
se existe um nimero inteiro n tal que x = y.n”. Desta forma, as ex-
pressoes “a € divisor de b” e “b é multiplo de a ” sdo sindnimos.

Observacgao 3. Observe a definicao de divisor:

(Va,beZ) (a|lb<IneZ/b=aun).
O que podemos dizer se a ou b for igual a zero?

i) se b=0ea=#0, existe n=0€Z tal que 0=a.0 e teremos que

a é divisor de b=0.Logo, a|0, paratodo a# 0. Por exemplo,

5 é divisor de 0 pois existe n=0 tal que 0=5.0.



ii) se b#0 e a=0, nao é possivel encontrar neZ tal que b=0.n,
ouseja, b # 0.n, para todo n inteiro. Logo, 0tb, paratodo b#0.
(Lembre que o produto de um niimero inteiro por zero resulta
sempre zero. Resultado do capitulo 2: “Para todo inteiro a tem-
se a.0=0").

iii) se a=0 e b =0, para qualquer niimero inteiro »n teremos
0=n.0; assim 0|0 .

Podemos concluir, entdo, que o tinico caso em que o zero pode assu-
mir o papel de divisor é o caso (iii), quando a =b=0. Por este moti-
Vo, a partir de agora, estaremos considerando sempre divisores nao
nulos, ou seja, quando escrevermos “a é divisor de b ”, vocé pode
considerar a #0.

Observacao 4. E importante lembrar que quando dizemos a |b , NA0
estamos nos referindo a operagdo divisido, que nao esta definida em
Z . A divisibilidade é uma relacio entre inteiros: dados dois inteiros
xey,ou x édivisor de y ou nao é. Vocé terd oportunidade de
estudar com detalhes a teoria e as aplicacoes das relagoes na disci-
plina de Introdugao ao Calculo.

Propriedades da divisibilidade

As propriedades que apresentamos a seguir sao instrumentos essen-
ciais para o desenvolvimento dos préximos capitulos. Observe que
as demonstragoes utilizam os axiomas e propriedades estudados no
capitulo 2; procure identifica-los. De modo geral, apds o enunciado
de cada propriedade, identificaremos “hipétese” e “tese” antes de
iniciarmos a demonstragao. Nao usaremos, ainda, a linguagem sim-
bolica, para que vocé se familiarize com as idéias.

Nas propriedades que seguem, consideraremos a, b e ¢ niimeros in-
teiros.
D1) Para todo a inteiro tem-se que a é divisor de a.
Demonstracao.

Como a =a.1 (Axioma da existéncia do elemento neutro da multipli-
cacdo em Z) para todo a inteiro, temos que a ¢ divisor de a.



D2) Se a édivisor de b e b é divisor de ¢ entdo a é divisor de c.

Demonstracao.
Hipotese: a € divisor de b e b € divisor de c.
Tese. a ¢ divisor de c.

Para provarmos que a ¢ divisor de ¢, devemos mostrar que ¢ =a.x,
para algum x inteiro; em outras palavras, devemos exibir um inteiro
x que satisfaca a igualdade

c=a.x.

Por hipotese, temos que a ¢ divisor de b e b € divisor de c; isto
significa que existem inteiros n e m taisque b=a.n (1) e c=b.m
(2). Substituindo (1) em (2) temos

c=(an)m=a.(n.m).

Desta forma, encontramos um inteiro x =n.m que nos permite es-
crever ¢ = a.x ; por definicdo, temos que a € divisor dec.

D3) Se a édivisor de b e b é divisor de a entdo a=b ou a=-b.

Demonstracao.
Hipotese: a € divisor de b e b € divisor de a.
Tese: a=bou a=-b.

Por hipotese, temos que existem inteiros s ou ¢ taisque b=a.s (1) e
a=b.t (2).Substituindo (1) em (2) temos a.1=(a.s).t = a.(s.t) ; como
a # 0 (0Obs.3) podemos cancela-lo e teremos 1=s.7.

Mas, quais sdo os inteiros cujo produto € 17 As Unicas possibilidades
para s et sao:

s=t=lous=t=-1.

Assim, substituindo s et nas igualdades (1) e (2) teremos
a=b ou a=-b, como queriamos provar.



D4) Se a é divisor de b entdo a é divisor de kb, para todo k inteiro.
Demonstracao.
Hipotese: a ¢ divisor de b.
Tese: a ¢ divisor de bk , para todo k& inteiro.

Por hipotese, temos que existe n inteiro tal que b=a.n; multipli-
cando ambos os membros da igualdade por um inteiro k£ qualquer
obtemos b.k =(a.n).k =a.(n.k), ou seja, a ¢ divisor de bk .

Observacao 5. A propriedade 4 nos diz que, se um niimero é divisor
de outro, serd também divisor de qualquer multiplo deste outro. Por
exemplo, como 3 é divisor de 6, 3 sera divisor de todos os multi-
plos de 6:12, 18, 24, —12, =36 etc. O conjunto dos multiplos de um
nimero inteiro b pode ser expresso por:

M, ={bk/keZ}={0, b, 2b,3b, 4b, ..., —b, (-2)b, (-3)b, ...}.
D5) Se a é divisor de b e a é divisor de ¢ entdo a é divisor de (b+c)

e a édivisor de (b—c).

Demonstracao.

Hipotese: a|b e alc.

Tese: a|(b+c) e a|(b—c).

Provaremos que a € divisor de (b+c); faca a prova de a|(b—c)
como exercicio.

Por hipotese, temos que existem inteiros men tais que
b=a.n e c=a.m; somando membro a membro as igualdades, obte-
mos: b+c=an+am=a.(n+m).Logo, a € divisor de (b+c).

[ |
D6) Se a ¢ divisor de (b+c) e a é divisor de b entdo a é divisor de
c.
Demonstracao.
Hipotese: a ¢ divisor de (b+c) e a € divisor de b.

Tese: a é divisor de c.



Por hipdtese, temos que existem xe y inteiros tais que
b+c=axeb=a.y. Substituindo o valor de b na primeira igual-

dade obtemos:
(ay)+c=ax

c=ax-—a.y
c=a(x-y)

Logo, temos que a ¢ divisor de c.

D7) Se a é divisor de b e b+ 0 entio |a| < |b|

Demonstracao.
Hipotese: a € divisorde b e b#0.
Tese: |a| <[p].

Por hipotese, existe um inteiro n tal que b=an, e b#0. Entdo
6] = |a.n| =]a.|n].

Como |a|.|n| # 0 e [n| €uminteiro positivo, teremosque || = [al.|n| > |a],
como queriamos provar.

Exercicios resolvidos

1) Um ndmero divisivel por 2 é chamado um nimero par. Mos-

tre que a soma e o produto de dois nimeros pares é também
um numero par.

Resolucdo. Sejam x e y numeros pares, ou seja, ambos sao divisiveis
por 2. Pela definicdo de divisibilidade, existem inteiros n e m tais
que x=2.n e y=2.m.QObservemos a soma e o produto de x e y:

x+y=2n+2.m=2.(n+m) édivisivel por 2 e
x.y=(2.n).2.m)=2.2.n.m) é também divisivel por 2.

Logo, a soma e o produto de dois numeros pares € também um nu-
mero par.

(Identifique, na resolucdo anterior, os resultados do capitulo 2 que
foram utilizados na resolugao!)



2) Mostre que, se um nimero # é divisivel por 15, entao ele tam-
bém é divisivel por 5.

Resolucao. Se n ¢ divisivel por 15, entdo existe um inteiro &k tal que
n=15k.

Como 15=3.5, podemos escrever n=(3.5).k =(5.3).k =5.(3.k) que
é divisivel por 5.

Exercicios propostos

1) Se um niimero inteiro é divisor de um produto, podemos afir-
mar que ele é também divisor dos fatores? Justifique.

2) Se um numero inteiro é divisor de uma soma, podemos afir-
mar que ele é também divisor das parcelas? Justifique.

3.2 Algoritmo da Divisao em N e em Z

O Algoritmo da Divisdo (também conhecido como algoritmo de Eu-
clides) aparece nos Elementos de Euclides (c.300 a.C.) como um teore-
ma. Ele é um velho conhecido até das criangas: corresponde a nossa
conhecida “conta de dividir”, que aprendemos nas séries iniciais do
ensino fundamental, ainda no universo dos nimeros naturais. Por
exemplo, a divisao de 182 por 12:

182[12
62 15
2

Vamos recordar a terminologia: 182 é o dividendo ; 12 é o divisor; 15
€ o quociente e 2 é o resto. Sabemos também que:

1) é possivel verificar se a conta estd correta verificando se ocorre
a igualdade:
dividendo = (divisor).(quociente) + resto
Em nosso exemplo, 182=12.15+2.
2) o resto deve ser sempre menor do que o divisor; se o resto for

maior, ou estamos errando na subtragdo, ou o quociente é
maior. Diferente dos algoritmos da multiplicagao e adicao, o



algoritmo da divisao exige que se faca uma estimativa do quo-
ciente: quantos “12” cabem em 1827

Teorema 1. Algoritmo da Divisao em N

Sejam a e b nimeros naturais com b # 0; entdo existe um tini-
co par de nimeros naturais g e r de modo que a =b . q +7,
com0 < r<b.

Observacao 6. O teorema 1 nos garante que dados a e b (com b dife-
rente de 0) é sempre possivel encontrar niimeros g e r satisfazendo a
condicao a=b.g+r,com 0<r<b.

Vejamos alguns exemplos:

1) Sea=7eb=4,existem g=1er=3 taisque 7=4.1+3 e 3<4.

2) Se a=5eb=13, procuramos g e r tais que 5=13.g+r; como
g er sao naturais, devemos ter g=0er=5<13, ou seja,
5=13.0+5.

3) Se a=0eb=17, para que se tenha 0=17.g+r, devemos ter
necessariamente g =r=0.

Observacao 7. A idéia central do Algoritmo da Divisao é que, dados
dois ntimeros a e b (com b #0), temos somente duas possibilida-
des: a € multiplo de b ou a estd entre dois multiplos de b. Ou seja:
a=b.q ou bg<a<b.(q+1). Vejana reta:

b.q a b(g+1)

Sabendo disso, para encontrar o quociente devemos nos fazer a se-
guinte pergunta: qual o multiplo de » mais préximo de a e menor
do que a? Vejamos alguns exemplos:

1) para a=43eb=5

Qual o multiplo de 5 mais préximo de 43 e menor do que 437?

40=5.8 43



Este multiplo é 40=5.8 e “faltam” 3 unidades para “chegar”
ao 43. Temos entao g =8 e r =3, ou seja, 43=5.8+3.

2) para a=114,b=17.

Qual o maltiplo de 7 mais préximo de 114 e menor do que
1147? Neste ponto vocé sugere: faga a conta!!

114|7

44 16
2

A conta, como a conhecemos, é o Algoritmo da divisao repetido va-
rias vezes. Observe que ao fazermos “11 dividido por 7 ” no primei-
ro passo da conta, ja estamos utilizando o Algoritmo da divisao e,
na verdade, separar o 11 € uma maneira mais rapida de estimar o
quociente, a partir da centena 110. Veja a conta na horizontal, com o
Algoritmo da divisao utilizado vérias vezes:

11=7.1+4.

Como estamos estimando para centena, multiplicamos ambos os
membros por 10:

11.10 = (7.1+4).10

110="7.10+40.

Como queremos 114, somamos 4 a ambos os membros:

110+4=7.10+40+4
114=7.10+44.

Aplicando o AD para 44 e 7, obtemos 44 =7.6+2; substituindo,
temos:

114=7.10+7.6+2

114=7.(10+6)+2

114=7.16+2.

Vemos, assim, que o multiplo de 7 mais préximo de 114 é 7.16 e
estd 2 unidades a esquerda de 114:¢ =16 e r =2 . Concluimos, en-
tao, que o “procedimento” da conta de dividir em N é o Algoritmo
da divisao aplicado repetidas vezes, aliado as propriedades das ope-
racoes de adicao e multiplicagdo em N.



Se pensarmos no Algoritmo da divisdo como uma forma de relacio-
nar nameros, ou seja, dado um par de nimeros a e b, encontrar um
par g e r satisfazendo determinadas condi¢des, podemos nos per-
guntar: é possivel estendermos esta idéia ao conjunto dos niimeros
inteiros? A resposta é sim, com uma modificacao.

Teorema 2. Algoritmo da Divisao em Z

Sejam a e b nimeros inteiros com b # 0; entdo existe um
unico par de ndmeros inteiros g e rdemodo quea=5b.q +r,
com 0 < r< |b|.

A diferenca entre o Algoritmo da divisdao em N e em Z aparece
na condicao 0<r < |b

, indicando que o resto deverd ser sempre um
ntmero positivo. A idéia permanece a mesma: encontrar o mdltiplo
de b mais préximo de a e menor do que ele.

Exemplos

1) Se a=-55eb=4, o multiplo de 4 mais préximo de 55 e
menor do que ele é 4.(-14) = -56 e a distancia entre —55 e —56
é de uma unidade. Assim, o quociente é —14 e o resto é
1:-55=4.(-14)+1. Veja na reta:

56 =4.(-14) -55

2) Se a=67 e b=-5, o multiplo de -5 mais préximo de 67 e
menor do que ele é (=5).(-13) =65 e a distancia entre 67 e 65
é de 2 unidades. Assim teremos o quociente ¢ =—13 e o resto
r=2; 67=(=13).(=5)+2.

65=(-13).(-5) 67

Note que, mesmo quando o divisor é negativo, permanece a
mesma idéia: procurar o multiplo de -5 mais préximo de 67
e menor do que 67.



“Todo subconjunto nio
vazio de numeros naturais
possui um menor elemento”

3) Se a=-79 e b=-6, o miltiplo de —6 mais proximo de -79 e
menor do que ele é (—6).14 = -84 e a distancia entre —79 e —84
é de 5 unidades. Isto nos dd o quociente g=14 e o resto
r=5:-79=(-06).14+5

84=(-6).(14)  -79

Observacao 8. Note que o Algoritmo da Divisdao em Z nao corres-
ponde a “conta de dividir”, exceto quando o resto € zero!

Demonstracao do Algoritmo da Divisao em Z

Faremos a demonstracdo inicialmente para aeZ, ebeZ’ (b=0),
ouseja, a>0eb>0; em seguida para a<0eb>0 e por fim para
b <0 e a qualquer.

e 1°caso: a>0eb>0

Devemos mostrar a existéncia e a unicidade dos ntiimeros ¢ e r.
Faremos separadamente: primeiro demonstraremos a existéncia e
depois a unicidade.

i) Existéncia
Considere o conjunto S ={a—b.x>0/xeZ}.

Note que S é o conjunto das diferencas a —b.x, construido com va-
lores de x que satisfazema—b.x 20 (ou, b.x < a). Observe também
que:

1) S <N, pois os elementos de S sdo maiores ou iguais a zero.
2) S+, pois para x=0 a diferenca a—b.0=a é um elemento
do conjunto §, uma vez que b.0=0<aqa pois acZ, .
Pelo Principio da Boa Ordenacao em N podemos concluir que §
possui um menor elemento r, satisfazendo:
i) reS
ii) r<s,paratodo seS§

Este menor elemento é o niimero r (o0 resto) que estamos procu-



rando. De fato, como re S, este elemento » é uma “diferenca”,
ou seja, existe um geZ tal que r=a-b.q>0. Isto significa que
a=bg+r er=0. Ainda resta provar que r <b. (Note que elimina-
mos o médulo pois be Z)).

Para provar este fato, vamos supor (por contradi¢cao) que r=b.
A que isto nos leva? Observe o que acontece quando fazemos uma
diferenca com o sucessor de ¢, g+1:

a-b(qg+)=a-bg-b=(a—-bqg)-b=r-b6>0,
pois estamos supondo r > b . Entao
a-b(g+)eSea-b(qg+l)=r—-b<r.
Isto é uma contradi¢ao pois » é o menor elemento do conjunto S; a

suposicao » > b nos levou a um elemento do conjunto §'.

Este elemento de S € a diferenca a—b.(¢ +1), que é menor do que r,
quando r é o menor dos elementos de S'!

Logo, nao pode ocorrer r>b, o que significa que 0<r <b. Assim,
provamos a existéncia de ¢ e r inteiros tais quea=b.q+r,e 0<r<b.

ii) Unicidade

Provamos que dados a,b e 7., existem q,r € Z, tais que a=bqg+r,
com 0<r<b.

Para provar que g e r sdo Unicos, suponhamos que existam s e ¢
inteiros, s,t € 7", tais que a=bs+t,com 0<¢<b.Aunicidade serd
provada se mostrarmos queg=se r=t.

Temos entdo duas igualdades:

a=bg+r,com 0<r<bea=bs+t,com 0<t<b

e podemos escrever
bg+r=bs+t
bg—-bs=t—-r
b(g—s)=t—r.

De modo geral, para
provarmos que um nimero
que satisfaz uma condicdo
€ Unico, supomos que existe
outro numero satisfazendo
a condicdo e provamos que
eles devem ser iguais.



Esta ultima igualdade nos mostra que b|(t—r); se t—r>0, pela
propriedade D7, temos b< |t - r| . Como 0<r<be0<t<b, con-
cluimos que a distancia entre ¢ e » é menor do que b, ou seja,
0< |t — r| <b. Assim, se t—r #0, temos duas conclusoes contradito-
rias: b<|t—r| e |t—r

< b .Isto significa que ndo pode ocorrer ¢ -7 # 0,
ou seja, devemos ter ¢t —r =0, ou t =r. Substituindo esta informagao
na igualdade b.(q—s)=¢—r, obtemos b.(¢—s)=0. Como b#0 por
hipétese, devemos terg—s =0, ouseja, g=s.

Provamos assim que, dados a€Z, e beZ,, s6 existe um par de nii-
meros q e r satisfazendo as condicbes: a=b.g+r e 0<r<b.

e 2°caso: a<0eb>0

Sabemos que |a| < 0;logo, pelo 1° caso, temos que existem ¢' e '€ Z,
tais que |a| =bg'+r', com 0<r'<b. Vamos analisar os casos
r'=0er'>0:

a) Se r'=0, teremos |a|=b.q'; como |a|=-a, podemos escre-
ver —a=b.q"' e conseqlientemente a=>b.(—q'). Logo, existem
g=—-q'er=0 talque a=b.g+r.

b) Se r'>0, teremos

a= —|a| =—(bg'+r)=b(-q")—r'=
=b.(-q"Y+b-b—r'=b.(—q'-1)+(b-r".
Observando a igualdade acima, vemos que se a =b.(—q'-1)+(b—r")

(Note que como r'<b tem-se b-r'>0) encontramos
g=—q'-ler=b-r',taisque a=bg+r e 0<r<b.

* 3°caso: b<0 ea qualquer

Para quaisquer a e |b
0<r'< |b|

,existem q', r'eZ taisque a= |b|.q +r', com
(Lembre que o 1° caso garante a existénciade g e »r paraa=>0e b >0
e 0 2° caso garante a existénciade g e r para a<0eb>0.)

Como |b| =-b, temos: a=(-b).q+r'=b.(—q")+r'. Logo, existem
qg=-—q'er=r'"inteiros tais que a=b.q+r, com OSr<|b|.



Deixamos como exercicio a prova da unicidade nos casos 2 e 3.
Observacao 9. Sobre a demonstracao do Algoritmo da Divisao.

A demonstragao do Algoritmo da Divisao nos da a receita de como
encontrar ¢ e r satisfazendo as condi¢oes a =b.g+r,com 0<r < |b| .
Vamos seguir os passos da demonstracdo com um exemplo numé-
rico. Sejam a =57 e b=12 (Note que esta ¢é a situacdo do 1° caso da
demonstragao). Construimos o conjunto S para a=57 eb=12; os
elementos do conjunto S sdo as diferencas 57 -12x que sdo maiores
ou iguais a zero, quando x percorre o conjunto dos niimeros in-
teiros. Assim, S pode ser escrito como §={57-12x>0/xeZ}. Os
valores de x que tornam a diferenga 57 —12x maior ou igual a zero
sdo x=1, 2, 3 ou 4; assim, o conjunto S serd dado por

S= {(57—12.1), (57-12.2), (57-12.3), (57—12.4)}= {45, 33, 21, 9}.

O resto r serd o menor elemento do conjunto §, ou seja, r=9. A
diferenga que resulta =9 é 9=57-12.4,ouainda 57 =12.4+9 . En-
contramos assim g =4 er =9, satisfazendo as condicoes. Veja que,
ao tomar » como o minimo do conjunto §, estamos procurando “o
multiplo de 12 mais préximo de 57 e menor do que ele”, situagao ja
ilustrada nos exemplos iniciais.

Para valores negativos de a ou b (ou ambos), o procedimento tam-
bém esta descrito na demonstragao. Vejamos alguns exemplos:

* 2° caso: Para a =—50 e b = 6 usamos o procedimento do 1° caso
para |—5()| =50 e 6: existem g'=8 er'=2 tais que 50=6.8+2.
Fazendo ¢=(—¢")-1=(-8)-1=-9 e r=b-r'=6-2=4, ob-
temos -50=6.(-9)+4,com 0<r<6.

* 3° caso: Para a=76 e b=-13 usamos o procedimento do 1°
caso para 76 e|—13|=13 e encontramos ¢'=5er'=11 tais
que 76=13.5+11. Fazendo g=—¢q'=-5er=r'=11, obtemos
76 =(-13).(=5)+11. O quociente é -5 e o resto é 11.

No caso de aeb negativos, por exemplo, a=-83eb=-11,
fazemos o procedimento para a=(-83)eb= |—1 1| =11 e en-
contramos ¢'=—-8er'=5 tais que -83=11.(-8)+5. Fazendo
g=—q'=8er=r'=5 obtemos—83=(-11).8+5. O quociente é 8 e
orestoé 5.



Observacao 10. Ja comentamos que o Algoritmo da Divisao em Z
nao corresponde a “conta de dividir”, como ocorria em N; queremos
dizer com isso que o Algoritmo da Divisao nao se configura como
uma operagido em Z , mas como uma relagio entre inteiros. Por este
motivo, o Algoritmo da Divisao é conhecido como “divisao euclidia-
na”: encontrar quociente e resto da divisao euclidiana de dois intei-
ros a e b corresponde a encontrar g e r inteiros tais que a=b.g+r,
com 0<r< |b| .

3.3 Consequéncias do Algoritmo da
Divisao
1) Quando para dois inteiros a e b temos quociente g e resto

zero, ou seja, a = b.q+0, concluimos que b|a . Assim, podemos
dizer que b

a quando o resto da divisdo euclidiana de a por
b é zero.

2) A limitacao do resto pelo médulo do divisor na divisao eucli-
diana nos fornece uma espécie de “classificagao” dos inteiros,
em relacao a um divisor. Vejamos alguns exemplos:

a) para o divisor b =2, os possiveis restos da divisao euclidia-
na sao 0 ou 1, uma vez que para qualquer inteiro a tem-se
a=2.q+r e0<r<2.Isto significa que para qualquer intei-
ro a, temos duas possibilidades, e somente uma das duas
ocorre: a=2.q+0ou a=2.g+1. Este fato estabelece duas
classes ja conhecidas de niimeros inteiros:

* 0s inteiros pares, da forma a=2.q.
* os inteiros impares, da forma a=2.g+1.

b) para o divisor b =3, os possiveis restos da divisao euclidiana
sao 0, 1 ou 2, pois para qualquer inteiro a tem-se a =3.g+r,

com0 < r <3. Podemos entdo estabelecer trés classes de in-
teiros:

* aqueles que na divisao euclidiana por 3 tém resto zero:
a =3.q +0, ou seja, sao divisiveis por 3.

e aqueles que na divisdo euclidiana por 3 tém resto 1:
a=3q+1.



* aqueles que na divisao euclidiana por 3 tém resto 2:
a=34q+2.

Podemos, assim, construir trés conjuntos de inteiros, cada
um correspondendo a um resto na divisao por 3:

* resto 0, conjunto 4=1{..,-6,-3,0,3,6,9,...}
* resto 1, conjunto B={...,-5,-2,1,4,7,10,...}
* resto 2, conjunto C={..,-4,-1,2,5,811,...}.

Note que ndo ha elementos comuns nestes conjuntos: eles
sao disjuntos, dado qualquer inteiro x, ele pertence a ape-
nas um dos trés conjuntos A4, B ou C.

c) Generalizando as idéias anteriores, podemos dizer que dado
um inteiro b # 0, todo inteiro n pode ser expresso de uma,
e somente uma das formas:

n=b.q ou
n=bq+1ou
n=b.q+2 ou
n=bg+(b-1).

Cada expressao depende do resto da divisao euclidiana de »n por b;
o conjunto dos possiveis restos sera M = {0, L2,..b- 1}, caracteri-
zando a segunda parcela de cada expressao.

Exercicios resolvidos

3) Determine o menor nimero natural de 4 algarismos diferen-
tes que seja divisivel por 21.

Resolucdo. O menor numero natural de 4 algarismos diferentes ¢
1023 ; aplicando o Algoritmo da Divisdo para 1023 e 21 obtemos
1023=21.48+15 . Isto significa que o maior multiplo de 21 que €
menor do que 1023 ¢ 21.48 =1008. Veja na reta:

15
/)

21x48 1023

Dois conjuntos sdo disjuntos
quando ndo possuem
elementos comuns.



Faca a verificacédo da
resposta do problema
sempre que possivel; isto
fard com que vocé possa
corrigir eventuais erros,
dando-lhe autonomia
para "validar" a resposta.
Torne-se independente do
"gabarito”!

Como 1023 ¢ o menor numero de quatro algarismos diferentes, deve-
mos procurar o menor multiplo de 21 maior do que 1023 (na reta, o
que esta mais proximo de 1023, a sua direita). Como 1008 =21.48,
tomamos o proximo multiplo de 21, ou seja, 21.49=1029. Como
1029 tem algarismos diferentes, encontramos nossa resposta. Caso
encontrassemos um numero com algarismos repetidos, tomariamos
entre os multiplos maiores do que 1008, o primeiro multiplo de 21
que satisfizesse as condicoes.

Note que conhecido o resto 15 da divisdo euclidiana de 1023 por 21,
outra maneira de resolver seria somar 6 (pois 15+6=21) a 1023,
ou seja, somar o que falta a 1023 para termos o proximo multiplo de
21. Veja na reta:

15 6
"
21.48 1023 1029=21.49

Resposta. O menor numero de quatro algarismos diferentes que €
multiplo de 21 ¢ 1029.

4) Determine todos os possiveis niimeros naturais que na divisao
euclidiana por 7 tém o quociente igual ao dobro do resto.

Resolucao. Seja n a representacdo dos numeros procurados; o pro-
blema nos informa que, ao aplicarmos o Algoritmo da Divisdo para
ne7,obtemos g e r taisque n=7.q+r, com g=2re0<r<7.
Logo, n=7.2r)+r=14r+r=15r,com 0<r < 7. Esta ultima de-
sigualdade nos informa que os possiveis valores de » sdo 0, 1, 2, 3,
4, 5 ou 6; para cada um deles vamos encontrar um valor de n, como
mostra a tabela:

0 15 30 45 60 75 90

Resposta. Os numeros procurados sdo 0, 15, 30, 45, 60, 75 ¢ 90.

Observacao. Vocé pode verificar se resolveu corretamente o pro-
blema fazendo a divisdo euclidiana dos valores encontrados por
7 e observando se o quociente é o dobro do resto. Por exemplo,
60=784+4,r=4eq=8=24.



5) Quais sao os nimeros de dois algarismos que divididos pela

soma de seus algarismos resulta quociente 4 e resto zero?

Resolugao. Os numeros de dois algarismos sdo da forma n=10a +b,
com b variando de 0 a 9 e a variando de 1a 9. O problema nos
informa que n=4.(a+b)+0, ou seja,

10a+b=4a+4b
10a + (—4a) = 4b + (=b)

6a=3b
32.a=3.1b
2a=5b.

Esta igualdade nos fornece uma relacdo entre os algarismos a € b.
Vejamos agora as possibilidades para a e b que vdo gerar 0s numeros

procurados:
a 1 2 3 4 5
h=%a 2 4 6 8
n=10a+b | 10142=12 | 102+4=24 | 10346=36 | 10418=4g | Ond0€um
algarismo!
Teste 12=4.(1+2) | 24=4.02+4) | 36=4.(3+6) | 48=4(4+8)

Resposta. Os numeros sdo 12, 24, 36 e 48.

Exercicios propostos

3) Determine o maior niimero natural de 5 algarismos diferentes
que seja divisivel por 17.

4) a) Mostre que a soma e produto de niimeros pares é um nime-

ro par.

b) Mostre que a soma de um niimero par com um nimero im-

par € um numero impar.

5) Mostre que um namero inteiro formado por trés algarismos
iguais é sempre multiplo de 37 .

6) Determine todos os ntimeros naturais n tais que na divisao

euclidiana de n por 12 o resto excede o quociente em 7 uni-

dades.



3.4 Maximo Divisor Comum e Minimo
Multiplo Comum

Os conceitos de mdximo divisor comum e minimo miiltiplo comum ocu-
pam um papel importante na estrutura do conjunto dos ntimeros
inteiros e sdo muito tteis na resolucao de problemas. Estas idéias
serdo generalizadas mais tarde (na disciplina de Algebra) em outros
conjuntos, servindo de base para a construcao de novas estruturas
algébricas. No Ensino Fundamental, estes conceitos ja sao estuda-
dos; no entanto, sao utilizados durante toda vida escolar, uma vez
que os conjuntos numéricos e suas propriedades constituem uma
ferramenta de trabalho poderosa no estudo de todos os contetidos
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Faremos nosso estudo
inicialmente no conjunto dos niimeros naturais, estendendo-o em
seguida para o conjunto dos ntimeros inteiros.

3.4.1 Maximo divisor comum (mdc)

Considere o seguinte problema:

“Um terreno retangular de 52 m por 24 m sera cercado. Em toda
volta desse cercado serao plantados arbustos igualmente espagados.
Qual o maior espago possivel entre os arbustos?”

Trata-se, aqui, de encontrar um nimero que divida igualmente as
dimensodes do terreno, 52 e 24, e seja 0 maior deles. Em outras pa-
lavras, encontrar o maior nimero que seja divisor de 52 e 24 simul-
taneamente. Os divisores de 24 sao 1, 2, 3, 4, 6, 8,12 e 24 . Os divi-
sores de 52 sdo 1, 2, 4,13, 26 e 52. Os divisores comuns sdao 1, 2 e 4.
O maior deles é 4. Logo, podemos dividir as dimensoes do terreno
por 4 e teremos espagos iguais em toda a volta. Veja o desenho.

24m

52m



A resposta do problema é: o maior espaco possivel entre os arbustos
é4m.

O que fizemos foi calcular o mdximo divisor comum dos ntimeros 24 e
52. Vamos ver a defini¢ao formal de méaximo divisor comum:

Definicao. Sejam a e b nimeros naturais, nao nulos simultaneamen-
te. Um niimero natural d é o maximo divisor de a e b se, e somente
se, sao satisfeitas as condicoes:

i) d é divisor de a e d é divisor de b;

ii) se k é um divisor de a e k é um divisor de b, entao k é divisor
ded.

Notag¢ao. Quando d é o maximo divisor comum dos niimeros a e b,
anotamos d =mdc(a,b).

Observacao 11. A primeira condi¢do da defini¢do nos informa que
para ser 0 maximo divisor comum dos nimeros a e b, d deve ser
um divisor comum; a segunda nos informa que d deve ser o maior
deles, ou seja, se existir outro divisor comum de a e b, ele devera ser
também um divisor de d. Como d é um divisor, ele sera um nimero
estritamente maior do que zero (d > 0).

Exemplos

1) mdc(36,24) =12 pois:
divisores de 36: 1, 2,3, 4, 6,9,12, 18 ¢ 36
divisoresde 24: 1, 2,3, 4, 6, 8,12 e 24
12 é o maximo divisor comum de 36 e 24.

2) mdc(21,15)=3 pois:
divisoresde 21: 1, 3, 7 e 21
divisoresde 15: 1, 3, 5 e 15
3 é 0 maximo divisor comum de 21 e 15.

3) mdc(16,35) =1 pois:
divisoresde 16: 1, 2, 4,8 e 16
divisores de 35: 1, 5, 7 e 35
1 é o maximo divisor comum de 16 e 35.



Observacao 12. Note que a ordem em que os niimeros aparecem
nao é relevante; assim, mdc(a,b) =mdc(b,a) .

3.4.2 Propriedades do mde em N
P1) Se a é um nimero natural nao nulo, entao mdc(a,0)=a.
Demonstracao.
Hipotese: aeNea#0.
Tese: mdc(a,0)=a.
Mostremos que o numero a satisfaz as duas condi¢des da defini¢do:
i) a|a e a|0 pois a=a.l e 0=a.0.

i) se k € um nimero natural tal que k|a e k|0, entdo, podemos
concluir que k|a.

Logo, mdc(a,0) = a.
]

P2) Sejam a e b ntimeros naturais nao nulos simultaneamente.

Se a|b entao mdc(a,b)=a.

Demonstracao.

Hipotese: a,beN" e alb.

Tese: mdc(a,b)=a.

Mostremos que a satisfaz as duas condigoes:

i) ala pois a=a.le alb por hipotese.

ii) se k € um numero natural tal que k|a e k|b, entdo podemos
concluir que k|a.

Logo, mdc(a,b)=a.



3.4.3 O Algoritmo de Euclides para o calculo
do mdc

Como vocé deve ter percebido pelos exemplos, para encontrar o mdc
de dois nimeros, devemos conhecer todos os divisores destes dois
numeros. Isto se torna bastante trabalhoso quando estes nimeros
tém 5 ou 6 algarismos... O resultado que apresentaremos a seguir
nos ensina como encontrar o mdc sem que seja necessario conhe-
cer todos os divisores dos nimeros; este resultado dara origem ao
Algoritmo de Euclides (ou método das divisOes sucessivas), o mais
antigo algoritmo que é usado com eficiéncia desde o século III a. C.
Vamos fazer alguns exemplos antes de apresentarmos o algoritmo
de maneira formal:

Exemplo 1. dados os nimeros 72 e 48, temos que mdc(72,48) =24
pois:
divisoresde 72: 1, 2, 3,4, 6, 8,12,18, 24,36 ¢ 72.

divisores de 48: 1, 2, 3,4, 6,8,12,16, 24 ¢ 48.
Pelo Algoritmo da Divisao sabemos que 72 =1.48+24, 1 é o quocien-
te e 24 é o resto da divisao. Note que mdc(72,48) = 24 = mdc(48,24)
pois 48 é multiplo de 24.
Exemplo 2. mdc(32,12) =4 pois:
divisores de 32: 1, 2, 4, 8,16 ¢ 32.
divisoresde 12: 1,2,3,4, 6 e 12.

Pelo Algoritmo da Divisdo, 32=2.12+8 e teremos
mdc(32,12) = 4 = mdc(12,8) , pois:

divisores de 12: 1,2, 3,4,6 e 12.
divisoresde 8: 1, 2,4 ¢ 8.
Assim, os exemplos nos levam a seguinte pergunta: mdc(a,b) sera

sempre igual ao mdc(b,r), quando r € o resto da divisao euclidiana
de a por b? A resposta estd no resultado a seguir:

Proposicao 1. (Algoritmo de Euclides) Sejam q, b, ¢ e » niimeros na-
turaiscom b#0 e a=b.g+r, 0<r<b.Entao mdc(a,b) = mdc(b,r).



Demonstracao.
Hipotese: a,b,q,re N, b#0ea=bg+r,0<r<b.
Tese: mdc(a,b)=mdc(b,r).

Seja d =mdc(a,b). Mostremos que d satisfaz as duas condicoes
para ser o mdc(b,r).

i) Como d =mdc(a,b), temos que d|b. Por hipotese a=b.g+r
e como d|a e d|b, temos que d|b.g (propriedade D4 de divi-
sibilidade) e consequentemente, d|r (propriedade D6 de divisi-
bilidade). Logo, d|b e d|r.

ii) Seja k um divisor de b e de . Entéio k|b.g e como k|r, conclu-
imos que k|b.q+r (propriedade D5 de divisibilidade), ou seja,
k|a . Assim, k € um divisor de a e de b. Como d = mdc(a,b), k
€ também um divisor de d.

Logo, mdc(a,b) =d =mdc(b,r), quando » € o resto da divisdo eu-
clidiana de a por b.
|

Observacao 13. Note que a proposicao 1 nos fornece uma “receita”
para o calculo do mdc, uma vez que ela pode ser aplicada repetidas
vezes. Note também que, como

mdc(a,b) =mdc(b,a),

é conveniente tomarmos o maior niimero como dividendo e o me-
nor como divisor. Veja o exemplo:

Exemplos

1) Calcular mdc(128,82)

128 =1.82+46 ; logo, mdc(128,82) = mdc(82,46).
o 82=1.46+36;logo, mdc(128,82) = mdc(82,46) = mdc(46,36) .

¢ 46=136+10; logo,
mdc(128,82) = mdc(82, 46) = mdc(46,36) = mde(36,10) .

o 36=3.10+6; logo, mdc(128,82) = mdc(82,46) = mdc(46,36) =
= mdc(36,10) = mdc(10,6).
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* 10=1.6+4;logo, mdc(128,82) = mdc(82,46) = mdc(46,36) =
=mdc(36,10) = mdc(10,6) = mdc(6,4) .
°* 6=14+2;logo,

mdc(128,82) = mdc(82,46) = mdc(46,36) =

=mdc(36,10) = mdc(10,6) = mdc(6,4) = mdc(4,2) .

°* a=2.2+0;logo,
mdc(128,82) = mdc(82,46) = mdc(46,36) = mdc(36,10) =
=mdc(10,6) = mdc(6,4) = mdc(4,2) = mdc(2,0) =2 .

(Note que a ultima igualdade vale pela propriedade 1).
Assim, mdc(128,82)=2.

Observe que fazemos varias divisdes, sempre utilizando o res-
to como préximo divisor; encontramos o mdc quando a tltima
divisdo for exata, isto é, quando o resto for zero. Podemos reu-
nir estas divisdes numa tabela:

quociente 1 1 1 3

128 | 82 | 46 36 10
resto 46 | 36 10 6 4

Assim, mdc(128,82)=2.
2) Calcular mdc(53,48)

quociente 1 9 1 1

53 | 48 5 3 2
resto 5 3 2 1 0

mdc(53,48) =1.

Observacao 14. Note que este processo das divisOes sucessivas ndo
corre o risco de se estender indefinidamente, ou seja, é sempre pos-
sivel encontrar o mdc de dois niimeros. Isto se deve ao fato do pro-
cesso estar vinculado ao algoritmo da divisdo, que limita os restos
pelo divisor. Como os divisores sdo os restos, estes diminuem a cada

divisao.
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3.4.4 Maximo divisor comum de varios numeros

O mdc de dois nimeros consiste no maior divisor (ou fator) destes
dois ntimeros; isto nos permite calcular o mdc de varios nimeros.
Por exemplo: qual o maior divisor comum dos nimeros 12, 16, 8?
Observando os divisores vemos que mdc(12,16,8)=4. O processo
das divisOes sucessivas pode ser aplicado também aqui, fazendo
mdc(12,16,8) = mdc(mdc(16,8),12) =mdc(8,12) =4.

Em resumo, calculamos o mdc de dois niimeros e, em seguida, cal-
culamos o mdc do resultado encontrado e do outro nimero. Veja
mais um exemplo:

Exemplo. Calcular mdc(42,96,58) . Escolhemos dois destes niimeros
para comecgar, 96 e 42, por exemplo.

quociente 2 3 2

96 | 42 | 12 6

resto 12 6 0

Assim, mdc(96,42) = 6. Agora calculamos o mdc (6, 58)

quociente 9 1 2

58 6 4 2

resto 4 2 0

O mdc(58,6)=2.
Concluimos entao que mdc(42,96,58) = mdc(6,58) =2.

Formalmente, escrevemos: “Dados a, b e ¢ numeros naturais,
mdc(a,b,c) = mdc(mdc(a,b),c)”.

Exercicios propostos
7) Calcule:
a) mdc(2356,234)
b) mdc(123,876,345)
¢) mdc(491,34)
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8) Determine o maior niimero natural pelo qual se deve dividir
os numeros 160, 198 e 370 para que os restos sejam respectiva-
mente 7, 11 e 13.

9) Encontre todas as possibilidades para mdc(m, 5n+6), para n
um numero natural.

3.4.5 Maximo divisor comum - resultados
importantes

Os resultados e a definigao que faremos a seguir serao tteis na reso-
lucdo de problemas envolvendo mdc . Algumas demonstra¢des mais
significativas serdo feitas para que vocé se habitue ao uso das defi-
ni¢oes e das propriedades de divisibilidade. Outras serdo apenas
comentadas.

Numeros relativamente primos (ou primos entre si)

Vocé ja observou pelos exemplos que pode ocorrer do mdc de dois
(ou mais) nimeros ser igual a 1. Quando isto acontece, dizemos que
os niimeros sao “relativamente primos”.

Definicao. Sejam a e b ndmeros naturais; a e b sdo relativamente
primos se e somente se mdc(a,b)=1.

Exemplos

1) 21 e 8 sao relativamente primos, pois mdc(21,8) =1 (faga o cél-
culo!).

2) Dois nimeros consecutivos sdao sempre relativamente primos,
como 45 e 46, 123 e 124, etc. Vamos provar este fato generica-
mente:

Dois nimeros consecutivos podem ser expressos por n e n+1.
Seja d =mdc(n,n+1).

Entdo d |n ed |n +1. Pela propriedade D6 da divisibilidade, te-
mos que d |1 . Como o tnico divisor natural de 1 é o préprio 1,
concluimos que d =1.

Proposicao 2. Sejam a, b e k nameros naturais. Se d =madc(a,b),
entdo d.k = mdc(a.k,bk).
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Comentario. Este resultado (que serd muito util para as préximas
proposicoes) nos garante que multiplicando os niimeros a e b por
um ndamero k, seu mdc também fica multiplicado pelo mesmo k;
veja alguns exemplos:

a) mdc(21,8) =1; mdc(21.15,8.15) =1.15, ou seja, mdc(315,120) = 15.

b) mdc(12,16) = 4; mdc(12.10,16.10) = 4.10, ou seja,
mde(120,160) = 40 .

Proposicao 3. Sejam a, b e d ntimeros naturais com d =mdc(a,b).
Entao os quocientes das divisdes de a por d e de b por d sao nu-
meros relativamente primos.

Demonstracao.
Hipotese: a,b,d e N, d = mdc(a,b).

Tese: os quocientes das divisoes de a por d e de b por d sdo numeros
relativamente primos.

Como d = mdc(a,b), sabemos que d|a e d |b. Por definicio, existem
numeros naturais x € y tais que a=d.x e b=d.y ; x € y sdo 0s quo-
cientes das divisoes de a por d e de b por d, respectivamente. Deve-
mos mostrar que mdc(x,y)=1.

De fato: d = mdc(a,b) = mdc(d.x,d.y) . Pela proposi¢do 2, temos que
d =mdc(d.x,d.y)=d.mdc(x,y).Logo, d.1=d.mdc(x,y).Comod é
diferente de zero (lembre que d > 0), podemos cancela-lo (lembre da
lei do cancelamento em N) e teremos mdc(x,y)=1, como queria-
mos demonstrar.

|

Exercicio resolvido

6) Encontre todos os possiveis nimeros naturais cujo produto é
4800 e cujo mdc € 20.

Resolucao: Denotemos os numeros procurados por a e b. O proble-
ma nos diz que

i) mde(a,b)=20 e
i) a.b=4800.

De (i), sabemos que 20|a e 20|b, ou seja, existem x e y naturais
tais que a =20.x e b=20.y. Além disso, sabemos que mdc(x,y)=1.




Substituindo a e b em (ii), temos:

a.b = 4800
(20.x).(20.y) = 4800
400.x.y = 4800
400.x.y = 400.12

Pela lei do cancelamento, teremos x.y =12. Se determinarmos x
e y podemos determinar a e b, uma vez que a=20.x ¢ b=20.y.
Assim, estamos procurando numeros x € y que satisfacam x.y =12
e mdc(x,y)=1. Os numeros naturais que tém produto 12 sdo:
1.12, 2.6, 3.4. Destes, temos dois pares de fatores que sdo relativa-
mente primos: 1 e 12 e 3 e 4. Vamos fazer uma tabela:

b=20.y mde (a,b)
1 12 20 240 20
3 4 60 80 20

Observe que a ultima coluna € o “controle”: verifique se 0 mdc € mes-
mo 20. Caso ndo seja, vocé sabe que 0s humeros ndo estio corretos.

Assim, os pares de numeros satisfazendo as condicdes do problema
sao: 20 e 240 ou 60 e 80.

Proposicao 4. Sejam a, b e c nimeros naturais. Se a|b.c e
mdc(a,b)=1, entdao a |c .

Demonstracao.

Hipotese: a,b,ce N, albc e mdc(a,b)=1.

Tese: a|c.

Por hipotese, temos que mdc(a,b) =1; pela proposicio 2 concluimos
que mdc(a.c,b.c)=1.c=c. Como albc por hipotese e ala.c (pro-
priedade de divisibilidade), a sequnda parte da definicio de mdc nos
garante que

a|ma’c(a.c,b.c) . Logo, a|c.



Exercicio resolvido

7) Seja k um nimero natural. Mostre que se 2|k e 3

k,entao 6|k.

Resolucdo. O exercicio nos da um “critério de divisibilidade" por 6: se
um numero € divisivel por 2 e por 3, ele sera divisivel por 6.Vamos
provar este fato:

Por hipotese, temos que existem x e y naturais tais que k=2.x €
k=3.y.

Entdo 2.x=3.y. Esta igualdade nos informa que 3|2.x e como
mdc(2,3) =1, a proposicdo 4 nos garante que 3|x, ou seja, existe
um z natural tal que x=3.z. Substituindo x=3.z na igualdade
k =2.x teremos k =2.3.z=6.z, ou seja, 6|k.

Observacao 15. O exercicio que acabamos de resolver pode ser ge-
neralizado da seguinte maneira:

“Sejam a, b e k nimeros naturais tais que a
Entao a.b

k,blk e mdc(a,b)=1.
k ”.Istonos d4 critérios de divisibilidade para niimeros que

sdo produtos de nimeros relativamente primos, como por exemplo,
15=3.5,28=4.7,42=6.7, etc.

Exercicios propostos
8) O mdc de dois nimeros naturais é 48 e o maior deles é 384.

Ache o outro niimero.

9) Dividindo-se dois nimeros naturais pelo seu mdc, a soma dos
quocientes obtidos é 8. Determinar os dois nimeros, sabendo
que sua soma € 384.

10) Quais sdo as possibilidades para o mdc de dois niimeros na-
turais dados por a e 2a+47?

11) Classifique cada afirmacdo abaixo em Verdadeira ou Falsa,
justificando:

a) O mdc de dois niimeros naturais expressos por n e 2n+1
é sempre 1, para qualquer natural ».

b) Considere a e b nimeros naturais. Entao mdc(a,ab+1)=2.
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12) O mdc de dois niimeros € 50. Para se chegar a este resultado pelo
Algoritmo de Euclides (processo das divisdes sucessivas), 0s quo-
cientes obtidos foram, pela ordem, 1, 2 e 6. Ache os ntimeros.

13) Determine todos os possiveis niimeros naturais n <20 tais
que mdc(n,210)=1.

14) Quantos ntimeros positivos relativamente primos com 30 e
menores do que 30 existem?

3.4.6 Maximo Divisor Comum em Z

Como calcular o maximo divisor comum de —52 e 44 ? Vamos fazer
pelos divisores inteiros:

e os divisores inteiros de —52 sdo
1,2,4,13, 26,52, -1, -2, -4, -13, - 26, -52 e

e os divisores inteiros de 44 sao
1,2,4,11, 22,44, -1, -2, -4, —-11, =22, —44.

Logo, 0 mdc de =52 e 44 é 4, assim como o mdc dos niimeros natu-
rais 52 e 44. O algoritmo de Euclides (das divisoes sucessivas) tam-
bém funciona, desde que utilizemos a divisao euclidiana, ou seja, o
algoritmo da divisao no universo dos nimeros inteiros. Lembre que
no universo dos nimeros inteiros ndo fazemos a divisao euclidiana
na chave. Vamos verificar:

~52=(-2).44+36

44=1.36+8
36=4.8+4
8=24+0.

O mdc é o divisor da ultima divisao feita (aquela que tem resto zero),
ou seja, 4. Experimente calcular mdc(-96,-72) pelas divisOes su-
cessivas. Vocé verd que o resultado coincide com o mdc(96,72).
Isto nos leva a definir 0 mdc no universo dos niimeros inteiros da
seguinte maneira:

Definicao. Sejam a e b niimeros inteiros; um ndmero inteiro d é
o maximo divisor comum de a e b se e somente se d € 0 maximo
divisor comum do valor absoluto (médulo) de a e de 5.



Observacao 16. Lembre que denotamos o valor absoluto ou médulo
de a ede b como [a e |b|.

Simbolicamente, para aeb inteiros, podemos escrever:
mdc(a,b) = mdc( b|) =d . Note que isto nos mostra que d é um
inteiro positivo.

a

3

3.4.7 Definicoes e resultados sobre mdc em Z

Pergunta: A defini¢dao e os resultados que estudamos no universo
dos naturais continuam valendo no universo dos inteiros?

A resposta é sim, de modo geral. Alguns acertos devem ser feitos
nos enunciados, para adequar os resultados ao universo dos intei-
ros. Destacaremos as alteragdes em negrito.

P1) Se a é um nimero inteiro nao nulo, entao mdc(a,0) = |a| .

P2) Sejam a e b niimeros inteiros nao nulos simultaneamente. Se
a|b entdo mdc(a,b) = |a| .

Definicao. Sejam a e b nimeros inteiros; a e b sdo relativamente
primos se e somente se mdc(a,b)=1.

Proposicao 5. Sejam g, b e k nimeros inteiros. Se d = mdc(a,b), en-
tao d.|k|=mdc(ak,bk).

Proposicao 6. Sejam a, b e d nimeros inteiros com d =mdc(a,b).
Entdo os quocientes das divisdes euclidianas de a por d e de b por
d sao numeros relativamente primos.

Proposicao 7. Sejam a, b e c niimeros inteiros. Se a |b.c e mdc(a,b)=1,
entao a |c .

Ao ampliarmos nosso universo para Z , ganhamos um novo resulta-
do muito importante, conhecido como “identidade de Bézout”. Este
resultado serd nosso ponto de partida para a resolucao de equagoes
com duas varidveis, conhecidas como equagoes diofantinas. Vamos
fazer alguns exemplos antes de enunciarmos o teorema.



Exemplos

1) Se mdc(-25,15)=5, podemos encontrar dois niimeros inteiros
s ettais que 5=(-25).s+15.1; os nimeros s =-2 e t = -3 satis-
fazem a igualdade pois (-25).(-2)+15.(-3)=50-45=5. Note
que os nimeros s e  Ndo sao tnicos! s =1 e t =2 também satis-
fazem a igualdade pois (-25).1+15.2=-25+30=5.

2) mdc(13,4)=1; 1=13.s+4.¢. Os numeros s=1e t=-3 satisfa-
zem a igualdade pois 13.1+4.(-3)=13-12=1. Descubra ou-
tros niimeros s e ¢ que satisfazem a igualdade.

Teorema. (Identidade de Bézout) Sejam a, b e d ntimeros inteiros e
d = mdc(a,b) . Entao existem s e ¢ inteiros tais que d =s.a+tb.

Nos exemplos que acabamos de fazer, foi facil encontrar os ntimeros
s e t. Como fazer para encontrar s e ¢ para mdc(53,48) =17 A respos-
ta esta no algoritmo de Euclides. Utilizando cada uma das divisoes
sucessivas € possivel encontrar s e ¢ por meio de uma série de etapas.
Acompanhe o exemplo com atencao:

Para mdc(53,48) =1, determinar s e t de modo que 1=53.5+48¢.

Passo 1. Escrever cada uma das divisoes sucessivas do algoritmo de
Euclides, até que o mdc apareca como resto.

53=48.1+5

48=5.9+3
5=3.1+2
3=2.1+1

Passo 2. Em cada igualdade anterior, isolar o resto como termo da
esquerda, sem efetuar os produtos (deixe-os indicados), mantendo o
sinal da soma (por exemplo, escreva (—1).48 ao invés de (—48).

5=53+(—1).48

3=48+(-9).5
2=5+(-1).3
1=3+(-1).2

Passo 3. Observe a igualdade 1=53.5+48.f e compare com a tltima
igualdade do Passo 2: ja temos o membro da esquerda. Precisamos



“fazer aparecer” os nimeros 53 e 48. Comecando com a igualdade
1=3+(-1).2 substitua os numeros 2 e 3 pelas igualdades anteriores
do Passo 2. (Observe que 2 e 3 sao restos. Muito cuidado com os si-
nais e nao efetue os produtos!)

Vejamos:
Temos 1=3+(-1).2; substituindo 2 e 3 pelo membro direito das
igualdades anteriores, ficamos com:
1 =[48+(-9).5]1+ (-D.[5+(-1).3].
Observe, agora, que o 48 (um dos nimeros que nos interessa) ja

apareceu, mas ainda nao temos o 53 . Substitua novamente os restos
3 e 5 mas nao efetue os produtos! Assim,

1=48+(-9).[53+(-1).48]+ (-1).{[53 +(-1).48] + (—1).[48 + (-9).5]} .
Vamos organizar melhor nossa igualdade, usando a propriedade
distributiva, mas deixando que o 48 e o 53 fiquem “visiveis™:
1=48+(-9).53+(-9).(-1).48+ (-1).[53 + (—1).48 + (-1).48 + (-1).(-9).5].

Usando mais uma vez a distributiva (para eliminar os colchetes),
temos:

1=48+(=9).53+(=9).(=1).48 + (=1).53+ (= 1).(~=1).48 +
+H(=1).(=1).48+ (=1)(=1).(-9).5.
Efetuando os produtos, mas deixando 48 e 53 “visiveis”, faca:

1=48+(-9).53+9.48+(—1).53+1.48+1.48+(-9).5 .

Colocando 48 e 53 em evidéncia,
1=48.(0+9+1+D)+53[(-9)+ (-D]+(-9).5
1=48.12+(~10).53+(-9).5.
Observe, agora, que ainda falta mais uma substituigao, pois ainda

aparece o resto 5; no lugar do 5 coloque 5=53+(-1).48, ou seja:

1=48.12+(~10).53+(=9).[53+ (~1).48].

Eliminando os colchetes,

1=48.12+(=10).53+(=9).53+ (=9).(~1).48.
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Efetuando o produto (-9).(-1) na dltima parcela, temos:
1=48.12+(=10).53+(=9).53+9.48.

Note que, agora, todas as parcelas apresentam o 48 e o 53. Colocan-

do-os em evidéncia, temos:

1=48.(12+9) +53.[(=10) + (=9)].

Efetuando as adic¢Oes, temos:

1=48.21+53.(-19).

Portanto,

1=53.(—19)+48.21.

Compare a ultima igualdade com o que estamos procurando: s e ¢
tais que 1=53.5s+48.¢. Concluimos, entdao, que s =-19 e ¢t =21 satis-
fazem nossa igualdade inicial.

Observe que este processo deve ser efetuado de forma cuidadosa!

Agora faca vocé um outro exemplo, usando o procedimento que
acabamos de estudar.

Exercicios propostos

15) Calcule mdc(54,15) e determine pelo algoritmo de Euclides
dois nimeros inteiros s e ¢ tais que mdc(54,15)=54.s+15..

16) Considere a e b niimeros inteiros. Mostre que, se existem s e ¢
inteiros tais que 1=s.a+tb, entao mdc(a,b)=1.

3.4.8 Consequéncia da ldentidade de Bézout: 0 nome equagdo diofantina
¢ devido a Diofanto,
Resolucao de Equacoes Diofantinas matematico ¢ astronomo

que viveu provavelmente
no século Il d.C. em

) ] . ., ny . Alexandrla, no Eglto-. Em sua
identidade de Bézout nos da a “receita” para resolver certos tipos de obra "Aritmética”. Diofanto

O procedimento de encontrar dois niimeros s e ¢ que satisfacam a

equacgoOes chamadas Equagoes Diofantinas. trata de um conjunto de
problemas e seus métodos

algébricos de resolucéo.




De modo geral, uma equagao diofantina é uma equagao da forma
ax+by =c, com a, b e c niimeros inteiros, x e y as incognitas; uma
solucdo desta equagao é um par de nimeros inteiros x e y, denotado
por (x,y), que verifica a igualdade. O estudo de equagdes deste tipo
€ util para a resolucdo de problemas; vamos fazer nosso estudo re-
solvendo o seguinte problema:

“Quantas mesas para 6 pessoas e quantas mesas para 4 pessoas
sao necessdrias para acomodar os 90 convidados de um jantar, de
maneira a usar pelo menos uma mesa de cada tipo?”

Vamos estabelecer os dados do problema; considere:
* x: numero de mesas para 6 pessoas
* y: namero de mesas para 4 pessoas

* 6x: quantidade de pessoas que podem ser acomodadas nas
mesas para 6 pessoas

* 4y: quantidade de pessoas que podem ser acomodadas nas
mesas para 4 pessoas.

Assim, o problema pode ser expresso pela equagao 6x+4y=90. Os
termos da equacao diofantina sdo: a=6,b=4 e ¢ =90 é chamado o
termo independente (pois independe das incognitas). Resolver a equa-
¢ao 6x+4y =90 é o primeiro passo para resolvermos o problema.
Note que, para resolver o problema, os nimeros x e y devem ser
positivos pois representam quantidades.

Observe a semelhanga da equagdo 6x+4y =90 com a identidade de
Bézout, mdc(a,b)=d =s.a+t.b,naquala =6eb=4s30 0os nimeros
dados, s e ¢ os nimeros procurados (as incognitas). Sabemos que
mdc(6,4) =2 e sabemos encontrar s e ¢ tais que mdc(6,4) =2 =65+ 4t¢.
Pergunta: encontrando s e ¢, saberiamos determinar x e y tais que
6x+4y =907 A resposta é sim. Vamos descrever o procedimento:

Etapa 1. Determinacdo de s e ¢:

quociente 1 2

resto 2 0

113




114

6=14+2
2=06.1+4.(-1);s=1let=-1

Mas a igualdade encontrada nao é a nossa equagdo original
6x+4y=90. Vamos para a

Etapa 2. Como 90=2.45, multiplicamos ambos os membros da
equagao 2=6.1+4.(—1) por 45:

452 =45[6.1+4.(-1)].

Nao efetue todos os produtos! O 6 e o 4 devem ficar visiveis!

90 = 6.45 + 4.(—45).

Consideremos, nesta equagao, os nimeros x, =45 e y, =—45, com
(x,,¥,) a solucdo de nossa equagao 6x+4y =90 (mas nao é a so-
lucdo do nosso problema!). Note que s6 foi possivel encontrar esta
solugdo pois 90 =2.45, ou seja, o termo independente é multiplo do
mdc de 6 e 4.Isto significa que o processo que acabamos de estudar
para encontrar uma solugao da equagao 6x+4y =90 s6 funcionou
por este motivo: 0 mdc de 6 e 4 é divisor de 90. Este é o primeiro
resultado importante na resolucdo das equacgdes diofantinas:

Proposicao 8. Sejam a, b e ¢ inteiros. A equagao diofantina ax+by =c
tem solucao se e somente se 0 maximo divisor comum de a e b é um
divisor de c.

Demonstracao.

1) Hipotese: a equacdo ax+by =c tem solucio.
Tese: mdc(a,b) € um divisor de c.
Seja d =mdc(a,b); por hipotese, existe (x,,»,) tal que
ax, +by, =c.Como d|a e d|b, temos que d|ax0 e d|by0 . Logo,
d|ax0 +by, . ou seja, d|c.

2) Hipotese: mdc(a,b) é um divisor de c.
Tese: a equacdo ax+by =c tem solugao.

Devemos encontrar um par de inteiros (x,,),) que satisfaca a
igualdade ax, +by, =c.



A "receita" para encontrar este par de numeros € o processo que
estudamos, baseado na identidade de Bézout: se d = mdc(a,b), exis-
tem s e ¢ inteiros tais que d =sa+tb. Por hipotese, existe k intei-
ro tal que ¢ =dk. Multiplicando ambos os membros da igualdade
d =sa+tb pork,obtemos dk = k(sa+1tb),ouseja, c = (ks)a+ (kt)b.
Assim, encontramos x, = ks e y, =kt tais que ax,+by, =c.logo, a
equacao diofantina tem solucao.

Mas o fato de encontrarmos uma solugao para a equagao 6x+4y =90
nao resolve o problema proposto, uma vez que a solu¢ao encontrada
nao representa a quantidade que necessitamos para dar uma respos-
ta ao problema; como sabemos que outras solugdes sao possiveis, é
razoavel perguntarmos: conhecendo uma solugao da equagao, como
posso encontrar uma outra solugdo que responda a pergunta do
problema (no caso, uma solugao positiva)? A resposta é sim; para
isto vamos enunciar mais um resultado e em seguida utilizé-lo para
dar finalmente a resposta ao problema.

Proposicao 9. Sejam a, b e c nimeros inteiros nao nulos e x,,y, uma
solucdo da equacgao ax+by =c. Entao a equagao possui uma infini-
dade de solugdes da forma

x=x,+bt

Yy=Yo—al

com d =mdc(a,b), a=d.a;, b=db et qualquer nimero inteiro.

Além disso, toda solugao da equagao pode ser expressa desta forma,
para cada solugao particular (x , y,).

Comentario. Este resultado nos garante que toda solu¢ao da equa-
¢ao tem esta forma; note que (x,,y,) é uma solugao particular, g, e b,
sdo os quocientes da divisdo de a e b pelo mdc, respectivamente, e
t é qualquer niimero inteiro. Assim, para cada valor de 7 teremos uma
solucao (x,y), dada por

X=Xx,+bt
{ ® " para t percorrendo o conjunto Z.

y=y,—at

Esta solucao (x,y) é chamada a solucdo geral da equagao ax+by =c.
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Conhecendo, agora, a proposi¢ao 9, temos condi¢ao de procurar uma
solucdo positiva da equagao 6x+4y =90, para resolver o problema.

Vamos escrever a solugao geral, utilizando a solugao particular ja
encontrada; sabemos que:

x,=45; y,=-45; d =mdc(6,4)=2.

Logo, a=6=d.a,=2.3, ou seja, a,=3 e b=4=d.b =22, ou seja,
b =2.

Substituindo a,, b,, x, e y, na solugdo geral temos:

x=45+2t
y=—45-3ttel.

Esta é a solucao geral da equagdo 6x+4y =90; isto significa que para
qualquer niimero inteiro t, o par (x,y) dado por

x=45+21
y=-45-3

é solucdo da equagao 6x+4y=90.

Como toda solugdo é desta forma, para cada valor de ¢, vamos pro-
curar os valores de ¢ de maneira que x e y sejam positivos; em ou-
tras palavras, vamos analisar para quais valores de ¢ temos:

x=454+21¢>0 e também y=-45-3¢>0.

i) paraqueocorra x =45+2t>0,devemos ter 45 > —2¢;isto signi-
fica que ¢ pode assumir todos os valores positivos mas os valo-
res negativos variam de —1 ¢ —22,uma vez que (-2).(-22) =44
e 45> 44 . Assim, x =45+2.¢>0 ocorre para t >-22.

ii) para que ocorra y=-45-31¢>0, devemos ter —45>3t; isto
significa que ¢ ndo pode assumir valores positivos. E a par-
tir de qual valor negativo de ¢ ocorre —45>3¢? Para todos
os valores negativos estritamente menores do que —15, uma
vez que 3.(-15)=-45 e 3.(-16)=-48 e —45>-48. Assim,
y=-45-3.>0 ocorre para t <-16.



Para que ocorra, simultaneamente, x=45+2.t>0 e y=-45-34>0, ¢
deve satisfazer as condicoes (i) e (ii), ou seja, t>-22 e t<-16. Veja

na reta:
l t>-22
-22
! t<-16
-16
: | 22<t<-16
=22 -16

Todos os valores de ¢ entre —22 e —16, inclusive estes, geram so-
lugdes positivas da equagao 6x+4y=90. Vamos fazer uma tabela
para especificar todos eles:

valores de ¢ -21 -20 -19 -18 -17 -16
x (mesas p/ 6 pessoas) 3 5 7 9 1 13
v (mesas p/ 4 pessoas) 18 15 12 9 6 3

Note a regularidade nos valores de x e y: x aumenta de dois em
dois e y diminui de trés em trés. Isto acontece devido as expressoes
x=45+2te y=-45-31¢.

Temos, entdo, sete solugdes possiveis para o problema; antes de dar
a resposta, verifique se realmente estes valores satisfazem a equagao
6x+4y=90: é a sua chance de corrigir qualquer erro de conta que
possa ter ocorrido. Note que vocé mesmo pode verificar se acertou
ou ndo o problemal
Resposta. Para acomodar os 90 convidados do jantar sao necessarias

* 1 mesa para 6 pessoas e 21 mesas para 4 pessoas ou

* 3 mesas para 6 pessoas e 18 mesas para 4 pessoas ou

* 5 mesas para 6 pessoas e 15 mesas para 4 pessoas ou

* 7 mesas para 6 pessoas e 12 mesas para 4 pessoas ou

* 9 mesas para 6 pessoas e 9 mesas para 4 pessoas ou

* 11 mesas para 6 pessoas e 6 mesas para 4 pessoas ou

* 13 mesas para 6 pessoas e 3 mesas para 4 pessoas.
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Exercicios propostos
17) Dar a solugao geral das seguintes equagoes diofantinas:
a) 3x+4y=20
b) Sx-2y=2
) 24x+138y =18
d) 18x—-20y=-8

e) —26x+39y =065

18) Dividir 100 em duas parcelas positivas de modo que uma seja
multiplo de 7 e outra seja muiltiplo de 11.

19) Dois tipos de caixa sdo usados numa fébrica para embalar
bolas de futebol: a caixa A para 12 bolas e a caixa B para 24
bolas. Quantas caixas de cada tipo sao necessarias para emba-
lar 156 bolas de futebol? Determine todas as possiveis solu-
¢Oes. Se a despesa de envio da caixa A é R$700 e a da caixa B
€ R$10,00, qual a solugao mais econémica, usando os dois tipos
de caixa?

20) Uma editora usa dois tipos de caixas para transporte de li-
vros: a caixa A para 20 livros e a caixa B para 100 livros. Qual
a menor quantidade de caixas necessaria para embalar 1500
livros, usando os dois tipos? Quantas caixas de cada tipo?

3.5 Minimo Multiplo Comum em N
(mmc)

Considere o seguinte problema:

Determinar o menor niumero natural ndo nulo divisivel, simultane-
amente, por 12 e 15.

Resolucgdo. estamos procurando um nimero k que seja divisivel por
12 e 15, isto €, que seja multiplo de 12 e também multiplo de 15.
Este nimero & pode entdo ser expresso por kK =12.x e também por
k =15.y.Vamos investigar alguns multiplos de 12 e de 15:



multiplos de 12 12 24 36 48 60 72 84
multiplos de 15 15 30 45 60 75 90 105

Observamos que 60 é o menor multiplo natural (e ndo nulo) de 12
ede 15:
60=12.5 e 60=15.4.

O que acabamos de calcular foi o minimo miiltiplo comum (abrevia-
mos por mmc ) de 12 e 15, no conjunto dos nimeros naturais.

Definicao. Sejam a e b nimeros naturais. Um nimero natural m é o
minimo mdltiplo comum de a e b se, e somente se, sdo satisfeitas as
condigoes:

i) m é multiplo de a e m é multiplode b.
ii) se ¢ é multiplo de a e ¢ é multiplo de b, entdo ¢ é multiplo

de m.

Notacao. Quando m é o minimo mdltiplo comum de a e b denota-
mos m =mmc(a,b).

Observacao 17. A primeira condi¢do da defini¢do nos informa que
para ser o minimo multiplo comum de g, b, m deve ser multiplo co-
mum; a segunda nos informa que m deve ser o menor deles, ou seja,
qualquer outro multiplo de a e b deve ser também multiplo de m.
Note também que, assim como no mdc , a ordem em que 0s niimeros
a e b aparecem é irrelevante:

mmc(a,b) =mmc(b,a).

Observacao 18. Simbolicamente, a defini¢do pode ser escrita como:
“Sejam a e b nimeros naturais. m = mmc(a,b) se e somente se:

i) a|m e b|m

i) Se a|c e b|c, entdo m|c V7

Observagao 19. O mmc de dois nimeros naturais é tnico. Este fato
é garantido pelo Principio da Boa Ordenacao, estudado no capitulo 2
(lembrando: o Principio da Boa ordenacao garante que existe o menor
elemento de todo subconjunto ndo vazio de niimeros naturais).
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Observacao 20. Note que mmc(a,0) =0 pois:

i) al0 e 0[0

i) seja ¢ um nimero natural tal que a|c e 0|c. Logo, 0]c.
(lembre, no entanto, que se 0|c devemos ter ¢ =0!)
Mas como calcular o mmc de dois niimeros de maneira mais efi-
ciente? Serd sempre necessario fazer uma listagem dos multiplos? A
resposta para esta pergunta esta na
Proposicao 10. Sejam a e b nimeros naturais nao nulos. Entao,

mdc(a,b).mmc(a,b)=a.b.

Comentario. O resultado nos diz que, conhecendo o mdc de dois
numeros, podemos calcular o seu mmc . Como ja sabemos um al-
goritmo para o cdlculo do mdc (o Algoritmo de Euclides), basta cal-

cular o mdc e utilizar a igualdade mdc(a,b).mmc(a,b)=ab para en-
contrar o mmc .

Consequéncias da proposicao 10
Corolario 1. Sejam a e b nimeros naturais com a # 0. Se a|b entao
mmc(a,b)=b.

Demonstracao.

Hipotese: alb, a #0.

Tese. mmc(a,b)=b.

Se a|b temos mdc(a,b) = a . Pela proposicdo 5, a.mmc(a,b)=a.b.

Como a #0, podemos cancelar a em ambos 0s membros e teremos
mmc(a,b)=>b.

[ |
Corolario 2. Sejam a, b, d e m ntmeros naturais nao nulos, com

d =mdc(a,b) e m=mmc(a,b).Se a=d.x e b=d.y com x e y relati-
vamente primos entao,

m=ayem=>bx.

Corolario

Proposicdo resultante de
uma verdade ja demonstrada;
conseqiiéncia direta de uma
proposicao demonstrada.
Fonte: http://www.priberam.pt/
dlpo/dipo.aspx
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Demonstracao.

Hipotese: d =mdc(a,b) e m=mmc(a,b), a=d.x e b=d.y, com
mdc(x,y)=1.

Tese: m=a.y e m=b.x.

Por hipotese, a|m e b|m; entdo existem c e k naturais tais que
m=ace m=bk.

Mostremos agora que c=y e k=x.

Pela proposicdo 7, temos:
dm=ab

substituindo m por a.c e b por d.y, temos
dac=ad.y

como a.d # 0, podemos usar a lei do cancelamento e teremos c=y.
Use um raciocinio analogo para provar que k =x.

Exemplos

1) Calcular mmc(65,26).

Use o algoritmo de Euclides para calcular mdc(65,26)=13.
Entao:
13.mmc(a,b) =65.26

13.mmc(a,b)=5.13.26
Pela lei do cancelamento em N temos (cancelamos 13 em am-

bos 0os membros):

mmc(a,b)=5.26=130.

2) Calcular mmc(84,72)
Ja sabemos que mdc(84,72) =12 . Entao

12.mmc(a,b) =84.72
12.mmc(a,b) =84.6.12
mmc(a,b) =84.6 =504



Exercicio resolvido

8) Determine todos os possiveis pares de niimeros naturais cujo
mdc é 12 e cujo mmc é 240.

Resolucdo.Sejam a e b osnumerosprocurados;entdo mdc(a,b) =12
e mmc(a,b) =240 e teremos:

a) existem x e y naturais tais que a=12.x e b=12.y, com
mdc(x,y)=1.

b) a|240 e b|240.
¢) 12.240=a.b (proposicdo 10)
Substituindo a e b na igualdade em (c), teremos:

12.240=12.x.12.y
12.12.20=12.12.x.y

Pela lei do cancelamento em N, 20=x.y.

Se encontrarmos x e y, conheceremos a e b; como mdc(x,y)=1,
estamos procurando dois numeros relativamente primos cujo pro-
duto é 20. Vamos investigar:

1 20 12 | 240

Resposta. Os pares de numeros cujo mdc € 12 e cujo mmc ¢ 240
sdo 12 e 240 ou 48 e 60.

(Verifique se estes valores estio corretos!)

Exercicios propostos
21) Calcule:
a) mmc(648,140)
b) mmc(132,64)

22) Mostre que se a e b sao niimeros naturais relativamente pri-
mos, entao mmc(a,b)=a.b.
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23) Determine todos os nimeros de trés algarismos divisiveis por
8, 11 e 12, simultaneamente.

24) Quais sao as possibilidades para dois nimeros naturais que
tém mdc e mmc iguais ?

3.6 Minimo Multiplo Comum em 7Z

Assim como fizemos para o mdc, a defini¢ao de mmc no conjunto dos
nimeros inteiros serd dada por:

Definicao. Sejam a e b niimeros inteiros. Um nimero inteiro m é o
mmc de a e b se e somente se m é o mmc de |a| e |b|

Observacao 21. Simbolicamente, podemos escrever:
mmc(a,b)=mmc(|al,|b]). Algumas consequéncias deste fato sdo:

i) O mmc de dois inteiros sera sempre um ntimero maior ou igual
do que zero. Se ambos forem ndo nulos, 0 mmc serd positivo.

ii) Como m é muiltiplo de |a| e |b|, m é também mdiltiplo de a e b.

A proposigao 10 e seu corolédrio 1 continuam valendo em Z, com

uma pequena alteracao:

Proposicao 11. Sejam a e b nimeros inteiros ndo nulos. Entao
mdc(a,b).mmc(a,b) = |a|.|b|

Corolério. Sejam a e b inteiros com a #0. Se alb entdo
mmc(a,b) = |b| .

Pergunta: e quanto ao coroldrio 2? Vamos observar o que ocorre em
um exemplo numérico:
Exemplo: para a =-26 e b =8, temos:
mdc(—26,8) = mdc(26,8) =2
mmc(—26,8) = mmc(26,8) =104

Em relacao ao mdc(-26,8)=2, temos que —26=2.(—13) e 8=24;
logo, x=-13ey=4.
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Em relacdo ao mmc(-26,8) =104, temos que 104=(-26).(—4) e
104 =8.13. Observe que, neste caso, os valores de x e y relativos ao
mdc aparecem “com sinal trocado” no mmc . Isto nos leva a crer que
o corolario 2 continuara valido em Z, se considerarmos os valores
absolutos dos niimeros envolvidos:

Se |a|=d/|x| e |p|=4d|y

, entao m:|a|.|y| e m:|b|.|x|.

Exercicios propostos
25) Calcule:
a) mmc(—120,68) ) mde(-54,125)
b) mmc(-20,~74)

26) Determine o maior nimero natural pelo qual se devem divi-
dir os niimeros 160, 198 e 370 para que os restos sejam respec-
tivamente 7,11 e 13.

27) Determine dois ntimeros naturais sabendo que sua soma é
589 e o quociente entre 0 mmc e 0 mdc € 84.

28) Encontre todos os possiveis pares de nimeros naturais cujo
produto é 3600 e cujo mmc é 1200.

29) Determine o menor nimero natural que satisfaca simultanea-
mente as condi¢des: quando dividido por 2 tem resto 1, quando
dividido por 3 tem resto 2, quando dividido por 4 tem resto 3,
quando dividido por 5 tem resto 4, quando dividido por 6 tem
resto 5, quando dividido por 7 tem resto 6, quando dividido
por 8 tem resto 7 e quando dividido por 9 tem resto 8.

30) Determine todos os possiveis nimeros naturais » tais que
mmc(n,54) =54.

31) O mmc de dois niimeros a e b éiguala 1260 e quando dividi-
mos este mmc pelos niimeros a e b o produto dos quocientes
obtidos é igual a 90. Determine todos os nimeros naturais
a e b satisfazendo esta condicao.

32) Determine dois niimeros cuja soma é 120 e cujo mmc é 144.



3.7 A relacao de Congruéncia modulo m

Intuitivamente, uma relagio é uma comparacao entre dois objetos.
Os dois objetos estdo ou nao estao relacionados, de acordo com uma
determinada lei. A relacdo de ordem em Z ¢é exemplo de como po-
demos relacionar dois inteiros: podemos dizer que 2 esté relacio-
nado com 5 pois 2 e 5 satisfazem a relagdao 2<5. De modo geral
utilizamos rela¢Oes para estudar objetos; estes objetos podem ser
nimeros, conjuntos, fungdes etc.. Neste topico vamos estudar um
tipo especial de relacdo: a relacao de congruéncia médulo m , que tem
estreita ligagao com o Algoritmo da Divisao e, de modo mais geral,
com a divisibilidade em Z . Através da congruéncia podemos resol-
ver problemas interessantes envolvendo nimeros inteiros. Alguns
exemplos: em que dia da semana caird o primeiro dia do século 22?
Qual o resto da divisdo de 2% por 77

O conceito de relagao é um conceito importante no universo mate-
matico e sua teoria geral serd estudada com mais detalhes na disci-
plina de Introdugao ao Calculo.

Definicao. Sejam a, b e m nimeros inteiros com m >1. Dizemos que
a é congruo a b moédulo m se e somente se m é um divisor de a—b.

Notacao. “a é congruo a b médulo m” é denotado por a = b(modm) .

Observacao 22. a definigdo acima estabelece uma relagao para cada
valor de m ; conhecendo o valor de m , determinamos a relacao. A
palavra “médulo” da defini¢do tem o significado de “em relagdo a™
dois inteiros sao congruos modulo m é o mesmo que “dois inteiros
sdo congruos em relagio a m”. O termo “moédulo” é muito versatil e
tem varias conotacdoes em matematica.

Observacao 23. optamos por estabelecer m >1, uma vez que:

i) para m =1, quaisquer que sejam a e b inteiros teremos que 1 é
divisor de a—b (lembre: 1 é divisor de todo niimero inteiro),
ou seja, todos os inteiros estao relacionados entre si. Isto torna
a relacao menos interessante!

ii) para m =0, teremos que cada elemento estd relacionado so-
mente com ele préprio, uma vez que o zero nao pode fazer
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o papel de divisor de niimeros nao nulos. Assim, este seria o
outro extremo: s6 teriamos a = a(mod 0) . Esta seria a relagcao de
igualdade em Z.

iii) para m <0, lembramos que um ndmero é divisor de outro se
e somente se seu oposto é divisor desse niimero. Assim, se
por exemplo m =-2, teremos: a=b(méd—-2) se e somente se
—2 é divisor de a—b, se e somente se o oposto de =2 é divisor
de a—b, o que significa que 2 é divisor de a—b. Desta forma
basta considerarmos m positivo e estaremos considerando to-
das as possiveis relagoes de congruéncia médulo m .

Observacao 24. como a relagao de congruéncia esta fortemente rela-
cionada com a divisibilidade de inteiros, vamos lembrar a definicao
de divisor em Z, ja estudada anteriormente: “Sejam x e y inteiros;
dizemos que x é divisor de y se e somente se existe um inteiro k tal
que y=xk.” (lembre que a notacdo para “x ¢ divisor de y” é x|y
e lé-se: x divide y; note que o traco € vertical, nao é um tracgo de
fragao! Veja os detalhes no inicio do capitulo 3). Em nossa definigao,
teremos: a € congruo a b moédulo m se e somente se m|(a —-b), ou
seja, existe um inteiro k tal que a—b=mk .

Exemplo. Para m =4, teremos a relacdo de “congruéncia médulo 4
" a =b(mod4) se e somente se 4 é um divisor de a —b. Exemplos de
alguns inteiros relacionados:

* 45=9(mod4) pois 4 é divisor de 45-9=36.

* 73=-7(mod4) pois 4 é divisor de 73-(-7)=73+7=80.

* —5=3(mod4) pois 4 é divisor de -5-3=-8.

* —25=-1(mod4) pois 4 é divisor de —25—(-1)=-25+1=-24.
Vamos provar algumas propriedades da relacdo de congruéncia
modulo 4; estas propriedades sao satisfeitas também por todas as
relagdes de congruéncia médulo m , para qualquer valor de m >1.

i) a =a(mod4) para todo a inteiro.

Prova. Como 4 ¢ divisor de a—a =0, para todo a inteiro, temos
que a =a(mod4), para todo inteiro a. Esta propriedade ¢ chamada
propriedade reflexiva.
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ii) se a =b(mod4) entao b =a(mod4), para todos a e b inteiros.
Prova. Hipotese: a = h(mod4)
Tese. b =a(mod4)

Por hipotese, temos que 4 ¢ divisor de a—b; entdo existe um k
inteiro tal que

a—-b=4k.logo, b—a=—(a—-b)=4.(-k) e 4 € divisor de b—a.
Assim, b= a(mod4). Esta propriedade é chamada propriedade simé-
trica.

iii) se a =b(mod4) e b=c(mod4) entdo a =c(mod4), para quais-
quer a, b e ¢ inteiros.
Prova. Hipotese: a =bh(mod4) e b =c(mod4)
Tese: a =c(mod4)

Por hipotese, 4 € divisor de a—b e de b—c, ou seja, existem inteiros
s et taisque a—b=4s e b—c=4t¢. Adicionando membro a mem-
bro essas igualdades obtemos:

(a=b)+(b—c)=4s+4
a-b+b—-c=4(s+1t)
a—-c=4(s—1t)
0 que significa que 4 ¢ divisor de a—c. Logo, a =c(mod4).
Esta propriedade ¢ chamada propriedade transitiva. Generalizamos

estas idéias na proposicao que segue.

Proposicao 12. Seja m >1. A relagao de congruéncia médulo m em
Z é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja: para quaisquer inteiros
a, b e c,temos:

i) a=a(modm)
ii) se a =b(modm) entao b = a(modm)
iii) se a=b(modm) e b=c(modm) entao a =c(modm).

Demonstracéo. Faca como exercicio, utilizando a idéia da prova an-
terior.
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Outras propriedades da relacao de congruéncia médulo m

Para que a idéia de congruéncia possa servir de ferramenta para
resolver problemas numéricos, precisamos estabelecer algumas
propriedades que serdo essenciais; faremos alguns exemplos para
ilustrar as propriedades e faremos a generalizagao em seguida. Uma
série de exercicios de aplicacao destas propriedades sera apresenta-
da apo6s a generalizagao.

Exemplos

1) Sabemos que 25=4(mod7) e 48=41(mod7),istoé, 7 é divisor
das diferengas 25-4=21 e 48—41=7. O que acontece com
as somas 25+48 e 4+41? Em outras palavras: se “somarmos
membro a membro”, a congruéncia se mantém? Vamos inves-
tigar:

25+48=173
4+41=45

73—-45=28 é multiplo de 7.

Assim, temos que 25+48 =4+41(mod7)

E o que acontece se fizermos o produto, membro a membro?

25.48=1200
4.41=164
1200-164 =1036

1036 =7.48 é multiplo de 7.
Logo, (25.48)=(4.41)(mod 7).
2) Sabemos que 6=2(mod4) pois 6—2=4; vamos investigar se

as poténcias de 6 e 2 se mantém congruas médulo 4:

6’ =36;2° =4

36-4=32=4.8 é mdaltiplo de 4.

Logo, 6° =2%(mod4).

6’ =216;2' =8

216-8=208=4.52 é multiplo de 4.

Logo, 6’ =2°(mod4).
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Experimente para as poténcias 4, 5 e 6. Vocé vera que a congruén-
cia se mantém.

Vamos agora generalizar e demonstrar estas propriedades:
PC1) Sejam a, b, ¢, d e m inteiros com m >1.Se a=b(modm) e
¢ =d(mod m), temos:
1) (a+c)=(b+d)(modm)
2) (a—c)=(b—d)(modm)
3) a.c =b.d(modm)

4) a" =b"(modm), para todon >1.

Demonstracao.

(1) Por hipotese, a =b(modm) e ¢ =d(modm), ou seja, m|(a—b)

e m|(c—d). Assim, existem inteiros x e y tais que a—b=mx ¢

c—d =my. Adicionando membro a membro as igualdades temos:
(a—b)+(c—d)=mx+my
(a+c)—(b+d)=m(x+y)

Logo, (a+c)=(b+d)(modm).
(2) Exercicio!

(3) Por hipotese, existem inteiros x e y tais que a—b=mx e
c¢—d =my; multiplicando a primeira igualdade por c € a sequnda por
b, obtemos ac —bc =cmx e bc—bd =bmy. Adicionando membro a
membro, temos

(ac—bc)+ (bc —bd) = cmx —bmy
ac—bd =m(cx—by)
Logo, ac = b.d(modm).

(4) a demonstracio sera feita no capitulo 5, quando estudarmos o
principio de inducéo.

PC2) Sejam a, b e m inteiros, com m >1. Entao a =b(modm) se e
somente se a e b tém o0 mesmo resto na divisao euclidiana
por m .
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Demonstracao.
(=) Hipotese: a =b(mod m)

Tese: a e b t€m 0 mesmo resto na diviséo euclidiana por m , ou seja:
existem x, y e r inteiros tais que a=mx+r € b=my+r, com
0<r<m.

O Algoritmo da Divisdo nos garante que existem x, y, , e r, tais que:
a=mx+r, 0<r<m e b=my+r,, 0<r, <m. (Devemos mostrar
agora que 7, =r,)

Por hipotese, sabemos que m|(a—b), ou seja, existe um k inteiro tal
que a—>b =km. Substituindo a e b nessa igualdade, temos:

(mx+1)—(my-+1,) = km
mx—my—km=r,—r

mx—y-k)y=r,—r.

A ultima igualdade mostra que m|r2 —r, € também podemos garantir
que m € um divisor de |r, — 5| ; como 0<7 <m e 0<r, <m teremos
que a distancia entre r, e r, € menor do que m, ou seja, |r, — 1| < m.
Ora, se r, e r, séo diferentes, isto esta em contradi¢do com o fato
de m ser um divisor |, —7;| (lembre que se estamos considerando
numeros inteiros positivos, podemos garantir que o divisor € menor
que o dividendo, exceto quando o dividendo € zero) Para que esta
contradi¢do ndo ocorra, devemos ter |r2 —r1| =0, ouseja, r,=1,.

Assim, a € b ttm 0 mesmo resto na divisdo por m.
(<) Hipotese: @ e b tém o mesmo resto na divisdo euclidiana por m ,

ou seja: existem x, y e r inteiros tais que a=mx+r e b=my+r,
com 0<r<m.

Tese: a = b(mod m)

Para mostrar que a =b(modm) devemos observar o que acontece
com a diferenca a—b; usando as igualdades da hipotese, temos:

a—-b=(mx+r)—(my+r)=mx—my+r—r=mx—my =m(x—y)

Logo, a—b=m(x—y) e m|a—b ; por definicdo, a = b(modm).

Consequéncia da PC2: Se r é o resto da divisao de x por m, entdo

r (méd m). Além disso,  é o menor inteiro positivo congruo a x

modulo m.



131

Exemplo: 34 = 4.8 + 2, logo, 34 =2 (mod 8)
Exemplo de aplicacao das Propriedades 1 e 2:

Encontre o resto da divisdo de 2* por 7, usando as propriedades
de congruéncias.

Resolucao. seja » o resto procurado; as possibilidades para r sédo
0,1, 2,3,4,5 ou 6. Estamos procurando um r inteiro positivo tal
que 27 =r(mod7) e r € o menor inteiro positivo nestas condigdes.
Vamos observar os restos na divisdo por 7 das poténcias de 2:

2=2(mod7) e 2° =4(mod7). Usando o teorema 2 (item 3), te-
mos que 2’ =8(mod7) ; mas 8 =1(mod7) e usando o teorema 1 (iii
- transitiva) temos que 2’ =1(mod 7). Usando novamente o teore-
ma 2 (item 4, elevando os dois termos a sétima poténcia), obtemos
(2°)" =1"(mod7) que é o mesmo que 2°' =1(mod 7).

Por que elevamos a sétima poténcia? Para nos aproximarmos da po-
téncia original: 21 € o multiplo de 3 mais “proximo” de 23 que €
menor do que 23. Mas queremos a poténcia 23. Para isso, usamos
novamente o teorema 2:

se 2°' =1(mod7) e 2° =4(mod7) entdo 2°'.2° =1.4(mod 7).

Com isso, ja temos a resposta: 2% =4(mod7) e 4 ¢ o resto da divi-
sdo de 2% por 7. Por que podemos afirmar que 4 € o resto? Ora, se
27 =4(mod7), temos que 7|(223 —4), ou seja, existe um k inteiro
tal que 2% —4="7k. Assim, 2° =7k +4 e como0<4<7, 4 devera
ser o resto da divisio de 2 por 7.

Exercicios propostos
33) Encontre o resto da divisao de 5** por 8, sem efetuar a conta.

34) Qual o menor inteiro positivo congruente ao produto
11.18.23.22.13.19 médulo 77?

35) Se 402 = 654(mod m), encontre os possiveis valores de m .

36) Determine os inteiros x, 100 < x <200, tais que x =—-1(mod7).
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37) Determine o resto da divisao da soma
P+2°+3+...+100° por 4.

38) Mostre que o resto da divisdao de um niimero inteiro positivo
por 10 é seu algarismo das unidades.

39) Sejam a, b, ¢, d e m inteiros com mdc(a,b) =d e mmc(a,b)=m.
Prove que:

a) a=b(modd) b) a.b=m(modd)
40) Mostre que 2% -1 é divisivel por 41.

41) Use congruéncias para verificar que:

a) 89|(244 ~1) b) 97|(248 ~1)

Resumo

O principal teorema apresentado neste capitulo foi o “Algoritmo da
Divisao”.

Com este resultado estudamos Divisibilidade, Maximo Divisor Co-
mum, Minimo Muiltiplo Comum e Congruéncias. Também estuda-
mos as Equagoes diofantinas cuja resolugao é uma aplicacdo direta
do algoritmo de Euclides (célculo do mdc).

Bibliografia complementar

DOMINGUES, Hygino H. Fundamentos de Aritmética. Sao Paulo:
Atual, 1991.
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Capitulo 4

Teorema Fundamental da Aritmetica

Nosso objetivo neste capitulo é estudar niimeros primos,
o Teorema Fundamental da Aritmética e suas aplica-
¢oes: cdlculo do mdc, mmc e do niimero de divisores. Os
resultados aqui desenvolvidos sdo estudados no univer-
so dos niimeros naturais no Ensino Fundamental e sdo
conhecidos como conseqiiéncias da fatoragio.

4.1 Numeros primos em N e em 7Z:
diferencas, semelhancas e
propriedades

Numeros primos sao conhecidos desde a antiguidade: data de
aproximadamente 230 a.C. um dispositivo para identificar nime-
ros primos, conhecido como o “crivo de Eratéstenes”. Nos Elemen-
tos de Euclides ja aparece a definigao de niimero primo, proprieda-
des, e a demonstragao da infinitude dos primos. Pierre de Fermat
(1601-1665) Leonard Euler (1707-1783) e muitos matematicos im-
portantes envolveram-se com este tema, que até hoje atrai mentes
brilhantes em todo o mundo. Nos séculos XIX e XX, matematicos
como George H. Hardy (1877-1947), Srinivasa Ramanujan (1887-
1920), Paul Erdos (1913-1996), entre outros, também contribuiram
para o desenvolvimento da chamada Teoria dos Ntimeros, que, é
claro, envolve niimeros primos.

Definicao. (nimero primo em N) Seja p um nimero natural; p
¢ primo se e somente se

1) pz0ep=le

2) os Unicos divisores de p sdao le p.

Definicao. (nimero primo em 7Z) Seja p um numero inteiro; p
é primo se e somente se | p| é primo em N.
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Exemplos:

Em N os nimeros 13, 23, 37, sdo primos; provaremos mais adian-
te que existe uma infinidade de nimeros primos em N. Em Z,
serdo primos também os opostos dos primos positivos, como -13,
-23, -37 etc.

Consideragoes sobre as defini¢oes

i) A defini¢do de nimero primo em N exclui 0 e 1 do universo
dos primos; os pitagoéricos (c.séc. VI a.C) ja excluiam o 1 da
condicao de primo por acreditar que 1 era o “gerador de todos
os nimeros”. Nao ha necessidade de “explicar” porque 0 e 1
nao podem ser primos: eles ndo o sdo por definicao.

ii) Na definicdo em Z, note que se p éinteiroe | p | é primo em
N, tem-se:
1) |p|¢0 e|p|¢1.
2) Os tinicos divisores em N de |p| sdo 1 ¢ |p|.

Em (1) temos que p#0, p#1le p#—1. E que podemos dizer a res-
peito dos divisores inteiros de p ? Consideremos b um inteiro divi-

sor de |p|; por (2) teremos |b|=1 ou |b|=|p|, uma vez que || é um

ndmero natural.

Usando as propriedades de médulo, concluimos que:

b=loub=-loub=poub=-p.
Assim, a defini¢do em Z pode ser enunciada da seguinte forma:

“Seja peZ; p éprimo se e somente se:

) p20,pzlep#-le

7

2) os Unicos divisoresde p sd@ao 1, -1, pe—p

iii) Quando um nimero natural ndo é primo? Como a defini¢ao
estabelece duas condigdes, para que um nimero ndo seja pri-
mo basta que ele nao satisfaga uma das condigdes. Assim, um
nimero natural » ndo é primo quando n=1, ou n=0, ou n
admite pelo menos um divisor diferente de 1 e diferente de n.
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Quando n € N, n > 1 e n admite pelo menos um divisor
diferente de 1 e diferente de n, dizemos que n é um nimero
composto. Desta forma, um niimero composto em N é aquele
que pode ser expresso como um produto de nimeros naturais,
com fatores diferentes de 1 e do préprio nimero. O mesmo
ocorre em 7Z:um numero inteiro k é composto quando |k| >1
e k pode ser expresso como um produto de inteiros, com fato-
res diferentes de 1, —1, k e —k (veja a defini¢cdo de divisor no
inicio do capitulo).

Por exemplo, —99 é um nimero composto pois

[-99[=99>1 e —99 =(-3).33.
Numeros primos: resultados importantes

As proposigOes a seguir sao ferramentas essenciais em nosso estudo
dos nimeros primos. Elas serdo tteis na resolugao de exercicios e
como argumentos na demonstracao de outros resultados.

Proposicao 1. Dois € um nimero primo em N.
Demonstracao.

Seja b e N um divisor de 2 ; entdo existe c e N tal que 2 =b.c. Pela
propriedade D7 (Capitulo 3) temos que b=|b|<[2|=2.Se beN" e
b <2 devemos ter b=1ou b=2. Assim, os unicos divisores de 2
em N sdo 1 e o proprio 2. Logo, 2 € primo em N.

Observacao 1. Dois é também primo em Z, bem como -2. Dois e
seu oposto sdo 0s unicos primos pares em 7 .

Proposicao 2. Se n é um niumero inteiro e |n| >1, entdo n admite um
divisor primo.

Demonstracao.

Sem perda de generalidade, faremos a demonstracdo em N. Seja n
um numero natural, n>1, e consideremos o conjunto S dos divisores
de n que sdo maiores doque 1, S={xeN/x>1e x|n}. Note que
S+, uma vez que neS.Como ScNeS=#J, o Principio da
Boa Ordenacdo em N nos garante que S admite um menor elemen-
to, ou seja, existe p e S tal que p <x para todo x €S . Mostremos
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agora que p € um numero primo. Para tanto, suponhamos que p
ndo o seja, isto €, suponhamos que existam numeros naturais b e ¢
tais que p=b.c,com b>1,c>1, b<pec<p.Como b|n e p|n
(pois peS), temos que b|n e portanto b€ S. Mas isto significa
que encontramos um elemento b€ S que € menor do que o menor
elemento de §, fato que ndo pode ocorrer! Logo, nossa suposicdo de
que p ndo € um numero primo revelou-se falsa, ou seja, podemos
afirmar que p € primo, como queriamos provar.

Proposicao 3. Sejam b e p nimeros inteiros com p primo. Entao:
i) se pnao é divisor de b, tem-se mdc(b, p) =1,

ii) se p é divisor de b, tem-se mdc(b, p) = | p|.

Demonstracao.

Seja d = mdc(b, p) . Por definicdo temos que d|b e d|p. Como p ¢
primo, devemos ter d =1 ou d =|p|. Se p nao ¢ divisor de b entéo
ndo podemos ter d = |p| e portanto d =1. Se p € divisor de b, como
|p|>1, teremos d =|p|.

Proposicao 4. Sejam g, b e p nlimeros inteiros; se p é primo e p é di-
visor do produto a.b, entdo p é divisor de a ou p é divisor de b.

Demonstracao.

Hipotese: a, b e p sdo numeros inteiros, p € primoe p € divisor do
produto a.b.

Tese: p € divisor de @ ou p € divisor de b.

Por hipotese p € divisor do produto a.b, ou seja, existe x inteiro tal
que a.b= p.x.Suponhamos que p nio € divisor de a e provemos
que p € divisor de b. De fato: como p ndo € divisor de ae p €
primo, a proposi¢ao 3 nos garante que mdc(a,p)=1. Mas se p ¢
divisor de a.b e mdc(a,p)=1, p deve ser divisor de b (Proposicdo
4 do Capitulo 3), como queriamos provar.



4.2 O Teorema Fundamental da
Aritmética

De modo geral, aprendemos a fatorar niimeros na 5° série; a palavra
“fatorar” significa “transformar em produto”. Por exemplo, pode-
mos expressar o nimero 45 como um produto de 9 por 5. O pro-
duto 9.5 é uma fatoracido do nimero 45, ou seja, 45=9.5. Ainda na
5% série, aprendemos que esta transformacdo em produto pode ser
efetuada de modo que todos os fatores sejam niimeros primos. As-
sim, a fatoracdo em primos de 45 seria 45=3.3.5.

Teorema 1. Teorema Fundamental da Aritmética em N

Para todo niimero natural n > 1 existem niimeros primos p,,
Dy, Py, P, (r21),demodo que n=p,.p,.p;.....p, . Além
disso, esta decomposicao € tinica a menos da ordem dos fa-
tores.

Observacao 2. O teorema 1 nos garante que é sempre possivel fa-
torar um ndmero natural estritamente maior do que 1, de modo
que todos os fatores sejam niimeros primos. Além disso, o teorema
garante que estes primos sao tinicos, ou seja, ndo € possivel fatorar
um mesmo numero utilizando dois conjuntos distintos de fatores
primos. A demonstragao deste teorema decorre da Proposigio 2 e do
primeiro principio de indugao, que estudaremos no Capitulo 5.

Exemplos

1) Vamos fatorar 342 em fatores primos. Provavelmente vocé
ja conhece o procedimento: procurar os primos que sao divi-
sores de 342; é aconselhdvel experimentar os primos em sua
seqiliéncia: 2, 3, 5, 7,11, 13,... para termos a certeza de ndo es-
quecer nenhum (os critérios de divisibilidade sdo tteis neste
momento). Sabemos que 342 € par; logo, 2 é um divisor pri-
mo: 342=2.171. Mas 171 é divisivel por 3, 171=3.57. Assim,
342=2.171=2.3.57 . Vemos que também 57 é divisivel por 3,
istoé, 57=3.19.Logo,342=2.171=2.3.57=2.3.3.19.
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Observe que todos os fatores deste produto sao primos: esta
€ a decomposicao em fatores primos de 342. De modo geral
aprendemos a fazer estas divisoes na forma “vertical™

342|2
17113
57|3
191
1

9

A direita do traco vertical ficam os divisores primos; a esquer-
da, os quocientes das contas de dividir por estes primos. Lemos
assim: “342 dividido por 2 dé 171, que dividido por 3 resulta
57, que, por sua vez, quando dividido por 3 da 19, e o tinico
divisor primo de 19 é o préprio 19, pois ele é primo”. Ao encon-
trarmos o quociente 1 a decomposicao esta completa. Observe
que este procedimento “vertical” é apenas uma forma mais
simples de escrever as contas que vocé devera fazer para en-
contrar a decomposigao, permitindo que vocé visualize melhor
os divisores primos envolvidos. Apds fazer a decomposicao,
podemos agrupar os fatores primos repetidos usando potén-
cias; assim, a decomposigao de 342 é: 342=2.3.3.19= 2.3%.19.
Os primos 2, 3 e 19 sdo os tnicos primos envolvidos na fato-
racao.

2) Fatorar 540.

Utilizando o procedimento do exemplo 1, fazemos:

540
270
135

45

15
5
1

DN W W W NN

Assim, 540=2.2.3.3.3.5=2°3"5.

Observacao 3. No processo de fatorar, a ordem em que os divisores
primos aparecem nao precisa ser necessariamente crescente, uma
vez que a multiplicagdo é comutativa; no exemplo anterior, pode-se
comecar a fatoragao pelo primo 5, por exemplo:



Todo numero natural n
admite o 1 € o proprio
numero n como divisores.
Estes sdo chamados
divisores imprdprios de n.
Os outros possiveis divisores
de n sdo chamados divisores
proprios.

141

540
108

54

27
9
3
1

W W W NN W

A escolha da ordem crescente dos primos é apenas uma sistematica;
veremos mais adiante as vantagens desta escolha.

Exercicios propostos
1) Decomponha em fatores primos os nimeros:

36938, 9999, 583, 1890, 7183,10857, 9812, 51262, 20305.

2) Qual o menor niimero natural que possui cinco fatores primos
diferentes?

3) Fatore o nimero 270 e encontre todos os seus divisores.

Observacao 4. Note que, no processo de fatorar um ntimero natural,
descobrimos todos os seus divisores.

Por exemplo:
342=23°19.

Pela definicao de divisibilidade, sao divisores de 342=2, 3,19,
3*=9,23=6,2.3"=18,2.19=38,3.19=57,3%19=171,2.3.19=114,
e os divisores 1 e 342.

Pergunta. Como fatorar niimeros inteiros negativos?
Tomemos como exemplo o nimero —34. Utilizando as propriedades
dos niimeros inteiros do Capitulo 2, podemos escrever:
—34=(=1).34=(-1).2.17 = (-2).17 = 2.(~-17) .
Note que os primos envolvidos nas decomposi¢des acima sao (lem-
bre que —1 nao é primo!):
i) em —-34=(-1).2.17, os primos 2 e 17

ii) em —34=(-2).17, os primos -2 e 17
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iii) em —34=2.(-17), os primos 2 e —17.

Comparando estas decomposi¢oes com a decomposicao do niimero
34 (oposto de —34), que sabemos decompor, vemos que 34=2.17.
Assim, em valor absoluto, os primos na decomposicao de 34 e —34 sdo
os mesmos. Isto responde a nossa pergunta de como fatorar inteiros
negativos: em valor absoluto, os primos sao os mesmos da decom-
posicao de seu oposto positivo. Podemos entdo enunciar o Teorema
Fundamental da Aritmética no universo dos inteiros:

Teorema 2. Teorema Fundamental da Aritmética em Z

Seja b um numero inteiro diferente de 0, 1 e —1. Entao, exis-
tem nameros primos positivos p, < p, < p, <...< p, e exis-
tem nameros naturais «,,a,,q;,...,a, , tais que

b=E.p.py.p~

com E = 1 se b for positivo ou E = -1 se b for negativo. Além
disso, esta decomposicao é tnica.

Exemplo: Fatorar —240.

Para fatorar —240, fazemos —240 = (—1).240 e fatoramos 240 como ja
vimos. Vocé pode optar pela fatoragao “horizontal™:

240=24.10=3.82.5=32.222.5=2"35.
Entdo —240 = (-1).2*3.5.

Note que os primos que participam da fatoragao de —240 sdo os
mesmos que participam da fatoragao de 240=2,3 ¢ 5.

Observagao 5. A fatoragdo em Z também nos permite des-
cobrir todos os divisores de um nimero inteiro. Por exemplo,
—45=(-1).5.9=(~1).3’.5; seus divisores sdo os divisores de 45 e
os opostos destes divisores. Vamos lista-los:1, 3, 3° =9, 5,3.5=15,
3°.5=45 e seus opostos —1,-3,-9,-5,—15,-45 (um total de 12 divi-
sores, seis positivos e seis negativos).
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Exercicio resolvido

1) Determine o menor inteiro positivo x , de modo que o produto
de x por 6615 seja um quadrado.

Resolucao.

Lembre que um quadrado € o resultado do produto de um numero
por ele mesmo; por exemplo, 25=5.5, 36=6.6, 529=23.23 sdo
quadrados. Também dizemos “25 € o quadrado de 5". No exercicio,
devemos encontrar um inteiro positivo x de modo que x.6615 seja
o produto de um numero por ele mesmo. Sabemos que tanto x como
6615 podem ser fatorados, e a fatoracdo do produto x.6615 sera
o produto das fatoragoes; isto permitira descobrir "o que falta" para
termos um produto de um nimero por ele mesmo. Observe:

6615 =357 =32357=32723.5= (3.7).(37).3.5

3% e 7> ja representam produtos de um nimero por ele mesmo:
(3.7).(3.7). Esta "sobrando” um 3.5, ou melhor, esta “faltando”
outro 3.5 para que possamos ter o produto (3.7).(3.5).(3.7).(3.5),
que € o quadrado do numero (3.7).(3.5)=3.3.5.7. Note tam-
bém que 3.5=15 é o menor numero pelo qual devemos multipli-
car 6615=(3.7).(3.7).3.5 para obter um quadrado. Assim, para
x=3.5=15, o produto de x por 6615 ¢é igual ao quadrado de
3.3.5.7=315. Podemos escrever também

x.6615=15.6615=3.5.3".5.7 =3*5%7* =
=(3%5.7).(3%.5.7) = (3%.5.7)*.

Observacao 6. O exercicio que acabamos de resolver mostra que é
possivel saber se um niimero é um quadrado somente observando
sua fatoracdo. Por exemplo: 2*.3%.5° é um quadrado, pois podemos
escrever 2%.3%.5° =(22.3.5%)’ . Assim, podemos dizer que um niimero
€ um quadrado quando as poténcias dos primos de sua decompo-
sicao sao todas pares. (Note que estamos usando também uma das
propriedades de poténcia que vocé estudou no capitulo 2).

Exercicios propostos

4) Encontre o menor niimero inteiro positivo pelo qual devemos
multiplicar 6776 de modo que este produto seja a terceira po-
téncia de um niimero.
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5) Use a fatoracdo para determinar todos os divisores inteiros
dos nimeros:

a) 180
b) 351
0 3546

Teorema 3. (Euclides) O conjunto dos niimeros primos é infinito.

Antes de demonstrarmos este teorema, precisamos estabelecer a de-
tinicao de “conjunto infinito”. Para tanto, vamos definir quando um
conjunto é finito.

Definicao. Um conjunto 4 é finito quando podemos encontrar uma
correspondéncia bijetora entre 4 e o conjunto S = {1, 2,3, 4,...,n}.
Neste caso podemos expressar o conjunto 4 como 4 = {a,, a,, a;,...,a, }.

Observacgao 7. A correspondéncia bijetora que aparece na defini¢ao
consiste em podermos associar cada elemento de 4 a um tnico ele-
mento de S, e cada elemento de S a um unico elemento de 4.
E a mesma idéia da contagem, quando associamos cada objeto do
conjunto que pretendemos contar a lista 1, 2, 3,...,n. O ntimero n
é a quantidade de objetos contados. Assim, um conjunto € finito
quando podemos “contd-lo” e ele possui n elementos (sendo n um
ndmero natural).

Definicao. Um conjunto € infinito quando nao é finito.

Observacao 8. Note que, pelas duas defini¢des anteriores, um con-
junto possui apenas duas opgoes: € finito ou infinito. Assim, para
provarmos que um conjunto 4 é infinito, basta provarmos que nao
é finito, ou seja, que ndo é possivel encontrar uma correspondén-
cia bijetora entre 4 e um conjunto S = {1, 2,3, 4,...,n}. Geralmente,
para provarmos que um conjunto € infinito, supomos que a corres-
pondéncia bijetora existe e que sua existéncia nos leva a uma contra-
dicdo. Esta € a idéia da demonstragao do Teorema 3, apresentada nos
Elementos de Euclides. Existem outras demonstracoes deste teorema,
mas a de Euclides continua sendo a mais elegante. Sem perda de
generalidade, faremos a demonstracao em N.



Demonstracao do Teorema 3.

Suponhamos que o conjunto P dos numeros primos em N ¢ fini-
to. Entdo podemos expressar P como P = {pl.pz.p3.....pn} e estes
sdo todos os numeros primos naturais. Considere agora o numero
k=(p,.p,-p;.....p,)+1.Estenumero € um niumero natural e, pela Pro-
posicao 2, deve terumdivisor primo. Este divisor primo € um dos elemen-
tosde P :vamoschama-lo p..Teremos entdo que p, € um divisor de
k=(p,.p,-p;.....p,)+1 e € também umdivisorde p,, p,, p;,..., P,
uma vez que € um de seus fatores. Pela propriedade D6 de divisibi-
lidade (se um numero € divisor de uma soma e também de uma das
parcelas, entéo ¢ divisor da outra parcela), temos que p. € um divisor
de 1. Como o unico divisor natural de 1 € o préprio 1, concluimos
que p, €igual a 1, o que € uma contradicdo, pois p, € primo. Esta
contradi¢ao se originou do fato de supormos P um conjunto finito.
Logo, P ndo é finito, ou seja, € infinito.

Exercicios propostos

6) Prove que o produto de trés nimeros consecutivos € divisivel
por 6.

7) Mostre que o nimero a*+4 é composto para todo @ maior
que 1.

8) Se o resto da divisdo de um nimero primo por 3 é 1, mostre
que, na divisao deste nimero por 6, o resto também é 1.

9) Mostre que todo nimero primo maior que 2 é da forma
4k +1ou 4k +3.

10) (Deserto de primos) Considere a seguinte seqiiéncia de niime-
ros naturais, para » um nimero natural, n>1:

a,=(nm+1)+2
a,=(n+1)H+3
a,=(m+1)+4

a,=n+HH+(n+1) .

Mostre que a,, a,, a;,..., a, sao nimeros consecutivos e com-
postos.
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4.3 Aplicacoes da Fatoracao

O Teorema Fundamental da Aritmética nos garante que podemos
decompor um nimero inteiro em fatores primos (quando este nu-
mero for diferente de zero, -1 el) e esta decomposicao é tnica a
menos da ordem dos fatores. Expressar niimeros inteiros em produ-
to de primos nos permite obter informagoes importantes a respeito
destes niimeros, como quantos e quais sao seus divisores, se 0 nu-
mero é um quadrado, um cubo ou outra poténcia, um calculo mais
eficiente de mdc e mmc . Neste topico estudaremos como obter estas
informagoes por meio da fatoragao.

O estudo da divisibilidade ja feito no Capitulo 3 serd importante;
lembramos que quando fatoramos um nimero, por exemplo, 140,
escrevemos 140=2°5.7 e s6 com isto obtemos as seguintes infor-
macoes:

1) 140 é divisivel por
1,2,5,7,2°=4,25=10,2.7=14, 2°.5=20, 2°.7=28, 5.7 =35,
2.5.7=70,2%5.7=140.

2) os tnicos divisores primos de 140 sdao 2,5 e 7, uma vez que
outros primos nao aparecem na fatoragao.

3) os fatores do produto 2°.5.7 sdo relativamente primos dois a
dois, ou seja:

mdc(2*,5) = mdc(2*,7) = mdce(5,7) =1.

Faremos nosso estudo das aplicagdes com exemplos no universo dos
numeros naturais.

Calculo do mdc

Calcular mdc(1500,525)
Decompomos os niimeros 1500 e 525 em fatores primos:
1500=2%3.5"=2.2.3555
525=3.5"7=3557.

Analisamos os fatores primos comuns aos dois nimeros; sao eles
3.5.5=3.5%. Assim, 3.5% é divisor de 1500 e 525 e é o0 maior, pois 0s



outros fatores resultam nimeros relativamente primos: os fatores
2.2.5=20 de 1500 e o fator 7 de 525. Confirme que mdc(20,7)=1.
Observe que 3 e 5 sdo os fatores primos comuns de 1500 e 525, mas
o 5 aparece duas vezes na decomposicao dos dois niimeros; por isto
3.5° é 0 maior fator comum (ou divisor comum).

Logo, mdc(1500,525)=3.5.5=3.5"=75.
Generalizando este fato, podemos escrever:

“Sejam a e b nameros naturais. O mdc de a e b é o produto dos fato-
res comuns de a e de b, tomados com os menores expoentes.”
Calculo do mmc
Calcular mmc(825,315)
Decompomos os niimeros 825 e 315 em fatores primos:
825=3.5%11=3.55.11
315=3%5.7=3.3.57.

Como queremos um multiplo comum, os fatores primos que devem
aparecer no mmc sao todos os fatores primos envolvidos na decom-
posicao dos dois niimeros: 3,5, 7 e11. Mas, para que o mmc seja
multiplo de 825, o fator 5 deve aparecer duas vezes; como o mmc
também deve ser multiplo de 315, o fator 3 deve aparecer duas ve-
zes. Assim, o mmc sera 32.5%.7.11=17325.

Logo, mmc(825,315)=17325.
Generalizando:

“Sejam a e b nimeros naturais. O mmc de a e b é o produto de to-
dos os fatores primos que aparecem na decomposicao de a e de b,
tomados com os maiores expoentes.”

Numero de divisores

Quantos divisores naturais tem o niamero 234 ?

Decompomos 234 em fatores primos:

234=23%13
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Os expoentes que aparecem em cada primo da fatoragdo sao
1, 2 e 1. O ndmero de divisores naturais de 234 serd dado por:
1+1).(2+1).(1+1)=2.3.2=12. Vamos conferir os divisores:

1,2,3,13,3°=9,2.3=6,2.3" =18, 2.13 =26,

3.13=39,3%13=117,23.13=78, 2.3.13=234.

Note que a quantidade de divisores de um nimero depende da quan-
tidade de primos da fatoracdo e de quantas vezes cada um deles apa-
rece, ou seja, dos expoentes de cada primo.

Generalizando:

“Seja b um numero natural cuja decomposi¢ao em fatores primos
é dada por

a

a a -
b=p“.p,". ....p,
com p, < p, <...< p, primos e naturais.
Entao o nimero de divisores de b é:

db)=(a, +1).(ay +1). ... (a, +1).”
Observacao importante: Na decomposicdao b= p“.p,”.....p,* o0s
primos p,, p,, ..., p, sao todos diferentes! O resultado ndo vale se
deixarmos primos iguais como fatores da decomposigao.

Exercicios resolvidos

2) Sejam m=2°3’5%, n=2"3".5" e x=2"5". Escreva as condicdes
que devem satisfazer r, s e t para que n seja divisor comum
de me x.

Resolugdo. n=2".3"5" deve ser um divisor de m=2°3"5" e de
x=2"5". Para tanto, os primos comuns que aparecem na decom-
posicao de m e de x devem também aparecer na decomposicio de
n;sao eles: 2 e 5. Como 3 ndo aparece na decomposicdo de x, ja
podemos concluir que s=0.

Vamos analisar os expoentes r e t:

i) expoente r

m=22222235 ex=222225"
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2° ¢ a maxima poténcia de 2 que divide m e x; no entanto,
2°=1,2,2% 2° ¢ 2" também dividem m e x. Assim, devemos
ter 0<r<5,ouseja, r €iguala 0,1,2,3,40us5.

ii) expoente #
m=2°3"55ex=2"5555.

Analogamente, devemos ter ¢ iguala 0,1 ou 2.

Resposta. As condicdes para os expoentes sdo: » igual a0, 1,2, 3, 4
oub; s=0; ¢ iguala 0,10u 2.

3) Dados a=3°19.71*, b=2.3.19.61 e ¢ =2%19%71, determine:
a) mdc(a.b)
b) mmc(b,c)
Resolucao.

a) a=3.3.19.71.71; =2.3.3.3.3.3.19.61
mdc(a,b)=3.3.19=171

b) »=2.3.3.3.3.3.19.61; ¢=2.2.2.2.19.19.71
mme(b,c) =2%3°.19%.61.71

4) Qual o menor nimero natural de dois algarismos que admite
8 divisores?

Resolucgdo. Seja b o numero procurado, com d(b)=8. Como d(b)
€ um produto, vamos analisar as possibilidades de produtos que re-
sultam 8:

) d(b)=8=2.4=(1+1).3+1)

Neste caso, teriamos dois primos na decomposicdo e 0s expo-
entes dos primos seriam 1 e 3; como queremos 0 menor nume-
ro natural de dois algarismos, escolnemos 0os menores primos,
2 e 3, e destinamos o maior expoente para 0 menor primo.
Assim, b=2°3=24.

i) d(b)=8=22.2=(1+1).(1+1).(1+1)

Ja neste caso, teriamos trés primos na decomposicao, todos
com expoente 1. Os trés menores primos sdo 2, 3 e 5. Assim,

b=2.3.5=30
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Como queremos 0 menor numero, concluimos que o numero procu-
rado corresponde a possibilidade (i).

Resposta. O menor numero de dois algarismos que admite 8 diviso-
res ¢ 24.

Exercicios propostos
11) Achar um ndmero n sabendo que satisfaz as condigdes :
a) n éum cubo
b) n admite 16 divisores
¢) nadivisdo de n por 43, o quociente ¢ um nimero primo e

orestoé 1.

12) Considere a e b nimeros naturais nao relativamente primos,
cujo produto é 420 . Determine mdc(a,b) .

13) Qual o menor nimero natural que admite 20 divisores ?

14) Prove que se um nimero natural nao nulo tem um nimero
impar de divisores entdo ele é um quadrado.

15) Mostre que, se um nimero natural 4 é primo, entao o niimero
de divisores de a ¢ 2.

16) Determine r e s para que a=25"7" tenha 84 divisores.

17) Seja a um ntmero natural que nao é divisivel por nenhum
quadrado diferente de 1 (um niimero assim é chamado “livre
de quadrados”). Se r é o ntimero de fatores primos de a , mos-
tre que d(a)=2".

18) Um ntimero n decomposto em fatores primos é da forma
n=2"3"5". Ache o nimero n sabendo-se que se elimina 24
divisores quando dividimos n por 2, 18 divisores quando di-
vidimos n por 3 e 12 divisores quando dividimos » por 5.

19) Achar dois nimeros, um com 10 divisores e outro com 21
divisores, tal que seu mdc seja 18.
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20) Achar dois ntimeros aeb tais que a’+b*>=10530 e
mmc(a,b) =297 .

Resumo

Como dito na introdugao, estudamos neste capitulo nimeros pri-
mos, o Teorema Fundamental da Aritmética e diferentes estratégias
de calculo do mdc e mmc usando fatoragao. Vimos, também, que
a fatoracdo de um nimero permite-nos obter informagdes diversas
sobre o nimero como: quantidade de divisores, se o niimero é um
quadrado, um cubo ou outra poténcia.
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Capitulo 5

Principio de Inducao

Neste capitulo, estudaremos o Principio de Inducdo, um
método de demonstracio de teoremas aritméticos, ou,
mais rigorosamente, de resultados referentes as proprie-
dades gerais dos niimeros naturais. Muitas vezes, este é
o uinico instrumento adequado para a demonstragdo de
um resultado.

O método que vamos estudar é conhecido como “Primeiro prin-
cipio de indugao”, uma vez que existe um “Segundo principio de
indugao” que nao abordaremos aqui. Como vocé ja deve ter per-
cebido, demonstrar afirmagdes € uma pratica em matemaética; este
particular método de demonstra¢do acompanhara vocé até o final
do curso, aparecendo em, praticamente, todas as disciplinas de
conteiudo matematico. Uma caracteristica deste método é que ele
se aplica somente a afirmagoes referentes a sequéncia de nimeros
naturais 0, 1, 2, 3,... Veja alguns exemplos de afirmagdes que po-
dem ser demonstradas usando o Principio de Indugao:

1) 10" -1 é multiplo de 3, para todo niimero natural #, n>0.

2) 2" >n’, para todo numero natural n>5.
sen(2"" a)

3) cos2’a.cos2'a.cos2’a.cos2’a. ....cos2"a =
n+l
2" sena

, para
todo nimero natural n>0.

Vocé percebeu algo em comum nestes exemplos?

Todos eles sao de afirmagoes que sao verdadeiras para todo niime-
ro natural, a partir de um niimero natural dado: no exemplo 1, a
partir de 0, no exemplo 2 a partir de 5 e no exemplo 3 a partir
de 0. Como o conjunto dos nimeros naturais € infinito, ndo é
possivel fazer a verificacdo da veracidade de cada afirmacdo ex-
perimentando todos os niimeros naturais! E para afirmagdes como
essas que necessitamos do Principio de Indu¢dao. Em linhas ge-
rais, o Principio de Indugdo é um teorema que nos garante que
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afirmacoes deste tipo podem ser provadas para todo niimero natu-
ral a partir de um ndimero dado, sem verifica-los um a um, o que
seria impossivel. Ao contrario do que parece, ¢ um método dedutivo
de demonstragao. Vocé conhece o “efeito domind”? Basta um leve
toque no primeiro e todos os outros caem. E com esta idéia que vocé
vai comecar a trabalhar agora.

5.1 Principio de Inducao

Vocés ja viram na disciplina de Problemas - Sistematizagao e Repre-
sentacao que existem proposigoes (resultados) gerais e particulares.
Relembremos alguns exemplos de resultados:

1) Resultado geral: Todo ntimero natural terminado em 0 é divi-
sivel por 5. Resultado particular: 130 é divisivel por 5.

2) Resultado geral: Todo ser humano é mortal.

Resultado particular: vocé é mortal.

No primeiro exemplo, do fato de “Todo niimero natural terminado
em 0 é divisivel por 5” ser verdadeira, deduzimos que “130 ¢é divi-
sivel por 5”, também € verdadeiro, pois 130 termina em 0 (zero).
“Todo niimero natural terminado em 0 é divisivel por 5”

130 é um niimero natural terminado em 0.

Logo: 130 € divisivel por 5.

O raciocinio de passar do geral ao particular é chamado
“dedugao”. Se a afirmacdo é verdadeira no caso geral, tam-
bém sera em casos particulares.

Observemos os seguintes exemplos:

1) E possivel estabelecer um resultado geral para a soma dos “n”’
primeiros niimeros impares?

1+3+5+...+(2n-1)=?
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Vamos analisar casos particulares:

n=1, 1=1=1°

n=2, 1+3=4=27

n=3, 1+3+5=9=3"

n=4, 1+3+5+7=16=4
n=>5, 1+3+5+7+9=25=5"

E razoavel pensar que, ao somar n impares o valor da soma
serd n’, com ‘n’ sendo o niimero de parcelas somadas.

No entanto, esta é apenas uma conjectura. Existe um abismo en-
tre “provavelmente verdadeiro” e “absolutamente verdadeiro”.

E necessario um argumento 16gico que nos garanta a validade
da afirmacao:

1+3+5+...+(2n—1)=n’, para todo valor de n, n>1.

2) Observemos agora a afirmagao:

x=n’+n+41 é um nimero primo Vn>0.

Casos particulares:

n=0, = x=41
n=1, = x=43
n=2, = x=47
n=3 = x=53
n=4, = x=061
n=5 = x=71
n=6, = x=83
n=7 = x=97
n=8 = x=113
n=9, = x=131

-

Mas, para n =40, teremos
40° +40+41=40(40+1)+41=40.41+41=

=41(40+1)=41.41 é um numero composto!
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3)

Apesar de “parecer” verdadeira (e é para os primeiros 39 valo-
res de n), a afirmagdo ndo se verifica para todo n>0.
Analisemos as afirmagoes:

n’ —n é divisivel por 3,

n’ —n é divisivel por 5

n’ —n é divisivel por 7

Parece razoavel que n* —n é divisivel por k, Vk impar, Vn>1,
mas 2’ -2 =510 ndo é divisivel por 9!

Conclusao: Uma proposi¢ao pode ser védlida em uma série de
casos particulares e ndo ser valida em geral.

Questao: Como garantir que uma proposicao geral é verdadei-

ra para todo nimero natural 7, se ndo podemos experimentar
todos os valores possiveis de n’?

Resposta: As vezes (mas nem sempre) podemos garantir a va-
lidade aplicando um argumento especial, chamado “Principio

de Inducao”. Vamos aplicar este argumento em nosso primeiro

exemplo. Leia com atencgao.

Exemplos:

1) Prove que 1+3+5+...+(2n—1)=n", para todo n>1.

1°) Verificamos se a atirmacdo é verdadeira para o primeiro
numero natural envolvido, no caso n=1;

1=1? é verdadeiro.
Note que n =1 significa que estamos considerando a “soma”

de uma parcela.

2°) Sendo k um valor para o qual a afirmacdo é verdadeira,
k ftixo, k 21, verificamos se ela continua valida para k+1,
nimero natural que segue imediatamente.



Suponhamos que:
14+3+5+...+k-D)+Qk+1) = (k+1)*,

(ou seja, a igualdade é verdadeira para a soma de k parcelas
de nimeros impares).

Acrescentamos mais um impar a soma, ficando com k+1
parcelas impares. Nosso objetivo agora é provar a igualdade
143+5+...+(2k—-1)+(2k+1)=k?, isto é, que a nossa afirma-
¢ao original é verdadeira para k+1 parcelas. Note que o ni-
mero impar que segue 2k—1 € 2k +1.

14344+ QRk=D+QRk+1)=k> + 2k +1=(k +1)*.

esta parcela é igual a k*

Note que a dultima igualdade se deve ao fato de
(k+1)° =k’ + 2k +1 (Trindmio Quadrado Perfeito).

Assim, podemos garantir que a afirmacao vale para
n=1,n=2,n=3,... etc, isto é a afirmacdo é verdadeira para
todo n>1.

Observagao. Neste exemplo, fizemos nosso raciocinio de indugao
sobre a quantidade de parcelas (de niimeros impares) que estavam
sendo somados.

Em resumo, para provar que a soma dos primeiros ‘n’ nimeros
impares é igual a n*, para todo n >1, fizemos o seguinte:

1°) Verificamos que a igualdade era verdadeira para uma parcela

(n=1).

2°) Supomos a igualdade verdadeira para k parcelas, chamamos
esta suposicao de Hipétese de Indugao. Este fato nos levou a
concluir que a igualdade também era verdadeira para k+1
parcelas, ou seja, que a soma dos k +1 primeiros niimeros im-
pares era igual a (k+1)°.

Se provarmos a igualdade para o primeiro valor de ‘n” (n=1)
provamos que, valendo para um valor k£ fixo também vale para
k+1, podemos concluir que a igualdade é verdadeira para
1+1=2,2+1=3,3+1=4 etc; isto nos garante que a igualdade n ¢é
verdadeira para todo valor de n>1.
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2) 10" -1 é maltiplo de 3 para todo n>1.
Faremos a inducao sobre “n’, a poténcia de 10.
1°) para n=1,10'-1=9=3.3

Logo, 10' =1 é multiplo de 3.

2°) Hipétese de Indugao: Consideremos valido para & fixo,
k>1:10" -1 é multiplo de 3, ou seja, 10" —1=3y, para
algum y natural.

Nosso objetivo é mostrar que 10"' =1 também é multi-
plo de 3, ou seja, devemos mostrar a existéncia de um
ntimero natural x tal que 10" —1=3x. Para provar esta
igualdade, vamos desenvolver o membro da esquerda e
usar nossa Hipotese.

10" —1=10%10-1=
=10.9+1)-1=9.10" +10" —1=
—

HI
=9.10 +3y=3(3.10" + y) =3x.
%/_/

X

Logo, 10" —1 é multiplo de 3.

De 1°) e 2°) concluimos que 10" —1 é multiplo de 3 para todo
nxl.

3) 3" —1 é multiplo de 2, para todo n>1.

Para n =1 temos que: 3' —-1=2; 2 é multiplo de 2. Logo, vale
para n=1.

Hipétese de indugao: k fixo, k>1; 3¥-1¢é multiplo de 2, ou
seja: 3 —~1=2y, para algum yeN.

Nosso objetivo é mostrar que 3**' —1=3x para algum x natu-
ral. Analogo ao exemplo anterior, fazemos:

3 _1=3"3-1=3"2+1)-1
=23" 43" -1=23"+2y =
HI

=203 +y)=2x.

Logo: 3" —1 é multiplode 2, Vrn>1.



Vamos enunciar o Principio de Indugao:

Principio de Indugao
Seja a um namero inteiro.

Uma proposigao é verdadeira para todo inteiro n > a se sao
verificadas as condicoes:

1) A proposigao é verdadeira para a (o primeiro inteiro en-
volvido).

2) Admitindo a proposicao valida para um nimero & 2 q,
provamos sua validade para & + 1 (0 niimero consecutivo).

Mais exemplos

n(n+1)

4) 1+2+3+..+n= , Vn2>1 (n é a quantidade de naturais

consecutivos somados).

19 ne=t, D 24 o
2 2

2°) Hipétese de indugdo: para k fixo, k >1,

1+2+3+...+k=M.

Nosso objetivo, agora, € provar que a igualdade é verdadeira se
acrescentarmos mais uma parcela. Note que estamos fazendo
a inducao sobre a quantidade de parcelas somadas. Assim, o
que queremos provar € a igualdade,

1+2+...+k+(k+l)zw.

Vamos desenvolver o membro da esquerda e usar a hipétese
de indugao.

1+2+43+...+k+(k+1)= +(k+1)=

k(k+1)

HI 2
k k

_5(k+1)+(k+1)—(k+1)(5+1)—

B k+2,  (k+1)(k+2)
= (k4 =
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6)

Assim, a igualdade é verdadeira para k+1.

n(n+1)
2

Logo, 1+2+...+n= é verdadeira para todo n>1.
7 é divisor de 2" —1,Vn>0
1°) Para n=0,2*"~1=1-1=7.0=0. Logo vale para n=0.

2°) Hipotese de indugao: para & fixo, k>0, 7 é divisor de
2** -1, ou seja, 2% —1=7y, para algum yeN.

Nosso objetivo é mostrar que 2°**" —1=7x para algum xeN.

23(k+1) _1 — 23k+3 _1 — 23k'23 _1 —
:23k.8_1 :23k(7+1)_1:723k +23k _1:
[ —'

HI
=72%4+7y=72% +y)=Tx.
—

X

Logo, 7 édivisor de 2" -1,¥n>0.

1.2+2.3+3.4+...+n(n+1)=§(n+1)(n+2)n, Vn=>1

A inducdo aqui serd feita sobre o niimero de parcelas soma-
das.

1°) Para n=1, %(1+1)(1+2).1 :%(2)(3).1 =

w |

.1=2.1. Logo vale

para n=1 (uma parcela).
2°) Hipotese de indugdo: para k fixo, k=1,
1.2423434+...+k(k+1) =%(k+l)(k+2)k.

Nosso objetivo é provar a igualdade

(k+1)(k +2)(k +3)
S .

12+ +k(k+D)+(k+1)(k+2)=

Vamos desenvolver o membro da esquerda e usar a Hip6tese;
note que a parcela acrescentada é o produto (k+1)(k+2).
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12423+ +k(k+D)+(k+1)(k+2)=

:%(k+1)(k+2)k+(k+1)(k+2):

=(k+1)(k+2)Bk+1}:(k+1)(k+2)[?} _
(kD +2)(k+3)
3

Logo, 1.2+2.3+3.4+...+n(n+1)=%(n+l)(n+2)n, vn>1.

7) Demonstragao de Propriedades das Poténcias

Propriedade. Seja xe N*, n,m € N. Entao:

b) ()" ="

Antes de provar estas propriedades, vejamos primeiramente a
seguinte defini¢ao de poténcia de um niimero inteiro:

Definicao. Para “x’ um nimero inteiro e ‘n” um ndmero natural,

definimos:
x"=1 paran=0
x'=x paran=1

n

X" =x"x paran>1.
Exemplo. 5* =5°.5=(5%5).5=[(5.5).5].5=25.5.5=625

Note que esta é uma defini¢do “por recorréncia” como a definigao
de adicdo vista no capitulo 2.

Vejamos, agora, as demonstragoes:

a) Consideramos 'n ' fixo e fazemos a inducao sobre ‘m ".
1°) Para m=0, x"x" =x".1=x" =x"". Logo, a afirmacéo € ver-
dadeira para m=0.

n+k

2°) Hipotese de inducdo: para k fixo, k>0:x".x* =x
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Nosso objetivo € mostrar que a afirmacao € verdadeira para k+1,
ou seja, x".x*"' =x""**Y Para provar esta igualdade, vamos de-

senvolver o membro da esquerda e usar a Hipotese de inducao.
HI
X' =y =" )x =
Def'.
— x"+k.x — x(n+k)+1 — xn+(k+1) )

Logo, a afirmacéo ¢ verdadeira para todo n>0.

b) Consideramos ‘n' fixo e fazemos a inducéo sobre ‘m ":
1°) Para m=0, (x")’ =1 e x"* =x"=1. Logo, (x")’ =x"’ =1.
2°) Hipotese de Inducdo: para k fixo, k>0, (x")" =x"*.

Nosso objetivo € mostrar que a afirmacgéo € verdadeira para k+1,
ou seja, (x")*" = x"**V Para provar esta igualdade, vamos desen-

volver o membro da esquerda e usar a hipotese de indugao.

nNk+l _ n\k n llil nk _n a_)
XM =(x").(x") =x""x"=
— xnk+n — xn.(k+1)

Logo, a afirmacéo ¢ verdadeira para todo m >0.

8) Demonstragao da propriedade da congruéncia
Sejam a, b e m inteiros, m > 1.

Se a =b(modm) entdo, a" =b"(modm), para todo n>1.

Demonstracao:
1°) Para n=1, a afirmacéo ¢ verdadeira por hipotese.

2°) Hipotese de indugdo: Suponhamos a afirmacéo verdadeira para
k fixo, k>1: a* =b"(modm).

Nosso objetivo é mostrar que a"*' =b*"(modm).

Como a =bh(modm) por hipotese e a* =b* (modm) pela Hipote-
se de Inducéo, usando o item anterior temos:

a.a" =bb*(modm), ou seja,
ak+l = bk+1 (mOd m)

Logo, a afirmacéo € verdadeira para todo n>1.
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Exercicios propostos

1) Prove que: n’ —n é divisivel por 6, Vn>1.
2) Prove que: 11 é divisor de 23" +1,Vn>1.

3) Prove que: 142+2°+2°+..42""'=2"-1, Vn>1.

»  n(2n+1)(n+1)
- 6

4) Prove que: I’ +2°+3* +...+n , Vn>1.

5) Prove que: 2" >n*, Vn>5.

Resumo

Estudamos, neste capitulo, um método de demonstragao, chamado:
“Primeiro principio de inducao” que consiste do seguinte:

“Seja a um nimero inteiro.

Uma proposicao é verdadeira para todo inteiro n > a se sdo verifica-
das as condicoes:

1) A proposicao é verdadeira para a (0 primeiro inteiro envolvi-
do).

2) Admitindo a proposicao valida para um ntimero k > a, prova-
mos sua validade para k£ +1 (0 nimero consecutivo).”

Vocé deve ter percebido a tipologia das afirmagdes, para as quais,
o principio da indugdo se mostra como uma forma adequada e efi-
ciente para fazer demonstragoes.

Bibliografia comentada

SOMINSKI, I. S. Método de indu¢ao matematica. Sao Paulo: Atual,
1996.

Neste livro vocé encontra varios exemplos de resultados demonstrados pelo
método de indugédo estudado aqui.
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Capitulo 6

Numeros racionais

Neste texto, faremos um estudo do conjunto dos niime-
ros racionais a partir da idéia de fracdo. As operagoes
e a relacdo de ordem serido trabalhadas nas duas repre-
sentacoes: decimal e fraciondria. Também apresentare-
mos as propriedades relativas as operagoes.

6.1 Introducao

Os ndmeros racionais aparecem pela primeira vez nas séries ini-
ciais do Ensino Fundamental, com a idéia de “fragao”; na quinta e
na sexta séries do Ensino Fundamental o assunto é retomado sob
o ponto de vista de um conjunto numérico com operagoes pro-
prias e novos algoritmos. O que era o “pedaco de um todo” passa
a ser tratado como nimero. E um assunto que requer uma abor-
dagem cuidadosa para que o estudante possa fazer essa transicao
de modo natural. Muito importante também neste contexto sao as
diferentes representagdes de um niimero racional.

Historicamente, 0os nimeros racionais ja aparecem nos mais an-
tigos registros. Em 2000 a.C. os babilonios ja usavam fragoes, es-
sencialmente como as usamos hoje; aos egipcios se credita o pri-
meiro tratamento sistemético das fragdes (papiro de Rhind, cerca
de 1700 a.C.) referente a fracOes unitarias (fragdes com numerador
igual a 1). Os gregos possuiam notagdes especiais para as fragoes
(escreviam somente o denominador das fragdes unitarias) e os ro-
manos usavam em geral fragdes de denominador 12. Célculos
com frages constituiam a parte principal da instrugao matema-
tica nas escolas romanas. O modo atual de representar as fragoes
provavelmente originou-se na civilizagao indiana.

No século VI, o denominador era escrito acima do numerador,
sem o trago; por volta do ano 1000 de nossa era, os drabes in-
troduziram o traco separando numerador de denominador. Em
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1585, Simon Stevin apresentou ao ocidente a notacao decimal como
a conhecemos hoje, que se originou da representacao de uma fragao
como soma de fragdes cujos denominadores sao poténcias de 10 e
cujos numeradores sdo os algarismos. Esta nota¢do universalizou-
se somente no século XVIII, apesar das vantagens que tem sobre
a notacao em forma de fragao. Até hoje existem pequenas diferen-
cas relativas a notagao decimal; por exemplo, os americanos usam o
ponto e nds usamos a virgula para separar a parte inteira da parte
fraciondria: eles escrevem 2.1 e nds escrevemos 2,1 para represen-
tar dois inteiros e um décimo.

6.2 A idéia da construcao do conjunto
dos numeros racionais

A idéia da construcao do conjunto dos niimeros racionais é seme-
lhante aquela apresentada na construcdo do conjunto dos nime-
ros inteiros: utilizar o que “falta” em Z para gerar novos nimeros,
formando um conjunto mais amplo, no qual o “defeito” de Z nao
aparece. Mas qual é o “defeito”? O que “falta” em Z? Assim como
em N nem sempre podemos subtrair, em Z nem sempre podemos
dividir. Ou seja: as equagoes da forma a+x=5b com a e b naturais
nem sempre tém solugdo em N (s6 tém solucdoem N quando b>a)
e as equagoes da forma bx =a com a e b inteiros nem sempre tém
solugdo em Z (tém solugdo em Z quando b|a). Analogamente ao
processo do capitulo 2, “acrescentamos” ao conjunto Z todas as so-
lucoes das equagdes da forma bx=a com a e b inteiros. Vamos
observar as equagdes desta forma:

Ix=0 2x=0 3x=0 | - | (=Dx=0 | (2)x=0
Ix=1 2x=1 3x=1 (—Dx=1 (-2)x=1
Ix=2 | 2x=2 | 3x=2 | - | (<Dx=2 | (2x=2
Ix=3 2x=3 3x=3 | - (-Dx=3 (-2)x=3
lx=—1 | 2x=—1 | 3x=-1 | = | (<Dx=-1 | (-2)x=-1
Ix=-2 | 2x=-2 | 3x=-2 | = | (=Dx=-2 | (2)x=-2
Ix=-3 | 2x=-3 | 3x=-3 | = | =Dx=-3 | (-2)x=-3

Assim como nos outros
textos dessa disciplina,
aconselhamos o leitor
a estuda-lo com lapis
e papel na mao; uma
calculadora simples
também pode ser util.



As solugoes das equacoes da primeira coluna sao niimeros inteiros,
ou melhor, geram todos os nimeros inteiros; as outras equagoes que
tém solucao inteira estao sublinhadas e correspondem as mesmas
solucdes da primeira coluna. Observe que nao listamos equagdes do
tipo Ox =a quando a é diferente de zero, uma vez que qualquer na-
mero inteiro multiplicado por zero resulta zero: equagdes deste tipo
nao tém solucao no universo dos conjuntos numéricos. As equagoes
que restam nao admitem como solu¢do um nimero inteiro; sao es-
tas solugdes que iremos “acrescentar” ao conjunto Z . Mas observe
que em nossa listagem de possiveis equagdes temos equagoes com
a mesma solucgao; por exemplo, 2x=3 e (-2)x=-3. Ambas tém a
mesma solugdo, pois a primeira se obtém da segunda pela multipli-
cagao de um mesmo niimero em ambos os membros, o que nao alte-
ra a equacao. Assim, ndo serd preciso acrescentar todas as solugoes
correspondentes as equagoes da tabela. Vamos listar estas equagoes
equivalentes em colunas:

2x =1 2x=3 (—2)x=1 (—2)x=3
4x =2 4x =6 (-4)x=2| (-4)x=6
6x=3 6x=9 (-6)x=3 | (-6)x=9
(2)x=-1] (-2)x=-3 2x=-1 2x=-3
(-4)x=-2| (-4)x=-6 4x =-2 4x = —6
(-6)x=-3| (-6)x=-9 6x=-3 6x=-9
1 3 . _1 3
2 2 2

E claro que nao podemos listar todas as possiveis equagdes, mas a
tabela acima mostra-nos um padrao; todas as equagoes da primeira
coluna tém a mesma solugdo, isto é, um nimero que multiplicado

. ) 1 . )
por 2 resulta 1. Este novo ntimero sera denotado 5 Assim também

acontece nas outras colunas. Cada uma delas vai gerar um novo nu-
mero que ndo é inteiro. De modo geral, observando as duas tabelas,
se a equacao é bx=a com a e b numeros inteiros e b diferente de

zero, sua solugao serd denotada por %. O conjunto resultante da

ampliacdo que acabamos de fazer é o conjunto dos niimeros x que
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sao solugdes de uma equacdo da forma bx=a, com a e b inteiros
e b diferente de zero. Este novo conjunto, chamado “conjunto dos
numeros racionais” é denotado Q.

Simbolicamente, representamos o conjuntoQ por:

@={%/@beZb¢O}.

Observacao 1. Note que:

1) Z= {%/ ae Z} c Q, conclusdao que resulta da ampliagdo que
fizemos.

2) a natureza dos elementos de Z e do novo conjunto Q sao di-
ferentes. Por este motivo nao poderiamos afirmar que Z Q.
No entanto, como podemos identificar Z como um subconjun-
to de Q, usamos Z c Q. Veremos logo a seguir que a estru-
tura de Z (operagoes, propriedades e ordem) se mantém nesta
nova representagao.

~ ~_a . . .
Observacao 2. Na representacio — de um numero racional, a é o
numerador e b é o denominador.

~ . . a .
Observacao 3. Note que um niimero racional 5 ¢ igual a zero quan-
do seu numerador € igual a zero.

Tarefa

Pesquise qual a origem das palavras numerador e denominador.

Comentarios:

1) Sobre fragdes como parte de um todo. De modo geral, o pri-
meiro contato dos alunos com os niimeros racionais se d4 atra-
vés da idéia de fragao, como uma quantidade que representa
uma parte do todo. O universo de trabalho neste nivel é o con-
junto dos niimeros naturais, e “divisao” significa divisao exata
(o algoritmo da divisdo com resto zero).



2)

Alguns exemplos

1 ~ .
a) 5 maca representa a quantidade correspondente a um
dos pedacos que resulta da divisao da maga em duas partes
iguais.

b) % de 30 balas representa a quantidade correspondente a

um dos “pedacos” que resulta da divisao de 30 por trés, ou
seja, 10 balas.

2 . .
o) 3 de 100 reais representa a quantidade correspondente a

dois dos pedagos que resulta da divisdo de 100 reais por 5,
ou seja, 2.(100+5)=2.20 =40 reais.

~ . . ... 3 6
Sobre fracoes equivalentes. Os nimeros racionais 2 e —

8
provém das equagdes 4x =3 e 8x =6 respectivamente. Como
8x =6 resulta da multiplicacdo por 2 em ambos os membros

de 4x=3, % e g sao duas representagdes do mesmo niimero racio-
6 . 3 e
nal. Note que 3 se obtém de " pela multiplicacao por 2 do

. 6 3 ~ .
numerador e do denominador; 3 e 7 sdo fragdes equivalentes.

Pensando em uma fragdo como parte de um todo, dividir o
todo em 4 partes iguais e tomar 3 resulta na mesma quantida-
de obtida se dividirmos o todo em 8 partes iguais e tomarmos
6 . Veja o classico desenho que aparece nos livros didéticos:

[l e loefgefoe] | |
[ 3 [3r zef{xe 3| !

-3 12 9

~ . . 3
Outras representagdes do niimero racional 1 sao: —, —, —, etc

4716”12’

Vocé deve ter percebido que um nimero racional tem entdo uma in-
finidade de representac¢des; podemos escolher trabalhar com aquela
que for mais adequada, dependendo da situacao. Por exemplo, se
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, 5 . .
temos o nimero — e necessitamos trabalhar com denominador 45,

) 55 25 .5 25
podemos substituir = por —=— pois —=—.
9 59 45 9 45

Exercicios propostos
1) Subtraindo-se um mesmo niimero do numerador e do deno-

: .8 ) ~ : 8
minador da fragao X obtém-se uma fracdo equivalente a o ?

2) Desenhe um segmento de 12 cm de comprimento e marque os
numeros de zero a 12. Associe cada uma das fragdes seguintes

a um ponto do segmento: 2 de 12, 2 de 12, l de 12, i de
4 6 14 24

12el de 12.
4

~ , . . p 3
3) Que fracdo da hora é o minuto? Quantos minutos hd em 3 de
hora?

4) Quantos meios litros ha em 5 litros e meio?

5) Existe uma fra¢do equivalente a um ter¢o com denominador
10?

) . 2
6) Soma-se 7 ao denominador da fracdao e Quanto se deve so-

mar ao numerador para obter uma fragao equivalente?

6.3 Operacoes em QQ

Para definir as operagdes em Q, usaremos as operacdes em Z e
suas propriedades (capitulo 2), propriedades estas que nao gostaria-
mos de “perder” no processo de ampliagao. Considerar um nimero
racional como solugdao de uma equagdo nos permite encontrar uma
maneira de operar os novos nimeros de modo que a estrutura de
Z se mantém também em Q. E como se fizéssemos o processo de
operar “de trds para frente”: considerando que as propriedades de
Z se mantém em (Q, como posso operar com 0s NOVOS NUMeros?



6.3.1 Adicao em Q

Consideramos dois nimeros racionais x e y. Como os elementos
do conjunto Q sdo solugdes de equacgoes, temos que existem a,b,c e
d inteiros, b e d nao nulos, tais que

1) x ésolucao de bx=a
e

2) y ésolucaode dy=c.

Pergunta: qual a equagao que tem x+ y como solu¢ao? Ou seja, para
quais inteiros p+¢, com g #0, temos g(x+ y)= p? Multiplicando
ambos os membros da equacgao 1) por d e ambos os membros da
equacado 2) por b, e considerando que estdo mantidas as proprie-
dades associativa, comutativa e distributiva em Q (pois x e y sao
racionais), obtemos:

3) bdx=ad e
4) bdy =bc

Adicionando membro a membro temos:

bdx +bdy = ad + bc
bd(x+y)=ad +bc

Assim, x + y ésolucaodaequacao bd(x + y) = ad + bc . Osinteiros que

estdvamos procurando sao g =bd # 0 (pois b e d sao ndo nulos), e

p=ad+bc,ouseja, x+y ésolucao da equacao (bd)(x+y)=ad +bc
ad + bc

e é representado em Q como . Isto nos indica como definir

a adicaoem Q:

e . . . .a c
Definicao. Dados dois niimeros racionais 3 e 7 com a,b,ced

inteiros, b # 0 e d # 0, definimos sua soma como:

Observacao 4. Nesta soma de fracdes nao estranhe o fato de nao
precisarmos do mmc dos denominadores. Acompanhe os exemplos
a seguir.
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Exemplos

2 §+E_3.6+8.13_18+104_122
8 6 8.6 48 48

Se a soma for feita com o mmc dos denominadores 8 e 6, tere-
mos: mmc (8,6) =24 e as fragdes equivalentes com denomina-
33 9 134 52

dor24s3ao —=— e —/—="",
83 24 64 24

. 3.13_9 52 6l

Entao —+—=—+—=—.

8 6 24 24 24

61 122 .
Como a = E' pois 61.2=122 e 24.2 =48, obtemos 0 mesmo
resultado.

5 3,1 3074717 _17.6+7) _10
17 17 17.17 1717 17’

Observe que na ultima igualdade estamos usando o fato de
1710 10 . 4

l e — sdo equivalentes. Observe também
17.17 17

que, como os denominadores das fragdes que queremos somar

que as fragoes

sdo iguais, basta somar os numeradores e considerar o mesmo
denominador.

37+16 27
1.7 7

6) 3+§:é
7 1

6
+ J—
7
(Observe que para efetuar o algoritmo da adigdo em Q preci-

. L 3
Samos representar o0 numero inteiro 3 como T )

. 6 6
Um ntimero como 3+ - pode ser anotado por 37 e é chamado
um nimero misto. De modo geral se ¢, a e b sdo inteiros, o

. a a
numero qz representa a soma g +; .

Propriedades da adicao em Q

Assim como em Z, a adicao de nimeros racionais é associativa e
comutativa (propriedades Al e A2). Q também possui as proprie-
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dades da existéncia do elemento neutro e da existéncia do oposto,
que vamos detalhar a seguir. Assim, em relagao a adi¢ao, Q admite
as mesmas propriedades que Z .

A3) Para todo niimero racional a (com a e b inteiros e b#0),
. . . a 0 a
existe o nimero racional — tal que —+—=—.
1 b 1 b
Demonstracdo. O “candidato” a ser o elemento neutro da adi¢do em

. . . , 0
Q € o numero inteiro 0, que em Q ¢€ representado por n (pode-

riamos ter escolhido qualquer outro denominador, mas 1 € o mais
conveniente neste caso; lembre das fracoes equivalentes!). Vamos ve-
e ) ... a 0 al+b0 a+0 a
rificar que ele satisfaz a condi¢do: —+—= = =—.

b 1 b.1 b b

(Note que usamos as propriedades das operacdes em Z no numera-
dor).

0
Anotaremos o elemento neutro n por 0, como em Z.
[

A4) Para todo niimero racional % (com a e b inteiros e b#0),

. . . r a r
existe um ndmero racional — tal que Z+ —=0.
S S

N . . r
Demonstracao. Estamos procurando um numero racional — que so-
S

a
mado com z resulte zero; observemos que:

r _as+br 0

a
b s b.s 1
Mas a ultima igualdade ocorre quando a.s+b.r =0, ou seja, quando
« a , . .
a.s € b.r sao opostos. Como 3 ¢ 0 numero dado, quais valores de-

verdo tomar s e r para que a.s =—(b.r)? Fazendo s=b € r=—a
obtemos: a.b=-[b.(—a)], uma afirmacdo verdadeira pelas proprie-

dades das operacoes em Z (verifique!). Assim, o oposto de % em Q

é _Ta: —%. Note que ib também pode ser o oposto de %, uma vez

—a a
ue — =— (por qué?).
que —==—- (por qué?) i}



6.3.2 Subtracao em Q

A subtragdo em Q é definida como em Z : subtrair é somar o opos-
to.

e ., . .. .a ¢
Definicao. Dados dois nimeros racionais 3 e 7 com a,b,ced

inteiros, com b #0 e d # 0, definimos sua diferenca como:

a ¢ a c ad —bc
2_2-24(-5-
b d b d bd
Exemplos
4 5 4 5. 4 -5 46-95 24-45 =21 21
9 6 9 6 9 6 9.6 54 54 54
8) 7_221_227.8—3.1:56—322‘
8 1 8 1.8 8 8
o 1_5.1-5_2
4 4 4

Exercicios propostos

7) Uma piscina é enchida por duas torneiras. A primeira, sozi-
nha, encheria a piscina em 2 horas, e a segunda, em 5 horas.
Que fragao do tanque é enchida pelas duas torneiras em uma
hora?

8) Numa receita de biscoitos, os ingredientes sao:

* um décimo de quilo de agtcar;
* um quinto de quilo de margarina;

* um quarto de quilo de farinha de trigo.

Qual o peso total dos ingredientes para uma receita? Quanto
serd necessario de cada ingrediente para duas receitas? Qual a
massa total dos ingredientes para duas receitas?

9) A quadra de volei tem 20% metros de comprimento por 12%

metros de largura. Quantos metros a mais tem o comprimento
em relac¢do a largura?



10) Quanto se deve subtrair de cada uma das fracoes %, %, %, %
para se obter um inteiro?

11) Ligia saiu de casa as 8 horas e 15 minutos. Levou meia hora
para chegar a escola, teve 3 aulas de quatro quintos de hora e
telefonou para sua mae busca-la na escola. A que horas Ligia
telefonou, sabendo que ela ligou imediatamente ap6s a terceira
aula?

6.3.3 Multiplicacdo em Q

Consideramos dois nimeros racionais x e y. Da mesma forma como
fizemos para a adigao, temos que existem a, b, c e d inteiros, b e d nao
nulos, tais que:

1) x ésolucaode bx=a e

2) y ésolucaode dy=c.
Pergunta: qual a equagao que tem x.y como solucao? Ou seja, para
quais inteiros p e ¢, com g #0, temos ¢g(x.y)=p? Multiplicando
membro a membro as equagdes 1) e 2) e considerando que as pro-

priedades associativa e comutativa se mantém em Q (pois x e y
sdo racionais), obtemos:

(bx).(dy)=a.c
bd(xy)=ac.

Esta é a equacao cuja solucdo € x.y; o produto x.y serd representado

em Q por %. Podemos entdo definir:

N ., . .. .a ¢
Definicao. Dados dois ndmeros racionais E e E’ com a,b,ced

inteiros, b e d nao nulos, definimos seu produto como:

ac_a
bd bd
Exemplos
o) LA 14 _28
119 119 99
3l 313
4 14 4
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12) 2. L=20o22 35,

57 57 35
11 1

O exemplo 12 nos mostra que, ao multiplicarmos em Q dois ntime-
ros inteiros, o resultado é ainda um nimero inteiro.

Propriedades da multiplicacao em Q

Assim como em Z, a multiplicacdo de niimeros racionais € asso-
ciativa e comutativa (propriedades M1 e M2). Q também possui a
propriedade da existéncia de elemento neutro para a multiplicagao.
Além disso, com a ampliacdo, ganhamos uma nova propriedade: a
existéncia do elemento inverso. Vamos detalhar a seguir estas duas
propriedades:

M3) Existéncia do elemento neutro. Existe um ndmero racional

r ra_a . . a
— tal que —-—=—, para todo ntimero racional —.
s s b b b

Demonstracao. E razoavel pensar que o elemento neutro de Q para
a multiplicacdo sera o mesmo de Z, como aconteceu na adicao. Es-

L1 : -
colhemos para 1 a representacdo —. Lembre-se que existe uma infi-

nidade de representacgdes para o inteiro 1: I’ 5, _—z, ---. Toda fracéo

da forma — para k inteiro ndo nulo € uma representacao do inteiro
1. Vamos verificar o que ocorre:

l.a

a a
b 1b b

—_ | —

Observe que o inteiro 1 fez o seu papel de elemento neutro (em Z)
no numerador e no denominador. Assim, o elemento neutro de Q

TSR
para a multiplicacao é 1 que anotaremos como 1.

A propriedade que vamos estabelecer a seguir ndo ocorre em Z.
Quando ampliamos Z, “ganhamos” mais uma propriedade para a
multiplicacdo, que ira fornecer a Q uma nova estrutura (diferente
de Z) e que nos permitird definir uma nova operacao (a divisao).
A propriedade nos diz que, para todo niimero racional ndo nulo x,
existe um racional y tal que x.y=1; y é chamado o inverso de x.



Observe que este fato s6 ocorre em Z quando x=y=1ou x=y=-L

M4) Existéncia do elemento inverso. Para todo nimero racional

- a . , . c a c
nao nulo 7 existe um nimero racional 7 tal que 7 =1.

Demonstragao. Antes de iniciar a demonstracdao vamos fazer algu-
mas “experiéncias”:
. 5 . . c o
1) Para o racional —: qual o ndmero racional 7 que multiplicado

5

por 3 resulta 1?
5c S.c .

Para que ocorra —-— =1, devemos ter — =1, ou seja, as fra-
8 d 8.d

. Sc 1 . . ~ .

cOes -~ e a0 equivalentes. Mas as fra¢des equivalentes a

1 . . L . <

— sdo aquelas cujo numerador € igual ao denominador; entao

teremos 5.c=8.d, com ¢ e d nimeros inteiros. Esta igualda-

. . 5 .
de ocorre para ¢ =8 e d =5. Assim, o inverso de 3 em Q éo

, 8
numero 3

2) Para o racional 9:%, seu inverso sera é, uma vez que
0.1 21,
9 9

Vocé ja deve ter percebido o que estd acontecendo. Vamos forma-
lizar a idéia fazendo a demonstracao, isto €, exibindo um namero

racional que multiplicado por % resulte 1.

. . . a «
De fato: considere o racional ndo nulo 3 Sabemos que a e b sdo
inteiros e que b #0; como o racional é ndo nulo, também teremos

. . b, , .
a#0. Isto nos permite afirmar que — € um numero racional, tam-
a

, . ) b ) ) a
bém nio nulo. Assim, — é nosso candidato a ser o inverso de Z
Vamos verificar:
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) a , b
Desta forma, o inverso de — é —.
a

-1 -1
Notag¢ao. Denotamos o inverso de % por (%j ,1sto €, (%) = 2
a

Observacao 5. Note que o inverso de um niimero racional existe se,
e somente se, o racional é nao nulo!

Vamos agora definir uma nova operagao em Q: a divisao. Note que
o Algoritmo da Divisao que estudamos no capitulo 3 ndo era uma
operagao em Z , mas uma relacdo entre dois niimeros inteiros.

6.3.4 Divisao em Q
p

, . .. a .
Dados 0os nimeros racionais, — e =~ com P, 0, definimos:
q q

a.p_a(p) _aq_a
b q blg b p bp
Exemplos
15 5.7.54_20
13 4 137 91
w L li L
4 43 12
15 3xl3,1.32.6 ¢
2 12 11 1

Observacao 6. A operagao divisdo ndo € associativa, ndo é comuta-
tiva e nao possui elemento neutro. Note que, assim como subtrair é
“somar o oposto”, dividir € “multiplicar pelo inverso”.

6.4 Fracoes irredutiveis

Vocé ja sabe que cada nimero racional possui uma infinidade de
representacoes na forma de fragdes. Mas uma delas é especial, e
bastante conveniente em muitos casos: sao as chamadas fragoes ir-
redutiveis.
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Definicao. Sejam a e b nimeros inteiros com b diferente de zero.

Uma fracao % é irredutivel quando mdc (a,b)=1.

O resultado a seguir nos diz que todo niimero racional possui uma
representacao na forma de fragao irredutivel.

. : a
Teorema. Todo nimero racional x pode ser expresso na forma 3
com mdc (a,b)=1.

Demonstracao.
. . . r S
Seja x um numero racional na forma —, com r € s inteirose s #0.
s
Como r e s sdo inteiros, existe o mdc (r,s), que chamaremos d ,
e existem a e b inteiros, b#0, tais que r=d.a, s=d.b e mdc
(a,b)=1. Entéo

r_da_da_ja_qa
s db d b b b
Logo a representacdo irredutivel de T e %.
N

Observacao 7. A demonstragao do teorema nos ensina como encon-
trar a representacdo irredutivel de um nimero racional. Veja um
exemplo: qual a representa¢do na forma de fragao irredutivel do ra-

cional % ? Fazemos inicialmente mdc (32,20) =4 (se vocé esqueceu

como calcular o mdc volte ao capitulo 3 ). Entdo 32=4.8 e 20=4.5,

com mdc (8,5)=1. Assim a fracao irredutivel equivalente a 32 é 8 ,
20 5
.32 8
ouseja, —=—.
20 5

6.5 Sobre a simplificacao de fracoes

“Simplificar uma fracdo” é encontrar sua forma irredutivel; de modo
geral ndo calculamos o mdc; vamos eliminando os fatores comuns

, - ) . ) 3
até que ndo seja mais possivel. Por exemplo, para 30 fazemos:

32_216_16_28_8 . Este procedimento esta correto, pois o que

20 210 10 25 5
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fizemos foi “eliminar” o maior fator comum dos dois niumeros (0
mdc), resultando na fracao irredutivel. No entanto, simplificar uma
fragdo nao é um procedimento “obrigatério”: ndo podemos dizer

~ 36
que um estudante errou a questdo se sua resposta for 1 um ra-

cional que ndao é irredutivel. Se o professor deseja que o estudante
“simplifique” a fracdo, ele deve dizer explicitamente: “dé a solucao

. NI 36 18 .
em sua forma irredutivel”. Nao podemos esquecer que I e e sao
representacoes do mesmo nimero racional.

6.6 Sobre a nomenclatura das fracoes

E comum nos livros didéticos aparecerem nomes especiais para cer-
tos tipos de fragdes; vamos explicitar alguns deles:
a 1 8 45
1) Fracao propria: — quando a <b . Exemplos: —, —, —.
) Fragao prop b 9 ¢ P S 147 123
a 4 7 456
2) Fracao impropria: — quando b < a . Exemplos: —, —, —.
) Fragdo imprépria: -~ q a plos: = 75 150

3) Fragdao decimal: quando o denominador é poténcia de 10.

3 9 56
Exemplos: —, —, —.
10" 100 1000
4) Fracao aparente: quando o numerador é multiplo do denomi-
nador. Exemplos: ﬁ, @, %
50 7
5) Fracdo wunitaria: quando o numerador é 1. Exemplos:
1
101107 56

Exercicios propostos

12) Quanto € a terca parte de um meio?

13) Numa sala ha 20 alunos. Hoje estao presentes trés quartos
dos alunos da classe e, dos presentes, dois quintos irdo ao zo-
olégico. Quantos alunos estao presentes hoje? Quantos irdo ao
zoologico?



14) Uma jarra tem a capacidade de dois tergos de litro. Quando
a jarra estiver cheia até sua metade com suco, quantos litros
contera?

15) Num mapa da cidade, 1 cm representa 10 quilometros. Uma

A 3 1A
distancia de lg c¢m no mapa corresponde a quantos quilome-
tros?

16) Uma garrafa contém dois tercos de litro. Quantos litros con-
tém 9 garrafas iguais a esta?

17) Qual o ntimero que multiplicando por dois quintos resulta
como produto sete oitavos?

18) Quantos centésimos tem um décimo?

19) Quantos cinco décimos ha em 8 inteiros?

20) Um tanque contendo 750 litros de dgua esta apenas com seis
décimos de sua capacidade. Quantos litros de dgua haveria no

tanque se estivesse cheio? Quanto falta para enché-lo?

21) O que é mais barato: 6 laranjas por 0,34 reais ou 8 laranjas
por 0,41 reais?

22) Se um piloto corre a 200 Km/h, quantos metros percorre num
segundo, supondo que sua velocidade seja constante?

23) Dos 3 restantes de um bolo, comi % Que fracdao do bolo
comi?

24) Que fra¢ao devo somar a % para obter g?

25) Qual o nimero que multiplicado por % resulta, como produ-

to, 3?
5

26) Quanto se deve subtrair de % para se obter a terca parte de %?
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27) Uma pega de fazenda, depois de molhada, encolheu % de
seu comprimento, ficando com 39 metros. Quantos metros ti-

nha esta peca antes de encolher?

. . . . 2
28) Imagine um recipiente de um litro ocupado até seus 3 com
guarand. Supondo que se queira distribuir esse guarand em
. . 1 . .
copos, cuja capacidade é 3 de litro, quantos copos ficarao

cheios e que fracao de copo sobrara?
29) Quantos oito décimos hd em 16 inteiros?

30) A fortuna de Joao foi dividida da seguinte forma: um quinto
para seu irmao mais velho, um sexto do restante para seu ir-
mao mais novo e partes iguais para cada um de seus 12 filhos.
Que fragao da fortuna cada filho recebeu? Dé a resposta na
forma irredutivel.

31) Em um mapa, um centimetro representa dezesseis quilome-
tros. Qual a distancia real representada por cinco centimetros
e meio?

32) Mostre com exemplos que a divisao nao é associativa e nao é
comutativa. Mostre também que nao vale a propriedade distri-
butiva da divisao em relacao a adicao.

33) Expresse em fragOes irredutiveis cada uma das expressoes:

a) 107" +157+6.7"+(4.8)"

b) 47 +5107"+7.147 +(8+5)".
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6.7 Relacao de ordem em Q

Como comparar nimeros racionais? Por exemplo: quem é maior, 3

5 . L
ou g ? Vamos marcar sobre a reta alguns numeros racionais:

1 2
3

4
3 3

2
3

-2 -1

3 -
2

1 1
2 2

As fragOes unitérias (com numerador igual a 1) sdo partes de um
inteiro e estdo entre zero e 1. Para outros racionais nao inteiros, uti-

liza-se a mesma idéia dos multiplos em Z: —

2.l ou ainda, dois
3 3
0

é
a
b

1 . .
“pedacos” de —. Generalizando, um ntimer corresponde a “a

pedacos de %”.
Nosso objetivo é ampliar a relacdo de ordem que ja tinhamos em

Z , “acrescentando” os racionais nao inteiros na reta, mantendo a
ordem dos inteiros.

A relacao de ordem em Q sera definida levando em conta o fato de
que ja conhecemos os nimeros inteiros positivos: Z: ={1,2,3,...}.

e~ . : a . .. . .
Defini¢ao. Um ntimero racional 5 ¢ positivo quando a.b é um nui-
mero inteiro positivo.

Observacao 8. Lembre-se dos resultados ja estudados no capitulo 2:

i) O produto ab € positivo quando a>0 e >0 ou quando
a<0eb<0.

ii) O produto a.b é negativo quando a>0eb<0oua<0eb>0.

iii) O produto a.b é zero quando a=0 ou b=0.

Fazendo uma analogia com os inteiros, temos:

, . a , . ..
e Um nimero racional 5 € nao positivo quando ab<0 ou
ab=0.
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. . a .
¢ Um nimero racional 3 é negativo quando a.b <0.

. . a . . .
* Um nimero racional — é nao negativo quando ab>0 ou

b
ab=0.
Podemos entdo definir em @Q o conjunto dos “racionais positivos”,

Q. = {%/ ab > 0}. Os axiomas de ordem sao os seguintes:

AQ1) As operagoes de adigao e multiplicacdo sao fechadasem Q' ,
ou seja: se x e y sao racionais positivos, entdao x+y e x.y sao
racionais positivos.

AQO2) Se x é um numero racional, entdao xeQ, ou -x€Q, ou

x=0 (este “ou” é exclusivo).

Observacao 9. Note que a igualdade dos racionais —Ta e —ib nos
permite escrever qualquer nimero racional % com denominador
positivo. Assim, o conjunto dos niimeros racionais pode ser expres-
so por Q= {%/ a,beZ eb> 0}. Considerando esta representagao

. . . . a |, .
do conjunto Q, podemos dizer que um ndmero racional 5 ¢ posi-

tivo quando a > 0.

Definicao. Dados dois nimeros racionais x e y definimos:
i) x<y quando y—xeQ, (y—x énao negativo).

ii) x<y quando y-xeQ (y-x épositivo).

Observacao 10. Como expressar relacdo x<y fazendo x=

NN

yz%,com b>0ed>07?
Acompanhe com atengao:

x<y quando y-xeQ,




bc—ad
bd

€ Q, quando bc—ad 20 em Z, ou seja, ad <bc.

Logo, podemos dizer que %S% quando ad <bc.

Exemplo: %S% pois 3.6=18<4.5=20.

Observacao 11. Outra maneira de comparar as fra¢oes é reduzi-las
ao mesmo denominador, usando as fragdes equivalentes. Por exem-

3 5 -9 _10 .
plo, podemos escrever — e = como — e —; entdo — <—, pois
12 12 12 12

9<10, ou seja, ES—.
4 6

Observacao 12. Assim como em Z, podemos definir a relagdo < da
seguinte maneira:
Para x e y racionais, x<y seesomentese x<yex#y.

Isto é equivalente a: x<y quando y-xeQ,.

6.7.1 Propriedades da relacao de ordem
Valem em QQ as mesmas propriedades da relagao de ordem em Z:
Proposicao 1. A relagdo < em Q as possui as seguintes proprieda-
des:

i) Reflexiva: x < x, para todo niimero racional x.

ii) Anti-simétrica: se x<y e y<x entdo x =y, para quaisquer
numeros racionais x e y.

iii)Transitiva:se x<y e y <z, entdo x <z, para quaisquer nime-

ros racionais x,y e z.

Demonstracéo. O procedimento ¢ 0 mesmo da demonstracdo em Z .
Faca como exercicio.

Proposicao 2. Para quaisquer numeros racionais x, y, z e w, tem-
se:

a) x<y se esomentese, x+z<y+z.



b) Se x<y e 0<z entdo xz< yz.

<)

Se x<y e z<0entdo yz<xz.

d)Se x<y ez<wentio x+z<y+w.

e)

x<y se esomentese, —y<-—x.

Demonstracao. Como o procedimento também aqui € 0 mesmo feito
em Z, faca a demonstracdo como exercicio.

Observacao 13. Quais das afirmagdes da Proposicao 2 continuam

verdadeiras se substituirmos < por <? a), b) e ¢) afirmam que < é

compativel com as operagdes de adigao e multiplicagdo em Q e o
mesmo ocorre para a relagao <. As afirmagdes d) e ¢) também conti-

nuam verdadeiras para <.

Proposicao 3. Para quaisquer x ey racionais ndao nulos, tem-se:

D

i) Se x>0 entdo x' >0.
ii) Se x<0 entdo x' <0.
Demonstracao.

i)Se x>0 e xx'=1>0, x" deve ser positivo, uma vez que o pro-
duto de dois racionais € positivo quando ambos sdo positivos ou
ambos sao negativos.

ii) Analogamente, se x<0 e xx™' =1>0, x~ deve ser negativo.

i) Se 0<x<1 entdo x' >1.
ii) Se x>1 entdo x ' <1.
Demonstracao.

i) Se 0<x <1, teremos x>0 e por (1) x™' >0. Multiplicando ambos
os membros da desigualdade x <1 por x', obtemos x.x™' <1.x7,

ou seja, x ' >1.

i) Se x>1, temos x>0 e por (1) x' >0. Multiplicando ambos os
membros da desigualdade x>1 por x™', obtemos x.x' >1.x™", ou
seja, x ' <1.Como x™' >0, podemos concluir que 0<x™" <1.



3)i) Se 0<x<y entdo 0<y ' <x'.

ii)Se x<y<0 entao y' <x'<0.
Demonstracao.
i) Se x e y sdo positivos, entdo por (1), x' e y~' também sdo posi-
tivos. Multiplicando ambos os membros da desigualdade x <y pelo
numero positivo (x'.y™") obtemos:
x_l.y_l.x < x_l.y_l.y
xx)y " <xL(y)
1y ' <x'1
y71 <x!

0<y'<x,

i) Se x e y sdo negativos, também x™' e y~' sdo negativos (por 1).

Logo, o produto x~'.y~" € positivo. Multiplicando ambos os membros
da desigualdade x <y por (x'.y™"), obtemos:

x’l.y’l.x < x’l.y’l.y

(x'x)y <x LTy

1yt <x'1
y—l <y
y'<x'<0.

6.8 Valor absoluto (ou modulo)

A defini¢do é a mesma dos inteiros: para x um nimero racional,

xsex=>0
| x|=
—xsex<0,

As propriedades que valiam em Z também valem em Q. Além

) , , . a a, |a|
disso, se x é um ndmero racional na forma —, temos que |—|=—.
b b |b]
Prove!
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6.9 Densidade

Dados dois ntimeros racionais diferentes, é sempre possivel encon-
trar outro nimero racional entre eles; na verdade, é possivel encon-
trar uma infinidade de nimeros racionais entre eles! Vamos obser-
var algumas situagoes:

_<_
2
(1 2 .
O ponto médio entre 5 e 3 o niimero racional
1(1 2y 15 5
Zy=—|=+= |====—.
22 3) 26 12

Assim, l<i<g.
12 3

Considerando agora os racionais % e %, achamos o ponto médio
entre eles:
1 (5 2) 113 13
Zy=—|—+=|==—=—.
2\12 3) 212 24
Assim, i<£<%.
12 24 3

. .. 132 (1
Considerando agora os racionais 54 &3 achamos o ponto médio
. 29 .
entre eles, que sera Yy (faga as contas!). Continuando com este pro-
cedimento, encontramos uma infinidade de niimeros racionais entre

I 2 . .~ . o
5 e 3 Note que esta situagao nao acontecia nos inteiros: entre um

nimero inteiro a e seu consecutivo a+1, ndo é possivel encontrar
nenhum nimero inteiro. Por causa desta particularidade, dizemos
que o conjunto dos ndmeros racionais é “denso” na reta, ou seja, en-
tre dois ntimeros racionais existe uma infinidade de outros niimeros
racionais. Vamos generalizar:

Proposicao 4. Sejam x e y numeros racionais com x <y . Entao
existe um nimero racional z tal que x<z<y.
Demonstracao.

Sejam Z:%(x+y); z<y, pois:

Note que a idéia de
“consecutivo” ndo se aplica
a numeros racionais.



X<y (somando y a ambos os membros da desigualdade)
X+y<y+y

xX+y<2y (multiplicando ambos os membros por %)
l@+w<y

2

z<y.

Analogamente provamos que x < z .

Exercicios propostos

34) J. J. Sylvester (1814 — 1897) prop0s o seguinte método para es-
crever um namero racional x, 0<x <1, como soma das fra-
¢oes unitarias:

i) Achar a maior fragdo unitaria que seja menor que a fragao
dada.

ii) Subtrair essa fragao unitaria da fracao dada.

iiij)Achar a maior fra¢do unitaria menor que a diferenca obtida
em ii.
iv) Subtrair desta diferenca a fracao unitaria obtida em (iii).

v) Continuar o processo até que uma das diferencas seja uma
fracao unitaria.

Aplicar este processo as fragf)es treze vinte avos, quatro
quinze avos, nove vinte e quatro avos e sete cinqiienta e
dois avos.

35) Em um mapa, um centimetro representa dezesseis quildome-
tros. Qual a distancia real representada por cinco centimetros
e meio?

36) Ache duas fragdes ordindrias positivas, respectivamente
iguais a um meio e quatro quintos, de maneira que a soma
de seus termos (numerador e denominador) coincida e seja a
menor possivel.
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37) Ache um ntimero racional igual a 1001 cuja soma do numera-
dor com o denominador seja 48 .

38) Ache um nimero racional igual a 1?:19693 cuja diferenga entre

seu denominador e seu numerador seja 184.

39) Ache dois ntimeros racionais de denominadores 5 e 7, cuja
L. 26
soma € iguala —.
35
40) Ache dois nimeros racionais de denominadores 3 e 11, cuja

diferenca é igual a % .

41) Existem dois niimeros racionais de denominadores 7 e 11,

s : . 30
com numeradores positivos, cuja soma é = ?

42) Determine r € Z de modo que as seguintes fracoes represen-
tem um inteiro:

2) 107 b) 33r .
2r—-1 3r—1
43) Sendo n um numero inteiro, mostre que sao irredutiveis as
fracoes:
o Lo p 2!t
n—2 2n-1
ﬂ, nz0,n=-1.
2n(n+1)

44) a) Seja x um numero racional tal que 0<x<1. Mostre que

. - 1 1
existe r e N para o qual tem-se — < x<—.
r+l1 r
. 7
b) Ache r conforme a parte (a) nos seguintes casos: a = > ;
47

a=—--.
60



Em sua obra "De Thiend"

(O décimo) de 1585,

Simon Stevin tinha por
objetivo mostrar através

da representacdo decimal
“como efetuar, com
facilidade nunca vista, todos
os calculos necessarios
entre os homens, por meio
de inteiros sem fracoes".

6.10 A representacao decimal

Ja sabemos que os nimeros racionais em sua forma fraciondria pos-
suem algoritmos préprios para as operagoes. A vantagem da repre-

~ . e o 1
sentacao decimal (isto é, o uso de 0,5 ao invés de 5+ por exemplo)

é aproveitar os algoritmos das operagdes ja conhecidas para nime-
ros inteiros, com alguns cuidados especiais. Por exemplo, ao somar
1 3 1 3 " .
—+— representamos — por 0,5 e — por 0,6 e “armamos a conta
2 5 2 5

como se fossem nimeros inteiros, colocando virgula em baixo de

virgula.
0,5

+0,6
L1.

Um procedimento similar é feito para a multiplicagdo e a divisao.
Para podermos usufruir plenamente dessas facilidades, precisamos
saber como “transitar” entre as representagdes fracionaria e decimal
confortavelmente. Inicialmente vamos responder duas perguntas:

1) Como encontrar uma representagao decimal de um niimero
racional que estd na forma fracionaria?

2) Como encontrar uma forma fracionaria de um ntiimero em re-
presentacao decimal?

Respostas das perguntas:

s . ~ .7
Vamos exemplificar a situagdo com a fragao 55 ; aprendemos que

para responder a primeira pergunta basta dividir 7 por 25 e “con-

awys

tinuar a conta”, “abaixando” zeros quando for preciso.

70 |25
200 0,28
00

Mas em que se baseia este processo? A resposta estd no Algoritmo
da Divisdo em Z ; a “continuagao da conta” € a repeti¢ao do Algorit-
mo multiplicando o resto por 10. Observe:

7=0x25+7.
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Multiplicamos o resto 7 por 10 (pois nosso sistema é decimal) e
novamente usamos o Algoritmo para 7x10 e 25:

Tx10=2x25+20. )]

Mais uma vez multiplicamos o resto 20 por 10 e usamos o Algorit-
mo para 20x10 e 25:
2010 =8x25. @)

Paramos o processo, pois o resto € zero. As igualdades (1) e (2) nos
dardo a representacao decimal. Observe o procedimento:
8x25

Por (2) temos que 20 = T

Substituindo em (1) temos que 7x10=2x25+ 8 >1< (?5 ;

Multiplicando ambos 0s membros por % obtemos:

Usando as propriedades das operagdes em Q, temos

7= 25x 21 25x
10~ 100

7=25x% £+i ;
10 100

Multiplicando ambos os membros por % , temos

7 2 8
—=—+——,0u
25 10 100

7 2 8
S, ° 3
25 10 10° ®

A igualdade (3) expressa o nimero % como uma soma de fragdes

cujos denominadores sao poténcias de 10 (sao chamadas fragdes de-
cimais), a base de nosso sistema de numeracao: sete vinte e cinco
avos € igual a dois décimos mais oito centésimos. Note também que
as fragdes do membro da direita possuem algarismos em seus nu-



meradores, e estes algarismos constituem os algarismos que “apare-
cem depois da virgula” na conta inicial. Como a parte inteira é zero,
temos que

7 2 8

I —_

25 10 10*°

A representacao para a expressao do membro da direita é 0,28.
Concluimos entdo que para expressar um nimero racional em sua
forma decimal usamos uma versao do Algoritmo da Divisdo em Z
para o numerador como dividendo e o denominador como divisor;
isto sempre sera possivel, pois o denominador é sempre nao nulo
(lembre-se da hipétese do Algoritmo da Divisao: o niimero que faz
o papel de divisor deve ser nao nulo). Se b é um nimero negativo,
usamos o processo para |b|; por exemplo, a representacao decimal

de T é —0,28.
25

Este processo nos mostra também como encontrar a representacao
fracionaria de um nimero em representagao decimal. Por exemplo,
a representacao fraciondria de 4,375 é:

3 7 5  4x10°+43x10*+7x10+5 4375

4,375=44+—+—+—= =
10 10* 10° 10° 10°

Note que o numerador da fragdo ap6s a segunda igualdade € a re-
presentacao decimal do inteiro 4375.

. < . 2
Experimente agora encontrar a representacao decimal de 3

N
20 0,666...
20
2

Observe que os restos se repetem, dando origem a uma seqiiéncia de
algarismos "6" apés a virgula. A conta “continua” indefinidamen-
te, e este fato é representado pelas reticéncias. Neste caso, dizemos
que a representacao decimal é uma “dizima periédica”; o algarismo
(ou algarismos) que se repete é chamado o “periodo”, que em nosso
caso € 0 6. Na pratica ndo usamos esta representacao: na maioria
das vezes truncamos o nimero e “paramos” em duas ou trés ca-
sas decimais. Lembre-se sempre que, quando se faz isso, estamos
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trabalhando com outro ntmero; substituir 0,666666... por 0,666 é
666 333

o . 2 .
substituir o nimero — pelo nimero —-=—-.
3 10° 500

Na maioria das situagOes reais, esta substituicao pode ser irrelevante,
mas um pequeno erro sempre existe. Observe também que, quando
nao ha resto zero, os valores dos restos devem comegar a se repetir,
uma vez que sao limitados pelo divisor (lembre-se do Algoritmo da
Divisadoem Z: 0<r < |b|). Nao corremos o risco dos restos serem
todos diferentes!

Agora, vamos responder a segunda pergunta: como encontrar a re-
presentagdo fraciondria de um niimero expresso por uma dizima
periddica? Vamos exemplificar com o nimero 0,55555...

Usando o que ja sabemos, podemos escrever:

0,55555.. =~ 4> 4 2 42 4
10 100 10° 10

A soma no membro a direita é infinita, ou seja, tem uma infinidade
de parcelas. E possivel encontrar um niimero como resultado desta
soma? Sim, neste caso é sempre possivel. A justificativa para este
fato baseia-se na idéia de “limite”, um conceito fundamental em ma-
tematica que vocé ird estudar na disciplina de Célculo. Observe que
as parcelas da soma vao diminuindo:

5 5 5 5

>
10 10° 10°  10°

Observe também que cada parcela é a anterior multiplicada por L
5 5 5 5
Podemosentaopensarnasequiénciadasparcelas —, —, —, —, ...
P a P 10°10°° 10 10°

como uma progressao geométrica (abrevia-se PG) infinita, decres-
1 . . 5 ~
cente, de razao m <1 e primeiro termo igual a 0 Progressoes des-

ta natureza admitem uma soma de todos os seus termos; chamando
o primeiro termo de g, e arazao de g, a soma é dada pela férmula

q

S=—1
l-¢g



Nao esqueca: esta soma s6 é possivel para progressoes geométricas
infinitas e decrescentes, isto é, com razdo menor do que 1.

No exemplo anterior temos:

5 5
0,5555..= >+ > 4 i4+...=&=&:i><£:§.
10 10 10° 10 1 9 1009 9

10 10

Vamos fazer mais alguns exemplos, estudando casos em que o peri-
odo nao aparece imediatamente ap6s a virgula, ou quando o perio-
do tem mais de um algarismo.

Exemplos

16) 1,27777...:1+£+L+L L+.. =

+
10 10* 10° 10°

—1+£+(l+l+i+ )
10 10> 10° 10* 77

A soma entre parénteses € a soma dos termos de uma PG in-
.. 21 .. ) 7
finita, decrescente, de razao E e primeiro termo igual a —.

Usando a féormula S = lal , obtemos:
—-q

1,27777...=1+%+L+L+L+ —1+£+ ! ! ! +...)

100 10° 10° 10 ‘102 10° 10° 7T
7
2 10 2 710 2 7 90+2x9+7 115 23
=14+—+ =l+—t—.—=l+t—+—= = ==
L 10 1079 10 90 90 90 18
10
17) 0,121212...:L+%+%+%+
10 10> 10° 10

O periodo neste caso é 12; note que se agruparmos dois em
dois os termos do membro a direita, ficamos com:

on21212. =Ly 2y L 2 (L 2L 2,
10 10° 10° 10 10 10°) {107 " 10

Efetuando as adi¢Oes dos parénteses, temos:
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0121212, =~ =y Ly 2, 12 12 12
10 10 10° 10 10© 10" 10

Esta nova soma que aparece a direita é a soma dos termos

de uma PG infinita, decrescente, com primeiro termo igual

12 N - e
a Tk E a razao? Para sabermos a razao, devemos verificar

qual o nimero que, multiplicado por um termo, resulta no ter-

12 1 1
mo seguinte. Neste caso, temos que — x— =——, 0 que sig-

nifica que a razao é % Usando a formula da soma da PG,

(12 12 12

W,W,W,...j obtemos:
12

12 12 12 _ q02 _12 10°_12_4

—t——t—...=
10° 10* 10° 1 1 102 99 99 33
102

18) 1,4232323 _1+i+i2+i3+i4+is+
10 10 10° 10" 10
Separando as duas primeiras parcelas da soma, agrupamos as
outras parcelas duas a duas e ficamos com:

1,4232323 —1+i+( 22 +i3]+(i4+isj+
10 (10" 10 10" 10
Procedendo como no exemplo anterior, podemos identificar
uma PG efetuando a soma dos termos entre parénteses:

1,4232323:1+i 23,28,

ot —+
10 10° 10° 10’
1

A PG tem primeiro termo igual a 12—3 e razdo igual a I ;

. 0’
usando a féormula, temos:

23
103
14232323_1+i+2—?’3+2_35+2_37+,_,:1+i+_10 -
10 10° 10° 10 10 ,_ 1
10

4 23 102 1+ 4+23 990 +4x99+23 _ 1409

:]_+— 3 .
10 10° 99 10 990 990 990
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19) 0,999.=—> 42 42 42 O
10100 10° 10 10

Este caso é como no exemplo inicial: a soma é de uma PG in-
.. . .. .9 o1
finita, decrescente, Ccujo primeiro termo é E € a razao é E

Temos entao:

9
0,999..=~ 4> 42y 2 9 10 2 19y
10 100 10° 10" 10 R
10

Note que acabamos de descobrir uma nova representacdo para o
nimero 1: uma representacao decimal em dizima periddica. Isto
nos sugere que também os outros niimeros inteiros podem ter uma
representacao desta forma. De fato, todos os niimeros racionais po-
dem ser representados por dizimas periédicas. Veja mais exemplos
e faca as contas se nao estiver convencido!

20) 1,9999...=2
21)  2,9999...=3
22) 3,49999..=35

23)  7,379999...=17,38

Exercicios propostos

45) Escreva a representacao fraciondria irredutivel dos seguintes
numeros racionais:

a) 0,0305

b) —34,796
05,4444

d) 0,0001

e) 1,20202020...
f) 3,41898989...
g) —5,097777...
h) 34,59999...
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46)Dé a representacao decimal infinita:
a) 0,54 b) 42,123
o 1,59 d) 2,01

47) Na divisao de 4,5 por 2,345, temos que “igualar as casas
depois da virgula” antes de comecar a dividir, preenchendo
as casas que faltam por zeros; depois “cortamos as virgulas e
dividimos como inteiros. Dé uma justificativa para este proce-
dimento.

48) Na multiplicagao de 8,97 por 0,567, o resultado tera cinco
casas decimais. Explique por qué.

49) Mostre que:

2 28 .56 b 229 _4s6
100 10

0 22 _0,00034
10

O que vocé conclui?

6.10.1 Existéncia da representacao decimal finita

Ja vimos que todo nimero racional admite uma representacdo de-
cimal infinita periédica, as chamadas dizimas periddicas, mas nem
todo ndmero racional admite uma representacdo decimal finita.
Como saber, sem fazer a conta, que um nimero racional admite
uma representacao decimal finita? Observemos alguns exemplos:

24) Como vocé ja deve ter notado (exercicio 49), fracoes cujo de-
nominador € uma poténcia de 10 admitem uma representagao
decimal finita; por exemplo,

9 L B4 1_2420,0012; 3320,00231; etc.
10 100 10 10

25) Observe atentamente as fragdes com representacao decimal
finita:



2=1,3125; ﬁ=86,25; L=O,03125; ﬂ=67,984375
16 4 32 64

O que tém elas em comum? Os denominadores sao poténcias de 2.
Neste caso, havera uma representagao decimal finita, ou seja, se a
fracao apresentar uma poténcia de 2 no denominador, existira uma
representagao finita.

26) Agora observe as fragoes seguintes e suas representacoes
decimais finitas:
59 298 1 73

—=2,36; ——=2,384; —==0,2; ——=0,1168.
25 125 5 625

Podemos notar aqui que os denominadores sao poténcias de 5. Se a
fracdo apresentar uma poténcia de 5 em seu denominador, ela tera
uma representagao decimal finita.

Vamos reunir as nossas investigacoes em um teorema:

., . a . L .
Teorema. Um nimero racional Z em sua forma irredutivel admi-

te uma representagao decimal finita quando o denominador b nao
apresentar outros fatores além de 2 e 5. A representagao serd so-
mente infinita periédica quando o denominador b apresentar pelo
menos um fator primo diferente de 2 e diferente de 5.

Observacao 14. Note que o teorema s6 pode ser usado para fracoes
irredutiveis! Por exemplo, z—é apresenta o fator 13 no denominador
(26 =2x13) e, mesmo assim, possui uma representacao decimal fi-
nita, pois a fragdo ndo é irredutivel: ;—é :% e o denominador 2 é
uma poténcia de 2. Logo, a fragdo admite uma representacao deci-

mal finita.

Observacao 15. Falamos que a vantagem da representagao decimal
é usar os mesmos algoritmos das operacoes dos inteiros; no entanto,
é preciso que fique claro que isso é possivel para representagdes decimais
finitas. Nao sabemos como somar 0,8888... com 0,7777..., por exem-
plo. Para efetuar esta soma, devemos usar a representacdo fracio-
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naria dos nimeros 0,8888... :g e 0,77717... =%. Somando-os nesta
~ 8 7 15 5 . ~
nova representacao obtemos §+§ = 5 = 3 cuja representacao de-

cimal é 1,666...

6.11 Poténcias em Q

A idéia de poténcia de um niimero que aprendemos em Z perma-
nece a mesma no conjunto dos racionais, independente da repre-
sentacao utilizada. Mas a existéncia de inversos em @ nos permite
definir poténcias de expoentes negativos. Veja alguns exemplos:

2 2
) [ :fxi:4"4=4—2.
3) 373 3x3 3

28) (0,56) =0,56x0,56x0,56=0,175616.

29) (1,2222...) :(1+§jx(l+§jx(l+§j:%x%x%:% .

(lembre-se da obs. 14: s6 sabemos operar em representacao
fraciondria ou em representacao decimal finita!).

-2 172 2 )
o @2
8 8 5 5 25
Observacao 16. Note que no exemplo 30 (de poténcia negativa) usa-

mos o inverso; um nimero elevado a poténcia -2 é igual ao inverso
do niimero elevado a poténcia 2.

.~ ) p e a 3 .
Definicao. Seja n um niimero inteiro, n>0 e Z um numero racio-
nal ndo nulo. Entao:

i) (%j -1,

Se n € um nimero
inteiro positivo, entdo
—n € um ndmero
negativo.
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6.11.1 Propriedades das poténcias em Q
As propriedades das poténcias em Q permanecem as mesmas que
em Z; entretanto, agora podemos usar poténcias inteiras:
Proposicao 5. Dados os ntimeros racionais x e y e 0s nimeros in-
teiros n e m, tem-se:

a) xn .xm — xn+m

b) (xn)m — xn.m

A (ry) =x"y"

Demonstracio. a), b) e ¢) demonstram-se por inducdo, como em Z
(capitulo 5). Demonstra-se d) usando b) e a definicdo de diviséo.

6.12 Existéncia de numeros que nao
sa0 racionais

O conjunto dos niimeros racionais possui quase todas as proprie-
dades que precisamos para resolver os problemas basicos de ma-
temdtica. Mas existem situagdes em que o conjunto dos nimeros
racionais nao € suficiente. Basta lembrar que, para calcular a medida
da diagonal de um quadrado de lado 1 pelo Teorema de Pitagoras,
temos:

d*=1+1
d*=2.
Note que ndo é possivel encontrar um nimero racional cujo quadra-

do é 2. De fato, suponhamos que seja possivel encontrar um niime-

. a . . . )
ro racional 7 em sua forma irredutivel, cujo quadrado é 2.

()=

Pela propriedade das poténcias, temos:
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Multiplicando ambos os lados por b* obtemos

1) a*=2b".

Como a e b sdo nameros inteiros, a igualdade nos informa
que 2|a’.

Mas 2 é primo; neste caso, temos que 2 também é divisor de
a,ouseja, a é um nimero par, da forma a =2k . Substituindo
em 1), obtemos

(2k)* =2b°

4k* =2b°,
Pela lei do cancelamento da multiplicacao temos que:

2k* =b".

Neste caso, também teremos que 2|b* e como 2 é primo, 2 é
divisor de 5.

. . .~ . . a , .
Mas isto € uma contradicdo, pois o nimero n estd em sua forma ir-
redutivel (ou seja, ndo admite fatores comuns) e 2 ndo pode ser um

fator de a e também de b . Esta contradicado teve origem em nossa
suposicao da existéncia de um nimero racional cujo quadrado é 2.
Logo, este fato ndo pode ocorrer, ou seja, ndo existe um nimero ra-
cional cujo quadrado é 2. Em outras palavras, o nimero cujo qua-
drado é 2 ndo é um nimero racional.

Exercicios propostos

50) Verifique se os nimeros racionais a seguir admitem uma re-
presentacdo decimal finita, sem efetuar a divisdo:

57

a) S

b -
26
45

256

Isto nos mostra que existe
um campo numeérico mais
amplo que o conjunto dos
numeros racionais e vocé
ja o conhece: o conjunto
dos numeros reais, que
acrescenta ao conjunto
dos numeros racionais 0s
numeros irracionais, ou
seja, aqueles numeros que
nao podem ser expressos
como razao de inteiros. Este
conjunto vocé ira estudar
com detalhes na disciplina
de Introducéo ao Calculo.



51) Ao dividirmos dois ntimeros racionais em representacao de-
cimal finita, o quociente também apresentard representacao
decimal finita?

52) Mostre que nao existe um nimero racional cujo quadrado é
5 (sugestdo: item 6.12 do texto). Em seguida, mostre que nao
existe um nimero racional cujo quadrado é um nimero pri-
mo p.
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