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Apresentacao

A disciplina “Introdugao ao Célculo” trabalha basicamente dois
contetidos essenciais a todo professor de matematica: Numeros
reais e Fungoes. Estes contetidos estdo presentes em todas as sé-
ries do Ensino Fundamental e do Ensino Médio e constituem nao
s6 uma base fundamental para a compreensao de outros contet-
dos (como Calculo Diferencial e Integral), mas também da pré-
pria Matematica e de sua presenga em nossas vidas.

Este texto teve origem em notas de aulas que produzimos quan-
do da criacao da disciplina MTM 5109 - Introdugao ao Calculo,
para o Curso de Matematica-Licenciatura em 1995, devido a au-
séncia de um texto que tratasse de Numeros Reais e Fung¢oes sem
o conceito de limite e sem o carater de “revisao” do Ensino Médio.
Ao longo destes anos pudemos comprovar a importancia desta
disciplina para as disciplinas subseqiientes de Célculo Diferen-
cial e Integral e Algebra Linear. Por outro lado, os contetidos aqui
estudados sao o objeto de trabalho do futuro professor. Por este
motivo, acreditamos que estes contetidos devem ser tratados com
a profundidade e o rigor necessarios a fim de possibilitar-lhe as
melhores escolhas de abordagem em nivel de Ensino Fundamen-
tal e Médio.

No Capitulo 1 tratamos da Linguagem de Conjuntos, que, como
o proprio titulo diz, é necessaria para nos expressarmos formal
e corretamente em matematica. No Capitulo 2, Ntiimeros Reais,
abordamos o conjunto R e seus subconjuntos (alguns foram estu-
dados na disciplina de Fundamentos de Matematica I), com uma
especial atengdo para o conjunto dos nimeros irracionais. Os con-
ceitos de supremo e infimo sdo aqui introduzidos com o objetivo
de familiarizar o estudante com esta caracteristica especial do
conjunto R . Também neste Capitulo fazemos o estudo das equa-
¢Oes e inequagoes que se resolvem por meio das propriedades de
numeros reais.

No Capitulo 3 tratamos das Relagdes, um conceito essencial para
as proximas disciplinas e para a compreensao da idéia de Funcgao,
que abordamos no Capitulo 4. Neste Capitulo fazemos um estudo



das Funcoes e de suas propriedades de modo geral: dominio e
imagem de fungdes, seus graficos, fungdes crescentes, decrescen-
tes, injetoras, sobrejetoras, composicao de fungdes, fungao inver-
sa. No Capitulo 5 tratamos detalhadamente das Fun¢oes Elemen-
tares: funcdao afim, funcdo quadrética, fun¢des polinomiais de
modo geral, fung¢des racionais, fungao médulo e fungoes trigono-
métricas. Os conceitos trabalhados no Capitulo anterior sdo aqui
de fundamental importancia, uma vez que eles estardo presentes
no estudo de cada funcdo em particular. As fungdes exponen-
cial e logaritmica serao estudadas com material complementar no
ambiente virtual de aprendizagem.

Carmem Suzane Comitre Gimenez

Rubens Starke



Capitulo 1

Linguagem de conjuntos







Ndo se desanime com a
sensacdo de estar apren-
dendo coisas que ja estu-
dou. O objetivo é realmente
retomar conhecimentos ja
estudados, aprofunda-los
e torna-los mais precisos.
Serdo trabalhados conhe-
cimentos novos, assim vocé
podera ampliar seu saber.

Vocé se lembra do que € um
conjunto? Se vocé ja é pro-
fessor, como vocé introduz
este assunto? Discuta com
seus colegas, formas de se
introduzir este assunto e
como desenvolver a com-
preensdo dos seus estu-
dantes.

Converse sobre a nocdo de
conceito primitivo. Faca
uma pesquisa. Essa nocédo é
derivada da Filosofia e tem
implicagcdes importantes
para toda a ciéncia.

Capitulo 1

Linguagem de conjuntos

Neste capitulo temos como objetivos estudar a lingua-
gem de conjuntos e as operagoes entre eles, desenvolven-
do os instrumentos necessdrios para que os estudantes
utilizem a linguagem de conjuntos como representagio
de situacoes e conceitos matemdticos.

Introducao

Neste capitulo vamos estudar Conjuntos como uma linguagem
essencial na construcao dos conceitos matematicos. Nosso estudo
estd inserido numa teoria mais ampla, a Teoria dos Conjuntos,
desenvolvida no final do século XIX e inicio do século XX. Ao
longo de seu desenvolvimento, a teoria dos conjuntos manteve
um estreito relacionamento com a Filosofia, mais especificamente
com a Logica.

Os conceitos que apresentaremos neste capitulo serao utilizados
durante todo o curso, uma vez que constituem ferramentas indis-
pensaveis para a compreensio dos contetidos de Algebra, Calcu-
lo, Geometria Analitica, Andlise e outros. Nao temos a pretensao
de esgotar o estudo de Conjuntos: estaremos aqui desenvolvendo
apenas o essencial para que vocé possa se sentir confortavel com a
linguagem, a notagao e o tipo de raciocinio necessarios para acom-
panhar os préximos capitulos e outras disciplinas. Veremos a re-
presentacdo dos conjuntos, as relagdes de pertinéncia e inclusao,
cardinalidade, as operagdes entre conjuntos e o produto cartesiano.

1.1 Conjuntos e elementos

As nogoes de conjunto, elemento e a relacao de pertinéncia entre
elemento e conjunto sdo conceitos primitivos, que nao se definem.
A idéia de conjunto € intuitivamente a da linguagem comum,



quando estamos pensando em alguns objetos situados coletivamen-
te; podemos pensar num conjunto como uma colecao (ou classe) de
objetos, sem repeticao e ndo ordenado. Os objetos de um conjunto
sao chamados, em geral, de elementos ou membros do conjunto. A
maneira mais simples de especificar um conjunto consiste em listar
seus elementos entre chaves. Por exemplo: {1,3,5,7,9} representa a
colegao dos niimeros naturais impares menores do que 10. Observe
que {3,7,5,9,1} e {1,1,3,5,5,9,7,7} sdao o mesmo conjunto, uma vez
que o segundo conjunto apresenta elementos repetidos. Nao impor-
ta a ordem com que listamos os elementos, nem se repetimos um
elemento; tudo que importa é: quais objetos sao elementos do con-
junto e quais nao sao. Em nosso exemplo, exatamente cinco objetos
sdo elementos do conjunto e nenhum outro objeto o é.

Veja que usamos a palavra “elemento” para indicar que um objeto
estd em uma colecao (conjunto). Simbolicamente, a pertinéncia de
um elemento a um conjunto é indicada pelo simbolo €. Convencio-
na-se representar conjuntos com letras maitsculas e seus elementos
com letras mindsculas (no entanto, isto é apenas uma convengao e
ndo uma regra geral). A notacdo “xe 4” (1é-se: x pertence ao con-
junto A) significa que o objeto x é elemento do conjunto 4. Deno-
tando por 4 o conjunto do exemplo anterior, 4={1,3,5,7,9}, pode-
mos escrever 3e€ 4 ou 7 € 4. Quando um objeto nao pertence a um
conjunto usamos o simbolo ¢ ; ainda no exemplo, podemos escrever
2¢ A (lé-se: 2 ndo pertence ao conjunto 4 ).

Observacao 1. “x e A” também se 1é como “ x é membro de 4” ou
“xéelementode 4”7 ou “xestiem A"

Observacao 2. Os conjuntos numéricos sao representados por letras
especiais, como ja foi estudado na disciplina de Fundamentos I:

N - Conjunto dos ntimeros naturais

Z - Conjunto dos niimeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos nimeros reais



Quando escrevemos “seja x € Z”, isso significa “seja x um elemento

do conjunto Z” ou simplesmente “seja x um inteiro”. Um asteris-
co * indica que estamos considerando o conjunto sem o zero; por
exemplo, N” é o conjunto dos niimeros naturais sem o zero e x € N’
significa que x é um nimero natural nao nulo. Para o conjunto Z
temos ainda as notagoes:

Z, : conjunto dos niimeros inteiros nao negativos
(notagao:x>0)

Z', : conjunto dos nimeros inteiros positivos (notagao: x >0 )

Usamos notagoes similares para os conjuntos Q e R.

1.2 Representacao de conjuntos

Ha duas maneiras de se especificar um conjunto:

1) Listar entre chaves os elementos ou alguns elementos do conjunto

Esta notacdo é apropriada para conjuntos com um ndmero
“pequeno” de elementos, como {1,3,5,7,9}ou {-1,0,1}. Outra
situagdo para a qual esta notagdo é adequada é quando fica
evidente a regra de formacdo dos elementos do conjunto. Por
exemplo, o conjunto dos niimeros naturais menores do que 100
pode ser anotado por {0,1,2,3, 4,5,...,100}. Neste caso usamos
as reticéncias (...). Um outro exemplo da utilizacdo das reti-
céncias € a notacao do conjunto dos niimeros naturais pares:
{0,2,4,6,8,10,...}. No entanto, deve-se tomar cuidado ao utili-
zar reticéncias. Por exemplo, o conjunto {3,5,7,...}seria 0 con-
junto dos niimeros naturais impares? Ou seria o conjunto dos
numeros naturais primos maiores do que 2 ? Com esta notagao
ndo podemos precisar qual dos dois conjuntos estd sendo re-
presentado. Por este motivo, use reticéncias somente quando
nao houver qualquer possibilidade de confusao, ou seja, quan-
do a regra de formacao dos elementos estiver bem clara.

2) Descrever a propriedade que caracteriza os elementos do conjunto

Um conjunto fica determinado quando conhecemos as proprie-
dades caracteristicas de seus elementos. Por exemplo, o con-



junto de todos os ntimeros naturais maiores do que 20 pode
ser anotado por B={neN/n>20}. Observe que este é o con-
junto dos objetos que satisfazem duas condi¢oes: sdo nimeros
naturais e sao maiores do que 20. Lé-se: “ B é o conjunto dos
numeros naturais n (n € N) tais que ( / ) n é maior do que 20
(n>20)".

Observacao 3. O simbolo “/ ” de “tal que” pode ser substituido por
dois pontos (:) ou por ponto e virgula (;).

Observacao 4. A representacao de um conjunto ndo é tnica; por
exemplo, o conjunto dos nimeros naturais que sao divisores de
20 pode ser representado por {1,2,4,5,10,20} ou {neN/n |20} ou
{n € N/n é divisor de 20}.

Observacao 5. Algumas vezes a propriedade que caracteriza o con-
junto envolve a relacdo de pertinéncia. Neste caso, esta relacdo apa-
rece no sentido de “percorre”. Veja o exemplo:

A={3n/neN}; 4 é o conjunto dos niimeros da forma 3n, quan-
do n “percorre” os naturais, ou seja, é o conjunto dos nimeros
3-0,3-1,3-2,3-3,... Listando os elementos entre chaves teriamos
A4=1{0,3,6,9,12,15,18,...}, que é o conjunto dos multiplos de 3.

Observacao 6. Um conjunto desprovido de elementos é chamado
conjunto vazio e anotado & ou {}. Por exemplo:

i) é vazio o conjunto dos dias da semana que comecam com a
letra b.

ii) A={xeR/x*=-1} é o conjunto vazio, pois ndo existe um nu-
mero real cujo quadrado é negativo.

Observacao 7. Um conjunto com um tnico elemento é chamado
conjunto unitdrio. Por exemplo, o conjunto das solugdes reais da
equagdo x +4 =3 é o conjunto {-1}.



A palavra inclusédo tem
muitos sentidos. Pense
como o sentido social,
por exemplo, se relaciona,
ou ndo, com o sentido
matematico que estamos
discutindo. Procure os
significados dessa palavra
em um bom dicionario.

1.3 Inclusao - subconjuntos

Observemos os conjuntos:

A={xeN/x édivisivel por 6} e
B= {x e N/ x ¢ divisivel por 3}.

Existe alguma relacao entre eles? Ntumeros divisiveis por 6 sao os
elementos de 4 e nimeros divisiveis por 3 sao os elementos de B.
Sabemos também que todo nimero divisivel por 6 também é divi-
sivel por 3. Combinando estas duas informagdes vemos que todo
elemento de 4 é também elemento de B.

Observemos outro par de conjuntos: M é o conjunto dos poligonos
no plano e T é o conjunto dos tridangulos no plano. Como todo tri-
angulo é um poligono (de trés lados), podemos concluir que todo
elemento de T é também elemento de M .

Os exemplos acima nos mostram a ocorréncia de uma relagao entre
dois conjuntos: a relagao de inclusao. Quando todo elemento de um
conjunto X é também elemento de um conjunto Y, dizemos que X
estd contido em Y e escrevemos X — Y. Neste caso X é chamado
um subconjunto de Y. Nos exemplos temos AcBeT cM.

Outros exemplos:

1) Para A={xeZ/1<x<12} e B={xeZ/2<x<9}, temos que
B c A, pois todo nimero inteiro entre 2 e 9 também esta en-
trelel2.

2) Para A={-1}e B={xeR/x’-1=0}, temos que Ac B pois,
B={-1, 1}.

Observacao 8. Quando nao ocorre relagao de inclusao?

Obervemos os conjuntos X = {x € N/x ¢ divisivel por 5} e

Y ={x e N/x ¢ divisivel por 6}.

Existem elementos de X que nao pertencem a Y . Por exemplo, o 15
(é divisivel por 5 mas ndao é divisivel por 6). Neste caso dizemos
que X ndo estd contido em Y. Assim, X ndo estd contido em Y
quando existe pelo menos um elemento de X que nado pertencea Y .



(Note também que Y nao estd contido em X, uma vez que 24 é
elemento de Y, é divisivel por 6 e nao € divisivel por 5).

Observacao 9. Ha duas inclusoes “extremas”™ Ac A4 (pois é cla-
ro que todo elemento de 4 pertence a 4) e & 4. Esta tultima é
curiosa: se quiséssemos mostrar que & nao estd contido em A4, teri-
amos que obter um objeto x tal que x € mas x¢ 4. Como xeJ é
impossivel, pois & nao tem elementos, somos levados a concluir que
nao é possivel mostrar que & ndo estd contido em A4, ou seja, o con-
junto vazio é um subconjunto de 4.Se B c 4 e B é diferente de & e
do préprio 4, dizemos que B é um subconjunto préprio de 4.

Propriedades da inclusao

A relacdo de inclusdo tem algumas propriedades que nos serao
uteis:

i) Reflexiva: Todo conjunto é subconjunto de si proprio, ou simbo-
licamente, 4 — A para todo conjunto 4 (veja Observacao 9).

i1) Anti-simétrica:Se Ac B e Bc A,entao A=B.

Esta propriedade é constantemente usada nos raciocinios ma-
teméticos: quando se deseja mostrar que dois conjuntos sao
iguais, mostra-se que duas inclusdes ocorrem. Na verdade esta
propriedade contém, nela embutida, a condicao de igualdade
entre conjuntos: os conjuntos 4 e B sao iguais se e somente se
tém exatamente os mesmos elementos. Simbolicamente,

A=B seesomentese AcBe BcA4.

Em outras palavras, 4 =B se e somente se todo elemento de
A4 é elemento de B e todo elemento de B ¢é elemento de 4.
Assim, para mostrarmos que dois conjuntos 4 e B sdo iguais
basta mostrar que xe 4 <> x e B.

i) Transitiva: Para 4, B e C conjuntos,se A c Be Bc C,entao 4 c C.

Observemos que se x € elemento de 4, entdo serd elemento de
B e,como B c C, x sera também elemento de C. Assim, todo
elemento de A4 sera elemento de C, ouseja, AcC.

Pense bem sobre essa
justificativa. Vocé consegue
compreender sua validade?
Perceba que nem sempre o
conjunto vazio é elemento
de um conjunto, mas
sempre € subconjunto

de qualquer conjunto.

Esta demonstracdo

segue um padrdo muito
usado. Procure descobrir
que padrdo é esse.



Esta propriedade é a base do raciocinio dedutivo, sob a for-

Silogismo

Leia a discussdo sobre silo- ma que classicamente se chama de silogismo. Um exemplo de
QLS”_‘O nos sites indicados silogismo é o seguinte: todo ser humano é um animal, todo
a0alxo.

animal é um ser mortal, logo todo ser humano é mortal. Na
e http://www.simpozio.

ufsc.br/Port/1-enc/y-
micro/SaberFil/PeqLogi junto dos seres humanos, dos animais e dos mortais. Temos

ca/2211y025,2.html AcBeBcC,logo AcC.
e http://www.paralere
pensar.com.br/

linguagem de conjuntos: 4, B e C sao respectivamente o con-

silogismos.htm Exercicios propostos
Consulte também seu mate-
rial de Problemas - Sistema- 1) Listar entre chaves os elementos dos conjuntos:

tizacdo e Representacao.

A={xeR/x*-5x+6-0}

B ={x/x ¢ letra da palavra abracadabra}
C={xeR/x*-9=00u2x-1=9}
D={xeR/3x+1=9e2x*=x=1=0}

E ={x/x ¢ algarismo do nlimero 234543}

2) Representar os conjuntos:
a) Dos niimeros naturais multiplos de 5.
b) Dos nimeros naturais divisores de 50.

¢) Dos nimeros naturais maiores estritamente do que 5 e me-
nores estritamente do que 30 e que sejam divisiveis por 3.

d) Dos numeros inteiros x que satisfazem a igualdade
x*=2x+1=0.
3) Em cada caso, verifique se 4 estd contido em B':
A={xeN/n=4p, peN}; B={xeN/n=4k, keN}
A= {n e N/n é divisor de 484}; B= {n e N/n é divisor de 242}

4) Determinar todos os possiveis conjuntos X que satisfazem si-
multaneamente as condi¢des X = {1,2,3,4,5} e {1,2}c X .

5) Dados os conjuntos A4 ={a,b,c,d} e B=1{b,d,e}, listar os con-
juntos Y taisque YcAde YcCB.



6) Considere os subconjuntos de niimeros naturais
M,={na/neN}e M, ={nb/neN}, com a e b niimeros natu-
rais fixos. Determine sob que condi¢des M, é subconjunto de
M,

1.4 Cardinalidade de um conjunto

Nos exemplos anteriores trabalhamos com conjuntos finitos como
{1,3,5, 7} e infinitos, como N e Z. Intuitivamente sabemos distinguir
quando um conjunto € finito ou infinito, mas como caracteriza-los?

Um conjunto 4 € finito quando é possivel estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre 4 e um subconjunto de niimeros naturais da
forma B = {1,2,3,...,n}, com neN. Isso significa que cada elemento
de A estd associado a um tnico elemento de B cada elemento de B
estd associado a um tinico elemento de 4. Veja o exemplo:

A= {a,e,i,o,u} B= {1,2,3,4,5}

g WON =

No exemplo acima cada elemento de 4 estd associado a um tnico
elemento de B e vice-versa; assim, 4 é finito e possui 5 elementos
(0 mesmo niimero de elementos de B ). De modo geral, se existe uma
correspondéncia dessa natureza entre um conjunto 4 e um conjunto
B= {1, 2,3,4,..., n} , podemos concluir que 4 é um conjunto finito com
n elementos e podemos expressar A como 4=1{a,,a,,a;,a,,...a,}.
Conseqiientemente, um conjunto € infinito quando nao € finito, ou
seja, quando nao é possivel estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca com um conjunto B = {1, 2,3,4,..., n}, qualquer que seja n .

A cardinalidade de um conjunto nada mais é do que a “quantidade”
de elementos do conjunto. Quando 4 é um conjunto finito, sua car-
dinalidade é um nimero natural anotado por |4|. Quando 4 é um
conjunto infinito, dizemos que sua cardinalidade ¢ infinita.

Correspondéncia Biunivoca
Procedimento que domina
toda a matematica(...). Esta
consiste em atribuir a cada
objeto de um conjunto um
objeto de outro, e continuar
assim até que um ou ambos
o0s conjuntos se esgotem(...).
A correspondéncia biunivoca
resume-se numa operacdo
de “fazer corresponder”.

(Fonte: http://www.somate
matica.com.br/numeros.

php).

No decorrer do curso
vamos mostrar que
existem diferencas entre
cardinalidades infinitas,
isto é, existem estudos,
iniciados pelo matematico
Georg Cantor (1845-1918),
que mostram que conjuntos
com infinitos elementos
possuem cardinalidades
diferentes. Este € um
assunto interessante, que
mexe Com Nnossas crencas
e intuicoes. Procure
noticias sobre isso!



Observacao 10. Evite dizer “nimero infinito de elementos”. Se é nii-

mero, € finito. Se um conjunto é infinito, podemos dizer que ele pos-
sui uma infinidade de elementos.

Observacao 11. A cardinalidade do conjunto vazio é zero.

1.5 Conjunto das partes de um
conjunto

Quantos subconjuntos tem um conjunto? Veja um primeiro exemplo.
Exemplo 1. Para 4 = {1,2,3} os possiveis subconjuntos de A séo:

A=0; 4, ={1}; 4,=12}; 4,=3}; 4 ={1.2};
A, ={13Y; 4, ={2,3}; 4,={1,2,3}.

Observe que 4 possui pelo menos dois subconjuntos: & e o proprio
A (veja Observagio 9). Note também que a quantidade de subconjuntos

de A4 depende da cardinalidade de 4 :no exemplo | 4|=3 e A possui
oito subconjuntos.

Exemplo 2. Para 4 = {a,b} os subconjuntos de 4 sao:

A=0; A4, ={a}; 4,={b}; 4, ={a,b}.

Neste caso,

A| =2 e A4 possui quatro subconjuntos.

Observacao 12. Vocé ja deve ter percebido que a quantidade de sub-
conjuntos de A4 resulta de uma contagem que provém das diferen-
tes maneiras de dispor os elementos de 4 em conjuntos, ou seja,
quantos subconjuntos com um elemento, quantos subconjuntos com
dois elementos, etc.

Pergunta: como isso se relaciona com os conceitos de andlise combi-
natoria? Vejamos no terceiro exemplo.

Exemplo 3. 4= {a} possui dois subconjuntos: & e 4.



Observando, ainda, um quarto exemplo:

Exemplo 4. O conjunto vazio possui um tinico subconjunto: ele
mesmo.

Note que nos exemplos estamos fazendo contagem de subconjuntos
em conjuntos finitos. Observe agora um padrao:

* Se |A| =0, teremos um subconjunto, 1=2°

* Se |A| =1, teremos dois subconjuntos, 2 =2'

* Se |4|=2, teremos quatro subconjuntos, 4 =2

* Se |A| =3, teremos oito subconjuntos, 8 = 2’
Assim, parece razoavel inferir que se |A| =n, teremos 2" subconjun-
tos. Esta afirmacao é verdadeira. No entanto, vocé nao deve esperar
que apenas quatro exemplos possam justificar a veracidade da afir-

magao; para prova-la de fato, é necessario recorrer a argumentos da
analise combinatoria.

Pergunta: Quantos subconjuntos tem um conjunto infinito?

Quando a cardinalidade de um conjunto 4 é infinita, 4 tera tam-
bém uma infinidade de subconjuntos: uma infinidade de conjuntos
com um elemento, uma infinidade com dois elementos, etc.

Definicao: O conjunto formado por todos os subconjuntos de um con-
junto 4 é chamado conjunto das partes de 4 e denotado por P(4).

Exemplos:

1) A=@, P(A)={}
Observe que P(A4) é um conjunto unitdrio, cujo inico elemen-
to € o conjunto vazio.

2) A= {a,b}/ P(A) = {Qa{a}a{b}a{aab}}

Neste caso P(A) possui quatro elementos: &,{a},{b} e o pro-
prio 4. Nao se impressione com a quantidade de chaves que



usamos! P(A4) é um conjunto onde cada elemento é também

um conjunto. Na idéia de conjunto, nada impede que estes ob-
jetos sejam conjuntos.

Exercicios propostos
7) Determine P(A4) para:
a) A={xeN/x’=1}
b) 4={3,{2,5}}
o A={2,{0},{1}}

8) Quantos sdo os subconjuntos de K ={1,2,3,4,5,6,7} que pos-
suem trés elementos?

1.6 Operacoes entre conjuntos

Assim como podemos operar com nimeros, também podemos fa-
zer operagdes com conjuntos. E claro que sao objetos diferentes, mas
vocé verd que sao muitas as semelhancas, especialmente nas pro-
priedades destas operacoes. Em nosso estudo estaremos consideran-
do que os conjuntos envolvidos sdo subconjuntos de um conjunto U
que chamaremos de conjunto universo. Com isso deixamos explicito
que estamos atuando num determinado conjunto como referéncia (o
nosso universo de trabalho).

1.6.1 Uniao

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a unido (ou reunido) de 4 e
B é o conjunto dos elementos que pertencema 4 ou pertencema B.
A notacdo para este conjunto é 4U B (lé-se “ 4 unido B”).

Exemplos:

1) Para A={1,2,7,4} e B={2,4,9,6,43} temos
AUB={1,2,4,6,7,9,43}.

2) Parad={xeZ/-3<x<10}e B={xeZ/0<x<19}, temos
AuB={er/—3£x<19}.



Observacao 13. Simbolicamente escrevemos:
AuBz{er/xeA ouxeB}.

Note que o conectivo ou que aparece na representacao de 4UB
nao € exclusivo, ou seja, um elemento de 4 B pode pertencer aos
dois conjuntos (assim, quando um elemento x pertence a uniao de
conjuntos 4 e B, x deve pertencer a pelo menos um dos conjuntos).
Sugestao: veja os exemplos novamente.

Observacao 14. Podemos visualizar a unidao de conjuntos através de
figuras no plano que representam os conjuntos e a operagao uniao.
Estas figuras sdo chamadas “diagramas de Euler-Venn” e consti-
tuem um recurso didatico para a abordagem das operagoes com
conjuntos.

A B

Figura 1.1 - A parte hachurada ¢ o conjunto AU B

Tarefa de pesquisa

Por que estes diagramas tém o nome “Euler-Venn”?

1.6.2 Propriedades da uniao

As propriedades a seguir sdo validas para quaisquer conjuntos 4,
B e C; todas podem ser provadas utilizando a defini¢ao de uniao
e 0s conceitos vistos anteriormente. Note a semelhanca com as pro-
priedades da adi¢ao de ntimeros reais:

1) Propriedade associativa: (AW B)LWC =AU (BUC)

Esta propriedade permite operar mais de dois conjuntos (note
que a definicdo de unido se refere somente a dois conjuntos);
basta operar de dois em dois.

A prova da quinta proprie-
dade esta feita a seguir.
Tente fazer a prova das
outras a partir da defini-
¢cdo e pensando sobre o
raciocinio que a organiza.



2) Propriedade Comutativa: AUB=BU A
Assim como a adi¢do de nimeros reais, a ordem dos conjuntos
nao altera a unido.

3) Elemento neutro: AU = A4

O O estd aqui fazendo o papel que o zero faz na adi¢ao: como
@ nao tem elementos, sua unido com qualquer conjunto 4
resulta no préprio 4.

4) Ac AUB
Decorre diretamente da definicao: os elementos de A4 sao tam-
bém elementos da unido, uma vez que estdo em 4.

5) AUB=B seesomentese AC B.

Prova: Inicialmente tomamos como hipotese 4 U B =B e devemos
mostrar que A B.

De fato, seja x € 4; pela propriedade anterior (propriedade 4), temos
que xe AUB e como, por hipotese, temos A B =B podemos
concluir que x € B. Logo, Ac B.

Reciprocamente, tomamos 4 c B como hipdtese e devemos mos-
trar que AU B =B, ou seja, que ()4AUBc B e também que (ii)
Bc AUB (propriedade anti-simétrica da inclusdo). Como (ii) ja
ocorre pela propriedade 4, basta provar (i).

De fato: (i) seja xe AU B ; entdo x € 4 ou x € B. Como por hipote-
se Ac B, podemos concluir que x € B.Logo, AU B c B e teremos
AUB=B.

1.6.3 Interseccao

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a interseccao de 4 com B
é o conjunto dos elementos que pertencem a 4 e tambéma B. A
notagao para este conjunto é 4N B (1é-se “ 4 intersecgao B ”).

Exemplos:

1) Para 4= {10,20,25,30} e B = {2,5,10,15,20}, 41 B = {10,20}.



2) Se A={neN/n|45} e B={neN/n|54}, AnB={1,3,9}, ou
seja, AN B é o conjunto dos niimeros naturais que sao diviso-
res de 45 e também de 54.

Observacao 15. Simbolicamente escrevemos:
AnB={xeU/xeAdexeB}.

O conectivo e indica que quando um elemento x pertencea AN B,
x deve pertencer simultaneamentea 4 ea B.

Observacao 16. O diagrama de Euler-Venn para a interseccao é:

A B

Figura 1.2 - A parte hachurada ¢ o conjunto AN B

Observacao 17. Quando a intersec¢do de dois conjuntos 4 e B é o
conjunto vazio, dizemos que 4 e B sdo conjuntos disjuntos.

1.6.4 Propriedades da interseccao

As propriedades da interseccao que enunciaremos a seguir sao va-
lidas para quaisquer conjuntos 4, B e C, subconjuntos de um con-
junto U . Também aqui, note a semelhanca com as propriedades das
operagoes com nimeros reais. (Continuaremos a numeracao a partir
das propriedades da unido)

6) Propriedade associativa: AN(BNC)=(ANB)NC

Como na propriedade 1, esta propriedade nos permite fazer a
intersecgao de mais de dois conjuntos.

7) Propriedade comutativa: ANB=BN A4



8) AN =Y
Para um elemento x pertencer ao conjunto AN, ele deve per-
tencer simultaneamente a 4 e ao &J. Como o conjunto vazio
nao tem elementos, também nao havera elementosem ANJ.

9) AnB=A seesomentese ACB.
Deixamos a prova desta propriedade como exercicio (veja pro-
priedade 4).

10) AnBc 4
Se xe AN B, entao x é elemento de 4 e também de B. Isto
garante a inclusdo de AN B em 4 (e tambémem B).

11) Sejam A4, B e C conjuntos. Entao
) AN(BUC)=(ANnB)u(AnC)
i) AUBNC)=(AUB)N(AUC)

Para provar esta propriedade utilizamos a igualdade de conjuntos

(propriedade anti-simétrica da inclusao) e as defini¢des de unido e
interseccao. Deixamos como exercicio.

1.6.5 Diferenca

Definicao: Dados os conjuntos 4 e B, a diferencade 4 e B é o
conjunto dos elementos de 4 que nao pertencem a B. A notagao
para este conjunto é 4—B e podemos escrever:

A—B:{x/xeA eerB}.
Exemplos:

1) 4={1,3,5,7,9,11}e B={1,5,11}, A-B={3,7,9}.
2) NeB={2n/neN}, N-B={2n+1/neN}.

3) R-Q é o conjunto dos niimeros reais que nao sao racionais,
ou seja, € o conjunto dos nimeros irracionais.



Observacao 18. Note que os conjuntos 4—B e B—A4 nao sao ne-
cessariamente iguais, assim como também nao é comutativa a
operagao subtracao de niimeros reais. Em nosso primeiro exemplo

A-B={3,7,9Y e B-A=0.

Tarefa

E possivel encontrar conjuntos 4 e B de modo que se tenha

A-B=B-A47?

Exercicios propostos

9) Determinar os conjuntos:

a) {xe@/x>l}m{—2<x<3?7}

b) {{1,2}, {33} {1,2,{1,2}}
o {xeN/5<x}u{xeN/x<5}
d) {xeN/x<0}UN
e) 13,6,9,12,15,..} 1 12,4,6,8,10,...}
10) Dados ossubconjuntosde N, 4={x/2|x}, B={2n+1/neN}
e C={x/3|x}, determinar:
a) ANnB
b) NmANB
¢ BNN
d) AnC
11) Construir subconjuntos 4, B e C de N que satisfacam si-
multaneamente as condi¢oes:
i) Ac B
ii) CcB
i) AnNC=0

12) Indicar as condic¢des que devem satisfazer os conjuntos 4 e
B para que se verifique AUB=5B.



13) Indicar as condi¢oes que devem satisfazer os conjuntos 4 e
B para que se verifique ANB=5.

14) Prove que para quaisquer conjuntos 4, B e C,se Ac B e
Ac C, entao AC(BmC).

15) Para A={xeN/x=4n, comneN}e

B:{xeN*/ﬁzn, comneN},
x

qual o niimero de elementos de AN B?

16) Um subconjunto 4 de ntimeros naturais contém doze mul-
tiplos de 4, sete multiplos de 6, cinco multiplos de 12 e oito

numeros impares. Qual o niimero de elementos de A7

17) Numa pesquisa de mercado, foram entrevistadas véarias pes-
soas acerca de suas preferéncias em relacdo a 3 produtos: W, X

e Y. Os resultados da pesquisa indicaram que:

210 pessoas compram o produto W;

210 pessoas compram o produto X;

250 pessoas compram o produto Y;

20 pessoas compram os trés produtos;

100 pessoas nao compram nenhum dos trés produtos;
60 pessoas compram os produtos W e X;

70 pessoas compram os produtos W e Y;

50 pessoas compram os produtos X e Y.

Pergunta-se:

a) Quantas pessoas foram entrevistadas?
b) Quantas pessoas compram apenas o produto W?
¢) Quantas pessoas compram apenas o produto X?

d) Quantas compram apenas o produto Y?
(Sugestao: use diagramas)



18) Para conjuntos 4 e B finitos, prove que

AU B|=|d|+|B|-|4n B|

19) Determinar os conjuntos 4, B e C que satisfazem simulta-
neamente as seguintes condigdes:

a) AUBUC={z,x,v,u,t,s,r,p,q}
b) AnB={r,s}

o) BNC={s,x}

d) CnAd={st}

e AuC={p,q,r,s,t,u,v,x}

f) AUuB= {p,q,r,s,t,x,z}

20) Desenhar um diagrama de Euler-Venn representando quatro
conjuntos 4, B, Ce D, de modo que se tenha 4« B,BzC,
C>(4UB)e Dc(ANB).

21) A unido é uma operacgao que pode ser estendida a mais de
dois conjuntos: para conjuntos 4,,4,,4;,...,4,, denotamos a

n
uniao como U 4, . E possivel também uma generalizacao para
i=1

uma infinidade de conjuntos; para uma familia de conjun-
tos 4 com ieJ,onde J é um conjunto infinito de indices, a

unido dos conjuntos A4, é denotada por U 4, . Assim, x e U 4
ieJ ieJ
se e somente se x € 4,, para algum i eJ. Determine agora o
conjunto resultante da unido infinita da seguinte familia de
conjuntos: | JB, , B, ={2i},para ieN.
ieN

23) Dados os conjuntos 4 e B, desenhe os diagramas de Venn-
Euler dos conjuntos, considerando os casos (i) 4 e B disjun-
tos; (i) Ac B; (iii) AnNB#J; (iv) BC A:

a) A-B
b) Au(4-B)
o A-(4-B)

d) Bn(4-B)



24) Considere os conjuntos 4=1{0,1,3,5,7} e B={2,4,5,8}.
Determine:

a) A-B
b) (A-B)U(B-A)

) (AUB)—(BNA)

1.7 Complementar de um conjunto

Considere um conjunto 4; o complementar de 4 (ou complemento
de 4) é o conjunto dos elementos que nao pertencem a 4. Se, por
exemplo, 4= {0,1}, o complementar de 4 teria como elementos o
-5, J17 , 0 planeta Urano, os dias da semana, todos os niimeros
primos, enfim, qualquer objeto que nao fosse 0 e nao fosse 1 seria
elemento do complementar de 4. Esta situacao tao ampla nao pare-
ce muito interessante! Para evitar isto, a idéia de “complementar de
um conjunto” terd como referéncia um conjunto “maior”, que con-
tém o conjunto 4. Assim, devemos pensar em “complementar de 4
em relacdo a um conjunto B, com 4c B”.

Notacoes:

¢ Indicamos o complementar de 4 em relacao a um conjunto B
como CyAd={xeB/x¢A}.

* Quando B é o conjunto universo, denotamos o complementar

de A4 por A°;entdo A°={x/x¢ A}.

Observacao 19. Note que x e 4 se e somente se xg 4. E x ¢ 4° se
e somente se x € 4; assim, AN A° =. Consequentemente, para o
conjunto universo U, temos &°=U e U = .

Exemplos:
1) A={xeZ/2|x}cZ; A°={xeZ/x é impar}
2) A={er/2|x}e B={er/—6<x<20};

C,A=1{-5,-3,-1,1,3,5,7,9,11,12,13,15,17,19}, ou

CyA={2n+1/neZ e -3<n<19}.



Propriedades da complementacao

Para 4 e B subconjuntos de um conjunto U, temos as seguintes
propriedades (continuaremos a numeracao a partir das proprie-
dades da interseccao):
12) (A°)' =4
Sabemos da Obs. 19 que x € (4°)° se e somente se x ¢ A°. Mas
x ¢ A° se e somente se x € 4. Logo, a igualdade é verdadeira.
13) A-B=ANB°

Lembrando a defini¢ao de interseccao e da diferenca, note
que:

ANB ={x/xeAdexeB}={x/xedexegB}=A-B

14) (i) (ANB) = A° UB"
(i) (AUB) = A° N B°
Estes resultados sdao conhecidos como “Leis de De Morgan”, de-
vido ao seu autor (tarefa: pesquise quem foi De Morgan). Vamos

demonstrar (i) (para lembrar como demonstrar a igualdade de
conjuntos veja Propriedade Anti-simétrica da Inclusao):

xe(ANB) & xeANnB& xeg A ou

xgBoxeAd ouxeB < xe(A°UBY)
Deixamos a demonstracao de (ii) como exercicio.

15) A< B se e somente se B < A°.

Deixamos a demonstracdo como exercicio; vocé pode fazer
separadamente as duas implicagoes:

AcB=>B"cA°eB°c A= AcB.

16) Se AnB=J,entao Bc A°.

Devemos mostrar que todo elemento de B é elemento de A4°.
Seja xe B;como ANB=, x ndo é elemento de 4. Logo,
xe A° e, assim, Bc A°.



Exercicios propostos
25) Desenhe o diagrama de Venn-Euler do complementar de

A em relagao a um conjunto universo U .

26) Considere subconjuntos 4 e B de um conjunto U ; defini-
mos a diferenga simétrica de A e B e anotamos AaB como sen-
do o conjunto 4aB =(A4—-B)U (B - A). Usando esta defini¢ao:

a) Faca o diagrama de Venn-Euler de 4aB.

b) Calcule {a,b,c,d}a{c,d,e, f }considerando U o conjunto
das letras do alfabeto portugués.

¢) Prove que 424 = para todo conjunto 4.
d) Prove que A2 = A4 para todo conjunto 4.
e) Prove que AaB=(4AUB)—(ANB).
27) Dadososconjuntos4 = {1,2,3,4},B={2,4,6,8},C = {3,4,5,6}
num universo U = {x e N/0 <x <10}, calcule:
2) (4-B)
b) (ANC)*
¢ (AU B)*
d) (BaC)*

28) Prove que Ac B seesomentese A—-B=0.

29) Determine os elementos dos conjuntos 4 e B, subconjun-
tos de U, sabendo que AaB={1,2,3,4,5}, 4°={2,3,5,7},
B ={1,4,7} e U={xeN/0<x<8}.

30) Considere os conjuntos A={xeZ/x=6n+3,necZ} e
B={xeZ/x=3n, neZ}. Determine:
a) ANnB
b) AUB

¢ B-—4



31) Considere os seguintes conjuntos: 4 ={1,2,{1,2}}
B={{1},2},C={1,{1},{2}} . Classifique as afirmacOes abaixo
em V ou F justificando:

a) AmB:{2}

b) BnC={{1}}
¢c) B-C=ANnB
d) Bc A

e) ANP(4)={{L,2}}, onde P(A) é o conjunto das partes de A4.

1.8 Produto cartesiano

Considere os conjuntos A ={1,2,3} ¢ B={l,5}. Vamos construir um
novo conjunto, denotado por 4x B, cujos elementos sdo “pares or-
denados” formados por elementos de 4 e de B, isto é, todos os
possiveis pares de niimeros de modo que o primeiro seja elemento
de A e o segundo seja elemento de B:

Ax B ={(1,1),(1,5),(2,1),(2,5),(3,1),(3,5)}

O conjunto formado é chamado “produto cartesiano de 4 por B”.
Note que o nome “par ordenado” significa que a ordem em que os
elementos aparecem no par é importante; por exemplo, o par (1,2)é
diferente do par (2,1) e (1,2) ndo pertence ao conjunto 4xB. O con-
junto Bx A seria dado por Bx 4 ={(1,1),(1,2),(1,3),(5,1),(5,2),(5,3)},
que é um conjunto diferente de AxB.

Conjuntos de pares ordenados sao tteis para descrever vdrias situa-
¢Ooes em Matematica e em outras areas; vocé deve lembrar de como
construia graficos de fungdes, da descri¢do de curvas no plano, ou
de como procurar uma rua no mapa de uma cidade.

Genericamente, dados os conjuntos 4 e B, o produto cartesiano
de 4 por B é o conjunto AxB={(a,b)/ac AebecB}. A expressao
“ae AebeB” ai aparece no sentido de “ a percorre 4 e b percorre
B” (veja a observagao 4). Isto significa que usamos todos os elemen-
tos de 4 e todos os elementos de B, construindo todos os possiveis
pares ordenados.



Mais exemplos:
1) A={n} e B={13,17,19,23,29},
Ax B ={(n,13),(n,17),(n,19),(n,23),(n,29)}

2) A= {a,b,c} e B:{Zn/neN},

AxB:{(x,2n)/x:a,x:b ouxzceneN}

Observacao 20. Em um par ordenado (a,b), a é a primeira coorde-
nada e b é a segunda coordenada.

Observacao 21. Quando os conjuntos sao iguais, o produto cartesia-
no Ax A também é denotado por 4°; 4° ={(a,b)/ac Aebe 4}.

Observacao 22. O que acontece quando um dos conjuntos de um pro-
duto cartesiano é o conjunto vazio? Como o conjunto vazio nao tem
elementos, ndo podemos construir pares ordenados e consequente-
mente temos que AxJ = x A=, qualquer que seja o conjunto 4.

Observacao 23. As vezes podemos descrever um conjunto de pa-
res ordenados mesmo que nao estejam explicitos os conjuntos que o
compoem; por exemplo, o conjunto

L={(a,b)e N xN/a édivisorde b e b <7}

é um subconjunto préprio do conjunto cartesiano N' xN (veja Obser-
vacdo 9) e seus pares ordenados sao especificados por meio de uma
relagio entre as coordenadas; o conjunto L serd dado por:

L={(1,0),(L1),(1,2),(13), (1L4), (1,5), (1,6),(2,0),(2.2), (2, 4),
(2,6):(3.0),(3:3)-(3.6),(4.0).(4.4).(5.0).(5,5).(6.0).(6.6)}

Para escrever o conjunto, tomamos todas as possibilidades para a
segunda coordenada b, ou seja, 0,1,2,3,4,5,6 e para a primeira co-
ordenada tomamos os possiveis divisores desses niimeros.

Subconjuntos de produtos cartesianos serao estudados na unidade
Relagoes.



1.8.1 Representacao grafica do produto cartesiano

Vocé deve lembrar de como desenhava gréficos de fungdes reais,
usando dois eixos perpendiculares para neles representar o dominio
(eixo horizontal) e contra-dominio (eixo vertical) da funcao e locali-
zando os pontos (x, f(x)) por meio de retas paralelas aos eixos. No
caso de fungdes reais, dominio é subconjunto de R, contra-dominio
€ R e o plano (identificado como R xR ) determinado pelos dois ei-
xos é chamado plano cartesiano (tarefa: descubra a origem da palavra
“cartesiano”). O grafico da fung¢ao é o conjunto dos pontos (x, f(x)),
que é um subconjunto do plano RxR.

Podemos generalizar esta idéia para qualquer par de conjuntos A4 e
B . Tracemos dois eixos perpendiculares nos quais representamos o
conjunto 4 no eixo horizontal (primeiro conjunto) e o conjunto B e —
no eixo vertical (segundo conjunto); os pares ordenados (a,b) po- B| [ A4xB

dem ser representados pelas intersec¢des de retas paralelas aos dois
eixos pelos pontos que representam os elementos de 4 e de B. Veja

a figura 1.3. | A

O fato de podermos representar o conjunto 4xB como pontos de
um plano é que permite sua utilizagdo para descrever sistemas de Figura 1.3
localizagao, principalmente mapas. Introduzir o produto cartesiano
por meio de mapas tornou-se um recurso muito ttil, que pode ser

observado em muitos livros didaticos.

1.8.2 lgualdade de pares ordenados

Se pensarmos num par ordenado (a,b) como a posi¢ao de um obje-
to no plano, podemos perguntar: quando um objeto localizado em
(x,y) estard na posi¢ao (a,b)? E razoavel responder: quando as co-
ordenadas de (x,y) coincidirem com as coordenadas (a,b). Pode-
mos entdo definir:

Definicao: Dois pares ordenados (a,b) e (x,y) sdo iguais se e so-
mentese a=xe b=y.
Exemplo:

Determine os valores de ¢ para que o par (¢,0) pertenga ao conjunto
S={(x,y)€ZXZ]y=x>—4}.



Resolucdo: Podemos escrever o conjunto § como
S={(x,x’—4)/xeZ.

Para que o par (¢,0) pertenca ao conjunto S, devemos ter
(1,0)=(x,x* —4),ouseja, t =x e x° —4=0.Istosignifica t* =4 =0
e, portanto, ¢t =2 ou ¢t =—-2. Nenhum outro valor de ¢ satisfaz a con-
dicdo. Assim, os valores de ¢ para que (¢£,0)€ S sdo r=2 ou t=-2
(o que significa que os pares (2,0) e (—2,0) sdo elementos de S).

1.8.3 Propriedades do produto cartesiano
Sejam 4, B e C conjuntos. Valem as seguintes propriedades:

1) Se 4 é diferente de B, tem-se AxB# BxA. (veja o primeiro
exemplo)

2) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

Vocé pode verificar intuitivamente a igualdade dos conjuntos atra-
vés da representacgao grafica:

Ax(BuUC(C)

o B{}C ............. (

(A% B)U (4% C)

Figura 1.4 - (A) Ax(BUC) e (B) (AxB)u(4AxC)



Analogamente temos também Ax(BNC)=(AxB)N(AxC). Faca a
representacao grafica como exercicio.

Exercicios
32) Dados 4={3,4,5} e B={1,2,3,4} escreva os conjuntos:

a) AxB
b) BxA
O (AxA)U(BxB)
d) (AxBYU(Bx A)
) (AxB)N(Bx A)
f) (AxA)N(BxB)

33) Se A tem dois elementos e B tem seis elementos, quantos
elementos tem A x B? Vocé pode generalizar?

34) Determine x e y de modo que sejam iguais os pares ordena-
dos:
a) 2x-1,5 ¢ (x,y+1)
b) (x+y,D)e3,x—y)
o (y=22x+De(x-1,y+2)
35) Da mesma forma como foi feito para a unido e interseccdo de

conjuntos, o produto cartesiano pode ser estendido a mais de
dois conjuntos. Para trés conjuntos temos:

AxBxC ={(a,b,c)/ac A,be BeceC(C}

O conjunto Ax BxC é o conjunto das ternas ordenadas (a,b,¢)
comaed,beB eceC.Umexemplo de conjunto desta natu-
reza é o espago tridimensional RxR xR, onde cada coordena-
da representa uma dimensao: comprimento, largura e altura.

Também podemos definir para uma familia de » conjuntos
A, Ay Ay A

A XA xA;x..xA = {(al,a2,a3,...,an)/al. € A, para ISiSn}



Os elementos deste conjunto sao chamados de “n-uplas” orde-
nadas (costuma-se falar “énuplas”).

O conjunto RxR xR é um exemplo para o caso n=3.

Agora faga o exercicio. Descreva o produto cartesiano dos con-
juntos:

a) A={,2,3},B={2,5},C={7}

b) 4 ={neN/nédivisordei} para 1<i<8 (4, é o conjunto
dos divisores de 1, 4, € o conjunto dos divisores de 2, 4, é
o conjunto dos divisores de 3 etc.).

Tarefa de pesquisa

1) Vocé ja sabe que produtos cartesianos sdo tteis para descrever
posicoes de objetos. Em geografia vocé aprendeu que a locali-
zagao de pontos na Terra é feita através de duas coordenadas:
latitude e longitude. Produza um texto explicando detalhada-
mente o que é latitude e o que é longitude. Dé as coordenadas
de sua cidade natal e de mais quatro cidades de sua escolha.

2) A localizagao de estrelas também é feita através de coordena-
das. Produza um texto explicando detalhadamente um siste-
ma de coordenadas estelares (existe mais de um!). Vocé vai en-
contrar este tema em livros de introducdo a astronomia e em
sites da internet.



Resumo

Neste capitulo vocé estudou Conjuntos, a linguagem universal da
Matematica. Os topicos trabalhados foram:

1) Conjuntos e elementos: relacdo de pertinéncia e representacao
de conjuntos.

2) Inclusao — Subconjuntos: propriedades da inclusdo e subcon-
juntos especiais do conjunto R.

3) Cardinalidade de um conjunto: niimero de elementos de um
conjunto.

4) Conjunto das partes de um conjunto: conjunto formado por
todos os seus subconjuntos.

5) Operagdes entre conjuntos: Unido, Interseccao, Diferenca e
propriedades dessas operagoes.

6) Complementar de um conjunto: relagdo com a inclusdo e pro-
priedades.

7) Produto cartesiano de conjuntos: representacao, igualdade de
pares ordenados, propriedades.
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deste capitulo, com muitos exercicios.
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Capitulo 2

Numeros reais

Estudaremos o conjunto dos miimeros reais (R), suas
operacgoes e propriedades, e sua relagdo de ordem. As
propriedades das operacoes e da relagio de ordem serdo
utilizadas para o estudo das equacoes e inequacgoes. Além
disso, estudaremos as primeiras nogoes de supremo e in-
fimo, caracteristicas especiais de subconjuntos de R.

Introducao

No estudo do conjunto R dos niimeros reais continuamos uma
caminhada que comegou na disciplina de Fundamentos de Ma-
tematica I com os conjuntos N, Z e Q. Os conjuntos numéricos
estdo presentes em todos os contetidos do Ensino Fundamental
e do Ensino Médio: nas primeiras séries do Ensino Fundamen-
tal sao estudadas as operagoes em N e Q _ ; nas séries iniciais
do segundo ciclo do Ensino Fundamental introduz-se Z e Q_ e
em seguida R. A partir dai as “ferramentas” de trabalho sao os
numeros.

E curioso observar como os alunos, de modo geral, “classificam”
os numeros em “grandes” quando tém mais de dois algarismos;
“nao dao certo” quando sao irracionais; uma fragdao é suspeita!
Os “preconceitos” com determinadas classes de nimeros acabam
interferindo em outras areas, como Fisica e Quimica. Por este
motivo, o professor de matematica tem a tarefa de conduzir seus
alunos no “mundo” dos niimeros sem restricbes e comentarios
que possam reforgar ou criar os “preconceitos”. Para tanto, é pre-
ciso que o professor também nao os tenha! Um exemplo claro é o
conjunto dos niimeros irracionais (cujo estudo é iniciado na séti-
ma série do Ensino Fundamental, quando aparecem os radicais),
pouco explorado no Ensino Fundamental e pouquissimo explora-
do no Ensino Médio. No entanto, as representa¢des dos fendme-
nos naturais utilizam em geral nimeros irracionais; ao apresentar



este universo para os alunos, estaremos contribuindo para que eles
tenham um entendimento melhor da natureza.

Ao longo deste capitulo estudaremos o conjunto dos niimeros reais
nao s6 como uma ferramenta ttil na construcao de outros conceitos
matematicos, mas como um objeto matematico préprio. O conhe-
cimento do conjunto dos niimeros reais é de extrema importancia
no estudo do Célculo, juntamente com as fung¢des, nosso objeto de
estudo dos préximos capitulos.

2.1 O conjunto R dos numeros reais:
racionais e irracionais

Vocé ja estudou os conjuntos numéricos N, Z e Q, as operagdes
definidas neles e suas propriedades. O que falta para chegarmos aos
nimeros reais é o conjunto dos niimeros irracionais. Nao faremos
aqui a construcdo formal; vocé tera oportunidade de construir R
em disciplinas de Analise. Mas o que é um ntimero irracional? E um
numero real que ndo € racional, ou seja, que ndo pode ser expresso

< . ... a o
como uma razao de niimeros inteiros 3 com b # 0. Exemplos cléssi-

cos de nimeros irracionais sao as raizes “nao exatas”, como \/g e, de
modo mais geral, Jb quando b ndo é o quadrado de um ndmero.
Talvez o irracional mais famoso seja o mn, resultado da divisao do
comprimento de uma circunferéncia pelo seu didmetro. Aqui cabe
uma pergunta: mas n ndo é a razao entre dois niimeros? Por que
nao € racional? (deixaremos que vocé responda!). Outra maneira de
caracterizar os ndmeros irracionais é por meio da representacgao de-
cimal; sabemos que os niimeros racionais podem ser representados

a . . o
na forma 3 e também na forma decimal, resultado da divisao do

inteiro a pelo inteiro . O Algoritmo da Divisdo (visto em Funda-
mentos de Matemadtica I) nos garante que, ao dividirmos a por b,
temos duas opgdes: ou a conta “da exata”, com resto zero, ou 0s restos
comecam a se repetir (pois estdao limitados pelo divisor b ), gerando
uma dizima periddica. Assim, a representagao decimal de um nu-
mero racional seréd finita, no primeiro caso, ou infinita periédica no
segundo. Reciprocamente, um niimero na forma decimal finita ou



infinita peridédica pode ser representado também na forma fraciona-
ria. Alguns exemplos:

1) 1,456 =136
1000
0) 2,343434.. =24+ 4 232
99 99
3) 0,2454545... = 0,2+0,0454545... = = 4 40 _ 243
10 990 990

Tendo em conta que um nimero irracional é aquele que nao é ra-
cional, ele pode entdao ser caracterizado como aquele que possui
uma representacdo decimal infinita ndo-peridédica, ou seja, os al-
garismos ap0s a virgula nao se apresentam como blocos repetidos,
sucedendo-se uma infinidade de casas decimais, como por exem-
plo, 0,1010010001000010000001... Os exemplos a seguir mostram
nimeros irracionais conhecidos em sua representagao infinita nao-
periddica:

4) 7 =3,1415926535...
5) e=2,7182818284...
6) N2 =1,4142135623...

Pergunta: se os nimeros irracionais possuem uma infinidade nao-
periddica de casas decimais e ndo podemos saber todas elas, como
eles sao utilizados na pratica? Por exemplo: o volume de uma lata de
leite condensado (cilindrica) é V' = 4h, em que A é a drea da base e
h é a altura; a area da base é mr?, sendo r o raio.Se r =3,75cm e a
altura for de 8 cm (dimensdes aproximadas da lata de leite conden-
sado), o volume V' é dado por ¥ =z x(3,75)* x8, que é um niimero
irracional (apesar da lata ser um objeto de uso comum para medidas
nas receitas de pudim!). O que acontece nestes casos é que sao usa-
das aproximagoes racionais para estas medidas. Vocé deve lembrar
que na pratica muitas vezes o professor dizia para usar 7 como
3,14 . Esta € uma aproximagao racional para um niimero que possui
uma infinidade ndo-periédica de casas decimais: 3,14 nao € o nu-
mero 7, e o resultado da substituicdo de & por 3,14 apresentara
um erro. No entanto, este erro pode nao ser significativo e a aproxi-
magao do resultado servird também aos nossos propoésitos. Quanto
mais casas decimais considerarmos, menor sera o erro decorrente



da substitui¢do. Usando 3,14 como aproximacgao para 7 , o volume
da lata de leite condensado é 353,25 cm’(na embalagem de uma
das marcas de leite condensado aparece 353 cm’). Observe outras

aproximagoes na tabela:

Aproximacéo de 7 V=mx(3,75)2 x 8 cm?
3,14 353,25
3,1415 353,41
3,141592 353,4291
3,14159265 353,429173125
3,1415926535 353,429173519

J& podemos nos sentir mais confortaveis: usar uma aproximagao racio-
nal ao invés de uma infinidade nao-periddica de casas decimais pelo
menos nos permite fazer contas. Mas como encontrar as casas decimais
para poder usar aproximagoes racionais? Em outras palavras: como de-
terminar que V2 =1,4142135623... se ndo é o resultado de uma divi-
sao? Vale a mesma pergunta para 7z = 3,1415926535... : como estas ca-
sas decimais foram determinadas? Responder esta tltima pergunta
é o primeiro exercicio do capitulo 2; vocé vai precisar pesquisar em
livros de Histéria da Matematica.

Atividade de pesquisa

1) Dé exemplos de quatro tipos de aproximacgdes de 7 feitas an-
tes do século XX. Explique cada uma delas.

Exemplo de aproximacao por racionais

Vamos estudar agora um método para aproximar nimeros irracio-
nais por racionais. Este método ja era conhecido na antigiiidade (foi
desenvolvido pelos babilonios) e € bastante eficiente. No entanto, s6
pode ser utilizado para aproximar raizes quadradas “nao-exatas”,
da forma b , quando b ndo é o quadrado de um nimero.

Faremos como exemplo as aproximagoes para V2



- 3
Inicialmente observamos que 1< V2 < 5, uma vez que

12 <2<%:2,25.

. ey NP 3
Tomamos como ponto de partida a média aritmética entre 1 e —,
que na reta significa o ponto médio entre entre 1 e 5 ; esta média

aritmética sera nossa

1+

. 3 2
* 12 aproximacao: =—=1,25
P ¢ 2 4

2
Como i = é =1,56 < 2, concluimos que 2 < \/5 < i
4 16 4 2

Na reta:

2

NSI[US

S
4

2:1,25 € uma aproximacdo “por falta", uma vez que € menor do

que /2.

Posso chegar ainda mais proximo de V2 por valores racionais? Para
chegarmos mais “perto”, lembramos que estamos procurando nume-
ros racionais proximos de um numero x cujo quadrado € 2, ou seja,

x* =x.x=2. Fazendo x.%:2, obtemos xz% e tomando a média

o L 5 8
aritmética (ou o ponto médio) entre Z e g obtemos nossa

5 8

— + —
25+32 57
* 22 aproximacgao: 2 — =—=1,425
2 20-2 40

Mas por que efetuamos estas inesperadas operagdes para obtermos
nossa segunda aproximacdo? De fato, € um procedimento bastan-

. . 5,
te razoavel. Buscamos um numero x tal que x.x=2;se — € uma

. 5 .
aproximacao de J2 e encontramos x tal que x.Z:2 , OU s€ja,
58

2.5:2, podemos concluir que % ¢ também uma aproximacdo de



V2 . Além disso, se uma destas aproximacoes ¢ menor do que V2, a
2
outra devera ser maior. De fato, § _ 64 >ﬂ =2 e consequliente-
5) 25725

8 o L
mente \/5 < —. Por este motivo € que tomamos o ponto médio entre

2 e 3 para nossa segunda aproximacao.

Na reta

X

NSTIUS I
oo +

S
4
Observe que diminuimos o intervalo no qual se encontra o nimero

5 8 . « .
V2 agora temos Z<x/§<§ e esta 2¢ aproximacdo esta a direita

de V2, bois 57 3249>3200:
40 1600 1600

5 .
Novamente usamos 4—(7) para fazer o papel de um "x" na igualdade

x.x =2, obtendo um numero a esquerda de V2 x.% =2,0 que nos

da x= @
57

Como 80 6400 6498 =2, concluimos que 80 <y2<=2 >7
57) 3249 3249 57 40

Na reta

I 580257
4 57 40
Com um intervalo ainda mais reduzido, tomamos o ponto médio (a

média aritmética) entre 80 e ﬂ para produzir nossa
57 40

80,57
57 40 _ 6449
2 4560

* 3¢ aproximacgao: =1,41425...

Continuando este procedimento encontramos uma sucessdo de nu-

5 57 6449 . .
meros racionais —, —, —— ... que se aproximam cada vez mais

4" 40" 4560 °
de \/5



Compare esta sucessdo com o nimero que a calculadora nos da
como /2 :

Erro (diferenca entre o valor

Calculadora Aproximacoes dado pela calculadora e as
aproximacoes)

5
1,41421356237... —=1,25 0,16421356237 .
4 (erro na 12 casa decimal)
ST _ 1,425 0,01078643763
40 (erro na 22 casa decimal)
0449 _ | 414p5.. | 000003643763
4560 (erro na 52 casa decimal)

Faca vocé a4“ e a 5“ aproximagoes e observe como o erro diminui
a ponto de ndo mais o reconhecermos!

Observacao 1. As aproximagdes que encontramos dependem do
ponto de partida (da 1* aproximacgdo), quando consideramos o in-
tervalo que contém V2. Se toméssemos 2 como 1* aproximagao

3 < L . .

(em vez de =) nossa sucessao seria diferente, mas ainda assim se
2

aproximaria de V2. Experimente!

Observacao 2. Todos os niimeros irracionais podem ser aproxima-

dos por racionais; este é um resultado que vocé estudara com deta-
lhes na disciplina de Analise.

Observacao 3. O conjunto dos niimeros irracionais é anotado por
R -Q, uma vez que se trata do conjunto dos niimeros reais que nao
sdo racionais: R—-Q={xeR/x¢Q}



Exercicios propostos

1) Utilizando o procedimento anterior, encontre a 4* aproxima-
cao de \/%, comecando as aproximagdes com 5 (1* aproxi-
macao). Comparando com o resultado da calculadora, em qual
casa decimal esta o erro?

2) Encontre trés aproximacoes racionais para 5, escolhendo di-
ferentes intervalos que contém V5 (18 aproximagao). Compa-
re os resultados.

3) Vocé conhece um programa computacional que pode ser usa-
do para calcular as aproximagdes por racionais? Caso conheca,
dé um exemplo. Caso desconhega, informe-se!

2.2 Operacoes e propriedades no
conjunto R: a estrutura de corpo

Durante todo o Ensino Médio vocé operou com nimeros reais e
utilizou as propriedades das operagdes e da relacdo de ordem defi-
nida em R na resolugdao de equagoes e inequagdes. Na verdade vocé
utilizou o fato de R ter uma “estrutura de corpo ordenado”. Uma
“estrutura” (também chamada estrutura algébrica) é obtida em um
conjunto equipado com operagoes quando estas operagoes tém de-
terminadas propriedades. A construcao formal de R nos permiti-
ria definir as operagdes e provar todas as propriedades; no entanto,
esta construcao nao sera feita neste momento, como dissemos an-
teriormente. Assim, vamos considerar conhecidos o conjunto R e
suas operagOes e vamos apresentar algumas propriedades como um
conjunto de axiomas. A partir dai, provaremos outros resultados
importantes para a compreensao do conjunto R.

Vamos entdo estabelecer como conhecidos:
i) o conjunto dos niimeros reais denotado por R ;
ii) as operagOes de adi¢dao e multiplicagdo de ntimeros reais.

Para quaisquer x e y em R, a adicao faz corresponder a soma
x+yeR eamultiplicagdo faz corresponder o produto x-yeR.

Este assunto sera
estudado de maneira
aprofundada na disciplina
de Algebra | deste curso.

Axiomas

Sdo afirmacdes que admi-
timos verdadeiras, sem de-
monstracdo. Este assunto ja
foi discutido em outras dis-
ciplinas, vocé se lembra?




Estas operagoes satisfazem os seguintes axiomas: Vx,y,ze€R.

Al x+(y+2)=(x+y)+z (Associativa)
A2) x+y=y+x (Comutativa)
A3) Existe 0 € R tal que x+0=x (Existéncia do elemento neutro)
A4) Existe —x € R tal que x+(—x)=0 (Existéncia do elemento oposto)
M1) x.(y.z) =(x.y).z (Associativa)
M2) x.y =y.x (Comutativa)
M3) Existe 1 € R tal que x.1=x (Existéncia do elemento neutro)
M4)Se x #0, existe x ' € R tal quex.x” =1 (Existéncia do elemento inverso)
D) xly+z)=xy+xz. (Distributiva)
Por M2, também vale (x+y).z=x.z+y.z

Com estes axiomas as operagdes de adicao e multiplicacdo definem
em R uma estrutura de “corpo comutativo”.

Observacao 4. Os quatro primeiros axiomas referem-se a opera-
¢ao adicdo; os quatro seguintes, a operacao multiplicacdo. O tlti-
mo axioma (D) relaciona as duas operagdes; lembre que este axioma
também é conhecido como “colocar em evidéncia”.

Observacao 5. Vocé deve lembrar de um conjunto de propriedades
consideradas como axiomas quando estudou os conjuntos N, Z e Q.
A medida que “ampliamos” nosso universo numérico, “ganhamos”

mais propriedades relativas as operacdes. Vamos fazer uma retros-
pectiva das propriedades relativas as operagdes dos conjuntos estu-
dados até agora (para identificar as propriedades, usaremos a notagao
das propriedades de R que acabamos de estabelecer):

i s Proprie@a~des Propri_ed.adesuda
da Adicdo Multiplicagdo
Naturais (N) A1, A2, A3 M1, M2, M3 D
Inteiros (Z) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3 D
Racionais (Q) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3, M4 D
Reais (R ) A1, A2, A3, A4 M1, M2, M3, M4 D




Podemos observar na tabela que, ao ampliarmos de N para Z, ga-
nhamos A4, ou seja, 0s opostos dos nimeros; de Z para Q ganha-
mos M4, ou seja, os inversos dos niimeros ndo- nulos. Mas de Q
para R nao ganhamos nada. Isto significa que Q e R se compor-
tam da mesma maneira em relagdo as operagoes, isto é, tém a mes-
ma estrutura de corpo.

Das operagoes de adigao e multiplicacdo associadas aos axiomas A4
e M4, podemos definir em R mais duas operagoes (como ja definido
em Q), a subtracao e a divisdo: Vx,y € R, a diferenca x—y =x+(-y)
soma dex com o oposto de y ;o quocientepara y =0, x+y=x.y" éo
produto de x pelo inversode y.

Assim como em Q, estas operacdes nao sao comutativas nem asso-
ciativas e ndo tém elemento neutro.

Propriedades
Decorrem dos axiomas as seguintes propriedades em R:
P1) O zero é tnico.

Demonstracado. A estratégia para provar esta unicidade € supor
que existam dois zeros e provar que sdo iguais. Suponhamos en-
tdo que existam dois elementos em R satisfazendo A3 (fazendo o
papel de zero): 0 e 0,. Pela existéncia do oposto teriamos entdo:
I+(-1)=0 e 1+(-1)=0,. Logo, 0=0, € o zero € unico.

P2) O oposto de um elemento de R é tnico.

Demonstracao. Seja x € R. Suponhamos que x tenha dois opos-
tos: y e z. Entdo teremos x+y=0 e x+z=0, o que significa
x+y=x+z.Somamos y (o oposto de x) em ambos os lados da
igualdade e teremos:

y+(x+y)=y+(x+z)

(y + x)+ y=(y+ x)+ z (Associativa, Al)
0+y=0+z (Existéncia do oposto, A4 e comutativa, A2)
y=z (Existéncia do elemento neutro)

Poderiamos também somar
z, 0 "outro” oposto de x

e chegariamos a mesma
conclusio).



P’3) Vale a lei do cancelamento para a adigao:

X+z=y+z=>x=y,Vx,y,zeR

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

’4) Vale a lei do cancelamento para a multiplicacao:

xz=yzez#z0=>x=y,Vx,y,zeR

Demonstracao. Analoga a demonstracgdo para os numeros racionais.

P5) O elemento 1 € tnico.

Demonstracao. Andloga a demonstracédo de P1. Faca como exercicio.

P6) O inverso de cada elemento ndao-nulo em R é tinico.

P7)

P)

Demonstracao. Analoga a demonstracdo de P2. Faca como exercicio.

x-0=0,VxeR
Demonstracdo. Como 0=0+0, podemos escrever:

x-(0+0) =x-0

x-0 +x-0=x-0 (Distributiva)
x-04+x0=x0+0 (Existéncia do elemento neutro)
x-0=20 (Lei do cancelamento para adigao, P3)

n

x-y=0 = x=00uy=0,Vx,yeR

Demonstracado. Analoga a demonstracdo para os numeros racio-
hais; vamos fazé-la novamente:

Hipotese. x-y =0

Tese. x=0o0uy=0

Como temos que provar uma afirmag¢do com “ou” (no sentido de
alternativa), vamos supor que uma das alternativas ndo ocorra, ou
seja, vamos supor x # 0. Devemos mostrar entdo que para y so res-

ta a opcdo de ser 0. De fato: por hipdtese temos x.y =0 e pela pro-
priedade P7 temos que 0= x.0. Podemos entdo escrever x.y =x.0.



Como x =0, pela Lei do cancelamento para a multiplicacdo (P4),

temos que y=0.

P9 —(-x)=xe (x)'=x, VxeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os nimeros racionais.

P10)=(x+y)=(=x)+ (=), Vx,yeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

P11) (=x).y =x.(-y)=—(x.y), Vx,yeR.

Demonstracao. Analoga a demonstragdo para os numeros inteiros.

Observacao 6. Estas propriedades sdo utilizadas para a resolugao

de equacdes em R. Vejamos um exemplo, resolvendo a equagao

x* =3x=2x e explicitando a propriedade ou axioma utilizado em

cada passo:

x*—=3x=2x

x*=3x+ (—2x) =2x+ (—Zx)
X+ (—3x)+ (—2x) =0
X+ (—3)x + (—2)x =0

X +[(-3)+(-2)]x=0

X +(=5)x=0

x[x+(—5)] =0

x=0 ou x+(-5)=0
x=0ou x+(-5)+5=0+5

x=0oux+0=5

x=0oux=5

(existéncia do oposto (A4):
o oposto de 2x é —2x)

(def. subtracao e A4)
(P11, oposto do produto)
(distributiva)

(°10, oposto da soma)
(distributiva)

(P8: se um produto é nulo,
um dos fatores é nulo)

(adicionamos 5 aos dois
membros da igualdade)

(A4, A3 e distributiva)

(A3)



Esta palavra € recorrente
no vocabulario matematico
e indica que uma
possibilidade exclui a
outra, isto é, se satisfaz

a primeira sentenca

ndo pode satisfazer a
segunda e vice-versa.

Como visto, todos os procedimentos de resolucao se originam nos
axiomas e/ou propriedades dos niimeros reais. Lembre que na dis-
ciplina de Fundamentos I este comentario ja foi feito para o universo
de niimeros inteiros e racionais.

2.3 Operacoes com numeros
Irracionais

As propriedades que acabamos de estudar referem-se ao conjunto
R dos nimeros reais; este conjunto, como ja sabemos, compde-se
de niimeros racionais e irracionais. Lembre-se que um nimero ir-
racional é aquele que ndo é racional, ou seja: dado um niimero real,
ele s6 tem duas possibilidades: é racional ou irracional e este “ou” é
exclusivo.

Vocé ja conhece o conjunto dos nimeros racionais e sabe que quan-
do operamos niimeros racionais (com as operag¢oes adi¢ao, multipli-
cacao, subtracao, divisao) o resultado é ainda um ntimero racional
(as operagoes sao fechadas em Q). De modo geral, isto ndo acontece
com os nimeros irracionais. Adi¢gao e multiplicacdo de dois ntime-
ros irracionais pode ser um niimero racional ou um nimero irracio-
nal. Vejamos alguns exemplos:

5+(=/5)=0€Q, 1+/30 e R-Q
V11=7€Q,V3-V2=J6eR-Q

No entanto, temos alguns resultados que, em parte, “substituem” a
propriedade de fechamento.
Proposicao 1.

a) A soma de um nimero racional e um niimero irracional é um
numero irracional.

b) O produto de um niimero racional nao-nulo por um nimero
irracional é um ntimero irracional.

¢) O oposto de um nimero irracional é um niimero irracional.



Demonstracao.

a) Sejam r e Q e a e R—Q; suponhamos que a soma »+a seja um
numero racional b.

r+a=b=>a=b+(-r)=>a=b-r

Como a diferenca entre dois numeros racionais € um numero racio-
nal, da ultima igualdade concluimos que a € Q. Isto contradiz nossa
hipotese de que o € R—Q. Essa contradi¢cdo surgiu da suposi¢cao de
que r+a Q. Logo, r+aeR-Q.

b) Faca como exercicio (utilizando o mesmo tipo de argumento usa-
do em a).

c¢) Faca como exercicio.

Observacao 7. Os resultados enunciados na Prop. 1 nos permitem
“produzir” nimeros irracionais. Escolha um ntimero irracional, Js ,
por exemplo; para cada nimero racional b # 0, teremos os irracio-
nais b++/5 e b-+/5. Isto significa que, para cada nimero irracional
escolhido, podemos construir uma infinidade de outros irracionais.

Exercicios resolvidos

1) Prove que para todo niimero inteiro primo positivo p, tem se
que 4/p é um nimero irracional.

Resolucdo. Como um numero real € racional ou irracional e este “ou”
. , . . . a
¢ exclusivo, vamos supor que /p seja racional; entdo /p = 7

com a e b inteiros positivos e b# 0. Podemos também considerar
que % € uma fracdo irredutivel, ou seja, mdc(a,b):l (lembre que
todo numero racional pode ser expresso em sua forma irredutivel).
Na igualdade anterior, elevando ambos os membros ao quadrado, ob-

2
temos p :Z—z e, multiplicando por b*, teremos p.b*> = a’ (1).

Note que esta ultima igualdade ¢ uma igualdade de numeros inteiros
e dela podemos concluir que p ¢ um divisor de a*. Como p é um
numero primo e divisor do produto a.a , um teorema de divisibilidade

Teorema: sejam a, b e p
numeros inteiros; se
pl(a-b) epéprimo,
entdo pla ou pl|b.Para
mais detalhes, veja seu
material de Fundamentos I.



nos garante que p € um divisor de a,ou seja, a= p-x,para xeZ.
A igualdade (I) pode entéo ser escrita como:

pb* =(px)’
pb’=p*x’ (propriedade das poténcias em Z)
b’ =px’ (Lei do cancelamento para multiplicacdo em Z)

A ultima igualdade nos mostra que p € um divisor do produto b.b
e, pelo mesmo argumento anterior, concluimos que p € um divi-
sor de b. Logo, teremos b= p.y, para y € Z.Como também temos
a=p-x,concluimos que p € um divisor comumde a e b,e p#1
(pois p € primo). Isto contraria o fato que mdc(a,b) =1 e esta con-
tradicdo foi “produzida” pela nossa suposicao inicial de que \/; era
um numero racional. Desta forma, concluimos que \/; € um numero
irracional.

2) Sejam w e v numeros irracionais. Prove que, se w+v é racio-
nal, entdo w—v é irracional.

Resolugdo. Suponhamos que w—v fosse racional:

w—v=x € Q. Como por hipotese w+v € racional, temos que
(w+v)+(w—v)=2weQ, o que € uma contradicdo, ja que 2 € Q,
weR-Q e, pela Proposicdo 1, temos 2w e R -Q. Logo, w—v €
irracional.

Observacao 8. Vocé viu que a maneira mais eficiente de provar que
um ndmero é irracional é sup6-lo racional e chegar a uma contradi-
¢do. Isso pode ser feito, pois um niimero real é racional ou irracional,
com “ou” exclusivo, isto é:

RAMR-Q)=¢ e RUR-Q)=R

Observacao 9. Voltaremos a falar em ndmeros irracionais quando es-
tudarmos as fung¢des polinomiais e as fungdes trigonométricas.

Exercicios propostos

4) Determine a soma, a diferenca e o produto dos nimeros
Ja +b e Ja—+/b,com a e b nimeros reais positivos.

5) Se x é um numero irracional, mostre que o oposto —x e o in-
verso x~'sdo também ntimeros irracionais.



2.4 Relacao de ordem em R

No inicio deste capitulo mostramos um método de como os niime-
ros irracionais podem ser aproximados por racionais. No desenvol-
vimento do método, usamos a idéia de colocar os niimeros em uma
reta, ou seja, usamos o “modelo” da reta para expressar o conjun-
to R. Isto significa que a cada niimero real associamos um tinico
ponto da reta e a cada ponto da reta associamos um tinico niimero
real. Este modelo da reta para o conjunto R é largamente utilizado
em todas as séries do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Mas
0s niimeros reais nao estao colocados aleatoriamente sobre a reta: é
preciso definir um ponto que sera associado ao zero e uma unida-
de, que serd o 1, como ja sabemos. A partir disso os niimeros reais
podem ser associados aos pontos, seguindo uma certa ordem. Isto
significa que, dados quaisquer dois niimeros reais, sabemos “qual
vem antes”, ou, em linguagem mais adequada, “qual é o menor”.
J& sabemos como localizar os nimeros racionais na reta (veja em
Fundamentos I); os pontos que “sobram” ap6s a identificagao dos
racionais serdo “preenchidos” pelos irracionais. Assim, os niimeros
reais estdo dispostos na reta da esquerda para a direita, do menor
para o maior, como acontecia para os outros conjuntos numericos.
Esta “ordem” é que vamos estabelecer formalmente agora. Isto sera
feito com um cuidado especial: queremos que esta ordem perma-
neca a mesma que estabelecemos para os niimeros racionais. Para
tanto, vamos tomar como axioma a existéncia de um determinado
subconjunto de R (o conjunto dos ntimeros positivos) que goza de
determinadas propriedades em relacao as operagOes; a partir deste
axioma, definiremos uma relacao de ordem em R : a conhecida re-
lacdo “<” (menor do que ou igual a).

Axioma de Ordem. No conjunto R dos nimeros reais existe um
subconjunto R, , denominado “conjunto de niimeros positivos”, que
satisfaz:
O1) Se a e R, exatamente uma das trés afirmacodes ocorre:
i) a=0;
i) aeR,,ouseja, a épositivo;

iii) —a € R, , ou seja, o oposto de a é positivo.



02) A soma e o produto de dois nimeros positivos € um nimero
positivo.

Definicao 1. Um nimero real a € negativo se e somente se —a é
positivo.

Definicao 2. Para a,b € R, definimos:

a) a é estritamente menor do que b, se e somente se b—a € po-
sitivo.

b) a é estritamente maior do que b, se e somente se a—b €é po-
sitivo.

¢) a é menor do que ou igual a b, se e somente se a € estrita-
mente menor do que b ou a éiguala b.

d) a é maior do que ouigual a b, se e somente se a é estritamen-
te maior do que b ou a éiguala b.

Simbolicamente, escrevemos:
* a<b,seesomentese b—aeR,
* a>b,seesomentese a-beR,
e g<b,seesomentese a<b oua=>h

e a>b,seesomentese a>b oua=>h

Observacao 10. A defini¢ao 1 estabelece o que é um nimero ne-
gativo: é aquele cujo oposto € positivo. O axioma de ordem garan-
te que, dado um niimero real a, somente uma das trés afirmagoes
ocorre: a=0; aeR,; —aeR, . Concluimos entdao que, dado um nu-
mero real a, somente uma das trés afirmagdes ocorre: ele é positivo
(aeR,) eleénegativo (—a R, ), ou ele é zero (esta conclusdo ja era
verdadeira para os niimeros racionais).

Observacao 11. Os itens (a) e (c) da definigao 2 estabelecem as co-
nhecidas relacdes “<” e “<”. Os itens (b) e (d) poderiam ter sido
omitidos, uma vez que sao equivalentes aos itens (a) e (c), respecti-
vamente. De modo geral, usaremos as notagdes correspondentes aos
itens (a) e (c). Usando uma outra notagao, podemos escrever os itens
(@) e (c) como:



° a<b seesomentese h—aeR ;

* a<b seesomentese b—acR,k U{0}.

Observacao 12. Como a e b sao nimeros reais quaisquer, fazendo
a=0 no item (a) da defini¢ao 2, temos que 0<b, se e somente se
b—-0=>5b épositivo. Analogamente, fazendo b =0, temos que a <0,
se e somente se 0—a=-a ¢ positivo, ou seja, a € negativo.

Assim, um nimero real x é positivo quando 0<x (ou x>0) e um
numero real y é negativo quando y <0 (ou 0> y).

Observacao 13. Dados dois nimeros reais a e b, como b—a é tam-
bém um nimero real, o axioma de ordem nos garante que exata-
mente uma das afirmacdes ocorre:

* b—a épositivo, ou seja, a<b;

* b-a é negativo, ou seja, —(b—a)=a—b € positivo e assim
b<a;

* b-—a=0,0useja, a=b.

Observacao 14. O axioma de ordem O2 nos garante que a soma e
o produto de dois ntimeros positivos é positivo, ou seja, se xR,
e yeR,,entdo x+yeR, e x-yeR,. O que ocorre quando x e y
pertencema R, U{0}? Como R, c R, u{0}, basta considerar a pos-
sibilidade de um dos dois nimeros ser zero (ou ambos). Suponha-
mos x=0e yeR,; entao x+y=0+y=yeR, cR, U{0}, ou seja,
x+yeR, U{0}. Em relacdo ao produto, se um dos nimeros é zero,
o produto serd zero e teremos: xy =0 R, U{0}.

Conclusao: como conseqiiéncia do axioma de ordem O2, temos: se
xeR, U{0} e yeR, U{0}, entao x+yeR, U{0} e xyeR, U{0}
(lembramos novamente o que foi comentado em Fundamentos I: se
x<y,entdo x<y. Isto decorre da seguinte regra logica: se 4 e B
sao afirmagodes, entdo a afirmacao 4= (4 ou B) é verdadeira).

Proposicao 2. A relagdo < satisfaz as seguintes condicoes:

* a<a,paratodo niimero real a.



* sea<beb<a,entdo a=>b, para quaisquer nimeros reais a
eb.

* sea<bebsc,entdo a<c,para quaisquer nimeros reais a,
bec.

Demonstracao.

i) Devemos mostrar que a—a ¢ positivo ou a—a=0. Como esta
ultima afirmacdo sempre ocorre, podemos concluir que a<a.

i) Hip. a<b e b<a
Tese. a=5b

Dados os numeros reais a e b, pela Obs. 13, exatamente uma das
trés situacoes ocorre:
a<b,b<aoua=b.

Para provarmos que a =5, devemos mostrar que as outras opgoes
nao ocorrem. Vamos supor que ocorra a<b:se a<b,entdo a#b
e b—a ¢ positivo; como por hipotese a—b € positivo ou nulo e
estamos supondo a # b, teremos a—b € b—a =—(a—>b) ambos po-
sitivos, 0 que ndo pode ocorrer pois, pelo axioma de ordem O1, um
numero real € zero, ou € positivo ou seu oposto € positivo e este ou
¢ exclusivo.

Analogamente, ndo pode ocorrer b<a. Assim, sO € possivel que
ocorra a=b.

i) Hip. a<b e b<c, ou seja, b—a ¢ positivo ou nuloe c—b ¢
positivo ou nulo.

Tese. a<c (ou c—aeR, U{0})

Por hipotese, temos que b—a e c—b pertencem ao conjunto
R, U {0}. Pela Obs.12 temos que:

(b—a)+(c=b)=b+(-a)+c+(-b)=
=[b+(-b)]+c+(-a)=0+(c—a)=c—aecR, U{0} ea<c.
]
Observacao 15. Veremos no capitulo sobre Relacoes que as trés con-

di¢des da Proposicao 2 caracterizam uma relagao de ordem em um
conjunto. Assim, a Proposic¢do 2 prova que a relagdo < é uma rela-



¢ao de ordem em R ; a primeira condi¢ao é a propriedade reflexiva
da relacao, a segunda € a anti-simétrica e a terceira € a transitiva.
Além disso, como dois nimeros reais sempre sao comparaveis pela
relacdo <, dizemos que esta ordem ¢é total. A estrutura de corpo e a
ordem total fazem de R um corpo totalmente ordenado.

2.4.1 Propriedades da relacao de ordem

As propriedades a seguir decorrem dos Axiomas de ordem, das de-
finicoes 1 e 2 e das proposicdes 1 e 2. Algumas demonstragdes serdo
deixadas como exercicio. A compreensao destas propriedades sera
essencial no estudo das inequagodes.

Propriedades

POI) Vx,yeR,tem-se x=y oux<y ou y<x.

Demonstracao. Ja feita na Observacao 13.

PO2) Vx,y,zeR,se x<y e y<z,entdo x<z
Esta propriedade ¢ a propriedade transitiva para a relacdo <; a
demonstracédo ¢ analoga a demonstracio da Proposicdo 2 (iii).
PO3) Vx,y,zeR,se x<y e 0<z,entdo xz<yz.

Esta € aja conhecida propriedade “se multiplicarmos ambos
os lados de uma desigualdade (do tipo <) por um nimero
maior do que ou igual a zero, a desigualdade se mantém”.

Demonstracao.
Hip. x<y e 0<z
Tese. xz < yz

Devemos provar que xz<yz, ou seja, devemos provar que
yvz—xzeR_ U{0}.

Por hipotese, temos que y—xeR, U{0} e ze R, U{0}. A Ob-
servacdo 14 (conseqiiéncia do axioma de ordem 02) nos garante
entdo que (y—x).z=yz—xzeR_ U{0}, ouseja, xz<yz.



PO4) Vx,y,zeR,se x<y e z<0,entdo yz<xz

Esta também é uma propriedade conhecida como uma
“regra” se multiplicarmos ambos os lados de uma desi-
gualdade por um nimero negativo, inverte-se o sinal da
desigualdade. Cabe aqui um comentério sobre a expressao
“inverte-se o sinal da desigualdade”, um emprego do verbo
“inverter” em seu significado usual e ndo matematico. Em
matematica estdao definidos somente o inverso de niimeros
e funcoes, nao ha uma defini¢cdo de “inverso de sinal”.

Demonstracao.
Hip. x<y e z<0
Tese. yz <xz

Por hipdtese, temos que y—xe R, U{0} e, como z<0, temos
que —zeR, c R, U{0}. Entdo

(-2)(y—x)eR, cR, U{0} (Obs. 14)
(—2)y—x)=(-2)[y+(=x)] (defini¢ao de subtragio)
(—2)(y—x)=(-2).y+(-2)(-x) (distributiva D)
(—2)(y—x)=zx+[—(2p)] (P11 e A2)
(—z)(y—x)=zx—zy (definicdo de subtragdo)
(—2)(y—x)=xz—yzeR, U{0} (lembre de M2!), ou seja,
yz <xz).
]

PO5) Vx,y,ze R,x<y,seesomentese x+z< y+z.

Demonstracao. Este resultado € conhecido como a “compatibi-
lidade da relagcdo de ordem com a operacdo adicdo” e ja € verda-
deiro para o conjunto Q. Vamos fazer a demonstrag¢do usando
equivaléncias, observando que:

y=—x=p-x)+z+(2)=y+(x)+z+(-2)=
=(y+2)+[-(x+2)]=(y+2)—(x+2).

Assim, y—x e R, U {0}, se esomentese (y+z)—(x+z)eR, U{0}
ouseja, x<y, seesomentese x+z<y+z.



Tarefa
Identifique a propriedade utilizada em cada uma das quatro igual-
dades anteriores.

PO6) Vx,y,a,b,se x<y e a<b,entao x+a<y+b.

O resultado nos diz que, dadas duas desigualdades, se so-
marmos respectivamente os seus membros, a desigualdade
se mantém.

Demonstracao.
Hip. x<y e a<b
Tese. x+a<y+b

Por hipotese, temos que y—xeR, U{0} e b—aeR, U{0}.
Logo,
(y—-x)+(b-a)=y+(—x)+b+(-a)=

=(y+b)—(x+a)eR, U{0} e assim x+a<y+b.

PO7) Vx,y,a,beR,se 0<x<y e 0<a<bh, entaio ax<by.

Demonstracao. Deixamos a demonstracdo como exercicio.

PO8) x<y, seesomentese —y<—x,Vx,yeR.
Demonstracao.
X<y x+(—x)<y+(x) =0 y+(—x) <=

S(E+0(=y)+y+(—x) -y <—x.

PO9) Vx,y e R, tem-se:
a) 0<x ,seesomentese 0<x'
b) x<0,seesomentese x' <0
0 0<x<l=1<x"
d)l<x=0<x"<1
e) D<x<y=y ' <x’

f) x<y<0=y ' <x"



Demonstracao. Estes resultados sdo importantes e serdo usados
em diversas circunstancias no futuro. A demonstracio foi feita
em Fundamentos | para os numeros racionais. Vamos relembrar
alguns comentarios sobre cada um dos itens, que sdo pertinentes
também para os nimeros reais, e provar novamente o item (e):

(a) e (b) As afirmacoes significam que um numero real e seu
inverso ou sdo ambos positivos ou ambos negativos. Observe a
desigualdade estrita: o zero nio tem inverso.

(c) e (d) Também bastante conhecidas, estas propriedades es-
tabelecem que, se um numero positivo € menor do que 1, seu
inverso sera maior do que 1 e se um numero positivo ¢ maior
do que 1, seu inverso sera menor do que 1. Note que se x e
y sao numeros reais e xy =1, x e y ndo podem ser ambos
maiores do que 1 nem ambos menores do que 1.

(e) e (f) Estes resultados sdo mais conhecidos como uma "re-

n ~ 1 1
gra" na forma :se x <y entdo —<—. Observe que nem sem-

y X
. . I 1
pre isto vale, pois temos —2<2 e ) < 3

Faremos novamente a demonstracio de ¢) e deixamos a demons-
tracdo de f) como exercicio:

Hip. O0<x<y
Tese. y' <x”'

Por hipotese, x e y sdo positivos, o que significa que seus inver-
sos sdo também positivos (parte a). Também por hipotese, temos
x < y.Entéo:

x<y
xx ' <yx’ (PO3, multiplicando ambos

0s membros por x~')
ylxx <y lyx (PO3, multiplicando ambos

0s membros por y~')
yi<lx™ (M4, existéncia do inverso)
y<x™ (M3, existéncia do elemento

neutro da multiplicagdo).



PO10) Vx,y e R, tem-se
x<0 ey>0=xy<0
x<0 e y<0=0<xy

Demonstracao. Estes resultados sdo as conhecidas “regras de si-
nal" para o produto e ja foram demonstrados em Fundamentos
[. Note que ndo € simplesmente uma “regra”, mas um fato que
decorre dos axiomas, definicdes e propriedades ja estudadas. De-
monstre como exercicio.

PO11) Paratodo neN,n>1, x,x,,..,x, € R, tem-se:
(%) +(x,)" +.t(x,)° 20
(x) +(5,) +..+(x,)* =0,
se esomentese x, =x,=..=x, =0

Demonstracdo. Deixamos como exercicio; os dois resultados se-
rao uteis na resolucao de inequacoes. Para demonstrar use o prin-
cipio de Inducdo estudado em Fundamentos I.

Observacao 16. O conjunto de axiomas e propriedades dos niimeros
reais que acabamos de ver sdo a base para nossos estudos futuros.
A primeira vista pode parecer que estamos “complicando” o que
é muito simples. E nosso objetivo esclarecer a origem de tantas re-
gras que nos apresentaram no ensino bdasico: regra de sinais para
multiplicar, regra para inverter fragoes, regras para “multiplicar”
desigualdades, etc. A origem de todas estas “regras” esta nos axio-
mas e defini¢des que acabamos de estudar: as regras sdo na verdade
teoremas que podemos demonstrar utilizando os axiomas e as defi-
ni¢des. Elas ndo foram “inventadas”, mas deduzidas a partir de um
conjunto de informagdes.

Exercicios propostos
6) Demonstre o que foi deixado como exercicio.
7) Dado a e R, prove que:
a) Se 0<a,entdo 0<a",VneN".

b) Se a<0,entdo 0<a™ e a®"' <0, VneN".



8) Se a,beR e a<b ,mostre que a’ <b’.

9) Se a,beR, prove que: vVa+b< Ja++/b. Quando ocorre a
igualdade?

2.4.2 Intervalos em R

Alguns subconjuntos do conjunto de ntimeros reais possuem uma
notagdo especial: os intervalos. Listamos a seguir estes subconjuntos
especiais; estaremos considerando a e b numeros reais diferentes
com a<b.

. (a,b)= {x eR/a<x< b}: intervalo aberto de extremos a e b.
o [a,b]={xeR/a<x<b}: intervalo fechado de extremos a e b .

* (a,b]={xeR/a<x<b}: intervalo de extremos a e b (nem
aberto, nem fechado).

o [a,b)={xeR/a<x<b}: intervalo de extremos a e b (nem
aberto, nem fechado).

o (a, oo) = {x eR/a< x}: intervalo aberto, ilimitado superiormente.

¢ [a,0)={xeR/a<x}: intervalo ilimitado superiormente (nem
aberto, nem fechado).

o (—0,b)={xeR/x<b}: intervalo aberto, ilimitado inferior-
mente.

¢ (—0,b]={xeR/x<b}:intervalo ilimitado inferiormente (nem
aberto, nem fechado).

Note que um intervalo é chamado “aberto” quando ndo contém
seus extremos e é chamado “fechado” quando contém seus extre-
mos. Também podemos usar as notagdes (a,b) =]a,b[, (a,b]=]a,b],
[a,b) =[a,B] . E bom ressaltar que os simbolos +w e —co nao repre-
sentam nuimeros. Ao escrevermos x €[a,®), queremos expressar
que x é um numero real maior do que a. Da mesma forma, ao
escrevermos (—,b], declaramos que x é um nimero real menor
do que b.



2.5 Modulo ou valor absoluto de um
numero real

A idéia do médulo ou valor absoluto de um nimero real é a mesma
que ja foi estudada em Fundamentos I: utilizando o modelo da reta,
o moédulo de um nidmero real é a distancia desse nimero (do ponto
associado a este ntimero) até a origem (o ponto associado ao zero).

Definicio 3. Seja a € R ; indicamos por |a| 0 médulo (ou valor abso-
luto) de a, definido por:
asea=0
Ja| =

—asea<0

Exemplos: |5| =5;

Observacao 16. Vamos destacar alguns detalhes da definicao:

1°) la| estd definido para todo nimero real, pois, pelo axioma de
ordem, a>0, a<0 ou a=0.

2°) |a|=0 para todo nimero real a, uma vez que o médulo é o
proprio nimero se ele é positivo ou nulo, e seu oposto se ele é
negativo. Lembre-se que se a <0, entdo —a>0.

3°) Vamos lembrar novamente que |a| = Ja* . Araiz quadrada de
um ndmero positivo é sempre um nimero positivo; por exem-
plo, «/5 , \/Z sao numeros positivos e —\/3 , —\/Z sa0 numeros
negativos. E comum uma certa confusdo em relagio a raiz
quadrada de um nimero originada da resolucao de equagdes;
por exemplo, se x* =4, entdo os valores de x que satisfazem a
igualdade sao 2 ou —2. Ao resolver esta equacao, costuma-se
escrever:

X4 x=tJd > x=42

O sinal + é colocado antes do radical justamente porque tanto
x=2como x=-2 sdo tais que x’ =4 e resolver uma equacio
significa encontrar todos os valores de x que satisfazem a igual-

dade. Note que /4 =/(-2)* =l-2|=2e \/Z:\/2_2:|2|:2.



4°) Considerando os nimeros a e b sobre a reta, o médulo da
diferenca |a —b| significa a distancia (sempre positiva) entre os
pontos a e b.

ja—D|

Essa idéia serd de extrema importancia na disciplina de Célcu-
lo I, no estudo do conceito de limite.

Propriedades do modulo

As propriedades que veremos a seguir desempenham um papel
muito importante nos préximos capitulos, no estudo das inequa-
¢oes. Também serao bastante tteis em disciplinas posteriores. Para
prové-las, usaremos basicamente a defini¢ao; para x € R considera-
mos sempre as duas possibilidades: x>0 e x<0.

1) |x|=0,se e somente se x=0.

Demonstraco. Se x| =0 e por definicdo |x|=x ou |x|=-x, tere-
mos x =0 ou —x =0, o que resulta x =0. Reciprocamente, se x=0,
entdo por defini¢do [x|=0.

2) Para todo xeR, tem-se|x|=|-x|.
Demonstracdo. Consideremos os dois casos:

) se x>0, por definicdo temos que |x|=x. Como —x <0, também
por definicdo temos que

|—x| =—(—x)=x. Logo, |x| = |—x| .

i) se x<0,entdo —x >0 e teremos por definicio:

|x|:—x e |—x| =—x. Assim, |x| :|—x|.

De (i) e (il), |x| =|-x], para todo xeR.



Observacao 17. Esta propriedade nos diz que um nimero e seu
oposto, quando considerados como pontos na reta, sao equidistan-
tes da origem. Este fato ja acontecia com os nimeros inteiros. Tam-
bém nos diz que a distancia entre dois ntimeros reais a e b, quando
considerados como pontos na reta, pode ser expressa como |a —b|ou

como |b—a ,umavez que b—a=—(a-b).

3) —|x|£x£|x

,paratodo xeR.
Demonstracao.

i) para x>0 ,temos |x| = x quesatisfaz x < |x|.Como |x| > 0, —|x| <0
e aplicando a propriedade transitiva (P02) a —|x|<0 e 0<x, te-
remos —|x| < x. Assim, —|x|<x<|x|.

ii) para x <0, temos |x|=—x. Assim, —|x| = x que satisfaz —|x| < x.
Como x<0 e |x|>0, seque que x <|x|, que satisfaz x <|x|. En-
tao, —|x|£x£|x|.

De i) e ii) seque que, para todo x € R, tem-se —|x| SxS|x|.

4) Para todos x,yeR, xy| :|x|-|y|

Demonstracao. Deixamos como exercicio.

5) Para todos x,yeR,

x+y|£|x|+|y|

Demonstracdo. Também conhecida como “desigualdade triangular”,
esta propriedade sera util em diversas circunstancias. Vamos prova-la:

i) para x,yeR, x+y>0: |x+y|=x+y

Pela propriedade 3, temos x <|x| e y<|y| ; somando membro a
membro (PO6), teremos

|x+y|=x+y£|x|+|y|

ii) para x,yeR, x+y<0: |x+y|=—(x+y)=(—x)+(—y)
Pela propriedade 3 temos —|x|<x e —[y|< y, ou seja:
—x<|x| e —y<|y|

Assim, |x+y| =—(x+y)=(x)+(-y) < |x|+|y| '



6) Para todos x,y e R,

x| =l <le=sl <l 4]y

Demonstracao. Deixamos como exercicio.

7) Sejam x € R, a e R, um nimero fixo e |x| <a.Entao —a<x<a.
Demonstracao.
Hip. xeR, aeR, e |x|<a.
Tese. —a<x<a

) para x>0, temos |x|=x<a (por hipotese). Como a>0 (tam-
bém por hipotese), temos —a<0<x<a.logo, —a<x<a.

i) para x<0, temos [x|=—x<a. Entdo -a<x e teremos
—a<x<0<a.logo, —a<x<a.

De i) e i) tem-se —a <x<a, para todo x e R.

Observacao 18. A reciproca da propriedade 7 também é verdadeira:
“Se xeR, aeR, e —a<x<a,entao |x| <a”. Faca a demonstracao
como exercicio.

Tarefa

Mostre que a propriedade 7 continua verdadeira, se substituirmos
< por <.

Observacao 19. Vamos exemplificar a propriedade 7; consideremos
a=3e |x| <3 . Isto significa que a distancia de x até zero é menor
do que 3. Vamos observar na reta:

3 x 0 x 3

Vemos que para qualquer ponto (niimero real) x entre -3 e 3 (ex-
cluindo o 3 e 0 —-3), a distancia de x até zero é menor do que 3. E
se a distancia de x até zero é menor do que 3, entdo x estd entre
-3 e 3. Logo,

x| <3, se e somente se —3 < x <3, ou, em notacdo de
intervalos, x € (-3,3).



8) Sejam xeR, aeR, um numero fixo e |x|>a. Entao
xX>aoux<-—a.

Demonstracao.

Hip. xeR, aeR, e |x|>a

Tese. x>a oux<-—a

) para x>0:|x|=x>a.Por hipotese |x|>a, entio x>a (I).

i) para x<0: [x|=—x>a. Como |x|>a, entdo —x>a, ou seja,
x<—a ().

Lembre-se que para todo xe R temos x>0 ou x<0; entdo (I)
ocorre ou (Il) ocorre. Isto significa que x >a oux<—a.

Observacao 20. Vamos observar a propriedade 8 na reta, fazendo

a=4; |x|>4 significa que a distancia de x até zero é maior do que 4.

X -4 0 4 X
Assim, x deve ser um numero localizado a esquerda de —4 ou a

direita de 4. Em notacao de intervalos, x € (—»,4) U (4,0).

As propriedades 7 e 8 sdo essenciais na resolucao de inequagoes
modulares.

Exercicios propostos
10) Faca as demonstragoes deixadas como exercicio.
11) Dados os subconjuntos de R, A4=(-15], B= {%,\/g} e
C =(3,%), determinar:
a) AUB
b) BuC
¢) ANnB

d) BnC



12) Usando valor absoluto, escreva expressoes para os seguin-
tes subconjuntos de R:

a) o conjunto dos pontos cuja distancia a 1 é menor do que
ouiguala 4.

b) o conjunto dos pontos cuja distancia a —5 é menordoque 2.

) o conjunto dos pontos cuja distancia a 6 € maior do que 3.
13) Descreva os conjuntos do exercicio 11 usando intervalos.

14) Descreva geometricamente as expressoes a seguir, conside-
rando xeR:

a) |Jx—1<9

b) |x|>—5
1

) |x+4|>5

15) Dados a,b € R, mostre que 2|ab|<a®+b” .

16) Prove que: para q,,a,,...,a,€R e Vn>0 vale:

|a1 +a, + ...+an|S|a1|+|a2|+ .otla,

(sugestao: use indugao)

2.6 Supremo e infimo

Uma das caracteristicas do conjunto dos niimeros reais € satisfazer
um resultado similar ao Principio da Boa Ordem em N e ao Princi-
pio do Menor Inteiro em Z, vistos em Fundamentos I. Vamos enun-
ciar novamente:

Principio da Boa Ordem (ou da boa ordenacao): Para todo conjun-
to AcN, A=, existe me A tal que m<x, para todo xe€ 4. Em
outras palavras, isto significa que todo subconjunto nao vazio de
nimeros naturais possui um menor elemento.



Exemplo. Seja Bc N, B={xeN/x>6}.

Vemos facilmente que B ={7,8,9,...} e o menor elemento de B é 7
(Principio da Boa Ordem em N). (Lembre que o préprio conjunto
N possui um menor elemento: o zero).

Principio do Menor Inteiro: Para todo conjunto B, BcZ, B#J
e B limitado inferiormente, existe m € B tal que m < x para todo
x € B. Em outras palavras, isto significa que todo subconjunto nao
vazio e limitado inferiormente de niimeros inteiros possui um
menor elemento.

Como o conjunto Z ndo possui um “menor elemento”, foi preciso
acrescentar uma hipétese a mais ao Principio da Boa Ordem para
obter um resultado similar em Z : a hip6tese do conjunto B ser li-
mitado inferiormente. Em analogia, podemos enunciar um princi-
pio também para subconjuntos de Z limitados superiormente:

“Para todo conjunto B, BcZ, B#J e B limitado superiormente,
existe s € B tal que x<s, para todo x € B”. Neste caso isto significa
que todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente de nime-
ros inteiros possui um maior elemento.

Estes principios nao se mantém verdadeiros quando ampliamos o
conjunto Z para o conjunto Q. Vejamos:

Exemplo: AcQ, A={xeQ/x>5}. 4 élimitado inferiormente, isto
é, todos os elementos de A4 sao maiores do que 5 (5 é um dos limi-
tes inferiores, existem outros!), mas nao conseguimos precisar qual
elemento de 4 é menor do que todos os outros. Isto ocorre pelo fato
de existir sempre um racional entre dois racionais: se afirmarmos
que existe um elemento m € 4 tal que m < x, para todo x € 4, entdo
m>5 eentre este m e o nimero racional 5 existe uma infinidade de
nimeros racionais que sao elementos de 4. Por exemplo, o niimero

m+5 m+5> m+5 m+5

€Q e, como 5, 5 €A <m (prove isso!).

Dessa forma m nao poderd ser o menor elemento de 4. Veja na
reta:

0 5 m+5 m

2



No conjunto R podemos também enunciar principios andlogos ao
Principio da Boa Ordem e ao Principio do Menor Inteiro. Para tanto,
precisamos definir os conceitos de supremo e infimo de um subcon-
junto de nimeros reais. Vamos relembrar também as defini¢oes de
conjunto limitado inferiormente e conjunto limitado superiormente.

Definicao 4. Seja 4 um subconjunto de R, 4 #J. Dizemos que
4 ¢é limitado superiormente se e somente se existe M €R tal que
x<M , para todo x e 4. Cada nimero real M nestas condi¢oes é
chamado um limite superior de 4, ou uma cota superior de 4.

Observacao 21. Note que o limite superior nao precisa pertencer ao
conjunto. Note também que se um ntimero real M é limite superior
de um conjunto, entao todos os niimeros reais maiores do que M
sdo também limites superiores do mesmo conjunto. Para que um
conjunto seja limitado superiormente, é preciso existir pelo menos
um limite superior.

Definicao 5. Seja 4 um subconjunto de R, 4# & . Dizemos que 4
é limitado inferiormente se e somente se existe m e R tal que m<x,
para todo x € 4. Cada ntimero real m nestas condi¢oes é chamado
um limite inferior de 4, ou uma cota inferior de 4.

Observacao 22. Analogamente ao que foi dito na Obs. 21, o limite
inferior ndo precisa pertencer ao conjunto; também, se um niimero
real m é limite inferior de um conjunto, entdo todos os nimeros
reais menores do que m sao também limites inferiores do mesmo
conjunto. Para que um conjunto seja limitado inferiormente, é preci-
so existir pelo menos um limite inferior.

Definicao 6. Seja 4 um subconjunto de R, 4 # <. Dizemos que A4
é limitado quando 4 é limitado superiormente e também ¢é limitado
inferiormente. Neste caso existem M e m em R taisque m<x<M,
paratodo x e 4.

Observacao 23. Um conjunto serd limitado quando existirem um
limite inferior e um limite superior, ou seja, m e M reais tais que
m<x<M , para todo xe A. Isso significa que o conjunto A estd
contido no intervalo [m,M].



Exemplos:

1

A={xeR/x-2<5}cR; A4 é limitado superiormente e um
de seus limites superiores é 7, uma vez que x—-2<5 ¢é equi-
valentea x—2+2<5+2que por sua vez € equivalentea x<7
(lembre das propriedades da relagao <). Assim, os valores de
x tais que x—2<5 correspondem aos valores de x menores
do que ou iguais a 7. Todos os elementos de 4 sao menores
do que ou iguais a 7, 0 que caracteriza 7 como um limite su-
perior. Observe que os niimeros reais maiores do que ou iguais
a 7 sdo também limites superiores de 4, ja que satisfazem a
definicdo. O conjunto 4 ndo € limitado inferiormente; logo,
ndo é um conjunto limitado.

1= (\/g ,+) ; o intervalo / é limitado inferiormente pois 0 é
um limite inferior de / . O intervalo / ndo é limitado, pois nao
é limitado superiormente.

J =(=1,4] é um conjunto limitado pois possui limite inferior
. 13
-3, por exemplo, e superior ~ por exemplo. Os extremos —1

e 4 sao também limites inferior e superior, respectivamente.
Um intervalo que contém J é [-3,5]; também J c[-1,4] (lem-
bre da inclusao de conjuntos, capitulo 1).

Vocé ja deve ter percebido que as vezes o limite superior (ou infe-

rior) de um conjunto pertence ao conjunto. Nestes casos especiais

eles tém um nome proprio:

Definicao 7. Quando um limite superior de 4 pertence ao conjunto
A, ele é chamado maximo de 4. Quando um limite inferior de A4

pertence ao conjunto 4, ele é chamado minimo de 4.

Exemplos:

4) Para K =[0,3], o limite inferior 0 e o limite superior 3 perten-

cem ao conjunto K ; 0 é o minimo e 3 é o maximo do conjunto
[0,3].

5) Para L =[-7,2), o limite inferior —7 pertence a L, mas 2 nao

pertence a L. Assim, —7 é minimo do conjunto L ; o limite su-
perior 2 nao pode ser chamado de maximo, uma vez que nao
pertence a L. No entanto, ele é um limite superior especial:



ndo hd nenhum outro limite superior menor do que 2, ou seja,
2 é o menor limite superior do conjunto L. Esta situacdo (e
uma situagdao analoga para limite inferior) estd explicitada nas
duas préximas defini¢des.

Definicao 8. (supremo) Seja 4 um subconjunto de R, 4. Um
numero real S chama-se supremo de 4 se e somente se:
1) S é limite superior de 4.
2) § é o menor limite superior de 4, ou seja: se S’ é limite supe-
rior de 4, entdo S<S'.
Notacao: S =sup 4
Definicao 9. (infimo) Seja 4 um subconjunto de R, 4#J. Um
nimero real s chama-se infimo de 4 se e somente se:
1) s é limite inferior de 4.
2) s é o maior limite inferior de 4, ou seja: se s é limite inferior
de A4 entdo s'<s.

Notacao: s =inf 4

Exemplos:

6) A=(-1,6) ; =1 é o maior dos limites inferiores, ou seja, é o
infimo de 4. 6 é o menor dos limites superiores, logo, é o
supremo de 4. —1 e 6 ndo podem ser chamados de minimo e
maximo, respectivamente, pois nao pertencem ao conjunto.

7) A=[0,\/§); o supremo de 4 é J5 eoinfimode 4 é 0. Neste
caso, o infimo é também minimo.

8) De modo geral, para os intervalos da forma (a,b), [a,b), (a,b],
[a,b] , temos que o supremo é b e o infimo é a. A demonstra-
cao deste fato sera feita mais adiante.

n
mo é também maximo. Mais adiante daremos outros detalhes

9 A:{leR/neN*}; supA4=1 e inf 4=0. Note que o supre-

sobre o infimo deste conjunto, que serd uma conseqiiéncia da
proposigao 3.



Exercicios propostos
1) Para cada um dos conjuntos que se seguem, verifique:

i) se o conjunto € limitado superiormente; se for, dé duas cotas
superiores.

ii) se o conjunto é limitado inferiormente; se for, dé duas cotas
inferiores.

iii) se existe supremo e/ou infimo do conjunto; caso existam,
determine-os.

A =feR/x’-x-6<0}
B :{xeR/x2+x+1<0}
C =freR/x’-2x+1>0}
D ={xeR/(x-1)(x-2)(x—3)>0}

E ={ " /neN}
n+l1

F :{xeR/|x—3|<1}

G ={cosx/0<x<B}

H ={xe]R/x_1<0}

x+3
I =[-2.3) - (v2.,2V2]
] =87

K ={qgeQ/q* <9

L ={x’/xeZ ex édivisivel por 29}

M :{ZZI—%/neN}

N :{n+ﬂ/neN}

n



Note que toda proposicdo
matematica que utiliza

o termo se e somente

se significa que ambas

as afirmacoes que estio
ligadas por esta expresséo
sdo equivalentes, ou seja,
"uma implica a outra" e

a "outra implica a uma".
Para demonstrar este tipo
de proposicdo sdo sempre
necessarios dois passos,
provando sempre as duas
implicacdes. Isto ja foi
discutido em Geometria |,
Fundamentos | e Problemas
- Sistematizacéo e
Representacao.

Resultados sobre supremo e infimo

Os resultados que serao estudados agora serao tteis nas proximas
disciplinas de Calculo e na disciplina de Analise. Nao esqueca que
nosso objetivo aqui é estudar o conjunto dos nimeros reais, e isto
significa estudar o “comportamento” do conjunto R em todas as
suas peculiaridades. As idéias de supremo e infimo sdo caracteris-
ticas de subconjuntos de R (apesar de poderem ser definidas tam-
bém para conjuntos nos quais se define uma relagao de ordem). A
proposicao 3 caracteriza supremo e infimo e muitas vezes serd uti-
lizada no lugar da defini¢cdo (omitiremos algumas demonstragoes,
dando preferéncia para as aplicagdes dos resultados).

Proposicao 3.

a) Seja 4 um subconjunto de R, 4# . Um ndmero real § é o
supremo de 4 se e somente se:

i) B élimite superior de 4.

ii) Para todo £>0 existe ae 4 talque f-¢e<a.

p-¢ a B
b) Seja 4 um subconjunto de R, 4# <. Um nimero real a é o
infimo de 4 se e somente se:
i) a élimite inferior de 4.

ii) Paratodo £>0 existe ae 4 talque a<a+e.

a a a+e

Demonstracao.
a) (=) Hip. AcR, 42T, supA:ﬂ.
Tese.
i) B élimite superior de A4
ii) Paratodo £>0 existe ae A tal que f—¢e<a.

Por hipotese sup A =, o que significa por definicdo que S é um
limite superior de 4.



Para provar ii), vamos negar a afirmacéo e verificar se esta negacao
da tese ii) nos leva a uma contradicio.

Negacdo de ii): "Existe €>0 tal que para todo ae A4 tem-se
p—e=>a".

Ora, se a<f—¢ para todo ae 4, isto significa que f—¢& é um
limite superior de 4. Mas f—e<f, o que contradiz a hipote-
se de B ser o supremo de A, ou seja, ser o menor dos limites su-
periores de 4. Assim, a negacdo da tese (i) nos leva a uma con-
tradicdo, o que significa que a negacdo da afirmacéo (ii) ¢ falsa,
sob as hipdteses estabelecidas. Se a negacdo da afirmacdo € fal-
sa sob estas hipoteses, entdo a afirmacdo € verdadeira: para todo
>0 existe a € Atal que f—¢e<a.

(<) Hip. AcR, 42T e
i) pB ¢€limite superior de 4 e
ii) Paratodo £>0 existe ae 4 tal que f—¢e<a.
Tese. supA=7.

Devemos provar que 3 ¢ um limite superior de 4 e que ¢ o menor
deles.

A afirmacéo i) da hipotese nos garante que B € um limite superior de
A ; resta provar que € o menor deles. Seja M um limite superior de
A e mostremos que S< M .

De fato: para os nimeros M e [ temos duas opc¢des: B<M ou
M < f3. Suponhamos que ocorra M < 8 (vamos verificar se isto nos
leva a uma contradicdo). Entdo S —M >0 e, pela afirmacéo ii) da hi-
potese, para o numero e =f—-M >0, existe ae 4 talque f—¢e<a.
Substituindo & temos que B—(8—M) <, ouseja, M <a.lIsto é uma
contradicdo, uma vez que M ¢ limite superior de 4 (e nenhum ele-
mento de 4 pode ser maior do que M !). Logo, ndo ocorre M < f3, 0
que significa que B <M e assim [ € o menor dos limites superiores
de A. Por definicdo, sup4=J.

b) Siga os passos da demonstracdo de a) e faca como exercicio.



Observacao 24. Como podemos visualizar a afirmacdo “Se f é o
supremo de A4, para todo £¢>0 existe ae 4 tal que f-e<a” ?
Observe uma interpretagao deste fato na reta:

e

Por menor que seja ¢, quando “recuamos” um espago de compri-
mento ¢ a esquerda de 8, vamos encontrar pelo menos um elemen-
tode 4 entre f—¢ e 3; este elemento de 4 depende do ¢ conside-
rado. Vamos fazer um exemplo para ilustrar a situagao:

Se 4=(0,2), entdo supA=2.Para £¢=10", a=1,9999998 é tal que

2-£=2-10"=1,999999 <1,9999998 < 2.

Podemos agora enunciar em R o resultado similar ao Principio da
Boa Ordem em N e ao Principio do Menor Inteiro em Z , anunciado
no inicio de nosso estudo de supremo e infimo:

Teorema do Supremo: Para todo subconjunto 4 de R, 4=J,e 4
limitado superiormente, existe o supremo de 4 em R.

Analogamente, podemos enunciar o Teorema do Infimo: Para todo
subconjunto 4 de R, 4#, e A limitado inferiormente, existe o
infimode 4 em R.

Observacao 25. A demonstragao destes Teoremas depende da cons-
trucao formal do conjunto R, que ndo fizemos aqui. Vamos aceita-
los como verdadeiros, sem demonstracao. No entanto, é facil veri-
ficar que os dois teoremas sdo afirmacoes equivalentes (consulte a
bibliografia).

Vejamos agora um exemplo de aplicacdo do Teorema do Supremo.
O resultado a seguir parece 6bvio; no entanto, ndo devemos acredi-
tar nas aparéncias! Acompanhe com atenc¢do a demonstragao: mui-
tas vezes para provarmos que um fato nao ocorre, supomos que ele
ocorre e chegamos a uma contradi¢do. Esta é a idéia da demonstra-
¢ao da Proposigao 4.

Proposicao 4. O conjunto N dos nimeros naturais, Nc R, ndo é
limitado superiormente.



Demonstracao. Para um subconjunto de R s6 temos duas opcdes: ou
ele é limitado superiormente ou ndo €. Suponhamos que Nc R seja
limitado superiormente; pelo Teorema do Supremo, existe S =supN.
Entéo, pela Proposicéo 3,

i) n<S,paratodo neN e
ii) paratodo £>0,existe meN tal que S—e<m.

Como (ii) vale para todo &, vale também para e=1 e para ele existe
um m, € N tal que S—1<m,.Entdo S <m, +1 e como m, +1 € um
numero natural, isto contradiz o fato de S ser o supremo de N (pois
encontramos um elemento do conjunto N que ¢ maior do que o su-
premo). Esta contradi¢cdo veio da nossa suposicdo de N ser limitado
superiormente. Concluimos entdo que este fato ndo pode ocorrer, ou
seja, N ndo ¢ limitado superiormente.

Observacao 26. A Proposicao 4 tem algumas conseqiiéncias que se-
rao uteis em vérias circunstancias, ao longo de todo o curso, princi-
palmente em disciplinas de Calculo e Anélise. Algumas destas con-
seqiiéncias serao demonstradas, outras nao. Para aquelas que nao
serao demonstradas faremos um exemplo de aplicacdo. Acompanhe
com atengao a linha de raciocinio das demonstragoes das proximas
proposicoes: sao estratégias que vocé usard mais de uma vez duran-
te o curso (lembre-se que este nosso capitulo estuda a estrutura do
conjunto dos niimeros reais, conjunto que esta presente em todas as
disciplinas do curso).

Proposicao 5. Para todo ¢>0, ¢eR, existe um nimero natural

1
n>0 talque —<e.
n

Observacao 27. O resultado nos diz que dado qualquer ndme-
ro real £>0, é possivel encontrar um niimero natural » tal que

. | .
o nimero real — ¢é menor do que ¢. Quando ¢ for um ndme-
n

ro “grande”, encontramos facilmente o nimero procurado. Por

I 1
exemplo, para ¢=10, basta tomar n=1 e teremos —=-=1<10.
n

De modo geral, para €21, é suficiente tomar n=2 para termos



Lembre que quanto maior
o denominador n, menor é

a fra(;éol.
n

1 . ‘o ,
—<e¢. Por outro lado, se e<1 (nimero “muito pequeno”), de-
n

vemos estar mais atentos para a relacao entre ¢ e n . Vamos fa-

1 . .
zer ¢ =————. Qual seria o nimero n neste caso? Queremos
1000000
1 1 2 . . .
—<—— . E suficiente tomar » maior estritamente do que
n 1000000

1000000 para que a desigualdade ocorra. De fato, para n=1000001

ja temos 1__1 < 1
n 1000001 1000000

. Qualquer outro valor de n maior
do que 1000001 também iria satisfazer a desigualdade.

Note que o resultado diz “existe n”, o que significa que existe pelo
menos um valor de »; nada impede que existam mais valores satis-
tazendo a desigualdade.

Observacao 28. Nao esqueca que um exemplo ndo substitui uma
demonstracao! Um exemplo é til para que possamos entender me-
lhor o resultado: € uma experiéncia, ndo uma prova.

Exemplo de aplicacao do resultado

Podemos agora voltar ao nosso exemplo 9; vamos provar que para

n
AcR e A#J,basta provar que:

A= {l eR/ne N*} , tem-se infA=0. Pela Proposi¢cao 3, como

i) 0 é limite inferior de 4.
ii) Para todo y >0, existe a € 4 tal que a<0+y
De fato: (i) ocorre pois os elementos de 4 sdo da forma 1 >0, para
todo neN’ "
" 1
(ii) ocorre pela proposicao 5: dado y >0, existe me N tal que —<y.
m

1 . 1
Este elemento — pertence a 4 e satisfaz —<0+y.
m m

Logo, inf 4=0.



Proposicao 6. Se aeR é tal que 0<a<e para todo >0, entdo
a=0.

Demonstracao

Hip. a e R,0<a < ¢ paratodo € >0

Tese. a=0

Como por hipotese a>0 (que significa a>0 ou a=0), e que-
remos provar que a =0, vamos mostrar que ndo pode ocorrer
a > 0. Para tanto, vamos verificar o que acontece se a>0. Ora,

se a>0 também %>0. Por hipotese 0<a<e para todo
e>0 ; para e:%>0 em particular , teremos OSa<%. A se-
gunda desigualdade informa que a<% . Mas isto significa que
a—%>0 e conseqlientemente %<0. Se %<0, concluimos que

a <0.Isto € uma contradi¢do, uma vez que haviamos suposto a > 0.
Esta suposi¢ao levou-nos a uma contradi¢ado. Logo, ndo ocorre a >0,
restando a outra opcdo que € a=0.

Observacao 29. O resultado nos diz que se um nimero a esta “es-
premido” entre 0 e & para todo ¢, ou seja, 0<a<¢, entdo a tnica
opgao para este niimero a é ser o zero. (Na demonstracdo notamos
que ndo existe um nimero a >0 que seja menor do que todo ¢:
o Unico nimero a que satisfaz a condigdo 0<a <¢ para todo ¢ é
o zero). As informagdes fundamentais sao: o fato de termos 0<a,
com a opgao da igualdade, e o quantificador “para todo” ¢.

Corolario. Dados a,b R, se |a —b| < ¢ para todo €>0, entdo a=5b.

Demonstracao
Hip. a,beR, |a—b|<¢ para todo & >0
Tese. a=>

Este resultado € uma consequiéncia direta da proposicdo anterior;
lembrando que 0<|a—b|, temos por hipotese que 0<|a—b|<e
para todo € >0 (que é a hipotese da proposicdo 6). Pela Proposicdo



6, podemos concluir que |a—b|=0 e uma propriedade do modulo
nos garante que a—b =0, ou seja, a=>.

Proposicao 7. Dados a,beR, se a—b<e para todo £>0, entdo
a<lb.

Demonstracao
Hip. a,beR, a—b < ¢ para todo € >0

Tese. a<b

Sabemos que dados dois numeros reais a € b, so existem trés op-
coes:
a<b,a=boua>hb.

Como queremos provar que a <b, mostremos que ndo pode ocorrer
a opgao a>b. Usaremos aqui a mesma idéia da demonstracdo da
Proposicdo 6: suponhamos que ocorra a >b.

Entdo a—-b>0 e para e:%(a—b)>0 temos por hipotese que
a—b<%(a—b). Isto significa que (a—b)—%(a—b)<0, ou se€ja,

a—b <0 e conseqlientemente a <b. Isto € uma contradi¢cdo gerada
pela nossa suposicdo de a > b. Logo, as opcoes possiveis para a € b
sdo a<b ou a=>b, 0 que significa a <b, como queriamos provar.

Proposicao 8. (Teorema de Arquimedes) Sejam x,yeR,y>0. En-
tao existe um niimero natural ndo nulo » tal que ny > x.

Observacao 30. O resultado nos diz que dados dois nimeros reais
x e y,com y>0,é sempre possivel encontrar um ntimero ne N’
tal que o produto de n por y seja maior do que x.

Note a hipétese de que y>0. Se x <0, qualquer valor de n serve,
uma vez que um numero negativo é sempre menor do que um nu-
mero positivo. Também, se escolhemos x e y tais que x <y, qual-
quer valor de ne N" servira.



Assim, nossos exemplos serdo para x e y positivos e x>y . Fare-

mos exemplos de situagdes com x e y racionais, x racional e y

irracional, x irracional e y racional e, por fim, ambos irracionais.

Exemplo de aplicacao do resultado

Dados x, y € R, vamos encontrar um nimero natural nao nulo » tal

que nx >y, nos seguintes casos:

D

X e y sdo racionais

Consideremos y = ﬁ >0 e x= % . Devemos encontrar ne N

tal que ny >x, ou seja, nﬁ>% (*). Qual o valor de n? A

idéia é representar os nimeros racionais x e y com o mesmo
denominador e a partir dai encontrar ». Um denominador co-
2
mum para x e ode ser 200 pois y=—— e x=——. Subs-
P yP PO 77200 © T 200
tituindo na desigualdade (*) temos:

2 5 . . .
n-——>——, 0 que nos permite estimar o valor de n através
200 200 175
da desigualdade n-2>175. Concluimos entdo que n >T e

podemos escolher n =88. Confirmando nossa escolha:

2 _176 175
200 200 200

(Note que n nao é tnico!)

x éracional e y irracional

Consideremos x = 1 e y= V2 > 0. Devemos encontrar 7 tal
que n2 >15—1.

Neste caso ndao temos uma representagao fraciondria para

Y, no entanto, temos representac;()es decimais para x e y:
11

x =5 " 2,5 e y=+2=1,41421356237...

Vemos entdo que n =10 satisfaz a desigualdade requerida:

10-+/2 =10-1,41421356237... = 14,1421356237...> 2,5 =%



3) x éirracional e y é racional
. 1
Consideremos x =+/3 e y =20 >0 ; devemos encontrar n tal

1
ue n-—>4/3.
d 80

Analogo ao caso (2), vamos observar as representagoes deci-
mais de x e y: x=1,73205080757... e y=0,0125. Neste caso
vemos que n =1000 resolve nosso problema. Vamos conferir:

1000-% =1000-0,0125=12,5>~/3 =1,73205080757... .

4) x e y sdo irracionais

Consideremos x=+/5 e y=+/17 ; observemos as representa-
¢Oes decimais de x e y:

x=2,2360679775... e y=4,12310562562....
Devemos encontrar n e N™ tal que
n-2,2360679775...>4,12310562562....

E facil ver que n=10 resolve nosso problema.

Proposicao 9. Dados a,be R, se a <b entdo existe um nimero ra-
cional r tal que a<r<b.

Observacao 31. Este resultado nos diz que dados quaisquer na-
meros reais a e b, com a<b , existe sempre um nimero racio-
nal entre eles. J4 conhecemos este resultado para o caso de a e b
racionais (feito em Fundamentos I): basta tomar a média aritmética
entre a e b. Vamos observar um exemplo com a e b irracionais:
a=+3 e b=+/5. Neste caso tanto a como b possuem uma repre-
sentacdo decimal: a =1,73205080757... e b=2,2360679775... Nao é
dificil encontrar um ntiimero racional entre a e b (temos até mais de

18 . 18 - .
um!): 1,8 = m é um racional e /3 < m <+/5. Nao esquega: o que fi-
zemos foi apenas apresentar um exemplo, ndo uma demonstragao!
Observacao 32. A demonstragao da Proposicao 9 sera feita na dis-

ciplina de Andlise; na ocasido vocé vera que é possivel também en-
contrar um irracional entre quaisquer dois racionais.



Exercicios propostos

18) Encontre n e N tal que %< €, para os seguintes valores de ¢:
a) €=3-10"
b) &€=0,000039
o e=+/5-10°

19) Use o teorema de Arquimedes (Proposicao 7) para determinar
neN’ tal que nx > y nos casos:

a) x=3,45678 e y=/10
b) x=4/19 e y:m.

20) Para cada um dos casos abaixo, encontre um nimero
racional r:

a) \/§<r<\/§
2

b) V10 <r<3,16227
21) Encontre um nimero irracional £ tal que L,2<k<L3.

22) O que vocé pode dizer a respeito de um conjunto 4 se
inf A=supA4?

23) Dé exemplo de conjuntos ndo vazios 4 e B de niimeros reais
de modo que satisfacam simultaneamente as condigoes:
(i) a<b,YacAeVbeB
(i) supA =inf B
(i) ANB=0

24) Sejam 4 e B conjuntos numéricos nao vazios. Prove que se
Ac B,entao inf A >inf B e supA<supB.

25) Sejam 4 e B dois conjuntos numéricos tais que a <b,Va € 4
e Vbe B. Prove que supA<inf B.



26) Dados dois conjuntos numéricos limitados 4 e B, definimos
o conjunto:

a) A+B={a+b/acAebe B}

b) Prove que sup(4+B)=supA+supB e
inf(4+ B) =inf 4 +inf B.

27) Seja B um conjunto nao vazio. Definimos o conjunto
—B={-b/b e B}. Mostre que sup B =—inf(-B).

28) Dado um conjunto limitado 4 e um ndmero real «, defini-
mos o conjunto: a4 ={ax/xe A}.

Mostre que:
a) se >0, entao sup(ad)=ca-sup A e inf(ad)=a-inf 4.

b) se a <0, entao sup(ad)=ca-inf 4.

2.7 Equacoes e inequacoes

A resolugao de equacdes e inequagdes emRR decorre das proprie-
dades das operagoes, das propriedades da relacdao de ordem e das
propriedades do médulo. Comegaremos com a resolugao de algu-
mas equagoes, especificando as propriedades utilizadas. Passare-
mos depois para a resolucdo das inequagdes. Sugerimos que vocé
leia as préximas paginas munido de papel e lapis, pois nosso tra-
balho sera bastante pratico; muito do que vamos trabalhar agora
vocé ja conhece do ponto de vista operacional. No entanto, isto nao
basta. Além de conhecer os procedimentos de resolugao é preciso
saber o que os justifica. Por que ao mudar um niimero de membro
ele muda de sinal? Por que passar dividindo? Estas “regras” tao co-
nhecidas estdo ancoradas nas propriedades do conjunto dos ntime-
ros reais, suas operagoes e sua ordem. Nao sdo simples “arranjos”
para achar o valor de x, como dizem nossos alunos. Nao ha nelas
nenhuma magica.

Neste primeiro estudo trataremos de equagdes e inequagdes que
envolvem expressoes polinomiais. Seguiremos o “caminho escolar”



destes assuntos: equacoes do primeiro grau (sexta série), do segun-
do grau, equagdes racionais, equagoes com moédulo, inequagdes do
primeiro grau, inequacdes do segundo grau. Neste momento nao
vamos abordar equagdes e inequagoes trigonométricas e logaritmi-
cas; elas serdo tratadas mais tarde, quando estudarmos as fung¢oes
elementares.

2.7.1 Equacoes

Alguns livros do ensino fundamental definem uma equagao como
“uma igualdade entre duas expressoes algébricas”, sem, contudo,
definir o que é uma “expressao algébrica”. As tentativas de definir
as equacoes (e também os polindmios) sem o suporte do conceito
de funcdo variam de geniais a matematicamente incorretas. Opta-
mos por nado definir formalmente, e de modo genérico, o que é uma
equagdo. Vamos resolvé-las. Mas o que é resolver uma equagao?

1) Resolucao de equagdes do tipo ax+b=0, com a e b name-
ros reais dados, a #0.

Uma equagao deste tipo é chamada uma equacao de primeiro
grau. Resolvé-la é encontrar todos os valores de x que satisfa-
¢am a igualdade. Sabemos que somente um valor de x satisfaz
esta igualdade, isto é, todos 0s niimeros reais x que multipli-
cados por a e somados com b resultem zero.

Nomenclatura:

i) Geralmente x é chamado a “incégnita”, termo derivado do
latim que significa desconhecido.

ii) a é chamado o coeficiente de x.

iii) b é chamado o termo independente.

Resolucao detalhada: cada passo do procedimento da resolucdo
esta na coluna da esquerda; na coluna a direita aparece a justifi-
cativa de cada passo.

Para usar uma terminologia
absolutamente precisa
deveriamos chamar estas
equacoes de equacoes
polinomiais do primeiro

ou do segundo grau, mas
nao ¢ errado utilizar da
forma como esta. Vocé
observara, que quando

se tratar das funcoes €
obrigatorio o uso do termo
polinomial para referir-se
as funcoes polinomiais

do segundo grau, ou
func¢des quadraticas.

Sabemos mesmo?
Vocé sabe?



Procedimento Justificativa

ax+b=0

[ax+b]+(=b)=0+(-b)

ax+|[b+(-b)]|=-b

ax+0=-b
ax=-b

1 1
—ax=—.(-b
aax a( )

Adicionando o mesmo valor aos dois membros, a igualdade se mantém. O
valor adicionado € o oposto de p, que sabemos existir por A4.

A esquerda da igualdade usamos a propriedade associativa da adicio (A1); a
direita usamos o fato de 0 ser o elemento neutro da adicdo (A3).

A esquerda usamos que a soma de um nimero com seu oposto é zero (A4).

Usamos o fato de O ser o elemento neutro da adicao (A3).
Multiplicando os dois membros de uma igualdade por um mesmo nimero, a

igualdade se mantém; podemos multiplicar ambos os membros por l (que é
a

o inverso de a), pois como a ¢ diferente de zero, ele admite inverso (M4).

A esquerda da igualdade usamos que o produto de um numero pelo seu
inverso € 1 (M4), e 1.x =x pois 1 € o elemento neutro da multiplicagdo
(M3). A direita usamos a operacdo de multiplicagcdo de niimeros reais.

Como vocé pode ver, cada passagem tem sua justificativa.

Pode parecer que estamos complicando o que é facil! No en-
tanto, ao explicar a resolucdo para os alunos, é interessante
que eles nao vejam como uma magica de “passa pra 14, passa
pra cd, muda de sinal”; a operacao “passar para” nao existe em
matematica, nem os sinais “mudam” quando se “movimen-
tam” (a propésito, os sinais e 0os nimeros ndo andam como
os animais...). A tentativa de “esclarecer” a resolucao usando
expressoes consideradas “simples” pode ser desastrosa, dando
margem a uma visdo erronea da propria natureza da matema-
tica. Quanto mais o professor conhecer o assunto, mais possi-
bilidades (corretas!) de abordagem ele terd, o que pode resultar
num trabalho mais eficiente. Além disso, o professor terd co-
nhecimentos para identificar falhas, enganos e vantagens nas
diversas abordagens dos livros didaticos.

2) Resolucio de equagdes do tipo ax’ +bx+c =0, com a,b,c ni-
meros reaise a#0.

Uma equagao da forma ax’ +bx+c=0 é chamada uma equa-
¢ao do segundo grau e os niimeros reais a,b e ¢ sdo os coefi-
cientes da equagao.



E claro que vocé ja conhece esta equagio, a famosa equagio de
segundo grau. Note que o coeficiente de x*deve ser diferente
de zero, pois caso contrario teriamos uma equagao de primeiro
grau. As solugoes desta equacao sao chamadas raizes da equa-
¢do e sao determinadas utilizando uma férmula, conhecida,
no Brasil, como férmula de Baskhara (tarefa: pesquise a respei-
to da histéria desta férmula):

_ —b+b* —4dac

2a

X

Mas como esta férmula foi deduzida? Sua deducao utiliza a
idéia de “completar quadrados”. Acompanhe a deducdao com
atencao.

ax’ +bx+c=0

o o . 1
Primeiro multiplicamos a igualdade por —, umavez que a %0,
a

b
obtendo X2 +2x+<=0.
a a

Lembrando que (p+¢)’ =p°+2pq+q° e observando os dois
primeiros termos da igualdade anterior fazemos

2

bY ¢ b
xt— | +———=0
2a a 4a
b\ 4ac—b>
x+— | + —=0
a 4a

Este € um procedimento

de calculo secular e

pode ser trabalhado

com os estudantes ja no
Ensino Médio; alguns
defendem que até mesmo
no Fundamental. O
procedimento permite

que os estudantes ndo se
tornem tdo dependentes da
formula, além de poderem
resolver outros problemas
e a propria equacdo de
segundo grau na forma
canodnica e ndo somente na
forma normal. Procure a
Colecdo Contando a Historia
da Matematica, da Editora
Atica. No volume sobre esse
assunto ha uma discussao
desse método de resolucéo.



Denotamos b2—4acpor A e se A>0, o membro da es-
querda da udltima igualdade pode ser visto como uma di-
ferenca de dois quadrados (Lembre-se do produto notavel

P=¢=(p+9.(p-9):

Assim, nestas condi¢oes temos:

Lembrando as propriedades dos niimeros reais, temos:

b JA b A

xX+——-——-=0 ou x+—+——=0 eentao
2a 2a 2a 2a
—b++/A —b—~A ~ ~ =
= ou X, = que sao as solugoes da equacao.

Observacao 33. Se A <0, ndo existem solugdes reais para a equa-
¢do. Neste caso as solugdes serao niimeros complexos dados por

—b+i,J|A| —b—i\|A|
X =————— ou X, =————

2a 2a

O simbolo i corresponde ao niimero complexo v—1. Vocé estudara
o conjunto dos niimeros complexos com mais detalhes nas discipli-
nas de Algebra.

Observacao 34. Se A=0, teremos duas solugdes reais e iguais,
x1:x§=>:é.
2a

Observacao 35. Pela dedugao da férmula, vimos que podemos cal-
cular as solugdes de uma equagao do 2° grau sem utilizar a férmula,
somente com a idéia de completar quadrados. E claro que algumas
equacdes podem dar um pouco de trabalho. Vejamos como exemplo
a resolugdo de equagao x* —5x+6=0. A direita indicaremos a justi-
ticativa do procedimento:



—S5x=-4x—x; 6=4+2;estamos procu-
¥ —4x+4—x+2=0 rando um quadrado e ¢é “facil" lembrar que

(x—2)2 =x"—4x+4
(x—2)2 —(x—Z): 0 (x—2)2 =2 —4x+4 €a propriedade asso-

ciativa

N\ (x=2)-11=0 | Propriedade distributiva: colocamos (x—2) em
(x )[(x ) ] evidéncia
(x—2).(x—3):O (x—2)—l=x—3

P8: se o produto de dois numeros € zero, um

x—2=0o0u x-3=0 deles é zero.

x=2oux=3

As solugdes da equagdo sao x=2 ou x=3.

Observacao 36. Este processo nos indica que, uma vez encontradas as
solugdes, é possivel expressar a equagéo na forma (x—2).(x-3)=0.
Um exercicio da préxima lista de exercicios generaliza este fato para
as equagoes de segundo grau.

Observacao 37. Os livros didaticos costumam expressar as solugoes
em forma de conjunto, chamado o conjunto solu¢ao da equagao. No
exemplo anterior o conjunto solugao é dado por S ={2,3}.

Equacoes de sequndo grau: resolucao geométrica

Como na equacao de segundo grau a incognita aparece ao quadrado
e a area de um quadrado de lado x é x-x=x’, serd possivel rela-
cionar esta equacio a um problema de area? E possivel encontrar as
solugdes de algumas equagdes de segundo grau construindo qua-
drados convenientes e utilizando a incégnita x (o valor que esta-
mos procurando) como a medida do lado de um quadrado. Assim,
conseguiremos encontrar as solugoes se elas forem positivas, ja que
estamos considerando x uma medida. Como exemplo, vamos en-
contrar geometricamente (sem usar férmula!) as solugdes positivas
de algumas equagoes:

a) ¥’ +8x-9=0



4 2x 4
2x x? 2x
4 2x 4
x> +8x=9
8x =4.2x)

X 48x+44=9+16=25=(x+4)

25 é a drea do quadrado de lado (x+4) e é também a 4rea do
quadrado de lado 5. Logo, x+4=5,0quenosda x=1, a raiz

positiva da equagao.

b) x*=2x-3=0

s

Al

Vs

V||

x*=2x=3 e 2x=4.(%)x.

Foram “tirados” do quadrado quatro retangulos de dimensoes
1 . .
S ex conseqiientemente, foram tirados duas vezes os quatro

quadrados de lado % . A figura em cruz tem drea x* —2x=3.

Para completar o quadrado do meio, acrescentamos os quatro

1 1
pequenos quadrados de lado 5 e teremos: x> —2x+ 4(2) .
De x*—-2x=3,temos (x—1)> =3+1=4=2",

Logo, x—1=2,0quenosda x =3, araiz positiva da equacao.




Observacao 38. Vocé deve ter notado que as duas equagdes resol-
vidas geometricamente eram do tipo ax*+bx+c=0,com a=1¢eo
termo independente ¢ <0. Pergunta: o processo poderia ser feito
também para equagdes com ¢ >07?

2.7.2 Equacoes racionais

Algumas equagdes necessitam um certo trabalho antes de serem sub-
metidas aos procedimentos de resolugao ja vistos. Nao sao equagoes
de primeiro ou segundo graus, mas sua resolucao depende dos pro-
cedimentos de resolucdo de tais equagdes. Sao chamadas de equa-
¢des racionais, por envolverem fragdes. E importante lembrar que,
em se tratando de uma fracdo, é necessario que seu denominador
seja diferente de zero; assim, antes de resolver a equagdao devemos
encontrar os valores de x que anulam o denominador e exclui-los.

Exemplos:

1) Resolver a equagao = , X#2ex#5.

Vamos resolvé-la.

Reduzindo ao mesmo denominador (fracées equivalentes),

1.(x—5)—2.(x—2)=0

(x—2).(x—5)

A fraco sera igual a zero quando o numerador for igual a zero. Logo,

basta resolver x—5-2x+4 =0, ou seja, —x =1, que resulta x =-1.
Antes de dar a resposta, devemos verificar se o valor encontrado ¢
diferente de 2 e diferente de 5, valores “proibidos” por tornarem
zero o denominador. Como isto acontece, a solucdo ¢ x =—1, isto ¢,
S={1}.

Vocé conhece uma
demonstracdo de que 1 =27
Pesquise e descubra o
porque de essa pergunta

ser feita aqui.



1 1
2) Resolver a equacao - -
) quac X =5x+6 x-2

Inicialmente devemos verificar os valores de x que anulam os deno-
minadores, para que possamos exclui-los da solucao:

(i) x*=5x+6=0 quando x=2 ou x=3

(i) x=2=0 quando x=2

Logo, devemos ter x #2 e x # 3.

Escrevendo x> —5x+6=(x—2)-(x—3), decorrente da Observacio

30, temos
1 1

—_ =0
(x-2)-(x-3) x-2
Reduzindo ao mesmo denominador,

I-(x-3)

(x=2)-(x=3)
Novamente, uma fracdo € igual a zero quando seu numerador €

Zero:
1-(x-3)=0

l1-x+3=0,0useja, x=4

Como 4#2 e 4#3, temos S ={4}.

Exercicios propostos

29) Resolva as equagoes:

b) : 1 B 1 o
x —=T7x-8 x-2

Resp. § = {4—\/5,4+\/Z}

30) Mostre que é tnica a solu¢ao da equagao ax+b=0,com a e

b numeros reaise a #0.



31) Se um numero real k£ é solu¢cdo de ambas as equacgdes
ax+b=0e cx+d=0,com a#0 e c#0, qual a relagao en-
tre os coeficientes a,b,c e d?

32) Considere a equacao de segundo grau ax’ +bx+c=0,a=0.

., —b -
Mostre que asoma das solugoes é — e o produto das solugoes
a
. C
é —.
a

33) Considere a equagao ax>+bx+c=0,com a,b e c nimeros

inteiros e a # 0. Mostre que: se o niimero racional — é solu-

~ ~ < v
¢ao da equagao, entao u|c e v|a .

34) Mostre que todo ntimero racional % com aeZ e beZ é

solucdo de uma equacdo de primeiro grau com coeficientes
inteiros.

35) Use o exercicio 32 para encontrar uma equagao de segun-

~ 1 <
do grau que tenha solugbes u=-8 e v= 5 Esta equacao é
Unica?

36) Se u e v sdo solucdes da equagdo ax’ +bx +c =0, mostre
que ax’ +bx+c=a(x—u)-(x—v).

2.7.3 Inequacoes

Para resolver inequagdes, usaremos principalmente as proprie-
dades da relacao de ordem em R . Faremos inicialmente as ine-
quacgoes de primeiro grau, em seguida as inequacoes de segundo
grau e por fim as inequagdes envolvendo médulo. Para estas ul-
timas usaremos também as propriedades do médulo. A melhor
maneira de aprender a resolver inequagdes é por meio de exem-
plos; é claro que nao podemos fazer todos os exemplos possiveis!
No entanto, selecionamos alguns mais significativos, cujas estra-
tégias sdo mais gerais. Resolver uma inequacao é encontrar todos
os valores de x que satisfagam uma desigualdade; ndo podemos
esquecer que isto é diferente de encontrar valores que satisfacam
uma igualdade.

Aconselhamos que vocé
leia este topico acompa-
nhado de papel e lapis.



Exemplos:
1) Resolver a inequagao 3x—5>2

Faremos a resolucgao detalhada, indicando a propriedade usada em
cada passo do procedimento; a coluna da esquerda € a resolucéo e
a da direita € a propriedade usada naquele passo.

Procedimento Justificativa

3x-5>2

Dor s Somamos +5 (o oposto de —5) aos dois lados da desi-
gualdade (PO5)

1 1 Multiplicamos ambos os lados por l (o inverso de 3);
—3x>=.7 _ : o3 o
3 3 a desigualdade ndo se altera pois o numero € positivo.
(PO3)
x> E Efetuamos a multiplicacdo

A solucao da inequacdo sera entdo o conjunto de todos os valores

. : 7 .
de x que sdo maiores do que 3 Podemos escrever este conjunto
de duas maneiras:

i) em forma de intervalo: S = :|Z,+oo|: ou

ii) S:{xeR/x>l}
3
Sempre que possivel, usaremos a forma de intervalos.

2) Resolver a inequagao J7-5x>8

Especifique ao lado as propriedades utilizadas:

J7-5x>38
—5x>8-+/7
5x<7-8
J7-8

5

x<



3) Resolver a inequagao 2x+3<5x+1
Especifique ao lado as propriedades utilizadas:
2x+3<5x+1

2x—5x£1+(—3)

N
2

xX=—
3

)
3

Observacao 39. Como vocé deve ter percebido, nos dois exemplos
foram utilizadas as propriedades PO3 e PO5; no exemplo 3 tam-
bém foi utilizada a PO4. Veja outra maneira de resolver, utilizan-
do a adicao e a lei do cancelamento:

2x+3<5x+1
2x+2+1<2x+3x+1
2<3x

Exemplos:

4) Resolver a inequagao (x—3)-(x+1)>0

Podemos observar aqui que os valores procurados (os valores de x)
devem ser tais que o produto (x—3)-(x+1) resulte maior do que
zero, ou seja, positivo. Quando um produto de dois numeros reais €
positivo? Uma propriedade nos diz que um produto de dois nimeros
reais € positivo quando 0s numeros sao ambos positivos ou ambos
negativos. Vamos analisar as duas possibilidades:

i) (x=3)>0e (x+1)>0,istoé, x>3 e x>-1.

Analisando as duas desigualdades acima, vemos que x >3 e x> —1,
simultaneamente (note o conectivo e); isto significa que devemos



fazer a interseccdo dos dois conjuntos, 4, =]3,+00[ € 4, =(—1,40).
Veja na reta:

x>3;4, =13, +0o]

e x> -1 4, = ]-1, +oo]

x>3;4=4, N A, =13, +0[ N ]-1, +oo[ = 3, +oo[

Figura 2.1

Esta primeira possibilidade nos deu um primeiro conjunto,

A =13,+o0[.
Vamos analisar agora a outra possibilidade:

i) x—-3<0e x+1<0,istoé, x<3 e x<—1I.

Analogamente ao que foi feito na possibilidade (i), fazemos:

x<3; B, =1]-,3[

x<—1; B, =]—0, —1[

x<-1;B=BNB,=]-0,3[ N ]-o0, —1[ = |-, ~1]
Figura 2.2

A segunda possibilidade nos deu o conjunto:

B =]—o0,—1[.

Assim, os valores de x que satisfazem a desigualdade dada de-
vem satisfazer (i) ou (ii), ou seja, serdo os elementos de A,
ou os elementos de B ; isto significa que, para expressar o con-
junto de todos os possiveis valores de x que satisfazem a desi-
gualdade (isto ¢, o conjunto solugdo), devemos fazer a unido des-
tes dois conjuntos: S =AU B. Assim, a solu¢do da inequacao é:
S =]—o00,—-1[U]3, 400 .



Generalizagao: O exemplo 4 nos sugere uma generaliza¢do para
resolugdo de inequagdes do tipo (x—u)(x—v)>0, com u #v: sa-
bemos que no membro da esquerda os nimeros « e v sao raizes
de uma equacao de segundo grau e estdo diretamente ligados a
solucdo da inequagao. No exemplo 4: para u=-1, v=3 e v>u,
temos que a solugao da inequagao é § =]—oo,-1[U]3,+oo[ , isto €, 0s
valores a esquerda de -1 (x <—1) ou a direita de 3 (x >3). Pode-
mos entdo generalizar: a solucdo de (x—u)(x—v)>0 para v>u
é o conjunto § =]—oo,u[U]v,+oo[. No caso de (x—u)(x—v)=0, os
intervalos serdo fechadosem u e v: S =]—oo,u]U[v,+o .

5) Resolver a inequagdo 2x’ +3x+3<3

Aidéia aqui € aproveitarmos a estratégia do exemplo anterior, para
melhorar um pouco uma inequacéo envolvendo x”:

2% +3x+3<34(=3)
2x2+3x+3+(—3)S3+(—3)
2x2 +3x<0

Escrevendo o membro da esquerda como produto (propriedade
distributiva), temos x(2x+3)<0.

Voltamos assim as consideragdes do exemplo anterior: quan-
do um produto de ntimeros reais é menor do que ou igual a
zero, ou seja, quando ele é negativo ou nulo? Quando tiver-
mos um fator positivo (ou nulo) e outro negativo (ou nulo).
Vamos estudar os dois possiveis casos:

1) x>0 e 2x+3<0,o0useja, x>0 e xs—%.

Vejamos agora, com o auxilio da reta, quais valores de x satisfa-
zem simultaneamente estas condicoes:

e

| we
o
)

Figura 2.3

Pergunta: qual ¢
esta equacdo?



Como vocé pode observar, ndo ha valores reais satisfazendo ambas as
condicoes. Logo, para este primeiro caso, o conjunto-solucio sera o
conjunto vazio: S, = .

i) x<0 e 2x+32>0,0useja, x<0 e xz—%.

Observando na reta:

)
=
IA
)

N |we
o

(SYRORE

Figura 2.4

O conjunto-solucao da inequacdo sera entdo a unido dos conjuntos
obtidos em cada caso. Como no primeiro caso o conjunto € vazio, a

solugdo sera S = {—%,0}.

Generalizacao: O exemplo 5 nos permite generalizar a resolucao
de inequagdes do tipo(x—u)(x—v)<0, para u=v. Para as raizes

u =—% e v=0, a solu¢do da inequacdo (x—0)(2x+3)<0 é o con-

. 3 . , ~ “ 77
junto S= [—5,0}, isto é, os valores de x que estao “entre” u e v,

com u <v. Assim, a solu¢do da inequagdo do tipo (x—u)(x—v)<0
para u <v serd o conjunto S =Ju,[. No caso de (x—u)(x-v)<0, a
solugdo serd o intervalo S =[u,v].

Observacao 40. As generalizacdes dos exemplos 4 e 5 nos serdo tteis
para resolver outros tipos de inequagdes e para o estudo da fungao
quadrética. Lembre-se que nao hd como “padronizar” solugdes de
todas as possiveis inequagoes; teremos que utilizar as propriedades
para sermos capazes de resolver qualquer tipo de inequagao, mes-
mo que nao tenha sido resolvido antes! Inequagdes do tipo

ax*+bx+c>0, ax> +bx+c¢>0, ax> +bx+c <0, ax> +bx+c<0,



podem ser “transformadas” fatorando o trinémio
ax’* +bx+c=a(x—u)-(x—-v),

com u e v raizes da equagdo ax’+bx+c=0. As possiveis solugdes

sao:
(x—u)(x—v)ZO, u<v S =]—o0,u]U[v,+o0[
(x—u)(x—v)> 0, u<v S =]—o0,u[ U]y, +o0]
(x—u)(x—v)SO, u<v S =[u,v]
(x—u)(x—v)<0, u<v S =lu,v[

Pergunta: Em nosso resumo, por que ndo aparece o niimero a, da
fatoracdo ax’ +bx+c=a(x—u)-(x—v)?

Exemplos:

x<2

6) Resolver a inequacao
) quac 4x+1

Somos tentados a multiplicar a expressao “em cruz”, a fim de obter
uma inequacao ja conhecida. No entanto, “multiplicar em cruz" signi-
fica formalmente multiplicar ambos os membros da desigualdade por
4x+1, mas devemos lembrar as propriedades da relacdo de ordem
(PO3 e PO4): quando multiplicamos ambos os membros de uma desi-
gualdade por um numero positivo, a desigualdade se mantém. Mas se
0 numero ¢ negativo, a desigualdade se altera. Como nao sabemos se
4x+1¢é positivo ou negativo (depende do valor de x), ndo podemos
multiplicar os membros da desigualdade e conserva-la. Nosso proce-
dimento sera outro. Veja:

7=2x <2 somando (—2) aos dois membros, obtemos
4x+1
7—-2x
+(—2)<2+(-2
4x+1 ( ) ( )
7-2x

-2<0

4x+1



Reduzindo ao mesmo denominador:

(7—2)6)—2(4x+1)<O
4dx+1

—-10x+5
— <
4x+1

0

Quando um quociente ¢ menor do que zero, ou seja, € negativo?
Quando numerador e denominador tém sinais opostos. Estudemos os

dois casos:
. . , 1 1
i) —10x+5>0 e 4x+1<0,isto é, x<§ ex<—Z
Na reta:
t x<_;A1:]_OO’_[
0 1
o : 2 x<——;A2=]—oo,—l[
LS B |
4 .
: , X<——3A=A,NA,=]-0——
L0 !
4
Figura 2.5

Logo, o estudo do primeiro caso nos forneceu o conjunto:
A= —oo,—l .
4

i) —=10x+5<0 e 4x+1>0,isto é, x>% e x>—l.

4
Na reta:
1 1
N —'B = —_—
(,) T x>2, . ]2,+oo[
)
) 1 1
= x> B, =1-—, +oo]
10 v
4 I I
: o, x>§;B=BlﬂBz=]§’+°o[
0 1
2

Figura 2.6



7) Resolver a inequagao —— >

Logo, o estudo do segundo caso nos forneceu o conjunto:

<B=}13+w[.
2

Como pode ocorrer (i) ou (ii), os valores de x do conjunto 4 ou
os do conjunto B satisfazem a desigualdade. Isto nos sugere que o
conjunto-solucdo da inequacdo € a unido dos conjuntos 4 e B:

S :AUBj|—OO,—l|:Uj|l,+OO[.
4 2

1 3

x+1 x-2

Inicialmente devemos ter x #—1 e x # 2. Continue resistindo a ten-
tacdo de "multiplicar em cruz": este procedimento nao funciona com
inequacoes! Observe a resolucdo:

1 3
—_—> somando {—(
2

ﬂ nos dois membros, obtemos

x+1 x- x—2
o3
x+1 x-2

Reduzindo ao mesmo denominador:

(x—2)—3(x+1)>0

(x+1)(x-2)

x—2-3x-3
(x+l)(x—2)_0

-2x-5 S
GD)=2)

Quando um quociente de numeros reais ¢ maior do que ou igual a
zero? Quando numerador e denominador sdo ambos positivos ou sao
ambos negativos. Além disso, o numerador pode ser nulo (o denomi-
nador ndo pode!). Note também que ndo é conveniente realizar as
operacdes do denominador. Vamos analisar os dois casos, como no
exemplo 4:



) 2x-5>20e (x+1)-(x—-2)>0
A solucdo da primeira inequacao éxS—%, ouB:}—w,—g}; pela
Obs. 40, a solucdo da inequacdo (x+1)-(x—2)>0 € o conjunto

A =]—00,—-1[U]2, 4.

Assim, os valores de x que satisfazem simultaneamente as duas ine-
quacoes estdo na interseccio dos conjuntos 4 e B. Veja na reta:

pﬂ t E A = ]—OO, _1[ U ]27 +OO[
f 10 2

_ 5

= , B=n—2]

_5: 0

2

— S =ANB=]-0-2]
5 0 2
2

Figura 2.7

Vamos analisar o sequndo caso.

i) 2x-5<0e (x+1)-(x—=2)>0

Analogo ao que foi feito para (i), a solu¢do da primeira inequacgdo ¢

Pela Obs. 40 a solucfo da inequacdo (x+1)(x—2)<0¢ 4=]-12[.

Analisando o conjunto dos valores de x que satisfazem simultanea-
mente as condicoes, temos:

ST o 4=1-1,2[

I 0 2

; | B=[-2, +oo]
—® : t - 9
50 2

2
S S S,=ANB=1-1,2]
-1 0 2

Figura 2.8



. ) 5 .
0 caso (i) nos forneceu o conjunto S, :}oo,a} e o caso (i) nos

forneceu o conjunto S, =]—1,2[. Entdo concluimos que o conjunto-
solugdo da inequacio serd S =S, U S, = }—w,—g{u]—lﬂ[. Observe

que os valores “proibidos” x =—1 e x=2 ndo pertencem ao conjun-
to solucéo.
8) Resolver a inequacao: |x + 2| <4

Temos agora uma inequacdo que envolve modulo. De acordo com a
idéia geomeétrica do modulo, procuramos os pontos x cuja distancia
até —2 € menor do que 4 ou seja, os valores de x que satisfazem
simultaneamente as inequacoes x+2<4 e x+2>-4. A PM6 nos
informa que: “Se xeR, aeR, ¢ |x|<a, entdo —a <x<a". Como
x+2eRe4eR, , podemosconcluirque -4 < x+2 < 4.Temos aqui
duas escolhas: podemos resolver diretamente, usando as proprieda-
des da relacdo de ordem, ou podemos resolver as duas inequacoes
separadamente e fazer a interseccao das solugdes parciais.

Primeiro modo:
—-4<x+2<4 somando (-2) em todos os membros, temos
(-4)+(2)<x+2+(-2)<4+(-2)
—-6<x<2

Logo, a solugdo ¢ S =]-6,2[.

Segundo modo:

Separando em duas inequacoes:

a) -4 <x+2, de onde obtemos x >—6, ou S, =]—6,+[ €

b) x+2<4,de onde obtemos x<2,0u S, =]-6,2[.

A solucdo sera a interseccdo S=S5,nNS,=]-6,2[.

9) Resolver a inequagao |3x+1| >1
Também neste caso temos uma propriedade que nos auxilia, a PM7:

“SexeR,aeR, e |x|>a,ent§o x>a ou x<—-a"



Como (3x+1)eR, 1eR, e [3x+1|>1, concluimos que 3x+1>1
ou 3x+1<—1.S4o0 estes os dois casos que vamos analisar:

a) 3x+1>1 tem como solucdo B =]0,+o] .

3
A solucdo € a unido das solucdes parciais, porque neste caso estamos
procurando os valores de x que satisfazem pelo menos uma das duas
inequacoes: 3x+1>1 ou 3x+1<—1. Portanto a solucdo da inequa-

b) 3x+1< -1 tem solucgdo A:}—oo,—z[.

céo é: S=AuB:}—oo,—§[u]O,+oo[.

Observacao 41. Nos exemplos 8 e 9 aprendemos como resolver ine-
quagdes do tipo |E|>K e |E|<K, quando E é uma expressdo do
tipo ax+b e K é um namero real positivo. No caso da expressao
quadratica ax® +bx +c, o procedimento é analogo:

1°) para |ax2 +bx+c| <k, utilizamos a PM6 e fazemos
—k < ax® +bx+c<k. Neste caso temos que resolver as duas
inequacdes, —k <ax’ +bx+c e ax’ +bx+c<k; ndo podemos
resolver diretamente. Para cada inequagdo, aplicamos o resu-
mo da Obs. 40 e sua solucao sera a interseccao das solucoes
parciais.

2°)  para |ax2 +bx+c|>k utilizamos a PM7 e fazemos
ax’ +bx+c>k ouax’ +bx+c<—k.

Também utilizamos a Obs. 40 e a solu¢do da inequagdo serd a unidao
das solugdes parciais.

Exemplo:
10) Resolver a inequagéo |x2 +x— 2| < %

1 1 .
Pela Obs. 41 fazemos —5 <x’4+x-2< 5 e resolvemos as duas ine-
quacgoes.

i) —l<x2+x—2 ou x2+x—2>—%

2x*+2x—4+1
> >

x2+x—2+%>0 = 0



Como 2>0, temos 2x> +2x—3>0 (veja exemplo 7).
As raizes da equacido 2x° +2x—-3=0 sio

~1-+/7 —1+4/7

cv=

2 2

u=

pela Obs. 40, a solucgdo parcial €

S —}—oo _l_ﬁ{ u}_1+ﬁ +oo{
1= 5 ) .

2

i) x2+x—2<l
2

x2+x—2—l<0
2

2x>+2x-5<0  (veja exemplo 6)
As raizes da equacio 2x° +2x—5=0 sio
~1-411 ~1+4/11
u == e v:—2 ;

a solucdo parcial €
e |
I

A solucéo da inequacdo sera a interseccao das solucdes parciais; para
melhor visualizacdo na reta chamaremos

17 1447 b_—l—\/ﬁ b_—1+\/ﬁ

Ty Ty T 2T,
= § J : S,
T, b, %
=, ‘ 5 S=SNs,
bl al aZ b2
Figura 2.9
S8 S, J—l—\/ﬁ’—1—\/7[U1—1+\/7’—1+\/ﬁ[_

I |



Tarefa

.. 1
Resolva como exercicio: |x2 +2x— 8| > E .

Resposta:
S = _OO’—I—M[U—'—I—\/Z’—1+@[U—|—l+m’+w
3 || 3 3|7 ] 3
Exemplos:

11) Resolver a inequagao |x+4|<|2x—6|
Para resolver esta inequacao, utilizamos inicialmente a definicdo de

modulo:

Seja a € R ; indicamos por |a|o mddulo (ou valor absoluto) de a,

definido por:
asea=0
=4

-asea>0

Como x+4 e 2x—6 sdo numeros reais, podemos escrever:

x+4 se x+4=>0
|x+4|=
—(x+4) se x+4<0

2x—6 se2x—-62>0
2x-6|=
—(2x-6)se 2x-6<0

Ou ainda:

x+4 se x=>-4
|x+4|=
—x—4 se x<-4

|2 6| 2x—6 sex=>3
x—6|=
—2x+6sex<3

Observe que temos dois valores que sdo decisivos em nossa anali-
se: x=—4 e x=23; vamos chamar estes valores de "marcadores". A
medida que x percorre a reta e passa pelos marcadores, obtemos as
solucdes parciais de nossa inequacdo. Para ilustrar este fato, vamos
coloca-lo em um quadro; a reta superior representa a reta e cada
coluna, a partir da segunda, representa um intervalo entre os mar-
cadores:



X x<—4 -4§ —4<x<3 3 3<x

25— 6] 2x+6 2x+6 2x-6
|x+4| —x—4 x+4 x+4
i © x+4<-2x+6
x-4[<Ppx-6] 1 —x-4<-2x+6 | ) L x+4<2x-6
(resolugio) x<10 XSE x>10
. . : : 2 :
Solucéo parcial ; x<—-4ex<10 ; —4£x<3ex£§ : x>3ex>10
: : : 2 :
Conjunto 5 ]—o0,—4[ 5 [—4,5] : [10,+oo[

Nas duas primeiras linhas temos a situacdo de [2x—6| e |[x+4] em
relacdo aos marcadores.

Na 22 coluna, quando x <—4, temos
|2x—6|=—2x+6 ¢ |x+4|=—x—4,

resultando na inequagdo —x—4 <—-2x+6, cuja solucdo € ]—oo,—4[,
dentro do intervalo considerado.

Na 32 coluna, para —4 < x <3, temos
2x—6|=-2x+6¢ |[x+4/=x+4;

, A . 2 .
a inequacgdo € x+4<-2x+6 e sua solucdo ¢ [—4,5 no intervalo
considerado.

Na 42 coluna, para x >3, |2x—6|=2x—6 € |x+4|=x+4;a inequa-
€d0 € x+4<2x—6 e sua solucdo € [10,+oo[ , no intervalo conside-
rado.

A solucdo da inequacdo sera a unidao dos conjuntos obtidos como
solucdes parciais, pois para todo numero real x tem-se x<-—4,
—-4<x<3o0ux=>3:

S =]-oo, —4[\{—4,%} U[10,+oo[= }—oo,%} U[10,+oo[ .



12) Resolver a inequagdo 5 < |x - 2| <10

Para resolver, podemos separar em duas inequacoes: 5<|x—2| e
|x—2|<10. Note que estamos procurando valores de x que satis-
facam a ambas, ao mesmo tempo. Geometricamente, buscamos 0s
pontos x cuja distancia a 2 esta entre 5 e 10. Vamos resolvé-las:

) 5<|x-2

Como no exemplo 9, fazemos x—2>5 ou x—2<-5.

®* De x—2>5,temos x>7 e o conjunto-solucdo € B =]7,+o[ .

* Dex—-2<-5,temosx < -3 e o conjunto-solucdo ¢ 4 =]—o0,-3[.

A solugdo de 5 <|x—2|¢ portanto,S, = 4 U B =]—o0,-3[U]7,+od[.

i) |x—2|<10

Como no exemplo 8, podemos fazer —10 < x—2<10. Somando 2 a
ambos os termos, obtemos -8 < x <12. A solucdo ¢ S, =]-8,12[.

Como os valores de x devem satisfazer (i) e (ii) simultaneamente,
devemos fazer a interseccdo das solucdes parciais. A solugdo €:

§=8,US8, = (1-0,-3[U]7,+%0[ )] -8,12[=] -8, -3[L]7,12].

Exercicios propostos

Resolver as inequagoes:

6x—4 4x-1
<

37
) 5 3

Resp. S:}—Zﬁoo{
2
38) 2x=5<x-1<3x+2
Resp. S=[—%,4}

39) (5x-2)-(2x—8)> 0

Resp. § = :l—oo,%[ U4, +oo]



40) 3X—5S0
2x+1

5
2x—1

41y % <
x+1

Resp. S = [—7,—l[u:|%,+oo|:

42) |6—2x| <1000

Resp. §=]-497,503]

43) 19— 2x| = 4]

46) |x2+3x+3|S5

—-3-17 —3+\/ﬁ}

Resp. S =
P { 2 2

47) |x|+3x =2 <|2x +1]

3
Resp. S = |-00,—
esp }ooz}



2.7.4 Equacoes irracionais

Equac0es irracionais sao aquelas que envolvem radicais. O procedi-
mento de resolu¢do pode variar, mas, de modo geral, nos interes-
sa chegar a uma equacao conhecida, de primeiro ou segundo grau.
Também devemos observar as limitagdes do radicando quando o in-
dice é par, uma vez que ¥/a é um niimero real se e somente se a > 0.
Esta condicao nos leva as inequagoes. Faremos alguns exemplos e
discutiremos certos detalhes interessantes de inequagoes deste tipo.

Exemplos:

1) Resolver a equacdo x—1=+x+11

Observe que, para resolver a equacdo, o primeiro passo € “elevar os
dois membros ao quadrado”, a fim de eliminarmos o radical. No en-
tanto, este procedimento de “elevar ao quadrado” ndo nos da uma
equacao equivalente a original. Até agora, todos os nossos procedi-
mentos de resolucdo resultaram em equagoes equivalentes, ou seja,
se fizéssemos o processo inverso, chegariamos a equacdo original
(confira na resolugdo de primeiro grau). Note que: se a=b, entdo
a’ =b* mas a reciproca deste fato nio € verdadeira. Basta obser-
var que (-2)* =4=2%, mas —2# 2. Por este motivo, ao elevarmos
ao quadrado os dois membros, “perdemos” a equacdo original; este
fato pode nos levar a solucdes “fantasmas”, ou seja, valores que nio
sao solucgoes da equacao original. Para evitar isto, basta observar um
detalhe: na equacéo aparece a raiz quadrada positiva de um numero
(veja Obs. 15). Entdo, para valer a igualdade, o numero a esquerda
tem que ser positivo (é claro que podemos incluir o zero). Assim, além
da condicdo a >0 para \/Z, devemos acrescentar mais uma condi-
céo (ou restricdo) a equagdo. Vamos agora resolvé-la:

Condicoes: x+1>11e x—1>0,isto¢, x>-11e x>1
x—lzm

(x=1)" = (Wx+11)’

¥ =2x+1=x+11

x*=2x—x+1-11=0

x*—3x—-10=0; as solug¢des sdo x=5 e x=-2.



x =5 e x=-2 satisfazem a condicdo x>-11, mas x=-2 ndo sa-
tisfaz a segunda condicdo x>1. Assim, x=-2 ndo € solucdo € a
equacao tem uma unica solu¢do x =5; o conjunto solucdo ¢ S = {5}.

2) Resolver a equagao ‘/1—1 =J1-x,x#0
x

As condicdes iniciais sdo 1—l >0el-x>0. Resolvendo as inequa-
X

coes 1—120 el—-x2>0, teremos a solucdo K =]—o0,1], 0 que sig-
X

nifica que os valores encontrados devem pertencer ao conjunto K
(Faca os detalhes desta resolucéo).

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

l—lzl—x
x
1

—— =X
x

1

—=X

x

x> =1; logo, as solugdes possiveis sdo x = 1 ou x = —1.

Como as solugdes sdo x =1 e x=—1 e ambas satisfazem as condicoes
iniciais, ou seja, pertencem ao conjunto K =]—o0,1], 0 conjunto solu-
¢do da equagdo ¢ S={-1,1}.

3) Resolver a equagdo 5++/1+5x =3 .

As condicoes iniciais sdo 1+5x>0e 5++/1+5x >0. Resolvendo a

inequacdo 1+5x >0, encontramos o conjunto }E’Jroo[. Para va-

lores de x neste conjunto a expressdo 5++/1+5x € sempre positi-
va. Portanto os valores encontrados devem pertencer ao conjunto

5
Elevando ambos os membros da equacio dada ao quadrado:

5+4/1+5x =9 +(-5)
V1+5x =4



Observe que nos dois membros 0s numeros sao positivos € 1+5x >0
ja foi considerado. Devemos estar sempre atentos!

Elevando novamente ao quadrado:
1+5x=16
5x = 15; logo, a solucdo possivel € x = 3.

Como 3e K, x=3 ésolucdoe S ={3}.

Exercicios propostos

Resolva as equacoes:

48) 24/5x—1=33x-2
49) \5x—6=2+/5x-3

50) NJa+x++b+x ,a e b nimeros reais.
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Capitulo 3

Relacoes

O objetivo deste capitulo é estudar o conceito de relagio e
suas propriedades. Faremos o estudo das relagdes de equiva-
léncia, das relagdes de ordem e das relagdes no plano RxR.

Introducao

Neste capitulo vocé vai estudar relacoes de modo geral e os ti-
pos especiais de rela¢des. Este assunto, assim como Conjuntos
no Capitulo 1, serd importante no desenvolvimento de conceitos
matematicos como fungdes e estruturas algébricas. No geral, uti-
lizamos as rela¢des para estudar objetos que podem ser niimeros,
conjuntos, fung¢des etc. Vamos estudar dois tipos de relacoes: as
relacdes de equivaléncia e as relagdes de ordem. Um terceiro tipo
de relagdo sera trabalhado no capitulo seguinte: as fun¢des. Em
particular, as relacdes de equivaléncia, classes de equivaléncia e
conjuntos quociente sao generalizagdes de situagdes que estamos
habituados a utilizar desde os primeiros anos da educagao ba-
sica. Também a relacdo de ordem generaliza a idéia de “<” nos
conjuntos numéricos para conjuntos quaisquer. O estudo das re-
lagoes no plano prepara o caminho para o estudo do préximo
capitulo. Nao se assuste se este for um capitulo muito “algébrico™
os conceitos estudados aqui serdo ferramentas tteis em diversas
disciplinas do curso.

O conceito de relacao

Utilizamos muito a idéia de relagdo no cotidiano:..€ menor do
que..., ..€ paralela a..,, .. divisor de.., ...€ irmao de... etc. Podemos
comecar estabelecendo que uma relagdao € uma associacao entre
dois objetos (como ja dissemos, podem ser niimeros, conjuntos,
matrizes, etc.). Esta associacdo pode estar definida por uma lei
(regra) ou nao. Quando a associagao € estabelecida por uma lei é
facil verificar se dois objetos estdo ou nao estao relacionados. Por
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exemplo, “menor do que” (denotado <) é uma relagao definida no
conjunto dos niimeros naturais: 2 estd relacionado com 5 pois 2<5,
mas 3 nao estd relacionado com 1 pois 3 nao é menor do que 1.
Outros pares que estao relacionados pela relacao “<” sao 7 e 24,
34 e 109, 12345 e 23456, etc. Os dois objetos envolvidos numa re-
lacao sao elementos de dois conjuntos, que podem ser distintos ou
nao. No exemplo da relacdo “<” vimos que 3 nao esta relacionado
com 1, mas € claro que 1 estd relacionado com 3 pois 1< 3. Assim,
é importante estabelecer uma ordem no par de objetos (ou no par de
conjuntos) que estamos associando. Lembre-se que definimos pares
ordenados no final do Capitulo 1. Note também que dois nimeros
num par ordenado ja satisfazem uma condigao (um é o primeiro e
outro, o segundo). Antes de definirmos formalmente uma relagao,
vamos dar alguns exemplos:

1) Relacado de divisibilidade em N : dados dois nimeros naturais
a e b, dizemos que a estéd relacionado com » quando a é
divisor de b . Exemplos de pares relacionados: 2 e 46, 7 e 49,
13 e 65, etc.. (para relembrar a divisibilidade, veja seu material
de Fundamentos ).

2) Relagao de inclusdao em P (N ): dados dois subconjuntos 4 e B
de N, dizemos que 4 esté relacionado com B quando A c B.
Exemplos de conjuntos relacionados: {1} e {1,2,3}, {2,4,6} e
{x e N/x épar}, etc.

3) Dados os conjuntos 4 =1{0,1,3}e B ={2,5}, associamos 0 a 2,
3a5e0 as.Istosignifica que a relagao é dada pelos pares
(0,2),(3,5) e (0,5) . Note que neste caso a rela¢do foi estabeleci-
da sem uma lei ou regra.

Definicao. Sejam 4 e B conjuntos. Uma relagdo R de 4 em B é
um subconjunto de 4xB, ouseja, Rc AxB.

Observacao 1. Quando 4 éiguala B, dizemos que R é uma relagio
em A (ouem B), ouseja, R é um subconjunto de AxA (ou BxB).

Observacao 2. Pela definicao, uma relacao é uma certa “lista” de
pares ordenados, nao ficando explicito o motivo (lei) de sua escolha.
Por exemplo:



R ={(1,4),(21,87),(55,12)} e R, ={(0,1),(1,3),(2,5),(3,7),(4,9)}

sao relagdes em N, pois sdao subconjuntos de NxN. No entanto,
vocé seria capaz de explicar a “lei” segundo a qual os pares estao
relacionados, para cada uma das relagdes? No caso de R, , ndo ha
lei explicita; s6 podemos afirmar que 1 estd relacionado com 4, 21
estd relacionado com 87 e 55 esta relacionado com 12. No caso de
R,, podemos dizer que R, é o conjunto

R, = {(x,y)e NxN/x ey sdo algarismos tais que y = 2x + 1},

ou seja, R, é o conjunto de pares (x,y) que satisfazem a condicao “x
e y sao algarismos tais que y =2x+1".

Observacao 3. Note que uma relacdo envolve dois conjuntos (que
podem ser iguais ou ndo) e certa maneira de relaciond-los (que pode
ser uma lei ou ndo). Quando uma relacdo é estabelecida por meio
de uma lei, ou seja, por meio de uma sentenca aberta (como a|b,
a=2b+1, rl//s, etc), a relagdo é o seu conjunto verdade. Por abu-
so de linguagem chamamos de relagio a sentenga aberta usada para
defini-la. Por exemplo, a relagao de divisibilidade do exemplo 1: a
sentenca aberta a|b estabelece a relacao em N; a relacao de fato
é o conjunto de pares ordenados R ={(a,b) e NxN/a|b}, mas, por
abuso de linguagem, dizemos “a relacdo de divisibilidade em N”.

Notacdo. Sejam 4 e B conjuntos e R uma relacdo de 4 em B. Pela
definicdo, um elemento de R é da forma (a,b) com acAebeB.
Usamos a notacdo aRb para indicar que (a,b) € R (ou seja, para in-
dicar que a esté relacionado com b).

Observacao 4. Usaremos as duas notacgoes: aRb e (a,b) € R . Nao se
assuste se vocé encontrar as duas notagoes em um mesmo enuncia-
do: a intengdo é que vocé se habitue as duas.

Exemplos:

1) RcNxN,R = {(a,b)/ a é multiplo de b } ; elementos relacio-
nados: 23R1, 18R3, 18R9, entre outros. Neste caso o conjunto
R possui uma infinidade de elementos.

2) 4={2,3,4,19}, B={,3,512}, RcAxB, R={(x.y)/x<y};
os elementos relacionados sao: 2R3, 2R5, 2R12, 3R5,3R12,
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4RS5, 4R12. R é o conjunto finito expresso por:

R=1{(2,3),(2,5),(2,12),(3,5),(3,12),(4,5),(4,12)} .

3.1 Dominio, contradominio e imagem
de uma relacao

Definicao. Dada uma relagao R de 4 em B, chama-se dominio de
R ao conjunto dos x que pertencem a A4, tais que exista y per-
tencentea B e (x,y)eR.Eo conjunto dos primeiros elementos dos
pares que pertencem a R . Da-se o nome de contradominio de R ao
conjunto B.

Chama-se imagem da relagago R de 4 em B ao conjunto dos y que
pertencem a B tais que existe x pertencentea 4 e (x,y)eR.E o
conjunto dos segundos elementos dos pares que pertencem a R .

Notacao. Denota-se o dominio de R por D(R), o contradominio de
R por C(R) eaimagem de R por I(R).

Observacao 5. D(R) é subconjunto de 4 e I(R) é subconjunto de B.
Exemplos:
3) No exemplo 4, tem-se D(R)=1{2,3,4} , C(R)=B=1{1,3,5,12} e

I(R)={3,5,12} .

4) Sejam A=1{1,2,3,4} e B={2,3,4,5,6} e arela-
¢ao R definida pela sentenca “ mdc(x,y)=2". En-
tdo R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,6)} e D(R)=1{2,4},
C(R)=12,3,4,5,6\=B e
I(R)={2,4,6} .

3.2 Relacao inversa

Definicao. Dada uma relacdo R de 4 em B, chama-se relagao in-
versa de R e denota-se R™' ao conjunto dos pares (y,x) € Bx 4 tais
que (x,y)eR.

Simbolicamente, R™' = {(y,x)e BxA/ (x,y)e R}.
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Exemplo:

5) Considere os conjuntos 4= {1,2,3} e B={1,2}, e a relacdo R
de 4 em B definida por “x >y ”, isto §,

R={(1,1),(2.1),(2,2).(3.1).(3.2)}-
A relagao inversa de R é um subconjunto de Bx 4 dado por

R ={(1,1),(1,2).(2.2)(1,3),(2,3)}. Note que R é um subcon-
junto de AxB e R™' é subconjunto de Bx 4.

Exercicios propostos
1) Explicite a relagio R de 4 em B, nos casos:
a) A4={,2,3,-5}; B={-1,-3,5,7,9}, R={(a,b)/a=-b}
b) A={xeN/x édivisor de 80}; B ={xeZ/x &divisor de 56},
R={(a,b)e AxB/b ¢ divisordea}

2) Se A={a,b,c} e B={0,1}, quantas relagdes de 4 em B pode-
mos construir? Generalizar para 4 com n elementos e B com
m elementos.

3.3 Propriedades das relacoes

As relagbes mais significativas em matematica sao relagdes em um
conjunto 4 que satisfazem determinadas propriedades. Faremos
um estudo dessas propriedades para em seguida estabelecer os tipos
especiais de relagdes. Em todas as propriedades que estudaremos a
seguir estaremos considerando 4 um conjunto e R uma relagdo em
A,ouseja, Rc AxA.

Propriedade Reflexiva: Dizemos que uma relacdio R em 4 ¢ refle-
xiva quando aRa paratodo ae 4.

Exemplos:
6) A relacao de divisibilidade em N ¢é reflexiva pois todo nimero

natural é divisor dele préprio, ou seja, aRa para todo niimero
natural a.
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7) Seja U um conjunto e considere a relacdo definida em P(U)
(conjunto das partes de U ) por XRY quando X — Y . Esta é uma
relacdo reflexiva, pois sabemos que todo conjunto é subconjun-
to de si proprio, ou seja, X < X para todo X € P(U).

Propriedade simétrica: Dizemos que uma relacao R em 4 € simé-
trica quando, para quaisquer a e b em 4, se aRb entdo bRa .

Exemplo:

8) Arelagao deigualdade “="no conjunto dos niimeros reais R é
uma relagao simétrica, pois para quaisquer a e b reais, sea=»5
entdo b =a. Note que ndo estamos afirmando que a =b para
quaisquer a e b reais! O que afirmamos é: dados dois nimeros
reais quaisquer, se ocorre a =b, entdo também ocorre b=a.

Propriedade transitiva: Dizemos que uma relagdo R em 4 é tran-
sitiva quando, para quaisquer a,b e ¢ em 4, se aRb e bRc, entdo
aRc . Em outras palavras, a relacao é transitiva quando, se a esta
relacionado com b e também b esta relacionado com ¢, entdao a
esta relacionado com c.

Exemplos:

9) A relagao “<” em Z é transitiva pois: para quaisquer a,bec
inteiros, se a<b e b<c, podemos afirmar que a<c. Note
que aqui também nao estamos afirmando que sempre ocor-
re a<b<c; estamos afirmando que, sempre que isso ocor-
re, também acontece a <c. Em outras palavras, se os pares
(a,b) e (b,c) estdao na relacdo, para que a relagao seja transitiva
deve também conter o par (a,c).

10) A relagao do exemplo 10 também é uma relagao transitiva,
poisse AcBeBcCtem-sedcC.

11)  Voltemos a relacito de divisibilidade em N,
R ={(a,b)/a édivisor de b}. Ja vimos que a relagdo R é refle-
xiva, pois todos os pares da forma (a,a) pertencem a rela-
¢ao, uma vez que todo niamero natural é divisor de si mesmo.
A rela¢do nao é simétrica, pois, por exemplo, (2,6) estd na re-
lacdo (2 € divisor de 6) e o par (6,2) ndo pertence a relagao
(pois 6 nao é divisor de 2). Observe aqui a importancia do

Para refletir: considerando
0 zero como numero
natural, este fato também
¢ valido para ele?
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quantificador: a existéncia de um tnico par para o qual a pro-
priedade falha € suficiente para que a relacdo ndo tenha a pro-
priedade. Observemos também que a relagdo R ¢é transitiva,
pois sempre que a é divisor de b e também b ¢é divisor de ¢,
podemos concluir que a é divisor de c. De fato: se a é divi-
sor de b, existe um xeN tal que b=a-x. Como também b
é divisor de ¢, existe um y €N tal que ¢=5-y . Substituindo
b=a-x na ultima igualdade, temos c=by=(ax)y =a(xy), o
que significa que a € divisor de c¢. Assim, a relagao de divisi-
bilidade em N é reflexiva, ndo é simétrica e é transitiva.

12) A relagao “<” em R ndo é reflexiva, pois os pares (a,a) nao
pertencem a relacdao, uma vez que um niimero nao é menor do
que ele mesmo. Também ndo é simétrica, pois se a < b, nao pode
ocorrer também b < a . No entanto, a relagao é transitiva, como
visto no exemplo acima, para Z.

13) Considere a relacao R ={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2),(1,3),(1,2)}
no conjunto 4 ={1,2,3}. Apesar de nao termos explicita a “lei”
que define a relacdo, conhecemos todos os seus pares e pode-
mos decidir se R goza das propriedades. Podemos notar que
R é reflexiva, pois todos os pares da forma (a,a) estdao na rela-
cao: (1,1),(2,2),(3,3) . Notamos também que R nao é simétrica,
pois (1,3)e Re (3,1) ¢ R. Para verificarmos se R € transitiva,
devemos inicialmente listar todos os possiveis pares “encade-
ados” aRb e bRc, e verificar se ocorre aRc . Observemos o se-
guinte:

(L1)eRe (1,3)e R, também (1,3)e R;
(L1)eRe (1,2)eR, também (1,2)e R;
(1L,2)eR e (2,2)e R, também(1,2)e R ;
(L2)e R e (2,3)e R, também(1,3)e R;
(1,3)eR e (3,3)e R, também(1,3)e R;
(1L,3)eR e (3,2)e R,também(1,2)e R;
(2,2)eRe (2,3)e R, também(2,3)e R ;
(2,3)eR e (3,3)e R,também (3,3) e R;
(2,3)eRe (3,2)e R, também(2,2)e R ;

(3,3)6 Re (3,2)6 R,também(3,2)e R.
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Com isto concluimos que, sempre que ocorrer aRb e bRc, tam-
bém ocorre aRc . Logo, a relacao é transitiva.

1) A= {x,p,2,0} R = {(6,2),(30),(5:2) (5.2, (3:%). (1:2).(2,%);

Observe que aqui 0s nossos objetos sdo x,y,z e t e a nossa re-
lacao R explicita como eles estao relacionados. A relagao nao é
reflexiva, pois o par (¢,¢) ndo pertence a relacdo. Também nao
é simétrica, pois (¢,z) pertence a relagao e (z,#) nao pertence.
Podemos observar que ela ndo é transitiva, pois, para os “pares
encadeados” (t,z)eRe (z,x)eR,opar (t,x)ZR.

15) A={4,6},R ={(4,4),(6,6)} . E claro que arelagao R é reflexiva.
Ela é também simétrica? Ja vimos que uma relacdo ndo sera
simétrica se existir (a,b) € R e (b,a) ¢ R . Como vemos, isto nao
ocorre com esta relacdo: para todos os pares (a,b) da relagao,
tem-se (b,a) também na relacao. O “simétrico” de (4,4) é o
proprio (4,4) e o mesmo acontece para o (6,6). Logo, esta re-
lagdo é simétrica. Serd ela transitiva? Para verificar isto, deve-
riamos listar os “pares encadeados” aRb e bRc, e verificar se
ocorre aRc. Mas onde estdo os pares encadeados? Para que
a relacdo ndo fosse transitiva, deveriamos encontrar na relagao
pares (a,b) e (b,c) de modo que (a,c) nio estivesse na relagao.
Como podemos ver, ndo € possivel encontrar pares para os
quais a propriedade falha. Logo, a relagao é transitiva.

Observacao 7. Considere a relacao R ={(1,1),(1,2),(2,3),(3,3),(2,2)} .
Pergunta: R é reflexiva? Para esta pergunta nao hé resposta defi-
nitiva. Se considerarmos R uma relagao no conjunto 4= {1, 2,3}, a
resposta é sim. No entanto, se considerarmos R uma relagdoem N,
a resposta € nio. S6 podemos definir se uma relacdo R é reflexiva se
conhecemos o dominio da relagdo R.

Exercicios propostos

3) Dé exemplo de uma relagao no conjunto dos nimeros naturais
que seja reflexiva e transitiva, mas nao seja simétrica.

4) Dé exemplo de uma relagdo no conjunto 4 = {3,6,9,12} que seja
simétrica, mas nao seja reflexiva nem transitiva.

5) Determine todas as possiveis relagdes no conjunto
A={a,b} (a=#b); identifique as relacdes que gozam da pro-

Estas propriedades séo
validas porque ndo é
possivel provar que elas
ndo sdo validas. Neste
caso dizemos que as
propriedades valem por
vacuidade. E 0 mesmo
caso do conjunto vazio
ser subconjunto de
todos os conjuntos.



priedade simétrica. Generalize determinando quantas relacoes
sao possiveis num conjunto 4 com n elementos.

6) Considere a seguinte relagio em NxN:(a,b)R(c,d) quan-
do a+d =b+c. Mostre que esta relacao é reflexiva, simétri-
ca e transitiva. Observe que o conjunto sobre o qual a relagdo
estd definida é NxN, ou seja, a relagdo é um subconjunto de
(NxN)x(NxN) e o par ordenado (a,b) esta relacionado com
o par ordenado (c¢,d) quando ocorre a+d =b+c. Por exem-
plo: (2,6)R(1,5), pois 2+5=6+1.

3.4 Relacoes de equival€ncia

Algumas relagdes gozam das propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva simultaneamente, o que as torna particularmente interes-
santes. Rela¢Oes deste tipo sdo utilizadas para construir os conjun-
tos Z (exercicio 6) e QQ, e para construir os conjuntos Z,, que serao
estudados nas disciplinas de Algebra.

Definicao. Uma relacdo R em um conjunto 4 é chamada uma rela-
¢cdo de equivaléncia se e somente se goza das propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva.

Notacdao. Uma relagdo de equivaléncia pode ser denotada pelo
simbolo ~ ; assim, escrevemos a~b ao invés de aRb. Optamos
por usar a notagao usual aRb, mas vocé pode encontrar a notagdo
a~b em livros da bibliografia.

Exemplos:

16) A relacao de igualdade no conjunto dos ntimeros reais é uma
relacdo de equivaléncia, pois é reflexiva (a¢=a para todo a
real), é simétrica (se a=b entdo b=a) e é transitiva (se a=»b
eb=centiao a=c).

17) Considere A={1,2,3} e a relagio R={(1,1),(2,2).(3.3),

(1,2),(2.1)}. R ¢ uma relacdo de equivaléncia, pois goza das
propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

18) Ainda no conjunto 4={1,2,3}, a relacido S={(11),(2,2),
(3,3),(1,2)}, ndo é uma relacdo de equivaléncia, pois nao € si-
métrica: (1,2) e S mas (2,1)¢ S .
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19) A relagao K de paralelismo de retas no plano é uma relacao
de equivaléncia. Denotemos por K a relagdao definida no con-
junto das retas do plano: para » e s retas do plano, rKs quan-
do r//s. K éreflexiva, pois toda reta é paralela a si propria; é
simétrica, pois se r € paralela a s, entdo s é paralelaa r; e é
transitiva, pois se r é paralelaa s e s € paralela a ¢, entao r
é paralela a ¢.

20) Consideremos o conjunto Z dos nimeros inteiros e R a rela-
¢ao em Z definida por aRb quando 2 é divisor de a—b. Esta
é arelacao de “congruéncia médulo 2 ” ja estudada em Funda-
mentos I. Antes de provarmos que R é uma relagao de equiva-
léncia, lembremos que para provar que a esta relacionado com
b, devemos mostrar que 2 é um divisor da diferenca a -5, ou
seja, devemos mostrar que a—b é igual a 2 multiplicado por
um numero inteiro. Vamos mostrar agora que R é reflexiva,
simétrica e transitiva. Esta prova ja foi feita em Fundamentos ],
mas vamos relembré-la:

i) R é reflexiva, pois para todo inteiro a temos a—a=0 e 2
é divisor de 0 (lembre: 0=2-0). Assim, todo inteiro a esta
relacionado com ele préprio.

ii) R é simétrica pois: se aRb, entdo 2 ¢é divisor de a-b,
ou seja, existe um xeZ tal que a-b=2x. Como
—(a—b)=-2xeb—-a=2(—x), isto significa que 2 é divisor
da diferenca b—a, ou seja, bRa.

iii)) R € transitiva pois: se aRb e bRc, existem x e y intei-
ros tais que a-b=2x e b-c=2y. Adicionando membro a
membro as igualdades, temos (a—b)+(b—x)=2x+2y e as-
sim a—-b+b—-c=2(x+y),ouseja, a—c=2(x+y).Logo, 2 é
divisor da diferenca a—c e temos aRc.

Exercicios propostos
7) Verifique se sdo relagdes de equivaléncia:

a) Seja 4 o conjunto de todos os tridangulos do plano e R are-
lacdo em A4 definida por xRy quando x é semelhante a y
(lembre-se da semelhanga de tridngulos da Geometria).

b) A={,2} e R={(1,1),(2,2)}



3.5 Classes de equivaléncia e
conjunto quociente

Vamos fazer dois exemplos antes da defini¢cao formal:

21) Considere o conjunto 4={1,2,3} e a relacdo de equivalén-
cia (por qué?) R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} . Pergunta-se:
quais elementos do conjunto 4 estao relacionados com 1? Ob-
servando a relagao R, vemos que ela contém os pares (L1),
(1,2) e (2,1) e estes sao todos os pares nos quais aparece o ele-
mento 1; isto significa que 1 estd relacionado com ele mesmo
(é uma relagdao de equivaléncia, portanto reflexiva) e com 2.
Assim, o conjunto dos elementos que estao relacionados com
1 é {1,2} (este conjunto estd contido em A4 ). Analogamente, o
conjunto dos elementos de 4 que estao relacionados com 2 é
{1,2} e o conjunto dos elementos de A que estao relacionados
com 3 é {3}. Observe que 1 e 2 possuem o mesmo conjunto
de elementos relacionados! Conseguimos entdao construir dois
conjuntos, {1,2} e {3}, disjuntos, e cuja uniao é o conjunto 4.
Estes conjuntos sdao chamados de “classes de equivaléncia se-
gundo R”; o conjunto {1,2} € a classe de equivaléncia de 1 (e
também de 2) e {3} é a classe de equivaléncia de 3. Ao con-
junto formado por todas as possiveis classes de equivaléncia,
ou seja, ao conjunto {{1,2}{3}}, damos o nome de “conjunto
quociente de 4 por R”.

22) Considere a relacdo de equivaléncia em Z dada por aRb quan-
do 3 é divisor de a —b (relagao de congruéncia médulo 3 ). Va-
mos descobrir a classe de equivaléncia de alguns elementos.
Quais os nimeros inteiros que estdo relacionados com 0? Em
outras palavras: quais osinteiros a tais que 3 édivisorde a—07?
Como a -0 =a,o conjunto dos elementos relacionados com o 0
(aclasse deequivaléncia do 0 ) serd formado por todos os nime-
ros inteiros multiplos de 3 ; denotamos a classe de equivaléncia
do 0 por [0]:[0] = {...,—6,—3, 0,3, 6,...}= {a € Z/a ¢ multiplo de 3}.

Qual seria a classe de equivaléncia do 1? Devemos procurar quais
inteiros a satisfazem a relacao “3 é divisor de a —1”; teremos entao
os inteiros a tais que 3 é divisor de a—1, ou seja, a —1=3x para al-
gum x inteiro. Entdao a =3x+1 e teremos que os inteiros a sao aque-
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les que na divisao por 3 tém resto 1. Assim, a classe de equivaléncia
do 1 é o conjunto [1]={...-5,-2,1,4,7,...} . Analogamente, a classe de
equivaléncia do 2 € o conjunto [2]={...-7,-4,-1,2,5,8,...} . Ao pro-
curarmos as classes de equivaléncia de outros inteiros, veremos que
encontraremos um destes trés conjuntos: [0],[1] ou [2]. Por exemplo:
qual a classe de equivaléncia de —8? Devemos procurar os inteiros
a tais que 3 é divisor de a—(-8), ou seja, 3 é divisor de a+8; sdo
eles: {...—-8,-5,-2,1,4,7,...} =[-8] =[1]. Observando também o exem-
plo 22, vemos que se um elemento estd numa classe de equivaléncia
de algum outro elemento, a classe de equivaléncia dele é a mesma
classe deste outro. Assim, o conjunto quociente formado por todas
as classes de equivaléncia segundo a relagao R sera {[0],[1],[2]}.
Neste caso particular, a notagdo para este conjunto quociente sera
Z, ={[0],[1],[2]} . Os trés conjuntos que sao elementos do conjunto
quociente, [0],[1],[2], sdo disjuntos dois a dois e sua uniado é Z. Isto
significa que todo niimero inteiro pertence a um e somente um dos
conjuntos [0L,[1] ou [2]. Como saber a qual destes conjuntos perten-
ce um nuimero inteiro? Basta sabermos qual o resto da divisao eucli-
diana deste inteiro por 3. Por exemplo: qual a classe de equivaléncia
de — 50? Pelo algoritmo da divisao em Z (de novo, lembre-se de
Fundamentos I), existem ¢ =(-17) e r =1 tal que -50=3-(-17)+1,
ou seja, (—50)—-1=3-(-17), o que significa que a diferenca (-50)—1
¢ um multiplo de 3. Logo, (-50) esta relacionado com r=1 (seu
resto na divisao por 3) e pertence ao conjunto [1].

Definicao. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto
A e ae 4. A classe de equivaléncia de a segundo R é o conjunto
[a] = {x € A/ aRx} de todos os elementos de 4 que estdo relacionados
com a . O conjunto das classes de equivaléncia determinadas sobre
A pelarelacao de equivaléncia R é chamado conjunto quociente de
A por R e denotado A/R.

Observacao 8. O conjunto quociente pode ser explicitado como

A/R={[a]/ae A}, no qual [a] é a classe de equivaléncia de «,
quando ae€ 4.

Propriedades das classes de equivaléncia

As classes de equivaléncia determinadas por uma relagao de equi-
valéncia R num conjunto 4 sdo subconjuntos de 4 que gozam de
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certas propriedades, algumas ja comentadas nos exemplos 22 e 23.
No que segue, estaremos considerando R uma rela¢ao de equivalén-
cia num conjunto A4 e [a] a classe de equivaléncia do elemento a.

P1) Para todo a € A tem-se a €[a]

Em outras palavras, todo elemento de 4 pertence a sua classe
de equivaléncia. Isto acontece pois a relacdo é reflexiva: aRa
para todo a € 4 (um elemento a estd sempre relacionado con-
sigo mesmo; logo, faz parte do conjunto dos elementos relacio-
nados a si). Uma conseqiiéncia desta propriedade é que toda
classe de equivaléncia é um conjunto nao-vazio.

P2) aRb se e somente se [a]=[b].

Esta propriedade corresponde ao que foi comentado no exemplo
23: se um elemento pertence a classe de equivaléncia de outro
elemento, a classe de equivaléncia dele é a mesma classe de equi-
valéncia do outro. Vamos provar este fato: como é uma afirma-
¢ao do tipo “se e somente se”, faremos a prova em duas partes:

(=) Hipotese: aRb
Tese: [a]=[b]

Devemos mostrar uma igualdade de conjuntos (veja o capitulo 1:
X =Y seesomentese XY e Yc X), ou seja, que todo ele-
mento de [a] pertence a [b] e que todo elemento de [b] pertence
a [a].Seja x €[a]. Como [a] € o conjunto dos elementos que estdo
relacionados com a, podemos afirmar que xRa (como R é simétri-
ca, poderiamos também escrever aRx ). Por hipotese, temos aRb e
como R ¢€ transitiva, de xRa e aRb, temos xRb, ou seja, x esta
relacionado com b. Logo, x €[b] e [a]<[b] (I). Analogamente, se
y €[b] entdo y esta relacionado com b, ou seja yRb . Por hipotese,
temos aRb, e como R ¢é simétrica, temos bRa. Pela propriedade
transitiva, se yRb e bRa, entdo yRa, ou seja, yela] e [b]c[a]
(11). De (1) e (II), temos que [a]=[].

(< )Hipotese: [a]=[b].
Tese: aRb

Pela P1), sabemos que a €[a]; como por hipotese[a]=[b], temos
que a €[b]. Isto significa que aRb, como queriamos demonstrar.
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P3) Se xela] e ye€la], entdo x estd relacionado com y (e ambos

estao relacionados com a).

Esta propriedade é uma conseqiiéncia da P2); sua prova sera
deixada como exercicio (lembre-se de separar hipdtese e tese.

Hipotese: x e[a] e y €[a].

Tese: xRy . Use o fato de R ser uma relacdo de equivaléncia).

P4) Se [a]lN[b]# D entio [a]=[b].

Esta propriedade nos diz que se duas classes de equivaléncia
tém elemento comum, entao elas sao 0 mesmo conjunto. As-
sim, s6 pode ocorrer uma de duas situagdes: ou duas classes
de equivaléncia sao iguais, ou sao disjuntas. Veja novamente
os exemplos 22 e 23. Também esta propriedade é uma conse-
qiiéncia da P2); vamos prova-la:

Hipotese: [a]N[b]# D (existe pelo menos um elemento pertencen-
te as duas classes)

Tese: [a] =[h]
Pela P2), para provar que [a]=[b], basta mostrarmos que aRb

Por hipotese, existe um elemento xe[a]N[b], ou seja,x €[a] e
x €[b]. Entdo xRa e xRb.Como R € simétrica, temos aRx e xRb.
Pela propriedade transitiva da relacdo R, temos aRb e podemos
concluir que [a]=[b].

Em outras palavras, duas classes de equivaléncia diferentes nao tém
elementos em comum.

P’5) A uniao de todas as classes de equivaléncia (determinadas

pela relacdo R em A) é o conjunto 4, ou seja, U [a]l=4.
acA

Nesta propriedade estd presente a seguinte idéia de “particao
de um conjunto” Dado um conjunto qualquer S (S ndo-vazio),
uma partigio de S é um conjunto de subconjuntos ndo-vazios de
S, dois a dois disjuntos, cuja unido é S. Vimos no exemplo 22:
a relacao de equivaléncia R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} em
A={1,2,3} determina duas classes de equivaléncia: {1,2} ¢ {3}.
Estas classes sao disjuntas, pois {1,2} " {3} =& e sua uniao é
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{1,2} U {3} ={1,2,3} = 4. Estas classes constituem uma parti-
cao de 4. Também no exemplo 23, as classes [0],[1] e [2] sdo
disjuntas duas a duas (isto significa [0]N[1]=9, [0]N[2]=C
e [1]N[2]=D) e sua unido resulta no conjunto Z . Note que o
conjunto quociente é aquele cujos elementos sao as classes de
equivaléncia, isto é, seus elementos sao os conjuntos que cons-
tituem a particao de A4; podemos dizer entdao que o conjunto
quociente é uma partigio de A, ou seja, podemos dizer que toda
relacdo de equivaléncia num conjunto 4 determina uma par-
ticdo de 4. A reciproca desta afirmacdo também € verdadei-
ra: dada uma parti¢cao do conjunto 4, podemos associar a ela
uma relacao de equivaléncia; os conjuntos da partigao serao
as classes de equivaléncia desta relacdo. Vejamos um exemplo
deste fato (a prova podera ser encontrada na bibliografia):

Exemplo:

23) Consideremos o conjunto 4={1,2,3,4} e a parti¢io de
A dada por P={{1,3},{2,4}}. Qual a relacio de equiva-
léncia que estd associada a esta particao? Os conjuntos
da particdo {I,3} e {2,4} devem ser as classes de equiva-
léncia da relagdo procurada. Entdo 1 e 3 devem estar re-
lacionados, assim como 2 e 4. Também sabemos que
cada elemento deve estar relacionado consigo mesmo.
Assim, [I]=[3]={1,3} e [2]=[4]=1{2,4} e estamos ago-
ra em condi¢Oes de escrever a relacdo de equivaléncia
R={(11),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} . Nao es-
quecga que R deve satisfazer também a propriedade simé-
trica, por isso aparecem os pares (1,3) e (3,1),(2,4) e (4,2).
Além disso, R deve ser transitiva (prove isso!).

Exercicios propostos
8) Explicite o conjunto quociente determinado pela relacao de

equivaléncia em A= {a,b,c,d} dada por R ={(a,a),(b,b),(c,c),
(d,d),(a,b),(b,a)}.

9) Determine a relacao de equivaléncia R em A4={1,2,3,4,5}
que determina o seguinte conjunto quociente (particao de 4):
A/ R={{1,2},{3,4,5}}.
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10) Seja R a relacao definida por xRy, se e somente se x nasceu
no mesmo estado ou territério do Brasil que y, e considere 4
o conjunto de todas as pessoas nascidas no Brasil.

a) Mostre que esta é uma relacdo de equivaléncia em 4.

b) Quantas classes de equivaléncia sdao determinadas pela re-
lagdo R?

¢) Qual € a classe de equivaléncia determinada por vocé?
10) Encontre as classes de equivaléncia e o conjunto quociente

Z4 determinados pela relacdo de congruéncia médulo 5 em
Z e responda:

a) Em qual classe de equivaléncia estd a soma de dois inteiros
da classe [2]?

b) Em qual classe de equivaléncia estd a soma de dois inteiros,
um da classe [2] e outro da classe [1]?

¢) Em qual classe de equivaléncia estd a soma de dois inteiros
da classe [4]?

Observando as respostas anteriores, complete a seguinte tabe-
la de “soma” de classes em Zj:

I TR OO I R VI
[0]

[0]

[4]
[1]
[4]

12) Construa o conjunto Z, e faca uma tabela de soma de classes
como no exercicio anterior.

13) Usando a mesma idéia de soma no conjunto quociente Z,,
como vocé construiria uma tabela de multiplicacdo de classes?
Faca também uma tabela de multiplicacao para Z.



3.6 Relacao de ordem

Em Fundamentos I foi estudado a relacao “<” em N, ZeQ e no
capitulo anterior foi estudada a extensao desta relacdo “<” ao con-
junto R. Os pares ordenados (a,b) em que a e b sdo nimeros
reais e satisfazem a <b constituem a relagio denominada relagao
de ordem em R (estamos habituados a dizer “menor ou igual a”
para “<”, mas o correto seria dizermos “menor do que ou igual
a”). Dado um conjunto 4 (ndo-vazio), podemos definir uma rela-
¢do em A4 com as mesmas caracteristicas da relagdo “<” em R;
isto nos permite estabelecer uma “ordem” no conjunto 4, como es-
tamos habituados a fazer em N,Z,Q ¢ R, mesmo que os elementos
de A ndo sejam numeros. Para caracterizar as relacoes de ordem,
precisamos estabelecer uma propriedade que ainda nao conhece-
mos: a propriedade anti-simétrica.

Definicao. Seja 4 um conjunto ndo-vazio e R uma relacdo em 4.
Dizemos R é uma relagao anti-simétrica quando para quaisquer x
e yem A4,se xRy e yRx,entao x=y.

Exemplos:

24) “<” é uma relacao anti-simétrica em Z (e também em QQ eR),
poisse a<beb<a, teremos a=b.

25) A relacao de divisibilidade em N é anti-simétrica. Podemos
supor sem perda de generalidade que a e b sdao nao-nulos
(por qué?); entao:

i) Se a|b,existe xeN tal que b =ax
ii) Se b|a, existe yeN tal que a=by

De (i) e (ii), temos que a =by =(ax)y =a(xy). Como a é nao-
nulo, teremos xy =1 (lembre da lei do cancelamento para a
multiplicacdo em N ). Ora, se o produto de dois niimeros natu-
rais € 1, devemos ter x=y=1.Isso prova que a=5.

Observacao 9. Note que a relacdo de divisibilidade em Z nao € anti-
simétrica, pois se xy =1 em Z podemoster x=y=1ou x=y=-1,0
que resultard a=b ou a=-b.
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26) Considere 4 um conjunto nao-vazio. A relacao de inclu-
sao em P(A4) é anti-simétrica, pois para X e Y em P(A4), se
XcYeYcX,teremos X =Y (veja as propriedades da inclu-
sao no capitulo 1).

27) Considere A={1,2,3,4} e R={(1,3),(4,2),(4,4),(2,4)}; R ndo

¢é anti-simétrica, pois temos 4R2 e 2R4, mas 2+ 4.

Observacao 10. Ao contrario do que pode parecer, “anti-simétrica”
nao é a negagao de “simétrica”. Podemos ter relagdes que nao sao
nem simétrica, nem anti-simétrica, como no exemplo anterior.

Pergunta: uma relagdo pode ser simultaneamente simétrica e
anti-simétrica?

Observacao 11. Outra maneira de expressarmos a definigao de rela-
¢ao anti-simétrica é a seguinte: “Uma relacio R num conjunto 4 é
anti-simétrica quando para a e b em 4, se a # b, entdo nao ocorre
simultaneamente aRb e bRa”.

Definicao. Seja 4 um conjunto nao-vazio. Uma relagdo R em 4 é
uma relagao de ordem, se e somente se goza das propriedades refle-
xiva, anti-simétrica e transitiva.

Exemplos:

2

28) ”<” é uma relacao de ordem em R (ja provado no capitulo
anterior):

i) reflexiva: x <x, paratodo xeR;
i) anti-simétrica: se x<y ey <x, temos x=y

iii) transitiva: se x<y ey <z, temos x<z.

29) A relacao de divisibilidade em N é uma relagao de ordem:
i) reflexiva: a|a paratodo aeR, pois a=a.l
ii) anti-simétrica: se a|b e b|a,ja vimos que a=>b

iii) transitiva: se a|b e b|c,entdo a|c
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30) A relagao de inclusdo do exemplo 27 é uma relagao de ordem,
pois além de ser anti-simétrica é também reflexiva e transitiva.

Ordem total e ordem parcial

Lembremos a primeira propriedade POl da relagao de ordem “<”
em R : dados dois nimeros reais x e y ,ou x<y ouy<x. Isto sig-
nifica que todos os elementos de R estdo relacionados pela relagao
de ordem <. Ja para a relacdo de ordem “divisibilidade em N ” isto
nao ocorre: 2 e 3 sao numeros naturais e nao estao relacionados,
pois 2 nao é divisor de 3, nem 3 é divisor de 2. Estas duas situa-
¢Oes estdo explicitas na definicao a seguir:

Definicao. Se R é uma relagao de ordem em um conjunto nao-vazio
E, dizemos que E é um conjunto ordenado ou parcialmente orde-
nado pela relacdo R. Além disso, se para quaisquer a e b em E
tem-se aRb ou bRa,arelacao R é uma relacao de ordem total sobre
E e dizemos que E ¢ totalmente ordenado pela relacao R.

Observacao 12. Se R é uma relacao de ordem total, o “ou” de aRb
ou bRa é exclusivo, pois pela propriedade anti-simétrica, aRb e bRa
implica a=5b. Note que uma relagdao de ordem total em um con-
junto nos permite estabelecer uma organizacao dos elementos do
conjunto no seguinte sentido: dados a e b quaisquer, com a#b,
temos aRb ou bRa; se ocorre aRb (e entdo nao ocorre bRa) e se ¢
é um terceiro elemento distinto de a e distinto de b, entdao deve
ocorrer aRc ou cRa e bRc ou cRb.

Exemplos:

31) N,Z,Q e R sao totalmente ordenados pela relacdo “<”.
32) N nao é totalmente ordenado pela relagao de divisibilidade.

33) Seja E={2,4,8,...,2",...} o conjunto da poténcias naturais de
2 e R arelacdo em E “x é um muiltiplo de y”. Esta é uma re-
lagdo de ordem em E (prove!) e é uma ordem total. De fato,
dados dois elementos quaisquer de £, x=2" ey =2',para s e
¢ naturais, teremos: se s<t, entdo y é multiplo de x;se t<s
entdo x é multiplo de y.
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34) Considere um conjunto nao-vazio 4; a relacdo de inclusao
definida em P(A) é uma relacdo de ordem (prove!) mas nao é
uma ordem total. De fato, se X e Y sao subconjuntos disjun-
tos de 4, eles nao sao comparaveis pela relacao de inclusao.

Exercicios propostos
14) Verifique se as rela¢Oes a seguir sao relagdes de ordem:
a) Em N, arelagdo aRb < mdc(a,b)=a
b) Em R, arelagdo aRb < a<b
¢) Em R, arelacao aRb < b=a+1

d) Em Z,, arelagao [a]R[b] < a<b

15) Das relagdes de ordem do exercicio anterior, determine quais
sao de ordem total.

3.7 Um exemplo especial:
relacoes no plano

Inicialmente vamos lembrar que uma relacdo S de 4 em B é um
subconjunto do produto cartesiano AxB (S c AxB). Quando 4 e
B sao subconjuntos do conjunto dos ntimeros reais R, podemos
representar geometricamente as relacbes S de 4 em B no plano
cartesiano RxR. Assim, vamos reunir a definicao de “relacao” e a
“representacao do produto cartesiano” para representar geometri-
camente no plano RxR rela¢des especiais. O interessante destas
relacOes é que elas podem resultar em regides do plano cartesiano
(diferente dos graficos de fungdes), como veremos nos exemplos.

No capitulo 2 estudamos todas as propriedades do conjunto R, in-
clusive a idéia de sua representacao como pontos de uma reta. Para
representarmos as relagdes S « RxR, usaremos os dois eixos co-
ordenados que sao duas retas perpendiculares; os elementos x do
dominio sdo marcados na reta horizontal e os elementos y do con-
tradominio na reta vertical. Os pares (x, y) sao marcados utilizando
retas paralelas aos eixos coordenados. Veja a figura:



R
/4 A(x.)
0 X R
Figura 3.1

O conjunto dos pares (x,y) assim obtidos representara a relacao S .
Faremos agora uma série de exemplos de representagdes de relagoes
no plano RxR. Em cada exemplo identificaremos (ou vocé serd so-
licitado a determinar) dominio e imagem da relagao.

Exemplos:

35) ScRxR,S={(x,y) e RxR/y=x-2}
D(S)=R;I(S)=R

Geometricamente:

/

Figura 3.2
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36) SCRxR,S={(x,y) e RxR/y<x} 37) SCRxR,S={(x,y) e RxR/x>-y}
D(S)=R;I(S)=R D(S=R;I(S)=R
Geometricamente: Geometricamente:

& 4
y
S S
0 x 0 X
y=-x
Figura 3.3
Figura 3.4

38) ScRxR,S={(x,y)e RxR/y<x+1}
D(S)=R;I1(S)=R

Geometricamente:

A
&

Figura 3.5
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39) S =[0,1]x[0,1]
ScRxR é o conjunto dos pares ordenados cujas coordena-

das percorrem o intervalo [0, 1]:
S={(x,y)eRxR/xe[0,1]eye[0,1]}
D(S)=[0,1];1(S) =[0,1]

Geometricamente:

Figura 3.6

40) S:{(x,y)e]R><]R/x2+y2 =4}

S é o conjunto dos pares ordenados cuja soma dos quadrados
das coordenadas € igual a 4 . Isto lembra alguma coisa? Parece
uma circunferéncia? Sim, geometricamente S é uma circunfe-

réncia de centro na origem e raio 2.
D(S) =[-2,2};1(S) =[-2,2]

Geometricamente:

Figura 3.7
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41) S={(x,y)eRxR/x*+y* =1}

S € o conjunto dos pares ordenados exteriores a circunferén-
cia x>+’ =1, incluindo a borda. Como exercicio, determine o
dominio e a imagem desta relagao.

Geometricamente:

S

<y

pi
\ [~

Figura 3.8

42) S ={(x,y) e RxR/(x=1)>+y* <9}

S é o conjunto dos pares ordenados interiores a circunferéncia
de centro em (1,0) e raio 3; os pares ordenados da borda ndo

estao na relagao.

D(S)=]-2,4[; para encontrarmos a imagem, devemos ob-
servar quais pontos do eixo vertical (eixo y) estdo relaciona-
dos. Como o raio é 3, notamos que sdo os pontos do intervalo

1-3,3[.

Geometricamente:

Figura 3.9
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43)S:{(x,y)eRxR/—1Sx<Ze —%<y<l}.

D(S)=[-1,2[; 1(5):}%,1{

Geometricamente:
'y
I B
s
-1 |0 2 x
_; ____________________
2
Figura 3.10
44) S = {(x,y)e [-L3]x[L4])/ y= x+§}

Determine o dominio e a imagem como exercicio.

Geometricamente:

Observacao 13. Como vocé p

Figura 3.11

ode ver, geometricamente as relagdes

em R podem ser curvas no plano ou regides. Vocé trabalhara com

regides no plano nas disciplinas de Calculo.
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Exercicios propostos

16) Represente geometricamente as seguintes relagdes no plano
cartesiano:

S={(x,y)eRxR/xe[l,2]eyeR}
S={(x,y)eRxR/xeReye]-L1[}

S={(x,y)eRxR/x<leyeR}

17) Determine dominio e imagem das relagdes do exercicio 16.

Resumo

Neste capitulo vocé estudou relagdes, um conceito que nos prepara
para o estudo de fungdes. Os tépicos trabalhados foram:

1) Relagoes: definicao e exemplos.

2) Propriedades das relagdes: reflexiva, simétrica e transitiva.

3) Relacao de Equivaléncia: aquela que goza das propriedades re-
flexiva, simétrica e transitiva.

4) Classes de equivaléncia e conjunto quociente determinados
por uma relacdo de equivaléncia.

5) Relagdo de ordem: aquela que goza das propriedades reflexiva,
anti-simétrica e transitiva.

6) Relacoes em R x R (ou relagdes no plano cartesiano).
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Capitulo 4

Funcoes

Estudaremos o conceito de fungdo (definigdo, nomenclatura
e grificos), suas propriedades (fungdo injetora, sobrejetora,
bijetora, par e impar), composigdo de fungdes e o conceito de
fungdo inversa.

Introducao

Neste capitulo vamos estudar as fung¢des, um dos conceitos mais
importantes da matematica, que estara presente ao longo de todo
o curso, nas mais variadas disciplinas. Os conceitos trabalhados
nos capitulos 1, 2 e 3 serdao amplamente utilizados em nosso es-
tudo das fungdes. Uma funcao é uma relagao especial entre dois
conjuntos. Estudaremos as fungdes reais, que estabelecem rela-
¢Oes no conjunto dos niimeros reais.

A idéia de fungdo aparece pela primeira vez com os babilonios,
cerca de 2000 a.C. Eles utilizavam tabelas como a descrita abaixo,
associando a cada nimero inteiro maior do que ou igual a zero o
seu quadrado.

n? 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

René Descartes (1596 — 1650) pode ter sido o primeiro matemaético
a usar o termo “funcdo” (1637): para ele, funcao significava uma
poténcia de x, como x?, x°, etc. Em 1692, Gottfried Wilhelm Lei-
bniz chamava fun¢ao qualquer quantidade associada a uma cur-
va. Johann Bernoulli em 1718 definiu fun¢do como sendo qual-
quer expressao envolvendo uma variavel e quaisquer constantes.
A notagdo f(x) foi introduzida por volta de 1750 por Leonhard
Euler; segundo ele, uma fun¢ao nao precisava ter uma expressao
analitica, podendo ser representada por uma curva. Ja no inicio
do século XIX, Joseph Louis Lagrange restringia o significado



de funcdo a uma representagao em série de poténcia. Mais recente-
mente (final do século XIX), o estudo de conjuntos feito por George
Cantor e outros matematicos levou a definicao de funcao como a
conhecemos hoje: um conjunto especial de pares ordenados de ele-
mentos, nao necessariamente nimeros. Todo o Calculo Diferencial
e Integral desenvolvido por Isaac Newton e Leibniz no século XVII
e aperfeicoado ao longo dos séculos por varios mateméticos gira em
torno de dois conceitos fundamentais: o conceito de funcado e o con-
ceito de limite. Antes da defini¢ao formal, vejamos:

4.1 Exemplos de situacoes que
envolvem a idé¢ia de funcao

1) Galileu (1564 — 1642) descobriu que o espago percorrido por
um corpo em queda livre é proporcional ao quadrado do
tempo gasto para percorré-lo. Mais precisamente, se o corpo
é abandonado na posi¢ao de repouso, no tempo ¢ =0, sendo

t medido em segundos, entdo o espago percorrido pelo corpo

. t2
em ¢ segundos é dado por x = g2

em que g é a aceleragao

da gravidade (g é aproximadamente 9,8m/ s*)e x é medido
em metros. Desta forma o espaco percorrido x depende do
tempo da queda ¢. Diz-se que x € uma fungao de ¢. Além
disso, diz-se que ¢ € a variavel independente e x € a variavel
dependente desta fungao.

2) A é&rea de um circulo de raio » é dada por 4 =nr’. Esta drea
depende do raio r ; em outras palavras, a drea 4 € uma
funcdo de r, sendo 4 a varidvel dependente e r a varidvel
independente.

3) O volume de um paralelepipedo cujos lados medem x,y ez
€ expresso por V =x-y-z. Este volume é uma funcao das di-
mensoes x,y ez, sendo estas as varidveis independentes da
fungdo volume, enquanto o volume ¥ ¢ a variavel depen-
dente.

4) Um micro empresario supde que o custo de produgao de cer-
to artigo depende:

1°) do material utilizado para a confecgao (m );



2°) da mao-de-obra (mo);
3°) do custo do equipamento utilizado (e);
4°) da administragao (a);

5°) da manutencdo do equipamento (me).

Neste caso, o custo do produto é uma funcao destas cinco varidveis:
C =f(m,m0,e,a,me).

Mas afinal, o que é uma fungdo?

Retomando o exemplo 1) da queda dos corpos, suponhamos que o
tempo necessdrio para a ocorréncia do fenomeno fisico descrito, isto
é, o tempo de queda do corpo seja 10 segundos. Entao, a cada ins-
tante ¢ , entre 0 e 10 segundos, corresponde um tnico valor de x,
que é a distancia do corpo a posicao inicial. Este valor de x é dado
gt

2

por x = . Por exemplo, para t=5 (e g=9,8m/s’ ), o valor de x

(9,8).5> 245

é dado por x = =122,5m . Assim, temos um tipo espe-

cial de relagao que é denominado funcao.
Mais precisamente:

Definicao. Sejam 4 e B conjuntos nao-vazios. Uma fungao de 4
em B éumarelacdo f que a cada elemento de 4 associa um tni-
co elemento de B .

Notagao: f:4—>B (lé-se"fdeAdemB")

Xy (1é-se "x ¢ levado em y")

Observacao 1. Pelo fato do elemento y estar associado a x, escreve-
mos também “ y = f(x) ”. Esta é a notagdo mais utilizada de funcgao,
apesar de nao indicar os conjuntos.

Observacao 2. Como f é uma relacio de 4 em B , lembremos
que o conjunto 4 é chamado o dominio da fungdo e o conjunto
B é o contradominio. O conjunto dos elementos de B que estdo
associados a algum elemento de 4 é aimagem da fungdo f , xe 4



é chamado “variavel independente” e y € B é chamado “variavel
dependente”.

Notacoes:
* O Dominio de f sera denotado D(f)

* AlImagem de f serd denotada Im(f’)

Observacao 3. A imagem de f é o conjunto

Im(f)={beB|b= f(a),paraalguma € A}

Nos textos didaticos € comum encontrarmos a expressao “ f(a) éa
imagem de a ”. Neste caso, f(a) € aimagem do elemento a e ndao
a imagem da funcdo f , que é um conjunto.

Observacao 4. Se o contradominio de uma fungao f é o conjunto
R, dizemos que f € uma fungao real. Além disso, se 0 dominio da
funcao f é também um subconjunto de R, isto é, D(f) c R, dize-
mos que f € uma funcdo real de varidvel real. Estas fun¢des serdo
objeto de estudo no préximo capitulo.

Observacao 5. Freqlientemente, mas nem sempre, a regra que defi-
ne y como funcdo de x é dada por uma expressao analitica, como
y=4x-3, y=logx etc. No entanto, a fun¢do pode estar perfeita-
mente definida sem que tenhamos uma “férmula” explicita. Aten-
¢do para os exemplos, mais adiante.

Observacao 6. Para caracterizar uma fun¢ao nao basta somente a lei
que a cada elemento do dominio associa um elemento no contrado-
minio. E preciso, além disso, estar claro quais sao estes conjuntos.
Quando nao se faz referéncia ao dominio da fungao, entende-se que
€ o conjunto de todos os elementos para os quais a expressao que
define a funcao faz sentido.

Observacao 7. De modo geral, usaremos letras mintisculas para de-
notar fungdes e varidveis. Por exemplo, se escrevermos k(t), estamos
nos referindo a fun¢do & de varidvel independente ¢ . A variavel de-
pendente também serd denotada por letras mintsculas. A respeito
destas notagoes, lembramos que o uso da letra f para denotar a



funcdo, x para a varidvel independente e y para a variavel depen-
dente nao € obrigatdrio, apesar de consagrado nos livros didaticos.

Exemplos:

) fTRR, f(x)=3x+5

f éafuncdo que a cada nimero real associa seu triplo soma-
do com 5. O dominio da fungdo é o conjunto R e o contrado-
minio é R. A imagem da funcao é o conjunto de valores reais
resultantes das operagdes “o triplo do niimero mais 5”. Assim,
Im(f)={yeR|y=3x+5paraxe R} .

Veja alguns valores do conjunto imagem:

£(0)=3-0+5=5
£(0,0004) =3-0,0004+5 =5,0012

f(ﬁ)=3w/7+5=3\/7+5

Perqunta: existe um nmiimero real k tal que f(k)=51? Em outras
palavras: 51 é a imagem de algum elemento do dominio?

Para responder a pergunta, facamos f(k)=51 , ou seja,
3k+5=51. Resolvendo a equagdo, vemos que para k = ? te-
mos f (?j =51. Observe que para qualquer nimero real y é
sempre possivel encontrar um niimero real x tal que f(x)=y.
De fato:

3x+5=y

3x=y-5

y=3
3

X =

Para este x, tem-se
fQ0=f(X§§j=3(X§§)+5=y—5+5=y.

Isto significa que todo niimero real é imagem de um elemento
do dominio da fung¢do. Provamos assim que Im(g)=R , ou
seja, a imagem € o préprio contradominio.



2)

h:N->R h(n)=n"+1

h é a funcao que a cada nimero natural associa seu quadrado
somado com 1. O dominio de # é o conjunto N e o contrado-
minio é R. A imagem de /4 é o conjunto

Im(h)={yeR|y=n’+1,parane N} =1{1,2,5,10,17,26,...} .

Note que neste caso a imagem da funcdo # é um subconjunto
proprio do contradominio.

g2) =

g ¢é a fungdo que a cada nimero real associa o seu inverso.
Como s existem os inversos de niimeros nao-nulos, o domi-
nio de g € o “maior” conjunto no qual é possivel obter o in-
verso de um ntimero, D(f)=R-{0}=R". A imagem de g é o
conjunto

Im(g):{l|zeR*}.

Pergunta: dado um niimero real y , é possivel encontrar um niimero
real ndo-nulo z tal que g(z)=y ?

. ) 1
Andlogo ao que foi feitono exemplo 1,se y étal que —=y para
z

- 1 I
z#0,entdo y#0 e z=— (basta multiplicar ambos os mem-

Y
bros daigualdade 1. y por zy ). Assim, g(z)=g (1] = % =y
z y il
e teremos Im(g)=R" . y
1 1
t(s)= +—
(s) s+3 s-—1

Para determinar o dominio de ¢ , devemos observar os valores

+L.C0monéo
s+3 s-—1

existem numeros com denominadores zero, devemos excluir

reais para os quais é possivel encontrar

os valores que anulam o denominador: s=-3 e s=1. Assim,
D(k)=R—{-3,1} .

Qual é a imagem da fungdo t ?



1

5 k(t)=——
) k@) ?=2t-12

Analogo ao exemplo anterior, para determinar o dominio de
k, devemos observar os valores ¢ para os quais € possivel

1
encontrar ERCYEETS Fazendo #*—2t-15=0 , obtemos =5
- —=2t—

ou t =-3: estes valores anulam o denominador e devem ser
excluidos. Assim, D(k) =R —{-3,5} .

x+3 sex<0

6) f(x)=
x*—4x+3sex>0

A funcao f é dada por duas sentencgas: para os valores x me-

nores ou iguais a 0 , associa-se x+3; para valores x maiores

do que zero, associa-se x* —4x+3.0O dominio da fungdo é R e

sua imagem € o conjunto:

Im(f)={x+3|xeRex<0lU{x’—4x+3|xeRex>0}.

7) Para neN", ¢(n) é a quantidade de ntimeros relativamente
primos com 7 e menores do que 7 (fungao de Euler).

Este é um exemplo de fungao que nao estd expresso por uma
“térmula”. Apesar disso, conhecemos a maneira de associar os
elementos de N com elementos de N. Por exemplo: p(6) =2,
pois sao dois os nimeros relativamente primos com 6 e me-
noresdoque 6:1e 5.

Analogamente, ¢(19) =18, ¢(42) =12 etc. Para a funcao de Eu-
ler temos: D(p)=N" e Im(p) = {p(n)|neN"} .

Para calcular ¢(n), usamos a decomposicao de n em fatores
primos (teorema fundamental da aritmética):

al a2 ak
n=p; p, . P, C0M p<p,<..<p;

primos distintos e «;, € N para todo i. Fazemos

o(n)=o(p")-p(p3?)-....p(p,") =
=(p")-(p, =D (p5*") (P, =D -(ps*")-(ps =D (p*) - (p, = 1)



Por exemplo, para n =504 =237, temos que a quantidade de
nimeros relativamente primos com 504 e menores do que 504 é:

P(504) = p(2°)-0(3%)-p(7) =27 -(2-1)-3-1)-(7-1) =4-6-6 =144

A funcado h , dada por duas sentengas, associa 1 aos niimeros
racionais e 0 aos nimeros irracionais. Seu dominio é R e sua
imagem é Im(h) = {0,1} .

Observacao 8. Voltaremos a falar do conjunto-imagem de uma fun-
¢ao quando estudarmos os graficos de fungoes.

4.2 lgualdade de funcoes

Quando duas fungdes sdo iguais? Serao iguais as fungoes f e g
2
x -1

x+1

?

definidas por f(x)=x-leg(x)=

Teorema. Duas funcoes f e g sdo iguais se e somente se
i) f e g tém o mesmo dominio e

ii) f(x)=g(x) paratodo x do dominio de f .

O teorema responde a nossa pergunta inicial: o dominio da fungao
f € R e o dominio da fungdo g é R—{-1}; logo, as fungdes néo
sdo iguais, pois a condicdo (i) nao é satisfeita. E tentador cancelar
x+1 na expressao da funcao g.Mas lembre-se que somente pode-
mos cancelar expressdes seguramente nao-nulas, ou seja,

xz—l_(x—l)(x+1)_x
x+1 x+1

-1

somente ocorre parax # —1. Lembre-se também que nao basta a lei
para caracterizar uma funcgao.



Outros exemplos de funcoes

Nos proximos exemplos alguns conceitos estao expressos em forma
de funcdo: as operagdes, o determinante de uma matriz, as proje-
¢Oes, a distancia. Estas fung¢odes serao estudadas com mais detalhes
em disciplinas posteriores. Observe que na maioria dos exemplos o
dominio ou o contradominio, ou ambos, sdo produtos cartesianos, o
que caracteriza as fun¢des de mais de uma varidvel.

9) a:RxR—>R,a(x,y)=x+y (operagao adicao em R)
m:RxR — R, m(x,y)=x+y (operagao multiplicagdo em R )
10) Seja M o conjunto das matrizes quadradas 3x3 .
k:M — R,k(A4)=det(A)
11) F:RxR > RxR,F(x,y)=(x,0) (projecao na primeira coor-
denada)
12) G:R > RxR,G(x)=(0,x) (inclusao)
13) K:(RxR)x(RxR)—> (RxR)
K((x,y),(u,v))=(x+u,y+v) (adicdao de vetores)

14) d :(RxR) > R,d(x,y) = x—y| (distancia entre dois pontos na
reta)

15) d:(RxR)x(RxR) > R,d((x, y)(u,v)) = \/(x—u)2 +(y—v)
(distancia entre dois pontos no plano)

16) Seja 4 um conjunto ndo-vazio e P(a) o conjunto das partes
de 4.

17) h: P(A)x P(A) > P(A),h(X,Y)=XNY (interseccao de
conjuntos).
Exercicios propostos

4x—-3
5x+6

1) Dada a fungao f(x)= , determine:
a) o dominio de f

b) f(2x) ef(-2x)



o fCD

d) f@2x + 1)

e) x tal quef(x)=9
f) f2x)+1

2) Determine o dominio das funcoes:

C Ax
& t(X)_\/x+2+;

b) m(x)= JIx=5

2 1
+ -
x' =3 V25-x°

3x° -2
Q) F(x)=xx>—40 + —/—=—
246 —x’

3) Dé dois exemplos de relagdes em R que nao sdo fungdes.

1+¢ 1 1
4) Seja g(¢) =—— . Determine — e gl —|.
) Se g()=17 g(1+tj g(l—t}

4.3 Grafico de uma funcao

O grafico é o “retrato” de uma funcdo. Facilita, entre outras coisas,
a analise de relatérios ou perspectivas econdmicas, cotagao de mo-
edas, pesquisas estatisticas etc. O grafico permite visualizar melhor
o comportamento da fungao, seu crescimento e seus maximos e mi-
nimos.

Nosso estudo aqui se restringe as fungdes reais de uma variavel
real, isto é, fun¢des cujo dominio é um subconjunto de R e cujo
contradominio é R . Como uma fung¢ao é uma relagao especial, po-
demos aproveitar a idéia dos graficos de relacoes ja estudados; o
grafico de uma funcdo é, em geral, uma curva ou reunido de par-
tes de curvas, ou de pontos, representados no plano cartesiano. A
varidvel independente é em geral marcada sobre o eixo horizontal
(eixo das abscissas) e a varidvel dependente é marcada sobre o eixo
vertical (eixo das ordenadas).



1 0
2 1
3 2
4 3
5 4

Definicao. Seja AcR e f:4—>R uma fungdo. O grafico de f
é o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas sao
(x, f(x)) ,com xe A4.

Jat) = (x,f(x))

/

Simbolicamente:

Gr(f)={(x,y)e AxB|y = f(x); ={(x, f(x))| x € 4}

Observacao 9. O gréfico é uma representacao da funcao por dese-
nho ou figura geométrica, mediante a associa¢do, um a um, dos pa-
res ordenados de niimeros reais com pontos de um plano, usando
um sistema de eixos coordenados (como foi feito para nimeros reais
e pontos de uma reta).

Exemplos:

17)Seja A={neN|1<n<5} e f:A>N, f(n)=n-1

Como 4=1{1,2,3,4,5}, é possivel determinar todos os valores
f(n)e o gréfico é Gr(f)=1{(1,0),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4)}

Y
4
3
2

1

Figura 4.2



5 £:00,3] > R,f(x)=x-3

Neste caso nao € possivel fazer uma tabela para todos os valo-
res de x em [0,3]. Mostraremos mais adiante que esta fun¢ao
tem um grafico que é um segmento de reta. Assim, basta co-
nhecer dois de seus pontos.

Figura 4.3

Observacao 10. De modo geral, para construir o grafico de uma
funcao com lapis e papel, ndo basta encontrarmos alguns pontos
dando alguns valores para a varidvel independente. No préximo ca-
pitulo estudaremos as fung¢oes elementares e faremos o esbogo de
seus gréficos utilizando as propriedades destas fungoes.

Observacao 11. Um outro processo de construcdo de graficos é a
utilizacdo de programas computacionais especificamente criados
para este fim; se vocé ja teve contato com estes programas na disci-
plina de Informaética, agora pode usa-los livremente. No entanto, a
utilizacdo de imagens nada adianta se ndao soubermos analisar esta
imagem. Para isso, também o conhecimento dos gréficos das fun-
¢oes elementares é importante.

4.4 Funcoes crescentes e funcoes
decrescentes

Como o préprio nome diz, podemos investigar o crescimento ou
decrescimento de uma fungao real num determinado subconjunto
de R. Veja o exemplo seguinte:



Figura 4.4

A funcao é crescente nos intervalos [a,c] e [d,e] e decrescente nos
intervalos [c,d] e [e,b].

Definigao.
i) Dizemos que uma func¢do f € crescente no conjunto 4 R

se e somente se x, <x, implica f(x,)< f(x,), para todos x, e
x,em 4 .

ii) Dizemos que f é decrescente no conjunto 4 R se e somen-
te se x, <x, implica f(x,)> f(x,), para todos x, e x, em 4 .
Simbolicamente:
i) f écrescenteem A< (Vx,x, € 4,x, <x,= f(x)<f(x,))
ii) f é decrescente em A< (Vx,x, € 4,x, <x, = f(x)> f(x,))
Observacao 12. Nas fungdes crescentes num intervalo / , a medida
que os valores x aumentam em [/ , os valores f(x) também au-

mentam. Nas fung¢des decrescentes num intervalo J , a medida que
os valores x aumentam em J , os valores f(x) diminuem.

Exemplos:

19) f(x)=3x-1, D(f)=R

Note que usamos

as propriedades da .
relacio de ordem. Logo, f é crescente em todo seu dominio.

Para x, e x, reais com x, < x,, temos f(x,)=3x—-1<3x, 1= f(x,).



20) f(x)=—x+4,D(f)=R
Para x, e x, reais com x, <x,, temos —x, > —x, e assim

J(xX)==x+4>x,+4=f(x,).

Logo, f* € decrescente em todo o seu dominio.

x+1sex>0

D(f)=R

—x+1sex<0’

21) h(x) = {

No intervalo [0,%0), se x, <x,, temos que
h(x)=x-1<x,-1=h(x,)

e h é crescente. No intervalo (—x,0), se x, <x,, temos que
h(x)=—-x+1>-x,+1=h(x,) e h é decrescente.

Assim, h é crescente no intervalo [0,20) e decrescente no in-
tervalo (—0,0).

22) g(x)=7,D(g) =R

g nao é uma fungao crescente, nem decrescente, em qualquer
intervalo de seu dominio; de fato, para x, e x, reais tais que
x, <x,, tem-se f(x)=7=f(x,).

4.5 Funcoes injetoras

Comecemos com um exemplo: considere a fun¢ao que a cada aluno
matriculado na UFSC associa a sua data de nascimento. Certamente
hé pelo menos dois alunos da UFSC com a mesma data de nasci-
mento, isto é, existem elementos distintos do dominio que possuem
a mesma imagem. Isto ndo acontece se tomarmos a fungao que a
cada aluno da UFSC associa seu nimero de matricula: alunos dife-
rentes tém diferentes nimeros de matricula, ou seja, elementos di-
ferentes do dominio possuem imagens diferentes. Quando acontece
esta ultima situagao, dizemos que a fungao € injetora.

Definicao. Seja f': 4 — B uma funcdo. Dizemos que f ¢ injetora
se e somente se para quaisquer x, e x, do dominio tais que x, # x,,

tem-se f(x)# f(x,).

Alguns autores dizem que a
funcéo € injetiva ou um a

um. A propriedade também
¢ chamada de injetividade.



Simbolicamente,
f éinjetora & V x,,x, € 4, sex, #x,, entao f(x)# f(x,) .
Ou, equivalentemente:

J éinjetora < Vx,x, € Asef (x,)= f(x,) , entdo x, = x,
Exemplos:

23) f:R >R, f(x)=3x-1.

Sejam x, e x, reais e suponhamos que f(x,)= f(x,). Entdo,

3x,—1=3x, -1
3x, =3x,
X, =X,

Assim, f é injetora.

24) h:R >R, h(x)=x"-1.
Sejam x, ex, reais. Se h(x,)=h(x,) , entdo:
()" =1=(x,)" -1
(%) =(x,)’

Observe que ndo podemos concluir dai que x, =x,, uma vez

que podemos ter, por exemplo, (-1)* =1 e —1#1. Assim, a
func¢ao & nao é injetora.

Observacao 13. Para mostrar que uma fungao nao € injetora, basta
exibir elementos diferentes do dominio que possuem a mesma ima-

gem: x, # xzef(xl) = f(xz) .

Observacao 14. E possivel, por meio do grafico, verificar se uma

funcao é injetora ou nao. Uma fungao serd injetora se e somente se
qualquer paralela ao eixo das abscissas corta o grafico da fun¢ao em

no maximo um ponto.



4.6 Funcoes sobrejetoras

Considere a fun¢ao g:R — R, g(¢) =2¢-9. Qual a imagem de g?

Seja y um ntimero real qualquer. E possivel encontrar um nimero
real ¢ tal que g(t)=y ?

Se y=2t-9 , entdo t=y+9

e g(t)=y . Assim, todo nimero real é
imagem de algum elemento do dominio. A imagem da fungado é o

proprio contradominio R e a fungao é chamada sobrejetora.

Definicao. Seja f': 4 — B uma funcdo. Dizemos que f é sobrejeto-
ra se e somente se a imagem de f for igual ao seu contradominio,
ouseja, VyeB,Ixe A| f(x)=y.

Exemplos:

25) f:R->R, f(x)= %x+1 é sobrejetora.

De fato: seja yeR. Se y=%x+l, entao

x=2y—2ef(x)=f(2y—2)=%(2y—2)+1=y .

Logo, f é sobrejetora.

26) g[0,1] > [0,1], g(x)— x> ¢é sobrejetora.

De fato: seja y €[0,1] , ou seja, 0< y<1.Sendo y um niimero
positivo (ou nulo), existe \/; e, além disso, 0< \/; <1. Entao,

se x=4/y, temos g(x) =g(\/;)=(\/;)2 =|y|=y . Logo, g é so-
brejetora.

27)h:R - R,h(x) =x nao é sobrejetora.

Existe pelo menos um nimero real, por exemplo, -5, que nao
¢ imagem de nenhum elemento do dominio (0 médulo de um
nimero é sempre positivo ou nulo!). A imagem da funcao é
[0,0) .

Observacao 15. Uma fun¢do f nao é sobrejetora quando existe pelo
menos um elemento do contradominio que nao é imagem de ne-

Alguns autores dizem que

a funcéo ¢ sobrejetiva.

A propriedade também ¢
chamada de sobrejetividade.

Lembre-se que a negagao
do quantificador “todo”

¢ o quantificador "existe
pelo menos um”, no sentido
de "existe pelo menos

um valor x para o qual a
definicdo néo se aplica™



nhum elemento do dominio. Note que uma func¢do do dominio na
imagem, f:D(f)— Im(f), é sempre sobrejetora.

Observacao 16. Uma funcdo terd a propriedade de ser injetora ou
nado dependendo de seu dominio, bem como de seu contradominio.
O mesmo acontece para a propriedade de ser sobrejetora.
Por exemplo:

f:R—>R, f(x)=6x>—~/5 ndo é injetora mas

g:[0,0) > R, g(x) =6x> —+/5 é injetora.

Por qué?
h:[0,0) > R, A(x) = Jx nao é sobrejetora

5 :[0,00) > [0,0),s(x) = Jx 6 sobrejetora.

Por qué?

Aqui, novamente vale lembrar a Observagao 6: nao basta somente
a regra (a lei) de associacdo dos elementos. E preciso também estar
claro quais sdo os conjuntos dominio e contradominio. Dependen-
do dos conjuntos estabelecidos, a fun¢ao pode ser injetora ou nao,
sobrejetora ou nao.

4.7 Funcoes bijetoras

A funcdo g:[0,11—[0,1],g(x) =x" ¢é injetora e sobrejetora, como ja
foi visto.

Dizemos neste caso que g € uma funcao bijetora ou que é uma bije-
¢ao do intervalo [0,1].

Definicao. Uma funcao f: 4 — B é bijetora se e somente se é inje-
tora e sobrejetora.

Exemplos:

28) h:R — R, h(x)=3x-1 é bijetora.



i) éinjetora, pois, dados a e b em R com h(a)=h(b) , tem-se
3a—1=3b-1, o que significa a=b.

ii) é sobrejetora, pois, dado qualquer ndmero real y, existe

x:yTH tal que h(x)=y.

29) g:[0,11—[0,1], g(x) = x’ é bijetora.

i) ¢é injetora, pois para a e b em [0,1] tais que @’ =5b’, temos
a=>b (prove!).

ii) é sobrejetora, pois para qualquer y em [0,1] existe x = Ux,
x no intervalo [0,1] (por que?) tal que g(x)=y.

4.8 Composicao de funcoes

Neste topico estudaremos um procedimento de construir novas fun-
¢Oes a partir de funcoes dadas, procedimento este conhecido como
“composicao de fungdes”. Comegaremos com um exemplo:

Sejam f:R—>R e g:R—>R fungdes dadas por f(x)=2x e
g(x)=x*-3x. Como f é sobrejetora (prove!), faz sentido aplicar a
funcdo g a f(x) ,uma vez que Im(f)=D(g)=R.

Entdo, g(f(x))=g(2x)=(2x)* —3(2x) =4x* —6x. Dizemos que a fun-
cdo h, h:R—R,h(x)=4x"—6x, resulta da composicio de g e f
(nesta ordem). Escrevemos /= go f . Em outras palavras, a funcao
que associa xeR a g(f(x))eR é chamada funcdo composta de g
com f e denotada por go f.

E sempre possivel determinar a fungido composta de duas funcdes? Tome-
mos por exemplo f(x)=2x e g(x)= Jx. Serd possivel calcular g o f(-3)?

Vejamos: go f(-3)=g(f(-3))=g(-6) = J-6, que nao é um numero
real! Isto ocorre porque f(-3) ndo pertence ao dominio de g, que
é [0,00) . Concluimos que go f existe para aqueles valores de x tais
que f(x)=0.De modo geral, para que possamos definir a funcao
composta de g com f, é preciso que Im(f) = D(g).



Definicao. Sejam f:4— Beg:E— F fungdes tais que Im(f)c E.
A fungdo que associa a cada x€ 4, g(f(x)) e F, é chamada funcao
compostade g com f eédenotadapor go f. Afungao gof:4—>F
é definida por go f(x)=g(f(x)).

Exemplos:

30) f:R>R, f(x)=3x e g:R>R,g(x)=2x+1

Como f é sobrejetora (prove!), temos que Im(f)=D(g)=R.
Logo, a funcdo composta de g com [ é:

gefR-o>R,(gof)(x)=g(f(x)=gBx)=203x)+1=6x+1
Podemos também determinar a composta de f com g?

Como g € sobrejetora (prove!), temos que Im(g)=D(f). Logo,
a fun¢ao composta de f com g é dada por:

fog:R—>R,com
(feg)x)=f(g(x)=f(2x+1)=3-2x+1)=6x+3

Como vocé pode observar, fog ego f sao fungdes diferentes!

3) £ R R, f(x)=2x e g:[0,0) >R, g(x)=+/x

Neste caso temos Im(g)=R e D(g)=[0,0). Como Im(f) nao
esta contidano dominio de g,nao é possivel definir a composta
de g com [, go f.Noentanto,como Im(g) =[0,0) c R =D(f),
podemos definir a composta de f com g:

[og:[0,) > R,(f0g)(x) = f(g(x) = f(Nx)=2x.

Para podermos definir a composta de g com f (afuncdo go 1),
devemos fazer uma restricdo ao dominio da fungao f para
que sua imagem seja um conjunto de nimeros positivos; ao
fazer isso, estamos definindo uma nova func¢ao

h:[0,00) > R, h(x)=2x , Im(%):[0,0) c[0,0) =D(g)

e, portanto, (goh)(x)=g(h(x))=g(2x)= V2x .



32) Considere as funcdes f(x)=x>+5e g(x)=vx—6

Qual deve ser o dominio da fungdo f para que seja posstvel definir
gof?

Como gof s6 poderd ser definida quando Im(f)cD(g),
devemos inicialmente determinar D(g) dado por

D(g)={xeR|x—-62>}=[6,0).

Assim, para que Im(f)cD(g) devemos ter f(x)=x>+5>6.
Resolvendo a inequacao, temos que os valores de x que resultam
em f(x)=x"+5>6 constituem o conjunto A = (~o0,~1]U[l,0).
Tomando o dominiode f como o conjunto 4 = (-, -1]U[1,),
épossivel definir go f. Assim,para f:4—>R e g:[6,0) > R,

temos (g0 /)(x) = g(f(x)) = g(x* +5) = /(x* +5) =6 = /x> ~1.

Exercicios propostos

5) Sejam  f(x) :3% e g(x)=x"+2. Determine, se possivel, as
X
funcdes gof e fog.
6) Se f(x)=vx"—4 e g(x) :ﬁ, determine condi¢Oes para
X+
que se possa definir go f e fog.

x+1
5

Propriedades da composicao de funcoes

A composicao de fungdes pode ser vista como uma “operacao” de
fungdes. Neste sentido, algumas propriedades dessa operacao po-
dem ser tteis.

No que segue, f, g e h denotam fun¢des compativeis para a defi-
ni¢ao de compostas.

P1) A composicao de fungdes em geral ndo é comutativa, ou seja,
gof# fog. (Procure um exemplo para o qual a igualdade
ocorre)



Esta propriedade nos
permite compor mais de
duas funcaes, respeitando
as restricoes da definicédo.

P2) A composic¢ao de fungdes é associativa, ou seja,
ho(feog)=(hef)eog.

P3) A funcao identidade (AcR e Id: 4 — R,1d(x) = x) funcio-
na como um “elemento neutro” da composicao, ou seja: para
fiA->R eld:4—> A4,1dof = fold=f.

De fato, Ido £, fold e f tém o mesmo dominio 4 e ainda:
[(1d)o £1(x) =1d(f(x)) = £ (x), Vx e D(f) e
[f o (1)](x) = £(1d(x)) = £ (x), Vx € D()
Logo, Ido /= fold =.

4.9 Funcao inversa

Considere a funcao f:R—>R, f(x)=3x-1. Existe uma funcao
g:R—>R tal que (fog)(x)=(go f)(x)=1d(x)=x, para todo x e R?
Vejamos:

) (gef))=g(f(x)=gBx-1)=x
1) (feg)x)=f(g(x)=3-g(x)~-1=x

Da igualdade (ii) obtemos

3-g(x)-1=x
3-g(x)=x+1
x+1

g(x):T

Verificamos que também a igualdade (i) é verdadeira para g(x):

3x-1+1 3x

3x—-1)=
g( ) 3 3

A funcao g:R - R, g(x) :xTH é chamada de funcao inversa da

fungao f e ¢é denotada por f .

Pergunta: para toda funcdo f é possivel encontrar f~'?



Observemos a funcdo f:R —[0,), f(x)=x". Procuramos uma
funcdo g tal que (fog)=(x)=x e (gof)=(x)=x, ouseja:

) (go)x)=g(f(x)=g(x")=x
i) (feg)x)=f(g(x)=[g(x)] =x

Da igualdade (ii) obtemos g,(x) = Jx ou g, (x)= —Jx, duas opgoes
para g(x) (lembre-se que ja vimos isto na parte de Equagodes). O
dominio destas fungoes é [0,00) =Im(f), mas elas devem satisfazer
(i). Como g, -(x*)= N =[x e g, (x*)= it =- | x|, nenhuma das
duas opgoOes para g satisfaz a condigao exigida. Logo, nao € possivel
encontrar a fungao inversa de f .

Definicao. Seja f:4— B uma fungdo. Se existe g: B — 4 tal que
(feg)x)=x,VxeBe(gof)x)=x,Vxe A ,entdo a funcao g é cha-
mada funcdo inversa de f e é denotada por f .

Observacao 17. Como uma funcdo é uma relagdo, podemos olhar
para uma fungao f:A4— B como uma relagio de 4 em B, isto §,

f={y)edxBly=f(x)}={(xf(x)|xe4}.

Como sempre existe a relacao inversa de uma relagao (veja a unidade
“Relagoes”), a pergunta entdo é: sob que condi¢des a relagdo inversa
g de B em 4 é uma fungao? Em outras palavras, que caracteristica
deve ter a funcdo f para que sua inversa exista?

Observe no exemplo anterior qual era o “problema” da fungao
f que “impedia” a existéncia da inversa: o fato de dois elemen-
tos diferentes do dominio terem a mesma imagem, uma vez que
x> =(-x)*. Ao tentar calcular a funcio g, acabamos ficando com
duas possibilidades, sendo que nenhuma delas “servia” para a in-
versa. A funcdo inversa f~' deve “fazer o caminho de volta da £,
no sentido de “desfazer o que foi feito por f ”. Para isso, é necessario
que cada elemento da imagem de f* se origine de um tinico elemen-
to do dominio; se isto ndao acontece, ao “fazer o caminho de volta” a
candidata a inversa acaba por encontrar duas imagens para um tini-
co elemento de seu dominio (que é aimagem de f ), o que a impede
de ser uma fungao. Assim, uma das condigdes para que exista f ' é
que a fungao f deve ser injetora.

Lembrando: a relacdo

inversa g é dada por
g={r.x)eBxA4/(x,y)e [},
ou seja, (y,x)eg see
somente se (x,y)e f .



Observemos agora a funcao #:(0,1) > R, h(x) =2x. Ao “fazer o ca-
minho de volta”, a candidata a inversa deve “partir” de R e “voltar”
ao intervalo (0,1). Mas existem elementos de R que ndo sdao ima-
gem de nenhum elemento de (0,1) pela func¢do % . Logo, esta candi-
data ndo sera uma fung¢ao, uma vez que, para ser funcao, todos os
elementos de seu dominio devem ter uma imagem, isto é, a lei deve
valer para todos os elementos do dominio.

Note que se considerarmos o conjunto imagem de %, todos os ele-
mentos deste conjunto estao associados a algum elemento do do-
minio. Conclusdo: outra condi¢do, além de ser injetora, para que a
inversa de uma funcdo f exista é que f seja sobrejetora. O teorema
a seguir caracteriza as fung¢oes que admitem inversa.

Teorema. Seja f:A— B uma funcio. Se f ¢é bijetora, entio existe
f7':B— A. Reciprocamente, se existe f~', entdo f ¢é bijetora.

Demonstracao:
(—) Hipdtese: f ¢ bijetora

Tese: existe '

Mostraremos que a relacdo inversa de f € uma funcdo. Seja g a
relacdo inversa de f,

g=1(x,y) e AxB[(x,y) € f}

i) Seja y e B qualquer. Como f ¢é sobrejetora, existe x € A tal que
f(x)=y,ouseja, (x,y)e f. Logo, (x,y)eg. Assim, todo ele-
mento de B esta relacionado com algum elemento de 4.

i) Seja y e B. Suponhamos que este y admita duas imagens
x ex, em 4,istoé (y,x)eg e (y,x,)eg.Entéo (x,y) e f
e (x,,y)e f,ouseja, f(x)=y=f(x,).Como f €injetora, de-
vemos ter x, = x, € assim todo elemento y de B esta relaciona-
do com um unico elemento de 4. Logo, g € uma funcdoe g ¢a
inversa ' de f.

(«) Hipétese: existe [~

Tese: f ¢ bijetora



i) provemos que f é injetora:

Sejam x,ex, em A tais que f(x)=f(x,)=y, ou sea,

(x, ) ef e (x,y)ef. Entio (y,x)ef™ e (»,x,)ef .
Como f~' € funcdo, devemos ter x, = x,. Logo, f € injetora.

ii) provemos que f ¢ sobrejetora:

Seja ye B. Como f~' € fungio, existe um Gnico x e A4 tal que
(y,x)e f'. Entdo (x,y)e f, ou seja, existe xe A tal que
f(x)=y.logo, f € sobrejetora.

De (i) e (ii) temos que f € bijetora.
Observacao 18. Quando existe a inversa de uma funcgao f', dizemos
que f éinversivel.

Observacao 19. Quando f:4— B é inversivel, para xe 4 e ye B,
f(x)=y seesomentese f'(y)=x.

Observacao 20. D(f™)=Im(f)eIm(f ") =D(f).

Observacao 21. Se uma fungdo f:4— B ¢é injetora, a funcdo
fi:A—Im(f) serd inversivel. Em outras palavras, se restringirmos
o contradominio de uma fungdo injetora a sua imagem, ela seré in-
versivel.

Exemplo:

33) £:[0,0) > R, f(x) = x> ndo é inversivel, mas
h:[0,00) —[0,0), h(x) = x°

é inversivel e sua inversa é 4™ (x) =+/x .

Exercicios resolvidos

1) Encontre a inversa da funcdo f:R - R, f(x)=2x"-1.

Resolugdo: y=2x"-1, y=f(x) = x=f"(y)



y+1=2x

;s y+l

2
3y+1_ -1
,/ 2 =/ )

Assim, a funcdo inversa de f ¢ a funcéo:

X
X =

x+1

SRR, () =3

Note que podemos usar qualquer letra para identificar a variavel in-
dependente. Podemos entdo escrever:

FURSR, (%)= sfxgl ou entio

f-I:R»R,f-I(t):st;I.

2) Encontre a inversa da funcéo f :(-,0]— [5,+x),
f(x)= 3x7 +5.
Resolucdo: y=f(x)ex=/"(y)

y=3x"+5
RNt
3
x== _y—5
3
y=35 . , x
Como x <0, tomamos x=—,[—— . Ainversa de f sera entdo:

3
£ 1 (5,400) —>(—oo,0],f“(x)=,/x;5 .

Observacao 22. Muitas vezes sabemos que a fungdo € inversivel,
mas nao conseguimos a expressao da inversa devido a dificulda-
de (ou até impossibilidade) de “isolar” a varidvel independente em
funcao da variavel dependente. Por exemplo: usando as idéias do



Célculo podemos mostrar que f(x)=x"+x+1=y éinversivel. Vocé
consegue “isolar” x em funcdo de y?

Propriedades da funcao inversa

P1) A inversa de uma funcao é tnica.

Demonstre como exercicio.

P2)Se f éinversivel, entdao /' éinversivele (f )" = f
(ou ainda: a inversa da inversa de uma funcao é a prépria fungao).

Demonstre como exercicio.

P3)Se f:4—> Beh:B— C sao inversiveis, entao ho f: 4—>C é
inversivel e (ho )" = f'oh™ .

Demonstracao:

Para provarmos esta propriedade, devemos provar inicialmente que a
composta de duas funcdes bijetoras ¢ bijetora.

i) hof éinjetora:

Sejam x, e x, em A tais que (hof)(x)=(hof)(x,). En-
tdo A(f(x))=h(f(x,)). Como h ¢ injetora, devemos ter
f(x)=f(x,); como também f ¢ injetora, temos x, =x, e
ho f € injetora.

ii) ho f ésobrejetora:

Seja zeC; como h € sobrejetora, existe yeB tal que
h(y)=z. Como também f ¢€ sobrejetora, temos que existe
um xeAd tal que f(x)=y. Assim, existe xe A tal que
(ho /)(x)=h(f(x))=h(y)=z e ho f € sobrejetora. Complete
a demonstracdao como exercicio.

P4) O grafico de f~' é simétrico ao grafico de f em relacdo a
bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes.

Como exemplo, esboce os gréficosde f:R—> R, f(x)=3x—-1 e

1
de suainversa " :R >R, f‘l(x):% :



Exercicios propostos

7) Verifique a propriedade P3 para as fungoes

f:(0,00)—)(0,00),f(x):% 5 g:(0,00)—)(—?),OO), g(X):4X2—3.

8) Um fazendeiro tem 100 m de cerca para construir um gali-
nheiro retangular. Chamando x o comprimento de um lado
do galinheiro, descreva a drea em func¢ao de x. Use o resul-
tado para achar a maior 4rea possivel e os comprimentos dos
lados que dao esta area.

9) Suponha agora que o fazendeiro da questao (8) decida cons-
truir a cerca, mas aproveitando a parede de um celeiro, de
modo que ele tera de cercar apenas 3 lados. Se ¢ é o compri-
mento de um lado perpendicular a parede do celeiro, ache a
area cercada como funcao de ¢. Ache também a maior area
possivel e os comprimentos dos lados que dao esta area.

10) A &rea de um retangulo pode ser func¢do de seu perimetro?

11) Seja f(x) = x> —3x+2. Encontre o valor de x tal que f(x)=0,5.

12) Mostre que a operacdo “adicdo de ntimeros naturais” é uma
funcao: f:NxN—>N, f(a,b)=a+b (lembre que: (a,b) =(c,d)

se e somentese a=ceb=d).

13) Determine o dominio das fungoes:

4x—-5
D) S)=7
x—38
b) g(x)_x2—7x+6
O hx) = 2x+5

N3x+5

14) Classifique as fungdes seguintes em: (I) injetora, (II) sobrejeto-
ra, (III) bijetora, (IV) ndo injetora e (V) nao sobrejetora:

a) [tR->R, f(x)=2x+1



b) g:R>R, g(x)=1-x

o h:R->R,, h(x)=x—1]

d) m:N—> N, m(x)=-3x+2

e) n:R—7Z,n(x)=[x] (maior inteiro)

f) p:R* —>]R*,p(x):l
X

2) iR >R, g(x)=x
h) r"R-o>R,r(x)=x|(x—1)

15) Determine o menor valor de » em B={xeR/x>b} de modo
que a funcio f de R em B definida por f(x)=x>—4x+6
seja sobrejetora.

16) Determine o maior valor de @ em 4={xeR/x<a} de modo
que a fungao f de 4 em R definida por f(x)=2x"-3x+4
seja injetora.

17) Os conjuntos 4 e B tém respectivamente m e n elementos.
Considera-se uma funcdo f: 4 — B.Qual a condi¢ao sobre m
e n para que f possa ser injetora? E para f ser sobrejetora?
E bijetora?

18) Quantas fungdes injetoras podemos definir de 4= {a,b} em
B= {c,d,e,f}?

19) Quantas fungdes sobrejetoras podemos definir de 4 = {a,b,c}
em B={d,e}?



Resumo

Neste capitulo estudamos:

1) O conceito de fungao;

2) O gréfico de uma funcao;

3) Funcgdes crescentes e fungdes decrescentes;

4) Fungodes injetoras, fungdes sobrejetoras e fung¢oes bijetoras;
5) Composicao de fungodes;

6) Funcao inversa.
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Capitulo 5

Funcoes elementares

O objetivo deste capitulo é fazer um estudo das funcoes
elementares, as quais servem de modelo para a descri-
¢do de fendmenos e situagoes reais, preparando o cami-
nho para a compreensio do Cilculo Diferencial e Inte-
gral. Nosso estudo terd como base o capitulo anterior:
provavelmente vocé terd que se deslocar para aquele
universo vdrias vezes. Veremos as fungoes polinomiais,
fungoes racionais e fungoes trigonométricas. Use seus
conhecimentos de pacotes computacionais para visuali-
zar grificos; no final do capitulo listaremos alguns de-
les. Lembre-se que deste estudo dependerd seu sucesso
nas disciplinas de Cdlculo.

5.1 Funcoes polinomiais

Estudaremos com detalhes as fung¢des polinomiais de grau um
(funcao afim) e dois (fungdo quadratica). Em seguida faremos al-
guns comentdrios sobre as fungdes polinomiais de outros graus.

5.1.1 Funcao afim

Uma fungdo f:R —R chama-se fungdo afim quando existem
constantes reais a e b tais que f(x)=ax+b, para todo xeR.
O conjunto R é o “maior” conjunto de valores para os quais é
possivel encontrar f(x). Quando o dominio ndo é especificado,
estaremos considerando-o como o conjunto R.

Um exemplo de situagdo real descrita por uma func¢ao afim é o
preco a pagar por uma corrida de taxi: o valor da corrida depende
da distancia percorrida (em km) e dos valores constantes do km
rodado e da bandeirada. A distancia percorrida em km é multi-
plicada por uma constante a (o valor do km rodado), e a este pro-
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duto adiciona-se um valor constante inicial b (que é o valor da ban-
deirada), resultando no preco a pagar. Assim, a distancia percorrida
(em km) é a varidvel independente x e f(x)=ax+b ou y=ax+b é
0 preco a pagar pela corrida.

Exemplos de fungoes afins:

D) fiR>R, f(x)=3x+7 (a=3eb="7)
) g: R> R, g(x)=—x+1 (a=-leb=1)
3)h:R—>R,h(x):%x—23 (a:%eb:—23)
4 k: R >R k(x)=Tx (a=~7eb=0)
5) s: R—>R,s(x)=59 (a=0eb=59)

Casos particulares da funcao afim
i) a=0

Neste caso, f(x)=b,VxeR ea funcao chama-se funcao cons-
tante (veja 0 exemplo 5). O grafico da fungéo constante f(x)=b
é o conjunto G(f) ={(x,b) e RxR/x R}, umareta paralela ao
eixo x e que passa pelo ponto (0,5).

Exemplo:

6) £ R>R, f(x)=-3

Figura 5.1

Observacao 1. Vocé pode notar que o nome de funcado constante ja
revela o comportamento da fungao: independente da variavel x, o
valor de f(x) é sempre o mesmo.



i) a=leb=0

Neste caso f(x)=x, VxeR, e esta é a fungdo identi-
dade, ja vista no Capitulo 4. Seu grafico é o conjunto
G(f)={(x.x)eRxR/xeR}, a reta que é a bissetriz do pri-
meiro e do terceiro quadrantes.

T RSR, f(x)=x

y
. G(f)
(45°

Figura 5.2

i) b=0 e a#0

Neste caso f(x)=ax,VxeR, e estas sdao chamadas fun-
¢oes lineares. O grafico de uma funcao linear é o conjunto
G(f)={(x,ax) e RxR/x R}, umareta que passa pela origem
do plano cartesiano, uma vez que f(0)=0.

Exemplos:
x
7) f (x)=—§
y
0 0
10
Rl = P p— B

Figura 5.3
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8) f(x)=+/5x
y
Sty
0 0
R
(N X
Figura 5.4
2
9) f(x)=§x
y
2 """"""""""""""" 0 0
N 5 2
0 5 X
Figura 5.5

Grafico de uma funcao afim

Seja f:R—>R, f(x)=ax+b. Podemos considerar a#0, uma vez
que ja conhecemos o grafico da fungao constante.

Proposicao. O gréfico G(f) da fungdo f(x)=ax+b é uma reta.

Demonstragdo: Sejam P(x,,),),0(x,,»,) e S(x;,y,) pontos quais-
quer do grafico de f'. Nosso objetivo ¢ mostrar que estes trés pon-
tos sdo colineares, isto €, estdo alinhados. Lembrando que o grafi-
co € o conjunto dos pares ordenados (x, f(x)), podemos escrever:
y,=ax,+b, y,=ax, +b ey, =ax,+b.Veja a figura:
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[aw)
=
=
=

Figura 5.6

Os tridngulos PAQ e OBS sao triangulos retangulos. As tangentes

dos angulos a e 0 sdo dadas pelas razoes A9 e B—S:
BQ
AQ  y,—y, ax,+b—(ax,+b)
AP x,—x, X, — X,

:ax2+b—ax1—b _ a(xz—xl):a

Xy =X Xy =X
B — . A B
Analogamente, temos que —S R a. Assim, —Q = —S
X, — X, AP  BQ

E como os angulos em A4 e B sao retos, seque que os tridngulos
PAQ e QOBS séo semelhantes e assim os angulos « e 6 sdo iguais.
Conclui-se dai que os pontos P,QeS estdo alinhados. Como P,QeS
sdo pontos quaisquer do grafico, fica provado que o grafico da fun-
cao afim € uma reta.

Conseqiiéncia: O grafico de uma funcao afim fica completamente
determinado por apenas dois pontos (lembre-se que existe uma tini-
ca reta que passa por dois pontos).

Exemplos:

10) Esbogar o grafico da funcao f(x)=3x-5




=y

Figura 5.7

Observacao 2. Uma fungao afim pode estar definida em um inter-
valo, isto é, podemos restringir seu dominio a um intervalo. Neste
caso, seu grafico € um segmento de reta. Veja o exemplo 11:

1) f:[-L2] >R, f(x)=2x—4.

Y X y=f
-1 -6
o 2 0
—1 0o 1,72 X

Figura 5.8

Observacao 3. Se f(x)=ax+b, chamamos o nimero a de “coefi-
ciente angular da reta” que representa o grafico da fun¢do f, ou

“taxa de crescimento da funcdo f". Note que « =M,
XX

para quaisquer nimeros reais x, €x,. Veja a figura:

Figura 5.9
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Exercicio resolvido
1) Fazer o gréfico da fung¢ao definida por:

2x+1sex<?2

M@={

—-x+3sex>2

4 6 8 10 12 14 16 18 20

2) Seja f(x)=ax+b.Mostre que:
a) se a>0, f é crescente;

b) se a<0, f é decrescente.

Resolucao.
a) Sabemos do Capitulo 4 que:

“Uma funcgdo é crescente em um conjunto A de seu dominio se e
somente se x, <x, implica f(x,)< f(x,), para todos x, e x, no
conjunto A",

Como o dominio de f ¢ R, vamos considerar x, e x, dois numeros
reais quaisquer, com x, < x,. Pela Obs. 3 sabemos que

— f(xz)_f(xl)

Xy =X

a
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e neste caso podemos escrever f(x,)— f(x,)=a(x,—x,). Por
hipotese, temos a >0 e tambeém estamos considerando x, < x,,
0o que significa x,—x, >0. Entdo, a(x,—x)>0. Assim,

a(x, ~x)= f(x,)~ f(x)>0, ou sefa, f(x)<[(x). Logo, f

¢ crescente.

b) Do Capitulo 4 sabemos que:

“Uma fungdo f € decrescente em um conjunto A de seu domi-
nio se e somente se x, <x, implica  f(x,)> f(x,), para todos
X, €x, no conjunto A"

Consideremos entdo x, ex, dois numeros reais quaisquer, com
x, <x,; entdo x,—x, >0 e como por hipotese a <0, teremos
a(x, —x,)>0.Logo, f(x,)—f(x,)=a(x,—x)<0, 0 quesignifi-
ca que f(x,)> f(x,).Concluimos entdo que f € decrescente.

Inversa de uma funcao afim

Com excecao das fungdes constantes, toda funcao afim é inversivel.
Isto acontece porque as fungdes afins sdo bijetoras (prove isso como
exercicio!). Vamos fazer um exemplo de como encontrar a inversa de
uma funcao afim:

Exemplo:

12) Calcular ainversa da funcdo f:R —> R, f(x)=5x+1

Resolucdo. Estamos procurando uma funcdo g:R—>R tal
que f(g(x))=xeg(f(x))=x para todo x real (lembre-se
da definicio de fungdo inversa, no Capitulo 4). Entdo fazemos:

fg(x)=5-g(x)+1=x

A segunda igualdade nos da a funcdo procurada:

x—1
g(x)—T

Também se verifica que

g(f(x))= f();)_l = 5x+51—1 =5?x=x



Assim, g € a funcéo inversa de f

Vamos fazer os graficos de f e de

)

x—1
5
/7' no mesmo sistema de eixos.

e éanotada f': f'(x)=

g(x)

5 6 7 8

Exercicios propostos

1) Faga o gréfico das fungoes:

a) f(x)=—%x+%
b) h(x)= 2x
o g(x)=6

d) k:(-L1)>R, k(x)=-3x+2

o s(x)z{

x+1 sex=20

—x+1 sex<0

9 10 11 12 13 14 15




2) Defina a fungdo afim cujo grafico contém os pontos (1,5) e
(-9,10).

3) Encontre a inversa das funcoes:
a) f(x)=—4x-1
b) g(x)= ’%1
o h(x)=Tx

4) Para f(x)= %x—% , calcule x de modo que f(x)= %

5.1.2 Funcodes quadraticas

Definicao. Uma fungdo f:R — R chama-se quadratica (ou funcao
polinomial do segundo grau) se existem constantes reais a, b e ¢,
com a#0, tais que f(x)=ax’+bx+c.

Exemplos:
13) f(x)=5x"-2x (a=5b=-2,c=0)
14) g(x)=ax*+1 (a=m b=0, c=1)

15) h(x):x2+7x—% (a=1,b:7, c:_lj

Observacao 4. Nao confunda a fungdo quadritica com a equagio do
sequndo grau! Muitas vezes vemos também a expressao fungio do se-
gundo grau, que ndo esta correta, uma vez que nao ha defini¢ao do
que seja o grau de uma funcao.

Observacao 5. Resolugdo de problemas que utilizam uma funcao
quadratica ou uma equacdo do segundo grau, estdo entre os mais
antigos da matematica.

Raizes da funcdo quadratica

As raizes da fungao quadrética f(x)=ax’ +bx+c sdo os valores x
para os quais se tem f(x)=0, ou seja, ax’ +bx+c=0 (esta é uma

Vocé sabe a diferencga?



equagdo do segundo grau). As raizes da equagao f(x)=0 também sao

chamadas de raizes da fungao quadrética f(x).

Observacgao 6.

* Se A=bh>—4ac >0, temos duas raizes reais distintas.

* Se A=b’—4ac <0, ndo existem raizes reais para a fungdo f(x).
Neste caso as raizes serdao niimeros complexos dados por

-b+i|A -b—i|A
L R el O
2a 2a
, .. ) )
* Se A=0, temos duas raizes reais e iguais, x, = x, = e
a

Grafico da funcdo quadratica

Aprendemos que o grafico de uma fungao quadratica € sempre uma
pardbola. Mas o que é uma parébola?

Definicao. Dados um ponto F no plano e uma reta d que nao con-
tém F, a parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano que es-
tao a mesma distanciade F ede d.Oponto F' € o foco da pardbola
e d é areta diretriz.

Observacao 7. Uma pardbola é entdo uma curva no plano, que € si-
métrica, sendo o eixo de simetria a reta que contém o foco F' e que
é perpendicular a reta diretriz. Veja a figura:

eixo de
simetria

Figura 5.10



192

A parébola é a curva que serve de modelo para o gréfico da fungao
quadratica. Mas nem toda parébola é o gréfico de uma fungao deste
tipo. As pardbolas que serao graficos de fun¢des quadréticas sao
aquelas cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Y. Com estas infor-
magdes, como comentamos no Capitulo 4, alguns pontos, obtidos
atribuindo valores a variavel independente x, sdo suficientes para
esbogar o grafico de uma funcdo quadratica. Valores especiais da
varidvel independente x sdo as raizes e x=0. Lembre-se que as
raizes sdo tais que f(x)=0.Assim, os pontos (x,0), x real, sdo pon-
tos de intersecgao da curva com o eixo X ; dizemos também que a
curva “corta” o eixo X nos pontos (x,0).Para x=0 temos f(0)=c
(pois f(x)=ax’+bx+c), e (0,c) é o ponto de interseccdo da curva
com o eixo Y (ou o ponto onde a curva “corta” o eixo Y').

Exemplo:

16) Esbogar o gréfico da fungdo f:R - R, f(x)=x" -1

0 -1
1 0
-1 0
e 2 3
-2 3

Figura 5.1

Concavidade, vértice e imagem da funcao
quadratica

Considere a funcdo f(x)=ax’ +bx+c,com a#0.Podemos escrever

2 2
f(x):a(x2+§x+£j=a{(x+i] +4ac—2b } Para chegar a ex-

a 2a 4a

pressao entre colchetes, reveja o item (2) da secao 2.7.



2

~ b\ | . . .

A expressao (x + > € sempre maior do que ou igual a zero e atin-
a

ge o seu menor valor, que é zero, quando x = P
a

. dac-b" . L
A expressao v independe de x, ou seja, é uma constante.
a

Portanto, a expressao entre colchetes atinge o seu menor valor quan-

do x=—.
2a

b j2+4ac—b2

Suponhamos a>0. Entao f(x)=a Kx +— > } atinge o
2a 4a

seu menor valor quando x = o
a

N —b ; .
Isto significa que para x =7, ©° valor f(x) é o menor possivel, ou
a

ainda, (_—b f [;—bD € o ponto do grafico de f que possui a menor
a

2a’

ordenada. Podemos entdo concluir que a parabola neste caso é conca-
va para cima, como mostra a figura:

Figura 5.12
Se a<0, o sinal de f(x) é contrario ao sinal da expressao

2 2
{(x +2ij +‘m:—_2b:|. Entdo f(x) atinge o seu maior valor quando
a a

X = b , ou seja, (_—, f (—D é o ponto do gréfico de f que possui
2a 2a 2a

maior ordenada. Neste caso, a pardbola é concava para baixo, como
mostra a figura:
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Figura 5.13

2a

O ponto (;—b, f (_—bD é chamado de vértice da parabola. Calculan-
a

- -b —-A . L.
do f (—bj obtemos o ponto (—b,—j Assim, o vértice tem coor-
2a 2a 4a

denadas x, _b ey, :ﬂ.
2a 4a

A reta vertical que passa pelo vértice é o eixo de simetria da parabola.

Note que y, = f [;—bj = ;—A é o menor valor assumido pela funcdo,
a a

se a >0, e o maior valor assumido pela funcao, se a <0.Istonos da
a informagao sobre o conjunto imagem da fungao f':
i) Sea>0,Imf=[y, o)

i1) Se a<0, Im f =(-o0,y,]

Observacao 8. Ao esbogar o gréafico de uma func¢do quadratica, é
importante saber verificar alguns elementos da parabola:
a) Concavidade (“posigao” dada pelo coeficiente a de x*);

b) Pontos onde o grafico “corta” o eixo X (raizes, determinadas
pela solucao da equagao f(x)=0);

¢) Ponto onde o gréfico “corta” o eixo Y (cdlculo de f(0), ou

termo independente);

d) Vértice (ponto (_—b,ﬂj );
2a 4a

e) Eixo de simetria (reta x = ;—b )-



Exercicio resolvido

3) Esbogar o grafico da funcao quadrética f(x)=-2x>+7x+4
Resolucao. Temos inicialmente a=-2, b=7ec=4.

Sequindo o roteiro acima, observamos que:
a) a=-2<0:a parabola ¢ concava para baixo.
b) os pontos onde o grafico corta o eixo X sdo os pontos para os

quais f(x)=0, ou seja, as raizes da equacio —2x’>+7x+4=0.
Vamos calcula-las.

-2x* +7x+4=0 éequivalente a 2x*-7x-4=0

(multiplicamos ambos os membros por —1).

7449432

. . 1
Assim, x = e temos as raizes x, :—Eex2 =4.

Logo, os pontos onde o grafico “corta” o eixo X sdo

(—%,oj e (4,0).

¢) O ponto onde o grafico de f corta o eixo ¥ ¢ o valor de f no
ponto 0, ou seja, f(O):—2-0+7-0+4:4. Assim, este ponto €
0,4).

d) O vértice é dado por:
_b_-1_7

X, =—=—=—
2a -4 4

_f(zj_ﬂ_—(49+32)__81_§
PENG) T T Ta () T s s
O vértice € o ponto (Z,gj

4" 8

Vamos encontrar mais alguns pontos e fazer o grafico:
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-1 -5
1 9
S

5 9

. eixo de simetria
-5

Figura 5.14

Observe que a imagem da funcao /¢ o intervalo (—oo,y, ]= (—w,%} ,

que € a projecao ortogonal de seu grafico no eixo das ordenadas.

Aplicacao

A funcado quadratica serve de modelo para resolugao de problemas
de maximizagao e de minimizacao. Faremos dois exemplos de pro-
blemas cuja resolugao depende da analise e interpretacdo do grafico
de uma fungao quadrética.

Problema 1. Entre todos os retangulos de perimetro 12 u.m., quais
as dimensoes daquele que possui maior area?
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Resolu¢ao. Chamamos de x e y as dimensdes do retangulo e
S =x-y asua area. Vamos escrever S como funcdo de x usando
o outro dado do problema, isto €, que o perimetro ¢ 12 u.m. O peri-
metro € dado por 2x+2y=12.Entdo x+y=6 e y =6—x. Substi-
tuindo y na expressio da area, obtemos S(x)=x-(6—x)=6x—x".
Temos assim uma funcdo quadratica S(x) que expressa a area de
um retangulo de perimetro 12 u.m. em func¢do de uma de suas di-
mensoes. Estamos procurando o valor maximo desta area, e isto sig-
nifica que estamos procurando o valor maximo da fun¢do quadratica
S(x)=6x-x",ou S(x)=—x"+6x.0 grafico de S é uma parabola
concava para baixo, pois a =—1<0. Assim, o valor maximo da fun-
cdo S(x) € a ordenada do vértice da parabola. Vamos calcular a abs-
cissa do vertice, lembrando que a=-1eb=6:
x=2-"0_3
" 2a 2

Este valor x que encontramos € uma das dimensdes do retangulo
que tem area maxima. Fazendo y =6—-x=6-3=3, encontramos a
outra dimensdo, y=3. Vemos entdo que o retangulo de perimetro
12 u.m. que possui a maior area ¢ o quadrado de lado 3.

Resposta. O retangulo de perimetro 12 que possui a maior area € o
quadrado de lado 3.

Problema 2. De todos os niimeros reais x e y tais que x+5y=10,
determine aqueles para os quais o valor x* + y* seja minimo.

Resolu¢ao. Chamamos de M o valor que queremos minimizar, ou
seja, M =x" + y*. Vamos escrever M em funcdo de um dos nime-

10—x

ros:se x+5y =10, temos que y = e, portanto,

, (10-xY 1 ,
M(x)=x>+ =< (26x ~20x+100)

5
—éx2 —ix+4
25 5

i ec=4.
5

. 2
M € uma funcdo quadratica com a =2_§’ b=-



Como a >0, a parabola que representa o grafico de M ¢ concava
para cima, indicando que M tem um valor minimo no vértice. Vamos
calcular este vértice:

— 25
Calculando o valor y, obtemos y = T 13 _22 0 valor

2 2
minimo de x* + y° sera M:(ij + (éj :@:ﬁ_
13 13 169 13

. . 5 25
Resposta. Os numeros procurados sdo x=-—¢ey=—

13°
Exercicios resolvidos

4) Faca o gréafico e determine o conjunto imagem da fungao

—x+5 se x<-2

xX*—6 se —2<x<3

f(x)= 2 se 3<x<4
2
2x se x>4

Resolucao. A funcdo € dada por quatro sentencas:

® —x+5 nointervalo (—w,-2), que ¢ uma funcdo afim;

e x’—6 no intervalo [-2,3), que ¢ uma funcio quadratica;
9 . . «

o ) no intervalo [3,4], que ¢ uma funcgéo constante;

® 2x no intervalo (4,4%), que € uma funcdo linear.

Fazendo o grafico correspondente em cada intervalo, teremos:



TO Feeeeiiiiiiinyg

B
=y

Figura 5.15

A imagem da funcdo € a projecao ortogonal do seu grafico no eixo

das ordenadas. Assim, Im f =[—6,3)U{%}U(7,+oo).

5) Esboce num mesmo sistema cartesiano os gréficos das fungoes:

f(x)=x",g(x) =%x2,h(x) =2x".

O que vocé pode observar quando variamos o coeficiente a ?



Resolucgao:

Figura 5.16

Observando o coeficiente a >0, vemos que ele determina a "abertu-
ra" da parabola. Quanto menor o valor de a, maior é a “abertura”.

=y



6) Determine o maior valor de k em A={xeR/x<k} de modo
que a fungao f de 4 em R definida por f(x)=2x"-3x+4
seja injetora.

Resolucdo. Vamos lembrar a defini¢do de fungdo injetora do capitulo 4:

Dizemos que f é injetora em A se e somente se

Vx,x, € A, se x, #x,, entdo f(x)# f(x,).
Ou, equivalentemente:

Vx,,x, € 4, se x, =x,, entdo f(x,)=f(x,).
Sabemos que o grafico de uma func¢do quadratica € uma parabola e
que a parabola tem um eixo de simetria que passa pelo vértice e €
paralelo ao eixo Y . Isto nos sugere que existem valores diferentes no
dominio que possuem a mesma imagem. Vamos entao fazer o grafico
de f como se R fosse seu dominio, e analisar que restricdo deve-

mos fazer neste dominio para que a funcéo seja injetora. Seqguindo o
roteiro para construcao do grafico, observamos que:

a) O grafico da fungdio f(x)=2x>-3x+4 é uma parabola concava
para cima (poisa=2>0).

b) Suas raizes ndo sdo numeros reais, pois A=9-32=-23<0. En-
tdo o grafico ndo "corta”(ou ndo intersecta) o eixo X e a parabola

esta situada acima do eixo X (por qué?).

¢) O grafico corta o eixo Y no ponto (0,4).

e 3 23 .
d) O vértice tem coordenadas x, = Z v, =—. Conseqlientemente, a

: . .23 . . .
imagem da funcao é §,+oo e 0 eixo de simetria passa pelo ponto

%)
4’8 )
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4

Figura 5.17
Analisando o grafico, para que a funcdo seja injetora, devemos con-
siderar uma das "metades” da parabola (ou uma parte menor), deter-

minadas pelo eixo de simetria. As projecoes das “metades” no eixo X
. . 3 3 .

sdo os intervalos —oo,Z e Z,+oo . Como o enunciado estabelece

que o dominio de f ¢ A={xeR/x<k}, ou seja, 4=(—o0,k], ¢

necessario tomar para valores de x aqueles a esquerda do vértice, ou
. S 3 .
seja, menores ou iguais do que x, :Z. Assim, qualquer valor de &

menor ou igual a % satisfaz a propriedade. O maior deles ¢ k :% e

- : 3
f sera injetora no intervalo 4 :(—oo,z]
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Exercicios propostos

5) Estude as funcoes dadas abaixo, determinando raizes, vértice,
pontos de intersecgdo com os eixos, eixo de simetria, grafico e
conjunto imagem:

a) f(x)=-x"—x+6
b) f(x)=5x"—2x+4
o f(x)=CG-x)(x+1)
d) f(x)=-2x>—16x
e fx)=4-x’

) f(x)=-G-x)’
g) f(x)z%xz—x+1
h) f(x)=—(4-3x")

6) Encontre o valor x de modo que f(x)=x>-3x+2= % .

7) Determine o valor 5 em B={xeR/x>b} de modo que a
fungdo f de R em B definida por f(x)=x"—4x+6 seja so-
brejetora.

8) A soma de dois nimeros reais é 6 . Encontre estes dois niime-
ros sabendo que seu produto é maximo.

9) Em cada item a seguir, encontre a fun¢ao quadrética que satis-
faz as condicoes dadas:

2 f(0)=5,f(1)=10, f(~1)= 4

b) o vértice do gréfico de g ¢é (1,2) e g intercepta o eixo ¥
em (0,4).

¢) o valor maximo de 4 € 10; o gréfico de 4 ¢é simétrico em
relacdo areta x=-1 e & intercepta o eixo ¥ em (0,8).

d) o gréafico de ¢ intercepta o eixo x nos valores x=1e x=3,
e intercepta o eixo ¥ em (0,8).
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10) Um restaurante “a quilo” vende 100 kg de comida por dia, a
R$ 12,00 o quilo. Uma pesquisa revelou que, para cada real de
aumento no prego, o restaurante perderia 10 clientes, com um
consumo médio de 500 gramas cada. Qual deve ser o valor do
quilo de comida para que o restaurante tenha a maior receita?

. . 1
11) Considere os conjuntos Az{xeR/xSE} e B={xeR/x>-1}

e as fun¢des f:4— R definida por f(x)=2x-1, g:R—>R,
definida por g(x)=x’ e h:R, — B definida por h(x)=4x-1.
Determine a funcdo inversa de ho(geo f).

5.1.3. Funcoes polinomiais de modo geral

Definicao. Uma funcdo f:R — R é uma funcdo polinomial quan-

do existem constantes reais a,, a,, a,, ..., a, tais que
f)=ax"+a,—1x""+.+ax’ +ax' +a,,

com 7 natural ndo-nulo.

Exemplos:

17) f(x)=13x3—4x2+Z—?

a, zﬁ;a1 =0;a, =-4;a, =13.
18) g(t)=8" + 421" —1+1

a,=1;a,=-1; a,=a,=a,=0; a, = 442; a,=a,=a,=0; a,=8
19) h(t)=-3; a, =-3; as outras constantes sao nulas.

Observacao 9. A expressdo a,x"+a, x"" +..+ax’ +ax' +a, cha-
ma-se polinomio e se a, #0, dizemos que é um polindmio de grau n .
O grau do polindmio (e ndo da fungao!) é entdo o maior valor de n
para o qual a, é diferente de zero. A funcdo:

f(x)=a,x"+a, x""+..+a,x’ +ax' +a,

€ uma fungdo polinomial de grau n quando a, # 0. As fungdes afim e
quadratica sdo exemplos de fung¢des polinomiais.



Observacao 10. Se todas as constantes a,, a,, a,, ..., a, sdo nulas,
temos o polindmio nulo, cujo grau ndo esta definido. Se a constante q,
é ndo nula e todas as outras sdo nulas, temos um polinémio de grau
zero (exemplo 19).

Igualdade de polindmios

Dois polindmios a,x" +a, x""' +..+a,x’ +ax' +a, e
n n—1 2 1 0
b,x" +b, x" ' +..+bx’+bx'+b, sdo iguais quando m=n e

a,=b,,a,  =b a,=b,, a,=b,, a,=b,. Assim, dois polindmios

m o m—19°"">

sdo iguais quando tém o mesmo grau e seus termos corresponden-
tes sao iguais.

Observacao 11. E claro que a igualdade de fungdes vale para fungdes
polinomiais. Duas fung¢des polinomiais f(x) e g(x) serdo iguais
quando f(x)=g(x), Vx e R. Isto acontece quando seus coeficientes
correspondentes sao iguais.
Simbolicamente, para

f®=ax"+a, x"" +.+a,x’ +ax +a,,

g(x)=b x"+b x""+..+bx’+bx' +b,

f =g seesomentese m=n e

a,=b,,a, ,=b, ,..,a,=b,, a=>b,a,=b,.

Raizes de uma funcéo polinomial
Dizemos que s é raiz da fung¢ao polinomial
f(x)=a,x"+a, x"" +..+a,x’ +ax' +a,
quando f(s)=0, ou seja, quando
as"+a, " +..+ays’+as +a,=0.

O Teorema Fundamental da Algebra (que serd estudado com deta-
lhes posteriormente, em outra disciplina) nos diz que um polinémio
de grau n tem exatamente n raizes complexas. Estas raizes nao sao
necessariamente distintas.

205




206

Exemplos:

20) f(x)=x’ possui trés raizes iguais, x, = x, = x, = 0 . Diz-se nes-
te caso que zero é uma raiz de multiplicidade 3.

21) g(x)=x"—x’ possui cinco raizes reais, mas trés delas sdo
iguais. De fato, x’ —x’ =0 implica x’(x* —1)=0 e dai obtemos
asraizes x, =1,x, =-Lx; =x,=x,=0 .

Grafico das funcodes polinomiais

Conforme ja foi visto, fun¢oes polinomiais de grau 0 ou 1 (fungoes
afins) tém como gréafico uma reta e fun¢des polinomiais de grau 2
(fungdes quadréticas) tém como grafico uma parabola. Para fungoes
polinomiais de grau maior do que 2 ndo existe uma tal caracteriza-
cao do gréfico. O que sabemos é que as raizes determinam pontos
onde o grafico “corta” o eixo X e o “termo independente” (coefi-
ciente a,) determina o ponto onde o gréfico “corta” o eixo ¥ . Como
ilustragdo, vamos esbocar o grafico da fungao f(x)=x’:

y
0 0
-1 -1
oS R -2 -8
71 -3 27
6 4
5] -10 -1000
4+ 1 1
o1 2 8
14of 3 27
. 0151 ) 3 10 1000
e -1/2 -1/8
1.3 1/2 1/8
{-4
-5
-6
1-7
............ _8

Figura 5.18
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Im f=Re f écrescente em seu dominio (prove!).

Observe também que f(1)=—-/(-1), /(2)=—-/(-2), f3)=—-f(3), e
de modo geral f(x)=-f(—x). Isto caracteriza uma funcdo impar,
conforme a definicao a seguir:

Definicao. Uma fungdo f:R—>R é uma funcdo par quando
f(x)=—f(—x) para todo x em seu dominio; a fun¢dao é uma funcao
impar quando f(x)=—f(—x) para todo x em seu dominio.

Exemplos:

22) Como ja vimos, f(x)=x’ é uma fungdo impar, pois

f(x)=xef(-x)=—x", ouseja, f(x)=—f(-x).
23) f(x)=x"+1 é uma fungao par, pois:
f(x)=x"+lef(-x)=(-x)’+1=x"+1, ouseja, f(x)=—f(-x).

Observacao 12. Fungoes pares e impares tém caracteristicas impor-
tantes em seus gréficos:

i) o gréfico de uma fungdo par é simétrico em relacdo ao eixo
Y:(x,y)e(=x,y) sdo pontos do gréfico da fungao, para todo x
do dominio.

'y

oS

Figura 5.19 - Grafico de uma funcéo par.

ii) o gratico de uma funcao impar é simétrico em relacao a origem
do plano cartesiano: (x,y) e (—x,—y) sdo pontos do grafico da
funcao, para todo x do dominio.
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Figura 5.20 - Grafico de uma funcao impar.

Exercicios propostos

12) Esboce o grafico das fungdes f(x)=x"+lef(x)=x’-1.0que
vocé pode observar?

13) O grafico abaixo é o grafico de uma func¢ao polinomial de
grau 3. Determine a fungao.

1

g 1
21

o+
=y

Figura 5.21



5.2 Funcoes racionais
P(x)

As fun¢Oes racionais sao as fungdes da forma f(x) = ,sendo P

e O func¢oes polinomiais.

Para f estar definida, o denominador deve ser diferente de zero;
o denominador serd zero quando Q(x)=0, ou seja, nas raizes da
funcao polinomial Q(x). Assim, o dominio de f é o conjunto
R—-{xeR/Q(x)=0}.

Exemplos:

24) f(x)= XZLII ; 0 dominio de f serd R pois a func¢do polino-
Xt +

mial que aparece no denominador nao se anula (ndo tem rai-
zes reais): D(f)=R.

25) g(x):ﬁ; D(g)=R—-{-3}, uma vez que -3 é raiz da fun-

¢éo polinomial Q(x)=x+3.

3 —_—
26) h(x)zw ; para determinarmos o dominio de # de-
x*—x

vemos verificar para quais valores de x a fungdo polinomial
O(x)=x’—x se anula, ou seja, devemos calcular as raizes de

O(x):

¥ -x=0
x(x*-1)=0=>x=0oux’-1=0
= x=0oux=loux=-1I.
Entao teremos D(h) =R —-{0,1,—-1}.

2
xt=x*+5x-3
nar o dominio. Nao sabemos como calcular, através de uma

27) K(x) = ; heste caso nao € tao simples determi-

térmula, as raizes de uma fungdo polinomial deste tipo. Para
determinar o dominio da funcao K, devemos usar métodos
mais elaborados de célculo de raizes através de aproximagoes.
Vocé estudara estes métodos ap6s as disciplinas de Célculo
Diferencial e Integral.
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Observacao 13. Para as fung¢des polinomiais de grau 4 do tipo
h(x)=ax* +bx’ +c, isto é, com os coeficientes de x’ e x iguais a
zero, podemos calcular as raizes usando uma mudanca de variavel,
isto é, fazendo x* =y (conseqiientemente x*=)’) e construindo
uma nova funcio h(x)=ay’ +by+c. As raizes de h, irdo determi-
nar as raizes de 4.

Exemplo:

28) Determinar as raizes de A =x"-5x> -4

Resolucdo: Fazendo a mudanca de variavel, X2 =y, obtemos
h(x)=y"-5y+4. Para h(y)=0, temos y*—5y+4=0 (uma
equacdo do segundo grau) e as raizes sdo y, =1 e y, =4. Como
x’ =y, fazemos x> =1 e x> =4; resolvendo estas equagdes, temos
x, =1 x,=-1, x; =2 e x, =-2. Estas sdo as raizes da funcao Ah(x).

Grafico das funcoes racionais

Nao é possivel fazer generalizagdes sobre o grafico destas fungdes.
Mas é possivel verificar algumas regularidades nos gréficos das
fungoes racionais. Vejamos:

Exemplos:

29) f(x) =§;D<f) ~R-{0}

As equacdes do tipo
ax* +bx* +¢ =0 sdo
chamadas equacgbes
biquadradas.

Figura 5.22




Note que f(x)= 1 é uma fungao impar (prove!). Para x >0, a medi-
X

da que x se aproxima de zero, o valor da fun¢ao “aumenta” (quanto
menor o denominador, maior a fragdo). Por outro lado, a medida que
x>0 assume valores cada vez maiores, o valor da funcado se apro-
xima de zero.

Tarefa

O que acontece a esquerda do eixo Y ?

Exemplos:

30) £(x) =£;D(f) “R-{2)

Figura 5.23

Note a semelhanga do grafico da fun¢ao f(x) = % com o gra-
x —

tico da fungao do exemplo anterior. O gréfico de f(x)= %
x —

pode ser obtido pelo deslocamento horizontal (de duas unida-

des) do grafico de f(x)= 1 .

X
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X

3 f(x)= ;D(f)=R-{2}
x=2
A
y
0 0
1 1/3
2 1/2
-1 -1
-3 -3
. . -4 2
-6 -5 -4 -3 -2 3i- X _
5 | 6 3/2
) 1/2 1/5
12 302 3
-3
Figura 5.24
Observe, também neste exemplo, a semelhanga com os grafi-
cos dos exemplos anteriores.
1
32) f(x)=———;D(f)=R-{2,-2}
x" =4
y
1
0 —_
11 4
3 4
4/9 Py 5
15 ) 3 1
3 5 2 i3 ] () 3 5 x 5
2 2 1 2 2
4 - 1
5
| 50004
2 9
_3 4
12 2 9

Figura 5.25




Note que este grafico difere dos anteriores; observe que a fun-
¢do que aparece no denominador € uma func¢do quadratica.

Exercicios propostos

14) Dé o dominio e faga o grafico das fungdes racionais:

Q) f) =
x+2
b g =—7—,

1
C) h(X)—l'i'E

15) Dé os intervalos de crescimento e decrescimento das fungoes
do exercicio anterior.

5.3 Funcao-modulo

A funcdao f:R—>R dada por f(x)=x| é chamada “funcao-mo-

x sex=0
e temos

dulo”. Lembrando a definicao de modulo, ,
—x sex<O0

f(x)={x

sex=0

—x sex<0’

O gréfico de f sera:

=y

3 2 -1 (01 2 3

Figura 5.26

Observando o grafico, vemos que Im f =[0,+0).
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Exemplos de funcao-médulo composta com outras fungoes:

33) f(x)=3x-6]
B 3x-6 se 3x-620
T2 _(3x-6) se 3r-6<0

Resolvendo as inequagoes, temos:

3x—-620=>3x26=>x22

3x-6<0=3x<0=>x<2

Assim, a func¢do f* pode ser escrita como:

3x—6 se x=2

f(x):{—3x+6 se x <2

O graficode f é:

4 3 2 1 91 2 3 4

Figura 5.27
Observamos pelo gréfico que Im f =[0,+0).
34) g(x) = x* -5

«0)-|

x*=5 se x*=5>0

—x*+5 se x**’=5<0
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Resolvendo as inequagdes, temos:

X*=520=>x=/5 ou x=<—5
X =5<0=>—/5<x<5
A fungdo g pode ser escrita como

X’ =5 se x=+/5 ou x<—/5
245 se —/5<x<+/5

g(x)={

O gréficode g é:

Yy
5
/N
4
NG 0
A5 0
3 4
-3 4
-1 4
i 4 352 -1 |91 253 x
Figura 5.28

Observe a diferenca do gréfico de g com o gréfico de h(x)=x’-5.
No gréfico da funcdo g a parte correspondente aos valores entre as
raizes de h foi “rebatida” para a parte positiva do plano (acima do
eixo X ).

Observacao 14. O gréafico de uma fun¢ao-mdédulo estara sempre aci-
ma do e/ou sobre o eixo X .
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Exercicios propostos
16) Construa os graficos das seguintes fungdes:
a) f(x)=4-2x]|
b) g(x)=1+x+|x|+|x* -2

O h(x)=——
| x|

17) Dé o dominio e construa o gréfico da fungao:

x> +2x
_— sex<0
gx)=1 "

x —

sex>0

X

5.4 Funcoes trigonométricas

Vamos inicialmente estudar alguns conceitos basicos necessarios a
compreensao das fungdes trigonométricas: arco de circunferéncia,
medidas de arcos, angulo central e arcos congruos.

Arco de circunferéncia

Considere uma circunferéncia qualquer e nela fixe um ponto 4.

M

Figura 5.29

Suponha que um ponto moével desloque-se sobre a circunferéncia a
partir de 4, sempre no mesmo sentido, até parar no ponto M .

O caminho percorrido pelo ponto é o arco AM . Dizemos que AM é
um “arco de circunferéncia”.

Todos estes conceitos
foram trabalhados nos
cursos de Geometria | e

II. E conveniente que vocé
tenha bastante clareza
destes para prosseguir
neste estudo. Se vocé tem
duvidas, volte aqueles
materiais e aprofunde seus
conhecimentos. Aqui sera
apresentada uma revisao
sucinta destes conceitos
€ sua operacionalizacéo.



Vocé ja se perguntou por
que foi feita a divisdo em
360 partes e ndo em 100,
por exemplo? A origem
dessa escolha ¢ historica,
pois foi criada inicialmente
pelos babilonios e também
por povos pré-colombianos
das Ameéricas (Incas,
Maias...), que utilizavam
um sistema de numeracéo
com base sexagesimal.
Outra explicacdo ¢ o
estabelecimento de uma
relacdo com o chamado
movimento de Translacédo da
Terra em torno do Sol, que
alguns povos acreditavam
se completar em 360 dias.

Pergunta: como medimos este arco? (lembre-se de suas disciplinas
de geometria!)

Medidas de arcos

Sao usadas basicamente duas medidas de arcos: o grau, que vocé
ja conhece e é usado ha milénios, e o radiano, que vocé também
conhece, unidade que vamos usar em nosso estudo das fungoes tri-
gonométricas.

Grau: uma circunferéncia é dividida em 360 partesiguais; cada uma
dessas partes é um arco que mede 1 grau. Assim, a circunferéncia

toda mede 360 graus e um arco de x graus corresponde a % da

circunferéncia (veja a figura 5.30). Denotamos x graus por x°.

Figura 5.30

Radiano: diz-se que um arco mede um radiano se seu comprimento
é igual ao raio da circunferéncia que o contém (pense que vocé pode
“esticar” o arco e colocé-lo sobre uma régua). A notacao para radiano
é rad e um radiano corresponde a aproximadamente 57,296 graus.

B

¥ ABmede I rad

Figura 5.31
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Exemplos:

AB mede 2 rad

L

|/TB\| =4 cm

Figura 5.32

A circunferéncia tem raiode 2 cm e 4B mede 2 radianos; seu com-
primento em centimetros € 4.

Observacao 15. A medida do arco € em rad, mas seu comprimento pode
ser medido em qualquer unidade de comprimento, por exemplo, em
centimetros!

AB mede 3 rad
|;1§| =15cm

Q)

Figura 5.33

Os pontos 4 e B determinam um arco de 3 rad sobre a circunfe-
réncia de raio 5 cm; o comprimento do arco 4B é 15 cm.

Relacdo entre grau e radiano

Sabe-se que o comprimento de uma circunferéncia de raio » é 2nr Didaticamente é importante

(se “esticarmos” a circunferéncia de raio » sobre uma régua, obte- que seus alunos percebam o
dida de 2 ‘dade d . d o). A porqué da correspondéncia
mos a medida de 2z na unidade de comprimento do raio). A me- entre 0 arco de 180° e sua
dida do arco correspondente a circunferéncia toda é entdo 2 rad, medida em radianos (7 rad),

uma vez que cada arco de comprimento » mede 1 rad. Mas o arco sendo os estudantes apenas
acreditardo e memorizarao

correspondente a circunferéncia toda também mede 360°, entao 360° esta informacio, sem

correspondem a 2z rad ou 180° correspondem a 7z rad. perceber o que significa.
Consequientemente, terdo

dificuldade em operar
Para expressarmos 0s graus em radianos ou os radianos em graus com ela.

fazemos uma regra de trés.



Exemplos:

37) Expresse 135° em radianos.

180° ————— 7 rad
135 ————— y
135x7  3m

y= =— rad
180 4

38) Expresse % em graus.

180°————— 7 rad
s
. i
6
180X —
z= =30°
T

Exercicio proposto
18) Expresse em radianos:
a) 90° b) 60° c) 45°
d) 270° e) 120°

Angulo central

Figura 5.34

Seja O o centro da circunferéncia e 4 e B pontos sobre ela. As
semi-retas O4 e OB determinam o angulo AOB. Por definicdo, a
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medida do angulo central 40B é igual 2 medida do arco AB (em
graus ou radianos).

Observacao 16. Note que na figura 5.35 a seguir os arcos 4B e CD
tém a mesma medida (em graus ou radianos), mas nao tém o mesmo
comprimento.

Figura 5.35
Isto acontece porque a medida de um arco independe do “tamanho”
da circunferéncia, ou seja, do seu raio. J& o comprimento do arco
depende do raio da circunferéncia que o contém.

Exemplo:

39) Calcule o comprimento L do arco correspondente a um an-
gulo central de 60°, em uma circunferéncia de raio 10 cm.

Figura 5.36

Note que a medida de arco que se relaciona com o comprimento é
o radiano: um arco mede 1 rad quando seu comprimento € igual ao

. . A . z n
raio da circunferéncia que o contém. 60° corresponde a — rad.



Alguns autores chamam de
circulo trigonométrico,
como vocé deve ter
estudado em Geometria Il.
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A cada 1 radiano corresponde uma medida do raio, ou seja, 10 cm. A
10

% rad correspondera %XIO = Tﬂ cm, ou aproximadamente 10,46

cm (lembre-se que v é um nimero real, irracional, com representagao

decimal 3,1415926535... Em geral usaremos para 7 a aproximagao 3,14).

Ciclo trigonométrico ou circunferéncia
trigonométrica

Em trigonometria convencionou-se estabelecer uma orientacao so-
bre a circunferéncia, fixando nela um sentido de percurso. O ciclo
trigonométrico é a circunferéncia de raio 1, centrada na origem do
sistema cartesiano XOY , orientada a partir do ponto (1,0). O sen-
tido positivo € o anti-horério e o sentido negativo é horario. O ciclo
trigonométrico é o “lugar” onde faremos nosso estudo das fungdes
trigonométricas.

y

="

Figura 5.37

Marcamos os arcos no ciclo trigonométrico a partir do ponto
A=(1,0), em sentido positivo ou negativo. Veja em seguida os exem-

T 7T . . o
plos dos arcos de 7 rad e de ——rad no ciclo trigonométrico:

Y

NEEE

Figura 5.38 - Arco de 7 rad
4
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ENES

Figura 5.39 - Arco de —% rad

No ciclo trigonométrico o comprimento de um arco € igual ao médulo
de sua medida em radianos. Se o é a medida do arco em radianos («
pode ser negativo!) e L é o seu comprimento, vimos que L=|a|-r
(exemplo 39). Como r =1, teremos L =|a.

Exemplo:

) . . T .
40) A medida do arco em radianos é 1 ; como o raio é 1, seu com-
. 1 . . .
primento é 1 unidades de comprimento. O arco de medida

7T :
oy tem o mesmo comprimento.

Y

ENIS]

A\
)

N

Figura 5.40

Quadrantes

O ciclo trigonométrico tem quatro quadrantes, numerados também
a partir do ponto (1,0):



Quadrante I: de 0° ou 0 rad a 90° ou % rad.
Quadrante II: de 90° ou %rad a 180° ou 7 rad.
Quadrante I1I: de 180°ou wrad a 270° ou 3%de.

Quadrante I'V: de 270° ou 3—nrad a 360° ou 2mrad,
fechando o circulo. 2

Veja a figura:

90° ou 7 rad
2
yii I
180° A)0° ou
ou 7 rad 10 27 rad x
117 V44
270° ou 3% rad
2
Figura 5.41

Exercicio resolvido

: . . P I b
4) Localizar no ciclo trigonométrico o arco de medida y rad.
« ., 3w
Resolucao. Note que um arco de medida a1 rad corresponde a 3 ar-

i T i Y 4 T ) .
Cos sucessivos de Z rad, isto ¢, T= 3XZ' Como a circunferéncia

mede 25t , um arco de 2 corresponde a um oitavo da circunferéncia:
2 w . ., 37 A
3 = rk Assim, o arco de medida y corresponde a trés oitavos da

circunferéncia. Veja a figura:

223
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Figura 5.42

Exercicios propostos

20) O ciclo trigonométrico foi dividido em oito partes iguais. Lo-
calize sobre ele a extremidade B do arco 4B, sendo dada a
medida deste arco:

a) 135°

b) —180°

Q) 5—nrad
4

d) —Erad
2

e) —3—nrad
4

21) Localize no ciclo trigonométrico a extremidade B dos arcos
AB de medida:

a) 120°
b) 330°

11
Q) ——nrad
6



Congruo

E um termo derivado da pa-
lavra congruente que, ma-
tematicamente, refere-se a
objetos de mesma medida.

Arcos congruos

Suponha que um ponto mével (como na definicao de arco) deslo-
que-se sobre a circunferéncia a partir de (1,0), sempre no mesmo

: ) 7 - .
sentido, até parar em e Temos duas possibilidades: o ponto para
T . . .
em 1 assim que o atinge ou o ponto dé certo nimero de voltas na
. A 7 .
circunferéncia antes de parar em R Observe na figura 543 que o

7 . 7
arco de 1 rad tem a mesma extremidade que os arcos Z+ 27 rad,

7T 4 7T
Z+4n rad, Z+6n rad,..., Z+kn ,.. para todo inteiro k . Os valores
negativos de k£ também produzem arcos de mesma extremidade

7 . . (. .
que 7 resultantes do movimento em sentido horario (sentido ne-

gativo): 2 o rad, 2 _4n rad, 2 _6m rad..
4 4 4

N
ENE|

P/

Figura 5.43

Genericamente, se B ¢ a extremidade de um arco de « rad, entao
B é a extremidade de todos os arcos a+2kw rad, para todo k intei-
ro. Dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade, isto
é, diferem entre si por um muiltiplo inteiro de 27 . Para medidas em
graus, dois arcos sao congruos quando tém a mesma extremidade e
diferem entre si por um multiplo inteiro de 360°. Percebemos assim
que quando marcamos a extremidade de um arco no ciclo trigono-
métrico, estamos na verdade marcando a extremidade de uma infi-
nidade de arcos. Chamamos de primeira determinagdo positiva (abre-
viamos pdp) de um arco de medida « rad ao arco congruo a a cuja
medida é 8, com 0=<p=<2xn. Para medidas em graus, a primeira

225
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determinacdo positiva (pdp) de um arco de x° é o arco congruo a x
cuja medida é y para 0<y<360°.

., 207
Como exemplo, vamos encontrar a pdp do arco de medida —

Procuramos o maior multiplo de 7 menor do que 20. Como
20 =2x7+6, este multiplo é 14 e podemos escrever

200 (14+6)n l4n  6x 67
= = =27 +—.
7 7 7 7 7

6 20 67
Como 0= - < 2m,e os arcos de medidas — e T3 diferem de um

2 207 6
multiplo inteiro 27 (pois %—677[ =2m), apdp de - sera 77[ .

Exercicios resolvidos

4
7) Encontrar a pdp do arco de medida %

Resolucao. Como 47=7x6+5, escrevemos:

4 42+
Zn =( 65)n =7n+5—n

Note que 7ot ndo é um multiplo de 2 ; neste caso fazemos
77 =6+ . Entéo:

7:r+5—ﬂ=6Jr+yr+5—n=6at+M
6 6 6
477 11
Assim, TH—TH=6n, 0 que significa que os arcos de medi-
47 11
da Tn e ?n diferem por um multiplo inteiro de 2sr. Também

1 11
OST”S 27 . A pdp sera entdo Tﬂ.Veja a figura:

Vocé lembra do Algoritmo
da Divisdo, estudado
em Fundamentos I?



vy

Figura 5.44

8) Encontre a pdp do arco de medida 465°.

Resolucao. 465 ¢ maior do que 360; logo, este arco tem mais de
uma volta.

Como 465=1x360+105, a pdp do arco de medida 465° sera 105°.
Veja a figura:

105°__190°

J

Figura 5.45

Exercicios propostos
21) Determinar a pdp dos arcos cujas medidas sao:

177
a —
4
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b) _43_7[
8

o 615°

d) -1330°

4
22) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é ?n .

23) Dé a medida de trés arcos cuja pdp é 120°.

5.4.1 Funcao seno e funcao cosseno

As fungoes trigonométricas constituem um tema importante da
Matematica, tanto por suas aplicacdes (que vao desde as mais ele-
mentares, no dia-a-dia, até as mais complexas, na Ciéncia e na alta
tecnologia) como pelo papel central que desempenham na Anélise.

O objetivo inicial da Trigonometria era o tradicional problema da
resolucao de triangulos, que consiste em determinar os seis elemen-
tos dessa figura (trés lados e trés angulos) quando se conhecem trés
deles, sendo pelo menos um deles um lado. Posteriormente, com
a criagao do Calculo Infinitesimal, e o seu prolongamento, que € a
Andlise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir as nogoes de
seno, cosseno e suas associadas tangente, cotangente, secante e cos-
secante, o status de fun¢do real de uma varidvel real. Assim, por
exemplo, além de cosa, cosseno do angulo «, tem-se também cos x,
o cosseno do nuimero real x , isto €, a fungdo cos:R — R.

Analogamente hd também as fungdes seno, tangente, cotangente,
secante e cossecante, completando as fungdes trigonométricas.

Uma propriedade fundamental das fungoes trigonométricas é que
elas sdo periddicas. Por isso, sao especialmente adequadas para des-
crever os fendmenos de natureza periddica, oscilatéria ou vibratéria:
movimento de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulagao
do sangue, batimentos cardiacos, etc.

Quando se opera com nimeros sen x, cos x € tgx no tridngulo re-
tangulo, x representa a medida de um angulo agudo. Vamos es-
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tender as nocoes de seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e
cossecante de x para o caso em que x representa a medida de um
angulo qualquer. Nesta situacdo usaremos como medida o radiano.

Seja x um numero real e considere no ciclo trigonométrico o ponto
P tal que o arco AP tenha medida x rad. Este ponto P é determi-
nado quando “enrolamos” o segmento de comprimento x no ciclo
trigonométrico a partir do ponto 4. Se x é positivo, este procedi-
mento é no sentido anti-horario; se x é negativo, o sentido é horério.
Os valores seno e cosseno de x sdo as coordenadas do ponto P.
Veja a figura:

Y
P,
P, N\
S
0, P, A x
Figura 5.46

Podemos entdo definir:

Definicao. O seno do angulo de medida x rad ou o seno do niime-
ro real x (ou do arco AP) é a ordenada do ponto P; o cosseno do
ndamero real x (ou do arco 247’) € a abscissa do ponto P. Como as
coordenadas de um ponto sdo unicas, ficam definidas as fungoes
seno e cosseno:

sen:R >R cos:R—->R

XH=>senx X Cosx

Na figura 5.46, sen x = OP, e cosx = OP, .

Dominio e Imagem das funcoes seno e cosseno

O dominio das fungdes seno e cosseno é o conjunto dos nimeros
reais: a todo niimero real x podemos associar um ponto P no ciclo
trigonométrico e este ponto P terd duas coordenadas: a ordenada
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(marcada no eixo Y) serda sen x e a abscissa (marcada no eixo X)
sera cos x.

Como estas coordenadas estao limitadas pelo ciclo trigonométrico, a
imagem das fungdes seno e cosseno € o intervalo [1,—1].

Relacdo fundamental

Decorre do Teorema de Pitdgoras que sen’x+cos’ x=1, para todo
x real. De fato, é s6 considerar o triangulo retangulo OFP . Os seg-
mentos OF, ¢ PP que correspondem a cos x e sen x , respectivamen-
te, sao os catetos; o segmento OP éa hipotenusa. Veja a figura:

Figura 5.47

Observando o ciclo trigonométrico, podemos determinar alguns va-
lores das fungdes seno e cosseno:

sen 0=0 cos0=1
T
sen—=1 cos£=0
2
sent=0 cosmt=—1
37 R¥4
sen—=—1 cos7=0

Sinal algébrico do seno e cosseno de x

Na figura a seguir (5.48) apresentamos as possiveis posi¢des de um
ponto M no ciclo trigonométrico, de modo que o arco AM tenha
medida x, dependendo dos valores reais de x:
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i) M, estd no primeiro quadrante e corresponde ao arco de me-
dida x,: seno e cosseno de x, sdo positivos.

ii) M, esta no segundo quadrante e corresponde ao arco de me-
dida x,: seno de x, é positivo e cosseno de x, é negativo.
2 2 2

iii) M, estd no terceiro quadrante e corresponde ao arco de medi-
da x,: seno e cosseno de x,; sao negativos.

iv) M, estd no quarto quadrante e corresponde ao arco de medi-
da x,:seno de x, é negativo e cosseno de x, é positivo.

Q)
3 N

N

Figura 5.48

A figura 549 da um resumo dos sinais algébricos dos valores de
seno e cosseno nos quatro quadrantes:

y Y

Sinal do seno Sinal do cosseno

Figura 5.49
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Seno e cosseno de arcos congruos

Tn T
Quanto vale SGHT? E 0057 ?

T . o .
Como — ¢ maior do que 27 , tomamos sua primeira determina-

~ o T 4m+37n 3n
¢ao positiva (pdp): e 2n +7 .

. : , 3. .
Assim, a pdp do arco de medida I ¢ isto significa que os ar-
: 3n . . .
cos de medida 7771 e B3 tém a mesma extremidade, determinando
as mesmas coordenadas.

T 3n T 3n
Logo, sen—=sen—=—1 e cos—=cos—=0.
2 2 2 2

Generalizando, arcos congruos tém o mesmo seno e 0 mesmo cosseno. Se
x é a primeira determinacao positiva de um arco, os arcos congruos
a ele sdo representados por x4+ 2ksw , com k percorrendo o conjunto
dos nimeros inteiros. Entao

sen(x+2kn)= senx, VKEZ
cos(x+2km)=cosx, VkEZ

Valores notaveis do seno e cosseno

Vamos lembrar o que acontece no tridngulo retangulo:

a+ [ =90°, entao:

c
sen ¢ =—=cos
a

=cosa

b
sen f=—
a

Figura 5.50

Vamos calcular agora os valores de seno e cosseno para os arcos de

medida f’ e, Veja a figura 5.51.
4 3 6



i) Para a=pf=45°, ou a=ﬁ=%,temos:

Figura 5.51

4 4
h=£a
2
Figura 5.52 Entao
V3
7 h 5@ NG 7
sen—=—= =—=cos—
a a 2
a
e cos——l=l=senE
a 2 6
Resumindo:
T T T T 3n
0 = = = = 7 =
6 4 3 2 2
s
2 2 2
1
0 — N2 ﬁ 1 0 -1
2 2 2
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Reducao ao primeiro quadrante

Se x é a medida em radianos de um arco no segundo, terceiro ou
quarto quadrantes, cos x e sen x podem ser determinados a partir
de arcos no primeiro quadrante. Estes arcos do primeiro quadrante
sdo tais que os valores de seno e cosseno, em médulo, sdo iguais a
senx e cosx. Observe na figura a seguir as simetrias que nos permi-
tem proceder desta forma:

cosa=x=-x"=—cosf cosa=x=-x"=—cosf
sena =y =senf sena=y=-y'=—senf

cosa =x=cosf
sena=y=-y'=—senf

Figura 5.53

Faremos agora um exemplo para x em cada um dos quadrantes:

5 5
41) Determinar sen% e cos%.
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Y 1
Observemos que o arco de medida o encontra-se no segun-
: no.. 57 4
do quadrante e é um multiplo de K isto §é, i 5 xg . Para
St

P 2. . T
chegar a ? € necessario percorrer Cinco arcos de E .

Veja a figura:

Figura 5.54

Observando a simetria, vemos que

1 Sm T \/§

sen—=sen£=— € COS— =—CO0S—=———
6 6 2 6 6 2

(lembre-se que no segundo quadrante o seno é positivo e o

cosseno € negativo).

4 4
42) Determine senTn e cosTn.

. 47 .
O arco de medida —— encontra-se no terceiro quadrante; usan-
3
o : 4
do a mesma idéia do exemplo anterior, para chegar a — - éne-

‘o 7T . .
cessario percorrer quatro arcos de 3 Veja a figura:
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A
2n g
3 3
2r >
3x 0 i i
3
4n o1
3 3
Figura 5.55
Vemos entao que
4 b4 V3 4 7 1
sen—— =-—sen—_—=——— €C0S——=—COS— =——
3 3 2 3 3 2

(lembre-se que no terceiro quadrante seno e cosseno sao
negativos).

. T T
43) Determine senT e cosT.
L, 1w
O arco de medida e encontra-se no quarto quadrante; ana-

logamente aos exemplos anteriores e observando a figura, con-
cluimos que:

y, 2 ¥
3 4 Tz
4 4
X X
4 0 27
4
Sm T
4 6 4
4

Figura 5.56



Funcédo seno

1 T N2 17 T 2
Ssen——=—Seén—=——"—"¢€ COS— =CO0S =
4 4 2 4 4 2

(Lembre-se que no quarto quadrante o seno é negativo e o
cosseno € positivo).

Exercicio proposto

24) Determine seno e cosseno dos arcos de medida:

6 4
&7 5w
_ d -
Q) ) 2
S
6 3
|24
5 "6

Graficos da funcdo seno e da funcao cosseno

Como o dominio das fungdes seno e cosseno € o conjunto dos niime-
ros reais e a imagem € o intervalo [1,—1], os graficos destas fung¢oes
estao contidos na faixa horizontal Rx[1,-1]. Estude os graficos com
atengdo: eles darao informagdes sobre o comportamento das fun-
¢Oes seno e cosseno.

by

Figura 5.57
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Func¢ao cosseno

Figura 5.58

Consideracoes sobre as funcoes seno e cosseno

As fungOes seno e cosseno tém caracteristicas especiais; vamos estu-
da-las agora, utilizando todas as informagdes que ja temos sobre o
comportamento destas fung¢des. Estas informagoes serdo muito im-
portantes para as proximas disciplinas de Calculo.

1) Zeros das fung¢oes seno e cosseno

Os zeros das fungdes seno e cosseno sao os valores de x para
0s quais se tem senx=0 e cosx =0, respectivamente. Anali-
sando os gréficos, vemos que:

i) os zeros de senx sao
0, @, 2&, 3m,..., —m, —2m, —37m,...

ou seja, os valores de x dados por x =k, para todo k € Z.

ii) os zeros da funcdo cosx sao

7 3 St dwo & 3w _sw Ta
2727 27 277 27 27 27 207
Qk+1)n

ouseja, os valores de x dados por x =

7
,ou x=kn+5,
paratodo kEZ.
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2) Seno e cosseno sao funcoes periddicas

Uma fungdo f:R = R diz-se periddica quando existe um nime-
roreal 7#0 tal que f(x+7)=f(x), para todo x € R. Neste
caso também tem-se f (x+kT)= f(x), paratodo k €Z e para
todo x € R. O menor niimero positivo T talque f(x+T)= f(x),
para todo x €ER , é chamado de periodo da fungao f.

Ja sabemos que sen (x+27)=senx para todo x ER e também
sen(x+2km)=senx, VkEZ,V xER. Isto nos garante que
seno é uma fungao periédica e o menor niimero positivo 7'
para o qual se tem sen(x+7)=senx é T =2 . Assim, o perio-
do da funcdo seno é 2 . Isto significa que o gréafico da fungao
senx “se repete” a cada intervalo de comprimento 27, a partir
da origem. Analogamente, o periodo da funcdo cosseno tam-
bém é 2. Veja novamente as figuras 5.57 e 5.58.

Exercicio resolvido
. - 4
9) Encontre o periodo da fun¢do f(x)=sen (g x] .

Resolucao: Procuramos o menor numero 7 >0 tal que
f(x+T)= f(x), para todo x €R. Isto significa que

f(x+T)=sen(%(x+T))=sen(§x+§T)=sen§x=f(x).

Como o periodo da funcdo seno é 25, devemos ter

4 1
romer10T_5T
5 4 2

5
Logo, o periodo de f ¢ 7” Confira o resultado fazendo o grafico.

3) Cosseno é uma fungao par e seno é uma fungao impar

Uma funcdo f:R =R é par quando f (x)=f(=x),

VxER e uma fungio [f:R-=R é impar quando
f(x)=—f(-x), VxeR. Vamos analisar as funcdes seno e
Cosseno:
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5 OM=08
M o -
OM= OB
0S=0C
X
B >
0 /_x 0 |4
K SO C
Figura 5.59

p—

O tridngulo BOC é is6sceles, o que significa que os arcos 4B e
AC tém a mesma medida de x rad. Logo,

cosx=cos(—x), VxER e senx=-sen(—x), VxER.

Assim, cosseno é uma fungao par e seno é uma fungao impar.

4) Funcoes compostas envolvendo seno e cosseno

Dada uma funcdo real g, podemos pensar nas fungdes
compostas (sen o g )(x) = sen (g (x)), (coso g)(x) = cos (g (x)),

(gosen)(x)=g(senx) e (gocos)(x)=g(cosx). Vamos fa-
zer alguns exemplos para casos especiais da funcdo g.

Exemplos:

44) g:R->R, g(x)=x+m,

(sen o g)(x) =sen (g (x))= sen (x + .7'[)

Vamos fazer o grafico da funcéo sen(x+ ), comparando-o
com o grafico de senx:



by
14
7 7
-5 0 >
g
Figura 5.60
3 T Sn 3n In
o 3z 32 ®* ¥ 7 7 mn
sen (x + ) 0 -g -1 0 % 1 % 0 ‘

Analisando o grafico, vemos que:

1) Os graficos das fungdes senx e sen (x+x) ttm o mesmo
“formato”. A diferenca é que o gréfico de sen(x+) estd
“deslocado” 7 unidades a direita no plano cartesiano em
relacdo ao grafico de senx. Note que os graficos das duas
fungdes cortam o eixo X nos mesmos pontos.

2) O dominio e aimagem da fungao sen (x+7) sdo os mesmos
da funcao senx.

3) senx e sen(x+s) tém o mesmo periodo 27 (note que o
grafico de sen(x+) se repete a cada intervalo de compri-
mento 27, a partir de x=0).

Tarefa
Faga o grafico da fun¢ao composta
(cosog)(x)=cos(g(x))=cos(x+)

e compare-o com o gréfico de cosx. O que vocé conclui?
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45) h:R—=R, h(x)=2x, (cosoh)(x)=cos (h(x))=cos(2x)

COSX:

AY

Vamos comparar o grafico da funcdo cos(2x) com o gréfico de

. . 1
A R
Figura 5.61

%

s s 3n
0 4 2 4 T
cos (2x) 1 0 -1 0 1 ‘

Analisando os graficos, vemos que:

a) os graficos de cos(2x) e cosx tém o mesmo “formato” mas

o grafico de cos(2x) parece que “encolheu”! Por exemplo,

. 4
cos(2x) corta o eixo X em XZZ' enquanto cosx corta o

. T ~ ~ A
eixo X em x= > (as fungdes nao tém os mesmos zeros).

Isto significa que cosx e cos(2x) ndo tém o mesmo periodo;

o grafico de cos(2x) se repete a cada intervalo de compri-

mento 7, a partir da origem. De fato, para a fun¢do com-

posta (cosoh)(x) = cos (h (x)) =cos(2x), temos que:
(coso)(x+m)=cos (h (x+ n)) =CoS (2 (x+ n)) =
cos (2x +27) = cos (2x) = cos (1 (x)) = (coso h)(x).

b) o dominio e a imagem da func¢do cos(2x) sao os mesmos da

funcdo cosx.



Tarefa

1) Faca e estude os gréficos das fungdes compostas cos(3x),
cos(4x), cos (%) e cos (%) O que vocé conclui sobre os perio-

dos destas fungdes? E sobre os periodos das funcdes sen(3x),

sen (4x) , sen (E) e sen (i) ?
2 4
2) Para f(x)= 2x+%, faga o grafico e determine o periodo da
funcao composta (coso f)(x)=cos ( f (x)): cos(Z X +§)

Exemplo:

46) u(x)=14+x, (wosen)(x)= u(sen(x))= 1+senx

Vamos analisar e comparar os graficos de senx e 1+sen x:

1+senx

Figura 5.62

Observamos que:

a) os dois graficos tém o mesmo “formato”, mas o gréfico de
1+sen x estd deslocado uma unidade na vertical, para cima.
Conseqiientemente, a funcdo 1+senx nao corta o eixo X
nos mesmos pontos que a fungao sen x (as fungdes ndo tém
0S MEeSMOos Zeros).

b) o periodo das fungdes é 27 .

¢) o dominio de 1+senx é o mesmo da fungdo sen x, mas as
imagens sdo diferentes: Im(1+sen x)=[0,2].
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Tarefa
Seja v(x)=—2+x. Analise o grafico da fungdo composta
(vocos)(x)= v(cos (x))= —2+cosx.

Compare com o gréfico de cosx.

Exercicios propostos

25) Dé o periodo e os zeros das seguintes fungoes:

a) m(x)=3+cos(x—§)
b) s(x)=—4+sen(x+%)

26) Faga o gréfico das fungdes abaixo, no intervalo [—27,37].
a) f(x)=sen(-2x)
b) g(x)=sen (%)

9 mx)= cos(g)

27) Sabendo que cosx =0,1 e x estd no quarto quadrante, calcule
senx .

Inversas das funcoes seno e cosseno

Seno e cosseno ndo sao fungdes injetoras; por exemplo, temos
sen0=sent=0 e cosO=cos2m =1, valores distintos resultando
na mesma imagem. Mas, observando o gréfico destas fungoes, ve-
mos que, se as restringirmos a certos intervalos (dominio e contra-
dominio), elas serdo injetoras e sobrejetoras e, portanto, terdo uma
inversa. Vamos analisar a fun¢do seno. Observe atentamente seu
grafico:



Funcédo seno

Figura 5.63

. T N .
No intervalo [_3’5] a funcao seno € injetora, e 0 mesmo ocorre

3 3
nos intervalos [%,Tﬂ] , [_Tﬂ’_g]’ e em uma infinidade de ou-

tros. Observe também que nestes intervalos a imagem da fungao é
[-11], ou seja, ela também é sobrejetora. Fixando o intervalo

T , 3
[—5,5} , consideremos a funcao
T
F:|l——,—|=|—-11
EERgt
F(x)=senx

F é uma funcdo bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel! Defini-
mos a inversa da funcao F como

g:[—l,l]e[—E 1}

272
g (x)=arcsen x (1é-se “arco seno de x”).

A funcio g associa a cada nimero real x do intervalo [—1,1], 0 arco
cujo seno é x . Por exemplo:

g(l)=£; g(0)=0; g(—l)=—£; g(£)=%

2) 6 2

O gréfico da fun¢ao g é dado por
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7_Z y
2
0 0
u
371 12 | n/6=0,52

\3/2 n/3 = 1,04

s
6
4=0,78
_ﬁ 1 \/5/2 n/
172 2 A2 | -nf6
. 0 1 31 X 32 /3
2
........... ol
6
_T
3
_T
2

Figura 5.64

Note que os graficos de F e g sdo simétricos em rela¢do a bissetriz
do primeiro quadrante:

Yy
x| 2} rc sen x
2
[ ST S S » SEN X
_~7_T -1 i J_t X
2: 2
........................................... 1-1
.............................. _
2

bissetriz do 1° quadrante

Figura 5.65
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Analisando agora a fungao cosseno,

y
Funcéo cosseno
1
Asn o _3mN\_ -7 ‘x O E m 3w og SmN_ 3w
2 2 2 2 2 2
-1
v

Figura 5.66

Vemos que ocorre a mesma situagdo que ocorria com o sena: em
certos intervalos a fungao é injetora. Fixamos o intervalo [0,7] para

definir a funcao
H :[0,7] > [-11]

H(x)= cosXx

H é uma funcao bijetora (prove isso!) e, portanto, inversivel. A in-
versa da funcao H é a funcao:

h:[-1,1]-=]0,7]
h(x) = arccos x (1é-se “arco cosseno de x”).

A fungao 4 associa a cada namero real x do intervalo [-1,1] o arco
cujo cosseno é x . O gréafico da funcado s é dado por:

y
x arccos x I

-1 -1
-1/2 2n/3
0 /2
1/2 n/3
1 0

Figura 5.67
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Também neste caso os graficos de H e h sao simétricos em relagao
a bissetriz do primeiro quadrante:

Yy

arc Cos x

bissetriz do 1°
quadrante

Figura 5.68

Exercicios resolvidos
2
10) Calcule sen (arccos %) .

« : . V2
Resolugdo. Queremos calcular o seno do arco cujo cosseno ¢ ——.
. , N2
Se y € o0 arco cujo cosseno € DX isto €, cosy == qual o va-

lor de seny? Lembramos que nosso intervalo de trabalho para os
valores do arco y ¢ o intervalo [0,7], a imagem da funcéo arco
cosseno. Assim, existe um unico valor de y no intervalo [0, 7],

2 , T .
tal que cos y =7. Este valor, como sabemos, é Z Assim,

2 T 2
sen|arccos— [=seny =sen—=—.
2 4 2

11) Determine sen (arccosx), para x qualquer em [-1,1].
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Resolucao. Seja y o arco cujo cosseno € x, isto €, cosy =x.

Queremos determinar sen y. Pela relacdo fundamental, temos que
sen’y +cos” y =1; substituindo cos y = x na igualdade, temos:

sen’y+x’ =1
sen’y =1—x"

sen y = *4/1— x>

Para escolher o sinal correto, ou seja, para saber se sen y € positivo
ou negativo, devemos observar que y pertence a imagem da funcéo
arco cosseno, isto €, y pertence ao intervalo [O,n]. Neste intervalo
0 seno € positivo, e temos sen y =+/1—x” .

3
12) Determine arcsen (sen Tﬂ) .

. 3n ) .
Resolucdo. Como sen——=—1, o problema consiste em determinar

. . T _

arcsen(—l). O unico arco pertencente ao intervalo | ——,— | cujo

. . — R4 4
seno ¢ —1 ¢ —. Logo, arcsen|sen— [=—— .

2 2 2

Vocé poderia pensar que, como seno e arco seno sdo funcoes inver-
sas, entdo arcsen(sen x) = x, para qualquer valor x. Mas ndo pode-
mos esquecer a definicdo! E preciso estar atento para o dominio e
contradominio das duas funcoes.

Exercicio proposto

28) Calcule:
1 2
a) sen(arcseng) b) cos|arccos—
3
¢) sen (arccos 0) d) cos arcsenT

3n 3n
e) arcsen senT f) arccos COS7
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5.4.2 A funcao tangente

Seja x um numero real cujo cosseno é diferente de zero, determi-
nando no ciclo trigonométrico o ponto D (lembre-se: o ponto D é
a extremidade do arco de medida x rad). Definimos a fungao tan-
gente de x (a notacdo é tgx) como sendo a ordenada do ponto B,
que é o ponto de interseccdo do prolongamento do raio OD com
uma reta paralela ao eixo Y passando pelo ponto 4 (tangente a cir-
cunferéncia), chamada “eixo das tangentes”. Este eixo € uma “cépia”
do eixo Y, com valores negativos abaixo de A4 e positivos acima de
A . Veja a figura:

y
1B
0 c 4 x
eixo das
tangentes
Figura 5.69

Observacao 17. Note que se o cosseno de x for zero, entdo x serd
. 7T ~
um arco de medida kw + -7 para algum k € Z . Neste caso ndo ha-

verd interseccao do prolongamento do raio OD com o eixo das tan-
gentes, uma vez que serdo paralelos. Por isso excluimos estes arcos
da definicdo de tangente.
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Relacao entre seno, cosseno e tangente

Na figura 5.69 considere os tridngulos COD e AOB, que sao
semelhantes. Entdo seus lados sdo proporcionais e teremos

CD AB . senx tgx )
eja =——, para valores de x tais que cosx #0.
oCc 04 COS X

Lembrando que cosx=0 quando x=kx +§, V k€Z, podemos
definir a func¢do tangente como:

tg:R—{kn+%/k€Z}—>R

sen x
tgx =

COS X

Sinal algébrico da tangente

O sinal da tangente depende dos sinais do seno e do cosseno. No
primeiro e terceiro quadrantes seno e cosseno tém o mesmo sinal,
o que significa que a tangente ¢ um ndmero positivo. No segundo
e no quarto quadrantes seno e cosseno tém sinais contrdrios, o que
significa que a tangente é um ndmero negativo. Também podemos
analisar geometricamente, como mostra a figura (notagao anéloga a
da figura 5.69):

Figura 5.70
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Valores notaveis da tangente
Para x=0, temos sen 0=0 e cos 0=1. Logo, tg0=0.
Para x= % , nao existe um valor para a tangente, mas observe que
. L. T .
quando x assume valores cada vez mais préximos de X porém
7 L
menores do que > os valores de tg x aumentam, tornando-se infi-

nitamente grandes. Veja a figura:

oy

SIS

.

Figura 5.71

. 7
No entanto, quando x assume valores maiores do que 5 €apro-

ximando-se cada vez mais deste valor, tgx é um nimero negativo
assumindo, em moédulo, valores infinitamente grandes.
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Para x=m, senw=0 e cosm=—1.Logo, tgmr=0.

37 ..
Para x = B ndo existe tg x . Estude o que acontece com a tg x quan-

. 3n
do os valores de x se aproximam de -

AP
T My _ 2
Para x=—, tg—= =< =]
cos = Q
4 2
sen—— !
7T 9 1 3
Para x=—, tg—= =4 = ="
6 cos” ﬁ NERIE
2
T 3
sen— ——
Para x=—, tg—= i=%=\/§.
cos—
32
Resumindo:
0 z 4 z i
6 4 3

Exercicio resolvido

13) Determine o valor de thZTn.

Resolucao.

22n 187 4w 4m 22n 4

—=——+—=6m+—. logo, tg——=tg—.

3 3 3 3 3 3

4 4 3 4 T 1

Como sen—=—sen—=——— € COS— =—COS—=——,
3 3 2 3 3 2

3

227 dr o

teremos th=th=—%=\/§_
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Observacao 18. Como sabemos reduzir seno e cosseno ao primeiro
quadrante, também podemos fazé-lo para a tangente, ja que ela de-
pende destas duas func¢des. Note que basta conhecer uma das fun-
¢Oes, seno ou cosseno, para conhecermos a tangente, pois seno e cos-
seno estdo relacionados pela Relagao Fundamental sen’x+cos® x =1.
Por exemplo, se sabemos que x estd no primeiro quadrante e
sen x =0,2, podemos calcular a tgx fazendo:

(0,2)" +cos’x=1

0,04 +cos’x=1

cos’ x=1-0,04
96
cos’x=0,96=—
100
96 26
COSX = ,[— ="
100 5

(como x estd no 1° quadrante, tomamos a raiz positiva).

2
0,2 10 _ 1

Logo, tg x = = = .
80, 18 2J6 276 246

5 5

Grafico da funcdo tangente

Lembrando as considera¢des que fizemos para os valores notaveis
da tangente, vamos construir seu gréfico:

)

¥4 2n _3_In i
2 2

2

Figura 5.72



Estudando o grafico, podemos observar que:

1) A tangente é uma funcao periddica e seu periodo é 7 . De fato,

sen(x+at) __ SeNn X.COST+COSX.SeNnzT  —senx

tg(x+m)= =tgx.

cos(x+m) cosx.cosm—senx.senw —cosx
s . T .
Note que o gréfico no intervalo 55 se repete a cada inter-

valo de comprimento 7, do tipo (kat —%, km +%) com kEZ.

2) Os zeros da fungao tangente sdo os zeros da fungao seno, isto
é, tgx=0quando x=kx, pratodo kEZ.

3) A imagem da funcdo tangente é o conjunto dos niimeros reais.

4) A funcao nao estad definida para os valores x =kx +£, para
todo k €Z, ou seja, estes pontos ndo tém imagem pela fungao
tangente. Observe o que acontece na vizinhanga destes pontos,
lembrando das consideragdes que fizemos para os valores no-
taveis da tangente.

5) Nos intervalos

(—Sar —3n) (—3ar —n) (—Jt ar) (n 37t) B
. , —, , ,..a funcao tan-

22 V22 U222 2
gente é injetora. Isto nos sugere que ela é inversivel em cada
um destes intervalos.

Inversa da funcao tangente

.. - ) T T
Restringindo a fungao tangente ao intervalo (_E , E) , obtemos uma
funcao bijetora

G (—5,5) R
2°2
G(x)=tgx

255
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g (x)=arctg x (como para seno e cosseno, 1é-se “arco tangente de x”).

A fungao inversa g associa a cada ntiimero real x o arco cuja tan-
7 7
gente é x . Por exemplo, g (1)=arctg 1= e g(=1)=arctg(—-1)= Y

g(0)=arctg 0=0.

Os gréficos da fungdo tangente e de sua inversa sao simétricos em
relacdo a bissetriz do primeiro quadrante:

arc tg x

Etgx

Figura 5.73

Exercicio resolvido
14) Calcule sen (arctg (—\/g ).

Resolucdo. Seja x o arco cuja tangente ¢ —J3, isto &,
tgx = —/3 . Queremos calcular sen x . Sabemos dos valores notaveis
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4 .
que tg; = \/5; mas qual arco cuja tangente resulta no oposto deste

numero? Vamos observar no ciclo trigonométrico:

Figura 5.74

: 2w T
Vemos que, para os arcos de medida TeT tem-se

2 —_
thﬂ= thn= —/3 . Mas a funcao arctg tem como imagem o in-

T T . , : .
tervalo (_E’E) Isto €, tem como imagem arcos no primeiro ou

2T
quarto quadrantes. O arco de medida 3 esta no sequndo quadran-

-7 -7 NE)
te. Logo, escolhemos x =T e senT= 5

Exercicios propostos

7 7 7
29) Conhecendo o seno e o cosseno de 6 rad, 2 rad e 3 rad, cal-
cule senxecosx para:

a) x=1230° b) x=-960°
Q) x=_143nrad d) x=477nrad
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30) Determine o sinal algébrico dos niimeros reais:

a) sen/S b) cos7,68
c) senl3 d) cos~/2

31) Faca o grafico das fungdes abaixo, no intervalo [—27,37].
x
D W=t b g)=ted

o h(x)=1+cos3x d) m(x)=—2+sen§

32) Dé o periodo das fungdes:

a) gl(x)=COS3_x b) gz(x)zsen(x_FZ)

4 2
<) g3(x)=5005% d) g4(x)=8—sen§
o & (x)=1+tg§ f) g, (x)=tg(2x)

33) Mostre as identidades:

a) cos(mw+1)=—cost
b) sen(t+§) =cost

) sen 3t =3sen t—4sen’t

t
d) I+4cost=2cos’ (E)

34) Calcule:

2) t—13n

873
2

b)tﬂ
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35) Sabendo que cosx=0,8 e que x estd no quarto quadrante,
calcule senx e tgx.

1
36) Sabendo que senx = g €% esta no terceiro quadrante, cal-
cule cosx e tgx.

37) Determine o dominio da funcio f(¢)=tg(5¢+1).

38) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento das
funcdes seno e cosseno no intervalo [—2m,27]. Generalize
para o conjunto R.

Resumo

Neste capitulo estudamos as fungdes elementares:

* Fungdes polinomiais — func¢do afim, fungdo quadratica e fun-
¢Oes polinomiais de modo geral.

* Fungdes racionais (quociente de fungdes polinomiais).
¢ Fungdes envolvendo modulo.

* Fungoes trigonométricas - seno, cosseno e tangente.

As fungOes trigonométricas cotangente, secante e cossecante depen-
dem das fung¢des seno e cosseno e serdao apresentadas em material
complementar. As fungdes logaritmo e exponencial também serao
apresentadas em material complementar.

Para construgao de graficos, sugerimos que vocé use seus conheci-
mentos da disciplina Estudo de Softwares Educacionais: o software
Winplot, por exemplo. Lembre-se que para utilizar confortavelmente
um software de construcao de graficos, vocé precisa conhecer a te-
oria das fungoes.
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de aula.
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