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Prejécio

Em qualquer area de atuacao que vocé se encontre, ela
sempre estara presente: a matematica.

Seus conceitos sdo tdo basicos, que até mesmo a musica
pode ser convertida em expressdes matematicas. E uma ciéncia
tdo universal, que todas as mensagens das sondas espaciais
lancadas até hoje sao enviadas em linguagem matematica.

Em vista disso, o aprendizado da matematica é imprescin-
divel. Dessa maneira, levamos até vocé o Minimanual Com-
pacto de Matemadtica — Teoria e Pratica, ilustrado com inGme-
ros exemplos para tornar a aquisicao desse conhecimento
muito mais facil e agradavel.

Este manual traz o contetido do Ensino Médio, explicado
de maneira contextualizada e interdisciplinar, em uma lingua-
gem que procuramos tornar acessivel, desde o estudo das fun-
cOes, até a geometria e a trigonometria. Além disso, o
Minimanual Compacto de Matemadtica — Teoria e Pratica traz
um capitulo especialmente dedicado a Matematica Financeira
em que o leitor podera tirar suas principais dividas sobre as
transacoes comerciais e financeiras do mercado, e até mesmo
compreender um pouco melhor nossa politica econdmica.

Ha também no final deste livro um Encarte Colorido, espe-
cialmente desenvolvido para fornecer ao leitor algumas idéias
do emprego da matematica em areas cotidianas, desde a for-
macdo dos cristais, passando pela escala Richter e como a in-
tensidade de terremotos pode ser mensurada usando uma fer-
ramenta matematica, entre outras questdes que indicardao o
caminho para que vocé desenvolva seu senso critico e esten-
da sua compreensdo a respeito do mundo que o cerca.

E assim, caro leitor, esperamos que esta obra ndo so6 lhe
seja Gtil no aprendizado da matematica, como também o faca
gostar mais desta incrivel ciéncia.
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Caopltulo @

FuncAo po 1° Grau

Por volta de 2000 a.C., egipcios e babilonios ja possuiam
métodos para a resolucao de equacdes do 1° grau. Entre os
egipcios, destacou-se Diofanto de Alexandria, cuja principal
obra, Arithmetica, procurava a generalizacao dos métodos a
partir de problemas numéricos. Contudo, foi Fibonacci, in-
fluenciado pelas técnicas desenvolvidas pelos arabes, quem
documentou solucdes gerais para a resolucao de equacoes do
12 grau, em sua obra Liber Abacci.

1. Funcao do 12 grau

As funcoes do 12 grau estdao presentes em diversas situa-
coes do dia-a-dia. Vejamos este exemplo.

Uma loja de eletrodomésticos contrata vendedores com as
seguintes condicdes salariais: um fixo de R$ 100,00 mais 5%
sobre as vendas efetuadas.

Vamos procurar uma férmula que forneca o salario no final
de cada més. Lembremos que: 5% = 0,05. Chamemos o total
do salario de y. Se o vendedor fizer uma venda de R$ 500,00,
recebera:

y = 100 + 0,05 - 500 = R$ 125,00

11
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Facamos uma tabela para visualizar melhor a situacao.

y = 100 + 0,05x

Salario fixo Venda % Total
(em reais) (em reais) (em reais)
100 500 5 125
100 1.000 5 150
100 2.000 5 200

De modo geral, se ele vender x, teremos que:

YA

A féormula y = 100 + 0,05x
expressa uma funcdo do 1° grau.
A representacao grafica de uma 100

funcdo deste tipo sempre sera
uma reta:

=¥

g
Definicao:
Chama-se fungao do 1° grau a fungao f: R — R definida
pory = ax + b, com a e b nimeros reais e a # 0.
a é o coeficiente angular da reta e determina sua inclina-
cdo, b é o coeficiente linear da reta e determina a inter-
seccao da reta com o eixo .

A funcdo do 1° grau pode ser classificada de acordo com
seus graficos. Considere sempre a forma genéricay = ax + b.

1.1 Funcdo constante: se a = 0, entao vA

y = b, b € R. Desta maneira,

y = 4 é funcao constante, pois, 4

para qualquer valor de x, o va-

lor de y ou f(x) sera sempre 4. 0 >
12
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1.2 Funcdo identidade: se a = 1 e vy A

b = 0, entdao y = x. Nesta fun- 1° quadrante
cdo, X e y ttm sempre 0s mesmos
valores. Graficamente temos: -7 VX
0~ -
Aretay = x ou f(x) = x é deno- 1 X
minada bissetriz dos quadran-  3° quadrante
tes impares.
vA Mas,sea= —1eb = 0, temos
2° quadrante entdo y = —x. A reta determinada

por esta funcdo é a bissetriz dos
A quadrantes pares, conforme mos-
' ®  tra o gréfico ao lado.

y=—X

4o quadrante X € Y €M valores iguais em moédu-

lo, porém com sinais contrarios.

1.3 Funcdo linear: é a funcdo do 1° grau quandob =0, a # 0 e
a#1,aeb & R. Exemplos:

f(x) = 5x;y = %x; f(x) = —2x;y = 10x

1.4 Funcdo afim: é a funcdo do 1°grau quandoa # 0, b # 0,aeb
€ R. Exemplos:

fx) =3x+ 1,y =4x — 2;f(x) = —=x + 5

EXERCICIO-RESOLVIDO

Obtenha o valor de m € R para que a funcao seja do 1° grau,
em cada caso:

a)fx)=(m+ TH)x + 3

13
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Resolucao: Pela definicao, f(x) = ax + b é funcao do 1° grau
se a e bsaoreaise a # 0. No exercicio, o coeficiente de x
é m + 1, que deve, entdo, ser diferente de zero:

m-+1T#0= m#* —1
b) f(x) = (m* — 4)x + 5

Resolucao: O coeficiente de x é m* — 4, entdo:
‘=4 #0=>m’#F 4= m# 2

EKERCICIO PROPOSTO

1. Determine, em cada caso, o valor de kK € R para que a funcao
seja do 1° grau:

a) f(x) = Bk + 6)x + 1 d) y = (K — 9x* + 2x — 1
b) f(x) = 2k — 8)x + 7 e) f(x) = —kx + 2
Q) y = (K- 25)x — 2 f y=(%k—4)

2. Graéfico da funcdo do 12 grau

A representacdo geométrica da funcao do 1° grau é uma
reta, portanto, para determinar o grafico, é necessario obter
dois pontos. Em particular, procuraremos os pontos em que a
reta corta os eixos x e y.

De modo geral, dada a funcao f(x) = ax + b, para determi-
narmos a interseccdo da reta com os eixos, procedemos do se-
guinte modo:

b
1°2) lgualamos y a zero, entdo ax + b = X = ——,no
eixo x encontramos o ponto (— )
2°) lgualamos x a zero, entdo f(x) = a -0 + b = f(x) = b, no
eixo y encontramos o ponto (0, b).

14
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Além disso, temos que:
e f(x) é crescente se a € um nimero positivo (a > 0);
e f(x) é decrescente se a é um nimero negativo (a < 0).

EXERCICIO -RESOLVIDO

Esboce o grafico das funcdes e determine se sdo crescentes ou
decrescentes:

a) f(x) = 2x + 1 b) f(x) = —2x + 4
Resolucao:
a) Para determinar o ponto sobre o eixo x fazemos o se-
guinte:
O=2x+1=2x=—-1=x= 1

2
De modo semelhante, para determinarmos o ponto so-

bre o eixo y:
y=2-0+1=y=1 YA
Agora, com esses dois pon-

tos, poderemos tracar o gra-
fico ao lado:

Como podemos observar pe-
lo grafico e sendoa = 2 > 0,
a funcao é crescente.

-
X

b) Usando o mesmo método para f(x) = —2x + 4, temos:
paray =0= —2x+4=0= —2x = —4=x=2
parax=0=y=-2-0+4 v A

y =4 A

O grafico fica:
Com base no grafico e por-

quea = —2 <0, afuncao é 0 2
decrescente.

L
X

15
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Agora, vejamos como obter a expressdao da funcao com
base em seu grafico. Observe o exemplo que se segue:

YA
/ Observe que a reta contém os
pontos (1, 0) e (0, —2). Isto signifi-

-
/ (1,0) X ca que, se x = 0, entao f(x) = —2;
-2, se x = 1, entao f(x) = 0.

Substituimos estes dados na expressao geral, temos:

f(x) =ax + b f(1y=a-1+b
fO)=a-0+b 0O=a+hb @
—2=0+b

b=-2 @

De @ temos que b = — 2. Substituimos em @

at+tbh=0=a—-2=0= a=2
Portanto, f(x) = 2x — 2

Agora, observe como obter a funcao f(x) = ax + b por

meio de um grafico que ndao mostra seus pontos de intersec-
¢CA0 COM 0S eIXos X e y:

YA
Observe que: \
sexzi,entéoyZZOUf(i)=2 213
2 2 ! 3
T\ >
sex =3, entdioy = —1ouf(3) = —1. —1-_2__\ X

Substituimos estes dados em f(x) = ax + b:

f(l)zai+b:>2=i+b
2 2

2
4 _a+2b = a+ 2b=4
2 2
f3)=a3+b=-1=3a+b= 3a+b=—1

16
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Temos de resolver o sistema obtido com as equacdes:

Ja+2b=4
| 3a + b= —1 (multiplicar por —2)

Jat+t2b=4@
| —6a — 2b = 2 (somar as equacodes)
—5a=6=a-= —% substituir em @
5 5
6 13 —6x + 13
f(x) = ——x + —— ou f(x) =
(x) z = (X) =
EXERCICIOS PROPOSTOS
2. Esboce o grafico de cada uma das funcoes:
a)y =3x + 1
b))y =—x+7
c) f(x) = —5x
3. Na funcaoy = ax + b, sabe-se que f(1) = 0 e f(3) = 4. Determine
a funcao.
4. Para cada um dos graficos, determine a respectiva funcao:
a) b)
yA YA
3

“¥

N

-
X

17
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5. Para o grafico a seguir, defina vA
afuncaoy = ax + b, em cada

um dos intervalos pedidos: )
a) para x < —2 o
1 ! -
X

b) para =2 < x < 2 —4 =2 2 4

C) para x > 2

3. Raiz ou zero da funcdo do 12 grau

A raiz ou zero da funcao do 1° grau é o valor de x para o
qual y = f(x) = 0. Graficamente, é o ponto em que a reta “cor-
ta” o eixo x. Portanto, para determinar a raiz da funcao, basta
a igualarmos a zero:

f(X)Zax+b:>ax+b=O:>ax=—b:>H

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.Determine a raiz da funcaof : R —» R, tal que f(x) = 3x +1.
Resolucao: Igualamos f(x) a zero, portanto:
3x+1=0=x= —%

Quando determinamos a(s) raiz(es) de uma funcao, o(s)

valor(es) encontrado(s) deve(m) ser expresso(s) sob a forma

de conjunto, denominado conjunto-verdade (V) ou con-
1

junto-solugao (S), da seguinte maneira: S = {—?}

2.Determine m € R para que —5 seja a raiz da funcao
f: R —> R, dada por f(x) = —x + 3m.

Resolucao: Se —5 é raiz, entdo para x = —5 temos que
f(x) = 0; substituimos estes dados na funcao:
fx) =—x+3mMm=>0=—(-5+3mMm=0=5+3m=
=3m=—-5=m= —%

18
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3.

Determine o valor de k € R para que a funcao
f(x) = (4k + 12) x + 1 seja crescente.

Resolucao: A funcao f(x) = ax + b é crescente se a for posi-

tivo (a > 0).
Por comparacdo, na funcdo dada a = 4k + 12, temos entao:
4k +12>0=4k>—-12=> k> =3

EKERCICIOS PROPOSTOS

6.

10.

11.

Determine em R a raiz de cada uma das funcoes:

a) f(lx) = —x+7 d y=—4x — 12

b) f(x) = 3x + 9 e)y=%x+5
fx) = = —7

c) f(x) 5

. Determine k € R para que —3 seja raiz da funcdoy = 12x + k€ R.
. Sabendo que 10 é raizda fungaoy = —(3p — 1) x — 7, determine p € RR.

. Determine m € R para que as funcdes sejam crescentes:

a) y=(m+ 3)x b) y=02m+ 5)x — 1

Determine p € R para que as funcdes sejam decrescentes:
a) f(x) = (3p — 81)x + 9 myzu%+nx—4

A partir do grafico, determine a raiz da funcao:

YA

N

5\
3
\ X

Leia sobre Temperatura X Altitude no Encarte Colorido.
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4. Estudo de sinal da funcdo do 12 grau

Estudar o sinal de uma funcdo do 1° grau é determinar os
valores de x para que y seja positivo, negativo ou zero.

Regra pratica para o estudo de sinal da funcao
f(x) =ax + b

1°) Determinamos a raiz da funcao, igualando-a a zero:

(raiz: x = —L)
a

2°) Verificamos se a funcdo é crescente (a > 0) ou decres-
cente (a < 0); temos entdo duas possibilidades:

a a
a) a funcao é crescente b) afuncao é decrescente
se X = —%,entéoy=0. se X = —%,entéoy=
se x < —%,entéoy<0. se X < —%,entéoy>0
se x > —%,entéoy>0. sex>—%,entéoy<0
EXERCICIO RESOLVIDO
Estude o sinal das funcoes:
a)y =3x + 1

Resolucao: A raiz da funcdo:3x + 1 =0=>x = —

lUJ|-A

Como o coeficiente de x é positivo (a 5 3), a funcao é cres-
cente. Facamos o esboco:

20
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,entaoy = 0

se X =
/
>

|
\
w|=

sex < ——,entaoy <0
sex > ———,entaoy >0
b) f(x) = —% + 1
Resolucao: A raiz da funcao: —% +1=0= —% =-1=
= —X=—2=>x=2
Como o coeficiente de x é negativo (a = —%), a funcao é

decrescente; temos entao:
\ sex =2,entdioy = 0
L > sex<2,entaoy >0
2\
sex>2,entaoy <0

EHERCICIO PROPOSTO

12. Para cada caso, faca o estudo de sinal da funcao:
a) f(x) = —x+7 c)y=-—-2x—3 e) f(x) =4x + 6
X —X + 1

b)f(x)=?+4 dy= - fy y=—-3x —1

5. Inequacao do 12 grau

A inequacdo se caracteriza pela presenca de um dos se-
guintes sinais de desigualdade: >, <, = ou <.

EXERCICIO RESOLVIDO

Resolva em R a inequacao 2x — 1 > 3.
Resolucao:

Resolver esta inequacdo é determinar o conjunto de niimeros

que quando substituidos em x fornece niimeros maiores que

3. Temos entdo de isolar x no 12 membro da inequacao:
2X—1>3=22x>3+1=22x>4=x>2

S={xER|x>2}
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EKERCICI9 PROPOSTO

13. Resolva em R as inequacoes:

a) 2x + 5 <9 d)3x+1>2(x—-5)+9
b)%—1>4 e)%—7<x—0—10
) 2x+1)—4<x-—1 f)4x_1>%+%

6. Inequacées produto e quociente

Para resolver uma inequecdo-produto ou uma inequacao-
quociente, devemos estudar os sinais das funcdes separadamen-
te, transportar os resultados para um quadro e efetuar o produto
dos sinais. Assim, obtemos os valores de x que satisfazem a de-
sigualdade estudada, Vejamos alguns exemplos a seguir:

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolva a inequacao-produto (x + 1) (2x — 3) > 0.

Resolucao:
Chamemos as funcoes de f(x) e h(x), entdo:
f(x) = x+1 h(x) = 2x — 3

Queremos determinar o conjunto de valores de x tal que o
produto f(x) - h(x) seja positivo.

Facamos o estudo do sinal das funcdes separadamente:
fix) =x+1=raizdef(x):x+1=0=>x=—1

O coeficiente de x é positivo (a = 1), entdo f(x) é crescente.

Observe que:

se x € menor que —1, y
» - € negativo;
/ > se xé maiorque —1,y
€ positivo.
h(x) =2x — 3

raizdeh(x):Zx—B=O:>2x=3:>x=%

22
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O coeficiente de x é positivo (a = 2), entdo h(x) é crescente.
Observe que:

se X € menor que %,
= y € negativo;

. , . 3
/ se x € maior que >

y & positivo.

Agora que sabemos os sinais de cada funcao separada-
mente, vamos transporta-los para um quadro de sinais. O
quadro tera trés linhas: a primeira para f(x), a segunda para
h(x) e a terceira para a solucao f(x) - h(x). As raizes devem
ser colocadas em ordem crescente e indicadas por uma
bolinha branca, porque elas apenas delimitam os interva-
los do conjunto-solucdo, ja que na inequacao original ndo
consta o sinal de igualdade.

3
~t | 2 -
—~ +
- -
~t — — -
S GGG
+ — +
L 3
2
_ 3
S = xEHQ|x<—1oux>7
: . : 2x + 3
2. Resolva a inequacao-quociente —— < 0.

_ —-X + 9
Resolucao:

Procedemos, como nos exemplos anteriores, fazendo o es-
tudo de sinal das fungcdes separadamente, porém devemos
observar que o denominador ndo pode se anular, entao:

—X+9#0=—X#* —"9=x%*9
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24

O ntmero 9 nao fara parte do conjunto-solucdo, portanto
devemos nos lembrar de simbolizar 0 9 com uma bolinha
branca e ndo utilizar o sinal de igualdade no intervalo cuja
extremidade seja 0 9.

Considere as funcoes:
flx) =2x+3eh(x)=—x+9

Sinais de f(x) = 2x + 3:

raiz de f(x): x = —%

a = 2 = funcao crescente

Sinais de f(x):
+
g -
Sinais de h(x):
h(x) = =x + 9 \
+
- -

raiz de h(x): x =9

9\
a = —1 = funcao decrescente

No quadro de _3 .
sinais, temos: - 2 -
- + +  f(x)
-~} -
+ + - hx)
-~} -
(=) | B =+ g

—_— + —_—
_3 9
2

Procuramos os valores de x tal que o quociente seja menor
ou igual a zero, entdo o conjunto-solucao é composto pe-
los intervalos onde o sinal é negativo. Lembre-se de que o
nimero 9 ndo pode ser incluido na solucao.

S={x€ﬂ2|x<—%oux>9}
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EKERCICIOS PROPOSTOS

14. Resolver em R cada uma das inequacoes:
c) (%+1)(—x ~2)=0
d) 8x —4)(—=3x+6)<0

a) (—x +7)2x +4)>0
b) 3x — 1)(x +5) <0

15. Resolva em R as seguintes inequacoes:

2x —7 —Xx+5

X —1

a) =0 ¢

_—
2x—4

b)

ENERCICIOS COMPLENENTARES

16.

17.

(Acafe-SC) Sejay = ax + b.

Assinale a alternativa correta:

a) o grafico da funcdo passa
sempre pela origem.

b) o grafico da funcao nun-
ca passa pela origem.

c) o grafico da funcdo corta
sempre o eixo das orde-
nadas.

b

d) o zero da funcao é

- a
e) a funcao é crescente para
a<o.

(PUC-SP) No conjunto dos nu-

meros reais, a equacao ax = b,

na incognita x:

a) nao pode ter infinitas so-
lucoes.

b) sempre tem solucao.

c) s6 tem solucao se a # 0.

d) tem infinitas solucdes se
b # 0.

e) tem solucao
a # 0.

Unica se

18.

19.

3x+ 4 X
=0 D37 =0
(UFG-GO) O produto da

soma pela diferenca de dois
ndimeros inteiros é 12. De-
termine esses nimeros.

(UFSC) Seja f(x) = ax + b
uma funcdo linear. Sabe-se
que f(=1) =4 ef(2) = 7. Dé
o valor de f(8).

20. (UFMG) Observe a figura:

YA

o
T
I
N
.
I I
1T

Essa figura contém o grafico
da funcdo y = f(x) definida
emA={xER:—7=<x=<8}.
Todas as afirmativas sobre a
figura estao corretas, EXCETO:
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21.

22.

26

a) A soma de todas as raizes
distintas de f(x) é negativa.

b) f(—5) < {(6)

c) f(—4) + f(2) > 1

d) A soma de todos os valo-
res distintos de x, x € A,
tais que f(x) = 3 é um nu-
mero positivo.

e) f(3) — f(—=2) < 0.

(UFRN) O grafico da funcao f

é o segmento de reta que une

0s pontos (22, 2) e (2, 0).

O valor de f(%) é:

7
e) —
8

(UFMG) Observe a figura:

YA
N

0:2\ X

O grafico da funcao

f(x) = ax + b esta represen-
tado nessa figura. O valor de
a+bé:

_ 9
a) —2 d) 5
b) 2 e) 6
C) e

2
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23.

24.

25.

26.

(UFPB) A reta que passa pe-
los pontos (0, 3) e (5, 0) tam-
bém passa pelo ponto:

a) (5, 3) d) (0, 0)
b) (3, 5) e) (—13,5)
c) (10, =3)

(UFPI) A funcado de variavel
real, definida por:

f(x) = (3 — 2a)x + 2, é cres-
cente quando:

3

a)a>0 c)a——2
3 3
b)a<—2 ol)a>—2

(UFSC) A soma dos quadra-
dos dos extremos do inter-
valo que satisfaz, simulta-
neamente, as inequacoes

X+3=2e2x—1=<17é:

(UFMG) O conjunto-solucao

da desigualdade < 2é:

d){foR|x<50u

x>

e) {foR|x<50u

el

X =
2



FuncAo po 22 Grau

Se gosta de esportes, provavelmente vocé deve se lembrar
do saque “Jornada nas Estrelas”. Neste saque, o jogador da um
impulso inicial a bola de baixo para cima, fazendo com que
esta atinja cerca de 15 m de altura, caindo diretamente no
campo adversario. A trajetéria percorrida pela bola é uma cur-
va denominada parabola. Algebricamente, essa curva repre-
senta uma funcao do 2° grau.

Em cerca de 2000 a.C., matematicos babildnios ja resol-
viam algumas equacdes do 2° grau. Nessa época, utilizavam
regras ou figuras nas resolucodes, ja que nao faziam uso de le-
tras simbolizando nimeros e, conseqiientemente, ndo tinham
formulas.

Foi o matematico hindu Bhaskara que encontrou a resolu-
cdo da equacao do 2° grau sem recorrer a figuras; mas somen-
te no século XVI, quando o matematico francés Francois Viéte
comecou a usar letras simbolizando coeficientes e incognitas,
a formula de Bhaskara adquiriu o formato que conhecemos
hoje.

27
Capitulo 2



~

Definicao:
Chama-se funcao do 2° grau ou funcao quadratica, de
dominio R e contradominio R, a funcao
f(x) = ax* + bx + ,
onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0.

P .. 2
a é o coeficiente de x
b é o coeficiente de x

c é o termo independente

Chama-se fungao completa aquela em que
a, b e c ndo sao nulos, e fungcao incompleta
aquela em que b ou c sdo nulos.

Observe os exemplos:

1) fx) = x> + 2x — 1

é funcao quadratica completaondea=1,b=2ec= —1.
2) y= 2x* — 8

é funcao quadratica incompletaondea=2,b=0ec = —8.
EXERCICIO RESOLVIDO

Em cada caso, determine m € R para que a funcao seja do

2° grau.

aAy=02m+ 1)x* + 3x — 1

Resolucao:
Pela definicdo, a funcdo f(x) = ax® + bx + ¢ é quadrética se
a # 0. Por comparacao, no exercicio, a = 2m + 1, entao:

2m+ 1 #0=2m+* — 1 =

:>m7é—i
2
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Resolucao:
ﬂ—iiOzﬂii:Smimz m#1—2
3 5 3 5 5

EHERCICIO PROPOSTO

1. Em cada caso, determine k € R para que a funcao seja do 2° grau:

ay= (—k+ 1)x* — 2x — 1 c)y = (=3k+ 15)x* + 4x — 1
b) f(x) = (%+7)x2 d) f(x) = kx* + 3x — 7

1. Raizes da funcdo do 22 grau

Analogamente a funcdo do 1° grau, para encontrar as
raizes da funcao quadratica, devemos igualar f(x) a zero. Tere-
mos entao:

ax’ + bx +c=0

A expressdo assim obtida denomina-se equacao do 2°
grau. As raizes da equacao sao determinadas utilizando-se a
formula de Bhaskara:

—b + VA
X = 2;/7 ~onde A = b? — 4ac

A (letra grega: delta) é chamado de discriminante da equa-
cdo. Observe que o discriminante terd um valor numérico, do
qual temos de extrair a raiz quadrada. Neste caso, temos trés
casos a considerar:

A > 0 = duas raizes reais e distintas;
A = 0 = duas raizes reais e iguais;

A < 0 = nao existem raizes reais (4 x € R).
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.Resolva as equacoes do 2° grau:
a) —7x"+6x+1=0

Resolucao:
Vamos utilizar a féormula de Bhaskara para resolver esta
equacao:

A=b’—4ac=(6)°—4-(—-7)-1=236+ 28 =64

—6+ 8 2 1
T T4 T T 7
—6x38
X= ——— =
—14 —6-8 _ —14
Xy = = =1
14 —14
1
= 5= 17
b) x> — 3x = 0
Resolucao:

Nas equacdes incompletas onde ¢ = 0, pode-se aplicar
a formula de Bhaskara ou fatorar-se colocando x em

evidéncia:

x> =3x=0=x-(x—3)=0
Se um produto é zero, entao pelo menos um dos fatores é
zero:

X=0oux—-—3=0=x=3= S=1{0, 3}
c)x2—81 =0
Resolucao:

Nas equacdes incompletas onde b = 0, pode-se aplicar a
formula, porém é mais simples isolar o x no primeiro
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membro e lembrar que teremos duas solucoes, pois ¢ é um
ndmero negativo.

x> — 81 =0= x* =81
Sabemos que (— 9)” = 81 e 9° = 81, entdo x = +9
S=1{-9,9}

. Determine o valor de p € R para que a fungao
y = px* + 2x — 1:
a) tenha duas raizes reais e distintas.
b) tenha duas raizes reais e iguais.

Cc) nado tenha raizes reais.
Resolucao:

a) Para que a funcao tenha duas raizes reais e distintas, A
deve ser um nimero positivo. Temos entao:

A>0=b’—4ac>0=272—-4-p-(-1)>0=
=>4 +4p>0=4p>—-4= p> —1

b) Para que a funcdo tenha duas raizes reais e iguais, A
deve ser igual a zero, portanto:

A=0=4+4p=0=4p=—-4= p=—1

c) Para que a funcdo ndo tenha raizes reais, A deve ser um
ndmero negativo, entao:

A<O0=4+4p<0=4p < 4= p<—1

ENERCICIOS PROPOSTOS

2. Resolva as equacodes:
A x*+2x+1=0 dx*+3x+5=0 £ x*—8x—-9=0
b) 7x* + 6x +2 =0 =€) 16x°—9 =0 g) x>+ 5x—6=0
c) —6x>+ 12x =0
31
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3. Determine k € R de modo que a funcdo y = 2x* — x + k tenha
duas raizes reais e diferentes.

: . 1
4. Determine m € R de modo que a funcdoy = x* + mx + - te-
nha duas raizes reais e iguais.

5. Determine p # 0, p € R, de modo que a funcio f(x) = px* — 4x + 1
nao tenha raizes reais.

2. Grafico da funciao do 22 grau

2.1 Concavidade da parabola

Graficamente, a funcao do 2° grau, de dominio R, é repre-
sentada por uma curva denominada parabola.

Dada a funcdo y = ax” + bx + ¢, cujo grafico é uma paréa-
bola, se:

a > 0, a concavidade sera a < 0, a concavidade sera
voltada para cima. voltada para baixo.
yA yA
\ / _ / _
N ! Vo

2.2 O termo independente

Na funcdoy = ax® + bx + ¢, se x = 0 temos y = c. Os pon-
tos em que x = 0 estdo no eixo vy, isto significa que o ponto
(0, c) é onde a parabola “corta” o eixo y.

y A

\ /.
N

0, ¢

32
Capitulo 2



2.3 Raizes da funcio

Considerando os sinais do discriminante (A) e do coefi-
ciente de x°, teremos os graficos que seguem para a funcio
y = ax” + bx + c.

1° caso: A > 0 (duas raizes reais e distintas, x; # X,)

a>0 a<oO
(concavidade para cima) (concavidade para baixo)
YA yA

\

o
£/ Y
%  x /

2° caso: A = 0 (duas raizes reais e iguais, X; = X,)
7 N 2

a>0 a<o
(concavidade para cima) (concavidade para baixo)
y A yAX .
\\/ N
C X
C
X1 = X X> /
3°caso: A < 0 (ndotemraizreal, 4 x € R)
a>0 a<oO
(concavidade para cima) (concavidade para baixo)
y A y A
=
X

c\\/

~

o
~_ 0
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine k € R para que a parabola cuja funcao é
y = (3£ + 7)x2 + 2x — 1 tenha:

a) concavidade voltada para cima;
b) concavidade voltada para baixo.

Resolucao:

a) Queremos que a concavidade esteja voltada para cima.
Neste caso, o coeficiente de x* deve ser positivo, ento:

§+7>0:>%>—7:> k> —21

b) Queremos que a concavidade esteja voltada para baixo.
.. 2 . ~
Neste caso, o coeficiente de x” deve ser negativo, entao:

§+7<0:> k < —21

2. Analisando cada um dos graficos das funcdes quadraticas,
identifique:
@ o sinal do discriminante;
@ as raizes da funcgao;
€@ o valor do termo independente.

a) v b) vy ) v\
-
X
] ;
0 i % / 3 v
Resolucao:

a) @ Como a parabola intercepta o eixo x em dois pontos,
o discriminante é positivo (A > 0).
@ Asraizessdao O e 4.
© A pardbola corta o eixo y no ponto (0, 0), entdo c = 0.
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b) @ A paradbola ndo “corta” o eixo x, entdo A < 0.
® Sendo A < 0, a funcdo ndo possui raizes reais.
© c=-7

c) @ A pardbola intercepta o eixo x em um Gnico ponto,
entao A = 0.

® O ponto de interseccdo da parabola com o eixo x é
3 . .3
—,0],entao araizé —.
(0] 4
© c=2

EXERCICIOS PROPOSTOS

6. Para cada funcao quadratica, determine p € R de modo que:
(1) a concavidade da pardbola esteja voltada para cima;
(2 a concavidade da parabola esteja voltada para baixo.

a)y =(2p — 4)x" + 2x — 1 c)y=(p+23)x"+3x— 10
b)y=(%+9)x2—x+7 d)y=(—2p+12)x*+3x — 5

7. Em cada grafico, identifique: (1) o sinal do discriminante;
(2 as raizes da funcao;
(3 o valor do termo independente.

C) b) v C) y¢/\
-
1

\|/ 7T

N -

2

3. Vértice da parabola — Maximos e minimos da funcdo

Observe os vértices nos graficos abaixo:

esea>0 esea<O
y Ieixo de simetria YA | Vértice
I / - //:\ -
|W X I\ x
~—vértice eixo de simetria
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O vértice da parabola sera:

e 0 ponto minimo se a concavidade estiver voltada para
cima (a > 0);

e 0 ponto maximo se a concavidade estiver voltada para
baixo (a < 0).

A reta paralela ao eixo y que passa pelo vértice da para-
bola é chamada de eixo de simetria.

3.1 Coordenadas do vértice

As coordenadas do vértice da parabola sdao dadas por

Vo)

4. Conjunto imagem

Conhecendo a ordenada do vértice da parabola é possivel
determinar o conjunto imagem da funcao. Observe os exemplos:

a) yj b) yZA
\ / —

[7\F

Em a, a parébola tem concavidade voltada para cima, por-
tanto o vértice é o ponto minimo da funcdo. Se projetarmos
qualquer ponto da parabola sobre o eixo y, obteremos valores
de y maiores ou iguais a —1, conforme mostra a figura; neste
caso, 0 conjunto imagem é:

Imf)={yeR|y= -1}

Ja em b, a pardabola tem concavidade voltada para baixo,
entdo o vértice é o ponto maximo da funcdo. Ao projetarmos
qualquer ponto sobre o eixo y, teremos valores de y menores
ou iguais a 2. O conjunto imagem sera:

ImH)={y ER|y =2}

—1f
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.Construa os graficos de cada funcao, determinando o res-
pectivo conjunto imagem:

a)y =2x> — 3x + 1

Resolucao:

Vamos entdo determinar as raizes da funcao, igualando-a
a zero.

2% —=3x+1=0=A=(—3°—-4-2-1=9—-8=1

3+ 1
X, = =1
3+ 1 4
X:
4 o 3-=1 2 1
Xy = = =
4 4 2

A parabola corta o eixo x nos pontos (1, 0) e (%, O)
Em seguida, determinemos as coordenadas do vértice da
parabola.

—b —(—3) _ 3 —A —1

XV: = _— ;yV: — —

1
2a 2.2 4 42 4-2 8

4 8
Para x = O, temos que O pOﬂtO em que a parébola corta

oeixoyéc = 1.
Como a = 2 (a é positivo), a concavida-

YA de da parabola estad voltada para cima.
Note que, ao projetarmos qualquer
1\ ponto da parabola sobre o eixo vy, en-
\1 3 contraremos sempre valores de y maio-
1 — > resouigual a —%.
8l v

Immz{yem|y>_%}
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—X
3

b)y =

Resolucao:

38

Vamos entao determinar as raizes.

—x?

3

+x—9=o:A=mﬂ—4(-%y—%:
A=1-12=—11

Como A < 0, ndo existem raizes reais que satisfacam a
equacdo, entdo a parabola ndo intercepta o eixo x. Obser-

1 , :
ve que a = ——-, portanto a parabola tem concavidade

voltada para baixo e estara abaixo do eixo x. Note que a
funcdo ndo possui raizes reais, porém existe um grafico
para representa-la.

Em seguida, vamos determinar as coordenadas do vértice
da parabola.

b _ —1 =1 _ 3)_ 3
X, = = = =] -2 ==
2a 1 2 2 2
2 - _
3 3
gooZA iy g (L3)__ 33
4a 1 4 4 4
4 -_ —_
3 3

ve (2,2
2 4

Quando x = 0, temos que a parabola corta o eixo y em

c = —9. yA 3

O gréafico sera: 2 -
33 -3 b

Im(f) = {y eR|y = —=-} 4
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2.

(UFRGS-RS) Uma bola colocada no chao é chutada
para o alto, percorrendo uma trajetéria descrita por
y = —2x” + 12x, onde y é a altura, dada em metros.

A altura maxima atingida pela bola é de:

a) 36 m b) 18 m c) 12 m d) 6 m e) 3m
~A _ —144

Resolucao: altura maxima=y, = = =18

4a —8

Alternativa correta: b

ENERCICIO - 2ROPOSTO

8.

10.

Determine as coordenadas do vértice de cada funcao:
Ay =—-x>+2x — 1 d)y =x*+ 3x — 2

b) f(x) = 3x* + %x + 4 e) f(x) = —4x> + 2x

)y =5x"—x + 1

. Faca o grafico de cada uma das funcoes, determinando o respec-

tivo conjunto-imagem:
aAy=x"—9 d)y=—XT+2x—1
b)y=x2—x—|—% e) y = x

2

c)y=—x2+2x

(UFMS) Considerando que o grafico a 7
seguir representa a funcdo quadratica
do tipo y = ax®* + bx, determine a soma
dos numeros associados a(s) afirmati-
va(s) VERDADEIRA(S): 0

/>
3 6 X

01. O grafico representa a funcao
y = x* — bx.

02. A ordenada do vértice que representa o valor minimo da fun-
cao é —9.

04. A abscissa do vértice é 3,5.

08. A funcdo é positiva para {x € R| 0 < x < 6}.

16. O dominio da funcao é RR.

32. O grafico da funcao corta o eixo y no ponto (0, 0).
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APLICACAO PRATICA

Funcdo da posicdo em relacio ao tempo do MRUY

A funcao da posicdo em relacdo ao tempo do MRUV (mo-
vimento retilineo uniformemente variado) é uma funcao do 2°
grau em t, dada por:

[x = Xg T Vot + % atzj

O gréfico dessa funcdo é uma parabola, que terd concavidade
para cima se a aceleracao for positiva e para baixo se negativa.

Posicdo (x) A Posicdo (x) A

- -
Tempo (1) Tempo (1)

a>0 a<o

Dessa maneira, os pontos em que a curva corta o eixo das
abscissas (raizes da funcado) representam os instantes em que o
| ponto material passa pela origem, enquanto que os pontos de
I ordenadas maxima (x,,s,) € minima (x,,;,,) representam os ins-

: tantes em que o ponto material estd mais distante da origem.

| (Gaspar, 2000)

5. Estudo do sinal da funcdo do 22 grau

Estudar o sinal da funcdo quadratica é determinar os valo-
res de x para que y seja: positivo, negativo ou zero.

Vejamos a seguir as regras que definem esse estudo.
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e

Regra pratica para o estudo do sinal da funcao do 2° grau

- 7 . .
Dada a funcdo f(x) = y = ax® + bx + ¢, para saber os sinais
de y, determinamos as raizes (se existirem) e analisamos o
valor do discriminante. Poderemos ter:

a) Se A > 0, entao as raizes sao X; € X,, COM X; # Xy:

sea > 0 temos sea < 0temos
X<Xxjoux>x,=>y>0 X<X;0UX>X,=>Yy<O0
X < x<x,=>y<0 X < x<x,=y>0
X=X;0ux=X,=>y =0 X=Xj0ux=X,=y =0

\ / /N,

b) Se A = 0, entdo as raizes sdo x; = X,:

se a > 0 temos: se a < 0 temos:
X=x;=>y=0 X=x;=>y=0
VXER|x#x;=>y>0 VXER|x#x;,=2y<0

Xy
s
_ X
+ +
e
Xy X

c) Se A < 0, entao nao existem raizes reais:
se a> 0 temos sea << 0 temos
VxER=y>0 VxeER=y <O

o
X
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Estude o sinal de cada funcao:

2 1
=x"+x+ —
a) y = X X y

Resolucao:
Inicialmente, determinamos as raizes da funcao:

1 1

X +x+ — =0=2A=1)Y"—-4-1-—=1-1=0
4 4
K= b __1
2a 2

Como a = 1, a concavidade da parabo-
la estd voltada para cima. Temos entio:

1
X=""75=>y=0 +

2 + +
_1 g
X # 5 =Y >0 5
b) f(x) = 5x° — 6x + 2
Resolucao:
Determinamos o discriminante:
A=36—-4-5-2=36—-40=—4
ComoA<O=AxER
Sendo a = 5, a concavidade da parabo- +
la esta voltada para cima, entdo: -
VxeER=y>0
Cc)y = —2x*> + 18
Resolucao:
Inicialmente, determinamos as raizes:
—2X°+18=0=—-2x"=—-18=x"=9 = x = %3
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Como temos duas raizes distintas, o discriminante é positi-
vo e como a = —2, a concavidade

da parabola esta voltada para bai-

x0. Temos entao

+
X< —-3o0oux>3=y<O0 _3/\3 7
—3<x<3=y>0 _/ \_

X=—-3oux=3=y=0

EHERCICIO PROPOSTO

11. Estude o sinal de cada funcao:

Ay=3x"—-2x—-3 dy=10x"+2x+1 f) f(x) = —x°
b) f(x) = —x* +16 e)y=-3x"+2x+1 g y=5x
c)y=—x"+2x—2

6. Inequacdes do 22 grau

p
Considere a funcdo f(x) = ax” + bx + c,ondea # 0 e a, b,
c sdo nameros reais. A inequacao do 2° grau é toda
desigualdade, tal que:

f(x) > 0, f(x) < 0, f(x) = 0 ou f(x) < 0.

Resolver uma inequacao quadratica é determinar o con-
junto de valores de x que satisfacam a desigualdade pedida.

EXERCICIO-RESOLVIDO

Resolva as inequacoes:
a) x> —4x +3>0

Resolucao:
Para resolver esta inequacao, devemos fazer o estudo do
sinal da funcdo e determinar os valores de x para que a
funcao seja positiva.
43
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Estudo do sinal: comegcamos por determinar as raizes, igualan-
do a funcédo a zero:

x°—4x+3=0
A=(—4>—-4-1-3=16-12=4= A =2

4+2

bEJA 412 T
T T2 2 < 4 -2

Xy = > =1

As raizes sdo 1 e 3 e, como a = 1, a concavidade da para-
bola esta voltada para cima.

Na inequacdo inicial x> — 4x + 3 > 0,

queremos os valores de x para que a

funcao seja positiva, portanto a solu-

cdo sao os intervalos em que aparece + +
esse sinal: 18— 3

~V

S={xER|x<1oux>3}

b) 3x* = x + 1 <0
Resolucao:

Estudo do sinal:

3" = x+1=0
A=(-1°=4-3-1=1-12=-11=2A<0=4AxER
A funcdo ndo possui raizes reais e,

como a = 3, a concavidade esta vol-
tada para cima.

Para qualquer x € R, a funcao é sem- + +
pre positiva. Portanto, ndo ha solucao +
para essa equacao.

S=U

<V
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ElERCICI9 PROPOSTO

12. Resolva as inequacdes:

Q) x> —6x—16=0 e)4x2—x+%>0
b) 6x> — 5x + 1 <0 fy x>+ 3x —4=0
c) —5x*+6x—2=0 g) x>+ 2x —1<0
d)3x2+2x+%<0

7. Inequacdes produto e quociente

Para resolvé-las, iremos fazer o estudo do sinal separada-
mente, transportar os sinais para um quadro, efetuar o produ-
to dos sinais e determinar o(s) conjunto(s) que satisfaz(em) a
desigualdade pedida. Vejamos o exercicio resolvido.

EXERCICIO-RESOLVIDO

Resolva as inequacoes:
Q) (x> —2X) - (—x* +4x —3)=0

Resolucao:
Sejam f(x) = x> — 2x e g(x) = —x> + 4x — 3.

Facamos o estudo do sinal separadamente, utilizando os
esbocos dos graficos:

Sinais de f(x)
X<0ouUXx>2=vy>0 <N\ AR
X

0<x<2=y<0 N

Sinais de g(x)

Xx<Toux>3=y<O0 - 1ﬂ\3>
—_ — X

1<x<3=vy>0 N\

Transportamos os sinais obtidos para um quadro, onde a
primeira linha é destinada aos sinais de f(x), a segunda aos
sinais de g(x) e a terceira ao produto dos sinais de onde
sera extraido o conjunto-solucao da inequacao.
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Lembre-se de que as raizes devem ser colocadas em ordem
crescente e simbolizadas com uma bolinha preta, pois a de-

sigualdade a ser resolvida contém o sinal de igualdade (=).
O 1 2 3

- - . .
+] -] =T+ [+ — sinais def(x)
- o . .
— I =1 + | + |- — sinaisde g(x)
1T+ =1+ =" — produto dos sinais: como que-
oL 1 213 remos que f(x) + g(x) seja maior ou
0sx<1 0sx<T igual a zero, as solugdes sao os con-

juntos em que 0s sinais sao positivos.

S={xER|O0s=sx<1Tou2s=<x-= 3}

2
—x2 +2x -3
b) X X -0
x? + 3x
Resolucao:
Sejam f(x) = — x> + 2x — 3 e g(x) = x° + 3X, vamos anali-
sar os sinais das funcdes. -

Em f(x), qualquer que seja o valor _/_\_ *

de x, a funcao é sempre negativa.
Em g(x), temos:

x<—-3oux>0=y>0 +\ [+,
—3<x<0=y<0 -3 0 X

Transportamos os sinais para o quadro, lembrando que,
como a funcao g(x) estd no denominador da fracdo, temos
de indicar as raizes de g(x), —3 e 0 com uma bolinha bran-
ca, garantindo assim que o denominador ndo se anulara.

—3 0
~ — —— ™ > sinais de f(x)
~ — T+~ — sinais de g(x) o
~ n —— ™ — produto dos sinais: como que
-3 0 remos que ——— seja menor ou
X< —3 x >0 g(x)

igual a zero, a solucao sdo os in-
tervalos que tém sinal negativo.

S={x€R|x<—-3o0ux>0}
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EKERCICIOS PROPOSTOS

13. Resolva as inequacdes:

5 5 q X+ 1 X+ 2 2
_ _ _ — =
a) (x 4x)(x 4x —1)>0 ) N ) = — 1
9 ) —3x 1
b) (6x"+7x + 2)(—3x"+ 10x) <0 e) ~+1  x <0
3x> —27
) — =0
X" —2x—8

14. (UFSE) Se k € R é uma solucdo inteira da inequacao

x> — 5x + 4 B .

> < 0, entdo k é igual a:

X" — 4x
a) 1 c) 2ou3 e)5,6,7,80u9
b) 1 ou 4 d)1,2,30u4

15. (Cesgranrio-RJ) Dadas as fungodes f(x) = x? —2x + 1, g(x) =5 —x

g(x) - h(x)
f(x) '

Analisando os valores de x, para os quais ¢(x) = 0, temos:
A x<lTou3d<x<5 d)x=50ul=s=x<3
b)yx<Tou3=s=x=<5 e) x>50ul<x<3

c)x=Tou3d3=x=<5

e h(x) = x* — 4x + 3, definimos a funcao ¢(x) =

ENERCICIOS COMPLENENTARES

16. (UFMG) O conjunto de to- oOixeR||[x|=1}

dos os valores reais de x que dixeR||x|< 2}

satisfazem a desigualdade
e) x ER|x = —1}
2

— X"+ 2 1 é:
~ 7 o e: 17. (UFBA) O trinbmioy = x* +
+ mx + n admite 2 como
a) {x € R|x<0oux=2] raiz e tem valor minimo

b) {x € R|x =< 2} para x = 3. Calcule Imnl.

I
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18.

19.

20.

48

(UFMGQG) Resolvendo-se a
equacao

1 1

x> —5x +6 x=2 0

X # 2, X # 3, pode-se afir-
mar que:

a) o produto de suas raizes é 6.
b) o produto de suas raizes é 12.
c) o produto de suas raizes é 24.
d) sua Gnica raiz é impar.
)

e) sua Unica raiz € par.

(PUC-SP) Sendo x'e x" os ze-
ros ou raizes da funcao qua-
dratica f(x) = x> — 8x + m.
Determinar m para que se
tenha 3x' — 4x" = 3.

(UFPB) Se f : R = R é uma
funcao quadratica cujo gra-
fico estd desenhado abaixo,
entao

f(x) A
4__|

—1[ of 1 B x
a) f(x) = —x* — 2x + 3
b) f(x) = —x* + 2x + 3
o) f(x) = =x* 4+ 2x — 3
d) f(x) = x> = 2x — 3
e) f(x) = x> + 2x + 3

Capitulo 2

21.

22.

23.

(UFMG) Observe a figura:
f(x) &

AN

7 A}

-1 0 3

A funcdo do 2° grau, cujo gra-

fico nela esta representado, é:

X2

3
a)y=7+x— >

b)y = x> —2x — 3

Ay=—x"+2x+3
2 1 5
=X — —X

3 3
e)y=xx+1)x—1)(x—3)

d)y=1+

(Mackenzie-SP) O vértice da
pardbolay = x> + kx + m é
o ponto V (=1, —4). O valor
de k + m é:

a) —2 c) O
b) —1 d) 1

(FGV-SP) O lucro de uma
empresa é dado por L(x) =
= 100 (10 — x)(x — 2), onde
x é a quantidade vendida.
Podemos afirmar que:

e) 2

a) o lucro é positivo qual-
quer que seja Xx.

b) o lucro é positivo para x
maior que 10.

c) o lucro é positivo para x
entre 2 e 10.



24.

25.

26.

d) o lucro é maximo para x
igual a 10.

e) o lucro é maximo para x
igual a 3.

(UFSC) Seja f : R—>R, defini-
da por f(x) = —x*. Determi-
ne a soma dos nGmeros as-
sociados as afirmativas VER-
DADEIRAS

01. O grafico de f(x) tem o
vértice na origem;

02. f(x) é crescente em R;

04. Asraizes de f(x) sdo reais
e iguais;

08. f(x) é decrescente em
[0, eof;

16. Im(f) ={y E R |y =< 0};

32. O grafico de f(x) é simé-
trico em relacdo ao
eixo X.

(UFPI) A soma dos inversos
das raizes da equacao
x> + 6x + 4 = 0 éigual a:

(Fuvest-SP) A equacao

X X — 2
+ 1 =
T1—x X 1 0

tem duas raizes. A soma e o
produto dessas raizes sao
iguais a:

27.(UFSE) Se a equacao

3x> — 4x + m = 0 ndo tem
raizes reais, é verdade que:

a)m:% dm<12
4

b)m>? e)m> 13

) m< <

c) m >

28. (Ufac) Se x é um ndmero po-

" 1 )
sitivo e x> = > conclui-se

que x é igual a:

1
2

29. (FGV-SP) A funcdo f, de R

em R, dada por f(x) = ax® —
— 4x + a tem um valor ma-
ximo e admite duas raizes
reais e iguais. Nessas condi-
coes, f(—2) é igual a:

b) 2 e) —2
c) O
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Canftulo @

FuncAo ModulAR

O modulo ou valor absoluto de um ndmero real surgiu
como conseqiiéncia do desenvolvimento tedrico dos nidmeros
inteiros. Na linguagem coloquial, ndo utilizamos ndmeros ne-
gativos, mas sim palavras que os simbolizam. Por exemplo:

e dizemos que a temperatura atingiu 5°C abaixo de zero e
nao —5°C;

e dizemos que uma conta bancéaria tem saldo devedor de
R$ 100,00 e ndao —R$ 100,00;

e dizemos que o mergulhador chegou a 20 m abaixo do nivel
do mar e ndoa —20 m.

1. Médulo de um nimero real

Utilizamos os nimeros em moédulo acrescentando pala-
vras que localizam sua posicao em relacdo a origem. Portan-
to, o conceito de médulo de um nimero é basicamente geo-
métrico. Observe a reta real:

- : : : : : : : : : e
-3 —1 0 2 5
\m !
1 unidade
3 uniaades 5 uni:jades
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O moédulo de um ndmero real é a distancia do ponto cor-
respondente a ele até a origem, portanto o médulo de um nu-
mero é sempre positivo. Observe:

o moédulo de —3 é 3. Para representar usamos a notacao:
=3[ =3

o moédulode =1 é1,ou|—1] =1

o médulode =5 é 5, ou |—5| =5

De modo geral, para calcular o médulo de um ndmero
procedemos da seguinte maneira:

e se 0 nimero € positivo, conserva-se o sinal;

e se 0 numero é negativo, troca-se o sinal.

Definicao:
xsex =0
x| =

—xsex <O

EXERCICIO-RESOLVIDO

Calcule:
a)|—5,7]  b)[91] <o [2x| d)|5x+ 10| e)|x* — 1

Resolucao:
a) |-5,7| = 5,7 b) [91] = 91

c) Neste caso, o valor numérico depende da incognita x.
Como ndo sabemos se 2x é positivo ou negativo, temos
de considerar os dois casos.

1° caso: Se 2x for positivo ou zero, conserva-se o sinal.
Assim, |2x| = 2x

2° caso: Se 2x for negativo, troca-se o sinal.
Assim, |2x| = —2x
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Resumindo, temos:

’2X|: 2XS€2X>O:>X>O
—2Xxse2x<0=>x<0

d) Novamente, como nao temos um valor numérico para

5x + 10, temos de determinar x considerando que 5x + 10
possa ser positivo ou negativo:

1° caso: Se 5x + 10 for positivo ou zero, conserva-se o
sinal.

5+ 10=0=5x=—-10=x= —2

Entdo, |5x + 10| = 5x + 10 para x = —2.

2° caso: Se 5x + 10 for negativo, troca-se o sinal.
5+ 10<0=25x<-10=x< =2

Entdo, [5x + 10| = —5x — 10 para x < —2.
Resumindo, temos:

5x + 10sex = —2

5x + 10| =
|X O| {—5x—105ex<—2

Vamos considerar os dois casos.
2 .. .
1° caso: Se x” — 1 for positivo ou zero, conserva-se o sinal.

> —1=20=>x<—Toux=1

Entdo, [x*— 1] =x>— T parax < — 1Tex =1

2° caso: Se x° — 1 for negativo, troca-se o sinal.
X —1<0=>—-1<x<1

Capitulo 3



Portanto [x* — 1| = —=x* + 1 para =1 < x < 1
Resumindo, temos:
x> —1sex<—-Touxz=1T
x> — 1] = 2
—Xx"+1lse—1<x<1

@X@/ﬂ@i@ﬂ@ﬁ 7RO205705

Calcule:
a) |[—15] o) |—7,3| e) |81|
b) 1204 d) |—16,1] fy |12,5]
2. Calcule, em funcdo de x, onde x € R:
a) |5x| c) |2x + 4 e) |4x — 16| g) |—=7x — 35|
b) |—3x| d) |-x + 7| fy |x* — 4|

2. Grafico da funcdo modular

Ve

Definicao:

Funcao modular é toda funcao f, de dominio R e
contradominio R, tal que f(x) = |x| ouy = |x].

O grafico da funcao modular pode ser
obtido de dois modos.

1° modo: a partir da definicao de médulo.
2° modo: por simetria em relacdo ao eixo x.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Esboce o graficodey = |x + 1.

Resolucao:

1° modo: Aplicando a definicdo de médulo: se x + 1 é po-
sitivo ou zero, conservamos o sinal.

X+1=0= x=—1
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Entdo|x + 1| =x+ 1sex = —1

se x + 1 é negativo, troca-se o sinal.

X+1<0= x< —1

Entdao|x + 1| = —x — 1Tsex < —1
Assim, temos:

X+ Tsex=—-1 (I
Ix + 1| =

—Xx —Tsex<—1 (II)
Substituimos x por —1, e por valores maiores que —1 na
equacao (I):
y=x+1
sex=—1,entadoy = -1+ 1 =0 = ponto (—1, 0)
sex=0,entaoy=0+1=1= ponto (0, 1)
Marcamos os pontos obtidos no pla- YA

no cartesiano, tracando uma semi- /
reta com origem no ponto (—1, 0):

Atribuimos a x valores menores que
—1, substituindo na funcao (II):

y=—x—1
sex=—2,entaoy = —(—2)— 1=
=2—-1=1= ponto(—2,1)

Marcamos este ponto no plano
cartesiano, unindo-o ao ponto
(=1, 0):

2° modo: Queremos o grafico de

y = |x + 1|, para isto tracamos o

graficodey = x + 1: /
54
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Como o médulo de um nimero é sempre positivo, os pon-
tos abaixo do eixo x, onde y é negativo, ndo pertencem ao
grafico de |x + 1]. A

Tomamos, entao, pontos simétri- €
cos em relacdo ao eixo x ou, em
outras palavras, “rebatemos” o

= -
grafico. Observe ao lado: Rl X
2.Dado o gréfico de f(x) esboce o grafico de |f(x)|.
YA
_ vl
- - YA
Resolucao: Quando nao conhece-
mos a fungdo mas temos o grafico, \
é mais facil “rebater” os pontos
abaixo do eixo x. -

EKERCICIO PROPOSTO

3. Esboce o grafico das seguintes funcdes modulares:

X
a)y =[x + 3 c)y=7—4‘
b)y =|— x + 5| d)y =|3x — 15]

3. Equacdes modulares

Para resolver equacdes modulares, utilizamos basicamen-
te a definicdo de mdédulo. Sempre que tivermos uma funcao
modular, devemos considerar que, dependendo do valor da
incégnita, o valor numérico da funcao (entre as barras do mo-
dulo) podera ser positivo ou negativo.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolva a equacao [2x| = 14.

Resolucao: Se o moédulo de 2x é 14, entdo a funcdao y = 2x
pode ser 14 ou — 14, pois:

14| = 14|14 = 14

Entao:
2x=14d=>x=70u2x=—14=x=—-7=S=1{-7,7}
2. Resolva a equacdo |-2x + 1| = %
Resolucao: Como LN [ SV L P , entdo:
2 2 2 2
3
—2x+1=%:>x=% ou—2x+1=—%:>x=7

s= {3
4’ 4

3. Resolva a equacéo |x°| + |x| — 12 = 0.

Resolucao: Observe que, neste exercicio, temos uma equacao
do 22 grau onde a incognita é |x|. Para facilitar a resolucao,
podemos utilizar uma mudanca de variavel, substituindo
x|, por exemplo, por m, entdo |x| = m.

Em funcdo de m, temos a seguinte equacao:
m>+m-—12=0
A=b’—4dac=>=(1°—-4-1-(—-12)=1+48= =49 >

JA =7

1+ 7 3
m; = — =
b+ JA 1+7 < 1 2
m:— e
1—7
2a 2 m, = - — — 4
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Agora que temos os valores de m, podemos calcular |x|.
Como |x| = m, entao:

X =3=x=30ux=—-3
ou
x| = —4 =3 x € R, pois o médulo de 1T nimero é
sempre positivo.
S ={-3, 3}

EMERCICIOS PROPOSTOS

4. Resolva em R as equacgoes:

a) [3x] =12 d)[2x — 7| =5 g) |9x + 8| = =5
b) |[=5x| = 20 e) [3x — 1| = -3 h) |[-6x + 2| = 16
o) |—x + 4| =11 fy |-4x +9| =3

5. Resolva as equacoes em R:
a) x| —9|x| + 14 =0 d) x> +2|x] —3=0
b) [x|* — 8]x|] =9 =0 e) x|> +9|x| + 8 =0

o) |x|* = 11|x] + 30 =0

4. Inequacdes modulares

As inequacdes modulares se caracterizam pela presenca
de um dos sinais de desigualdade: >, =, < ou <. Observe a
resolucdo dos exercicios seguintes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.Resolva em R a inequacdo |x| = 5.

Resolucao: Vamos analisar os intervalos com extremidades em
—5 e 5. Observe que, como o sinal de desigualdade é =, os
pontos —5 e 5 sdo representados com uma bolinha preta:

e C o =
-5 5
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Substituindo x por —5 e por nimeros menores que —5, temos:

se x = —7, entdo |x| = 7, portanto maior ou igual a 5;
se Xx = —6, entdo |x| = 6, portanto maior ou igual a 5;
se x = —5, entdo |x| = 5, portanto maior ou igual a 5.

Concluimos que os valores menores ou iguais a —5 satisfa-
zem a inequacdo |x| = 5.
Substituindo x por 5 e por nimeros maiores que 5, temos:
se x = 5, entdo |x| = 5, portanto maior ou igual a 5;
se X = 6, entdo |x| = 6, portanto maior ou igual a 5;
se x = 7, entdo |x| = 7, portanto maior ou igual a 5.
Portanto, valores de x maiores ou iguais a 5 satisfazem a
inequacao |x| = 5.

S={xER|x=<—-50ux =5}

2.

De modo geral, se a € um ndmero positivo, entdo:
Propriedade 1: [x| <a= —a<x<a

—da d X

Propriedade 2: |x| >a=x < —aoux>a

Resolva a inequacdo |2x — 4| < 10.

Resolucao: Inicialmente, procedemos como nos exercicios
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anteriores, aplicando a propriedade 1:
2x — 4
- -
~10 10 X

—10=2x—-4<10
Porém, precisamos determinar x. Para isto, utilizamos pro-
priedades operatérias de modo a isolar x no termo central
da inequacdo: —10 < 2x — 4 <10
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Somamos 4 nos trés membros da inequacao
~10+4<2x—A+A<10+4=-6<2x<14
dividimos por 2:

6 2X 14
—— = < —3 <=x<

7 > 7 = —-3sx=<7

S={xER|-3sxs7}

3. Resolva a inequacdo |x + 7| > —3.

Resolucao: Nos exercicios anteriores, tinhamos nimeros po-
sitivos no segundo membro das inequacdes. Neste exerci-
cio, temos um ndmero negativo (—3).

Devemos portanto analisar para obter a solucao.

Queremos determinar um conjunto de valores para x que,
quando substituidos em |x + 7|, fornecam resultados maio-
res que —3. Por definicdo, o médulo de um ndmero é sem-
pre positivo, entdo, para qualquer x, temos que |x + 7|
sera positivo e, neste caso, sera maior que — 3.

O conjunto-solucao é, portanto: S = R

4. Determine os valores de x que satisfazem a inequacao:
3x — 4| < —1.

Resolucao: Novamente, temos um niimero negativo (—1) no
segundo membro da inequacao.

Analogamente ao exercicio anterior, como [3x — 4| é posi-
tivo qualquer que seja o valor de x, entao nao é possivel
ser menor que um nimero negativo. Neste caso, o conjun-
to solucao é vazio:

S=0

De modo geral, se m é um ndmero negativo, entado:
X >m=VxER=S=R
X <m=>AxeER=S=0J
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EKERCICIO PROPOSTO

6. Resolva as inequacdes em R:

a) x| =12 e) |—2x — 4|

c) |4x + 7| <5

b) x| <7
d) [—9x + 1] > 26

ENERCICIOS COMPLENENTARES

7.
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(PUC-SP) Para definir o mo-
dulo de um nimero real x
podemos dizer que:

a) é igual ao valor de x se x
é real.

b)é o maior valor do con-
junto formado por x e o
oposto de x.

c) € o valor de x tal que x € N.

d) é o oposto do valor de x.

e) é o maior inteiro contido
em X.

. (UFAL) O grafico da funcao

f, f : R > R, definida por
fix) =1|x| +x+1,¢é
a) vi

—_

(e}
xy

Capitulo 3

9.

10.

=
> —

g) |7x — 3| < —1

16 h)|—-8x + 10/ =6
5 ) [—12x > —7
i |l=x+3]< -9

(UFPI) O grafico que mais se
assemelha ao de

fix) =|x — 1| = 1] ¢é

(UFPA) A funcao cujo grafi-
co aparece abaixo

y
1 N
K X

a) tem dominio R

b) tem conjunto imagem R*
X

c) é definida por f(x) = u,
x # 0 X
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12.

13.

d)é definida por f(x) = |x|,
x =0
X

e) é definida por f(x) =
x>0 X

/

. (UFPB) O grafico da funcao

f: R > R definida por

1,sex & [0, 1]
= [T —x|+ x|, sex €0, 1]

b) Y4
M F
ilo T x
T— 16—
 J
c) VY d) v
14— L
: 1
B E——
1 X | X

e) Yi
=1 1
4—?——0—;
;—1—0
\

(FGV-SP) A soma das raizes
da equacio |5x — 1| = 6 é:

2
c)5

(ITA-SP) Sabendo que as so-
lucdes da equacao

x| = |x|] = 6 = 0 sao raizes
da equacdo x> —ax + b =0,
podemos afirmar que:

14.

15.

16.

a)a=1leb=6.
b)a=0eb= —6.
c)a=Tleb= —6.
da=0eb=-9.

e) nao existem a e b tais que

x> — ax + b = 0 contenha
todas as raizes da equacao.

(FGV-SP) Quantos ndmeros
inteiros ndo-negativos satisfa-
zem a inequacao |x — 2| < 52

a) infinitos d) 6
b) 4 e) 7
c)5

(FEI-SP) Se |2x — 1| = 3, entdo:
A X< —1Toux=2.
b) x = 3.

1
-

(UFG-GO) O conjunto-solucado

2x+ 4

da inequacao
X—2

a) {x E R|x = -2}
(xER|x # 2}
xeR|x =2}
{
{
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Caolitulo @

FuncAo EXPONENCIAL

Ao longo da histéria da matematica, o homem sempre pro-
curou meios que facilitassem os calculos. Na antigiidade, os
matematicos procuravam construir tabelas para simplificar a
aritmética, mais especificamente para calculos com potén-
cias. Utilizando essas tabelas, obtinham resultados cada vez
mais precisos. Os primeiros registros sobre poténcias datam
de 1000 a.C., porém somente no século XVII encontramos a
notacdo de poténcias que utilizamos hoje.

p
Revisao de potenciacao e radiciacao

Sejam a e b bases reais e diferentes de zero e m e n expoentes
inteiros, temos:

a) am
+
am.an:am n a _
b b™m
am
:am—n (a.b)m:am.bm
n
a
m
aO:1 an :nam

onde a € R*¥, n =2

62
Capitulo 4



1. Equacdo exponencial

A equacao exponencial caracteriza-se pela presenca da in-
coégnita no expoente. Exemplos:
11

2x=32 3x_|_3x+1_3x—2=7
31T =243 5 —-2.5 -3 =0
574 =125

Para resolver estas equacdes, além das propriedades de
poténcias, utilizamos a seguinte propriedade:

P
Se duas poténcias sao iguais, tendo as bases iguais, entao

0s expoentes sao iguais:

m

a"=a"em=n,sendoa>0ea # 1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolva as equacdes em R:
a) 2° =32

Resolucao: Como 32 = 2°, fazemos a substituicdo na equa-
cdo. Observe que, ao reduzir os dois membros da igualda-
de a mesma base (2), podemos igualar os expoentes:

2X=32=2=2>=x=5= § = {5}

b) 3**1 =243

Resolucao: Procedemos da mesma forma que no item ante-
rior; substituindo 243 por 3°, reduzimos os dois membros
da equacdo a base 3, igualamos os expoentes e encontra-
mos o valor de x:

T =43 53" T =3 s x+1=5=x=4= S ={4)
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) (i)XJﬂ :(A)ZX-I-?)
2 3

Resolucao: Podemos “inverter” uma das fracdes, lembrando

de “trocar” o sinal do expoente. Procedendo deste modo,
podemos obter poténcias com bases iguais nos dois mem-
bros da equacao:

—2x X _a2x+3
3) -3 -G -3
2 3 2 2
Portanto,

X+ 1=2x—"3=2x—2x=-3 -1 =>—x=—4=

= x=4= S = {4}

Resolva em R a equacao exponencial:

a1
9

—

3x+3x+1 _3x—1 —

Resolucao: Observe que esta equacdo é diferente das ante-
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riores, pois no primeiro membro ha trés termos.
Adotamos um processo préprio para resolvé-la.

A exponencial cujo expoente é x + 1 pode ser desmem-
brada utilizando-se a propriedade do produto de poténcias
com bases iguais.

Analogamente, a exponencial que tem expoente x — 1 é
desmembrada utilizando-se o quociente de poténcias de
bases iguais. Observe:

31 = 3%. 3 (conservar a base e somar os expoentes)

X

3X—1 —

— (conservar a base e subtrair os expoentes)
3

Substituimos na equacao dada:

11 3% 11

X X + 1 x =1 X X
_ . —
3"+ 3 -3 =9 =3 "+3 -3 T " 9
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Como 3* é fator comum, faremos uma mudanca de varia-
vel para visualizar melhor a equacado. Por exemplo, seja:

LR R VORI SR § RN SR &
3 9 3 9
36t —3t 17 B 11 1
5 —9:>33t—11:>t— 3:>t—3
Como 3™ =t, temos 3* = %

=3 "osx=-1= S={-1)

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Resolva em R as equacoes:

X X —+1 1
a) 4 =16 c) 77 = 343 e) 3 2 =3
b) 8% = 32 g5 12=_1_ f e =[] 5
125 |\
2. Resolva as equacgoes exponenciais em R:
a) 2+ 2XF2 - X3 = 04 )2 -3 =31 4 3x*2=7)
b) 5+ 5" 1 — 571 =129
3. Determine o valor de x nas equacdes exponenciais:
a) 25— 6-5+5=0 c)9*—7-3"-18=0
b) 22— 10-2"+16 =0 d) 27 +6-2+5=0
4 + 4
4. (FEI-SP) Resolva = = 2%,

2. Graficos da funcdo exponencial

A funcao exponencial f, de dominio R e contradominio R,
é definida pory = a*,ondea>0e a #1.

Sdo exemplos de funcdes exponenciais:

y=2" y=(3) y=n ‘/:(i)x y:(l)x

2 3
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2.1 Grafico da funcdo exponencial

Vamos construir os graficos de duas fungdes exponenciais:

. 1)
y =3 eyz(?).

a) Considere a funcao y = 3*. Vamos atribuir valores a x,
calcular y e a seguir construir o grafico:

X y = 3% YA

—2 1/9

— 1] 1/3

0 1

1 3

2 9 >
X

3 27

b) Vamos, agora, construir o grafico da exponencial

- (3

X Yy = ?
—2 9
= 3
0 1
_ 1 1/3
x 2 1/9

Observando as func¢des anteriores, podemos concluir
que paray = a’:

e se a> 1, a funcdo exponencial é crescente;

e se0<a<1,afuncio é decrescente.
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Graficamente temos:

a > 1 = exponencial 0 < a< 1= exponencial
crescente decrescente
YA YA

/ \

_ N~

L -
X X

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Classifique as fungcdes exponenciais em crescente ou de-
crescente.

i = (Y v o (2) e o (5)
a)y =2 b)y—(z) cy=m d) (5) e)y (2)
Resolucao:
a) Como a = 2, a funcao é crescente.
1
b) Como a = > portanto 0 < a < 1, e a funcao é decres-
cente.

c) Sabendo que m = 3,14, portanto a é maior que 1, e a
funcao é crescente.
2 2

d) Como a = = e 0< = < 1, a funcdo é decrescente.
e) Como a = % = 2,5, a funcdo é crescente.

2. Determine o valor de a € R para que a funcao abaixo seja
crescente:

a X
= |-<+
Y ( ) 3)

Resolucao: A condicao para que a funcdo exponencial seja
crescente é que a base seja maior que 1. Entdo:
a a a
—— +3>T=>-——7>-2 (1) —<2= a<4
2 2 2
67
Capitulo 4



3. Determine m € R para que a funcdo abaixo seja decrescente:

x + 1
f(x) = (%+7)

Resolucao: Para que a funcao seja decrescente, a base da ex-
ponencial deve ser um niimero entre 0 e 1. Portanto:

o<%+7<1=>0—7<%+/—/7<1—7:>

m

—7 <
:>74

<—6:>—7-4<%-4/<—6-4:>
= —28<m< —24

EKERCICIOS PROPOSTOS

5. Classifique as funcdes exponenciais em crescente ou decrescente:

5 X
a)y=7" c)y =121 e)y:(?)

b)\/=(%) d)y=(%) f) y=(11—(1))

6. Determine a € R para que cada uma das funcoes abaixo seja crescente:

5
7. Determine k € R para que cada uma das funcoes abaixo seja decrescente:

a) f(x) = (% + 9) b) f(x) = (—=k + 5)* c)y = (7k — 63)"

a)y =(2a+ 12)" b)y = (=3a + 4)" c) f(x) = (i— 7)

APLICACAO PRATICA

Tempo de desintegracio radioativa

Conhecer a rapidez com que um radiois6topo se desintegra
é muito importante, por exemplo, para aplicacdes praticas na
medicina nuclear ou para saber por quanto tempo o lixo nu-
clear deve ficar estocado até que nao represente mais perigo.
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A forma mais comumente usada para medir a rapidez de
desintegracao é a seguinte:

Tempo de meia-vida (t;,) ou periodo de semidesintegracao
(P) é o tempo necessario para desintegrar metade dos
atomos radioativos existentes em uma determinada amostra.

Seja, por exemplo, uma amostra radiotiva com my, = 100
atomos radioativos que se desintegra de acordo com a seguin-
te relacao:

m=mg-2 "

t = tempo em horas; m = atomos radioativos restantes

n° de A
atomos (m) tempo m
1001 h (atomos)
0 100
504 1 50
- 2 25
1254 3 12,5
- . .
1 2 3 t(tempo) .

Neste caso, o tempo de meia-vida é de 1 hora. A curva ob-
tida é chamada de curva de decaimento do elemento radioati-
vo e também fornece sua velocidade de desintegracao.

(Feltre, 2000)

3. Inequacdo exponencial

A inequacdo exponencial caracteriza-se pela presenca da
incégnita no expoente e de um dos sinais de desigualdade: >,
<, = ou =. Sao exemplos de inequagdes exponenciais:

x2+1 3
3¥ <9 2Xt4 = 39 (l) <(i)
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Antes de resolvé-las, vamos analisar os graficos abaixo.
f(x) é crescente = a > 1 f(x) é decrescente >0 < a< 1

YA

and- - - -

|
|
|
1
1
1
Vo
| I |
| I |
| I |
m n

-
X

Observando o grafico, temos que:

® na fungao crescente, conservamos o sinal da desigualdade
para comparar os expoentes:

a">a"en>m
a"<a"em<n

* na funcao decrescente, “invertemos” o sinal da desigualda-
de para comparar os expoentes:

a”>a"e p<q
a'<a’eqg>p

Desde que as bases sejam iguais.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolva as inequacoes:
a) 2° > 32
Resolucao: Para comparar os expoentes, é necessario redu-

zir os dois membros da inequacao a mesma base, lem-
5
brando que 2° = 32. Temos:

2>32= 25> 2°
Como a = 2 (funcao crescente), conservamos o sinal:
Xx>5= S={x€ER|x>5}
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2
2y _ 8
m(?} = 7

3
Resolucao: Substituimos - bpor (%) reduzindo os dois
membros a mesma base:

X 3
5) =5
3 3
2 . :
Como 0 < = < 1 (funcdo decrescente), invertemos o sinal:

3
x=3= S={x€ER|x=3}

C) 16X+1 > 64X_1
Resolucao: Observe que 16 e 64 sdo poténcias de base 2, entio:
16x+1 — (24)X+1 — 24x+4
64X—1 — (26)X—1 — 26X—6

Substituindo na inequacao, temos:
1 6X + 1 - 64X —1
24X+4 2 26X_6

Como a = 2 > 1 (funcgido crescente), conservamos o sinal:
A +4=6X—"6=4x —6X=—-6—"4=-2x=-10-(—1)=
10

= 2x<10=x < - =Xs5= S={x€ER|x=<5]}

d) 2" "> 316

Resolucao: Lembre que toda raiz pode ser transformada em
poténcia, entao:

4
N6 =32* =23
Substituindo, temos:
4
271> 23

71
Capitulo 4



Entao,
4 4 4 +3
x—1>?:>x>?+1:>x>

= X > l:>
3

— S={xER|x> %}

e) 0,17 =0,0001
Resolucao: Os nidmeros decimais podem ser transformados
em fracdes onde o denominador é uma poténcia de base
10. Temos entdo:
1 X—2 1 4
X — 2 < _ < | —
0,1 0,0001:>(10) (10)
1
Como 0 < 10 < 1, invertemos o sinal de desigualdade:
X—2=4=x=26= S={xER|x=6}

2. Resolva a inequacao exponencial:
2X+2_2X_1+2X<18

Resolucao: Neste exercicio, o primeiro membro da inequa-
cdo é composto por trés exponenciais, portanto, deve-se
aplicar outro método de resolucao. Inicialmente utiliza-
mos as propriedades de poténcias:

2x+2:2x.22:4.2x 2x—1:2X:2X
2! 2

Substituindo, temos: )

2T 27 4 X< 18 =4 - 2" — 22 +2<18
Facamos uma mudanca de variavel:

2" =t
Entao:
t 8t —t + 2t 36

4t—7+t$18:> > $7=>9’[<36:>’[$4

Como 2" =tet < 4, temos que:

<4 =20<22=x<2=S={xEPRx|=<2]
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EKERCICIOS PROPOSTOS

8.

10.

11.

12.

13.

Resolva em R as inequac¢des exponenciais:

a) 3% < 81 d) 25% < 625 g) (

X
b) (%) = 243 e) 271 = 264 h)(
1

X + 4 -x+1 -
c) 0,1 < 0,001 fy 7 < 343

5 X+2 3 1—-2x
. (UFPI) Seja S o conjunto-solucao de (?) > (?) . Entao
a) S = R* d)S={xeER|x< -1}
byS={x€R|x <1} e)S={xER|x>—-1}

c)S={xER|x>1}

<2 "

(PUC-SP) Determine x tal que %

Resolva as inequacdes em R:
a)3-5 4+ 5" + 572> 165 c)9*—6:3"—-27>0

by 251 4 2% — X1 < —%

(UFRGS-RS) O conjunto-solucdo da inequacao 327X+ 377> 18, é:
a) {x E R|x*<0) d) {x € R|x < 0}

b) {x € R | |x] < 3} e) x ER|x >0}

c) {x ER|x*>0)

(Ufac) A quantidade de nimeros inteiros n que satisfazem a desi-

n
gualdade % < (%) < 8 é igual a:

a) 1 b) 3 c) 4 d) 6 e) 7
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e

O numero e

O nimero e tem grande importancia em diversos ramos
das ciéncias, pois esta presente em varios fenomenos natu-
rais, como, por exemplo:

® no crescimento populacional;

® no crescimento de populacoes de bactérias;

* na desintegracao radioativa.

Na area de Economia, é aplicado no calculo de juros.

Foi o matematico inglés John Napier (1550-1617) o
responsavel pelo desenvolvimento da teoria logaritmica
utilizando o nlmero e como base. O ndmero e é irracional,
ou seja, ndo pode ser escrito sob forma de fracao, e vale:

e=2,71828182...

Como o nimero e é encontrado em diversos fendmenos
naturais, a funcao f(x) = e* é considerada uma das mais im-
portantes da matematica, merecendo atencdo especial de
cientistas de diferentes areas do conhecimento humano.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

~ 2 + 1
1. Resolva aequacioe™ —e*" ' =0

Resolucao: Resolvemos, como qualquer outra funcao expo-

nencial, aplicando as propriedades de poténcias conhecidas:
e2X _ Xt 1 =0:>(ex)2_ex.e=0

Sejae*=t=t"—e-t=0
Colocamos tem evidéncia para determinar as raizes:
t-(t—e)=20
t=0out—e=0=
Como e* = t, temos e e =l o x =

S = {1}

t:
e =0=x€&R
eX

/4
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2. Uma substancia radioativa desintegra-se de modo que, no
instante t, a quantidade nao desintegrada é:

m(t) = my -2
Qual o valor de t para que metade da quantidade inicial
de atomos radioativos, m,, se desintegre?
Resolucao: Queremos calcular o tempo t para que m(t) =
Substituimos este valor de m(t) na féormula dada:

/WZ(O — V(O . Z—e‘[:> 2—1 — 2—et

Como as bases sdo iguais, podemos igualar os expoentes:

my
2

—et=—1:>et=1:>t=%

Como e vale aproximadamente 2,7 (e = 2,7), temos:

tsz t=20,37

2,7
EXERCICIO PROPOSTO

14. (PUC-SP) Sobre a funcao
t(x) = e" definida em R, po-
demos afirmar que:

a) tem um dnico zero no in-
tervalo [0, 2]

b) € < a*, qualquer que sejaa € R*
c) €' >a”, qualquer que sejaa € R*
d) assume valores de R em R,
)

e) assume valores apenas em fR+

ENERCICIOS COMPLENENTARES

15. (UFMS) Calcular x na igual-
dade:

0
1 . 2X 84 — x

16. (UFRR) Seja x a raiz da equa-
cdo (0,1)* > = 10. Calcule
o valor de 10x.

17. (UFSC) O valor de x que sa-

tisfaz a equacao:
54x—12 1

18. (Ufes) Se 9 — 9~ ' = 216,
entdo (2x)* é igual a:
a) 3 ) 9 e) 2545

b) 343 d) 25
19. (Mackenzie-SP) A solucao da

-3 X

- (9Y (12) .

equagao | — == é
atas (16) 9

é um nimero racional x, tal que:

a) —1=sx<0 d2=sx<3

b) 0 =x<1 e) 3=x<4

0 1=sx<2
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20. (UFPA) Se V é o conjunto-

21.

22.

23.

24.

—_

Numero de individuos (x 1000)
—_ N W B~ U1 OO NN OO O

/6

-solucdo da equacao

2% + x 5, entao:
a)V=1{1,4} d)V={1,2}
b) V C Z* e) V D {0}

c) V é unitario

(UFPI) Se 2" 1 — 2° " = ¢,
entdo x> + 20 é igual a:

a) 20 c) 24 e) 36

b) 21 d) 29

(UFMS) Calcule o valor de x
que satisfaz a equacao

9X=729\/37.

(FGV-SP) Se x é raiz da
equacao: 1
3x—1+3x+3x+1: 7,
entio x ' vale:

1 1 _
a) 7 C) 3 e) >

1 1

b) vy d) >
(Enem-MEC) O ndmero de

individuos de certa popula-
cdo é representado pelo gra-
fico abaixo.

t (anos)

-

1940 1950 1960 1970 1980 1990

Capitulo 4

25.

26.

Em 1975, a populacdo tinha
um tamanho aproximada-
mente igual ao de:

a) 1960 «¢) 1967 e) 1980
b) 1963 d)1970

(UFMS) Dada a funcao

y = f(x) = a%, com a > 0,

a # 1, determine a soma dos

nimeros associados a(s) pro-

pOsicao(0es) VERDADEIRA(S).

01. O dominio da funcao f
é R.

02. A funcado f é crescente
em seu dominio quando
O0<a<.

1

04.Sea=2,entaof(—1) = R

08. O grafico de f passa pelo
ponto P (O, 1).

16.Se a = % e f(x) = 243,
entao x = —81.

(FGV-SP) Com relacao a funcao

1 X

f(x) = (7) ,

podemos afirmar que:

a) é crescente em todo o do-
minio;

b) é crescente somente no
intervalo [—o ; 0];

c) é decrescente em todo
dominio;

d) é decrescente somente no
intervalo [0, oo] ;

e) o grafico intercepta o ei-
xo das abscissas.



Caoltulo <@>

Funcio LosariTmICA

Durante o Renascimento, com o advento da astronomia e
das grandes navegacdes, foi necessario simplificar os calcu-
los, transformando multiplicacdes e divisdbes em somas ou
subtracoes.

A idéia inicial é simples. Suponha, por exemplo, que se
queira determinar o valor de x tal que: 10* = 5

O que faziam os matematicos era encontrar um valor
aproximado de x, em geral um ntGmero irracional, tal que fos-
se verdadeira a igualdade? Procediam da mesma forma para
outras equacodes exponenciais e tabelavam os valores determi-
nados. Quando necessario, bastava consultar a tabela.

Por mais de dois séculos, as tabelas logaritmicas represen-
taram um poderoso instrumento de calculo e somente deixa-
ram de ser utilizadas com a invencao das calculadoras eletro6-
nicas. Por outro lado, ainda hoje a teoria logaritmica tem im-
portancia fundamental no estudo das ciéncias, onde surgem
os logaritmos naturais. A base destes logaritmos é o nimero e
e foram tabelados por Neper, por isso sdo também conhecidos
por logaritmos neperianos. Os logaritmos naturais sdo utiliza-
dos, por exemplo, para calcular crescimento populacional,
taxas de juros de aplicacdes financeiras, desintegracao ra-
dioativa etc.
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1. Logaritmo

O logaritmo de um ntimero b, na base a, onde a e b sdo
positivos e a é diferente de um, é um nimero x, tal que x é o
expoente de a para se obter b, entdo:

[Iogab=xc>ax=b,sendob>0,a>0,a#1]

em que: b é chamado de logaritmando
a é chamado de base
x é o logaritmo
Conclui-se que:
a) se 2* = 16, entdo 4 é o logaritmo de 16 na base 2, ou:
log,16 = 4 < 2% =16
b) se 9 = 81, entdo 2 é o logaritmo de 81 na base 9, ou:
log, 81 = 2 & 9% = 81
Em particular, observe que: sendo 2' = 2, portanto log,2 = 1
De maneira geral,

[logaa =1,sendoa>0ea # 1]

Observacao

Nos logaritmos decimais, ou seja, aqueles em que a
base é 10, esta freqlientemente é omitida. Por exemplo:

logaritmo de 2 na base 10; notagao: log 2

EXERCICIO RESOLVIDO

Calcule os seguintes logaritmos:
a) log, 32
Resolucao: Chamamos de x o logaritmo e aplicamos a defi-
nicao:
log,32 =x<2"=32=2"=2"= x=5
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b) log,s V5

Resolucao: Chamamos de x o logaritmo e aplicamos a defi-
nicdo. Resolvemos a exponencial obtida recorrendo as
propriedades:

1

log,: /5 = x & 255= 45 = (5)%= 52 =
1

52 = 57 o3 9x = - o x =

1
2 4
ENERCICIO PROPOSTO

1. Calcule o valor numérico dos seguintes logaritmos:

a) log,128 «c¢) log,343 e) logl% g) log, 24/2
5
1 81
b) log, 64 d) log, a7 f) logse 7 h) Iogi 75

5

2. Propriedades decorrentes da definicao

Dominio (condicao de existéncia)

Segundo a definicdo, o logaritmando e a base devem ser
positivos, e a base deve ser diferente de 1. Portanto, sempre
que encontramos incégnitas no logaritmando ou na base de-
vemos garantir a existéncia do logaritmo. Observe o procedi-
mento no exemplo seguinte:

log, _ 1 2x
O logaritmando e a base devem ser positivos e a base dife-
rente de 1:
2X>0=2x>0ex—1>0=x>Tex—1#1=x#2

Como existem trés condicdes sobre o valor de x, devemos

determinar a interseccao
0

X>O <
' ‘2
X>1exX # 2 - O —
. ~ ' ‘2
Iﬂt@l’SGCQ&O‘ O

X>1lex # 2
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Propriedades

~

log,a" =m,a>0 e a#1
log,.1=0,a>0 e a#1
a%® =b,b>0, a>0 e a#1

Veja a seguir a aplicacao dessas propriedades nos exerci-
cios resolvidos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule:
a) 2'°8 b) log,log, 81
Resolucao:
a) Segundo a terceira propriedade:
208" — 7
b) Neste exercicio, calculamos o logaritmos, de 81 na
base 3, e substituimos na expressao dada:

log; 81 = log; 3" = 4
Portanto: log, log;81 = log,4 = 1

2. Calcular o valor de A, sendo:
A =log;27 — 2 logs 21—5 + 4 logs 1

Resolucao: Fatoramos os logaritmandos e aplicamos as pro-
priedades necessarias, calculando o valor numérico de
cada logaritmo: .

A = log;27 — 2 logs — + 4 log;1

25
12
A = log;3’° — 2 logs (?) +4-0
A=3-2logs5 " +0=>A=3-2(-2)=
SA=3+4= A=7
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EMERCICIOS PROPOSTOS

2. Determine as condicdes de existéncia dos logaritmos:

a) log, (x + 3) c) log, . 1(x = 5)
b) log, (2x — 4) d) log, (3x — 1)
3. Calcule o valor dos logaritmos utilizando as propriedades:
a) log, 64 d) Iogi% g) log, 64 j) 7'08720
3
b) log, 343 e) logs 125 h) log, 81 ) 3'0839
c) log, 1 fy 2loe23 i) log, 1
4. Determine x em cada caso:
a) log,x =3 c)logx10=% e) log;(x + 1) =5
b)|0g2%=4 d)logxx/37=—1

5. Calcule o valor de k, dado:

k — 3 ° lOg464 - % : |Og5 \/E + log10 0,1

3. Logaritmo decimal — caracteristica e mantissa

A tabela logaritmica foi amplamente utilizada até a inven-
cdo da calculadora eletrénica. Mostraremos como proceder
para consultar a tabela.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine log 341.

Resolucao:
Sabemos que 341 esta entre 100 e 1.000:
10°< 341 < 10°
Como a caracteristica é o expoente de menor poténcia de

10, temos que ¢ = 2.
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Consultando a tabela para 341, encontramos

m = 0,53275. Logo: log 341 =2 + 0,53275
log 341 = 2,53275

2. Calcule log 73.

Resolucao:

Observe que 73 esta entre 10 e 100, entao:
10" <73 <10’

Neste caso, c = 1.
Consultando a tabale para 73, temos m = 0,86332.
Portanto: log 73 =1 + 0,86332
log 73 = 1,86332
3. Calcule log 0,7.

Resolucao:
Sabendo que 0,7 esta entre 0,1 e 1, temos que:
107'<0,7<10°
Entao, c = 1.
Procuramos na tabela a mantissa para n = 7 e encontramos
m = 0,84510. Portanto: log 0,7 = —1 + 0,84510
log 0,7 = —0,15490

Leia sobre Logaritmos e a escala Richter no Encarte Colorido.

ENERCICIO-PROPOSTO
6. Determine o valor dos logaritmos utilizando a tabela no final do
livro:
a) log 237 c) log 93 e) log 53 g) log 419
b) log 0,5 d) log 915 f) log 0,9
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4. Propriedades operatérias dos logaritmos

s

log,(m - n) =log,m + log,n,m>0,n>0,a>0ea # 1

Ioga%:Iogam—Iogan,m>0,n>0,a>0ea¢1

log.mP =p-loggmpER mMm>0,a>0ea# 1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Desenvolva admitindo satisfeitas as condicoes de existéncia:

WY

X2y3

log,

Resolucao:
= log; \/)T — log; X2Y3 = log; Y;_ — log; X2y3 =

= % log, v (logs x> + log; 2°) = % log; y — 2 log; x — 3 log; z

2. Sendolog?2 =0,301elog3 = 0,477, calcule o valor de log 6.

Resolucao:
logb =log2 -3 =1log2 + log3=0,301+ 0,477 =0,778

Cologaritmo

[cologab = — log,b,sendob>0,a>0ea # 1]

EKERCICIOS PROPOSTOS

7. Desenvolva admitindo satisfeitas as condicoes de existéncia:

a) log m’n’ b) log \/4?
3 pZ 't
8. Dado que log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477 calcule:
a) log 30 b) log 18 c) log 24
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5. Mudanca de base

Até o momento, trabalhamos com expressdes logaritmicas
em que as bases sdo iguais; para resolver questdes que envolvam
logaritmo com bases diferentes, utilizamos a seguinte expressao:

log ., m
log,m = —=—"—,sendom>0,n>0,n#1,a>0ea # 1
log ., n

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Simplifique a expressdo e determine o valor de A:
A =log;8 - log,3 - log:4 - log, 5
Resolucao:
A =log;8 - log,3 - log:4 - log, 5
A\ log 8 ,Leg%’JQg/ﬁr,lgg%
log3~ _log# _log5 log?2
log 8

= —_— = = 3:
A = g 2 log, 8 = log, 2 3

2. Dadoslog2 =0,301elog3 = 0,477, calcule log, 3.

Resolucao:

log 3 0,477
log, 3 = = — = log,3 = 1,585
8227 Tog 2 0,301 82
EERCICIOS 2ROPOSTOS
9. (Fuvest-SP) Sabendo-se que 5" = 2, podemos concluir que
log, 100 é igual a:
a)% b) 2p c) 2 + p’ d) 2 + 2p e) Z;Zp
10. (PUC-SP) Se a = loggz 225 e b = log, 15, entao:
2b 2
a)a=T c)a-b=?-log215 e)b=%
_ 2a _ b
b) b = 3 d)a= 3
84
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11. (FGV-SP) Sabendo-se que log 2 = m e log 3 = n, podemos afirmar

que log 108 vale:

a)m’+n’ b)ym’+ n?

APLICACAO PRATICA

A escola de pH

c) 2m + 3n

d) 3m + 2n

e)

Todos nés, em determinada situacao, ja comentamos como
um suco de determinada fruta estava acido ou ja pedimos em uma
farméacia algum “antiacido” para combater dores de estbmago.

Na quimica, existe uma escala desenvolvida pelo bioquimico
dinamarqués Soren Peter L. S6rensen em 1909, chamada de esca-
la de pH, que nos fornece uma ferramenta pratica para quantificar
0 qudo acida ou basica é uma determinada substancia.

Para utilizar a escala, é ne-
cessario conhecer a concentra-
cdo de ifons de H' da solucao.
Veja o exemplo.

Suco de laranja:

[H*] = 1,0 X 10> mol/L
Como pH = —log [H'],
entao

PHsuco de laranja =

= —log 107’ =

—(—3) log " = +3

A escala de pH variade 0 a 14.

Vejamos na figura a seguir o
pH de algumas substancias.

S

acidez aumentan

neutro

{ basicidade aumentan@

pH

0
1

© 0 N O U1 W No

—_
)

11

12
13
14

Substancias

um automovel

Suco de limao,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Acido da bateria de |
|
|
suco gastrico I
Vinagre, suco de laranja |
Suco de tomate |
Café, chuva, vinho 1
Leite, saliva I
Agua pura, sangue |
Xampu, d4gua do mar |
Bicarbonato de sédio !
Leite de magnésia, |
sabao liquido I
Produto de limpeza |
com amonia |
Barrilha I
Limpa-forno I

|

|

|

(Bosquilha,1999)

85
Capitulo 5



6. Funcao logaritmica

Funcdo logaritmica é a funcao f, de dominio R*, e contra-
dominio R, que associa cada nimero real e positivo x ao loga-
ritmo de x na base a, onde a é um ndmero real, positivo e di-

ferente de 1.

f:R* >R
Xx—>y=log,x,a>0ea#1

6.1 Grafico da funcao logaritmica

Vamos construir o grafico de duas funcdes logaritmicas:

a) y=log;x

Atribuimos valores con-
venientes a x, calculamos
y, conforme mostra a tabe-
la abaixo. Localizamos os
pontos no plano carte-
siano obtendo a curva que
representa a funcao.

2 Y
5 |
1 0
3 1
9 2

86
Capitulo 5

b)y = log ; x
3
Vamos tabelar valores con-
venientes de x, calculando y.
Localizamos os pontos no
plano cartesiano, determi-
nando a curva correspon-
dente a funcao.

X Y
= | 1
1 0
3 —1
9 —2




Observando as funcdes anteriores, podemos concluir que
paray = log,x:

e se a> 1, afuncao é crescente;
e se 0 <a<1,afuncdo é decrescente.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Classifique as funcdes em crescente ou decrescente:

a) log,x b)log,x ¢)lInx d) log 5 X e) log,, x
= 2 2
Resolucao:
a) Como a base é 2 (portanto maior que 1), a funcao é
crescente.
b) Como a base é > (portanto entre O e 1), a funcao é de-
crescente.

c) In x é o logaritmo natural de x, ou seja, é log.x; como e
é maior que 1, entdo a funcao é crescente.

V3

d) Como 0 < — < 1, entdo a funcao é decrescente.
e) Sendo 12 > 1, a funcao é crescente.

2. Determine mpara que a funcdoy = log,, . ; 57 seja crescente.

Resolucao:

Para que a funcao seja crescente, a base deve ser maior
que 1, entao:
m+3>1T=m>—-2

3. Determine p para que a funcao y = log,, — 3 21 seja de-
crescente.

Resolucao:

Para que a funcao seja decrescente a base deve ser um na-
mero compreendido entre zero e 1, entao:

0<2p—-3<1=23<2p<4= %<p<2
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EKERCICI9 PROPOSTO

12. Determine kK € R para que:

a) y = log, , 4 3 seja crescente;

b) y = log_, + 4 12 seja decrescente;
c) y = logs, 4+ 1, 7 seja crescente;
)

d) y = logs, _; 2 seja decrescente.

7. Equacdes logaritmicas

A equacdo logaritmica caracteriza-se pela presenca do si-
nal de igualdade e da incégnita no logaritmando.

log, 2x = 2
log;(x — 1) =23
log,(x — 1) + log, (x + 1) = 3

Para resolver uma equacao, antes de mais nada devemos
estabelecer a condicao de existéncia do logaritmo, determi-
nando os valores da incégnita para que o logaritmando e a
base sejam positivos, e a base diferente de 1.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. logy2x =2

Resolucao:
Condicao de existéncia:
o logaritmando, 2x, deve ser positivo
2x >0 =x>0

Em seguida, aplicamos a definicao de logaritmo:
log2x =2 < 6°=2x = 2x =36 = x = 18

Observe que o valor encontrado, x = 18, satisfaz a condi-
cdo de existéncia x > 0. Portanto: S = {18}
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2.

log, (x — 1) + log, (x + 1) =3

Resolucao:

Condicao de existéncia:
os logaritmandos devem ser positivos
X—1T>0=x>1Tex+1>0=x>—1

Tendo duas condicdes sobre o valor de x, devemos procu-
rar a interseccao das duas para obter uma UGnica condicao:

i

g

|

e}

A condicao de existéncia é, portanto, x > 1.

Na resolucdo desta equacao, aplicamos a propriedade do
produto para reduzir o primeiro membro a um Unico
logaritmo:

log,(x — 1) + log,(x + 1) =3=log,x — 1) (x+1)=3=
=log,(x>* = 1) =log2=x"-1=2"=2x"-1=8=
—x’=9 = x =13

De acordo com a condicdo de existéncia, somente sdo
convenientes os valores de x maiores que 1, portanto —3
ndo é elemento do conjunto-solucdo: S = {3}

EKERCICIO PROPOSTO

13. Resolva as equacoes:

a) log,4x =5

b) log; (2x + 7) =1

log, (— 2x + 3) =2

logo (X + 2) + logo (X — 2) = logq 12
e) log, (— 2x — 36) — log, (1 — 3x) = 2

C

o

)
)
)
)
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.

log; Vx + logyx = 3

Resolucao:

Condicao de existéncia: Yx >0 = x> 0.

Nesta equacao, os logaritmos tém bases diferentes, portanto
devemos reduzi-los a mesma base para poder aplicar as pro-

priedades. Mudaremos para base 3 o logaritmo de base 9:
I I I

logex = 0gs x _ loggXx _ logs X _ 1 log;x =
1083 9 Iog3 32 2 2
1

= log;x 2 = logs /x

Substituindo na equacao, temos:

log, X+ logex = 3 = log; Vx + log; Ix = log; 3’ =
2 - logs Vx = logs 27 = log; (Vx ). = log, 27 =

logy;x = log;27 = x = 27

Como x = 27 satisfaz a condicdo de existéncia:

S = {27}
2. 2% —=10-24+21=0
Resolucao:
Trata-se de uma equacao exponencial. Resolvemos fazendo
uma mudanca de variavel, obtendo uma equacao do 2° grau:
2 —10-2421=0=(29—-10-2"4+21=0
Seja2" =t
t* — 10t + 21 = 0. Assim, A = 100 — 84 = 16
10 £ 4
t= —— =t=7o0ut=3
2
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2 =7
2 =3
Observe que ndo é possivel obter bases iguais nos dois

membros da equacdo. Nestes casos, a solucao é dada em
forma de logaritmo. Observe:

Como 2" = t, temos {

2=7ox=1log,7e2"=3 < x=log,3

S = {log, 3, log, 7}

EKERCICIOS PROPOSTOS

14. Resolva as equacdes:
a) log;(x + 1) — logg(x + 1) =1
b) |Og4X + |Og16X =3
c) logs;(x — 2) — logg(x — 2) =2
d)2-9"-5-3"+3=0

15. (UFSC) O valor de x compativel para a equacao
log(x2 —1)—log(x —1)=2,¢é:
(lembre-se de que a base é 10)

16. (UFBA) O logaritmo de y = 24 — 2x na base x é 2. Calcule o va-
lor de x.

8. Inequacées logaritmicas

Identificamos as inequacoes logaritmicas pela presenca da
incégnita no logaritmando e de um dos sinais de desigualda-
de: >, <, = ou <. Sdo exemplos de inequacoes:

2 |Og3x<4

log; (x+3)+ log; (x —3)=0
3 3
Assim como nas equacodes, devemos garantir a existéncia
do logaritmo impondo as seguintes condicoes: o logaritmando
e a base devem ser positivos e a base deve ser diferente de 1.
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Na resolucao de inequacoes logaritmicas, procuramos ob-
ter logaritmos de bases iguais nos dois membros da inequa-
cdo, para poder comparar os logaritmandos. Porém, para que
ndo ocorram distor¢des, devemos verificar se as funcdes en-
volvidas sdo crescentes ou decrescentes. A justificativa sera
feita por meio da anéalise grafica de duas funcoes:

1) crescente (a > 1):y = log,x
2%) decrescente (a < 1):y = log,x

funcao crescente funcao decrescente

YA YA

lOgax2 = Y2 [Ogax1 =Vi+--

1
1
: >
X X
- | _ ,
X 08X = Yo ---------~

Na funcao crescente, observe que:

log,x; =y, -

X; < x, = log, x; < log, x,
ou
X, > x; = log, x, > log, x;
Na funcao decrescente, observe que:
X; < x, = log, x; > log, x,
ou
X, > X; = log, x, < log, X,
Na funcao crescente, os sinais coincidem na comparacao

dos logaritmandos e, posteriormente, dos respectivos logarit-
mos; porém, o mesmo nao ocorre na funcao decrescente.

De modo geral, quando resolvemos uma inequacao loga-
ritmica, temos de observar o valor numérico da base pois,
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sendo os dois membros da inequacao compostos por loga-
ritmos de mesma base, para comparar os respectivos lo-
garitmandos temos dois casos a considerar:

p
® se a base é um nimero maior que 1 (fungcado crescente),

utilizamos o mesmo sinal da inequacao;

® se a base é um nimero entre zero e 1 (funcdo decres-
cente), utilizamos o “sinal inverso” da inequacao.

Concluindo, dada a funcao y = log, x e dois nameros reais
X1 € Xyt

X; < X, = log, x; < log, X,
e sea > 1, temos
X, > X; = log, X, > log, X,

X; < X, = log, x; > log, X,
ese<a<T, temos ! !
X, > X; = log, X, < log, X;

EXERCICIO-RESOLVIDO

Resolva as inequacodes:
a) log,4x < 3

Resolucao:
Condicao de existéncia: 4x > 0 = x > 0.
Devemos substituir o segundo membro da inequacao por
um logaritmo de base 2 que equivale a 3, ou seja:
3 = log, 2’

Portanto,
log, 4x < 3 = log, 4x < log, 2’

Os dois membros sdo compostos por logaritmos de mesma
base. Para comparar os logaritmandos, devemos analisar o
valor da base. Sendo a base 2 (funcao crescente), utiliza-
mos o mesmo sinal da inequacdo. Observe:

log, 4x < 10g,2° = 4x < 2’°= 4x <8 = x < 2
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Devemos fazer a interseccdo entre a solucdo encontrada e a
condicao de existéncia para determinar o conjunto-solucao:

S={x€ER|0<x<2}

b) Iogl(x+3)+ logl(x—B)BO

3 3
Resolucao:
o o X > —3
Condicao de existéncia: (>3 =X > 3

94

Aplicamos a propriedade do produto e substituimos O por
log | 1:
3

log; (x +3) + log; (x =3)=0=
3 3

= log; (x +3) (x = 3) = log ;
3 3

1

1 . : :
Como 0 < 3 < 1, “invertemos” o sinal da desigualdade

para comparar os logaritmandos:
X+3)x—3)<1T=2x"-9<1=3x"-10<0
Tratando-se de uma inequacdo do 2° grau, facamos um es-

boco do grafico; as raizes sdo ++10 e —+/10 , a parabola
tem concavidade voltada para cima:

+\_+/10 Jio /+
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Entao: — 10 = x =< 410

Fazendo a interseccdo com a condicao de existéncia:

3
] _
_J10 - J1o
- : O

S={xER|3<x=< 10}

EXERCICIO PROPOSTO
17. Resolva as inequacoes:
a) log, (x — 3) < log, 4 d)log 1 (2x = 4) <0
b) logs (3x — 1) > — 1 e) Iog45(x —3) —log, (x — 3) =<1
c) logy (x—1)= log4 3
3 3
ENERCICIOS COMPLEMENTARES
18. (Mackenzie-SP) A solucao de d)10 e) 16
log, (2x — 1) < 2 é:
a) (x ER|x>1] 20. (UFSC) Se x = 3/360 , log,,2 =
b) {x ER|x # 1) = 0,301 e logyy 3 = 0,477, de-

termine a PARTE INTEIRA do va-

)
C)){XE[R|X<1} lor de 20 - log ¢ X.

d){xeR|0<x<T}

e) R 21. (PUC-SP) Determinar
19. (UFMG) log,, 350, sabendo que
_ 3 logy, 0,35 = —0,456:
>ejal0g.8 = 7 2 =0 1,456  d) 2,544
O valor da base a é: a) 1, ) 2,
b) 2,456 e) 3,649
V75 DE 9 ) 1,544
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22.

23.

24.

25.
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(UFRGS-RS) O valor de

log (217,2) — log (21,72) é:
a) —1 d)log(217,2 —21,72)

log(217,2)
log(21,72)

b) 0
c) 1

(Ufes) Simplificando a ex-
pressao

2(2l0g,3=3108,2) " htemos:
8 3

a) 9 C) > e) 1
9 2

b) 3 d) 3

(UFPI) O pH de uma solucéao
é definido por

_ 1
pH—Iog(HJr)

onde H" é a concentracdo
de hidrogénio em ions-gra-
ma por litro de solucao. O
pH de uma solucdo onde
H"=1,0-10"°¢:

a) 0 c) 1,0 e) 8
b)y107%  d)7
(UFPB) Se m =

)G

entdo o valor de log m é:

1 d) | 1_5)
a) ) og( n
b) —1 e) 0

c) log 60

Capitulo 5

26.

27.

28.

29.

30.

(Ufac) O inteiro positivo n,
solucdo da equacao
n+ 2

log2" + log2" "' + log2" "% =

+ / Ve
"*1 &0 nlimero:

e) 1

= log2""
a) 2
b) —3

c) 3
d) —1
(UFPB) O conjunto-solucao
da equacao

logo x + logo (x — 3) =1
esta contido no intervalo:

a) [=6, =2]  d)[2, 3]
b) [—1, 0] e) [3, 6]
c) [0, 2]

(UFRN) Se o logaritmo de
10000 na base x é 5, entdo o
logaritmo decimal de x é
igual a:

a) 1,25 «¢) 0,60

b) 1,00 d) 2,00

e) 0,80

(Fuvest-SP) Se x = log, 7 e
y = log,, 49, entao x — y é
igual a:

c) 1

d) 2

a) log,7 e) 0

b) logs 7
(UFRRJ) Determine o conjun-

to D dos nUmeros inteiros
positivos x para 0s quais a

| 5—x
08 10 + x

X —2

funcaoy =

esta definida.



Funcoes CIRCULARES
TRIGONOMETRIA

A trigonometria teve seu desenvolvimento relacionado aos
estudos de astronomia, a medida que surgiu a necessidade de
se estudarem as fases da Lua, eclipses, distancia entre plane-
tas etc. O conhecimento cientifico e preciso de todos esses fe-
nomenos facilitou a determinacado de rotas de navegacao e,
conseqlientemente, a expansao territorial.

Com o desenvolvimento da matematica, a trigonome-
tria tornou-se independente da astronomia e passou a ser
aplicada em outras areas da ciéncia, destacando-se na fisi-
ca, por exemplo, nos movimentos circulares, no movimen-
to de oscilacao de um péndulo, na 6ptica, na cinematica
vetorial etc.

A palavra trigonometria tem origem grega e significa “me-
dida de trés angulos”. Basicamente, o que se estuda na trigo-
nometria é a relacdo entre angulos e distancias. Por conta dis-
so, é imprescindivel o conhecimento das relacdes entre angu-
los e lados do tridngulo retangulo.
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1. Tridangulo retangulo

Chamamos de tridngulo retangulo aquele que possui um
angulo reto (angulo de 90°). Dizemos que os outros angulos
sao agudos (menores que 90°). Como a soma dos angulos in-
ternos de um triangulo é 180°, no triangulo retangulo os angu-
los agudos sao complementares, pois somam 90°.

No triangulo retangulo, os lados recebem nomes especifi-
cos: catetos e hipotenusa. A hipotenusa é o lado oposto ao
angulo reto, e os catetos sdo os lados opostos aos angulos

agudos.
Os vértices sao identificados com letras maitdsculas.

@

cateto

>

cateto

2. Razées trigonométricas

Sabendo identificar os catetos, podemos definir as razdes
trigonométricas: seno (sen), cosseno (cos) e tangente (tg).

Sendo o 0 angulo, podemos definir as seguintes relagcoes:

-
cateto oposto a o
sen o = :
hipotenusa
cateto adjacente a o
cos o = .
hipotenusa
. cateto oposto a o
o = . A
: cateto adjacente ao angulo

98
Capitulo 6



Por exemplo, no triangulo retangulo da figura, temos:

¢ sen é = g sen CA: — &
BC BC

COS é — /];\TE COS CA: = %

t B = — 1 C = —

8 AB 8 AC

A primeira constatacao importante relaciona-se aos angu-
los complementares:

sen B = cos C

N A A

cosB=senC | B+ C=90°

Se dois angulos sdo complementares, entao o seno de um
deles é igual ao cosseno do complementar. As tangentes
de angulos complementares sdo inversas.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine as razoes c
trigonométricas do triangulo.

Resolucao: . ,
Basta aplicar as definicdes das
razoes trigonomeétricas:
A=2 &= 3 AP
sen A = — sen C = —
cos A = % cos C = %
A 4 A 3
tg A= — t = =
8 ;7 1BC=+
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Observacao: note que a tangente de um angulo é a razao
entre o seno e o cosseno desse angulo. De forma geral te-
mos que:

2. Determine sen 20°, cos 20° e tg 20°, sabendo que sen 70° =
= 0,94 e cos 70° = 0,34.

Resolucao:

Sabendo que 20° e 70° sao angulos complementares, pois
20° + 70° = 90°, temos:
sen 20° = cos 70° = 0,34
cos 20° = sen 70° = 0,94
Para encontrar a tangente, aplicamos a definicao:
sen 20° 0,34

tg 20° = - ~ 0,36
5 cos 20° 0,94

sen 70° 4
tg 70° = - 004 2,76
cos 70° 0,34

ENERCICIOS PROPOSTOS

1. Determine as razdes trigonométricas nos triangulos:

a) b) C
15 C

12 10 5\/§

A s B

2. Determine sen 15°, cos 15° e tg 15°, sabendo que: sen 75° = 0,97
e cos 75° = 0,26.

3. Determine sen 27° e sen 63°, dados cos 27° = 0,89 e cos 63°= 0,45.

100
Capitulo 6



3. Teorema de Pitagoras

Observe os seguintes triangulos retangulos:

a) b) C) 5\/%
1042, 10

]

<] 10
3

Observe a relacdo entre os quadrados dos catetos e o qua-
drado da hipotenusa:

a)3°+4°=9+16=25=5"

b) 10% + 10% = 100 + 100 = 200 = (1042 )

Q) 132+ 92 =169 + 81 = 250 = (5410 )

Pitagoras observou essa relacao em triangulos retangulos e

formulou o teorema mais conhecido da matematica:
s

Teorema de Pitagoras

Em todo triangulo retangulo, a soma dos
quadrados das medidas dos catetos é igual ao
quadrado da medida da hipotenusa.

EXERCICIO RESOLVIDO

Determine a medida x em cada triangulo:

a) b)
X
3 cm 18 cm
10 cm

7 cm ]

Resolucao:
a) Aplicamos o teorema de Pitagoras:
X’ =3"4+7"=2x"=9+49=>x"=58=x = *58
—/58 nao convém; portanto x = 4/58 cm
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A raiz negativa ndo convém, porque estamos trabalhando
com medidas de comprimento. Nos exercicios seguintes,
consideraremos somente as raizes positivas.

b) Aplicamos o teorema de Pitagoras:
18°=x"4+10°=x" =324 — 100 = x° = 224 =
=X = V224 = x=44+14 cm

EKERCICIOS PROPOSTOS

4. Calcule o valor de x nas figuras:

19

Z
_ .
b) e) Z 8
| X

3.2 4

5. Em um triangulo retangulo, a hipotenusa mede 25 cm e a soma
dos catetos é 35 cm. Determine a medida de cada cateto.

6. Os catetos de um triangulo retangulo tém a mesma medida. Se a

hipotenusa mede 5+/2 cm, determine a medida dos catetos.

4. Angu|os notaveis

Os angulos notaveis sdo: 30°, 45° e 60°. O conhecimento do
seno, cosseno e tangente desses angulos constitui-se em uma im-
portante ferramenta no estudo da trigonometria.
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o 30° 45° 60°
A tabela ao la- 1 ﬁ «/37
sen o -
do, chamada de P 7 —
tabela trigométri-
ca de angulos no- cos o _“/37 N2 1
taveis, resume es- 2 2 2
ses valores. @ \/337 : i

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcular o valor de x nas figuras:

a)
5

30°

Resolucao:

x é o cateto oposto ao angulo de 30°. Aplicamos, portanto,
a definicao de seno:

sen 30° = 2 = 1 _ X = 2x =5 = X:i
5 2 5 2
b)
18
45° [
X
Resolucao:

x é o cateto adjacente ao angulo de 45°, portanto aplica-
mos a definicao de cosseno:

X N2 x

45° = — = 2x = 18+/2
COS 18:> 5 18:>x «/7:>

:>x=9«/?
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2. Um observador de 1,70 m vé um péassaro no alto de um
prédio sob um angulo de 60°. Sabendo que o observador
esta a 30 m do prédio, determine a altura do prédio.

Resolucao:

De acordo com os dados T
do problema, podemos,
por meio de um desenho,
verificar que a altura do
prédio (h) é a soma da altu-
ra do observador com o
cateto oposto ao angulo de

60°
60°, que chamamos de x: 1 -
X T == AT '1,70m
h=x+1,70 o
Aplicamos a definicao de tangente para encontrarmos o
valor de x:
tg60°=%=>@=%:> x =30+3 m
Entao:

h=x+1,70=h =303 + 1,70
Utilizando V3 =1,73=h =519 +1,70= h = 53,6 m

ENERCICIOS PROPOSTOS

7. Calcule o valor de x nas figuras:
a) b) C)
/3 12 X
Q,
60° 300 K45° o
o 45° X
X

8. (Cesgranrio-RJ) Uma rampa plana, de 36 m de comprimento, faz
angulo de 30° com o plano horizontal. Uma pessoa que sobe a
rampa inteira eleva-se verticalmente de:

a)6V3m  b12m o 13,6m d)9V3m e 18m
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9. (UFAL) Um observador se encontra
a 12 m de um edificio e vé o seu
topo sob um angulo de 60°, con-
forme a figura ao lado.

Se o piso da rua é horizontal e os
olhos do observador se acham a

1,60 m acima desse piso, a altura 60_ —BRA

h do edificio é de, aproximada- 1,60 m § T == T
mente: 12 m

a) 25m d)22,8m b) 24,8 m e) 22 m c)23,4 m

5. Relacdes trigonométricas

Estudamos as relacdes trigonométricas em triangulos re-
tangulos. Vejamos, agora, estas relacdes a outros tipos de
triangulos:

5.1 Teorema dOS Senos

Em qualquer triangulo, as medidas dos lados sao propor-
cionais aos senos dos angulos opostos.

¢ Assim, segundo o teorema
dos senos, temos que:
b d
a _ b _ ¢
B AN A A
A c sen A sen B sen C

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Num triangulo ABC, temos A = 30°, B=45°ea=+2.
Determine a medida do lado b.

Resolucao: C
Por meio de uma figura, pode- b a
mos visualizar os dados do 5 0° 459
problema: A C B
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De acordo com o teorema dos senos, temos que:

a b

sen A sen B sen C

V2o b .

sen 30° sen 45° sen é

Tomando a primeira igualdade:

J2 b J2 b

= = = =

sen 30° sen 45° 1 )
2 2
2 2-42 42
=2 - 2=b-—— =b= = b=2
V2 2
5.2 Teorema dOS cossenos
Em qualquer triangulo, o quadra- C
do da medida de um lado é igual a
soma dos quadrados das medidas dos b S
outros lados menos o dobro do pro-
duto das medidas desses lados pelo A - B
cosseno do angulo formado por eles.
Segundo o enunciado do teorema, temos:
4 A\
a’=b"+c*—2-b-c-cos A
b2=a?+c*—2-a-c-cos B
2=a’+b>-2-a-b-cosC
_ J

EXERCICIO-RESOLVIDO

1. Se um triangulo tem dois lados que medem 8 cm e 10 cm,
formando um angulo de 60° entre si, qual serd a medida
do terceiro lado?
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Resolucao:

De acordo com os dados, podemos fazer a seguinte figura:
C

b a
60°

B
A 10

Aplicando o teorema dos cossenos, temos:
a’=b°+c>—2-b-c-cosb60°
1

a2=64+100—2-8-10-7

a°=164 —80=84=a=+84 = a=2+21cm

ENERCICIOS PROPOSTOS

10. (Mackenzie-SP) Os angulos internos, Ae?2 A, de um triangulo,
tém como medida dos lados opostos, respectivamente, os valores
Te2.0 angulo A mede:

a) 90° b) 60° C) 45° d) 30° e) arc sen 2

11. (PUC-SP) No triangulo da figura a seguir:a = 20, b = 25 e g = 60°.
Entdo, sen o é igual a:

A Q) ] o ] o)
. 7 7 7
b
1 1
o b) — d) —
c 60 B ﬁ 7
10

12. Em um triangulo ABC tal que BC = +/3, A = 60° e B = 75°, a
medida AB é:

a) 1 b) 2 c) 2 d) 2+/2 e) 3

13. (Cgsgranrio—RJ) Em um triangulo ABC, AB = 3,BC =4 e

ABC = 60°. O lado AC mede:

a) 5 b) V13 c) 37 d) 243 e) 343

(consulte a tabela trigonométrica no final deste livro)
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6. Circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto de pontos que
estdo a mesma distancia de um ponto fixo do pla-
no; esse ponto é o centro da circunferéncia (O) e
a distancia é o raio (r). Diametro é o segmento
que tem extremidades na circunferéncia e que
passa pelo centro dela.

7. Comprimento da circunferéncia

Faca o seguinte experimento: contorne uma moeda com um
pedaco de linha e corte o excesso, fazendo com que as extremi-
dades coincidam. Estique a linha e veja seu comprimento. A me-
dida encontrada é o comprimento da circunferéncia da moeda.

Por exemplo, para uma moeda de R$ 1,00 te-

mos aproximadamente 7,55 cm de comprimento.

O seu raio é aproximadamente 1,2 cm, portanto o

diametro é 2,4 cm. Simbolizamos o comprimen-

REAL to por C e o diametro por d. Vamos determinar o
1996 quociente entre o comprimento da circunferén-

cia da moeda e seu diametro:
C 720 _ 3146
d 2,4
Podemos determinar esse quociente para diversas circunfe-
réncias, variando o comprimento e tomando o respectivo dia-
metro. Utilizando métodos mais precisos para medir o compri-
mento, verificamos que esse quociente é constante para qual-

quer circunferéncia. Essa constante é o nimero irracional m.

n=3,141592... = (n = 3,14

Temos entao:

C C
= —, masd=2ron=—=C=2 -1-r
d 2r [ ]

Essa é a formula para determinar o comprimento de qual-
quer circunferéncia, variando apenas seu respectivo raio (r).
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.

Determine o comprimento da circunferéncia de raio 5 cm.

Resolucao:

Basta substituir na formula:
C=2nr=2n-5=10n=>C=10-3,14= C=31,4cm

2. Joao caminha em uma pista circular todos os dias. O raio da

pista é 100 m. Se Jodo costuma caminhar aproximadamente
10 km por dia, quantas voltas inteiras ele percorre por dia?

Resolucao:

Se o raio da pista é r = 100 m, entdo o comprimento da
circunferéncia é:

C=2w-r=2n-100=C =200t m

Ou seja, 200w metros é o equivalente a uma volta;sendo
10 km = 10.000 m, entao o namero de voltas é o quocien-
te entre a distancia percorrida por dia e a distancia equiva-
lente a uma volta:

_ 10000 _ 50 50 ..
"T 00 T m "7 304 TNT N

Como é pedido o namero de voltas inteiras, entdo ele per-
corre 15 voltas por dia.

ENERCICIOS PROPOSTOS

14.

15.
16.

17.

Determine, aproximadamente, o comprimento da circunferéncia
de raio:

a)r=7cm b)r=12cm c)r=x/§m
Determine o raio da circunferéncia que tem 12,56 cm de comprimento.

Determine o diametro da circunferéncia que tem comprimento de
9t m.

Quantas voltas da a roda de uma bicicleta que possui 30 cm de
raio, para percorrer 37,68 m¢?
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18. Suponha que uma prova de Férmula Indy sera realizada em uma
pista circular de 800 m de raio. A prova é composta de 200 vol-
tas. Qual a distancia percorrida durante a prova? Se um carro tem
velocidade média de 250 km/h, em quanto tempo, aproximada-
mente, concluira a prova?

8. Arco de circunferéncia

Tomando dois pontos distintos sobre uma circunferéncia,
estamos determinando dois arcos:

Q Q
P P
arco PQ arco QP
Um angulo com vértice no centro de Q
uma circunferéncia é chamado angulo cen-
tral (o). Portanto, unindo as extremidades N
P

dos arcos ao centro da circunferéncia en-
contramos o angulo central o. corresponden-
te ao arco QP.

Como cada arco possui um angulo central correspondente,
dizemos que o angulo e o arco possuem medidas iguais. Por-
tanto, o nidmero que exprime a medida do angulo QOP ¢ o
mesmo que exprime a medida do arco QP.

[medida QP = medida QéP = OC]
Utilizam-se duas unidades de medidas para arcos de
circunferéncia: o grau e o radiano.

Obtém-se T grau (1°) dividindo a 1 grau
circunferéncia em 360 partes iguais:
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Obtém-se 1 radiano (1 rad) tomando
sobre a circunferéncia um arco que tenha F
a mesma medida que o raio. §

Entdo, para um arco de medida €, se quisermos saber a
quantos radianos o mesmo corresponde, basta dividi-lo pelo
raio:

Qo ¢ o = — rad

Em uma circunferéncia de raio 1, temos que o comprimen-
toeC=2-n-1=C=2m.

Em outras palavras, uma volta completa (360°) sobre a cir-
cunferéncia de raio 1 equivale ao arco de 2= rad.

A [1 volta = 360° = 21 rad]

Portanto, meia volta equivale a:

m/\ lvoltaz 180° = & rad
U 2

Utilizamos a relacdo destacada para converter arcos de
radianos para graus e vice-versa.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Transforme 150° em radianos.
Resolucao:
Basta utilizar uma regra de trés simples:
180° <> m rad
150° <> x
180x = 1501 = x = ~20% _, = 5T
180 6
21
2. Transforme EN rad em graus.
Resolucao:
Utilizamos a regra de trés: 180° <> 7 rad
x & 2% rad
180 - 2n
X = = x = 120°
T
ENERCICIOS PROPOSTOS
19. Converta em radianos:
a) 120° b) 310° c) 230° d) 135°
20. Converta em graus:
a) /T rad b) 2% rad c) AT rad dy 11T rad
6 4 3 6
21. (UFMG) A medida, em graus, de um angulo que mede 4,5
radianos é:
a) 22 byasm ¢ 810 d) 810 e) 810 m
T T
22. (Fuvest-SP) Uma arco de circunferéncia mede 300° e seu compri-
mento é 2 km. Qual o nidmero inteiro mais préximo da medida do
raio, em metros?
a) 157 b) 284 c) 382 d) 628 e) 764
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9. Ciclo trigonométrico

O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia orientada de
raio 1. A orientacao é:

+

positiva  no sentido anti-horario.
negativa — no sentido horario.

O ciclo trigonométrico é dividido em quadrantes determi-
nados pelos eixos cartesianos:

s

1° quadrante — contém a extremidade v A
dos arcos entre 0 e 90° ou O e % rad.

2° quadrante — contém a extremidade ﬁ\
dos arcos entre 90° e 180° ou % e = 0 o 5
n rad. & 4°

3° quadrante — contém a extremidade

3m
dos arcos entre 180° e 270°ou T e 2
31 rad
2

4° quadrante — contém a extremidade dos arcos entre 270°

e 360° ou 3Tn e 27 rad.

A origem dos arcos no ciclo
trigonométrico € o ponto A, que
corresponde a 0. Caminhando no
sentido anti-horario, encontramos
0s arcos positivos, por exemplo o

arco % rad.
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Para localizar os arcos negati-
vos, caminhamos, a partir de A,
no sentido horario. Observe a lo-

calizacdo do arco de —% rad.

10. Arcos céngruos

> &3

em B correspondente a % rad.

y A
Na figura, temos o arco que
tem origem em A e extremidade
Q

Podemos dar uma volta com-

pleta no ciclo, parando novamen-

te em B.

Como a partir de - rad demos uma volta completa no ci-

clo (360° ou 2= rad), entdo o valor desse arco sera:

0 T+ 87 o1t
T4 on= = d
4 T 4 5 '

Podemos, a partir de % rad, efetuar duas voltas completas.

Entdo, como duas voltas correspondem a 2 - 360° ou

2 - 2m rad, temos que esse arco vale:

T+16m
4 oap = _ 17=m

T
T d
4 4 5

+2-2n =

KL
4
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Concluindo, podemos dar quantas voltas quisermos sobre
a circunferéncia, obtendo arcos com extremidades em B. Di-

Zemos que 0s arcos assim obtidos (no exemplo, sdo 97T o

171 rad) sdo congruos a % rad.

: T
Podemos expressar os arcos com extremidades em — rad

da seguinte maneira: 4
X = %-I-k'zﬂ:,kez
onde k é o nimero de voltas a partir do arco de % rad, entdo:
e sek =0, temos x = % rad;
e sek =1, temos x; = T 4on= on rad;
4 4

e sek =2, temos x, = % + 4n = 1Zn rad;
e sek = 3, temos x5 = % + 61 = 2in rad, e assim suces-

sivamente.

Dizemos que x = % + k - 2w, k € Z é a expressao geral

. T
dos arcos com extremidades em — rad.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Obtenha a expressao geral dos arcos com extremidades

em % rad.
Resolucao:

A partir de % rad, podemos obter ou- A

. B
tro arco com extremidade nesse ponto
da circunferéncia se efetuarmos uma

>®|:l
ol 4

volta completa, ou seja, 2w rad.

Portanto, a expressao geral é:

x=%+k-2n,kez
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2. Determine o menor arco nao-negativo congruo a 1.000°.

Resolucao:

O menor arco nao-negativo esta sempre entre 0 e 360° e,
se é congruo a 1.000° entdao sua extremidade é a mesma
que 1.000°. Para determinarmos esse arco, dividimos
1.000° por 360° e assim saberemos quantas voltas foram
dadas sobre a circunferéncia, sendo o resto da divisdo cor-
respondente ao arco congruo procurado:

1.000° | 360°

280° 2
entao 1.000° = 2 - 360° + 280°
‘*K_J

duas voltas

/

Portanto, o menor arco nao-negativo congruo a 1.000° é
280°.

3. Encontrar a primeira determinacdo positiva do arco de
28T
rad.
3

Resolucao:

A primeira determinacdo positiva € o mesmo que o menor
arco ndo-negativo. Nesse caso, como o arco esta em radia-
nos, dividimos por 2w rad, que equivale a uma volta com-
pleta. Porém, como temos uma divisdo de fracdes, é conve-
niente que os denominadores sejam iguais. Procuramos, en-
tdo, uma fracdo equivalente a 2w rad com denominador 3,

isto é:
- 28T 28T oT oT 41
tao: = - =4 +
entao: =3 3 3 3 3
%,—J

quatro voltas
.. : . ..., Am
A primeira determinacao positiva é N rad.
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EKERCICIOS PROPOSTOS

23. Determine a expressao geral dos arcos:
a) ST ad b) /T rad c) O ad
4 6 3
24. Encontre a primeira determinacdo positiva dos arcos:

a) 9;“ rad b) 24T (ad c) 3‘375 rad d) 42“ rad

3
25. Determine o menor arco nao negativo congruo a:
a) 5.000° b) 1.212° 0 2% rad  d) 1007 rad
11. Seno

Observe a figura: -
Ao arco AB esta associado o angulo o;

sendo o triangulo OBC retangulo, pode-

mos determinar o seno de o:
cateto oposto

sen oL = ——
hipotenusa

sena=$:>senoc=K

Observe que BC = OM, portanto podemos substituir BC
por OM, obtendo assim:
[sen o= CW]

De maneira geral, se quisermos determinar o seno de um
arco, basta projetar sua extremidade sobre o eixo Oy, que
chamaremos de eixo dos senos.
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Como o ciclo trigonométrico tem raio 1, para qualquer
arco o, temos que:

[—1 = sen O <1j

11.1 Sinais

O eixo dos senos possui a mesma orientacao que o eixo
Oy; acima do zero, o sinal é positivo e, abaixo do zero, o si-
nal é negativo. Temos entao: y

arcos com extremidades no pri-

meiro ou segundo quadrantes tém A
seno positivo. X
)4
A arcos com extremidades no tercei-
ro ou quarto quadrantes tém seno
* negativo.
Dicas uteis
4
sen (T — o) =senao, 0<a< %
sen (T + o) = —seno, 0 <a< %
sen 2t — o) = —seno, 0 <o < %
EXERCICIO RESOLVIDO
Calcule sen ZZTC :
Resolucao:
E necessario determinar o arco congruo entre 0 e 27 rad:
291 . 127 _ 5. 127 n Sm _ 24m n 5m
6 6 6 6 6 6
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Entao STTC rad é congruo a rad, portanto

sen 29m sen ELl
6 6 -
Observando o ciclo trigonométrico, concluimos que .
é simétrico a %, entao, temos que:
6 6 2
sen 29t _ 1
6 2
26. Determine:
a) sen 2n b) sen 21 C) sen /. d) sen A e) sen 21n
3 3 4 6
sen =L + 2 - sen 1n
27. Calcule o valor da expressdo: P = - >
( 37m )
sen — + senm
28. Defina as condi¢cbes sobre m € R para que exista sen x em cada caso:
_ 2m+ 3 4 —m
a)senX—T b)senx—T

12. Cosseno

Observe a figura:

O angulo o estda associado ao
arco AB. No triangulo retangulo
OMB, calculamos o cosseno de o:

cos & = OM. [ cos o = OM]
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Portanto, para determinar o cosseno de um arco, basta
projetar sua extremidade sobre o eixo x, que chamaremos de
eixo dos cossenos. Observe as figuras:

C
cos AB = OM cos AC = OP COS/;\\D=®

Como o raio do ciclo trigonométrico é 1, para qualquer

arco o, temos:
[—1 < coso =<1 ]

12.1 Sinais
y

NS

Os arcos que tém extremidades
no primeiro ou quarto quadrantes
possuem cosseno positivo.

Os arcos que tém extremidades
no segundo ou terceiro quadrantes
possuem cosseno negativo.
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Dicas uateis

~

T
cos(m—oa) = —coso, 0 <a< -
T
cos(m+ o) = —cosa, 0<a< -
T
cos(27t—oc)=cosoc,0<oc<7

EXERCICIO RESOLVIDO
Calcule cos 43T )
Resolucao:
Inicialmente, procuramos o arco congruo entre 0 e 27:
431 | 6w Y4 I _Br
3 3
2 7
3
n
3
. T . A 431
Entao EN rad é congruo a 3 rad; portanto seus cosse-
nos sao iguais.
CcOS SR Ccos o 1
3 3 2
EXERCICIOS PROPOSTOS
29. Determine:
2T 371 /T
a) cos - C) cos =N e) cos e
7T T1m
b) cos & d) cos . f) cos )
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30. Determine o valor da expressao:

2
2 - Cos 1Zn +(cos 157[)

4

cos—~ - cos 1n
4 3
31. (UFAC) Sabendo que x = sen %, y = sen % e Z = Cos %, en-

tdo é correto afirmar que:

P =

a) X >y >z c)x=zey<z e)y =1z
byx <y <z dx=yey<z

13. Relacdo Fundamental da Trigonometria

Na figura, no ciclo trigonométrico o arco AM tem angulo
central .

No triangulo retangulo OPM,
sendo o raio 1, temos que:

sen o0 = PM

cos oo = OP
Aplicando o teorema de Pitagoras:

—_—2 —_—2
PM  + OP = 1. Substituindo:

sen’ o + cos’a = 1

Essa igualdade é a relacao fundamental da trigonometria.

EXERCICIO_RESOLVIDO

Dado que sen o = %, determine a tg o, sabendo que

0<a< -~

2
Resolucao:
sen o , ,
Sabendo que tg o = o5 o/ Precisamos determinar o va-
lor de cos a.. Dado o sen o = — / recorremos a relacao
fundamental:
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2
sen o + cos* o = 1= (%) +cos’a=1=
2 9 2 16 4
=>cos o0 =1— — =>cos" = —— =>coso =*—
25 25 5
Como 0 < o < %, tem extremidade no primeiro qua-
drante, nesse caso o cosseno é positivo:
COS O, = 4
5
3
sen o 5 3
Portanto: tg o = = — > tgo = —
5 COS 0. 4 5 4
5

EXERCICIOS PROPOSTOS

32. Calcule sen x, sabendo que cos x = %, 0<x< %

33. Calcule cos o, sabendo que sen o0 = g, % SOUSs=T

34. Calcule tg o, sabendo que cos o = —%, 3Tn <o =<2xn

35. (PUC-SP) Sendo cos x = — e sen x = @, determinar m.

APLICACAO PRATICA

Gerhard Kremer, o Mercator, cartégrafo holandes, propos em
I 1569 a chamada Projecdo Mercator para representar a superficie
| . .

, terrestre. Nela, todos os continentes e oceanos se alinhavam, a

|
|
|
|
|
|
A quadratura do circulo I
|
|
|
|
|
i partir do Equador, divididos em retangulos com 24 tracados verti- 1
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cais e 12 horizontais,
e com seu trabalho os
mapas que antes re-
presentavam o globo
como uma esfera pas-
saram a representa-lo
também na forma de
um retangulo.

Isso facilitou enor-
memente a expansao
ocidental, pelo fato
de a Projecdo Merca-
tor ter melhorado a
qualidade das cartas
nauticas de entdo.

14. Tangente

Na figura ao lado, tracamos, no
ciclo trigonométrico, uma reta pa-
ralela ao eixo dos senos, tangente
ao ciclo no ponto A.

No triangulo retangulo OAT, temos:

tg A= —
OA
Como oraio é 1, entao OA = 1

o)

Essa reta ¢ chamada de eixo das tangentes. Observe que a
tangente de o é obtida prolongando-se o raio QP até inter-
ceptar o eixo das tangentes.
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14.1 Sinais
Pela observacao das figuras a seguir, podemos concluir que:

y A tg y A tg
+
A > A >
0 X 0 X

No primeiro e terceiro quadrantes, a tangente é positiva;
no segundo e quarto quadrantes, a tangente é negativa.

Dicas uteis
(tg(n—oc)z—tgoc,0<oc<%
tg(n+oc)=tgoc,0<oc<%
tg(27t—0c)=—tgoc,0<oc<%

EXERCICIO -RESOLVIDO

431
A

Determine tg

Resolucao:
Inicialmente, determinamos o arco congruo entre 0 e 2:

43n . 12n _ 3. 2n 7/ _ 36m 7w

6 6 6 6 6 6
43 /T

Portanto, t =g —.

ortanto, tg —, 8 ¢
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Veja no ciclo trigonométrico que o simétrico de 7% rad

L ) T
no primeiro quadrante é o arco de - rad; portanto suas

tangentes sao iguais:

/T \/§

C t = ,
omo tg 5 3
~ 43r _ 3
entao tg 5 = T 43n _

EXERCICIOS PROPOSTOS

36. Determine:

atg T bitg S8 )tg ST dytg 3T e)tg T f)tg 33T
8 2 8 = 8 3 8 = 83 8 =

37. Determine o valor de A na expressao:
31 251
to/m— |t |t
8% (g 6 )(8 3 )
177 3n
2-1t |l tg ——
(g 4 ) (g 4)

38. (FGV-SP) O valor de log (tg STR) é:

A =

a) —2 b) —1 c)0 d) 1 e) 2

15. Cotangente, secante e cossecante

Define-se a cotangente como a razao entre o Cosseno e o
seno de um arco:

cos o
sen o
e como podemos notar, trata-se do inverso da tangente:

cotg o =

cot OC:L
£ tg o

sendo sen a0 # 0 e, portanto, oo # k - &, k € Z.
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A secante de um arco é:

1
COos o

sec O =

Sendo cos a # 0, entdo o # % +k-m ke Z.
A cossecante de um arco é:

1
sen o

cossec o =

sendo sen o # O e, portanto, o # k - &, k € Z.

EKERCICIOS PROPOSTOS

39. Determine:

27T 357 211

a) cotg b) sec C) cossec

40. (UFRR) Seja x um angulo do terceiro quadrante tal que tg x = 1.
Calcular o valor da expressao — cotg x - V2 sen x.

4tg x-7 cotg x

cossec’ X — 1

41. (UFSC) O valor da expressao para x = 60°.

16. Relacées derivadas

Utilizando as definicdes de cotangente, secante e cosse-
cante associadas a relacao fundamental da trigonometria, po-
demos deduzir férmulas que auxiliam na simplificacao de ex-
pressoes trigonométricas. Sao elas:

tg’ o + 1 = sec” o, sendo o # %+kn,k€l

1 + cotg” oo = cossec’ o, sendoa # k - 1, k € Z
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Simplifique:
tg o + cotg o

sec o - cotg o

Resolucao:

Basta substituir as funcdes dadas de modo conveniente:
1

tg o +
tg o + cotga tg o
sec o, - cotg o sec o, - cotg o
tg”oL + 1 see* T
tg o
= ch — = M1 = sec o
sec o, - cotg
see - ——
g

2. Calcule cotg o dado que 2 tg° o + 3tgo. — 2 = 0.

Resolucao:

Resolvemos a equacao do 2° grau com incégnita tg o, apli-
cando a definicdo de cotangente quando for determinado
o valor da tangente:

2tga+3tgo—2=0
A=9 + 16 =25

Como cotg o =

tg o
1 1

tgoc=7z>cotgoc=T:> cotg a0 = 2
2

1 1

tgoc=—2:>cotgoc=_—2:> cotgoc=—7
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EXERCICIOS P2ROPOSTOS

42. Simplifique as expressoes:

COSsec o - sec
a) ¢ * b) tg x - (cossec” x — 1)

1+ cotg2oc
43. Determine sen x, se 4 cossec’ x + cossec x — 5 = 0.

44, Determine cos X, se sec’ x —secx — 2 = 0.

17. Equacées e inequacdes trigonométricas

Equacdo trigonométrica é toda equacdo em que a incognita é
uma funcao trigonométrica; porém nem todos os arcos satisfa-
zem essas equacoes. Para determinar esses arcos, recorremos ao
ciclo trigonométrico sempre que necessario. As inequagoes se
caracterizam pela presenca de algum dos sinais de desigualdade.

EXERCICIO-RESOLVIDO
J2

Defina os valores de x para sen x = —

Resolucao:
Queremos encontrar os arcos que tenham seno igual a

2 , : : .y
- No eixo dos senos do ciclo trigonométrico, procura-

mos este valor e, tracando uma reta paralela ao eixo
dos cossenos, temos as extremidades dos arcos procura-
dos. Veja a figura.

Note que entre 0 e 21 rad exis-
tem dois arcos, sendo que no
primeiro quadrante o arco é

T . .
— rad e, utilizando a sime-

4 . >
tria do ciclo, no segundo qua- X
drante o arco sera:

T 4m — 1 3n
T 7 == rad
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Como existem infinitos arcos com essas extremidades e
no enunciado ndo é dado um intervalo para x, temos de
dar a solucdo utilizando uma expressao geral. Assim:

para % rad, temos: % + k- 2m

para 3Tn rad, temos: 3Tn + k- 2m

S={x€ﬂ2|x=%+k-2n

ou

x=3Tn+k-2n,kEZ}

O processo para se obter os arcos por simetria,
que estdo no 2°, 3° ou 4° quadrantes a partir de um arco o,
do 1° quadrante é o seguinte:

® no 2° quadrante, subtraimos de &, ou seja, o arco sera ™ — o;

e no 3° quadrante, somamos a T e 0 arco sera ™ + o;

® no 4° quadrante, subtraimos de 2 T e o arco sera 2 m — o.

ElERCICI9 PROPOSTO

45. Resolva as equacgoes:

a)senx=T e)—25enx=«/37

b)senxz%,Ostzn f) senx=0,0<x <21
_ 2 2. _

(:)senx——T g) sen” x =1

d)2senx+1=0,0<x<2n h2sen’x—1=00<x<2xn

130
Capitulo 6



EXERCICIO RESOLVIDO

. A2
Defina os valores de x para que cos x = —

Resolucao:
No eixo dos cossenos, marcamos o valor do cosseno dos ar-

cos que estamos procurando, “22 . Tracando uma paralela

ao eixo dos senos, encontramos as extremidades dos arcos.

Veja a figura.

. . / n
No primeiro quadrante, sabemos que o arco é — rad. No

4
quarto quadrante, o arco procurado é:
n  8n—Tm  7n
27 1" y = rad

Como nao existe um intervalo para o valor de x, a solucao
deve ser uma expressao geral para esses arcos:

S={x€ﬂ?\x=%+k-2ﬂ:

ou

x=2F +k o kez)
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EKERCICIOS PROPOSTOS

46.

47.

48.

49.

Resolva as equacoes:

a)cosx=% d)ﬁ+2cosx=0,0<x<2ﬂ:
b)2cosx=1,0<x<2n e) cos’x —1 =0
c)4cosx=2«/27 fy 2cos’x —1=0,0<x<2x

(Mackenzie-SP) O conjunto-solucao da equacao

COS X 1

= — em [0, 2m] é:
3

2) {LZ_R} o {Lﬂ} &) {LS_R}
3 3 3 3 3 3

(UFAL) Considere as solucdes reais da equacdo 2 cos” x + 3 sen x —
— 3 = 0 nointervalo [0, mt]. A soma dessas solucoes é:
a) In b) 3w C) = d)2mn e) 3T

2 2 2

(UFSC) Determine o valor, em graus, do arco x, 0 < x < % na
equacdo 1 — cos® x + sen x = O.

~ . 2 2 =
(Sugestao: substitua cos” x = 1 — sen” x e resolva a equagao do 2° grau
em sen X. Procure os valores de x no ciclo trigonométrico e observe que
estes valores devem estar no primeiro quadrante.)

EXERCICIO_RESOLVIDO

Defina os valores de x para V3 tgx — 1 =0.

Resolucao:

132

Inicialmente, isolamos a tg x:
V3 tgx—1=0=+3 tgx=1=

1 '\/37:>th=£
V343 3

= tgx =
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Procuramos os arcos no ciclo
trigonométrico, sabendo que

o A3

t__—

Além do arco do primeiro qua-
drante, temos um no terceiro:
T /T

—|— —
T c . rad

A solucao deve ser dada por meio de um expressao geral;

: : T
para isto, note que, a partir de &/ Para chegarmos em

/T : N .
— + percorremos metade da circunferéncia, ou seja, mrad.

Entdo o conjunto-solucao é:

S={x€kpung+k-mkez}

EKERCICI9 PROPOSTO

50. Resolva as equacgoes:
a) 2tgx =0 c)tgxz—«/? e)tg’x —1=0

by V3 tgx +1=0 d)tgx = —1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

A3

5 ,0=x=2m.

1. Defina os valores de x para sen x <

Resolucao:
Procuramos valores de x que substituidos na inequacao te-
V3
o
No eixo dos senos, localizamos esse intervalo. Tracando a

paralela, determinamos toda a regido de arcos que satisfa-
zem a inequacdo. Veja a figura.

nham senos menores ou igual a
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ote que a leitura dos arcos deve partir de zero, entao:

T 2T
O0sx< —/— ou —/—

3 3

=X =2r

S = {xEﬂQ|O<x<%ouzTn<x<2n}
efina os valores de x para cos x < —%, 0<x < 2m.
olucao:

licialmente, localizamos no eixo dos cossenos os valore

V2

enores que ————. Tracando a paralela, encontramos ¢

xtremos do intervalo:

3T rad e 2 rad
4 4




a)senx<T d) cos x >0 fy tgx <O
b)cosx<—% e) sen x <0 g)tgx—«/?
c) sen x = —%

. ~ 2
). Resolva a inequacao cos” x < cos x, dado que 0 < x =< 2m.

3. Determine o dominio de f(x) = jsen x , 0 < x < 2T.

1. Determine o dominio de g(x) = \/2cos x—1,0<x < 2mx.

18. Transformacées trigonométricas

As térmulas a seguir permitem calcular o cosseno, o
a tangente da soma e da diferenca de dois angulos.

g
cos (a0 + ) = cosa-cosp —sena-senf

cos (@ —B) = cosa-cosP +sena-senf

sen (0 + ) = seno - cosP + sen B - cos o

sen (0 — ) =seno-cosP — sen P - cosa

tg o + tg B
T—tga-tgP

too—1to B

tg (o0 + B) =




viucau.

evemos obter uma soma ou diferenca que resulte em 7!
filizando apenas os arcos notaveis. Por exemplo:

/5° = 45° + 30°

rocedemos desta maneira porque conhecemos o sen
asses arcos. Entao:

sen /5° = sen (45° + 30°)
plicamos a férmula do seno da soma de dois arcos:

n (45° + 30°) = sen 45° - cos 30° + cos 45° - sen 30°

(759 = 2 N3 A2 1
2 2 2 2
V6 +2
4

plicamos a definicdo de cossecante:

yssec /5° = 1 = 1

sen 75° J6 + 42

4
_ 4 W6 — 2
Jo +42 e +42 e —42

u

Jo —+2)  4(Ve —2)

.2 4

4
6



5. Calcule secante e cossecante de 105°.

4 T .
7. Dadoseno = —, 0 < o < —, determine:

5 / 2 /
T T T
— + b - — t + —
a) sen ( " oc) ) COS (oc c ) c) tg (oc 1
3. Sabendo que a0 + B = % , determine o valor de A, sendo:

A = (sen o. + cos B)° + cos” o + sen” B + 2 sen B - cos o

19. Funcdes trigonométricas

).1 Periodo

Dizemos que o periodo de uma semana é 7 dias, d.
és é 30 dias e de um ano é 365 dias. Neste caso, pod
izer que o periodo é o tempo necessario (em dias) par:
m ciclo se complete. Aplicamos o mesmo conceito pa
Incoes trigonométricas, pois os arcos sao infinitos, poré
1lores de seno e cosseno se repetem apds uma volta cor
' sobre o ciclo trigonométrico.

Uma funcao é periédica se existe um nimero k > 0O tal

f(x + k) = f(x)

.2 Funcido seno

A funcao seno é a funcao que associa a cada nimero r
seno de x:

f(x) = sen x

ann A\ Vg f/\ IHrrm I’\l,lmf\lﬂf\ Iﬂf\"\l r*l;-7r\mr\(' MNILIMN N f\lf\mfl’\;f\ f\I’T
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64| 3| 2 31416 T 6| 4] 3] 213 4 16
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partir da tabela, construimos o grafico. A curva obtida
1ada de sendide.

oriodo: 21
= [R

uncao cosseno

<«— periodo —»

toda funcao que associa um ndmero real x ao cos x:
f(x) = cos x

\ nlnmfn;r\ nlr‘\ 'FIIV'\I":,\I'\ A D

L] [ ] / [ ]
N rnnitiNntAa 1tmMmAaaoaonm A A 1ntn
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2 | 2 2| 2 2| 2 2

O grafico da funcao cosseno é chamado de cossenoi

periodo: 2m
D=

- 1y- -

<«—periodo ——»

.4 Funcdo tangente

E toda funcdo que associa um nGmero real x a tg x.
f(x) = tg x

Devemos lembrar que a funcao tangente nao esta def



© rad, entdo o periodo da
10 tangente € T.

ibelando valores da tangente, temos: x | tax

curva que representa a fun- m
 chamada de tangentoide. AT

A tg (X) o

ﬁ — w|$|Ow||$| LN

» periodo: T

I 21

I\J|?_]

_p_ 1T |

Im(f) =R

periodo

RCICIO RESOLVIDO

etermine o periodo das funcoes:
 f(x) = 2 + cos x
olucao:



sen 3x tem periodo 2—75.

3
De modo geral, para qualquer funcao sen (mx) ou cos
) , 2T
o periodo é ——.
m|
c) f(x) = sen (x _ i)
3

Resolucao:

. ~ / n
Assim como a funcao seno, o periodo de sen (x — ?)

: , /
O ciclo estara completo se x — % = 2T = X = Tﬂ

ZJERCICIOS COMPLEMENTARES

). Determine o periodo das a) tg B =1,333...

)
fungées: b) sen B = ()/8
f(x) = 3 + sen x c)tgB=1,25
‘f(X)_1 + COS X d) 5enB:O/6
f(x) = sen 5x e) cos B = 0,75
x) = cos 4x 61. (UFRR) O comprimen
f(x) = sen % hipotenusa de um tria
N retangulo é de 5 cm. Sa
f(x) = cos 3 que um dos catetos é
f(x) = sen (x + m) maior que o outro. Q

). (UFRN) Em um triangulo re- medida do menor cate!

tangulo, os catetos medem 62. (UFSE) Se os raios sc

laWa' AN ~ N - £_ - _ - . o~ __ __




16,6 m d) 13,3 m
15,5 m e)12,2m
14,4 m

300

JFPA) Se o é o angulo
yosto ao menor lado de um
iangulo retangulo cuja hi-
ytenusa mede 13 m e a so-
a dos catetos € 17 m, o va-
r de cos o é:

15 5
_—— d) —
13 ) 13
17 1
—_ e)_
13 13
12

13

JEMS) Um observador vé
M prédio mediante um an-
1lo visual o. Afastando-se
> prédio a uma distancia
> 7 metros, o observador
3 0 prédio mediante um
1gulo visual . Sabendo-se

Jeoc=45°etg[5=%,
stermine em metros a altu-
“do prédio.

66.

67.

63.

69.

catetos, em cm, e:

a) 4 d) 245
b) 35 e) 2
c) 3

(Cesgranrio-RJ) Um ciclis
de prova de resisténcia dey
percorrer 500 km sobre un
pista circular de raio 200 r
O ndmero mais proximo c
voltas que ele deve dar é:

a) 100 d) 400
b) 200 e) 500
c) 300

(Fuvest-SP) Quantos gral
mede aproximadamente u
angulo de 0,105 rad?

a) 2 Cc) 6
b) 4 d) 8

e) 10

(Fuvest-SP) Dentre os nium
ros abaixo, o mais proxim
de sen 50° é:

a) 0,2
b) 0,4

c) 0,6 e) 1,(
d) 0,8

(UFSC) O maior valor num
rico que vy pode assum



a) PUJDUI LILCO 1 ATLLCDO 1TLdlo o

distintas.
b) possui duas raizes.

c) possui uma infinidade de
raizes.

d) ndo possui raizes.

e) possul uma udnica raiz.

. (Fuvest-SP) O valor de
(tg 10° + cotg 10°) - sen 20° é:

1 5
a) 7 d) 7
b) 1 e) 4
c) 2

. (Fuvest-SP) No intervalo

TU ~
7 =< X = T, a equacao

\/1—s.en2 X +cosx=—\/27:

a) nao admite solucao.

b) admite como solucao

= 3%
4
c) admite como solucao
L 2m
3

d) admite como solucao

C -

/4.

/5.

/6.

2 = d)2 —
) 2~ )2
3 5
bh) = >
) : e) 3
4
C) :
(Enem-MEC) Se 0° < x
e COS X = %, entao >
entre:

a) 0° e 30° d) 60° e
b) 30° e 45° e)75°e
c) 45° e 60°

(FEI-SP) O valor de
y = (cos a + cos b)* +
+ (sen a — sen b)?, par

a+b= %,é:

1
a) > d) 1
b) 2 e)4
c) O

(Mackenzie-SP) Se
N = cos 20° - cos 40° - cc

entao log, N vale:

a) 2 d) —2



Capitulo @

SEQUENCIAS £ PRroGRESSBES

O estudo de sequéncias légicas despertou o interesse de
varios pesquisadores. Leonardo Fibonnaci (1170-1250), entre-
tanto, foi o primeiro a propor os primeiros problemas sobre
seqliéncias, por meio da observacdo de fendbmenos naturais.
Seu problema mais famoso é:

“Um casal de coelhos torna-se produtivo apés 2 meses de
vida; a partir de entdo, produz um novo casal a cada més. Co-
mecando com um Unico casal de coelhos recém-nascidos,
quantos casais serdo ao final de um ano?”

Ao final do ano, teremos 376 casais. A maneira mais sim-
ples de demonstracao é utilizando a célebre seqtiéncia 0, T,
1,2,3,5,8, ...

1. Lei de formacao

Existem diversas seqliéncias na natureza (a ordem das co-
res do arco-iris, por exemplo), mas as que nos interessarao se-
rdo apenas as numeéricas.

De modo geral, temos:
Seqiiéncias finitas (a;, a,, as, ..., a,), N € N*, como os nime-
ros naturais impares menores que 20 (1, 3,5,7,9, 11,13, 15, 17,

19) ou os multiplos positivos de 4 menores que 24 (0, 4, 8, 12,
16, 20); e seqliéncias infinitas (a;, a,, as, ..., a,, ...), N € N¥,
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como os numeros naturais (0, 1, 2, 3,4, 5, ...), os nUmeros in-
teiros (..., —3, =2, —1,0, 1,2, 3,4, ...) ou os nUmeros primos
(2,3,5,7,11,13,17, 23, 29, 31, ...).

Utilizamos uma letra com indice numérico para localizar
um elemento da seqiiéncia. Por exemplo:

a; = primeiro termo da seqiiéncia (que também pode apa-
recer COmo ay);

a, = segundo termo da seqliéncia;

a; = terceiro termo da seqiiéncia;

a, = enésimo termo da seqliéncia.

Observe a seqliéncia de nimeros impares positivos:
(1,3,5,7,9,11,13, 15,17, ...).

E possivel determinar o préximo elemento somando 2 ao
Gltimo termo; dizemos entdo que existe uma lei de formacao
(férmula) dada pora, = 2n + 1.

Na seqliéncia de nidmeros primos
(2,3,5,7,11,13,19, 23, 29, ...)

ndo é possivel determinar uma lei de formacao.

EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine as seqtiéncias dadas pelas férmulas:

a; = 1
a) )
a, =ap_ + 1
n = 2 (observe sempre a condigao de existéncia)

Resolucao:

Como foi dado o primeiro termo, substituiremos n = 2 na
formula para determinar o segundo termo:

L=a,_ ,+1=1)7"+1=2
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Procedemos do mesmo modo para determinar os outros
termos, atribuindo a n valores ordenados maiores que 2:

n=3=a;=a53_;+1=a>+1=02°+1=5
n=4=a,=a,_;+1=a5+1=05B)>+1=26

n=5=a=as_,+1=a%+1=0267>+1=677

A seqliéncia infinita procurada é:
(1,2,5,26,677, ...

EXERCICIO PROPOSTO

1. Determine as seguintes seqiéncias dadas pelas formulas:

a; =3
a){an:an_1+5,nen\l*,n>2

1
a1—7

1
a,=a,_.1+ 5, NnEN*n=2

aO: _1
C){an+1 = 2a,,n €N

2. Progressées Aritméticas (P.A.)

Observe a seguinte seqliéncia:
A:(3,6,9,12,15,18, 21, 24 ..)
Em A, para se obter um elemento, basta somar 3 ao anterior.

Toda seqiiéncia em que, a partir de um termo conhecido,
soma-se uma constante para obter o seguinte é chamada de pro-
gressao aritmética ou P.A. A constante que é somada a cada ele-
mento é chamada de razdo da P.A. e simbolizada pela letra r.

Genericamente, temos:

(a;, a,, a3, ..., ap,_1, 2y, ...) EPA. @ a,=a,_1+tr,n=2
r=a, — ap_
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2.1 Classificacdo da P.A.

Uma P.A. de razdo r pode ser:

e crescente — se a razao for um nimero positivo.
(2,4,6,8,10, ...) ¢ PA. crescente em que r = 2

e decrescente — se a razao for um ndmero negativo.
(9,6, 3,0, —3) é P.A. decrescente em quer = —3

e constante — se a razao for zero.
(1,1,1,1,1,...) éP.A. constante

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a razao e classifique a P.A. (x + 1, x — 3, 2x).

Resolucao:

Para determinar o valor de x, podemos aplicar a definicado
de razao, utilizando a igualdade a, — a; = a; — a,, ou uti-
lizar a propriedade da média aritmética, que é consequién-
cia dessa definicdo: o segundo termo é a média aritmética
do primeiro e terceiro termos:

a; + a; X + 1+ 2x
aZZ#zx—3= 5 =x= -7
Substituindo x nos elementos da P.A.:
a,=x+1=-7+1=-6

a,=x—3=—-7-3=-10
a; =2x=2-(=7)=—14

A P.A. procurada é (—6, —10, —14).
Obtida a seqiiéncia, podemos determinar a razao:
r=a, - a;=r=—-10—-(-6)=r=-10+6=r=—4
Como r é negativo, a P.A. é decrescente.
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2. (UFMG) Em um triangulo retangulo, de perimetro 36 cm, os
lados estdo em progressao aritmética. Determine a razao da
progressdo aritmética e a medida dos lados do triangulo.

Resolucao:

Lembrando que o perimetro é a soma dos lados de um po-
ligono, temos que a soma dos lados do triangulo é 36 cm;
se os lados estio em P.A., genericamente podemos re-
presenta-los por:
X —r X, x+7r)

entao:

X—r+x+x+r=36

3x =36 =>x=12cm
Substituindo o valor encontrado, a P.A. sera:

(12 —r, 12,12 + 1)

Sendo o triangulo retangulo, sabemos que a hipotenusa é
o maior lado.
Como o triangulo é retangulo, podemos utilizar o teorema
de Pitagoras para determinar o valor de r:

(12 + 12 =122+ (12 — r)?
144 + 24r + r* = 144 + 144 — 24r + r°

48r =144 = r =3 EET.
-

As medidas dos lados do triangulo sdo: 9 cm, 12cme 15 cm.

EKERCICIOS PROPOSTOS

2. Determine a razao de cada P.A., classificando-as em crescente,
decrescente ou constante.

a) (_6/ _2/ 2/ 6/ 10) d) (_7/ _7/ _7/ _7)
b) (=1, =6, =11, =16) e) (683,53, 443,343 )

2 1 1 2
14 _ 1t o L £ f
C)(1, o 3,0,3,3) ) (9,9,9,9)
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3. Considerando a PA.(m — 7, m, 2m + 1), determine m.

o 1
4. Escreva os quatro primeiros termos da P.A., ondea; = —2er = =

5. Trés nimeros estao em P.A. Sendo 9 a soma dos trés e o produto
—21, determine a P.A. sabendo que é crescente.

6. Em uma P.A. decrescente, os trés primeiros termos somam 12 e
tém produto 48. Determine a P.A.

3. Férmula do termo geral da P.A.

Sabemos que é possivel obter um termo de uma P.A. (ay,
a,, a3, ..., A, _ 1, A, ...) de razdo r somando a razao ao termo
anterior. Mas ha uma maneira de, conhecendo-se o primeiro
termo (a;) e a razao r, determinar qualquer termo da P.A. Isso
pode ser feito pela utilizacdo da férmula:

[an=a1+(n—1)-r]
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine o 21° termo da P.A., onde o primeiro termo é 3
e a razao é 5.

Resolucao:
Basta substituir na férmula do termo geral, onde n = 21.
a,=a;, +n—1)-r
ayy=a; +21—=1)-r=a;, +20r=34+20"-5

dy| = 103

2. Emuma P.A. de razdo 9, sendo o primeiro termo 30 e o Gl-
timo 291, determine o nimero de elementos da P.A.

Resolucao:

Sendo n o nimero de elementos da P.A., podemos substi-
tuir os valores dados na férmula do termo geral, onde o ul-
timo elemento é a,, = 291:
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a,=a; +n—1)-r
291 =30+ (n—1)-9=291 —30=9n — 9 =
=9n — 9 = 261 = 9n = 270
n = 30
Portanto a P.A. tem 30 elementos.

3. Quantos sdao os multiplos de 3 entre 10 e 1.000.

Resolucao:

Toda seqiiéncia de multiplos de um ndmero é uma P.A.
Como queremos mdultiplos de 3, a razdo é r = 3. Quere-
mos determinar o nimero de multiplos de 3, entdo procu-
ramos o valor de n. Para utilizar a férmula do termo geral,
precisamos do primeiro e do Gltimo termos da P.A.:

a; = primeiro multiplo de 3 maior que 10, entdo a; =12;
a, = Gltimo multiplo de 3 menor que 1000, entdo a, = 999.
Na férmula temos:
a,=a; +n—1)-r
999 =124+ (n—1)-3=>3n—3 =987 =
= 3n =990 = n = 330

Portanto: existem 330 mdltiplos de 3 entre 10 e 1.000

ENERCICIOS PROPOSTOS

7. Determine o que se pede em cada P.A.

a) a;s, sendoa; =3 er = %
b) aso, sendoa; = —10er =7
C) ag, sendoa; =5er =4
8. Obtenha a razao da P.A. onde o primeiro termo é 7 e o nono é 87.
9. Obtenha o primeiro termo da P.A. em que o 15° termo é 105 e a
razao é 3.
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10. Quantos elementos tem a P.A. finita (21, 18, 15, ..., —27)?
11. Insira 13 meios aritméticos entre os nUmeros 5 e 47.

12. Determine a razdo da P.A. que se obtém inserindo dez meios arit-
méticos entre os nimeros —7 e 37.

13. Quantos multiplos de 7 existem entre os nimeros 100 e 1.000¢

14. Quantos multiplos de 4 existem entre os nimeros 50 e 5007

4. Soma dos termos de uma P.A. finita

Certo dia, um professor muito exigente manda seus alu-
nos, que em média tinham 10 anos, somarem todos os ndme-
ros naturais de 1 a 100. Para o espanto de todos, o pequeno
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que se tornou um dos ma-
tematicos mais importantes da historia, apresenta rapidamen-
te a solucao.

A soma proposta pelo professor foi:
1+2+3+4+5+6+7+...+93 +94 + 95 +
+ 96 + 97 +98 +99 + 100

Gauss observou que a soma dos termos equidistantes dos
extremos era constante, ou seja:

a; + ajgo=1+ 100 = 101
a, + ag9g = 2 + 99 =101
as; + agg =3 +98 = 101
as + ag; =4+ 97 =101

aso + as; = 50 + 51= 101

Tendo a seqiiéncia cem termos, entao existem 50 somas
iguais, portanto:

S=50-10T = 5.050
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O pequeno Gauss, intuitivamente, utilizou a férmula da
soma dos termos de uma P.A. finita:

A soma dos n termos de uma P.A. é igual ao
produto da média aritmética dos extremos
pelo nidmero de termos da P.A.

Esse raciocinio expresso em linguagem matematica fica

assim:
. (3.1 +an)°n
[Sn B 2 }

Segundo o que observou Gauss, podemos extrair a seguin-
te propriedade:

A soma de termos equidistantes dos extremos de

uma P.A. é igual a soma dos extremos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a soma dos 30 primeiros termos da P.A.
(2,4,6,8, ...

Resolucao:

Queremos calcular a soma de 30 termos, entao, n = 30.
Observando a seqliéncia, deduzimos que r = 2 e a;, = 2.
Para utilizarmos a férmula, precisamos do 30° termo; re-
corremos, entdo, a férmula do termo geral:

a30:a1+29'r:>:2+29'2:>:60
Portanto:
(a1 +a30)'30

Sy = . —=02460)-15=62-15=

530 — 930
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2. Determine o nimero de termos de uma P.A. finita, sendo
sua soma 10, o primeiro termo —10 e o Gltimo 14.
Resolucao:

Substituimos os dados na féormula da soma, determinando o
valor de n que corresponde ao nimero de termos da P.A.:

(@; +a,)n (—10+14,) *n
S, = > = 10 = 5 =
=20=4n=n=5

A P.A. tem 5 elementos.

EHERCICIOS PROPOSTOS

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21
22.

5.

Calcule a soma dos 12 primeiros termos da P.A. (=7, —4, —1, ...).

Calcule a soma dos 25 primeiros termos da P.A. (19, 14,9, 4, ...).

Uma P.A. finita de razdo % tem como primeiro termo o ndmero 4.

Determine a soma dos 20 primeiros termos.
Determine o nimero de elementos de uma P.A. finita que tem
soma 72, sendo o primeiro termo 18 e o tltimo —9.

Determine o sexto termo de uma P.A. finita, sabendo que o pri-
meiro termo é 4 e a soma dos seis primeiros termos é 84.

(FGV-SP) A soma dos multiplos de 7 entre 20 e 1.000 é:
a) 70.539 b) 71.400 c) 71.540 d) 76.500 e) 71.050

. A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é 2n” + 1. Determine a P.A.

(Fuvest-SP) Sabendo que a soma dos nove primeiros termos de
uma P.A. é 17.874, calcule seu quinto termo.

Progresses Geométricas (P.G.)

Dizemos que uma seqiiéncia é progressao geométrica ou

P.G. se cada termo é obtido multiplicando o anterior por uma
constante. Essa constante é chamada de razao da P.G. e sim-
bolizada pela letra g. Exemplos:

(2,4,8,16,32,64,...) ¢ P.G.em que arazao é 2 (q = 2), pois:
2:2=4:4-2=8;8-2=16...eassim sucessivamente.

153
Capitulo 7



Portanto, determinamos a razdao da P.G. dividindo um ter-
mo por seu antecessor. Assim:

(a;, a,, a3, ..., a,.1, 2y, ...) € P.G. &> a,=(a,.1) - q, n=2

dp
dn —1

q:

Desta maneira, podemos deduzir que, se (a;, a,, a;) € uma
P.G., a, é igual a razdo geométrica dos outros dois elementos,
ou, em linguagem matematica:

[az = a7 - a; J
Exemplos:

Se (4,16, 64) éP.G.,entao 16 = /4 -64 .
Se (25, 125, 625) é P.G., entao 125 = /25- 625 .

5.1 Classificacao da P.G.

Dizemos que uma P.G. é:

e crescente — se cada termo é maior que seu ante-
cessor; neste caso, q > 1.

(2,4,8,16,32,..)=q =2

e decrescente — se cada termo é menor que seu ante-
cessor; neste caso, 0 < g < 1.

2 2 ) 1

50,10, 2, =—, — = —
( 5’25 )=~9% 75

e alternante — se cada termo tem sinal contrario ao
antecessor; neste caso q < 0.

(—5,10, —20,40, -80) =>q = —2
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a razao de cada P.G.:

a) (1, /5, 5) c) (—1,4, —16, 64, —256)
b) (ﬁ g g, ﬁ) dp?p ', 1,p p)
8
Resolucao:

Dada a seqiiéncia, encontramos o valor da razao dividin-
do um termo pelo seu antecessor:

a)q=£=«/§ c)qz—i:—4
V2

bg= 2 =32 .1

1 = — =
2Tz T TR

2. Determine a P.G. (k — 1, 2k, 4k + 5), k # 0.

Resolucao:

Para determinar a P.G., precisamos do valor numérico de
k. Aplicamos, entdo, a definicao de razao:

27k 4k + 5
1 oK = 4K = 4K +5k — 4k —5=k=75

Substituindo o valor de k, temos:
k—1=4=2k=10=4k +5=25= APG.é (4, 10, 25)

EUERCICIOS PROPOSTOS
23. Determine a razao de cada P.G.:
a) (2, —6,18, —54, ...) Q) (=7 , =7, =77 , —49)
1 1 1
b) (25,5, 1, =, 5z 5z ~) ) (3,12,48,192)

24. Determine p # 0 para que (4p, 2p — 1, p + 3) seja P.G.
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25. Determine a P.G. decrescente (=1, x, 5x — 6), sendo x # 0.

26. Trés nimeros estdao em P.G. crescente, tal que a soma dos name-
ros é —7 e o produto é —8. Determine a P.G.

27. Determine a P.G. decrescente formada por trés nimeros cuja
soma é 13 e o produto é 27.

28. (PUC-SP) Se a seqiiéncia (4x, 2x + 1, x — 1) é uma P.G., entdao o
valor de x é:
1
a) Ny b) —8 c) —1 d) 8 e) 3

6. Férmula do termo geral de uma P.G.

Conhecendo o primeiro termo, a;, e a razao, q, de uma
P.G., podemos determinar qualquer termo utilizando a férmula:

o= )
EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. DadaaP.G.(1,2,4,8,16,...), determine o décimo termo.

Resolucao:

Analisando a P.G., verificamos que o primeiro termo é 1 e

a razdo é 2. Aplicando a férmula, temos:

a10:a1 'q10_1:>a102a1 'q9:>a10: 1'292} a10:512

2. Quantos elementos tem a P.G. de razdo ~/3 , onde o pri-
meiro termo e o Gltimo sdo respectivamente V3 e 8.

Resolucao:

A letra n representa o nimero de elementos da P.G., sen-
do, portanto, o Gltimo termo a,. Basta substituir os valores
conhecidos na férmula do termo geral:

smard =81 = 3 (B) s (B) T s
3
_ (\/3—)n—1 _ 81\/37 N (\/3*)!’1—1: 27\/3*

3
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Utilizamos as propriedades de poténcias para resolver a
equacao exponencial:

L 1 n—1 7
(32)""'=3.32 53 2 =32
n—1
= 5 :; =n=23

Portanto, a P.G. tem 8 elementos.

EKERCICIOS PROPOSTOS

29. Determine o sexto termo da P.G. (1, %, %, )
30. Determine o 112 termo da P.G. (1, =2, 4, ...).

31. Determine o primeiro termo de uma P.G., sabendo que o sétimo é

8«/27earazéoé «/27

32. Sabe-se que o terceiro e o quinto termos de uma P.G. sdo, respec-
tivamente, 7 e 49. Determine o oitavo termo.
~ . : ., 16
33. (UFSC) Em uma progressao geométrica, o terceiro termo € N
0 sétimo € 144. Determine o seu quinto termo.

e

7. Soma dos termos de uma P.G. finita

Sendo a P.G. (a;, a,, a3, ..., a,-1, a,) de razdo g, a férmula
para calcular a soma de todos os seus termos é dada por:

a1q —a a(q”—1)
Sn— 1 1 ou Sn— 1
q 1

, paraq # 1

Se arazdo da P.G. é 1, ou seja, no caso de todos os termos
serem iguais, a soma dos termos da P.G. sera dada por:

[Snzn-a1,seq=1]
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Calcule a soma dos dez primeiros termos da P.G. (2, 4, 8, 16, ...)
Resolucao:

Podemos observar que o primeiro termo é 2 e a razao é 2.
Utilizamos a férmula da soma da P.G. finita paran = 10:
a(q" —1) 22" —1)

S, = q—1 = Si0 = 51
=S50=2-(1.024 — 1) = S;, = 2.046

EKERCICIOS PROPOSTOS

=

T 1 1
34. Calcule a soma dos dez primeiros termos da P.G. (1, S TA g )

35. Calcule a soma dos seis primeiros termos da P.G. finita em que o
primeiro termo é —3 e a razao é 3.

36. Determine o primeiro termo de uma P.G. finita em que a soma de seus
quatro primeiros termos é 156, sabendo que a razao é 5.

37. Quantos elementos tem a P.G. cuja soma é —252, o primeiro ter-
mo é —4 e a razao € 2¢

38. (UFRR) Em uma experiéncia de laboratério, um frasco recebe,
no primeiro dia do més, trés gotas de um determinado liquido; no
segundo dia recebe nove gotas; no terceiro dia recebe 27 gotas;
e assim por diante. No dia em que recebeu 2.187 gotas ficou
completamente cheio. Em que dia do més isso aconteceu?

8. Soma dos termos da P.G. infinita

A férmula para somar os termos de uma P.G. infinita é
dada por: [ 2, ]
S, =
-9
Observe que a razao q deve variarentre O e 1.

Leia sobre os Padroes na natureza definidos por seqiiéncias
numéricas no Encarte Colorido.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 1 1
1. [cul PG. |1, —, —, —, ... |.
Calcule a soma da G(,3,9,27, )

Resolucao:
. . .
Sendo o primeiro termo 1 e a razao 3 podemos utilizar a
formula:
dq 1 1
Sn s = =
1—q 1— 2
3 3
3
S, = >
2. Resolva a equacao x + e X 4 X 4 =12
5 25 125
Resolucao:

Observe que o primeiro membro da equacdo é a soma de
uma P.G. infinita, portanto essa soma é igual a 12. Utiliza-

. o 1
mos a férmula substituindo a; por x e g por —:

5
dq X
Sn=12:>1_ =12:>—1=12:>
q 1— L
5
15 12 60 —12 48
T 5 5 X7 5

3. A medida do lado de um triangulo equilatero é 4 cm.
Unindo-se os pontos médios de seus lados, obtém-se um
segundo triangulo equilatero. Unindo-se os pontos médios
dos lados deste novo triangulo, obtém-se um terceiro e as-
sim por diante, indefinidamente. Calcule a soma dos peri-
metros de todos esses triangulos.
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Resolucao:
Fazendo uma figura da construcao

desses triangulos, temos: /\@/\

Conforme a construcdo, cada novo triangulo é obtido
unindo-se os pontos médios do triangulo anterior. Entao,
se o lado do triangulo maior é 4, o préximo tem lado 2, o
proximo tem lado 1 e assim sucessivamente.

O perimetro do maior é 3 - 4 = 12, o segundo tem perime-
tro 3 - 2 = 6, o terceiro tem perimetro 3 - 1 = 3 etc. A
soma de todos os perimetros é:

12+6+3+ ..

e .1 .
Trata-se de uma P.G. infinita de razao 5 entao:

a; _ 12 12 2
1

=

EKERCICIOS PROPOSTOS

39. Calcule a soma de cada P.G.

(124 e (L L o122, )
"572571257 7" 4716 647" "4716" 64"

100
9

40. Calcule o primeiro termo de uma P.G. infinita cuja soma é

earazao é ——.
10

. e : , 2 — ,
41. Calcule arazao da P.G. infinita cuja soma é = €0 primeiro termo é 1.

~  2X X X X .
, L+ St + =46
42. (UFPI) O valor de x na equacao 3 + a 54 96 4 é

a) 4,0 b) 4,5 c) 5,0 d) 5,5 e) 6,0
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ENERCICIOS COMPLENENTARES

43.

44,

45.

46.

47.

48.

(Fuvest-SP) Em uma progres-
sdo aritmética de termos po-
sitivos, 0s trés primeiros ter

mos sao 1 — a, a,411—a.

O quarto termo desta P.A. é:
a)2 b)3 o4 d)5 e)6

(UFMS) Numa P.A., o 5° ter-
mo é 250 e 0 32termo é 128.
Determine a razao da P.A.

(PUC-SP) Se o0 4° e 0 9° ter-
mos de uma progressao arit-
mética sao, respectivamen-
te, 8 e 113, entao a razao r
da progressao é:
a)r=20cr=22e r=24
by r=21 d) r=23

(UFRR) Sabendo que a soma
dos nove primeiros termos
de uma P.A. é 819, calcule o
valor do seu 5° termo.

(Ufes) Para a exibicdo de um
show, as 800 cadeiras de um
teatro de arena serdo dispos-
tas em filas circulares, com
20 cadeiras na primeira fila,
24 na segunda, 28 na tercei-
ra, e assim sucessivamente.
Quantas filas serdo dispostas
no teatro?

(Mackenzie-SP) Seja x o 30°
termo da P.G. (2, 4, 8, ...). O
valor de log,x é:

a) 15 b) 20 ¢) 25 d) 30 e) 35

49.

50.

51.

52.

53.

(UFSE) Numa progressao geo-
métrica, o segundo termo é
—2 e o quinto termo é 16. A
razao dessa progressao é:

a) —3 c) 2 e) 4
b) —2 d) 3

(Fuvest-SP) O 5% e o 7° ter-
mos de uma P.G. de razao
positiva valem, respectiva-
mente, 10 e 16. O sexto ter-

mo dessa P.G. é:
a) 13 c)4

by 1046 d) 410

(Ufes) Em um triangulo, a
medida de um lado, a medi-
da da altura correspondente
e a medida da area formam,
nesta ordem, uma progres-
sdo geométrica de razao 8.
Entdo, a medida desse lado é

e) 10

a) 32 c) 8 e) 2

b) 16 d) 4

(FGV-SP) A raiz da equacao

X+x+x +.. +X"+..=26
1 5

a) EX c) 1 e) 3
2 4

b) 3 d) 3

(PUC-SP) Somando os n pri-

meiros termos da sequéncia

(1,—1,1,—1, ...) encontramos:

ayn b)-n <0 d1

e) 0 quando n épar e 1 quan-
do n é impar
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Capitnlo

MaTrIZES E DETERMINANTES

As matrizes ordenam e simplificam os problemas, contri-
buindo para a resolucdao de varios tipos de questdes, sendo
utilizadas na Estatistica, na Fisica Atdmica, na Economia, en-
fim, na Matematica Pura e Aplicada.

Um dos objetivos da teoria dos determinantes é solucio-
nar, com mais rapidez, sistemas de equacoes do 1° grau com
muitas equacoes e incognitas.

Destacaram-se, no estudo dos determinantes, os matemati-
cos G. Cramer (1704-1752) e C. G. Jacobi (1804-1851).

1. Definicao

Uma matriz é uma tabela de ndmeros reais dispostos se-
gundo linhas horizontais e colunas verticais. Por exemplo, o
consumo de sucos, em uma lanchonete, pode ser indicado em
forma de matriz:

Laranja Mamao Abacaxi Maracuja
mesa | 5 2 3 1
mesa Il 3 4 6
mesa Il 7 1 0 5
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O conjunto ordenado dos nameros que formam a tabela, é
denominado matriz, e cada nidmero pertencente a ela é cha-
mado de elemento da matriz.

N W U
- K~ N
S o W
U1 N =

Para indicarmos uma matriz, usamos a seguinte notacao:

N W Ul
- N
S o W
U1 N =

2. Tipo ou ordem de uma matriz

As matrizes sdo classifi- > 12 coluna
cadas de acordo com o seu 22 coluna
ndmero de linhas e de co- 32 coluna
lunas. Assim, a matriz re- R
presentada ao lado é deno- . l—'4_ coluna
minada matriz do tipo, ou 5 2 3 1112 linha
ordem, 3 X 4 (lé-se trés por
quatro), pois tem trés linhas 3 4 6 2|27 linha
e quatro colunas. 7 1 0 5]3*linha

3. Representacao genérica de uma matriz

Costumamos representar uma matriz por uma letra maids-
cula (A, B, C...), indicando sua ordem no lado inferior direito
da letra.

Quando desejamos indicar a ordem de modo genérico, fa-
zemos uso de letras mindsculas. Exemplo: A, « ...
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Da mesma maneira, indicamos os elementos de uma ma-
triz pela mesma letra que a denomina, mas em mintscula. A
linha e a coluna em que se encontra tal elemento é indicada
também no lado inferior direito do elemento. Exemplo: ay;.

a;p A Aqz ... Aqy
dy; Az A3 ... Aoy

ES
as; Az A33 ... Az, ondem, n € N

am1 am2 am3

-

amn

4

Para indicar uma matriz qualquer, de modo genérico, usa-
mos a seguinte notacao:

A = [a;l, x o, Onde i representa a linha e j, a coluna em
que se encontra o elemento.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3 50

1. DadaamatrizA=|—-2 4 1], determine alinha e a colu-

-1 2 6
na as quais cada elemento pertence.
Resolucao:
a;r =3, =5 ...
2. Calcule os elementos da matriz A = [a;]; « ,, onde a;; = 2i + j.

Resolucao:

Como a matriz A é de ordem 3 X 2, entdo sua representa-
cao genérica, €é:

dip Ay
A= lay ap
dz] d3)
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Vamos calcular agora os elementos a;; de A; . ,:

aj; = 2i +j
a;=2-1+1=3
a;,=2-1+2=4 > 4
a,y=2:-2+1=5 Logo, A = > 6
a,=2-2+2=6 8
a;; =2-3+1=7
Az, =2-3+2=28

EHERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcule a matriz B = [b;l; « 3, dada por b;; = 2i% — 3j.

2. Determine a matriz C = [c;], « , onde

—2,5ei <]
Cij = -
’ 1,sei>]

4. lgualdade de matrizes

Duas matrizes A e B sdo iguais quando apresentam a mes-
ma ordem e seus elementos correspondentes forem iguais.

F 1 [6—% m+®} i
Se A = e B = entao A = B.

8 4 6+2) (2X2)
EXERCICIO RESOLVIDO
5 2x —1 5 7
Dadas as matrizes A = [8 1 :| e B = |:y 19 1:|, cal-

cule os valores reais de x e y, para que A = B.

Resolucao:

5 2x—1 5 / 2X —1=7=>x=4
8 1 | |y+2 1|7 Jy+2=8=y=6
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EUERCICIOS PROPOSTOS

3. Calcule os valores reais de x e y na igualdade:

Xty 5 |14 5
9 2x+y| |9 7

4. Sejam as matrizes

X + 3y 7 —1 o 7 -1
A = eB =
11 3x +5y 2 z —8 2

determine os valores reais de x, y e z, sendo A = B.

5. Operacdes com matrizes

5.1 Adicao

Somamos os elementos correspondentes das matrizes, por
isso, é necessario que as matrizes sejam de mesma ordem.
A:[aij]m X ns B = [bij]mX ns portanto C = A + B = Cij — aij + le

A 7 =2 1 5 2 1 4
“lo 4 —3|°" |8 0 -5
entao a matriz C = A + B sera:
c 742 —2+41 1+4 9 —1 5
- |l0+8 +4+0 -3-5| |8 4 -8

5.2 Multiplicacdo por um nimero real

Sendo k € R e A uma matriz de ordem mxn, a matriz k - A
é obtida multiplicando-se todos os elementos de A por k.

E o: Sendo A = |2 ! Az [0
xemplo: Sendo A = | . , a matriz 5A = s 15

166
Capitulo 8



5.3 Subtracio

A diferenca entre duas matrizes A e B (de mesma ordem) é
obtida por meio da soma da matriz A com a oposta de B. Assim:

SendoA=| > U de B
endoA=1|_ _|eB=|_ e a oposta de B,

2 7 ~9+2 1+7] [-7 8
—5 —4 3-5 —5-4| |-2 -9

5.4 Multiplicacao entre matrizes

Consideremos o produto A - B = C. Para efetuarmos a mul-
tiplicacao entre A e B, é necessario, antes de mais nada, deter-
minar se a multiplicacdo é possivel, isto é, se o nimero de co-
lunas de A é igual ao nimero de linhas de B, determinando a
ordemde C: A, «, X By, = C, x, como o nimero de colu-
nas de A coincide com o de linhas de B(n) entdo torna-se pos-
sivel o produto, e a matriz C tera o nimero de linhas de A(m)
e o nimero de colunas de B(p).

Sejam A e B matrizes de ordem 2, neste caso o produto A - B
e uma matriz C também de ordem 2.

sendoa= " le=|" *|defin
enao —5 1 e _63 efrinimaos

Cyxo=Ayx;, Byxy ouseja,

C — 2 =3 4 2 B C11 Cqo
|5 1 6 3| |cy co

Os elementos de C sdo obtidos multiplicando-se ordena-
damente os elementos da linha de A pelos elementos da colu-
na de B e, em seguida, adicionando-se esses produtos.

c1; € obtido somando-se os produtos dos elementos da li-
nha 1 de A pela coluna 1 de B.
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C1, € obtido somando-se os produtos dos elementos da li-

nha 1 de A pela coluna 2 de B.
Chb=2-2+4(=3)-3=-5

C,; € obtido somando-se os produtos dos elementos da li-

nha 2 de A pela coluna 1 de B.
C21:5'4+1°6:26

C,, € obtido somando-se os produtos dos elementos da li-

nha 2 de A pela coluna 2 de B

—10 =5
Cy =52+ 1-3 =13 portanto C = 26 13

De modo geral, podemos dizer que:

-

O produto de A = [a;],, x, por B = [b;l, « ,, € @ matriz

C = [Cjlm x o cujo elemento da linha i e coluna j é obtido

multiplicando os elementos da linha i de A pelos corres-

pondentes elementos da coluna j de B e, posteriormente,
somando-se os produtos obtidos.

-

~

J

EXERCICIOS RESOLVIDOS

0 3 -5 0
1. Dadas as matrizes A = 1 9 , B = e

1

C=1]2 1 ,calcule:A + B — C.

3 =2
Resolucao:
1 11
Aipo|0-5—5 3+0-1|_|-— 2
1+6 —3 2+4+2 4 8
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2. Calcule (—i) - B, dado B =

N|—=o o

3
Resolucao: T 7]
2 _—
1 1
T :(—_).B:__. O1=| o
emos 3 T 1
2] |[To

0O 3 6 7
3. Sejamas matrizesA= |1 4|eB = . Obter X = A - B.
) 5 3 9

Resolucao:
0 3 6 7
AmatrizX=A-Bsera |1 4 . =
8 9
2 5 2% 2
3 X2
X111 X2
= X3 x> = | X271 X3 | sendo portanto possivel realizar o
X31  X32

produto dessas duas matrizes.

Sendo L = linhade A, temos: L, =0e3;L,=1¢e4;

L, =2eb5.

E sendo C = colunade B, temos:C, =6e8;C,=7¢e9.

Temos, entao os elementos da matriz X:
x;;=(L;-C)=0-6+3-8=24

. 1
Xpy = (L, - Cy) =1-7+4-9 =43
x37= (L3 C)=2-6+5-8=52
x50 =(L;-C))=2-7+5-9 =59
24 27
de onde X = |38 43
52 59
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EKERCICIOS PROPOSTOS

5.

6.

L 2 4
Dadas as matrizes A = | 2 ,B=1]13 5 le
0O 4 1T =2

1
C=[ 7],ca|cu|e:a)/\+B—Ceb)A—B+C

-1 5

. (Osec-SP) Os nameros x e y tais que:

23 3x  — 4 0
X y Yy _ -
R o B A

X=—4ey=— c)x=-4ey=0 e)x=1ley=0
b) x = —4ey= d)x=1Tey=—1

72 5 2 3
Dadas as matrizes A = eB = 3 9| calcule as matrizes
3 7

X+Y=A

X e Y no sistema abaixo:
X—Y=B

. Determine o produto de A por B, sendo:

1T 2 1 2 3
A=10 3 —1leB=1|1 2
2 0 2 0 1

Casos particulares

6.1

170

Matriz identidade ou unidade: é a matriz quadrada que possui
os elementos de sua diagonal principal iguais a 1 e os de-
mais elementos iguais a O.

Indicamos a matriz identidade de I,, onde n é a ordem da
matriz. Exemplo:

10
I, = |:O 1:| matriz identidade de ordem 2

Capitulo 8



6.2 Matriz transposta: € a matriz obtida pela troca ordenada de
linhas por colunas de uma matriz. Dada uma matriz A de
ordem m X n, obtém-se uma outra matriz de ordem
n X m, chamada de transposta de A. Indica-se por A".
Exemplo:

1
A= |2]| entio A" = [1 2 3]
3

6.3 Matriz inversa: dizemos que uma matriz quadrada A, de or-
dem n, admite inversa se existe uma matriz A", tal que:

(A AT = A A = 1)

. -1 . .
Neste caso, dizemos que A" é a inversa de A. Exemplo:

Dada a matriz A, determinar A™".

S'A—3O
eja—O1

3 0 ab_10 3a+0c3b+0d_10
o 1| lc d|l lo 1|7 loa+1c ob+1d| |o 1

Pela igualdade de matrizes, podemos escrever os sistemas:

a b
, chamemos de A™' = , temos A-A”' =1,
c d

3a-|—0c=1:>3a=1:>a=i
(I 3
Da+1c=0=c=0
3b+0d=0=3b=0=b =0
I Yob +1d=1=1d=1=d=1
1
Logo: A~ = |3 0
0o 1

Quando uma matriz quadrada nao admite inversa, dize-
mos que é uma matriz singular.
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EKERCICIOS PROPOSTOS

9.

10.

11.

12.

172

(UFSC) Dadas as matrizes:
1T 0 2 2 =1 1 1T 0O O
A=lo -1 3;B=|0 3 ol;c=|0 10
4 -1 2 4 2 1 0O 0 1

e seja P = (2A — C) - B. Determine a soma dos elementos da
diagonal principal da matriz P.

(UFSC) Considere as matrizes:
1T O
2 0 -1
A=12 1|leB=
T 1 3
-1 2

SejaM = (A + BY) - (A' — B), onde A'e B' sdo as matrizes transpos-
tas de A e B respectivamente. Qual o produto dos elementos m;;
com i = j da matriz M?

(UFSC) Sendo A = [ajl; x , com a;; = i’ —j, B = [bij]l, x » com
b; =i+ jeC = AXB, determine a soma dos elementos da 32 Ii-
nha da matriz C.

2i — 3j
(UFPA) Dadas as matrizes A = [a;], x ,, onde a;; = [ i J } e

1 0
B = [_1 1], para que se tenha B> + X = 2A, a matriz X devera

serigual a:
[—3 —8] [—3 —3] 3 -3
a) C) e)
|3 -3 |8 3] 8 —3
(-3 3] (8 -3
b) d)
-8 3] -3 3
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7. Determinantes

7.1. Definicao

Determinante é um nimero real associado a uma matriz
quadrada.

Para indicar o determinante, usamos barras. Seja A uma ma-
triz quadrada de ordem n, indicamos o determinante de A por:

a‘l‘l a‘|2 eee a‘ln
a21 a22 eeoe a2
det A ou :
a,; Any ... App

7.2. Determinante de uma matriz de 12 ordem

A matriz de ordem 1 sé possui um elemento. Por isso, o
determinante de uma matriz de 12 ordem é o préprio elemen-
to. Exemplo: Se A = [2], entdo det A = |2| = 2.

7.3. Determinante de uma matriz de 22 ordem

Em uma matriz de 22 ordem, obtém-se o determinante por
meio da diferenca do produto dos elementos da diagonal princi-

pal pelo produto dos elementos da diagonal secundaria. Exemplo:
CERENCRP) dip 4y

= (agy ) — (@12 ay)

SejaA=|: ]:>detA=

dp1 d) dpq dp)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule o determinante das matrizes quadradas de 22 ordem:

6 2 1T —4
|55 i
5 3 39

Resolucao:
62—63 2:-5=18—-10=28
Vs 3|~ - B
1T —4
b) =1-9—-—(—4)-3=9+12=21
3 9
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2. Determine o valor de x nas equacdes:
X —2 A b X — 2 3 _ 0

Vs 3|~ "4 x+2] 7

Resolucao:
a) Temos:
3:x—(=2)-5
Logo: S = {—2}
b) Temos:
x—2)-x+2)—-3-4=0=x"-4—-12=0=>x"=16=
X = 14
Logo: S = {4}

EXERCICIOS PROPOSTOS

13. Calcule o valor dos determinantes:

=4=3x+10=4=3x=—-6=>x=—2

43 19 1-47 10
a b o) W2
AP TN 2]
14. Calcule o valor de x nas equacoes:
X 1 2 —X
a) |x| = -3 b) [5] = x — 2 C) =
-3 -2 1T 3
) _ -1 0 2 _
15. (UFRN) Seja a matriz A = 1o o4l o determinante do produ-
to de A pela sua transposta vale:
a) 56 b) 38 c) 42 d) 78 e) 30

7.4. Regra de Sarrus

Esta técnica é utilizada para obtermos o determinante de
matrizes de 32 ordem.

Utilizaremos um exemplo para mostrar como aplicar a re-
gra de Sarrus. Consideremos a matriz da 3® ordem:

1 2 3
A=14 5 6
/7 8 9
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A regra de Sarrus consiste em:

a) Repetir as duas primeiras colunas a direita do determinante.

1T 2 3|1 2
4 5 6|4 5
/7 8 9|7 8

b) Multiplicar os elementos da diagonal principal e os ele-
mentos que estiverem nas duas paralelas a essa diagonal, con-
servando os sinais desses produtos.

1 2
4 5
/7 8
3:4-8=296
/7 = 84
1-5-9 =45

c) Efetuar o produto dos elementos da diagonal secundaria e
dos elementos que estiverem nas duas paralelas a diagonal
e multiplica-los por —1.

1 2
4 5
/ 8
(=1)-3-5-7=-105
(=1)-1-6-8= —48
(=1)-2-5-9=-72

d) Somar os resultados dos itens b e c.
detA=45+84+96 — 105 —48 —-72 =0
Portanto, det A = 0.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1T 2 1
1. Ache o determinantede A= |2 1 3
2 1 2
Resolucao:
T 2 1|1 2
detA=12 1 3[12 1=2+124+2—-8—-3-2= 3
2 1T 22 1
-2x 3 1
2. Calcule ovalorde xnaequacao: | -1 0 4 |=0
0O 1 x—1
Resolucao:

Aplicando a regra de Sarrus, temos:
—2x 3 1 |[—2x 3

-1 0 4 |—-1T 0=—1T—-[-3)-x—N—1[(=2x)-4-1]=0
O 1T x-=1 0 1

-1 +3x —3+8x=0

11x—4=0:>11x=4:>x=14—1
ENERCICIOS PROPOSTOS
16. Calcule os determinantes:
1 2 4 8 1T O
AA=12 1 3 byB=|—-3 —4 5
4 2 1 -1 2 0
1 2 3
17. (Mackenzie-SP) A solucdao da equacao | x —1 5|=0¢
2 _ 1
3 7 Y
a) 1 b) 58 c) —58 d) % e) 2
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7.5. Teorema de Laplace

Para matrizes quadradas de ordem n = 2, o teorema de
Laplace oferece uma solucao pratica no calculo dos determi-
nantes.

Pelo teorema, o determinante de uma matriz quadrada A
de ordem n (n = 2) é igual a soma dos produtos dos elemen-
tos de uma linha ou de uma coluna qualquer, pelos respecti-
vos co-fatores. Exemplo:

3 2 1
Dada a matriz quadrada de ordem 3, A= (-2 1 4 |,
2 5 —1

vamos calcular det A usando o teorema de Laplace.

Podemos calcular o determinante da matriz A, escolhendo
qualquer linha ou coluna. Por exemplo, escolhendo a 12 [i-
nha, teremos:

detA — an . AH + a]z : A12 + a]3 . A13.

(1 4

Ap=(=D""". : _J:>A11=1-(—21):>AH=—21
(-2 4

A= (=172 5 _1:|:>A12:(_1)’(—6):>A12:6
(-2 1

As=(—1)""7" 5 5}:/\13:1-(—12):/\13:—12

Portanto, temos que:

detA=3-(—21)+2-6+1:-(—12)=detA=-63+12—-12
det A= —63
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EXERCICIO RESOLVIDO
0
Calcule o determinante, por Laplace, dadaB = | O

A~ 1 =
o N W

—2
Resolucao:
Neste exercicio, convém escolher a 12 coluna, pois ha
maior quantidade de “zeros”.

det B = bﬂ : BH + b21 : 821 + b31 : B31
det B = O : B11 + O : 821 + (_2) : B31 -
= detB=0+0—-2-B;; =>detB = —-2- B, entdo:

1 3

B. — (—1)" 1.
31 = (—=1) 5 9

= B31=_13:>

detB=—-2-(—-13)= detB = 26

ElERCICI9 PROPOSTO

1 2 3
18. Dada a matrizA= |4 5 6/, calcule o determinante, aplicando

7 8 9
Laplace.

7.6. Determinante de uma matriz de ordem n > 3

Para obtermos o determinante de matrizes de ordem n > 3, uti-
lizamos o teorema de Laplace e a regra de Sarrus.

Observe o exemplo a seguir.
Vamos calcular o determinante da matriz de 42 ordem:

— -

31 0 =2
2 5 2 1
A =

43 -1 4
5 6 —4 —6]
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Escolhendo a 12 linha para o desenvolvimento do teorema
de Laplace. Temos entdo:

det A= a;; Ay + ajp Ay + a3 Az + agy Ay

5 2 1
detA=3-(=1)'""-[3 -1 4 [+
6 —4 —6
2 2 1 2 5 1
+1-(=1)""7 14 =1 4 [|+0-(-1)'""7-14 3 4 |+
5 —4 —6 5 6 —6
2 5 2
+(=2)-(=1'"* 14 3 —1
5 6 —4
5 2 1 2 2 1 2 5 2
detA=3-13 =1 4 [—1-[4 =1 4 [+2-]4 3 -1
6 —4 —6 5 —4 —6 5 6 —4

Como os determinantes sdo, agora, de 32 ordem, podemos
aplicar a regra de Sarrus em cada um deles. Assim:

detA=3-(188) — 1-(121) + 2 - (61)
det A =564 — 121 + 122 = det A = 565

EXERCICIO RESOLVIDO
71 2 —1]
Dada B = 2000 , calcule det B.
-5 =1 0 3
6 0 1 -2
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Resolucao:
Vamos desenvolver o determinante em relagdo a 22 linha,
ja que essa linha tem maior quantidade de “zeros”:

det B = b21 ) Bz1 + bzz ) Bzz + b23 ) 823 + b24 ) Bz4
detB:b21°Bz1+O+O+O
det B = bz'] ° 821
1T 2 -1
detB=2-(-1"""- -1 0 3 |=(-2):(-6)=
O 1 =2
= detB =12
ENERCICIOS PROPOSTOS
(x 0 0 O]
. : 1T x 1 2
19. (FGV-SP) Seja a raiz da equacao: = 16, entao o va-
2 0 x 3
, O 0 0 2
lor de x°, é: - -
a) 16 b) 4 c) 0 d) 1 e) 64

20. Calcule o determinante, desenvolvendo por Laplace.

(-2 -3 —4 5]
-1 2 1 3
1T 4 3 =2

|3 5 -1 6|

7.7. Propriedades dos determinantes

a) Se todos os elementos de uma linha ou de uma coluna sao
nulos, o determinante é nulo.

3 0 4
OO_O 10—5_O
3 4| N

—2 0 6
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b) Se uma matriz A possui duas linhas ou duas colunas

e)

iguais, entdao o determinante é nulo.

-2 13 4 2 4
4 5 6| _, 10 1 _,
-2 1 3 5 —1 5

Em uma matriz cuja linha ou coluna foi multiplicada por
um nimero k real, o determinante também fica multiplica-
do pelo mesmo ntmero k.

X 2
@215—8=7-m =30-16=14
4 3 4 3
w
U L N .
ntao: 4 3| 4 3

Para duas matrizes quadradas de mesma ordem, vale a se-
guinte propriedade:

det (A - B) = det A - det B.

Uma matriz quadrada A sera inversivel se, e somente se,
seu determinante for diferente de zero.

ENERCICIOS COMPLEMENTARES

21.

(UE de Feira de Santana-BA) Seja x o valor do determinante:

2 =1 1 0

O -2 0 3

O O 1 —1| entao «/; é:

O 0 0 -1

a) —2 b) —1 c) 0 d) 1 e) 2
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22. (Mackenzie-SP) Dadas A =

a b c
5 3 2
2 4 6
a 5 1
eB=1|b 3 2{, tem-se:
c 2 3
a) det A = 2 detB

)
b) det A = det B'
c) det A' = det B
d) det B = 2 det A
e) det A = det B

0
0
V2

tal que det (A*) = =.

23. A matriz A =

o O X
S N O

O valor de x é:

1

—_ e) 32
32

a) C)

1
5

b) d) 5

1
2
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24. Calcule o determinante e
explique a sua resposta:
3 0 1
2 0 -3
6 0 4

25, (UFPB) Se A = | - |
. ) Se =6 4 e
f(x) = —x*+ 3x + 2, entdo

f (det A) é igual a:

a) 12 c) 10 e) —8
b) —4 d) 0
26. (UFRGS-RS) Na equacao se-
guinte:
0 COS X sen x
0 sen X cos x|=1
cos’ x + sen® x 0 0

um valor possivel para x é:

T T
e) —

a) 0 C) >

4
T T
b)? d)?



Capitulo @

Sistemas LINEARES

Dominando os conceitos de matrizes e de determinantes,
podemos aplicar esse conhecimento para classificar e resolver
os sistemas lineares.

Um sistema linear pode ser formado para resolver varias
questdes, mesmo as mais cotidianas.

Veja o exemplo a seguir.

Num estacionamento, ha carros e motocicletas, num total
de 70 veiculos. A soma das rodas desses veiculos é 180.
Quantos sao os carros e quantas sao as motocicletas?

A partir do enunciado, podemos escrever um sistema linear.

Assim, designando por x as motocicletas e por y os carros,
obtemos a seguinte equacao:

D) x +y =70

Como as motocicletas tém 2 rodas e os carros tém 4, pode-
MOS escrever a equacao:

(II) 2x + 4y = 180
As equacoes (I) e (II) formam o sistema linear:
{x +vy =70
2x + 4y = 180
A solucado desse sistema ira nos fornecer o niimero de au-
tomoveis e de motocicletas no estacionamento.
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1. Definicao

Entendemos por sistema linear um conjunto de equacoes
lineares reunidas com o objetivo de se obterem solucdes co-
muns a todas essas equacoes.

2. Equacao linear

Chamamos de equacdes lineares as equacdes do 19 grau
que apresentam a forma:

a;X; + ayx, + ... + a,x, = b, onde:

a;, a,, ..., a, sdo coeficientes;

X1, Xo, ..., X, 30 incognitas, ou variaveis;
b é o termo independente da equacao.

Exemplo:

~

1 e 3 sdo coeficientes das incognitas
x + 3y =4 1§ xey, respectivamente;

| 4 é termo independente.

Quando uma equacdo linear apresenta o termo indepen-
dente igual a zero, dizemos que se trata de uma equacao linear
homogénea. Exemplo:

2x+y—z=0

3. Solucdo de uma equacio linear

Dada uma equacao linear com n incégnitas:
a;x; + ax, + ...+ ax,=Db,
temos que sua solucdo é a seqiiéncia de nimeros reais (kq, k,,

.., k,) que, colocados correspondentemente no lugar de x;,
X,, ..., X,, tornam verdadeira a igualdade.

Quando a equacao linear for homogénea, entao ela admitira
pelo menos a solucdo (0, 0O, ..., 0), chamada de solucao trivial.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Decida se sdao ou ndo lineares as equacoes:

a) x + 7y =13 C)2X+i—Z=8
3 )4
b)5x1+7x2=2 d)«/;+y+z=6

Resolucao:

a) E uma equacao linear.
b) E uma equacao linear.

c) Nao é uma equacao linear, pois R 5 1 CREVALETRY)

y

1
d) Ndo é uma equacdo linear, pois Vx = x? # x.

2. Verifique quais das equacdes abaixo sao equacoes lineares
homogéneas:
a) 4x —y+3=0 C)x—3y+z=%
b) 3x; — 7Xx, = 5x4

Resolucao:

a) Nao é uma equacao linear homogénea,
poisd4x—y +3 =0=4x -y = —3 #0.
b) E uma equacio linear homogénea,
pois 3x; — 7X, = 5x3 = 3x; — 7X, — 5x53 = 0.
c) E uma equacio linear homogénea,

poisx—3y+z=%:>x—3y+z=0.

3. Determine k na equacdo 5x + 2y = 12, para que o par or-
denado (k, —4) seja solucdo da equacao.

Resolucao:
Sendo (k, —4) uma solucado de 5x + 2y = 12, entao:
Xx=key=—4
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Substituindo esses valores na equagao, temos:
20

5k+2-(—4)—12:>5k—8—12=>|<—T:>k—4

EKERCICIOS PROPOSTOS

1

. Assinale quais dos pares ordenados abaixo satisfazem a equacao

2X +y =7

a) (1, 3) b) (2, 3) c) (3, 2)

d) (3, 1) e) (4, —1) f) (=1,4)
. Calcule o valor de k na equacio — + — y = 2, para que (k + 2, k)

5
satisfaca a igualdade.

. Decida se sdo ou ndo lineares as equacoes:

a) 2x + 3y + z = /49 C)6x+%y—z=0
b) Vx — 2y =09 d) x> — 6y +3z=12

. Assinale a(s) alternativa(s) que representa(m) uma equacao(des)

linear(es) homogénea(s):
a) 5x — 3y +2z+7=7 c) 13x; — 7x, =0

b) 3x; + 2x, — 5 = 0 d) Vx; + 2x, = 0

. Representacio genérica de um sistema linear

Um sistema linear de m equacdes nas n incégnitas x;, x,,

., X, é da forma:

a11 X1 + a12 X5 + ... +a1n Xn — b1

a21 X1 + a22 X2 + ... + a2n - bz
b,

A1 X1 + Ay Xp + ...+ a,, X, = b,

onde a;{, a;,, ..., a;, € by, b,, ..., b,, sdo nimeros reais.
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Se o conjunto de nGimeros reais (kq, k,, ..., k,,) torna verda-
deiras todas as equacoes do sistema, dizemos que esse con-
junto é solucao do sistema linear.

Como as equacoes lineares sao homogéneas quando b = 0,
entdo, conseqlientemente, um sistema linear sera homogéneo
quando b; = b, = ... = b, = 0.

Assim, o sistema admitira a solucao trivial, (0, O, ... 0).

EKERCICIOS PROPOSTOS

2x —y —z =1
5. Dado o sistema {x + 3y + 2z =3
X+y+z=2

verifique se as ternas (1, 0, 1) e (0, —3, 1) sdo solucdes do sistema.

6. Calcule k para que o sistema a seguir seja homogéneo.
—3x + 2y = k* — 25
2x —y=k+5

5. Representacao de um sistema linear por meio de matrizes

Um sistema linear de m equacdes com n incognitas pode
ser escrito sob a forma de matrizes, bastando separar seus
componentes por matriz.

Sejam:

A, = a matriz dos coeficientes das incognitas;
X, = a matriz das incoégnitas;

B, = a matriz dos termos independentes.

a1 di2 din b, X1
dp1 dp don b, X2
A pr— . , B pr— , X pr—
_am1 dm?2 amn_ _bn_ _Xn_
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Portanto, podemos escrever o sistema sob a forma matricial:

a1 adp d1p X1 b,

dp1  dn donp X2 b,
A-X=B= . . = .

_am1 dm2 amn_ _Xn_ _bn_

EXERCICIOS RESOLVIDOS

r2x —3y+z=5

1. Dado osistemaS; 13x + 2y —z =3

| —X + 3y + 5z = —1
determine a equacao matricial.

Resolucao:
2 =3 1 X 5
32 —1|-|ly|=]3
-1 3 5 z —1

E claro que, se efetuarmos A - X = B, teremos novamente o
sistema S;.

2. Determine o sistema de equacoes lineares, dada a equa-
cdo matricial:
5 5 0 X
1T 0 =2|-|y|=
3 4 -1 z

o o O

Resolucao:

r5x+5y—|—Oz=O r5x+5y=0 —x+y=0
IX+0y—2z=0 = {x—2z=0 = yx—2z2=0
3x+4y—z=0 3x+4y —z=0 |3x+4y—2z=0
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EKERCICIOS PROPOSTOS

7. Escreva as equacoes matriciais:

(—3Xx + 2y =5
a)<x—3y=—7
:5x—3y=9

b) | _ox+22=6
X+ 5y —3z=7

8. Escreva o sistema, sendo:

2 -1 5] [x] [o

3 3 0ol |x|=|0 o 12 21X =]
a) 2 2 ol |y| |4

_1 2X3 O

9. (UFSC) Dada a equacao matricial

4 2 X z 4x
-1 3 0|3 ([=]-2
y 4 2 —1 3y

o valor da expressdo 5x + 4y + z é:

6. Sistema normal

E o sistema em que o nimero de equacgdes é igual ao na-
mero de incégnitas (m = n) e o determinante da matriz dos
coeficientes é diferente de zero. Exemplo:

. 3x =2y =10
Dado o sistema S: , temos
4x +5y =3
3 =2 3 =2
= =15+8=23#0
4 5 4 5

Logo, o sistema linear S é normal.
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7. Regra de Cramer
Para a resolucao de sistemas normais, utilizaremos a re-
gra de Cramer, que sera desenvolvida por meio do exemplo
que segue:
Vamos determinar os valores reais de x e de y no sistema:
{BX +y=—4
2X + 5y =6
. . . 31
a) Determinamos a matriz A dos coeficientes: A = 5 &
b) Determinamos a matriz A,, que se obtém pela substitui-
cdo, em A, da coluna dos coeficientes de x pela coluna
_ —4 1
dos termos independentes: A, = 6 5
c) Determinamos a matriz A, que € obtida substituindo-se,
em A, a coluna dos coeficientes de y pela coluna dos ter
_ 3 —4
mos independentes: A, =
6 5
d) Calculamos os valores de x e y:
det A, det A
xX=———ey=——2>
det A det A
e) Calculamos det A, det A, e det A, e obtemos os valores de
Xey:
detA=15—-2=13
detA, = —-20—-6=—-26=>x = —$—3 =>X=—2
detAy=18+8=26:>y=$—6:>y=2
Logo: (=2, 2)
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ENERCICIOS PROPOSTOS

2x —y =5
10. (UFRGS-RS) A terna (a, b, ¢) é solucao do sistema §y x + 2z =5
3y — =7
O produtoa - b - céigual a:
a) 12 b) —3 c) 6 d) 50 e) —132

11.

(Ufes) O valor da expressdao x + y + z, onde x, y e z satisfazem o
sistema abaixo é:

—X+y—2z=-9
2x+y+z=6
—2x =2y +z =1

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5
3x + 2y =7
12. Resolva o sistema pela regra de Cramer: Y
2x + 3y =38

8. Classificacio de um sistema linear

Classificar um sistema linear é considera-lo em relacao ao

nimero de solucdes que ele apresenta. Assim, os sistemas li-
neares podem ser:

a)

Sistema impossivel ou incompativel: quando ndo admite
solucao.

O sistema ndo admite solucdo quando o det A for nulo, e
pelo menos um dos determinantes relativos as incoégnitas
for diferente de zero, isto é: det A, # O oudet A, # Oou ...
ou det A, # 0.

Sistema possivel ou compativel: quando admite pelo me-
nos uma solucdo. Este sistema pode ser:

e Determinado: quando admitir uma Gnica solucao.
O sistema é determinado quando det A # 0.
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e Indeterminado: quando admitir infinitas solucoes.

O sistema é indeterminado quando det A = 0 e os
determinantes relativos a todas as incégnitas forem tam-
bém nulos, isto é: det A, = det A, = ... = det A, = 0.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3x+ty=9

1. Classifique o sistema:
X+ 2y =38

Resolucao:

3 1 3 1
Temos:/\=[1 2]:>det/\=|:1 2]:>det/\=5:>det/\¢0.

Logo, o sistema é possivel e determinado. Tera apenas uma

solucao.
2. Discuta o sistema: 2xty=4
6x + 3y = 12
Resolucao:
T A—21 th—21—23 1-6=0
emos:A = | =detA=1 = =
d A—F4 1 =4-3—-12-1=0
S P B
d’(A—F2 ‘ =2-12—-—4-6=0
ST e 12] B

Portanto, o sistema é possivel e indeterminado. Tera infini-
tas solucoes, isto é, uma infinidade de pares ordenados sa-
tisfazem o sistema dado.
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3. Discuta o sistema: x— 3y =4
3x —9y =5
Resolucao:
1T =3
det A = 3 = —94+9=0=>detA=0

4 1
detA1=‘5 3‘212—5=7¢O:>x=detA1=%:>

= impossivel.

Logo, o sistema é impossivel.

X +y =1
4. (Fuvest-SP) O sistema {x —y =1
ax + by =c
tem solucdo se e somente se:
a) a #C Cc)a==c e)b=Tea—c=1
b) b =c da=bec=1
Resolucao:

Temos um sistema com 3 equacoes e 2 incognitas (x e y),
S; « », OU seja, um sistema ndao normal. Vamos resolvé-lo
pelo método da adicao:

X+ =1
X — X =1

[ 2X =2 =>x =1

A\

Substituindo o valor de x = 1 na equacdo x +y = 1, temos:
T+y=1=y=1-1=y=0

Substituindo os valores de x e de y na equacao
ax + by =c,temos:a-1+b-0=c==a+0=c=a=c

Alternativa correta: c
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APLICACAO PRATICA

Balanceamento de equacdes quimicas

Em Quimica, é possivel realizar o ba-
lanceamento de equacgdes utilizando-se o
método algébrico.

Vamos entdo utiliza-lo para balancear
a equacao de obtencdo do azul-da-prus-
sia, um composto quimico:
FeC{¢; + Na,[Fe(CN),] — Fe,[Fe(CN),]; + NaC¢

cloreto ferrocianeto azul-da- cloreto de
férrico de sédio -prussia soédio
Pela lei de Lavoisier, o nimero de atomos de um mesmo
elemento deve ser o mesmo em ambos os membros da reacao.
Chamamos de x, y, w e z os coeficientes.

x Fe C€; + y Na,[Fe(CN),] > w Fe,[Fe(CN).l; + z Na C¢

Os nuimeros dos atomos de ferro, cloro, sédio, carbono e
nitrogénio no primeiro membro sdo: x + vy, 3x, 4y, 6y, 6y.

Os nameros dos atomos de ferro, carbono, nitrogénio,
sodio e cloro no segundo membro sdo: 7w, 18w, 18w, z, z.

lgualando os valores do primeiro e segundo membros, te-
remos um sistema de cinco equacdes e quatro incognitas.

Fe:x +y=7w [(x+y—7w=0
Cl:3x =z 3x —z=0
Na: 4y = z = 14y —z=0
C: 6y = 18w 6y — 18w =0
N: 6y = 18w | 6y — 18w =0

O sistema resultante é homogéneo.
Portanto, (0, 0, 0, 0) é solucado desse sistema, mas nao nos
interessa aqui.
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Por admitir a solucao trivial, todo sistema linear homogé-
neo é possivel, podendo ser determinado ou indeterminado.

Para fazer essa verificagcao, vamos calcular o determinante
da matriz. _ ;

11 -7 0
30 0 —1
04 0 —1
06 —18 0O |
1 -7 0
det=3-(=1)"""-[4 0 —1|+
6 —18 0
11 =7
+ (-1 -(=1)*"*- 104 0 |=
06 —18

Como o determinante da matriz é igual a zero, o sistema é
possivel e indeterminado. Isso quer dizer que ele pode aceitar
outras solucdes além da trivial.

Portanto se atribuirmos a y o valor 1 teremos

X+1T—7w=0 X — 7w = —1
3x —z=0 3x —z=0
% = %
4—-z=0 z=4
6 — 18w =20 WZ%

1 4
Portanto, z = 4, w = —, x = —.
ortanto, z , W 3,x 3

Como aqui nos interessa indices inteiros, vamos multipli-
car os valores por 3. Assim teremos na reacao:

4FeCl,5 + 3Nay[Fe(CN),] — Fe,[Fe(CN)¢]; + 12 NaC¢

I 'a qual contém em ambos os membros o mesmo nimero de

-
| atomos de cada elemento.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
| = =3 (442 —18) + (=1)-(=72) = =72+ 72 =10
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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ENERCICIOS COMPLENENTARES

13.

14.

15.
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(UFSC) Determine o valor de
m para que o sistema abaixo
admita infinitas solucodes:
mx — 2y —z =20
X—my—2z=0
3x =2y =0

(UFMG) Se (x, y) = (1, 2) é a
solucdo do sistema

ax + by = 11
bx —ay =3
entao os valores de ae b sao:
5 5
__1 _ 8
b) a = 3 eb = 3
c)a=1leb=>5
_ 17 _ 8
d a= 3 eb = 3
_ 19 _ 17
e)a—Teb— z

(Ufac) A condicao sobre a,

b, c e d para que o sistema

de equacodes lineares

{ax + by =0
cx +dy =0

admita uma, e somente uma,

solucao é que:

a)ad — bc=0

b)ad + bc =0

c) ad + bc seja diferente de
zero

d)ad — bc seja diferente de
Zero

e)ab —cd =0

Capitulo 9

16.

17.

18.

19.

(UFPB) Determinar o valor
de k para que o sistema linear
abaixo ndo tenha solucéo:
[ x + 2y + 2z =1
X+y+6z=1
| 5x + 2y + kz =0
(FGV-SP) O sistema

2x +3y —z=20
X+ 2y +4z=0 é:
[ x — 14z =0
a) determinado.
b) impossivel.

)

o\

7\

determinado e admite co-
mo solucado (1, 1, 1).

d) indeterminado.

e) n.d. a.

C

(Fuvest-SP) O sistema linear
x+y=20
x+z=0
y+ mz =20

é indeterminado para:

todo m real

nenhum m real

=1

= —1

m =0

a

b

O
3 3

o

)
)
)
)
)

@

(UFPB) Sendo (a, b, ¢) a so-
lucdo do sistema linear:
X+y+z=6
X —z=2
y+3z=5
qual o valor de a® + b* + c*?



Caplitulo 4

ANALISE COMBINATORIA
£ Bindomio oe NEwToN

Anélise Combinatéria

Analise combinatoria é a parte da Matematica que estuda
os processos de contagem. Ela surgiu da necessidade de se
calcular o nidmero de possibilidades que podem ocorrer em
uma certa experiéncia, sem precisar descrever cada uma des-
sas possibilidades.

O estudo da analise combinatéria comecou no século XVI
com o matematico italiano Niccolo Fontana (1500-1557),
também conhecido por Tartaglia (que significa gago). A este,
seguiram-se os franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e
Blaise Pascal (1623-1662).

A analise combinatéria é também o suporte da Teoria das
Probabilidades, apoiando-se no Principio Fundamental da
Contagem ou Principio Multiplicativo.

1. Principio Fundamental da Contagem ou
Principio Multiplicativo

Esse método consiste em multiplicar o nimero de possibili-
dades de cada etapa da experiéncia. Para entendermos melhor,
observemos atentamente os exercicios resolvidos a seguir.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Um teatro tem 5 portas. De quantas maneiras diferentes
uma pessoa pode entrar e sair do teatro?

Resolucao:
Aplicando o Principio Fundamental da Contagem, temos:
k,: existem 5 possibilidades para entrar no teatro;
k,: existem 5 possibilidades para sair do teatro.
k- k,=5-5=25

Logo, existem 25 possibilidades para entrar e sair do teatro.

2. Nélson tem 3 camisas, 5 calcas, 2 gravatas, 4 pares de sa-
patos e 1 palet6. De quantas maneiras diferentes ele pode-
ra se vestir usando uma peca de cada conjunto?

Resolucao:
k, = 3 camisas; k, = 5 calcas; k; = 2 gravatas;
k, = 4 pares de sapatos; ks = 1 palet6
Entdo, k; -k, “ ks - ky-ks=3-5-2-4-1=

120 maneiras diferentes

3. Quantos nameros de 3 algarismos podemos formar com os
algarismos 1,2,3,4,5,6,7,8e9?

Resolucao:
k,: é a etapa para escolher a centena = k; = 9;
k,: é a etapa para escolher a dezena = k, = 9;
k;: é a etapa para escolher a unidade = k; = 9.

Logo, temos: k; -k, - k; =9-9 -9 = 729 nGmeros
4. No problema anterior, quantos serdo os nimeros, se 0os 3

algarismos forem distintos (isto é, se ndo for permitida a
repeticdo dos algarismos)?
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Resolucao:

k; = 9 (centena)
k, = 8 (dezena)

Nesta etapa, eliminou-se um algarismo que
foi utilizado em k;.

k; = 7 (unidade)

Nesta etapa, eliminou-se um algarismo que
foi utilizado em k,.

Portanto, temos: k; - k, - k; =9 -8 -7 = 504 ndmeros

5. Quantas placas de veiculos podem ser criadas, se forem
usadas 2 letras de um alfabeto de 26 letras, seguidas por 4
algarismos?

Resolucao:

Para formarmos uma placa de 2 letras e 4 algarismos, pas-
samos por 6 etapas:

k,: escolher a 1¢ letra;
k,: escolher a 2¢ letra;
k;: escolher o 1¢ algarismo;
k,: escolher o 2¢ algarismo;
ks: escolher o 3¢ algarismo;
ky: escolher o 4¢ algarismo.

Letras | |Algarismos
4 4
‘l a 2a ’I o 20 30 40

14V 111
Possibilidades = 2626 10 1010 10

Entao, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos:
k1'k2'k3'k4'k5'k6:26'26'10'10'10'102
6.760.000 possibilidades
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Vamos supor que, neste mesmo problema, ndo seja permitida a
repeticao de letras nem de algarismos. Neste caso, teremos:

Letras| |Algarismos
¥ }
’l a 2& ’I (o] 20 30 40

I 13
Possibilidades = 2625 10 9 8 7

I_Ogo,k]'kz'k3'k4'k5'k6:26'25'10'9'8'7:
3.276.000 possibilidades

6. Quantos sdo os progndsticos possiveis em uma aposta de
Loteria Esportiva (com 13 jogos)?¢

Resolucao: Tormoe
¥
11213[4|5[6[7[8[9[10{11[12[13
SRR I A
Possibilidades—=3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 = Jogo
triplo
Portanto, temos: k; - k, - ky - ...~ kj3=3-3-3-...-3 =

= 3"" = 1.594.323 possibilidades

(Claro que, se vocé quiser jogar com a certeza de ganhar,
basta multiplicar o resultado pelo preco de uma aposta e
terd a quantia que devera ser gasta para isso!)

7. Quantos anagramas podemos formar com o nome PEDRO?
Resolucao:

Vamos aplicar o Principio Fundamental da Contagem para o
calculo dos anagramas. Temos 5 letras distintas: fixando-se
uma letra como sendo a primeira do anagrama, restam 4 pos-
sibilidades para a 22 letra. Fixando-se 2 letras, restam 3 possi-
bilidades para a 32 letra, e assim sucessivamente.
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Resolucao:

12 letra|2? letra|3? letra|4? letra|5? letra

} } 4 ¥ }

Possibilidades =» 5 4 3 2 1

Ent502k1'k2‘k3'k4'k5:5‘4'3‘2'1 — 120anagl’ama5

Em uma urna, ha 5 bolas de cores diferentes. De quantas
maneiras podemos retirar 3 bolas, uma de cada vez, sem
recoloca-las na urna?

Retiradas

i

2[3
I
4 3

mh&

Possibilidades =

Entdo: k; - k, - ks =5 -4 -3 = 60 possibilidades
E se as pusermos de volta?

Cada bola pode ser retirada de 5 maneiras. Logo:

ki -k, k;=5-5-5=5=125 possibilidades

EKERCICIOS P2ROPOSTOS

1.

Quantos nimeros de 3 algarismos distintos podem ser formados
usando-se os algarismos 1, 3, 5, 7 e 92 E se ndo forem distintos?

. Uma fabrica tem 5 modelos de carros e utiliza 8 cores. Quantas

opcoes de compra tem o consumidor?

. Nina tem 6 saias, 4 blusas, 3 pares de sapatos e 2 casacos. De

quantas maneiras diferentes ela podera se vestir, usando uma
peca de cada conjunto?

. Uma escola tem 6 portas. De quantas maneiras distintas uma pes-

soa pode entrar e sair da escola?

. Quantos niimeros de telefone podem existir com o prefixo 2797
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6. Quantos anagramas podemos formar com o nome MILTON?

7. Calcule quantos nimeros de 2 algarismos podem ser formados no

10.

11.

2.

sistema decimal:
a) sem repetir algarismos; b) repetindo-se algarismos.

. Quantas placas de automéveis podem ser formadas, usando-se 2

letras de um alfabeto de 26 letras, seguidas por 2 algarismos e
podendo ter as cores amarela ou preta? Quantas serdo as placas
se ndo for permitida a repeticdo de letras nem de algarismos?

. De quantas maneiras distintas um sindicato de 26 membros pode

eleger um presidente, um tesoureiro e um secretario, se nenhuma
pessoa pode ser eleita para mais de um cargo?

Um baralho tem 52 cartas. Retirando-se duas cartas, uma de cada
vez, sem recoloca-las no baralho, quantas possibilidades existem?

(UFSC) Dispomos de cimento, 3 tipos de areia e 4 tipos de brita.
Determine a quantidade de tipos diferentes de concreto que pode-
riam ser feitos, aparecendo os 3 elementos na sua composicao.

Fatorial

Como pudemos observar, ¢ comum aparecerem produtos de

fatores naturais sucessivos em problemas de analise combinato6-

ria,

taiscomo:3-2-Toub5-4-3-2-1,porissosurgiu a neces-

sidade de simplificarmos este tipo de notacao, facilitando os cal-
culos combinatérios. Assim, produtos em que os fatores chegam
sucessivamente até a unidade sdo chamados fatoriais e sdo indi-
cados por uma exclamacao, !, logo apds o nimero. Exemplos:
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3-2-1 = 3! (lé-se trés fatorial ou fatorial de trés)
5-4-3-2-1=5!(lé-se cinco fatorial ou fatorial de cinco)

Sendo n € N, podemos generalizar:

[nlzn-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1,sen>0]

E, por convencao, temos:

[Se n = 0, entao 0! = 1]
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. De quantas maneiras podemos organizar 7 alunos em
uma fila?

Resolucao:
122932 ...7°
796°59 ... 1°
Logo, o nimero de possibilidades é igual ao produto de
todos os nimeros naturais de 7 até 1, isto é:

/!'=7-6+-5:-4-3-2-1=5.040 maneiras

2. Simplifique as fracoes:

| | 3! + 21
a) 2 b) Z C)
7! 413! (0! + 12
Resolucao:
o 9871 -
a) < = ——— =9:8=72
71 7-6-5-4  7-6-5
b)my'_ 413! B 30-1_35
31 + 2! 3-2-1+21 6+2 g
3 = > = P = = 2
(0! + 1) 1+ 1) (2) 4
3. Simplifique:
) (n + 1)!
S Py
Y
b) (n — 5)!
(n — 4)!
2nl — (2n + 1! 2n!l—=[2n+ 1) - (2n!)]
C) =
2n! 2n!
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Resolucao:

a) Vamos desenvolver os fatores até onde nos interessa,
para simplificar:
(n + 1)! (n+1-() - (n—T1! 5
o =) =n+1)-n=n"+n

b) Observe que: (n — 4)! =
=n—4—-1)-n=-5-=1)..=nN-=5!-(n—6)!..

(n — 5)! (n — 5)! 1

Enta0: < T T h =4 (n =50 (=4

2n!l — 2n + 1)! R 2n! = [2n + 1) - (2n)!]
2n! 2n!

Colocando 2n! em evidéncia no numerador da fracdo, temos:

C)

2nl = [1—-—2n + 1) - 1]
2n!

=1-2n+1)=1—-2n—1= —2n

4. Calcule o valor de n:
a) nl =24 b) (n — 1)! =120
Resolucao:
a) Como24=1-2-3-4,entao:n!=1-2-3-4=>n=4
by(n—1)!=120=1-2-3-4-5=(nh—-1)=5=
6 —1)=5=2n=6

5. Resolva as equacoes:

a)(n —2)!=2-(n — 4)! b) 2!.(:!_2)! =10
Resolucao:
(n —2)! (In—2)-(n—3)-(n—4)!
) Tms ~ 27 (n — 4)! =

=Mn—-—2)-(n—3) =
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Efetuando o produto no primeiro membro da equacao,

vem:

nN—5n+6=2=

n” — 5n + 4 = 0 = equacdo do 2° grau =

5%+ ,25—-16

=>n=

Sen =1, entao:

=n=40un=1

(1=2=2-1-4)!=>(-N1+2-(-3)!

Assim, n = 1 ndo satisfaz a equacao. Portanto, n = 4

S = {4}
n! n-(n—1-(n—2)!
- T T o ey 107
n-(n-—17) 5
= 5 =10=>n"—n=20=
14 (=12 = 4 - 1-(=20) 149
= n= = n= =
2 2
= n=5o0un= -4, masn = —4 & N, portanto: S = {5}
ENERCICIOS PROPOSTOS
12. Simplifique:
7! 10!7! 15! —13!
a) T 5191 <) 13-12!
13. Simplifique:
(n —6)! n!
(n—>5)! S P
X! NM+2)!—=(n=1)
b) X (x—2)! 9 n!
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14. Calcule o valor de n:
a) n! =6 c) (n+ 1! =720
b) n! =720 d) (n — 1)! = 5.040

15. Resolva as equacoes:

(x+mt (n+3)!
X ) TmEnr
(n+1D! nf+n—-D" 1
o) (n—1)! =00 d (n+17)! 8

3. Tipos de agrupamento

Até agora, vimos agrupamentos sem elementos repetidos.
Este tipo de agrupamento é denominado simples.

Basicamente, podemos observar dois tipos de agrupamen-
tos, aqueles em que a ordem dos elementos:

a) € importante;
b) nao é importante.

Os agrupamentos em que a ordem dos elementos é impor-
tante sao chamados arranjos ou permutagoes. Diferenciamos
esses dois tipos de agrupamentos mais adiante.

Quando a ordem dos elementos nao é importante temos
uma combinagao simples.

4. Arranjos simples

Em um conjunto A com n elementos, sdo arranjos simples
todos os grupos formados por p dos n elementos com p < n,
diferindo entre si pela ordem ou natureza dos elementos.

Notacao:

An, p
onde n: nimero total de elementos;
p: nimero de elementos em cada grupo.
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Se partirmos do Principio Fundamental da Contagem, tere-
mos A, ,=n-(n—1)-(n—2)..-(n—p+ 1), consideran-
do um arranjo de p fatores.

Portanto, para determinarmos quantos arranjos simples
poderdo ser formados a partir de um conjunto de n elementos
tomados p a p, utilizamos a férmula:

_ n!
==

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule o valor de A¢ ,

Resolucao:
Temos n = 6 e p = 2. Substituindo esses valores na férmu-
la, temos:
. n! B 6! -
An,p = W :>A6,2 = m :>A6,2_ 30
2. Resolva as equacoes:
a)An/2=2 b)Ax,Zzg.AX/1
Resolucao:
. _ n! . n!
a) Temos: A, , = o) o) = A, = (n—2)!
B n! B n-(n—1-HmA=2)
An,2_2:>m_2:> _2)' =2 =

Sn"—-n=2=n"-n-2=0=>n=2=S= {2}

X! X!

b)Ax,2=9.AX/1:>()(——.2)!:9.()(—_.1)!:>
:>X.(x—1)°LX;ﬁ’)T:9.(X)'szz_ngx
(x—271 b1
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Sx—-x—-9x=0=x"—-10x=0=
x = 0 — nado satisfaz
<
=xXx-(x—10)=0= ou S =1{10}
x =10

Dez meninas apostam uma corrida. De quantos modos dife-
rentes pode ser formado o grupo das 3 primeiras colocadas?

Resolucao:

Observe que os grupos formados sao arranjos simples, pois:

* 0s elementos de cada grupo sao distintos;

® 0s grupos diferem pela ordem dos elementos ou pela na-

tureza dos mesmos.

Assim, temos:

nimero total dos elementos: n = 10

nimero total dos elementos de cada grupo: p = 3
n!

(n—p)!’

10! 10! 10-9-8 -7

10 -3 — Mo = 5 = 71 2

Logo, podemos ter 720 modos diferentes de formar tal grupo.

Substituindo esses valores na formula A, |, = temos:

A10/3 =

EXERCICIOS PROPOSTOS

16.

17.
18.

19.
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Calcule o valor de:
a) A10,3 b) A3,2

Resolva a equacdo: A, , = 4x + 6
(Fuvest-SP) Calcule quantos nimeros multiplos de 3, de 4 algaris-

mos distintos, podem ser formados com 2, 3, 4, 6 e 9.

O professor escolhe 2 alunos dentre os 30 de uma sala de aula e
oferece uma bola para um deles e um livro para o outro. O nGme-
ro total de maneiras de premiar 2 alunos desta classe é:

a) 870 c) 650 e) 324 b) 435 d) 325
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5. Permutacées simples

A permutacao é um arranjo de ordem maxima, ou seja, faz uso
de todos os elementos do conjunto (p = n!). Desta forma, temos:

Onde P, é o namero total de permutagcdes simples de n
elementos distintos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule o valor de n:
12'A5/2:2'Pn

Resolucao:
| | 5-4-3!
b) As = —2 =2 = = 20
’ (5 —2)! 3! 3!
12-2022-Pn:>Pn=%:>Pn=120

Portanto, n = 5 pois 5! = 120

2. Quantos sao os anagramas da palavra AMOR?

Resolucao:
Como temos 4 letras distintas, entdo o arranjo é uma per-
mutacdo simples, onde:
n=4=P,=P,=4!=4-3-2-1=24
24 anagramas

3. (Fuvest-SP) Em um programa transmitido diariamente, uma
emissora de radio toca sempre as mesmas 10 musicas, mas
nunca na mesma ordem. Para esgotar todas as possiveis se-
qliéncias dessas musicas, serdo necessarios aproximadamente:

a) 100 dias b) 10 anos c) 1 século
d) 10 séculos e) 100 séculos
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Resolucao:

O ntGmero de dias necessarios para esgotar todas as possi-
veis seqliéncias é:

100!=10:-9:-8-7-6:-5:-4-3-2-1=23.628.800 dias =
= 10.000 anos

Portanto, 10! = 10.000 anos, ou seja, aproximadamente
100 séculos.

Alternativa correta: e

EXERCICIOS PROPOSTOS

20. Calcule o valor da expressdo: 3 - P, + 2 - Ay 3

21. Calcule o nimero de anagramas possiveis:
a) da palavra AMIGO;
b) da palavra ESTUDAR, que comecem por vogal.

22. (Fuvest-SP) Quantos anagramas da palavra FUVEST comecam e
terminam por vogal?

6. Combinacées simples

Denomina-se combinagao simples todo subconjunto for-
mado por p dos n elementos de um conjunto. Difere do arran-
jo porque, aqui, a ordem ndo é importante.

Para determinarmos a combinacao simples de n elementos
tomados p a p, utilizamos a férmula:

. n!
[C”fp ~ pl(n — p)!]

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule:

a) Cg »
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Resolucao:
a) Temos:n=8ep =2
n! 8! 876!

Cor = in—p 2T B —2r T 216!
C8,2 — 28
7! 6!
) 34 T4 _ 35415 50 _
5! 10 10
213!
Cr,3 +Ce 4 _ ¢
Cs, 2
2. Com 8 pessoas, quantas comissoes de 3 pessoas podem ser
formadas?
Resolucao:

Temos um tipico problema de combinacao simples, pois
teremos grupos formados, onde os elementos de cada gru-
po sdo distintos e um grupo difere do outro apenas pela
natureza dos elementos e ndo pela ordem dos mesmos,
isto é, sendo um grupo composto, por exemplo, por: Ro-
sangela, Sandra e Tania = {R, S, T}, invertendo-se a ordem
dessas pessoas, continuamos com a mesma comissao.

Temos, entao:

_ 8! 8 o
Cg 3 = 318 = 3)1 3151 56 comissoes

3. Em relacdo aos vértices do hexagono regular, pede-se:

a) quantos segmentos de reta podem ser formados com ex-
tremos nos vértices do hexagono;

b) quantas diagonais tem o hexagono.
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Resolucao: C B
a) Observando a figura:
Vamos escolher 2 pontos para cada p A
segmento, por exemplo: AB = BA.
Temos, entdo, o nimero de segmen-

tos dado por: : '

6! 6! 6-5- 4!
n=bep=e= T e T A 24
= 15 segmentos possiveis
b) Temos 15 segmentos possiveis. Desses, alguns sdo lados
do hexagono (como, AB, BC, CD etc.) e outros sao
diagonais (como, AE, BE etc.). Logo, subtraindo o ni-

mero de lados do ndmero total, temos 6 lados.

Portanto: n® de segmentos total — n°® de lados =
= n® de diagonais. Assim: 15 — 6 = 9 diagonais

4. Cristina fez um jogo na Sena, apostando os seguintes nu-
meros: 10, 12, 24, 25, 27 e 43. Pergunta-se:
a) Em quantas quinas ela jogou?
b) Em quantas quadras ela jogou?
c) Em quantos ternos ela jogou?

Resolucao:
. 51
a) Cq 5 = 5(!)1!! = 65!5' = 6 quinas
6! 65 -4l
b) Cg 4 = 20 - A 15 quadras
6! 6-5-4-3!
c) Cg 53 = 331 31621 = 20 ternos

EKERCICIOS PROPOSTOS

23. Calcule:
a) C6,1 b) C7(O C) C5,5
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24. Calcule o valor da express@ao: X =3 - Ajg , — 2 - P, + Cyp 4
25. Resolva a equagao: 11 - C, , = C, 4, 4

26. No final de uma reuniao, foram trocados 28 apertos de mao. Sa-
bendo-se que cada pessoa cumprimentou todas as outras, quantas
pessoas havia nessa reunidao?

27. Em uma competicao entre 10 participantes, determine o niimero
de possibilidades que podem ser formadas entre os 4 primeiros
colocados.

28. Uma urna contém 5 bolas de cores distintas (preta, branca, azul,
verde e amarela). Calcule as possibilidades diferentes:
a) se retirarmos 3 bolas de uma so6 vez;
b) se retirarmos 3 bolas, uma de cada vez e recolocando na urna
as sorteadas.

29. a) Quantas retas sao determinadas por 7 pontos coplanares, dos
quais 3 estao em linha reta?
b) Calcule o nimero de diagonais de um decagono regular.

30. Retirando-se 5 cartas de um baralho de 52 cartas, quantas possi-
bilidades existem de sairem 3 valetes nesta retirada?

7. Agrupamentos com repeticio

Até agora, vimos agrupamentos em que nao se repetem
elementos. Entretanto, existem casos em que os elementos de
um conjunto repetem-se para formar novos subconjuntos.
Nestes casos, devemos usar férmulas de agrupamentos com
repeticao. Assim, teremos:

a) arranjo com repeticao;
b) permutacdo com repeticao;
c) combinacdo com repeticao.

7.1 Arranjo com repeticdo

Arranjo com repeti¢ao, ou arranjo completo, é um grupo
de p elementos de um dado conjunto, com n elementos distin-
tos, onde a mudanca de ordem determina grupos diferentes,
podendo porém ter elementos repetidos.

Indicamos o arranjo completo por AR, .
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No arranjo com repeticdo, temos todos os elementos do
conjunto a disposicao a cada escolha, por isso, pelo Principio
Fundamental da Contagem, temos:

[ARH, o = np]

EXERCICIO-RESOLVIDO

Quantas chapas de automével compostas de 2 letras nas
duas primeiras posicdes, seguidas por 4 algarismos nas de-
mais posicoes (sendo 26 letras do nosso alfabeto e sendo os
algarismos do sistema decimal) podem ser formadas?

Resolucao:
O numero de pares de letras que podera ser utilizado é:
’IQ 29
I
26 26

pois ndo ha condicao de que sejam distintas e podem, por-
tanto, se repetir.

Assim, temos: ARy, , = 26> = 676

A quantidade de quadruplas de nimeros que podera ser
utilizadas nas chapas é:

'IQ 29 39 49

il
10 10 10 10

Assim, ARy, , = 10* = 10.000
Entdo, o namero total de chapas que poderao ser feitas é:

676 - 10.000 = 6.760.000 placas

Observacao: caso ndao pudesse ser utilizada, por exemplo,
a seqliiéncia AB 0000, isto é, nimero de chapa com 4 ze-
ros, teriamos:

ARy 4 =676 - 10* — 10" = 10* - (676 — 1)
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7.2 Permutacdo com repeticio

Assim como na permutacdo simples, a diferenca entre ar-
ranjo e permutacao é que esta faz uso de todos os elementos
do conjunto. Na permutagdo com repeticao, como o préprio
nome indica, as repeticdes sdo permitidas e podemos estabe-
lecer uma férmula que relacione o nidmero de elementos, n, e

as vezes em que O mesmo elemento aparece.

!
[P(Oﬁ/ B 7% <ol = m J (Com o + B + X + = n)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Quantos sdo os anagramas da palavra ARARA?
Resolucao:
n=>5

o = 3, pois temos 3 letras A nessa palavra

A\

B = 2, pois temos 2 letras R nessa palavra
(3,2) 5!

ol  5.4.3
alpl s T 3 T 312

Logo, PP =

= 10 anagramas

2. Quantos sao os anagramas do nome MARINA?

Resolucao:

n==o6 ) 6! 6:-5-4-3-2!
Temos: = po6~ = = =

o =2 2! 2!

= 360 anagramas

3. De quantas maneiras podemos distribuir 7 doces entre 3
criancas, sendo que a mais nova recebe 3 doces e cada

uma das outras recebe 2?
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Resolucao:

h=7
T JJo=3 0By _pG22_ 7V
emos.<[3:2:>Pn =P, = 3000
X =2
L 76543 ,
= 314) = 210 maneiras

EUERCICIOS PROPOSTOS

31. Quantos sao os anagramas:
a) da palavra MATEMATICA? b) do nome IDALINA?

32. Quantos nimeros distintos podem ser formados permutando-se
os algarismos do nimero 21.4217

33. De quantas maneiras 6 alunos podem ser repartidos em 2 equipes
contendo 3 alunos cada uma?

7.3 Permutacio circular

No caso da permutacdo com repeticdo existe um caso es-
pecial, a permutacao circular. Observe o exemplo a seguir.

Vamos determinar de quantas maneiras 5 meninas que
brincam de roda podem forma-la.

Fazendo um esquema, observamos que sao posi¢coes iguais:

1 5 4 3 2
5©2 4©1 3©5 2©4 1©3
4 3 3 2 2 1 1 5 5 4

O total de posicoes é 5! e cada 5 representa uma s6 per-
mutacdo circular. Assim, o total de permutacdes circulares
sera dado por:

51 5-4!

5== ='=0°°=
P, : - 41=4-3-2-1=24
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Generalizando, para determinar uma permutacao circular,
utilizamos a férmula:
[PQ = (n — 1)!]

EKERCICIO PROPOSTO

34. De quantas maneiras 7 meninas poderdo formar a roda?

7.4 Combinacdo com repeticao

Seja um conjunto com n elementos distintos, chama-se
combinagao com repeticao, classe p (ou combinacdo comple-
ta p a p) dos n elementos desse conjunto, a todo grupo forma-
do por p elementos, distintos ou ndo, em qualquer ordem.

A férmula da combinacao com repeticao é:

[CRn/p:anLp—T,p]

EXERCICIO-RESOLVIDO

Em uma combinacdo com repeticdo classe 2 do conjunto
{a, b, c}, quantas combinacdes obtemos:

Resolucao:
aa bb
ab bc}{ = 6combinacdes com repeticoes
ac cc

Utilizando a férmula da combinagcdao com repeticao, veri-
ficamos o mesmo resultado sem a necessidade de enume-

rar todas as possibilidades:

4!
n=3ep=2=C;,=C3,, 1,=C,= 204 — 21 =6

EKERCICIO 2ROPOSTO

35. Quantas combinacdes com repeticdo classe 3 podemos estabele-
cer com o conjunto {a, b}?
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8. Casos particulares de nimeros binomiais

Da definicdo de binomial, temos trés conseqiiéncias:

I [pO:(g)ﬂ,(VnEN),pois:
nyp n! . nl
ol = Om—or = Tonr !

n
I1) [p=1:>(1)=n},(‘v’n>1en€h\l),pois:

EXERCICIO RESOLVIDO

4 6 7
Calcule X, sendo X = ( )-l—( J—i—( J
4 0 1

Resolucao:
4! N 6! 4 7!
41(4 — 4)! 0!(6 — 0)! 117 =1
41 6! 7!
410! 0!6! 1-6!
. 6!
41 6! +7 6!
41(1) (1)6! 6!

X =

X = =>=X=1+14+7= X=9
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9. Nimeros binomiais complementares

n n
Dois bindmios, ( ) S ( ), sdo considerados comple-
P n—p

mentares quandom =nep +qg =n,ouq=n— p.
Exemplos:

6 6
a) (J e (5] sdo complementares, pois:p+q=1+5=6 =n

n n
b) (5) e ( ) sao complementares, pois: 5 + (n — 5) =
n

=5+n—-—5=n

9.1 Propriedade dos nimeros binomiais complementares

Pela definicdo de nimeros binomiais, temos que os nidmeros

n n
binomiais complementares sdo iguais, ou seja: ( — :
P n—=»p

EXERCICIOS RESOLVIDOS

- caese 7))

Resolucao:

Observemos que os dois niimeros binomiais sao comple-
mentares, poissn=8en+p=3+5=8 =n

(8) gl 8l :>8-7-6-5!e

3 318 —3)! 35! (6)5!

8) 8! 8! :8-7-6-5! _Eg
J 5/(8 —5)!  5!3! (5)6!
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/ 7/
2. Resolva a equacao: ( ): ( J
X 5

Resolucao:
Esta igualdade compreende duas solucoes:
a) Se os bindmios forem complementares, podemos escrever:
X+5=7=x=2
b) Se os bindbmios forem iguais, podemos escrever: x = 5

Os dois valores satisfazem a condicdo de existéncia de
n

)-0-0-0

ENERCICIOS PROPOSTOS

,(n, p, EN, ep =n), pois:

36. Calcule:
NE (13 (15 (5
6 “1o 1 813
7 21 5
b\, D, f 2)

37. Resolva as equacodes:
16 16 12 12 12 12
a) = ) = c) =
2x+ 6 5x + 3 2X 3 X+ 8 5x

10. Nimeros binomiais consecutivos

Dois nimeros binomiais sdo consecutivos quando tém o
mesmo valor para n e suas classes respectivas sdo inteiros
consecutivos. Exemplo:

12 12
( 9 ) e (10) sao nimeros binominais consecutivos.
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Sendo:

n n
( J e ( J dois nimeros binominais, se eles sdo conse-

P q : ~
cutivos, entaoq =p — 1

EXERCICIO-RESOLVIDO

Verifique se os nimeros binomiais sdo consecutivos:

LRE R
) o) e

q=p—1=5=6—1.
8) (8) . o .
Portanto, 6 ¢ . sdo nameros binominais consecutivos.
b) x =g=x=(x+ 1) — 1 = sao consecutivos (V x € N).

12 12
Logo, ( ) e ( N J sdo nimeros binominais consecutivos.
X X

11. Propriedade dos niimeros binomiais consecutivos

(Relacdo de Stiffel)

Ao somar dois nimeros binomiais consecutivos, podemos
estabelecer a seguinte relacao:

(SEESES

que denominamos relacao de Stiffel.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
(5) (5)
1. Calcule +
3 4
Resolucao:

5 5
Como (3 e 4 sdo nimeros binomiais consecutivos, en-

tdo, pela relacao de Stiffel, temos:
+ —
p—1 P p
Logo,n—1T=5=n=5+1T=n=6ep=4

5 5) 6
Portanto, + =
3 4 4

8 8 9
2. Resolva a equacao: + =
6 / X +3

Resolucao: Temos que: x + 3 =7 =>x =4 =S = {4}

ENERCICIO PROPOSTO
3. catee (1) (),

12. Triangulo de Tartaglia-Pascal

E uma maneira de dispor os nimeros binomiais, formando
um triangulo.

As propriedades desse triangulo, embora ja fossem conhe-
cidas desde o século XIl ou XlIIl, foram sistematizadas somen-
te no século XVII, por Blaise Pascal.
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|

a)

b)

12.

a)

Assim:

----------------------------

JOIEIGIE) ) o s

Observe a lei de formacao nesse triangulo:

os ndmeros binomiais que tém o mesmo valor para n estao
colocados na mesma linha;

0s nimeros binomiais que tém o mesmo valor para p estao
colocados na mesma coluna.

1 Propriedades do Triangulo de Pascal

Em toda linha, o primeiro e o Gltimo elementos sdo iguais
a1, pois tém a forma:

n n ,
( J e ( ), respectivamente.
0 n

Em uma linha qualquer, dois nidmeros binomiais eqidis-
tantes dos extremos sdo iguais, pois sdo nimeros bino-
miais complementares.

Observe as linhas:

16 15 20 15 6 1
| |

— 1 |
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c) Qualquer elemento nao extremo, a partir do segundo ter-
mo da terceira linha, pode ser obtido aplicando-se a rela-
cao de Stiffel.

d) A soma dos nimeros binomiais de uma mesma linha é
uma poténcia de base 2, onde o expoente é a ordem da li-
nha dada pelo numerador. Assim, temos:

O]+ () -

EXERCICIO RESOLVIDO
Obtenha o valor de n, sabendo-se que (8) + (?J + (;J = 4.

Resolucao:
n n n ) . )
+ + =42 =42 =2
0 1 2

13. Binémio de Newton

O teorema do binOmio é atribuido ao fisico e matematico
Isaac Newton (1623-1727), mas sua forma empirica ja era co-
nhecida pelos chineses e arabes desde os séculos Xll e XIII.

O nome de Newton permaneceu associado ao bindbmio
porque foi ele que generalizou seu estudo para expoentes
racionais.

O triangulo de Pascal é extremamente Gtil no desenvolvi-
mento de bindmios do tipo (x + a)", chamado bindmio de
Newton,comx € R,a&€ Ren & N.

Observemos a relacdo entre o triangulo de Pascal e os bi-
noémios:
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Coeficientes dos termos

5 (3
n=3=(x+a) 0 x’a +

=x>+3ax’+ 3a’x +a

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Assim, podemos definir o bindbmio de Newton em termos
gerais parax e a € Ren € N, da seguinte maneira:

n n n n
(x +a)" = %" + ax" "'+ a>x" "+ .+ a"x’
0 1 2 n

Observe que:

a) o numero de termos do desenvolvimento de
x+a"én+1);

b) os coeficientes binomiais dos termos do desenvolvimento
formam uma linha do triangulo de Pascal;

c) os expoentes de a crescem de zero a n;
d) os expoentes de x decrescem de n a zero.

Vale salientar que, em bindmios da forma (x — a)", os si-
nais devem ser alternados entre + e —.

225
Capitulo 10



EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Desenvolva os bindmios, utilizando a férmula do bindmio
de Newton:

a) (x + 2)° b) (x + 1)°

Resolucao:

a) (x + 2)° = (2) x> + (2J x| + (2J .22
0 1 2

1-x24+2-x-14+1-22=x>+2x+ 4

b) (X+1)3=(3)X3+(3]X2°1+(3)x1.12+(3).13:
0 1 2 3

=3x> + 3x2+ 3x + 1

2. Desenvolva o binémio (x + 2)*.

Resolucao:

(x + 2)* =
(4 4 4 4

= x* - 204 x> - 21 + x? - 2%+ x' - 27+
0) 1 2 3
(4)

1, X2 =1-x"1+4-x-24+46-x"-4+
\

+4x" -84+ 1-1-16= x4+ 8x> + 24x> + 32x + 16

14, Fé6rmula do termo geral

Observemos o desenvolvimento do bindbmio (x + a)":

n n n n
(x +a)" = X" + ax" "+ ax" "+ L+ a"x’
0 1 2 n
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Observe a relacdo entre os expoentes dos termos e o ni-
mero binomial nos termos:

() 0
T1: a Xn
\0)
(n
T2_ a1xn—1
1)
(n
T3: aZXn—2
\2

n
T,i1= ( J a"x? = dltimo termo
n

De onde podemos concluir que a relacao entre o indice do ter-
mo e o0 denominador do nimero binomial é:

we oy

Se substituirmos o indice do termo pela expressao p + 1, teremos:

n
To+1= ( )apxnp
P

Para o bindbmio-diferenca (x — a)", temos dois casos:

a) quando a classe é par, o sinal que precede o termo é posi-
tivo, pois (—=1)P*" = +1;

b) quando a classe € impar, o sinal que precede o termo € ne-
gativo, pois (—1)""P* = —1

Assim, a féormula do termo geral pode ser definida como:

Tyor = (=10 (”) aPx" P
p
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EXERCICIO RESOLVIDO

s . . 12
Calcule o décimo termo do desenvolvimento de (x — y) ~.

Resolucao:

p+1=10=p=9

n=12

Substituindo esses valores na férmula, temos:

12 N
Tp+]=(_1)9.( )'y9°X12 9

9

121
9131

Tio=(=1)"

yIx = T, = —220y°x’

Leia sobre A genética e as probabilidades no Encarte

Colorido.

ENERCICIOS COMPLENENTARES

39. Calcule n, dado:

oy

40. Calcule:

o) (3 ) B) ()

41. Desenvolva os bindmios:

c) (1T + ia)5

405
a) (x — 1) >

b) (2x — 3y)*
42. (FEI-SP) Desenvolva, usando

a formula do bindmio de
Newton:

x— 17 (x+ 1)°.

43. (UFPIl) No desenvolvimento
do binémio (3x* + a)*, o ter-
ceiro termo é:

a) 12x*a’ b) 12x%a’
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44.

45.

46.

C) 54x*a” e) 108x°a
d) 108x*a’

(UFSC) Desenvolvendo o bi-

A . 1
némio (x + —)°, o valor do
X

termo independente de x é:
(UFPA) O coeficiente do ter-

mo em X2 no desenvolvi-
2 10 ~ -
mento de (2x* + x)'°é igual a:

a) 180 c) 45
b) 190 d) A s

(Mackenzie-SP) Um dos ter-
mos no desenvolvimento de
(x + 3a)’ é 360x°. Sabendo-se
que a nao depende de x, o
valor de a é:

a) =1

b) £2

e) Ao, 2



Caoftulo ‘

ProsARILIDADE E
EsTtaTisTICA

A teoria das probabilidades surgiu no século XVI, com o
estudo dos jogos de azar, tais como jogos de cartas e roleta.

O primeiro matematico a conceituar probabilidade pare-
ce ter sido Cardano, ou Cardan (1501-1576). Porém, o ponto
de partida para o desenvolvimento da teoria das probabilida-
des deve-se, principalmente, a dois matematicos: Blaise Pas-
cal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665).

Esta teoria foi utilizada por Mendel em seus estudos sobre
genética. Atualmente, a teoria das probabilidades esta intima-
mente relacionada com a Estatistica, que tem aplicacdes em
diversos ramos do conhecimento.

1. Definicao

As situagdes ou experimentos que, sendo realizados repeti-
das vezes, nas mesmas condicdes, apresentam resultados dife-
rentes chamamos experimentos probabilisticos ou aleatorios.

A teoria da probabilidade é o ramo da Matematica que
cria e desenvolve modelos matematicos para estudar os expe-
rimentos aleatoérios.
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9. Elementos da teoria das probabilidades

Para que se possa efetuar qualquer calculo utilizando a
teoria das probabilidades, sdo necessarios dois elementos:

e espaco amostral: é o conjunto U, de todos os resultados
possiveis de um experimento aleatoério;

e evento: é qualquer subconjunto de um espaco amostral,
ou seja, qualquer que seja E C U, onde Eé o eventoe U, o
espaco amostral.

Representamos o espaco amostral e os eventos por letras
maidsculas.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Lanca-se uma moeda e |é-se a figura da face voltada para
cima. Pede-se:

a) o espaco amostral;
b) o nimero de elementos do espaco amostral;
c) o nimero de elementos dos eventos.

Resolucao:

a) Espaco amostral: U = {cara, coroa}.
Sendo ¢ = cara e k = coroa, temos: U = {c, k}
b) O nimero de elementos do espaco amostral U é 2.
Entdao, escrevemos: n(U) = 2
c) Sejam os eventos: E; = {c}=>E, CUekE,={k}=E, CU

Portanto, a quantidade de elementos dos eventos é:
n(E,) = 1en(E,) =1

2. Lanca-se um dado e lé-se o nimero voltado para cima.

a) Calcule o espaco amostral.

b) Calcule o nimero de elementos do espaco amostral.

c) Determine o evento: ocorréncia de um ndmero maior
que quatro.

d) Determine o evento: ocorréncia de um ndmero par.
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Resolucao:
a) Espaco amostral: U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
b) n(U) =6
c) Evento E, = {5, 6}
d) Evento E, = {2, 4, 6}

3. Experimento composto

Quando temos dois ou mais experimentos realizados si-
multaneamente, dizemos que o experimento é composto.

Nesse caso, o nimero de elementos do espaco amostral é
dado pelo produto dos nimeros de elementos dos espacos
amostrais de cada experimento.

Vamos utilizar como exemplo um jogo de dados e determinar
o espaco amostral ao lancarmos dois dados simultaneamente.

U, =1{1,2,3,4,5 6} =nlU,) =6
U,=1{1,2,3,4,5 6} =nU,) =6

Logo: (n(U) = n(U,) - n(U,))
Portanto, n(U) = 6 - 6 = 36 elementos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Ao lancar uma moeda e um dado, simultaneamente, cal-
cule o nimero de elementos de U.
Resolucao:

{Up espaco amostral do lancamento da moeda
U, = {c, kl = n(U;) =2

U,: espaco amostral do lancamento do dado:
U,=1{1,2,3,4,5 6} =nlU,) =6

Logo, n(U) = n(Uy) - n(U,) > nU) =2-6 =12
n(U) = 12 elementos
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2. Obtenha o espagco amostral do lancamento simultaneo de
trés moedas.

Resolucao: 1% moeda: U; = {c, k}
22 moeda: U, = {c, k}
3?2 moeda: U; = {c, k}
Se quiséssemos saber o nimero de elementos do espaco
amostral U, teriamos:
n(U) = n(U;) - n(U,) - n(U;) =2 -2 -2 = 8 elementos

n(U) = 8 ternas de elementos

4. Probabilidade de um evento

Em um espaco amostral U, eqliiprobabilistico (com elemen-
tos que tém chances iguais de ocorrer), com n(U) elementos, o
evento E, com n(E) elementos, onde E C U, a probabilidade de
ocorrer o evento E, denotado por p(E), é o namero real, tal que:

As probabilidades podem ser escritas na forma decimal ou
representadas em porcentagem. Assim: 0 < p(E) < 1, onde:

p(d) = 0 ou p(d) = 0%
p(U) = 1 ou p(U) = 100%

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Jogando uma moeda, qual a probabilidade de ocorrer “cara”?

Resolucao:
Temos: U = {cara, coroa} = n(U) = 2
E = {cara} = n(E) = 1

Portanto: p(E) = = ; ou 50%
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2. Lancando-se um dado, qual a probabilidade de:
a) ocorrer uma face igual a 57
b) ocorrer uma face maior que 4?

Resolucao:
a) Temos: U =1{1,2,3,4,5,6} =nlU) =6
E,: ocorrer uma face iguala 5 = E; = {5} = n(E;) = 1

Logo, p(Ey) = L _ 1 _ ¢ 169
g / p 1 n(u) 6 V4 o
b) E,: ocorrer uma face maior que 4 = E, = {5, 6} = n(E,) = 2
n(E,) 2 1
Logo: p(E,) = = = = — =0,33°
080 p( 2) n(U) 6 3 ’ /0
3. De um baralho de 52 cartas, tira-se uma delas. Calcule a
probabilidade de que a carta seja:
a) um rei;
b) um valete de paus;
c) uma carta de ouros;
d)

uma carta que nao seja de ouros.

Resolucao:
n(U) = 52

a) E,: ocorrer um rei = E; = {rei de ouros, rei de paus, rei
de copas, rei de espada} = n(E;) = 4

. _ n(E;) 4
Portanto: p(E;) = U 352 13

b) E,: um valete de paus = n (E,) = 1

n(E,) 1

n(U) 52

c) E;: uma carta de ouros. Como ha 4 naipes, entdo cada
naipe tem 52 + 4 = 13 cartas = n(E;) = 13

n(E;) 13 1

Logo: p(E;) = ) = ) = ) = 25%

Logo: p(E,) =
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d) E,: uma carta que ndo seja de ouros. Temos 13 cartas de
ouros, logo: 52 — 13 = 39 cartas que ndo sdao de ouros
= n(E,) = 39

n(E,) 39 3

Logo: p(E,) = ) S 75%

4. Uma classe é composta de 5 alunos do primeiro ano, 4 do
segundo, 8 do terceiro e 3 do quarto. Um aluno é escolhi-
do, ao acaso, para representar a classe. Calcule a probabi-
lidade de que esse aluno seja:

a) do 12 ano; c) do 32 ano;
b) do 2° ano; d) do 42 ano.
Resolucao:

nU)=54+4+4+8+ 3 =nU) =20

a) E;: 12ano = n(Ey) = 5 = p(E) = = =

b) E,: 22 ano = n(E,) = 4 = p(E,) = = =

c) E3: 32 ano = n(E;) = 8 = p(E;3) = = =

n(Ey) 3
n(U) 20

d) E;: 42 ano = n(E,) = 3 = p(Ey) =

5. Em um sorteio, concorrem todos os nameros inteiros de 1
a 100. Escolhendo-se um desses nimeros ao acaso, qual é
a probabilidade de que o niimero sorteado tenha dois al-
garismos, sendo que todos sdo equiprobabilisticos?

Resolucao:

Uu=1{1,23,..., 100} = nU) = 100
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E: nimeros de 2 algarismos = E = {10, 11, 12, ..., 99}
n(E) = 90

oo nB _ 90 _ 9 _ oo
Logo:p(B) = <0y = o0 ~ 10 0%

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. De um baralho de 52 cartas, tira-se ao acaso uma dela. Calcule a
probabilidade de que a carta seja:

a) um valete; c) uma carta de ouros.

b) um valete de copas;

2. No lancamento simultaneo de dois dados, calcule a probabili-
dade de:

a) a soma deles ser igual a 7;
b) os nimeros serem iguais;

c) os nimeros serem diferentes.

3. Uma rifa é composta por 100 bilhetes. Sérgio compra 20 bilhetes e
Morgana compra 25. Qual a probabilidade de cada um ser sorteado?

4. Em uma urna ha 50 cartdoes numerados de 1 a 50. Um cartao é re-
tirado ao acaso. Determinar a probabilidade de que o ndmero do
cartao e:

a) seja primo; b) termine com o algarismo 7.

5. Probabilidade da unido de eventos

Para obtermos a probabilidade da unidao de eventos, pela
definicao de probabilidades, utilizamos a seguinte expressao:

(P(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B))

EXERCICIO RESOLVIDO

Em uma urna existem 10 bolas numeradas de 1 a 10. Reti-
rando-se uma bola ao acaso, qual a probabilidade de ocor-
rer multiplos de 2 ou de 37
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=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = n(U) =
A=1{2,4,6,8,10l=n(A)=5

=1{3,6,9} = n(B) =3
ANB=1{6}=nANB) =1

Portanto, temos:
p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B)
(A) p(B) p(A NB)

_p
AUB) = + _
Pl )= 0 T ) )

>

+ _— = p(A U B)

5
PAUB) =20 " 30 7 10

EKERCICIOS PROPOSTOS

5. Retirando-se uma carta de um baralho de 52 cartas, qual a proba-
bilidade de ocorrer uma dama ou uma carta de ouros?

10

6. Lancando-se um dado, calcule a probabilidade de sair o nidmero

5 ou um ndmero par.

7. Retirando-se uma carta de um baralho comum (de 52 cartas), de-

6.

termine a probabilidade de sair rei ou dama.

Probabilidade de um evento complementar

236

Para determinarmos a probabilidade de um evento com-
plementar, devemos primeiro definir:

E+ E = U, oque vale dizer que: n (E) + n(E) = n(U)
Dividindo-se os termos da equacdo por n(U), temos:

n(E) . n(@)

) = 1)

nU)  nlU)

_ n(U) =
(L) =>[|O(E) + p(E

Portanto, a soma das probabilidades de ocorrer o evento E
e de ndo ocorrer o evento E (seu complementar, E) é 1.
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Demonstre que, no lancamento de um dado, o evento
complementar do evento “ntimero impar” é o evento “nu-
mero par”.

Resolucao:
Considerando U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, temos:
E={1,3,5)e E=1{2,4,6)
Observamos que:
a) {1,3,5)U{2,4,6}=1(1,2,3,4,56=EUE=U
b){1,3,5/N1{2,4,6l=C=ENE=y

Portanto: p(E) + p(E) =1

EXERCICIOS PROPOSTOS

8. Seja o lancamento de dois dados, calcule a probabilidade de
que o maximo entre os dois resultados seja maior ou igual a 3.
(Sugestao: considere E = “o maximo entre os dois resultados é
maior ou igual a 3”e E = “o maximo entre os dois resultados é
menor que 3”.)

9. Dado o evento “retirar uma carta de ouros de um baralho de 52
cartas”, calcule p(E) e p(E).

10. Trés lampadas sdo retiradas, ao acaso, de um grupo de 15 lam-
padas, das quais 5 sao defeituosas. Calcule a probabilidade de que:
a) nenhuma seja defeituosa;
b) s6 uma seja defeituosa;
c) pelo menos uma seja defeituosa.

7. Probabilidade da interseccio de eventos

Sejam A e B dois eventos independentes de um mesmo es-
paco amostral U. Entao, vale a igualdade:

(p(A N B) = p(A) - p(B))
conhecida por Teorema do Produto. O conectivo que indica a
interseccao de eventos é o e.
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EXERCICIO-RESOLVIDO

No lancamento de um dado e de uma moeda, consideran-
do E, o evento “face cara” e E, o evento “face par”, obte-
nha o evento “face cara e face par”.
Resolucao:
Analisando isoladamente cada evento, temos:
E, = {c} = n(E,) =1
U, = {cara, coroa} = n(U;) = 2
E,={2,4, 6} =n(E,) =3
U,=11,2,3,4,56}=nlU, =6

Logo: p(E; N Ey) = p(Ey) - p(Ey)
1 3 1

p(E; N E,) = > y 6 = 1 = p(E; N E,) = 25%

EKERCICIOS PROPOSTOS

11. Jogando-se um dado 4 vezes seguidas, qual a probabilidade de
ocorrer o namero 3 (face 3) quatro vezes?

12. Em uma urna ha 10 bolas: 7 azuis e 3 brancas. Em uma outra urna
ha 7 bolas: 5 azuis e 2 brancas. Sorteando-se uma bola de cada
urna, determine a probabilidade de que:

a) a bola retirada da primeira urna seja azul e a da segunda urna
seja branca;

b) a bola retirada da primeira urna seja branca e a da segunda
urna seja azul.

13. Qual a probabilidade de um casal ter 4 filhos e todos do sexo
masculino?

8. Probabilidade condicional

Quando se impde uma condicao que reduz o espaco
amostral, dizemos que se trata de uma probabilidade condi-
cional.
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Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral U, com
p(B) # 0. Chama-se probabilidade de A condicionada a B a
probabilidade de ocorréncia do evento A, sabendo-se que ja
ocorreu ou que va/jocorrer o evento B, ou seja,

n(ANB)
n(B)

[IO(A/B) =

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Jogando-se um dado e sabendo-se que ocorreu um ntimero
maior que 3, qual é a probabilidade de sair um nimero
impar?

Resolucao:
Uu=1{1,2,3,4,5, 6}
E, =1{1,3,5} = n(E;) =3 e
F,=1{4,5, 6} = n(,) =3
Temos que E; N E, = {5} =
n(E; N E,) =1

n(E; NEy) 1
Logo: p(E,/E,) = ~ = p(E,/E,) = EY

2. Em uma caixa ha papeizinhos numerados de 1 a 10. Um
deles sera sorteado. Sabendo-se que o nimero desse pa-
pelzinho é menor que 6, determine a probabilidade de ele
ser par.

Resolucao:
E,: nGmero menorque 6 = E, =1{1,2,3,4,5} = n(E;) =5
E,: nGmero par = E, =1{2,4,6,8, 10} = n(E,) =5
E,NE, ={2,4 =nE NE) =2
n(E;, N E,) 2

Entao: p(Ez/E1) — n(E ) — 5 = p(EZ/ET) — 400/0
1
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EKERCICIOS PROPOSTOS

14. Em uma caixa ha 5 papeizinhos numerados de 1 a 5. Serdo retira-
dos sucessivamente 2 papeizinhos da caixa, sem reposicdo do
primeiro. Qual é a probabilidade de que os dois nimeros sortea-
dos sejam impares?

15. (PUC-Campinas-SP) Lanca-se um par de dados nado viciados. Se a
soma dos dois dados é 8, calcule a probabilidade de ocorrer a face
5 em um deles.

9. Lei binominal das probabilidades

A lei binominal das probabilidades é dada pela férmula:

— i Ak n—k
P (k) P - q
Sendo:

n: nimero de tentativas independentes;

p: probabilidade de ocorrer o evento em cada experimen-
to (sucesso);

q: probabilidade de nao ocorrer o evento (fracasso);

a-1-9)

k: ndmero de sucessos.

EXERCICIO RESOLVIDO

Lancando-se um dado 5 vezes, qual a probabilidade de ocor-
rerem trés faces 6?¢

Resolucao:
n: nadmero de tentativas => n =5
k: nimero de sucessos = k = 3

p: probabilidade de ocorrer face 6 = p = %

q: probabilidade de ndao ocorrerface6 =q=1—p=q = %
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Logo, a probabilidade é dada por:

_ n k n—k . 5 (1)3 55_3
S Y R e A Y R 6 =
o _ 5! _(1)3.(1)2:> _ 250

P~ 3101 s 6 b= 75

125

— ~ o)
s = 0,032 = p =3,2%

EKERCICIOS PROPOSTOS

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Um jogador tem 2 de probabilidade de vencer sempre que jogar.
Se ele realiza 4 jogos, determinar a probabilidade de que ele venca:
a) exatamente 2 jogos;

b) mais da metade dos jogos.

Mirtes tem % de probabilidade de acertar em um alvo. Se ela

atira 7 vezes, qual a probabilidade de acertar o alvo pelo menos
duas vezes?

A probabilidade de que um estudante universitario nao se forme é
0,3. Escolhem-se 5 estudantes universitarios ao acaso. Determine
a probabilidade de que:

a) um deles ndo se forme;
b) trés deles ndo se formem;
c) pelo menos um ndo se forme.

(Maua-SP) Lancam-se dois dados com faces numeradas de 1 a 6.
Calcule a probabilidade de que a soma obtida seja 10.

(FEI-SP) Jogando-se dois dados, qual a probabilidade de que a
soma dos pontos obtidos seja 4 ou 5?

(UFMG) Dos 100 alunos de uma turma, 40 gostam de Algebra, 30
gostam de Geometria, 15 gostam de Algebra e Geometria. Um
aluno é escolhido ao acaso. Qual é a probabilidade percentual de
que ele ndo goste de Algebra nem de Geometria?

241
Capitulo 11



22.

23.

24.

25.

26.

(Vunesp) Em uma gaiola estdo 9 camundongos rotulados de 1, 2,
3, ..., 9. Selecionando-se conjuntamente 2 camundongos ao acaso
(todos tém igual possibilidade de ser escolhidos), a probabilidade
de que na selecdo ambos os camundongos tenham rétulo impar é:

a) 0,3777... b)0,47 «¢) 0,17 d)0,2777... e) 0,1333...

(Fuvest-SP) Uma urna contém 3 bolas: uma verde, uma azul e uma
branca. Tira-se uma bola ao acaso, registra-se a cor e coloca-se a
bola de volta na urna. Repete-se essa experiéncia mais duas vezes.
Qual a probabilidade de serem registradas trés cores distintas?

(Cescea-SP) Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Re-
tira-se dela uma bola. Considere os eventos:

A = {a bola retirada possui um nimero multiplo de 2}

B = {a bola retirada possui um niimero mdltiplo de 5}

Entao, a probabilidade do evento A U B é:

13 4 oL 4 &) 5
20 5 10 5 20

(UFRRJ) De uma urna que contém 2 bolas vermelhas, 2 brancas e
2 verdes, retiramos 4 bolas sem repo-las. Qual a probabilidade de
entre as bolas retiradas haver:

a) um par de bolas de mesma cor; b) apenas duas cores.

a)

(Cesgranrio-RJ) Considerando-se um hexagono regular e toman-
do-se ao acaso uma de suas diagonais, a probabilidade de que ela

passe pelo centro do hexagono é de:

1 1 1 2 2

10. Estatistica

10.1 Definicao

A Estatistica é a ciéncia que faz uso de niimeros para des-

crever fatos.

Na Estatistica, chamamos dados estatisticos os dados nu-

méricos que nos permitem descrever e avaliar os fatos para fa-
zermos previsdes e estimativas ou tomarmos decisoes.

Os dados estatisticos podem ser representados por meio

de tabelas ou graficos.
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10.2 Tabelas

As tabelas dispdem os dados estatisticos de modo compa-
rativo. Por exemplo:

p q . ] . N° de %
ara determinar a ornais pessoas das pessoas
preferéncia pelos jor-
: A 1.400 70
nais A, B ou C, foram
) B 240 12
entrevistadas 2.000 pes-
soas. A pesquisa revelou “ 360 18
Total 2.000 100

o seguinte:

Com base nesta pesquisa, os jornais B e C podem concluir
que seus produtos devem sofrer algum tipo de modificacao
para ganhar o publico-leitor.

10.3 Graficos

As representacoes graficas dos dados estatisticos facilitam
a “leitura” dos resultados, que se tornam bem mais visiveis do
que em tabelas.

Os graficos mais utilizados sao:

e Grafico de segmento de reta:
YA
1.400

360 |
240 f

e Grafico de barras ou histograma:
A n° de pessoas

jornal 1.400
360 | -
240
240 360 1.400 n°de pessoas A C B jornal
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e Grafico setorial:
A representa 70%
B representa 12%

C representa 18%

11. Medidas de tendéncia central

Uma maneira Gtil de descrever um grupo como um todo con-
siste em encontrar um Unico nimero que represente o que €
“médio” ou caracteristico naquele particular conjunto de dados.

Quando se trata de pesquisa, esse valor é conhecido por
medida de tendéncia central, pois ela geralmente se localiza
em torno do meio ou centro de uma distribuicao.

As trés medidas de tendéncia central mais conhecidas sao:
média aritmética, moda e mediana.

11.1 Média aritmética (Ma)

E a medida de tendéncia central mais usada. A média arit-
mética é o cociente entre a soma de n valores e o nimero n de
valores desse conjunto. Exemplo:

Maisa teve as seguintes notas nas provas de Matematica do
12 semestre: 6,5; 7,0; 9,5; 4,0 e 8,0.

Para obter uma nota que representara seu aproveitamento
no semestre, calculamos a média aritmética (Ma) de suas notas:
6,5+7,0+95+4,0+ 8,0 35,0

M pu— pu— :7
a z S ,0

11.2 Moda (Mo)
A moda de um conjunto de n nimeros é o valor que ocorre
com maior freqténcia, isto €, o valor mais comum. Exemplo:

Na sequiéncia numérica: 2, 2,5,7,9,9,9, 10, 10, 11, 12,
18 a moda é 9, pois é o nidmero que aparece com maior fre-
qiéncia (Mo = 9).
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Ha& casos em que pode haver mais de uma moda, como,
por exemplo, na seqtiéncia: 5,7,7,7,8,9,9,10, 10, 10; ha
duas modas: 7 e 10. Portanto: Mo = 7 e 10. Em outros, pode
ndo existir a moda.

11.3 Mediana (Md)

Mediana de um conjunto de n valores é o valor que ocupa
a posicao central quando esses dados sdo colocados em or-
dem crescente ou decrescente. Exemplo:

Nos dados: 126, 198, 164, 460 e 188, temos cinco ele-
mentos que, colocados em ordem crescente, irdo fornecer-nos
a mediana: 126, 164, 188, 198, 460. Como a mediana é o ter-
mo central da seqiiéncia numérica, temos: Md = 188.

No caso do nimero de elementos ser par, a mediana sera a
média aritmética entre os dois termos centrais. Exemplo:

68,72,78,84,87, 91

(termos centrais)

A mediana é a média aritmética entre 78 e 84. Portanto temos:
78 + 84 162

= 81

2 2
Para complementar o estudo das médias, vale ainda acrescentar:

Leia sobre o Efeito Estufa no Encarte Colorido.

ENERCICIOS COMPLENENTARES

27. Determine a média aritméti- médio ganham R$ 153,00;

28.

ca, a mediana e a moda dos
dados abaixo:
a)3,52,6,59,52,8,6
b) 50, 35, 20, 90, 15
c)3,3,4,3,1,6,5,6,6,4
d)5,4,6,6,1,3

Oito empregados diaristas
em uma companhia de porte

R$ 136,00; R$ 153,00;

R$ 68,00; R$ 17,00;

R$ 102,00; R$ 51,00 e

R$ 17,00. Calcule:

a) o salario diario modal (is-
to é: a moda);

b) o salario diario mediano;

c) o salario diario médio.
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29.

30.

246

(UFG-GO) Sejam x e y dois
ndmeros reais positivos. De-
fine-se a média aritmética e a
média geométrica entre esses
ndmeros da seguinte forma:

Xty
A( i

G = x- Yy (média geométrica)

Nestas condicdoes, pode-se
afirmar que:

(01) Casox = 14 ey = 56,
A =35eG = 28.

(02) Se x =y, entao A = G.

(04) Se 0 < x <y, entao
X <A<y.

(08) Se 0 < x <y, temos G <A.

(16) Quaisquer que sejam x, y
positivos, |A — x| = |A — y|=

) (média aritmética)

(log x +log y)
2

Some os valores das alterna-
tivas corretas.

(32) log G =

(Enem-MEC) Um apostador
tem trés opcoes para partici-
par de certa modalidade de
jogo, que consiste no sorteio

Capitulo 11

31.

aleatério de um ndmero

dentre dez.

1?2 opcao: comprar trés nu-
meros para um Unico sorteio.

22 opcao: comprar dois nu-
meros para um sorteio e um
nimero para um segundo
sorteio.

3% opgao: comprar um nua-
mero para cada sorteio, num
total de trés sorteios.

Se X, Y, Z representam as
probabilidades de o aposta-
dor ganhar algum prémio,
escolhendo, respectivamen-
te, a 1%, a 22 ou a 3¢ opcoes,
é correto afirmar que:

A X<Y<Z dX=Y>Z
byX=Y=Z7Z e X>Y>Z
Q) X>Y=Z/

(Enem-MEC) Escolhedo a 2°
opc¢ao do exercicio anterior, a
probabilidade de o apostador

nao ganhar em qualquer dos
sorteios é igual a:

a) 90% ¢) 72%
b) 81% d) 70%

e) 65%



Caplitulo ‘

MATEMATICA FINANCEIRA

Quando entramos em uma loja que oferece um produto
com mais de uma forma de pagamento, como saber qual a
melhor opcdo de compra?

E nesse sentido que a matematica financeira é util em nos-
so dia-a-dia, pois compreendendo-a teremos em maos as fer-
ramentas para entender os sistemas atuais de financiamento
ou as mudancas na politica econdmica.

1. Porcentagem

Porcentagem é uma razdo centesimal ou porcentual em
que o denominador é igual a 100.

Exemplo: 25% (lé-se “vinte e cinco por cento”), que pode

ou 0,25.

ser representado também por: 100

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Um colégio tem 2.000 alunos. Quantos por cento do total
de alunos representa a 52 série A, que tem 40 alunos?

Resolucao:
40
2.000

Temos: = 0,02 = (0,02 -100)% = 2%
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Entdo, para determinar “quantos por cento” 40 representa
de 2.000, basta dividir 40 por 2.000 e multiplicar o quo-
ciente obtido por 100.

Como i é a taxa porcentual, entdo: i = 2%

2. Em uma cidade, 30% da populacdo sao homens e 40% sao
mulheres. Sabendo-se que ha 4.500 criancas, pergunta-se:
qual a quantidade de homens e mulheres e qual a popula-
cdo da cidade?

Resolucao:
30% sao homens e 40% sdo mulheres
30% + 40% = 70%
Logo, as criancas (4.500) representam 30% da populacgao
(100% — 70%).
Como os homens também representam 30% da populacao,
eles correspondem a 4.500 individuos

Somando-se o nimero de homens e criancas, estabelece-
mos a seguinte correspondéncia: 60% < 9.000

Pela regra de trés, temos

60% 9.000
40% X
60x = 9.000 - 40 = x % = x = 6.000 mulheres

A populacdo da cidade é dada pela soma de homens, mu-
lheres e criancas, ou seja:

4.500 + 6.000 + 4.500 = 15.000 habitantes

EKERCICIOS PROPOSTOS

1. (UFSC) Ao vestibular de 1982 da UFSC, inscreveram-se 15.325
candidatos, dos quais 14.099 concluiram todas as provas. Qual
foi o percentual de abstencao?
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2. (UFR-RJ) Das 100 pessoas que estdo em uma sala, 99% sdo ho-
mens. Quantos homens devem sair para que a porcentagem dos
homens na sala passe a ser 98%?

3. (UFSC) Se eu tivesse mais 20% da quantia que tenho, poderia pa-
gar uma divida de R$ 92,00 e ainda ficaria com R$ 8,80. Quanto
possuo atualmente?

4. (UFAL) Um certo niimero de pessoas subiu em um 6nibus no pon-
to inicial. Na primeira parada, desceram 25% daquele nimero e,
em seguida, subiram 3 pessoas. Na segunda parada nao subiu
ninguém, mas desceram 25% do ndimero de pessoas presentes,
restando, entdo, 18 pessoas. Nestas condicdes, o nimero de pes-
soas que subiu no ponto inicial é:

a) 28 b) 25 c) 16 d) 14 e) 11

2. Lucro e prejuizo

Nas transacdes comerciais pode ocorrer lucro ou prejuizo.

Designando por V o preco de venda, C o preco de custo
ou de compra, L o lucro e P o prejuizo, temos:

e para uma transacao com lucro: (V =C + L]

® para uma transacao com prejuizo:CV =C — PJ

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Um equipamento comprado por R$ 3.000,00 devera ser
vendido a que preco, para que proporcione o lucro de
25% sobre a venda?

Resolucao:
Temos:
C = R$ 3.000,00
L =25%deC=1L =20,25"-3.000,00=L =R$ 750,00
Portanto, o equipamento devera ser vendido por:
V=C+L = V=23.000,00 + 750,00 = V =R$ 3.750,00
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2.

Mercedes vendeu uma bicicleta por R$ 300,00, tendo um
lucro nessa transacao de 30% sobre a venda. Quanto ela
pagou pela bicicleta?

Resolucao:

V = R$ 300,00

L =30%deV=L=0,30"-300,00=L =R$90,00

Como V = C + L, entdo temos:

300,00 = C + 90,00 = C =R$ 210,00

Portanto, Mercedes pagou R$ 210,00 pela bicicleta, ven-

dendo-a por R$ 300,00, tendo um lucro sobre a venda de
R$ 90,00

. Um comerciante vai vender seus produtos, que custaram

R$ 500,00, com um prejuizo de 15% do preco de custo. Nes-
tas condicoes, qual serd o preco de venda de seus produtos?

Resolucao:

Temos:

C = 500,00

P=15%deC = P=20,15-500,00 = P =R$ 75,00
Como V = C — P, temos:

V = 500,00 — 75,00 = V = R$ 425,00

Portanto, o comerciante vendera seus produtos por

R$ 425,00, com um prejuizo de R$ 75,00.

. Vendi um aparelho eletronico por R$ 300,00 com prejuizo

de 25% do preco de custo. Quanto eu havia pago por ele?

Resolucao:
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Temos:

V =300,00eP=25%deC=P=0,25-C
Como:V=C—-P=300,00=C—-0,25-C=

= 0,75 - C = 300,00 = C = R$ 400,00

Logo, eu paguei R$ 400,00 pelo aparelho eletronico.
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EKERCICIOS PROPOSTOS

5.

10.

25% sobre o preco de custo de certa mercadoria a quantos por
cento correspondem sobre a venda?

. Natalia quer vender um apartamento que custou R$ 160.000,00

lucrando 30% do preco de custo. Qual sera o preco de venda do
apartamento de Natalia?

. Luis comprou um carro por R$ 25.000,00 e vendeu-o por

R$ 30.000,00. Calcule qual a porcentagem de lucro em relagao ao:
a) preco de custo; b) preco de venda.

. Nilva vendeu seu terreno por R$ 30.000,00 com um prejuizo de 20%

em relacdo ao preco de custo. Quanto ela havia pago pelo terreno?

. (UFSC) Paguei, com multa, R$ 18.450,00 por uma prestacao cujo

valor era de R$ 15.000,00. Qual a taxa percentual da multa?
(UFBA) Um feirante comprou 300 kg de coco ao custo de R$ 0,30 o
quilo, obtendo, com a venda, um lucro de R$ 6,18. Vendeu 115 kg
com 34% de lucro e o restante, com prejuizo. Sabendo-se que os
cocos restantes foram vendidos por x reais o quilo, calcule 100x.

3. Descontos e acréscimos

Quando um valor é aumentado, dizemos que sofreu um

acréscimo; quando, em vez disso, sofre uma diminuicao, tra-
ta-se de um desconto. Assim, para calcularmos acréscimos e
descontos, fazemos uso de duas féormulas denominadas, res-
pectivamente, fator de aumento e fator de desconto.

e fator de aumento:

e fator de desconto:

N é o valor com o acréscimo

[N =A-(1+ i)], onde A é o valor do bem

(1T + i) é o fator de aumento

N é o valor com o desconto

[N =A-(1 — i)], onde <A é o valor do bem

(1 — i) é o fator de desconto
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Um funcionario ganha, mensalmente, R$ 500,00. No pré-
ximo més, esse funcionario recebera um reajuste salarial
de 30% sobre seu salario atual. Calcule:

a) o valor do novo salario; b) o valor do reajuste salarial.

Resolucao:
Temos:
A=500ei-A=30%deA
a) N é o valor do novo salario, dado por:
N=A-(1+)=N=500-(1+0,300= N =R$ 650,00
O fator de aumento utilizado foi: 1,30

b) O valor do reajuste salarial é:
i-A=30%deA=0,30-500= R$ 150,00

2. Um funcionario ganha, por més, R$ 500,00. Em cada més,
seu salario é descontado, em média 10% a titulo de previ-
déncia social e imposto sobre a renda. Qual é o valor do
salario liquido desse funcionario? Qual o valor descontado
mensalmente?

Resolucao:
Temos: A=500ei-A=10%deA =0,10de A
Entaio:N=A-(1 —i) =N =500-(1 —0,10) =
= N = R$ 450,00
i-A=10%deA=0,10-500 = R$ 50,00

Portanto o valor liquido do salario deste funcionario é de
R$ 450,00 e o desconto mensal, R$ 50,00.

3. O preco do produto de uma loja sofreu um desconto de
8% e ficou reduzido a R$ 115,00. Qual era o seu valor an-
tes do desconto?
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Resolucao:
N=115ei-A=8%deA=0,08deA
Entao: N =A-(1 — i) =
115=A-(1 —0,08) = A =R$ 125,00
Logo, o preco antes do desconto era de R$ 125,00.

EXERCICIOS PROPOSTOS

11. Marli comprou uma guitarra importada com um desconto de 10%
do preco tabelado. Se Marli pagou R$ 360,00 por essa mercado-
ria, qual era seu preco de tabela?

12. (Cesgranrio-RJ) Para comprar um ténis de R$ 70,00, Renato deu
um cheque pré-datado de 30 dias no valor de R$ 74,20. A taxa de
juros cobrada ao més foi de:

a) 0,6% b) 4,2% c) 6% d) 42% e) 60%

13. (UFRN) O preco de um compressor de tinta recebeu um aumento
de 20%, passando a custar R$ 300,00. Se o aumento tivesse sido
de apenas 10%, o compressor custaria:

a) R$ 255,00 c) R$ 280,00 e) R$ 270,00
b) R$ 275,00 d) R$ 264,00

14. (UFPA) Uma loja de departamento resolve fazer uma promocao, redu-
zindo os precos em 20%. Para que esses precos voltem a ser os mes-
mos praticados antes da promocao, o lojista devera reajusta-los em:
a) 20% b) 22,50/0 C) 22% d) 25% e) 19,50/0

15. (UFPI) Paulo obteve um desconto de 10% na compra de um livro.
Carla foi a loja e obteve um desconto de 10% sobre o preco pago
por Paulo na compra do mesmo livro. Em relacdo ao preco origi-
nal, o desconto que Carla obteve foi de:

a) 18% b) 19% c) 20% d) 21% e) 100%

4. Acréscimos e descontos sucessivos

Acréscimos e descontos sucessivos, como diz o proprio
nome, sdo valores que aumentam ou diminuem sucessiva-
mente. Para entendermos melhor, observemos atentamente os
exercicios resolvidos.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. O preco de um aparelho eletronico era de R$ 1.000,00,
mas sofreu acréscimos sucessivos de 20% e 30%. Quanto
passou a custar esse aparelho eletrénico?

Resolucao:
Temos:
F,=1+0,20=1,20;F, =1+ 0,30 = 1,30
Entao:
N=A-(1+i)=N=1.000-1,20-1,30= N =R$ 1.560,00

O aparelho eletrénico passou a custar R$ 1.560,00, e teve
um aumento total de 56%

2. Um objeto de arte teve seu preco aumentado, sucessivamen-
te, em 20% e 50%, passando a custar R$ 1.440,00. Qual era
o preco desse objeto de arte antes desses aumentos?

Resolucao:

Temos:

F,=1+0,20=1,20;F, =1+ 0,50 = 1,50

Entao:

N=A-(1+1 =

1.440 =A-1,20-1,50= A = R$ 800,00

Logo, o preco praticado antes desses aumentos era de
R$ 800,00.

3. Uma mercadoria de R$ 3.000,00 sofreu descontos sucessi-
vos de 10%, 5% e 4%. A quanto ficou reduzido o preco
dessa mercadoria e qual foi o valor do desconto?

Resolucao:
Trata-se, agora, de desconto, entado:
F,=1-0,10=0,90;F, =1 — 0,05 = 0,95;
F,=1—0,04 =0,96
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Logo:
N=A-(1—-i)=N=3.000-090-0,95"-0,96
N = 2.462,40

Portanto, o novo preco da mercadoria é R$ 2.462,40. O
valor do desconto é dado por:

A — N =3.000 — 2.462,40
Assim, o valor do desconto foi de R$ 537,60.

4. Certo produto industrial que custava R$ 5.000,00 sofreu
um acréscimo de 30% e, em seguida, um desconto de
20%. Qual o preco desse produto apods esse acréscimo e
desconto?

Resolucao:
Temos acréscimo e desconto, entao:
F,=1+0,30=1,30;F, =1 —-0,20 = 0,80
Logo:
N =3.000-1,30-0,80= N =R$ 5.200,00
O preco do produto, ap6s o acréscimo e o desconto, ficou
em R$ 5.200,00.

EXERCICIOS PROPOSTOS

16. (UFPB) A passagem aérea entre Rio—Sao Paulo custava, no més de
agosto, R$ 90,00; em setembro, houve um aumento de 20% e, em
novembro, houve um outro aumento, de 25%. Qual o preco das
passagens apos esses aumentos?

a) R$ 120,00 c) R$ 130,00 e) R$ 140,00

b) R$ 125,00 d) R$ 135,00

17. (UFPE) O valor do délar, em reais, subiu 10% em um trimestre e
22% no semestre seguinte. No intervalo desses dois periodos, o
dolar subiu:

a) 32,2% b)32,0% c) 33,2% d) 34,2% e) 34,0%
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18.

19.

20.

21.

Uma determinada marca de carro que custava R$ 20.000,00 so-
freu descontos sucessivos de 10%, x% e 2% e ficou reduzida a
R$ 16.758,00. Qual o valor da taxa x%?

(UFG-GO) Uma certa mercadoria teve um aumento de 20% no
preco e, em seguida, foi feito um desconto, também de 20%. O
preco dessa mercadoria foi alterado? Justifique sua resposta.

(UFMG) Um comerciante aumenta o preco original x de certa mer-
cadoria em 75%. Em seguida, anuncia essa mercadoria com um
desconto de 50%, resultando em um preco final de R$ 2.100,00.
O valor de x é:

a) R$ 2.400,00 c) R$ 3.200,00 e) R$ 4.200,00

b) R$ 2.600,00 d) R$ 4.000,00

(UFMG) O preco de um determinado produto foi reajustado da
seguinte forma: de 15 de marco a 15 de abril, sofreu um aumento
de 30%; de 15 de marco a 15 de maio, 56%; de 15 de marco a 15
de junho, 48,2%; e de 15 de marco a 15 de julho, 90%.

Neste grafico esta representada essa situagao:

90% | === mmm e o . Ny
’ O indice de reajuste do més é a

variacdo porcentual do preco
entre o dia 15 do més anterior e
o dia 15 do més em questao.

56% | - - - - oo g !
482%F-------r--= |

30% - - - - :

15/03 15/04 15/05 15/06 15/07
a) Se o preco do produto em 15/4 era R$ 26,00. Calcule o preco
em 15/3 e em 15/5.

b) Determine o maior indice de reajuste mensal ocorrido no pe-
riodo de 15/3 a 15/7.

c) Calcule o porcentual de reducao do preco de 15/5 a 15/6.

5. Juro

Para definirmos as variaveis relacionadas aos juros, consi-

deremos o seguinte exemplo:

Jarbas pede emprestado de Maria Angela a quantia de

R$ 60,00, para ser paga depois de trés meses, comprometendo-se
a pagar, naquela data, além dos R$ 60,00, a quantia de R$ 15,00.
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Com base nesta situacao, definimos:

e juro: é a quantia que se paga a titulo de compensacao pelo
uso do dinheiro emprestado. Assim, no exemplo, os juros
serdo os R$ 15,00 que Jarbas pagara a Maria Angela ao fi-
nal de trés meses.

e capital: é o dinheiro sobre o qual recairdo os juros. No
exemplo, o capital é representado pelos R$ 60,00 que
Jarbas toma emprestado a Maria Angela.

e taxa de juro: é a razao entre o juro produzido e o capital
empregado na unidade de tempo. A taxa de juro que Jarbas
pagara a Maria Angela ao fim de trés meses sera de 25%. A
taxa de juro é dada pela férmula:

onde i é a taxa de juro, j é o juro, c é o capital.

6. Unidade de tempo

Também conhecida como periodo financeiro ou periodo
de capitalizacao, é o intervalo de tempo ap6s o qual aplicam-se
0s juros sobre o capital inicial, somando-se os valores.

E preciso lembrar que os juros sempre sdo estabelecidos
segundo um periodo de tempo e uma porcentagem. Assim, ju-
ros de 7% ao més significam que, a cada més, sao aplicados
juros de 7% sobre o valor anterior.

7. Montante

O montante (M) é o capital resultante da soma do capital
inicial (c) e do juro aplicado (j) ao fim do periodo financeiro.

Assim:
[M =c + j]
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8. Juro simples

Chama-se operagao financeira a juro simples aquela em
que os juros sao calculados apenas sobre o capital inicial para
todo o nimero de periodos de capitalizacao.

Se um capital 100 produz juros r em um ano, entdo, um
capital ¢ produzira juros j em n anos.

Capital ———— Periodo ——— Juros
100 1(ano) ———r
C n(anos) ——— |

Como o juro é diretamente proporcional ao capital e ao
periodo, podemos escrever:

r _ 100 r _ 100 rcn

_ NP S = j-100=rcn = j= M
J C n J cn 100
A taxa de juro, dada pela féormula i = L , tem os valores
C
=L
C

Substituindo (I) em (II), temos:
i=c-i-n (I
Substituindo (III) na férmula do montante, temos:

M=c-|—j:>M=c+c-i-n:>[M=c-(1+i-n)]

Na matematica financeira, é importante que a taxa corres-
ponda corretamente com o tempo, por isso ndo se esqueca:

e 1 ano = 12 meses — taxa anual;
e 1 més comercial = 30 dias — taxa mensal;
e 1 ano comercial = 360 dias — taxa diaria;
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Gilberto empregou seu capital de R$ 7.200,00 durante
cinco anos a uma taxa de 40% ao ano. Calcule os juros
produzidos, nestas condicoes, deste capital.

Resolucao: c = 7.200; n = 5 anos; i = 40% a.a.
Temos:j=c-1-n=j)=7.200-0,40 -5 = 14.400
Entdo, os juros produzidos foram de R$ 14.400,00.

2. Calcule o capital que, aplicado a 30% ao ano, durante
dois anos, produziu os juros de R$ 12.000,00.

Resolucao: i = 30% a.a.; n = 2 anos; j = 12.000

Temos:j=c-i-n
Como queremos o capital, vamos isolar c:
j 12.000 12.000
ju— ju— ju— = 2 .
C i-n:c 0.30 -2 0.6 = C 0.000

O capital aplicado foi de R$ 20.000,00.
3. A que taxa mensal foi aplicado o capital de R$ 25.000,00,
durante oito meses, produzindo juros de R$ 7.000,00?
Resolucao: c = 25.000; n = 8 meses; j = 7.000
Logo:j=c-i-n

] . 7.000  _ 7.000 _
=75 2 '" 7250008 200000 203

| = 3,50/0

4. Amélia aplicou seu capital de R$ 12.000,00 a taxa de 4,5%
ao més, durante duzentos dias. Quanto ela recebeu de juros?

Resolucao: c = 12.000; i = 4,5% ao més; n = 200 dias

A unidade de tempo da aplicacdo deve ser reduzida a mes-
ma unidade de tempo da taxa, logo:

200
30

n:
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Assim:j =cC-i-n
. 200 . _ 108.000 :

= 12. ~ 45 - —— = = 3.600
J 000 - 0,045 30 = 20 =2

Portanto, Amélia recebeu R$ 3.600,00 de juros.

5. Vanderlei fez uma aplicacdo de R$ 40.000,00 a taxa de
38% ao ano, durante 2 anos, 5 meses e 12 dias. Quanto
recebeu de juros com essa aplicacao?

Resolucao:

Temos: ¢ = 40.000; 1 = 38% a.a.; n = 2 anos, 5 meses e
12 dias

A unidade de tempo da aplicacdo deve ser reduzida a mes-
ma unidade de tempo da taxa, assim:

5 : 12 1
5 = =212 = =
meses TR dias 360 30
5 1 120+ 25+ 2 147

S do-se: 2 + + = -

OMAndo=se 12 © 30 60 60
Logo:j=c-i-n
j = 40.000 - 0,38 - 147 _ 2.234.400 = 37.240

60 60

Portanto, Vanderlei recebeu R$ 37.240,00
de juros com essa aplicacao.

6. Conceicdo aplicou um certo capital durante 75 dias a taxa
de 9% ao més, recebendo R$ 90,00 de juros. Qual o mon-
tante dessa aplicacao?

Resolucao:
i = 9% a.m.;j =90; n =75 dias
Temos:

n = 75 dias = 2 meses e 15 dias, portanto, a unidade de

. 1 4 +1 5
temposera:n=2+ —=—=—
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Substituindo os valores na férmula:j=c-i-n

c= 905 — 400
0,09 >
270

ComoM=c+j=M=400 + 90 =M = 490
Entdo, o montante dessa aplicacao foi de R$ 490,00.

EXERCICIOS PROPOSTOS

22.

23.

24.

25.

26.

(UFSC) Certo negociante pagou R$ 560,00 pelo empréstimo da
quantia de R$ 500,00, durante um més. Qual a taxa percentual de
juros por més?

(FMU-SP) O valor do capital, para que os juros simples a uma taxa
de 18% ao ano, durante 8 meses, sejam de R$ 576,00 é igual a:

a) R$ 4.800,00 c) R$ 8.400,00

b) R$ 7.200,00 d) R$ 9.600,00

Benedita empregou o capital de R$ 9.000,00 a taxa de 8% ao

ano. No fim de certo tempo, ela retirou capital e juros no valor de
R$ 10.080,00. Calcule o tempo da aplicacao.

José aplicou seu capital de R$ 180.000,00 a juros simples, durante
um ano, um més e 10 dias, obtendo dessa aplicacao R$ 48.000,00
de juros. A que taxa mensal esteve aplicado o capital de José?

Em quantos meses o capital de R$ 37.000,00, aplicado a taxa de 1,8%
ao ano, renderia juros para formar um montante de R$ 38.110,00?

9. Juro composto

Chamamos juro composto a modalidade de transa¢do em

que, a cada periodo, os juros produzidos sao aplicados sobre
o capital do periodo anterior. Sendo assim, temos:

[M =c-(1+ i)rD em que:

M é o montante; c é o capital; i é a taxa de juro composto;

n é o nimero de periodos.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Ricardo aplicou R$ 15.000,00 a juros compostos de 8% ao
més. Que quantia terd apo6s seis meses de aplicacao?
Resolucao:
Temos: M =c - (1 + )"
M = 15.000 - (1 + 0,08)°= M = 23.803,11
Logo, Ricardo terd a quantia de R$ 23.803,11 apds seis meses.

2. Qual o capital que, investido a juro composto de 4% ao
més, gera um montante de R$ 6.749,18 durante o periodo
de trés meses de aplicacdo?

Resolucao:
Temos: M = 6.749,18; 1 = 4% a.m.; n = 3 meses.
Entao: M=c-(1 + )"

6,749,18 =C - (‘I + 0,04)3:> c = 6-749,18

1,124864
O capital inicial foi de, aproximadamente, R$ 6.000,00.

= ¢ = 6.000

3. Monica recebeu um montante de R$ 130.480,00 por in-
vestir seu capital de R$ 80.000,00 a juros compostos de
13% ao més. Determine quanto tempo seu capital ficou
investido. (Dados: log 1,631 = 0,212 elog 1,13 = 0,053.)

Resolucao:
Temos: ¢ = 80.000; M = 130.480; 1 = 13% a.m.
Assim: M=c- (1 + )"
130.480 = 80.000 - (1 +0,13)"=(1,13)" = 1,631

Para determinar o valor de n, aplicamos logaritmo aos dois
termos da equacao:

log (1,13)" = log 1,631 = n-log1,13 =log 1,631 =

0,212
- (0,053) = 0,212 = =4
n- (0, ) , = n 0,053 = n
Logo, Monica deixou seu capital investido durante quatro
meses.
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EXERCICIOS P2ROPOSTOS

27.

28.

29.

(UFMG) Por um empréstimo de R$ 80.000,00 a taxa de 1% ao
més. José pagou de uma Gnica vez, ap6s dois meses, o montante
de R$ 115.200,00. Por terem sidos aplicados juros compostos, a
taxa mensal foi de:

a) 15% b) 20% c) 22% d) 24% e) 26%

(UFRR) Suponha que um assalariado ganhe R$ 500,00 mensal-
mente, com reajuste de 65% anual, e pague uma prestacdo de
R$ 125,00 mensais, com reajuste anual de 117,8%. Supondo fi-
X0s esses reajustes, em quanto tempo, aproximadamente, o seu
vencimento terd um valor exatamente igual ao da prestacao? (Da-
dos: log 4 = 0,60 e log 1,32 =0,12.)

Guilhermina aplicou R$ 3.000,00 a juros compostos de 7% ao
més. Que quantia terd apds cinco meses de aplicacao?

10. Aplicacdo ou capital a taxa variavel

Quando um investimento (capital) tiver aumentos sucessi-

vos com taxas ndo-constantes, o montante sera dado pelo pro-
duto desse capital pelos fatores de aumento.

Assim, temos:
M=c-(1T+iy)-(1T+1iy)- ... (1 +1i,

EXERCICIO RESOLVIDO

A um capital de R$ 5.000,00 foram aplicadas as seguintes
taxas de juros compostos: 8% no primeiro més, 10% no
segundo més e 15% no terceiro més. Determine o montan-
te apOs esses trés meses. Calcule a taxa Gnica que equiva-
le a esses trés aumentos.

Resolucao:

Temos: i; = 8%; i, = 10%; i5 = 15%
M=c-(1+i) (1 +1iy-(1+iy)
M = 5.000 - (1 + 0,08) - (1 + 0,10) - (1 + 0,15)

263
Capitulo 12



11.

M = 5.000 - (1,08) - (1,10) - (1,15)
M = 6.831

Logo, o montante é de R$ 6.831,00.
Calculo da taxa tnica:

juros (j)
lonien = capital (c)
j=M—-c=j)=6.831 —-5.000=)=1.831=
. 1.831 . .
’ - g - 2 ] = 2%
IUN[CA 5.000 :> IUN[CA 01366 :> IUNICA 36/6 /
Inflacdo

Dizemos que ha inflacio quando os precos de bens e ser-

vicos sofrem aumento. Quando sofrem diminuicao, dizemos
que houve deflacao.

Para resolvermos problemas que envolvem inflacao, utili-

zamos 0 mesmo raciocinio usado para solucionar problemas
de aumentos sucessivos e juros compostos, isto é, multiplica-
mos o valor do bem pelos fatores de aumento.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1.

Qual deve ser a correcdo de um salario de R$ 700,00 den-
tro de um periodo em que a inflagdo atingiu 30%?

Resolucao:

264

N=A-(1T+1)=N=700-(1+0,30) =
= N=700-1,30=N =910
Portanto, o salario passaria a ser R$ 910,00.

A correcao seria de R$ 210,00.

. Em um certo pafs, as taxas mensais de inflacdo foram de

20% e 30%. Determine a taxa de inflacao acumulada nes-
se bimestre.
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Resolucao:

Supondo um valor de cem unidades monetarias, anteriores
a esses dois aumentos, para reajustar esse valor, temos:

N=100-1,20-1,30 =156

De onde se conclui que o aumento inflacionario foi de 56;
portanto, a taxa de inflacdo correspondente a esses dois

aumentos foi de:

56

100

ENERCICIOS COMPLENENTARES

30. (Ufes) Os indices de inflacdo

31.

dos trés primeiros meses de
um determinado ano foram
iguais a 10%, 20% e 30%.

Qual o indice de inflacao
acumulado no trimestre.

Se uma determinada catego-
ria reivindica reajuste tri-
mestral igual a inflacdo do
periodo e obtém 60% ao fi-
nal do trimestre citado, que
indice de reajuste sobre o
novo salario obtido deve ser
concedido para se cobrir a
perda salarial decorrente?

(UFG-GO) Uma loja vende
suas mercadorias a vista
com 30% de desconto ou
em dois pagamentos men-
sais iguais, sem entrada e
sem juros. Suponha que a
inflacdo nos proximos meses

32.

= 0,56 = i =56%

seja de 20% e que o com-
prador possa comprar uma
mercadoria em qualquer um
dos planos. Qual ele devera
escolher?

(UFMG) Um consumidor foi
comprar um produto e o ven-
dedor Ihe deu duas opcoes:

1% — pagar a vista com 15%
de desconto;

22 — pagar o preco do produ-
to em trés parcelas iguais,
sendo a primeira no ato da
compra, a segunda em 30
dias e a terceira em 60 dias.

Sabendo-se que todo o di-
nheiro disponivel do consu-
midor esta aplicado no mer-
cado financeiro e rende
30% ao més, qual das duas
opcdes é a mais vantajosa
para o mesmo?
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33.

34.

35.

(UFR-RJ) Um eletrodoméstico custa R$ 25,00 a vista, mas pode tam-
bém ser pago em duas vezes: R$ 15,00 de entrada e R$ 15,00 ao fim
de 30 dias. Qual é o juro mensal que a loja esta cobrando do cliente
que paga em duas vezes?

(UFMG) Uma loja oferece duas formas de pagamento a seus cli-
entes: a vista, com 10% de desconto sobre o preco anunciado, ou
dividido em duas parcelas iguais: a primeira no ato da compra e a
segunda no trigésimo dia ap6s a compra.

A taxa mensal de juros efetivamente cobrada, no pagamento par-
celado, é de:

a) 10% b) 15% c) 25% d) 30% e) 50%

(Enem-MEC) No quadro a seguir estdo as contas de luz e agua de
uma mesma residéncia. Além do valor a pagar, cada conta mostra
como calcula-lo, em funcdao do cosumo de agua (em m>) e de ele-
tricidade (em kwh). Observe que, na conta de luz, o valor a pagar
é igual ao consumo multiplicado por um certo fator. Ja na conta
de agua, existe uma tarifa minima e diferentes faixas de tarifagao.

Companbhia de Eletricidade
Fornecimento: Valor em R$
401 kwh x 0,13276000 53,23

Companhia de Saneamento
Tarifas de dgua / m’

Faixas de Tarifa Consumo Valor em R$

consumo

até 10 5,50 tarifa 5,50
minima

11 a 20 0,85 7 5,95

21 a 30 2,13

31 a 50 2,13

acima de 50 2,36

Total 11,45

36.
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Suponha que, no proximo més, dobre o consumo de energia elé-
trica dessa residéncia. O novo valor da conta sera de:

a) R$ 55,23 b) R$ 106,46 c) R$ 802,00d) R$ 100,00 e) R$ 22,90

(Enem-MEC) Suponha agora, com base nas informacoes do exercicio
32, que dobre o consumo de agua. O novo valor da conta sera de:

a) R$ 22,90 c¢) R$ 43,82 e)R$ 22,52 b) R$ 106,46 d) R$ 17,40
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Caoltulo ‘

Niumeros ComPLEXOS

Quando alguma equacao exige uma raiz quadrada de um
nimero negativo, a solucao é impossivel dentro do conjunto
dos nimeros reais (R). Por isso, os matematicos idealizaram
um ndmero imaginario (i). A partir deste, surgiram novos nu-
meros, constituindo o conjunto dos nimeros complexos (C).

1. Definicao

Dada uma equacao:
X+ 1=0=x"=—-1=x= +J-1

Para que equacdes como essa tivessem solucdo, os mate-
maticos ampliaram o campo dos ndmeros, criando um novo
ndmero, ndo-real, chamado de unidade imagindria (i).

Onde i = +—1
E esse niimero, elevado ao quadrado: i* = —1

Assim, todas as raizes quadradas de nimeros negativos
podem ser escritas a partir de i:

-+

2<1>=ﬁ°
3:(=17 =

= [4-(—1) =

<‘

(

= 42

3331

-
o

-+
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2. Conjunto dos niimeros complexos

Com a criacdo da unidade imaginaria (i), surgiram novos nu-
meros, formando um novo conjunto numérico. A este conjunto
chamamos conjunto dos nimeros complexos, denotado por C.

Os nameros complexos apresentam a forma genéricaz = a
+ bi, onde a e b sdo nameros reais. Assim, podemos definir o
conjunto C como:

C={z|z=a+bi,a€Rebe R}
onde z é o nimero complexo.

3. O nimero complexo

Sendo z = a + bi um nimero complexo, temos:

a + bi é chamada de forma algébrica;

a é denominada a parte real de z, onde a € R, a = Re(z);

e b é denominada a parte imaginaria de z, onde b € R,
b = Im(z);

i é a unidade imaginaria, i = /-1 .

4. Casos especiais

Tomemos o nimero complexo em sua forma genérica:
z=a+ bi

e Quando b = 0, entdo o nimero z = a + bi é um nlGmero

real, poisz =a + 0i = z = a.

Isso significa que todo nimero real é também um ndmero
complexo; portanto, podemos afirmar que:

RCC
Recordando:

(N: conjunto dos nimeros naturais
Z: conjunto dos nimeros inteiros
@: conjunto dos niimeros racionais
[R: conjunto dos nimeros reais

 C: conjunto dos nimeros complexos
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Finalmente, podemos escrever: N CZ CQ CRCC

e Quando b # 0, entdo o nimero z = a +bi é dito um nlime-
ro imaginario. Exemplo: —3 + 5i

e Quandoa=0eb # 0, entdo o nimero z = a + bi é deno-
minado imaginario puro, ou sejaz = 0 + bi = z = bi.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Ache as raizes das equacoes:
a) x> —4x+ 13 =0 b) x> + 4 =0
Resolucao:
a) x° — 4x + 13 = 0 é uma equacao do 22 grau, entio:
A=b"—4ac=(—4)°"—4-1-13

—b £+ A
A=16 —52==—-36=>x= \/7
2a
4 + =36 4+6i A2 +30) x| =2+ 3]
= = — . ou
21 2 4 x" =2 —3i
S=1{2+ 3i; 2 — 3i}
by x* +4=0=x"=—4=
x" = 2i ou
x = £4/—4 =J_r2i:>{ ) _ S =(2i; —2i)
X" = =21
2. Calcule:
a) (—3i)? b) (5 + i)?
Resolucao:

Q) (=302 = (=3)2-i2=9. (v—1)2=9.<—1>= 9
b) 5+i)=5"+2-5-i+i*=25+10i+(—1)= 24+ 10i
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3. Escreva os nameros na forma algébrica:

a) —7i b) —1 c) 4i d) —2
Resolucao:

a) —7i =0 —7i c) 4i = 0 + 4i

b) =1 = —1 + 0i d) —/2 = =2 + 0i

4. Determine Re(z) e Im(z) nos seguintes nidmeros complexos:

a) z =7 — 2i c)z=3+i e)zzl

b) z = —i d)z=—«/?+3i 3
Resolucao:

a) z=7 —2i=Re(z) =7elm(z) = —2

b)z=—i=Re(z) =0elm(z) = —1

c)z=3+i=Re(z) =3 elm(z) =1

d)z= -2 +3i=Re(z) = —/2 elm(z) = 3

e)zzézRe(z)z%elm(z)ZO

5. Classifique os nimeros complexos do exercicio anterior
em: real, imaginario ou imaginario puro.

Resolucao:
a) z=7 — 2i= imaginario d) z= —«/?+ 3i=imaginario
b) z = —i = imaginario puro e) z = % = real

c) z= 3 + I = imaginario
6. Determine o valor de x para que os nimeros complexos
abaixo sejam imaginarios puros:
a) z=(x —9) + 2i by w = (x — 1)* — 3i
Resolucao:
Para que sejam imaginarios puros, devemos ter a parte real

igual a zero, entdo:
a) Re(z) =0=x—-9=0=x=9
b) Rew) =0=(x—1)°=0=x"-2x+1=0=

2% f4—4

= X = > = x =1
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7.

Calcule o valor de a para que o nimero complexo abaixo
seja um numero real:

z=14+(a— 2)i

Resolucao:

Devemos ter Im(z) = 0, portanto:a —2 =0= a = 2

EKERCICIOS PROPOSTOS

1.

Determine as raizes das equacgoes abaixo no conjunto dos ndme-
ros complexos:

a) 2x2+10 =0 ) x> —4x +5=0
b) x> +4x +8 =0

. Calcule: 5

a) (~7i)? b (3i)> O — i) d)(%+30
. Escrever os niimeros abaixo na forma algébrica:

a) 3,5 b) —2i ) —10 d) 6i e) \—100
. Determine Re(z) e Im(z) dos seguintes nimeros complexos:

a) z="5 — 3i b) z =i c)z=75 +2i dz =43

. Classifique os nimeros complexos do exer cicio anterior em: real,

imaginario ou imaginario puro.

. Determine o valor de x para que os nimeros complexos a seguir

sejam imaginarios puros:

a) z=(x +7) — 3i b) w = (x — 3)* + 5i

. Calcule o valor de y para que o nimero complexo que segue seja
um nimeroreal:z =3 + (y — 5)i

. (UFSC) Sejao complexoz =i — 1.

Qual o valor de f(z) =2z + 4z + 52

. (UFPA) O nimero complexo z = x + (x> — 4)i é real se, e somente se:
a) x =0 Cc) X = %2 e) X #0ex #x2
b) x # 0 d x # +2
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5. As poténcias de |

Se realizarmos calculos sucessivos, poderemos observar
que as poténcias de i vao-se repetindo de quatro em quatro
unidades, na seguinte seqiiéncia: 1, i, —1, —i.

Assim:

P=i"="= ... =i"=1
59 _ An+l _

2 _ 6 _ 10 _ _ pAnt2 g
.3 .7 .11 4n+3

Logo, para calcularmos o resultado de i", n € N, basta
dividir o expoente por 4 e considerar o valor do resto dessa di-
visdo, dado pela tabela a seguir:

resto i resultado da poténcia
0 i’ 1
1 i i
2 i —1
3 i° —i

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcule:
a) i b) i**° o) i’ — i+ it — i

Resolucao:

a) i1.000

Dividindo-se 1.000 por 4,

encontramos resto igual a zero, portanto:

.1.000 __ -0
[ =1 =1
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b) i235

Dividindo-se 235 por 4, encontramos resto igual a 3,
logo:

.9 .20, :16 .134
I"— 17+ 1 — 1

Dividindo-se os expoentes por 4, temos restos, respecti-
vamente: 1, 0, O e 2. Logo:

i— 1T +1—(=1)=i+1

2. Determineasoma$S =i+ i’+i’+i*+ .. +i%
Resolucao:
Sabemos que:i' =i;i*= —1;i’ = —iei* =1 e que esses
valores se repetem periodicamente.
Comoi+i*+iP+i*=i—1—i+1=0,temos:

S=i+i’+P+i*+P+ . +i+7+ . +i%+ 4300

v v v

0 0 0

Entdo, o problema se resume em encontrar o resto da divi-
sao de 306 por 4, pois a soma das poténcias cujos expoen-
tes sdo multiplos de 4 é zero.

Logo: 306 4

26 76 S =i =j2=_—1

@

ENERCICIOS PROPOSTOS

10. Calcule:

a) i59 b) i25 C) i520 d) i1.402

11. Calcule o valor da expressao:

.47 .12 .4 .22
I+ 1T =1 —

273
Capitulo 13



12. (Ufes) Sew = % + i % condei?= —1, entio o nimero de
elementos distintos do conjunto {w , w?, w?, ..., w", ...} é:
a) 4 b) 8 c) 10 d) 12 e) infinito
13. (Mackenzie-SP) O valor da expressao:
y=i+iP+iP+it+iP+.L it e
a) 1 b) i c) —i d —1 e) 1 +i

6. Igualdade de nimeros complexos

Uma diferenca importante entre nimeros complexos e na-
meros reais é que os niumeros complexos ndo sdo compara-
veis, isto é, ndo é definida, para o campo dos niimeros com-
plexos, a relacao de ordem. Assim, ndao existe um complexo
maior ou menor do que outro.

Podemos, no entanto, classifica-los em iguais ou diferentes.

Assim, dados dois nimeros complexos: z=a + biew = ¢ +
+ di, com a, b, c e dreais, temos que ze w sdo iguais quando
suas partes reais e imaginarias sao iguais, ou seja:

- Fhiz=c +{0 °
Z = W = a I = C b= d

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Calcular o valor de a e b tal que os nimeros complexos

z=a+ biew= —3+ 5i sejam iguais.
Resolucao:
Sez=w, entdo a + bi = —3 + 5i. Portanto a= —3 e

b=5
2. Determine a e b na igualdade abaixo:
@—=2)+ b+ 3)i=4+7i
Resolucao:
Pela igualdade, podemos escrever:

a—2=4=a=6 . .
b+3=7:b=4za_6eb .
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EKERCICI9 PROPOSTO

14. Seja o complexo z = (3a + b) + (a + 2b)i. Calcule os valores reais
de a e b de modo que:

a) z= —2 + 6i b) z = 15i c) z=5

7. Conjugado de um nimero complexo

Definimos como complexo conjugado de z = a + bi o na-

mero complexo z = a + bi. Assim:

(z=a+bimz=atbi=a—bi)

E interessante observar que, multiplicando-se um ntimero
complexo pelo seu conjugado, teremos partes reais iguais,
mas partes imaginarias simétricas.

z=a+bi==z=a—bhi
z-7z = (a+bi) - (a — bi) = a* — b%% mas i’ = —1, entio:

= a2 -bi-1) =z -7 = a’+b?

NI

Z .

Observe que o produto z - z é a soma dos quadrados de
dois nidmeros reais (a e b); portanto, o produto z - z é um naG-
mero real e recebe a denominacdo de norma de z.

[N(Z) =z-z= a2+b2]

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Sejaz = 3 + 4i. Obtenha z.

Resolucdao: z = 3+4i = z = 3 — 4i

2. Sejaw = 2 — 7i. Obtenha w.

Resolucao: w =2—-7i = w = 2 + 7i
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ElERCICI9 PROPOSTO

15. Obtenha o conjugado dos complexos a seguir:
a)z =1 c)z=(1T+1).(2 —1)
b))z =1 —2i dyz=02 +3i)) —4 —1)

8. Operacdes com nimeros complexos

As operacdes com ndmeros complexos sdo feitas de forma
analoga aos nimeros reais ou com expressoes do tipo a + bx.

8.1 Adicdo

Para somarmos dois ou mais nimeros complexos, basta
somarmos suas partes reais e imaginarias separadamente.
Exemplo:

z=a+biew=c+di= z+w=(a+c)+(b+d)i]

EXERCICIO-RESOLVIDO

Sendoz =3+ 2iew = —5 + 4i, efetue z + w.

Resolucao: z + w = (3 + 2i) + (=5 + 4i)

8.2 Subtracio

O processo de subtracdo de nimeros complexos é analogo
a soma; portanto:

z=a+biewzc+di:>[z—w=(a—c)+(b—d)i]

EXERCICIO_RESOLVIDO
Sendoz =9 —iew = —3 + 8i, calcule z — w.
Resolucao:
Z—-—wW=09—-—1)—(—=3+8)=1[9 —(—=3)] + (=1 — 8)i =
12 — 9i
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8.3 Multiplicacao

Usaremos a regra da multiplicacdo de bindbmios para mul-
. . . . -2
tiplicar dois nidmeros complexos, lembrando que i = —1.

Sendo z = a + biew = ¢ + di dois nimeros complexos,
temos que:

z-w=(a+ bi)(c+ di)=ac + adi + bci + bd —1

[z -w = (ac — bd) + (ad + bc)i]

EXERCICIO RESOLVIDO

Dados z = 3 + 4iew = 2 + 5i, efetue z - w.

Resolucao:
z-w=3+4i)-(2+5i)=6+ 15i + 8i + 20i°
Z-W=64+231—20= z-w= —14 + 23i

EXERCICIOS PROPOSTOS

16. Dadosz =2 — 3iew = —3 + 5i, obtenha:
a) z + w Q)W —7 e)z2
b) z —w dz-w ) w?

17. (UF-Pelotas) A equacdo do 2° grau cujas raizes sao os niimeros

complexos iel —ié:
A X —x+1+i=0 dx*+x—-1+i=0
by x> +x+1+i=0 e) x> —x+1—-i=0

Ax>=x—-14+i=0

18. (Cescem-SP) O produto (5 + 7i) - (3 — 2i) vale:
a) 1T + 111 c) 29 + 11i e) 29 + 31i
b) 1 + 31i d) 29 — 11i

19. (UFG-GO) O valor de xparao qual o produto (4 + 2i) - (x — 8i) é
um ndmero real é:

a) 32 b) 16 c) 8 d 4 e) 2
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8.4 Divisao
A divisao de dois nidmeros complexos z por w, comw # 0O,

é obtida utilizando-se a representacao fracionaria e, em segui-
da, racionalizando essa fracao, utilizando o conceito de con-

jugado de w.
zZ Z'W
w W - W

EXERCICIO RESOLVIDO
Sejam:z = 4 + 5iew = 2 + 3i. Calcule 2.
W
Resolucao:
Temos:

7 Z W 4 + 5j (4 + 51) - (2 — 3i)

W OW-w 2 + 3 2+ 3i) - (2 — 3i)
8 —12i +10i — 15i° 8—12i+10i+15

22 — 322 4 —9;i?
. 23-2i  23-2] oz _23 _ 2i
449 13 w 13 13

9. Equacdes do 12 e 22 graus em C

Resolvemos as equacdoes em C de maneira analoga a em
R. Observe os exercicios resolvidos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Resolva as seguintes equacdes em C:

a) 5+i+2z=3i+7z c) (3 —21)-z=13
b)yi-z=1 d)z>+2z+10=0
Resolucao:

a)5+i+2z=3i+z=z=2i—5= S ={2i — 5}
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ZZIZ}'Zzl(—i)__lz_l
z=—iouz=0—-—i= S={-i}
c) 3—21)-z=13
13 O 13-3+2)
T30 T AT 3 =2)-B+2)
39 + 26i | B .
914 3+2i= S={3+ 2i}

d) Embora z* + 2z + 10 = 0 seja uma equacio com n-
meros complexos, é uma equacdo do 2° grau e, portan-
to, utilizamos a formula de Bhaskara:

— b+./b? — 4ac —2+.,22 —4-1-10 )

Z= 2a == 2]

—2 + 6i z' =—1+3i
= z"=—1-3i

ou= S={-1+3i;—1 — 3i}

2. Dadoz =1 — 2i, ache o inverso de z.

Resolucao:
O inverso de z é dado por z ' = %
e 1 d2) 142
0801z T oI T -2i)-0+2) P —2p
1+ 4 5 5 5

3. Determine z de modo que: 2z + z = 2 + 5i.

Resolucao:
Consideremos z = a + bi e facamos a
substituicao na equacao:
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2-(@+bi)+(@—bi))=2+5i=
2a + 2bi +a — bi =2 + 5i

Logo:3a=2:>a=%:>b=5:>

2 : ]2 :
7 = 3 +5|:>S—{?+5|}

EKERCICIOS PROPOSTOS

20.

21.

22.

23.

24.

Resolva, no conjunto C dos nidmeros complexos, as equagoes abaixo:
a) 3z —2i+1 =2z + i c)zz—iz—i-ZZO
b) (2 —2i)-z=38

(UFRS) A soma das partes real e imaginaria de ———— é:
i
’l_
T+
a) —2 b) —1 c) 0 d) 1 e) 2
: 54+ (x — 8)i .
(UFMS) Determine x € R, tal que o quociente S(X— )i seja
também um ntGmero real. !
(UFPA) O conjugado do quadrado do nidmero complexo
243
ezl)_i o eb) —i 0 - d) - e) 1
2 2 2
(UFPA)Sex =1 —aie Y = 2 — 3i, o valor de a, para que X se-
ja um namero real, é: y
1 5 1 3
0 b) — —_ d — .
2 ) 5 )73 ) 3

10. Representacio grafica — plano de Argand-Gauss

Quando representamos um niimero complexo z por meio de

um par ordenado (a, b) no plano cartesiano, esse plano passa
a ser chamado de plano de “Argand-Gauss”, devido aos estu-
dos feitos nesta area pelos matematicos Jean Robert Argand
(1768-1822) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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Assim, z = a + bi estad associado ao ponto P(a, b); sendo a
representacdo da parte real de z: Re(z) no eixo das abscissas e a
parte imaginaria de z: Im(z) no eixo das ordenadas, temos:

YA em que: o eixo X é o eixo real;
do JP@b) O eiXo y € 0 eixo imaginario;
| xOy é o plano de Argand-Gauss;
P é a imagem de z, também cha-
0 : > mado de afixo de z.
EXERCICIO RESOLVIDO

Represente o nimero complexo z = 1 + 3i no plano de
Argand-Gauss.

~ YA
Resolucao:

par (1, 3) ao qual associaremos o pon-
to P(1, 3), chamado de afixo de z.

3.
z = 1 + 3i pode ser representado pelo |
1

11. Médulo de um nimero complexo

Consideremos o complexo z = a + bi, representado pelo
ponto P(a, b), indicado no grafico abaixo:

) Aplicando o teorema de Pitagoras no
triangulo destacado, temos:
bl---- P (a, b) 2

p’ =a’+ b’

% P b

Portanto, podemos concluir que o médulo de z é a distan-
cia p de P a origem dos eixos. O médulo de z é indicado por
z|, |a+ bi| ou p.

1z| = |a+ bi Z[p = Ja’ + sz
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EXERCICIO-RESOLVIDO

1. Calcular os médulos dos complexos abaixo e faca suas re-
presentacdes geométricas no plano de Argand-Gauss.

a) z = 61 b)z =4

Resolucao:

c) z = —3i

a) z = 6i,logo:a=0;b=6= P00, 6) vA

Entdo: |z| = p = 4a® +b?

p==>6
bz —4= 10 °
A
z| = p = 4Ja’ +b?
p =16
p=4
_ 4 a=20
C) z = | = h— —3
z| = p = Ja? +b?

a=12
b= —

z| = p = 4Ja? +b?

d)z=12—5i:>{
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d)z =12 — 5i
6¢ P(a, b)
Y
0 X
YA
P (4, 0)
® -
o — X
Y
YA
0 } ?
Y
[ ]
P (0, =3)
YA
12 >
0 X
P
)
P(12, =5)



EKERCICIOS PROPOSTOS

25. Determine o médulo dos nimeros complexos abaixo e faca a re-
presentacdo geométrica dos mesmos.

a)z =14 —i c)z= -3 e z=1+ +3i
b)z =2 +i d)z =11
26. (UFSC) Dado o complexo z = a + bi. Asoma de z com o seu conjuga-
do é 18 e o produto de ambos é 145. Determine o médulo de a - b.
T1+i 21
2—31 2+ 3i
a) 64 b) /50 c) 36 d) 13 e) 8
28. (UFSC) Dado:

27. (UFPA) Se A = |: :|, entdo |det A é:

_I_ —
S . | 64123 +(2«/123 3 )i |
10 10
determine o valor numérico de |z
10—10) i +i°°
29. (UFSC) Se z = ( ) |)2 ! , determine |z|*.
(1=

30. (UFSC) Dadoz = —1 + i+3 , determine a soma dos nimeros as-

sociados a(s) afirmacao(des) verdadeira(s):

01. O conjugadodezé z = —1 — i+/3 .

02. O quadrado de z é z* = 2(1 — J30).

04. Oopostodezé —z =1 — i3 .

08. O produto de z pelo seu conjugado é z - z=4.

16. O moédulo de z é |z| = 10.

32. Anormade z é |z|* = 4.

| 2

12. Argumento de um nimero complexo

Dado um ndmero complexo z = a + bi, com z # 0 e sen-
do P o afixo de z, denomina-se argumento do complexo z o
angulo 6 (0° < 0 < 360°), formado por OP com o eixo real x,
medido no sentido anti-horario, como podemos observar no
grafico a seguir.
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vA Notacdo: 6 = arg(z), onde 6 é o angulo e

) p arg(z) € o argumento de z.
A Sendo p = Ja? +b%? (moédulo de 2), e
observando o triangulo destacado no gra-
- g - > fico, podemos definir:

cateto adjacente a

cos 9 = hipotenusa ~ p

cateto oposto b
sen 0 = . =
hipotenusa p

Por meio do seno e cosseno de 6, podemos determinar o
angulo 6 usando os valores da tabela trigonométrica.

EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine o argumento do complexo z = +/2 + i+/2 .

Resolucao:

a=+2 eb=+2
]Z\:p=m:\/(ﬁ)2 +(\5)2 = V4 =22p=2

Célculo de 6: vA
[ P
cos @ = L = ﬁ 2
p 2 p
) 0
sen 6 = l; = g 0 2 ~

E o angulo que tem cosseno e seno, cujos valores notaveis

sao ,é:62%0u9=45°
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13. Forma trigonométrica ou polar dos nimeros complexos

Vimos que a forma algébrica de um nimero complexo z é
z = a + bi. Agora, escreveremos o mesmo nimero complexo
z, s6 que em funcdo de seu mdédulo e de seu argumento. A
esta forma denominamos forma trigonométrica ou polar de z.

Como cosez%:azp-cose

senGZ%:bzp-senG

entdo, substituindo esses valores na forma algébrica
z=a+ + bi,temos:z=p-cosO +p-senB-i

z = p(cos O + i-sen B), que é a forma
trigonométrica ou polar de z.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Obtenha a forma trigonométrica do nimero complexo
z= A3 +1i.

Resolucao:

{ =3
Temos:

=1

o o

Entao:

Z=p= a7 46 = (Y3 +7 = BFT =p=2

Calculando o argumento de z:

Senez E:i
) 2
cos @ = 2 :«/37
p 2
_ o _ T
0 = 30°0ub 6

z=2": (cos% + i sen%) ouz=2"-(cos 30° + isen 30°)
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2. Passe para a forma algébrica o nimero complexo

(COS3 lsen3

Resolucao:

Temos agora o problema inverso.

Comocosizlesen n:\/Bi,
3 2 3 2
entao:
z=2": i+i£):>z= £+12“/37 —z=1+i3
2 2 2 2
ENERCICIOS PROPOSTOS
31. Dados os nimeros complexos: zZ,=3-(cosm+i-senme
z; = 8 - (cos 60° + i - sen 60°) _—_— -
ez, =2"-(cos 30° + sen 30°), z;=4"- (COS?‘H'SGH?),
calcule: 7 ndmeros complexos, obtenha:
a) 7, * Z, b) =L
32. Sendo ‘2 Az 7
T . T Zy " Z3
— 9. LN n by 2223
7z, =2 (cos 5 +i-sen 2), ) 2

ENERCICIOS COMPLENENTARES

33. Determine o médulo e o ar-
gumento dos seguintes nu-
meros complexos:
a)z=—-4 o) z=1+ 3]
b) z = —3i

Passe para a forma trigono-
métrica os seguintes nime-
ros complexos:
a)z=1+i

b) z = 8i

Passe para a forma algébrica

os nimeros complexos abaixo:
a) Zz=4 - (cos 45° + isen 45°)

34.

35.
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36.

b) z=2"(cos 270° + isen 270°)
Cc) z=2"-(cos315° + isen 315°)

(PUC-RS) Se z = |z]| - (cos © +
+ isen @) ew = |w| : (cosy +
+ isen y) sao, respectivamen-
te, as formas trigonométricas
dos nimeros complexos

z=1+«/§ie

w=—1+ x/?i, entdo o va-
lordey — 0 é:

a) 30° c) 60° e)120°
b) 45° d) 90°



Ga)

POV

PotLinomios £ EQUACHES
PolLINOMIAIS

Embora a resolucao da equacao do 2° grau ja fosse conhe-
cida desde o século VI d.C., somente no século XVI, Scipion
del Ferro e Cardan, matematicos italianos, desenvolveram for-
mulas de solucdo para equacoes do 3° e do 4° graus.

A partir de entdo, os matematicos de todo o mundo tenta-
ram desenvolver férmulas para solucionar equacdes do 5° grau
ou maior; mas, em 1824, o noruegués Niels Henrich Abel pro-
vou que férmulas gerais para solucionar equacdes com graus
superiores ndo poderiam existir, embora as equacoes pudesem
ser resolvidas por outros meios.

Agora que, finalmente, estudamos o Gltimo conjunto de
nimeros — o conjunto dos niimeros complexos —, podemos
dar inicio ao estudo dos polindmios.
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1. Funcdo polinomial

Chamamos de fungao polinomial ou polinébmio a toda fun-
cdo P: R —» R, definida por uma equacao do tipo:

n—2

[ P(x) = a,x" + a,_x" '+ a,_,Xx"?+ ...+ a,x* + a;x + a, ]

onde: P(x) é o polinbmio em x, a,, a,_1, a,_9, ..., @y, A1, Ay SAO
nimeros reais denominados coeficientes; n, n—1,n—=2, ..., 2, 1,
0 sdo nimeros naturais denominados expoentes; x € um nlimero
complexo denominado varidvel; e a,x", a,_; x" ', a, _,x"% ...,

2 ~ A .
ay,X", 21X, ag SA0 OS termos ou Monomios.

EXERCICIO-RESOLVIDO

Diga se sdo ou ndo fungdes polinomiais as seguintes ex-
pressdes algébricas.

a) P)=2x" =5 + x>+ 7x+1 b)PX)=x* + 2x + 1
c) P(x) =3 d)P(x) =x*+ 5x — 4
e) Px) = Vx> +x*—2x+1 ) P(x) = x>+ 2x> + +—4x

P
P

Resolucao:
aA) Px)=2x" =52+ x>+ 7x + 16 funcao polinomial.
b)
c) P(x) = 3 é funcao polinomial.
d)

P(x) = x> — 2x + 1 é funcdo polinomial.

P(x) =x 24 5x — 4 nio é funcao polinomial,
pois —2 ndo é um nGmero natural (=2 € N).

e) P(x) = Vx° +x? —=2x+1 nao é funcdo polinomial,
3

. T 3 ~ 2 -,
pois Vx> =x2 e oexpoente = nio é um ndmero na-

tural (% ¢ IN).

f) P(x) = x> + 2x> + J—4x ndo é funcao polinomial,
pois V—4x ndo é um nGmero real («/—4 & fR).
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2. Grau do polinémio

O grau do polinomio é dado pelo maior expoente de x
com coeficiente diferente de zero. Assim, no polindmio:
-1 -2 2
P(x) = a,x" + a,_1X"  + a,_,x 4+ ..+ ax + a;x+ a, se
a, # 0, o grau do polindmio P(x) é o expoente maximo n ou seja:

[gr(P) = n, onde gr(P) é o grau do polinémio]

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Determine o grau dos polindmios abaixo:
a) P(x) = 6x° — 15x* — 3x + 14x* + 9
b) P(x) = 2x° + 3x® — x’/
C) P(x)=12x3—x2+4x—10x3+2x+x4+1 — 2x*

d) P(x) = //2x — 1

e) P(x) = %x5 + %3 —1

Resolucao:

a) Ordenando decrescentemente os expoentes da variavel
x, temos: P(x) = 14x* + 6x® — 15x* — 3x + 9, de onde
podemos concluir que: gr(P) = 4

b) gr(P) =9

c) Reduzindo os termos semelhantes e ordenando decres-
centemente os expoentes da variavel x, temos:

P(x) = —x* + 2x® — x* + 6x + 1, de onde gr(P) = 4
d) gr(P) =1
e) gr(P) =5
f) E um polindmio constante, ou seja: gr(P) = 0, pois po-
demos escrever P(x) = —3x°
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2. Ordene e complete o polindmio em x, abaixo:
P(x) = 5x° — 2x* + 1
Resolucao:
Ordenando: P(x) = —2x* + 5x° + 1
Completando: P(x) = —2x* 4+ 5x> + 0x*> + Ox + 1

3. Principio de identidade de polinémios

Dois polindbmios sdo iguais quando seus coeficientes sdo
iguais, ou seja, os polinomios

n—1

AX) = ax" + a,_ X"+ ... +ax+tax+ae
B(x) = bx" + b,_;x"" + ... + byx* + b;x + b,
serao iguais se, e somente se:
a, =b, a,_; =b,_q, ..., a, = by, a; = by, a; = by

Quando isto ocorre, dizemos que A(x) € idéntico a B(x) e
indicamos por A(x) = B(x).

EXERCICIO RESOLVIDO

Sendo os polindmios A(x) = 2 + x> —mx +7e
B(x) = px3 + 3x% — 4x +7, estabeleca as condicdes para
que A(x) e B(x) sejam idénticos.

Resolucao:

Os coeficientes devem ser iguais. Logo, para que
A(x) = B(x) devemosterp =2, n=3em = 4.

4. Polindmio identicamente nulo

Dizemos que um polindmio é identicamente nulo, quando
todos os seus coeficientes sdo iguais a zero, e indicamos por
P(x) = 0. Exemplo:

—1
Sendo A(x) = a,x" + a,_;x"  + ... + a,, temos:
a, =a,-1 = ...=a,=0
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine a, b e c de modo que o polindbmio
P(x) = (2a — 1)x* + (3a — 2b)x + (4a — ¢
seja identicamente nulo.

Resolucao:

Para que P(x) seja identicamente nulo, todos os seus coefi-

cientes devem ser iguais a zero.

Entao:

2a—-1T=0=>2a=1= az%
1

3 3
3a-2b=0=3-——-2b=0 = b=2 .1 = p=23

1
2

4a—c=0:>4-%—c=0 = C =2

5. Valor numérico de um polinémio

Quando, em um polindmio P(x), substituimos x por um nu-
mero a (a € C), obtemos um ndmero que indicaremos por
P(a). A esse nimero chamamos de valor numérico de P(x).

Caso o valor numérico de P(x) para x = a seja igual a zero,
dizemos que a é a raiz ou zero desse polindmio.

[P(a) =0 ¢ aéraizde P(x)]

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dado o polindmio P(x) = 2x> — 3x* + x — 1, obtenha o
valor numérico de P(x), para x = 2.
Resolucao:
Temos: P(x) = 2x> — 3x> + x — 1
P2)=2-2°-3-2"+2-1=
= P2)=16 —-12+1 = P(2) =5
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2. Sendo x = 3, raiz ou zero de P(x) = —x’ + 2x* + yx — 6,
obtenha o valor de y.

Resolucao:
PB)=0=-3"+2-3)°+y-3-6=0=>
=3y=15=>y=5

EXERCICIOS P2ROPOSTOS

1. Destaque os termos e os coeficientes dos polindOmios a seguir:
a) P(x)=x4—3x3+% x> +x—3
b) Q(x) = 27°x* — 5x + \/27

) RX) = =x* + x + 1

2. Assinale quais dos itens a seguir representam uma funcao polinomial:
a) P,(x) = 372 + 2x2 — 1
b) P,(x) = v5 x> + 7x% = 54/x +3
C) Py(x) = %x-l—«/?
d) Pu(x) = 8x* — 2x3 — 4x? + 3x — 1
e) Ps(x) = 2x° — 5x 2 — 2x + 3
f) Pe(x) = 5x* + =2 x + 1
1

g) P;(x) = 3x* + — — 5
X

3. Determine o grau de cada polindbmio em x:
a) Px) = 7x* = 3x* + 2x + x — 8
b) Q(x) = 5x + 1
c) R(x) =1
d) S(x) = /3 x2 +%x
e) T(x) = x® + x8
fy Ux) = 0x> + 0x* + 2x
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. Ordene e complete os polindbmios em x:

a) P(x) = 2x° — 3x* + 2 — 6x’ b) Q(x) = %xz

. Dado P(x) = 0, explique, por meio de um exemplo, o porqué de
nado se definir o grau para um polindmio nulo.

.Sendo P(x) = (a + 1)x> + 3x> — 2x + 1, o valor de a para que o
grau do polindmio P(x) seja igual a 2 é:

a) 0 b) 3 c) —1 d) —3 e) 1

. (Mackenzie-SP) Determine m € R, para que o polindbmio

P(x) = (m — 4)x” + (m> — 16)x” + (m + 4)x + 4 seja de grau 2.

. Dado o polindmio:

P(x) = mx> + 3x* — 2x’ + 9, determine o valor de m para que:
a) P(x) seja do 4° grau, isto é: gr(P) = 4.

b) P(x) seja do 5° grau, isto é: gr(P) = 5.

. (Fuvest-SP) Calcule os coeficientes do polindbmio do 1° grau
P.C—C, talque P(O)=1+ieP(1+i) =0.

6. Operacées com polinémios

Para as préximas secoes, utilizemos para efeito de exem-

plo os polindbmios:

AX) =5x° +4x* —3x—1 e Bx) = =x>* + 8x — 3

6.1 Adicao

Somar dois ou mais polindbmios é obter um polindbmio

onde os coeficientes sao dados pela adicdao dos coeficientes
dos termos semelhantes.

Reduzindo os termos semelhantes numa s6 linha, temos:
A(x) + B(xX) = 5% + 4x> — 3x — 1 — x> + 8x — 3
A(x) + B(x) = 5x° + 3x” + 5x — 4
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6.2 Subtracio
A diferenca de dois polindmios A(x) e B(x) é o polindmio
obtido pela soma de A(x) com o oposto de B(x).
Para A(x) e B(x) do exemplo anterior:
A(X) — B(x) = (5x3 + 4x* — 3x — 1) — (—x2 + 8x — 3)
A(x) — B(x) = 5x° + 5x* — 11x + 2

6.3 Multiplicacao

Obter o produto de dois polindbmios A(x) e B(x) é aplicar a
propriedade distributiva do polindmio A(x) em B(x).

AX) - B(x) = (5x> + 4x> — 3x — 1) - (—x" + 8x — 3)

A(x) - B(x) = —=5x” + 36x" + 20x” — 35x” + x + 3

6.4 Divisao
Sejam dois polindmios A(x) e B(x), onde A(x) é o dividendo
e B(x) é o divisor, com B(x) # 0. Dizemos que existe um Gnico
par de polindbmios Q(x) e R(x) em que Q(x) é o quociente e
R(x) é o resto, tal que:
A(x) = B(x) - Q(x) + R(x) = gr (R) < gr (B) ou R(x) =0
E se R(x) = 0, dizemos que a divisdo é exata ou entdo que
A(x) é divisivel por B(x).
Esquematicamente, temos:
A(X) | B(x)
R(x)  Q(x)
Observe este exemplo.
Dividindo os polindmios: A(x) por B(x) pelo método da
chave, temos:

5+ 4x* — 3x — 1 ‘—x2—|—8x—3
—5x> 4+ 40x* — 15x —5x — 44
44x% — 18x — 1 " quociente
—44x* 4+ 352x — 132
334x ~ 133

resto
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Os procedimentos para resolver essa divisao sdo:

a) Dividimos o termo de maior grau do dividendo (5x°) pelo
termo de maior grau do divisor (—x?), obtendo o primeiro
termo do quociente (—5x).

b) Multiplicamos o termo obtido no quociente (—5x) por to-
dos os termos do divisor (—x* + 8x — 3) e adicionamos o
produto assim obtido (5x° — 40x* + 15x) com os sinais
trocados ao dividendo.

c) Como o resto parcial (44x2 — 18x — 1) ainda ndo apresenta
grau menor do que o divisor, entdo repetimos o processo até
obter um resto nulo ou, como no nosso exemplo, o resto cujo
grau é menor do que o do divisor: gr(R) = 1 < gr(B) = 2.

Assim, temos: o resto R(x) = 334x — 133 e o quociente
Q(x) = —5x — 44.

EXERCICIO RESOLVIDO

Sendo A(x) = 6x" —2x" +x* —x+ T e B(x) =x’ + 2x° — 3x + 2,
resolva as operacoes e dé o grau dos polindmios resultantes:

a) A(x) + B(x) c) A(x) - B(x)
b) A(x) — B(x) d) A(x) = B(x)
Resolucao:

a) A(x) + B(x) = oxt — x> 4+ 3x* —4x + 2
Portanto, o polindbmio resultante é de 4° grau

b) A(x) — B(x) = 6x* — 3x> — x* +2x — 1
Portanto, o polindmio resultante é do 4° grau.

c) A(x) - B(x) = 6x” + 10x° — 21x> + 19x* — 8x°> + 7x* —
— 5x + 2

Portanto, o polindmio resultante é do 7° grau.
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d) A(x) + B(x)
ox' — 2x° + X2 — x + 1 x> + 2x* — 3x + 2
—6x* — 12x% + 18x* — 12x 6x — 14
— 14x> + 19x* — 13x + 1
+ 14x° + 28x* — 42x + 28
47x* — 55x + 29

Q(x) = 6x — 14 e R(x) = 47x* — 55x + 29
Portanto, Q(x) é do 1° grau e R(x) é do 2° grau.

EXERCICIOS P2ROPOSTOS

10.

11.

12.

13.
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(PUC-SP) Sendo x> + 1 = (x + 1) - (x> + ax + b) para todo x real,
os valores de a e b sdo, respectivamente:

a) —Te—1 c) Tel e) —lTel
b) 0eO d 1e—1

(UFBA) Considere os polindmios:

P, = 3a’ — 4a’b + 7b’

P, = — 6a’ + 15a’b + 5b°

P, = ma’ + na’b + pb’

Sendo P, + P, + P; =0, calcule Im + n + pl

(Cescem-SP) Dividindo (x’ — 4x* + 7x — 3) por um certo polino-
mio P(x), obtemos quociente (x — 1) e o resto (2x — 1). O polino-
mio P(x) é igual a:

a) 2x* — 3x + 2 o) x?—x + 1 e) n.d. a.

b) x> — 3x + 2 d) 2x* — 3x + 1

(Cescem-SP) Dividindo-se P(x) por (x — 3) resulta um resto —7 e
um quociente (x — 4). Qual é P(x)?

44

a) x: — 7x + 5 ) = e) 2x2 — 14x + 10
X — 4

b) 2x d) 2x* — x + 14
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14. (UFGO) Associe a cada uma das alternativas abaixo a letra V se
for verdadeira e a letra F se for falsa.

| — A soma de dois polindmios do 3° grau é sempre um polino-
mio do 3° grau.

[l — O produto de um polindbmio do 2° grau por um do 3° grau é
sempre um polindmio do 6° grau.

[1l- A diferenca entre um polindmio do 3% grau e um do 2° grau é
sempre um polindmio do 3¢ grau.

[V— O resto da divisdao de um polindbmio do 3° grau por um do 2°
grau é sempre um polindmio do 12 grau.

Na ordem apresentada, tem-se:
a) FFVV b) FFVF c) VVFF d) VVVF e) VFVF

7. Método de Descartes

A divisdao de polindbmios, como ja vimos, pode ser efetua-
da pelo método da chave ou divisdo euclidiana. Entretanto, o
matematico e fil6sofo francés Descartes desenvolveu um ou-
tro método, que leva o seu nome, o Método de Descartes.

O que Descartes verificou é que o quociente pode ter sua
forma algébrica determinada por meio da equacao:

gr(Q) = gr(A) — gr(B), onde A(x) é o dividendo e B(x) é o
divisor.

Os coeficientes, sob a forma geral, serdo determinados
pela da identidade de polindmios.

Da mesma maneira, o resto deve obedecer a condicao:

gr(R) < gr(B) ou R(x) =0

EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine p e g de modo que:
AX) = x* — px® — gx + 2 seja divisivel por
B(x) = x> — 3x + 2
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Resolucao:

Se A(x) é divisivel por B(x), entdo o resto R(x) = 0.
Calculando o grau de Q(x), temos:

gr(Q) =gr(A) —gr(B) =3 -2=1eQ(x) =ax +b

Logo: A(x) = B(x) - Q(x)
x3—px2—qx+2=(x2—3x+2)-(ax+b)

Efetuando o produto do segundo membro da identidade e
igualando os coeficientes dos termos semelhantes, temos:
N px2 —qgqx +2 = ax®> + (=3a + b)x* + (2a — 3b)x + 2b,
onde a = 1

—p=3a+b=-p=3+b

2a —3b=—-qg=2 - 3b = —q

2b =2 =b =1

Substituindo os valores de b nas outras equacoes, temos:
—p=3+1=p =—-4

—q=2-3-1=q=1

Qx) =ax + b= Q(x) = x + 1

EKERCICIOS PROPOSTOS

15.

16.

17.

18.

19.
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(UFAM) A divisio de P(x) = x> — 7x + 6 por D(x) = x — 2 apre-
senta o quociente Q(x) = ax” + bx + c. Os valores de a, b e ¢ sio,
respectivamente:

a)1,2e—3 b)y1, —2e —3 c)1,2e3 d —1,2e3
(UFSC) Os ntiimeros m e n sdo tais que o polindmio x* — 3x’—
— 11x* + mx + n é divisivel por x> — 3. O valorde m + n é:
(UFSC) Qual o valor de a para que o polindmio x* + 2x* + 3x> +
+ ax” — 4x + 12 seja divisivel por x> + 2x* — x + 32

(UFSC) Determine o resto da divisdo do polindmio 3x® + 8x* + 32
por x + 3.

(UFPI) O resto da divisdo de kx* + x — 1 por x + 2k é:

a) —2k — 1 c) 4k* — 4k — 1 e) 4k’ — 2k — 1
b) k — 1 d) k> =k —1
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20. (UFPI) Se o polinomio p(x) = x* — x* + 2x* + ax + b é divisivel
por (x — 1)?, entdo podemos afirmar que:
a)a=—-5eb=-3 ca=5eb=3 e)a=3eb=5

b)ya=—-5eb=3 da=5eb=-3

8. Equacées polinomiais

Denominamos equacoes polinomiais, ou algébricas, as equa-
coes da forma: P(x) = 0, onde P(x) é um polindbmio de grau n > 0.

Resolver uma equacgado algébrica é obter o seu conjunto-
-verdade, que é o conjunto de todas as suas raizes, isto €, os
valores de x que tornam verdadeira a igualdade:

n—1 n—2

ax" +a,_x F+a,,x “H+.+ax+tax+a=0

9. Teorema fundamental da éalgebra

Demonstrado por Gauss, em 1799, o teorema fundamental
da algebra afirma que:

Toda equacao algébrica P(x) = 0, de grau n > 0, admite
pelo menos uma raiz real ou complexa.

Embora o teorema nos garanta que toda equacdo polino-
mial tem uma solucdo, ele ndo nos ensina como obté-la. As
equacodes do 52 grau e maiores, como ja foi dito, ndo possuem
formulas para sua solucdo, mas veremos formas alternativas
de resolvé-las.

10. Teorema da decomposicdo

Todo polindmio P(x) = a x" + a,_x"' + a,_,x" > + ...
+ a,x> + a;x + a, de grau n > 0 pode ser decomposto em um
produto de n fatores do tipo (x — o), onde o é raiz de P(x):

P(x) =a, (X —04) (X —0) *...* (X — a,), onde o, oy, ...,
o, sdo raizes de P(x) e a, é o coeficiente inicial.
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Teorema da decomposicao:

Todo polindmio de grau n tem exatamente
n raizes reais e complexas.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Obtenha a forma fatorada do polindmio: P(x) = 2x* — 6x — 8.

Resolucao:

As raizes dessa equacdo sao oy, = —1 e o, = 4 e, como
podemos colocar 2 em evidéncia, entdo a, = 2

Px)=a, - X—0oy) - X—0oy)=>PX)=2-(x+1):(x—4)

2. Componha os polindbmios, sabendo-se que suas raizes sao:
a)1,3e9 b) =5,0,1e —1

Resolucao:

a) Como P(x) possui trés raizes distintas, entdo P(x) é do 3°
grau. Logo:

P(x) = a, - (x —0y) - (X = 0p) - (X — o)
Fazendo a,, = 1, temos:
Px)=1T-x—1)-(x—3)-(x—9)
Efetuando-se o produto, temos:
P(x) = x> = 13x* + 39x — 27

b) P(x) é do 4° grau, pois possui quatro raizes distintas.
Logo:
P(x) =a,: (X —0q) - (X —0) - (X — 03) - (X — 0y)
Fazendo a,, = 1 e substituindo os valores das raizes, temos:
Px)=1:-(x+5)-x+0)- -(x—1)-(x+1)
PX)=1-(x+5) -x-(x—1)(x+1)

P(x) = x* 4+ 5x> — x* — 5x
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EKERCICIOS PROPOSTOS

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Obtenha a forma fatorada dos polindmios abaixo:
a) 5x> — 20x + 15 =0
b) 2x> — 4x*> = 2x + 4 =0

(Fuvest-SP) O polindbmio P(x) = x” — x> + x + a é divisivel por
x — 1. Encontre todas as raizes complexas de P(x).

3

Se o polindmio x* — 3x* — x + k é divisivel por x — 1, entdo uma
das raizes da equacdo x® — 3x*> — x + k = 0 é:

a) 2 b) O c) 3 d) —3 e) —2
(UFAL) A equacdo x> + 3x* — 4x — 12 = 0 tem duas raizes opos-
tas. A soma de suas raizes negativas é:

a) —6 b) —5 c) —3 d) —2 e) —1
(UFSC) Sabendo-se que uma das trés raizes da equacao

2x* — 17x*> + 32x — 12 = 0 é igual a %/ determine a soma das

outras duas raizes.

(UFAL) Uma das raizes da equacdo x> — x> — 17x — 15 = 0 é —3.
As demais raizes sao:
a) —5el c) —1eb5 e)2e4

b) —1e4 d 1e4

11. Multiplicidade de uma raiz

Uma equacado algébrica pode apresentar todas as suas

raizes distintas ou nao.

Quando uma raiz ocorre mais de uma vez na forma fatora-

da de P(x), denominamos esta raiz de raiz mdltipla de P(x). As-
sim, se uma equacao algébrica tiver duas raizes iguais, diremos
que essa raiz terd multiplicidade 2 (raiz dupla), se houver trés
raizes iguais, a multiplicidade sera 3 (raiz tripla), e assim por
diante. Caso contrario, a raiz sera denominada simples.
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine a multiplicidade das raizes da equacao algébri-
ca: (x — 3)° - (x + 5) = 0.

Resolucao:

A equacdo dada pode ser escrita da seguinte maneira:
x—3)-x—3)-(x+5)=0.

Essa equacao tem trés raizes, tais que:

3:é uma raiz dupla, isto é, tem multiplicidade 2
—5:é uma raiz simples

12. Teorema das raizes complexas

Se uma equacao P(x) = 0, de coeficientes reais, apresentar
uma raiz complexa (a + bi), entdo o complexo deste niimero
também sera raiz de P(x), ambos com a mesma multiplicidade.

Em um polindmio P(x) com coeficientes reais e grau impar
ha, no minimo, uma raiz real.

EXERCICIO.-RESOLVIDO

Calcule as raizes da equacdo: x* — x> — 5x> + 7x + 10 = 0,
sendo (2 + i) uma dessas raizes.

Resolucao:
Se (2 + i) éumaraiz, entdo (2 — i) também o é.
Temos:
P(x) = (x —ay) - (x —0,) - Q(x) =0
PX) =Ix—=—Q2+ D] -[x—=(2=0Dl-Qkx) =0
Pix) = [(x =2) +1i] - [(x = 2) =i] - Q(x) =0
Temos o produto de uma soma por uma diferenca (caso de
fatoracao). Logo:
P(x) = [(x = 2)* =il - Q(x) =0
P(x) = (x> — 4x +5) - Q(x) =0
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Para obtermos as outras duas raizes, basta dividirmos,
lembrando que: D =d - q

X' xP =5+ 7x+10=0*—4x +5) - (ax’* + bx + ¢
x* — x> = 5x*+ 7x + 10 =

= ax* 4+ (b — 4a)x> + (c — 4b + 5a)x*> + (—4c + 5b)x + 5c¢
Pela igualdade dos termos correspondentes:

a=1
b—-4a=-1T=2b—-4-1=-1T=b=-1+4=b=3
c—4b+5a=-5=>c—-—4-3+5-1=-5
c—12+5=-5=c=2

Portanto: Q(x) = ax’ + bx + ¢ = Q(x) = x> +3x+2

De onde: x" = =2 ou x” = —1

Assim: S={-2,-1,2+1i,2 — i}

EXERCICIOS PROPOSTOS

27.

28.

29.

30.

Componha os polindmios P(x), onde as raizes sdo:

a) —2,1,2e3 b) —3,0, 1

(UFSC) O nimero complexo (1 + 4i) é raiz da equacao:

x> 4+ px + q = 0 de coeficientes reais. Determine o valor de g — p.
(UFSE) Uma das raizes da equacao 3>+ 21x> + 48x + 30 =0 ¢é
3 + i. Em consequéncia, é verdade que:

a) a equacdo nao tem raizes reais. d) outra raiz da equacao é 3.

b) a equacdo tem uma raiz dupla. e) outra raiz da equacdo é 3 — i.
c) outra raiz da equacao é I.

(Cesgranrio-R]) Sabendo-se que 2ie 1 + V2 sdo raizes do poli-
nomio x* + 4x* + ax® + bx®> + cx — 24, podemos afirmar que:

a) a soma de todas as raizes é igual a 4.

b) —2ie —1 — 2 sdo raizes da equacao.

)

c) —2i e 3 sdo raizes da equacao.

d) —2i e 6 sdo raizes da equacao.
)

e) o produto das raizes é —24.
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31. Uma das raizes reais da equacdo x> — 5x> + ax + b = 0, com
a€ Rbe Ré2+i.0Ovalordea+ bé:

a) 5 b) —5 c) —4 d) 4 e) 9

13. Relacées de Girard

Sao as relagcoes estabelecidas entre as raizes e os coefi-
cientes de uma equacao algébrica, P(x) = 0.

~ 2 ,
Se a equacdo for do 2° grau, ax” + bx + ¢ = 0, com raizes
X € X,, entao:

b C
[x1+x2=——ex1-x2=—
a a

~ 2
Se a equacdo for do 32 grau, ax” + bx> + cx + d = 0, com
raizes x;,X, e X3, teremos as seguintes relacoes:

b C d
[x1 + X, + X3 = —?;x1x2+x1x3+x2x3= ;;x1 * Xyt X3 = —?

Essas relacoes podem ser generalizadas para equacoes do
4° grau ou maior.

EXERCICIO RESOLVIDO
Determine as relacdes entre as raizes e os coeficientes das
equacoes:
a) x> —4x+3=0 b) 2x> — 4x* + 6x + 10 =0
Resolucao:

a) Na equacao x> — 4x + 3 = 0, temos que:
n=2a=1,b=—-4ec=3
Logo, temos:

e soma das raizes

b 4
0‘1+0°2:_? :>0C1+O€2:T >0 +to, =4
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e produto das raizes

0c1-oc2£:oc1-oc2=%:>oc1-oc2=3

a

b) Na equacdo 2x° — 4x* + 6x + 10 = 0, temos:
n=3,a=2,b=-4,c=6ed=10
Assim temos:

® soma das raizes

(X1 +(X2+OL3= —£=i=2
a 2
e soma dos produtos tomados dois a dois
061'062+OL1'063+062°OC3=£:£:3
a 2
e produto das raizes
0L 0L,0 = ~d__10 = -5
123 a 2

EHERCICIO PROPOSTO

32. Determine as raizes da equacdo x> — 10x” + 31x — 30 = 0, saben-
do que uma raiz é igual a soma das outras duas.

ENERCICIOS COMPLENENTARES

33. (PUC-SP) Um polindbmio f, com coeficientes reais, admite as

raizes — 1, 1— i e 2 de multiplicidade 2, 3 e 1, respectivamente.
O grau de f é, no minimo:
a) 3 b) 5 c) 6 d) 8 e) 9

34. (UFMG) Se a, b e c sao raizes da equacdo x’ + x — 1 = 0, calcu-

1 1 1
l I I —t —+ —
e o valor de og(a b c)

35. (PUC-SP) Calcule a soma das raizes da equacao
17x° — 4x°+ 9x> — 14x + 5 =0

305
Capitulo 14



Caopltulo ‘

GeoMETRIA ANALITICA

A Geometria Analitica foi desenvolvida durante o século
XVII por René Descartes (1596-1650), fil6sofo, fisico, advogado
e matematico francés, autor da maxima “Penso, logo existo”.

Sua obra foi exposta em seu livro La Géometrie, que intro-
duziu a algebra no estudo da geometria e vice-versa, criando
a geometria com coordenadas. Seus estudos foram tao signifi-
cativos que a palavra cartesiano é uma homenagem ao seu
nome, pois Descartes, em latim, é Cartesius.

1. Definicao

Um dos objetivos da Geometria Analitica é determinar a
reta que representa uma certa equacao ou obter a equacdo de
uma reta dada, estabelecendo uma relacdo entre a geometria
e a algebra.

2. Sistema de coordenadas sobre uma reta

Estabelecer um sistema de coordenadas sobre uma reta é
associar, a cada ponto desta reta, um nimero real. Conse-
gliientemente, todo ponto dessa reta fica determinado, quando
é dada a sua coordenada. Assim, na reta abaixo, temos:

ED A C B .
—_— —_——
5 4 5 211 0 1 21314 s

-2 5w
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Os pontos A, B, C, D e E estdo associados, respectivamen-

te, aos nimeros reais 1, m, «E, —Te % Portanto, podemos

afirmar que:
e a coordenada de A é o nimero real 1;
e a coordenada de B é o nimero real 1, e assim por diante.

3. Distancia entre dois pontos na reta real

A distancia entre dois pontos A e B, em uma reta, é deter-
minada pelo médulo ou valor absoluto da diferenca entre as
coordenadas de A e B; por isso, a distancia sera sempre um
nimero real ndo-negativo e que representa o comprimento do
segmento AB. Exemplo:

A B
—t——t————+——+————+—+ e+ B
~7-6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7

dA, B =|5—-1]=[1 =5/ =4
Portanto, de maneira geral, temos:
d(A, B) = |x, — x4| = [x; — x,|, onde as coordenadas de A e

B sao x; e x,, respectivamente.

EXERCICIO -RESOLVIDO

Sabendo-se que na reta real os pontos A, B e C tém coor-
denadas —6, —3 e 7, respectivamente, determine as dis-
tancias abaixo:

a) d(A, B) b) d(B, C) c) d(A, O)
Resolucao:
A B C
* e r
—6 -3 0 7
a) d(A, B) = |-3 — (=6)| = |-3 + 6| =13 =3

) = |
b) d(B,C) = |7 — (=3)| =17 + 3| =]10| = 10
y=17 —(—6) =7 +6|=1]13] =13
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4, Coordenadas cartesianas

Para representar graficamente
um par ordenado de nGimeros re-
ais, fixamos um referencial
cartesiano ortogonal no plano. A
reta x é o eixo das abscissas e a
reta y é o eixo das ordenadas.

e ——————
__01234x

O ponto O, de interseccdo entre as retas x e y, € denomi-

nado de origem.

Observe que os eixos x e y
dividem o plano em quatro re-
gides denominadas quadrantes:

YA
Yo --=----- Y
o >
0 X, X

YA

2° quadrante
x<0,y>0

1° quadrante
x>0,y>0

o] >

0

3° quadrante
x<0,y<O0

X

4° quadrante
x>0,y<O0

Para determinarmos as coordena-
das de um ponto P, tracamos linhas
perpendiculares aos eixos x e y.

* X, € a abscissa do ponto P;
* y, € aordenada do ponto P;

* X, ey, constituem as coordenadas

do ponto P.

Os pontos, conforme as coor-
denadas, pertencem a um dos qua-
drantes determinados pelos eixos x
e y. Os pontos situados sobre os ei-
X0S X € Yy, por convencao, nao per-
tencem a quadrante algum.
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Se um ponto P pertencer a
bissetriz do 1° e 3° quadrantes,
entdo suas coordenadas serao
iguais.

Se um ponto P pertencer a
bissetriz do 2° e 4° quadrantes,
entdo suas coordenadas serdo
simétricas, como se vé ao lado:

EXERCICIO_RESOLVIDO

Represente no plano cartesi
a) A(3, 0)

YA
P, (—a, a)
N l
N X
——————— IPz(a,—a)

ano ortogonal 0S pontos:

b) B(5, 4)
c) C(—2, 3)
d) D(0, 4)
e) E(2, —3) YA
f) F(_3/ _1) 4¢E) —————————— oB
Resolucao: CT'" E
-3 : A E
— — —
.20 2 3 5 X
F -
L,

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Os pontos A, B e C, na reta real,

tém coordenadas 2, —6 e —3, res-

pectivamente. Determine os comprimentos dos segmentos a seguir:

a) AB b) BC

C)A_C

2. Represente no plano cartesiano ortogonal os pontos:

A(—2, 3),B(3,0), C(—-3, —-2),D

(1,2), E(0, —4), F(2, 2) e G(=3, 3).
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3. Dé as coordenadas dos pontos ad o ,A
assinalados no grafico abaixo: 51 :
I
2¢C :
I
B T D
—— t —® -
—4-3-2-1_Jo1 2 3 4 5 X
24
|
Fe--3
_4_._
—5¢E

4. Sendo as retas r e s bissetrizes dos
quadrantes impares e pares, respecti-
vamente, complete as lacunas com a:

a) ordenada do ponto A;
b) abscissa do ponto B;

d) ordenada do ponto D; C(-c, ...

)

c) ordenada do ponto C;
)
)

e) ordenada do ponto E;

f) abscissa do ponto F.

5. Distancia entre dois pontos de um plano

Por meio das coordenadas de dois pontos A e B, podemos
localizar esses pontos em um sistema cartesiano ortogonal e,
com isso, determinar a distdncia d(A, B) entre eles. Observe a
figura ao lado. YA

Nesse caso, basta verifi- Y2
car que o triangulo ABC é  d@B, C>~|
retaingulo. Portanto, pode- 2>
mos aplicar o teorema de :
Pitagoras, obtendo assim a
seguinte formula:

B (x5, y2)
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a distancia entre os pontos A(5, 11) e B(2, 7).
Resolucao:

A5,11):x;=5ey;, =11 e B(2,7):x, =2ey, =7
d(A, B) = J(x; = x)7 + (y, —yp)? =

d(A, B) = {2 -5+ (7 —11 =

d(A, B) = (=3)> + (-4 = d(A, B) = J9+16 =
= d(A, B) = 25 = d(A,B) =5

2. Calcule o perimetro do triangulo cujos vértices sao
A(—1, —3), B(6, 1) e C(2, —5).

Resolucao:
Para sabermos quanto mede cada lado, basta calcularmos
as distancias entre os pontos:

dA, B) = |16 — (1> +[1-(=3) = 65

dA, O = J2— (1P + 15— (=3P = 13

d(B, C) = /2 —6)> + (51?2 = 52

p = d(A, B) + d(A, O) + d(B, C)

p =65 +13 +52 =65 +13 +2-13
O perimetro vale J65 +3+4/13

EERCICIOS PROPOSTOS
5. Calcule as distancias entre os pontos abaixo:
a) A(4, —1) e B(2, 1) c) E(=1, =3) e F(=2, —5)

b) C(—3, 2) e D(4, —6)
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6. Calcule a distancia do ponto P(8, —6) a origem do sistema.

7. A distancia entre os pontos A(x, 3) e B(—1, 7) é 5. Entao:

a) X =3o0ux=-—5 dx=0o0oux= -2
b)x =2o0ux=—4 e) X =—6o0ux=—1
c)Xx=Toux= -3

8. (UFC-CE) Se o ponto P(m, O) é eqiidistante dos pontos P{(2, 4) e
P,(4, 6), entdao m é igual a:
a) 6 b) 7 c) 8 d) 9
9. (Ufes) Quais as coordenadas do ponto P do plano cartesiano que
pertencem a bissetriz do segundo quadrante e equidistam dos
pontos A(O, 3) e B(—1, 0)¢
a) (2, 2) b) (0, 2) c) (2, 0) d) (=2, 2) e) (2, —2)
10. (UFSC) Dados os pontos A(—1, —1), B(5, —7) e C(x, 2), determine
x sabendo que o ponto C é equidistante dos pontos A e B.
11. O perimetro do triangulo ABC cujos vértices sao A(0, 0), B(12, 5)
e C(0, —4) é:
a) 23 b) 33 c) 22 d) 11 e) 32

6. Ponto médio de um segmento

As coordenadas do ponto médio de um segmento sao:

M(X1+X2 Y1+Y2)
2 ’ 2

Observe que as coorde-
nadas do ponto médio sao a
média aritmética das coor-
denadas dos extremos desse
segmento.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Dados A(2, 3) e B(6, 1), encontre o ponto médio M do seg-

mento AB.
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Resolucao:

M(x1+x2 | y1—|—y2):>M(2+6, 3+1)
2 2 2 2

M(ﬁ, i)‘: M(4, 2)
2’72

2. Calcule os pontos médios dos lados de um triangulo, onde

os vértices sao: A(4, 0), B(0, 3) e C(5, 7).
Resolucao:
Temos:

N (X1+X, Y1ty ):ﬂv\ (4+0 0+3 ):> M (2 i)
AB ) ’ > AB > , > AB ’ 2

/
M. 4+5 O+7):>MAC(2,Z)
2 2 2 2

MBCfO+5 | 3+7):> MBC(E,S)
. 2 2 2

7. Baricentro

O baricentro (G) de um trian-
gulo é o ponto de interseccao das
medianas do triangulo.

O baricentro divide as media- M
nas na razao de 2 : 1. Na figura,
temos: AG = 2 - GM. As coordenadas do baricentro G, de
um triangulo ABC, sdo iguais a média aritmética das coorde-
nadas dos vértices do triangulo:

[G(XA+XB+XC yA+yB+yC)}
3 ' 3
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine o baricentro de um triangulo ABC cujos vérti-
ces sao (0, —5), (2, 2) e (—8, 0).

Resolucao:
AR,2)
/\ G(XA+XB+XC YA+YB+YC):>
3 ' 3
B (0, —5) C(—8,0)
G( 2+0-8 2-5+40 ) :G( —6 -3 ) = G(=2, —1)
3 ' 3 3 3

2. Sabendo-se que o baricentro de um triangulo ABC, onde
A(1, 5) é G(4,2), calcule o ponto médio do lado BC.

Resolucao:
« = Xa T Xt Xc _ Ya tVye TYc
G YG
3 3
3 3
12 =1+ x5 + X¢ 6=5+vygt+yc
Xg + xc = 11 (I) vg + yc =1 (1)

Como M é o ponto médio de BC, entdo:

X, = Xg T X¢ ey, = Y T Yc
2 2

Substituindo-se os valores de (I) e (II), temos:

11

XM: —_—
2

ey, = . Portanto, M L
2

1 A1
2 27
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EKERCICIOS PROPOSTOS

12. Determine os pontos médios dos lados de um triangulo cujos vér-
tices sao: A(1, 2), B(6, 4) e C(3, 7).

13. Calcule as coordenadas do ponto B, sabendo-se que o ponto A
tem coordenadas (2, 1) e o segmento AB tem como ponto médio
M(3, 3).

14. O baricentro do triangulo ABC, cujos vértices sao A(3, 7), B(1, 2)
e C(b, 4) é:

a) 1—3,1—0 C) 1—0,1—3 e) n.d. a.
3 3 3 3

b (3 3 o (3 3
10 " 13 13 7 10

15. Sabendo-se que o baricentro de um triangulo ABC, onde A(—2, 2),
é G(1, —3), calcule o ponto médio do lado BC.

16. (UFRN) Se trés vértices de um retangulo sdo os pontos (=2, —1),
(3, —=1) e (3, 3), o quarto vértice é o ponto:

a) (=1, =2) c) (=1, =1) e) (3, —2)
b) (=2, 3) d) (=1, 3)

8. Condicdo de alinhamento de trés pontos

Consideremos trés pon- vA
tos de uma mesma reta
(colineares), A(xy, yq), B(x,,
y,) e C(x;3, y3), conforme a
figura ao lado:
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Estes pontos estardo alinhados se, e somente se:

X1 Y1 1
D = 11X Y2 1 = O
X3 Y3 |1

Por outro lado, se D # 0, entdo os pontos A, B e C serdo
vértices de um triangulo cuja area é:

_ 1
An = = [D

onde o valor do determinante é sempre dado em médulo, pois
a area nao pode ser um ndmero negativo.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verifique se os pontos A, B e C a seguir estdo alinhados
(sdo colineares).

a) A(—T, 3), B(3, 3) e C(2, 0)
b) A(5,5), B(2,2) e C(—3, —3)

Resolucao:

Devemos calcular o valor do determinante D. Se D = 0,
concluimos que os pontos estdo alinhados; caso contrario,
sao vértices de um triangulo.

a) X1 Y1 1 _1 3 1
D=|x, y, 1|=>D=|3 3 1
X3 Y3 1 2 0 1

D=-3+6—-9—-6=D=-12+#0
Como D # 0, logo os pontos A, B e C ndo estao alinhados.

Obs.: Assim podemos concluir que os pontos A, B, e C
definem um triangulo cuja area é:

AA: %|_12|$AA: %’ 12 :>AA:6
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b) X1 Vi 1 5 5 1
D=1x, vy, 1|=D=| 2 21
X3 y; |1 -3 =3 1
D=10—-15-6—-10+15+6=0
D = 0, portanto os pontos A, B e C sdo colineares.

2. Determine o valor de a para que os pontos A(2, —3), B(a, 7)
e C(a, 1) sejam colineares.

Resolucao:

Para que os pontos A, B e C sejam colineares, devemos
impor a condicdo D = 0. Assim:

2 =3 1
a 7 11 =0
a T 1

14 —3a+a+3a—2—-—7a=0
—6a+12=0= a=2

EKERCICIOS PROPOSTOS

17. Verifique se os pontos A, B e C estao alinhados nos seguintes casos:
a) A(1,7), B(—2, 6)e C(4, 8)
b) A(2, —3), B(—1,4)e C(1, 1)
c) A(2, 5), B(4,9) e C(1, 3)

18. (UFG-GO) Qual o valor de m para que os pontos A = (2m + 1, 2),
B(—6, —5) e C(0, 1) sejam colineares?

a) —1 b) —% ) 0 d) L e) 1

2

19. (UFMS) Qual a area do triangulo cujos vértices sdo os pontos A(2, 3),
B4, —5) e C(—3, —6), em unidades de area?
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20. (UFSC) Num sistema de coordenadas cartesianas, com suas uni-
dades em centimetros, sdo localizados trés pontos: A(—2, 3),
B(3, —3) e C(6, 3). Calcule, em cm?, a area da figura determina-
da por esses trés pontos.

9. Inclinacdo de uma reta YA

A medida do angulo «, onde a é
o menor angulo que uma reta forma
com o eixo x, tomado no sentido
anti-horario, chamamos de inclina- >
cdo da reta r do plano cartesiano. o/

10. Coeficiente angular de uma reta

Chamamos de coeficiente angular ou declividade de uma
reta r o nimero real definido por:

m = tg o

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dado o = 0°, calcule o 2. Sendo o = 90°, calcule
coeficiente angular da o coeficiente angular da
reta r. reta r.

Resolucao: Resolucao:
YA
VA r
.
a = 0°
a = 90°
0 ] 0 ! 1
=tg=m = tg 0° m = 1g o
= ———5 = 5 cos 90°
cos 0 :
m = mZF:>Logo:3m
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3. Sendo a = 30°, determine o coeficiente angular da reta r.

Resolucao:

YA m = tg o

B o _sen 30°
m = t_g 30° =>m = 03 30°

/ i .
0L=30°> B 2 —\/37

O/ X m = \/3* = m =
2

-

L —

4. Dado o = 120°, obtenha o coeficiente angular da reta r.

Resolucao:
YA
\ m=tga=m=tg 120°
sen 60°
m = —t 60°:>m=—[—]
,g - cos 60°
A3
& =120°
a _ m= — % = m = —\/37
0 L
\ X 5
10.1 Calculo do coeficiente angular vA
Se a inclinacao o nos for des- .
conhecida, podemos calcular o ] :
coeficiente angular m por meio A Ko
das coordenadas de dois pontos Npo oA
da reta. Observe o exemplo:
Como o triangulo ABC é retan- . @ L
gulo, podemos concluir que: . X
[tgoczm: ucomx1 #xz]
X2 7 Xq
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a declividade (ou coeficiente angular) da reta
que passa pelos pontos A(—1, 3) e B(—4, —3).

Resolucao:

= Y2 TV —3-3 _ -6
Xy — Xq —4 —(—1) —4 + 1
; > —6
_4 = -_—
: X m 3 2

2. Determine o valor de a para que a declividade da reta que
passa pelos pontos A(a, 5) e B(3, 8) seja 3.

Resolucao:
m= Y27Vt 5 87> 53
Xy — X 3—a 3—a

=3 3—-a=3=23-—a=1= a=2

ENERCICIOS PROPOSTOS

21. Uma reta forma um angulo de 60° com o sentido positivo do eixo
x. Determine o coeficiente angular dessa reta.

22. Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos seguintes
pontos:

a) A(—5, —3) e B(—4, 3) c) E(9, —4) e F(1, —4)
b) C(2, —5) e D(2, 5)
23. O valor de a para que o coeficiente angular da reta que passa pe-
los pontos A(a, 1) e B(5, a) seja —2 é:
a) 5 b) 1 c)9 d) —5 e) —1
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11. Equacdo da reta

A equacao da reta é determinada pela relacao entre as abs-
cissas e as ordenadas. Observe o exemplo:

YA
S
| X Y

577 o 0 1
I [

o 2 5
1+

— > 3 /
0 T 2 3 X

Tracando a reta r, notamos que todos os pontos dessa reta
obedecem a mesma lei:

y = 2x + 1

Essa funcao é definida por uma
equacao do 1° grau:

2x —y + 1 =0, cujo grafico é uma reta.

Assim, podemos afirmar que uma li-
nha reta representa uma equacao do 1°
grau com duas variaveis (x e y) e que,
dada uma reta r, podemos determinar a
equacao dessa reta.

12. Determinando a equacio da reta

12.1 Conhecendo um ponto e o coeficiente angular

Consideremos um ponto P(1, 3) e o coeficiente angular m = 2.
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Dados P(x;, y;) e Q(x, y), com P €,
Q € r e m a declividade da reta r, a
equacdo da reta rsera:

[ A A :>Y_Y1:m(X_X1)J

X_X1

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Obtenha a equacdo da reta que passa pelo ponto P(4, 10)
e tem coeficiente angular 3.

Resolucao:
Temos:m =3, x; =4, y; = 10 e Q(x, y).
y—yir=m-xX—=—x9)=>y—-10=3-(x—-4)=

y—10=3x—-—12=>-3x+y+2=0= 3x—y—2=0

2. Sabendo-se que uma reta tem uma inclinacao de 45°, de-
termine a equacao da reta que passa pelo ponto P(5, —3).

Resolucao:
Temos: oo = 45°, x; = 5,y; = =3 e Q(x, y).
Como o =45° entaotga =tg45°=metg45°=1=m=1,
Com isso, podemos calcular a equacao da reta:
Y=y =m- (X — Xq) =
y—(-3)=1-x—-5)=y+3=x—-5=
X—5—-—y—-—3=0=>x—-y—8=0

12.2 Conhecendo dois pontos: A(x,, y,) e B(xy, y,)

Consideremos os pontos A(1, 4) e B(2, 1).

Com essas informacdes, podemos determinar o coeficien-
te angular da reta:
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m: jum— =
Xy — Xq 2—1

= -3

Y2 ~ Y1 -4 _ 3
1

Com o coeficiente angular, podemos utilizar qualquer um
dos dois pontos para determinamos a equacao da reta.

Temos A(1,4), m = —3 e Q(Xx, y)
y—y;=m-(X—x)=>y—4=-3-(x—-1) =
y—4=-3x+3=

3X+y—4—-3=0= 3x+y—7=0

EKERCICIOS PROPOSTOS

24. A equacdo de uma reta r que passa pelo ponto P(—1, 5) e tem
uma inclinacao de 60° é:

a)x — 3y —(5++3)=0 d) V3x —y+(5+43)=0
b)5x —y + (5 — 4/3) =0 e)Xx — 5y + 43 =0

C) «/37x+5y—(5+\/37)=0

25. (Fuvest-SP) Dados os pontos A(2, 3) e B(8, 5), determine a equa-
cdo da reta que passa pelos pontos A e B.

26. (UFPB) A reta que passa pelos pontos (0, 3) e (5, 0) também passa

pelo ponto
a) (5, 3) c) (10, =3) e) (=13, 5)
b) (3, 5) d) (0, 0)

27. (Mackenzie-SP) Determine a equacao YA

da reta r da figura ao lado.

<V
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28. (PUC-SP) A equacdo da reta com coeficiente angular m = —%, e
que passa pelo ponto P(2, —5), é:
a) 4x + 5y + 12 =0 d)4x + 5y +17 =0
b) 4x + 5y + 14 =0 e) n.d.a.
c)4x + 5y + 15 =0
29. Dados os graficos abaixo, determine a equacao das retas:
a) YA b) YA
5 A(2,5) B(4,5)
* ~—
Y 4B, 4) : :
r i i
A(5,0) ! i
T > t t >
0 5 X 0 2 4 X

13. Equacéo reduzida da reta

A equacao reduzida de uma reta r é determinada quando
isolamos y na equacdo da retay — b = mx, na qual o ponto
P(0, b), b: coeficiente linear e m: coeficiente angular ja sao
conhecidos.

Assim:

[y=mx+b]

é a equacdo reduzida
da reta r.

<V

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a forma reduzida da equacdo da reta que
passa pelo ponto P(—3, 7) e tem declividade igual a 2.
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Resolucao:
Temos: x; = —3,y;, =7, m=2e Q(X,y).
y—yvi=m-xXx-—x)=>y-7=2-[x—(-3)]=
>y=2x+6+7=y=2x+ 13

. Obtenha a forma reduzida da equacdo da reta que passa

pelos pontos A(2, 1) e B(4, 6) e destaque o coeficiente an-
gular e o coeficiente linear desta reta.

Resolucao:
O coeficiente angular é dado por:
m=Y2o¥1 _ 671 5
Xy — X 4 —2 2

Obtemos entao a equacao reduzida.

Temos: m = i, X; =2, y1=1eA2,1).

2
y_Y1:m'(X_X1)=>Y—1Z%'(X—Z)
5 5 5
—_ = — —_ —_— — + e —
y — 1 > X 5=y 5 X S5+ 1=y=—ox—4

Coeficiente angular da reta: m = %

Coeficiente linear da reta: b = —4

Dada a equacao da reta: 2x — 3y + 5 = 0, escreva-a na for-
ma reduzida e determine seus coeficientes angular e linear.

Resolucao:

Para passarmos a equacdo dada para a forma reduzida,
basta isolarmos o y:

2X — 3y +5=0= —3y = —2x —5 = y=23—x+%
Portanto, o coeficiente angular desta reta é m = % e o
coeficiente linear, b = %
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EKERCICIOS PROPOSTOS

30.

31.

32.

33.

Escreva as formas reduzidas das equacoes da reta que passam pe-
los pontos:

a) A2, 4) e B(1, 2) d) C(2,3)e D(1, —1)

b) A(1,2)e B (4, 1)) e) E(O, 4) e F(14, 4)

c) A(—1, 8) e B(5, —4)

Determine as formas reduzidas das equac¢des das retas a seguir,

tais que:

a) A reta r passe pelo ponto P(—5, —3) e tenha uma declividade
igual a 3.

b) A reta s passe pelo ponto Q(2, —7) e tenha uma declividade
: 1
la ——.
igual a ——

Escreva as equacoes das retas abaixo, nas formas reduzidas:
a)x+2y —3=0 c) 5x — 10y =1 =0

b)3x =7y +5=0

Dadas as equacdes das retas abaixo, determine os coeficientes
angular e linear de cada uma delas:

a) 5x — 2y +3 =0 c)7x +y—5=0

b)x —4y +9 =0

14. Equacdo segmentaria da reta

E a equacdo da reta determinada pelos pontos da reta que

interceptam os eixos x e y nos pontos A (a, 0) e B (0,b).

exemplos. 0
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A equacdo segmentaria é dada por:
YA

X y _
[jJrg_q B (0, b)

A seguir vejamos alguns A(a, 0)

>
X

r
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Considere a equacao 3x + 4y — 12 = 0 de uma reta r.
Escreva a equacao segmentaria dessa reta.
Resolucao:
Calculando os pontos de interseccao:

Se A(a, 0) é a interseccao da reta r com o eixo x, subs-
tituimos na equacao dada: x = aevy = 0.

Temos:3x +4y —-12=0=3-a+4:-0-12=0=
= 3a—-12=0=a=4= Portanto: A4, 0).

Se B(0, b) é a interseccao da reta r com o eixo y, substitui-
mos na equacao dada: x = 0ey = b.

Temos:3x +4y —-12=0=3-0+4-b-12=0=
=4b =12=b =3

Portanto: B(0, 3)

A equacdo segmentaria é dada por:

L+L:1:> L+l=1

a b 4 3

2. Determine a equacao segmentaria da reta que passa pelos
pontos A(3, 2) e B(—1, —6) e faca seu grafico.
Resolucao:
Calculando o coeficiente angular m:

Y2 — Vi —6—2 -8
L s Ly
m = 2
A equacdo da reta fica da seguinte forma:
y—vyi=m-X—xy)=>y—2=2-(x—3)
y—2=2X—-6=2x—-6+2 -y =0
2x —y—4=0
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Em seguida, calculemos os pontos de interseccao:

A’ (a, 0): substituimos x = a e y = 0 na equacao da reta
2-a—0—-4=0=>2a=4=a=2 = Logo:A"(2,0)
B'(0, b): substituimos x = 0 e y = b na equacao da reta
2:-0-b—-4=0=>-b=4=b=—-4= Logo:B'(0, —4)

Finalmente obtemos a
segmentaria da reta e o
respectivo grafico:

2 T34

EXERCICIOS PROPOSTOS

34. Escreva as equacoOes segmentarias das retas que passam pelos
pontos a seguir:

a) A(5, 0) e B(O, 3) c) E(—4, 0) e F(O, —6)
b) C(—=3, 0) e D(0, 2) d) G(2, 0) e H(O, —7)

35. A equacdo de uma reta é 2x — 5y + 10 = 0; entdo a equacao
segmentaria dessa reta é:

X y X y X Y
-2+ L = 2+ L = 4+ L =
a) 5 2 1 ©) 5 2 1 €) 1 2 1
X y X Y

_ _
b) 2 5 1 d) 2 5 1

15. Equacdo geral da reta

Toda equacao de uma reta pode ser escrita na forma:

[ax+by+c=0]

onde a, b e ¢ sdo nameros reais constantes com a e b nao si-
multaneamente nulos.
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine a equacao geral de uma reta r que passa pelos

pontos A(2, 3) e B(—1, 6) e trace seu grafico.

Resolucao:

Vamos determinar a equacdo geral dessa reta r de duas

maneiras:

19 E a maneira como vinhamos trabalhando, ou seja,

calculado o coeficiente angular.

Yo —Yq - m = 6—3 = m = 3

X2_X1 _1_2 _3

m:

m= —1
Em seguida, a equacdo geral da reta:
y=—vyi=m-(x—=—x)=>y—-3=-1-(x—-2)=
y+x—3—-2=0= x+y—-—5=0
equacdo geral da reta, onde:
a=1b=1ec= —5.
O coeficiente linear: — g = _(1_5) =5

Assim, graficamente temos:

r

2% Observando o grafico da reta r, vamos considerar todos

os pontos P(x, y) dessa reta (P € r).
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De acordo com a condicao de alinhamento de trés pon-
tos (no caso P, A e B), temos o determinante que, calcu-
lado, ird nos dar a equacao da reta:

= 0= X+ty—-5=0=
= equacao geral da reta

— N X
O w <
—_ =

3x—y+12—-2y—6x+3=0
—3x — 3y +15 =0

16. Posicoes relativas de duas retas

Consideremos duas retas r; e r, do plano cartesiano. Em
relacdo as suas posicoes, elas podem ser:

16.1 Retas concorrentes:

YA Se r; e r, sao concorrentes,
2 entdo seus angulos formados
com 0O eixo x sao diferentes e,
como conseqliéncia, seus coefi-
cientes angulares sdo diferentes:

o, o, =>tg o #tgo,

oy
o

Y

/

16.2 Retas paralelas:

Se r; e r, sao paralelas, seus
angulos com o eixo x sdo iguais e,
em conseqliéncia, seus coeficien-
tes angulares sao iguais (m; = m,),
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o, # 0o, = tg oy # tg o,. Entretanto, para que sejam paralelas, é
necessario que seus coeficientes lineares n; e n, sejam diferentes:

Cm1=m2en1¢nzj

16.3 Retas coincidentes:

vA Se r; e r, sdo coincidentes,
as retas cortam o eixo y no mes-
mo ponto; portanto, além de te-
rem seus coeficientes angulares
iguais, seus coeficientes lineares
também serdo iguais.

%1:% (mi =myen; =n,)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a posicdo da reta r;, cuja equacao é:
6x + 7y + + 3 = 0, em relacao a reta r,, de equacao:
12x + T4y — 21 = 0.
Resolucao:

Devemos comparar os coeficientes angulares m; e m, das
retas r; e r,, respectivamente:

Calculando m; da reta ry:

6x+7y+3=o:>7y:—6x—3=>y=—6%—%
6 3
LOgO:m1 = _7 en1 = _7

E agora, m, da reta r:

12x +14y — 21 =0= 14y = —12x + 21
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_ 6
12x , 21 6x , 3 M2 = ——
VG ) 3

n», 5

6 3 .3
C = = = :—_#_:n,
omo m; = m, 7en1 - > 5

entdo, as retas r; e r, sdo paralelas.

2. Qual a posicao da reta r; da equacao 2x —y + 5 =0 em
relacdo a reta r,, de equacao 5x + 2y — 10 = 0?
Resolucao:
Calculando m; da reta r;:
2X —y+5=0=>y=2x+5
Logo:m; =2en; =5
E agora, m, da reta r,:
5+ 2y 10 =0= 2y = =5x + 10 =
5x 10 5
= — + =y=——+5
Y 2 T2 TV T
Logo: m, = —STX en, =5
_ 5 _
Comom,; =2 # e m,, logo,
as retas r; e r, sdo concorrentes.
3. Classifique a posicao da reta r; de equacdo 3x + 3y — 6 =0
em relacdo areta r, de equacdox +y — 2 = 0.
Resolucao:
Calculando m; da reta r;:
3X+3y —6=0=3y=-3x+b6=>y=—X+2
Logo:m; = —1en; =2
332

Capitulo 15



E agora, m, da reta r,:
X+ty—2=0=
y=—X+2
Logo:m, = —1en, =2

Como m; = m, e n; = n,, entao,
as retas r; e r, sdo coincidentes.

EXERCICIOS PROPOSTOS

36.

37.

38.

17.

Determine as posicdes relativas das retas abaixo:

a) r; em relacdo a r,, sendo
(r)3x+5y —8=0e(ry)) 9x + 15y +7 =0

b) r;emrelacao ar, sendo (r;) —2x +y—1=0¢e
(ry)) 4x + 7y =0

c) rsemrelacao ar,, sendo (r5) 9x + 6y —4 =0e
(rg) 6X + 4y + 3 =0

Dadas as retas (r;) 3x + uy = 7 e (r,) 6x + 8y = v, para que valo-
res de u e v as retas sao:

a) concorrentes. b) paralelas. c) coincidentes.

A equacdo da reta que passa pelo ponto P(3, —1) e é paralela a
reta de equacdao x — 4y + 2 =0 é:

a)3x —y—2=0 dx—4y—-7=0

b)x =7y —4 =0 e)3x —y=20

c)x—3y—2=0

Interseccao de retas

Duas retas, sendo concorrentes, apresentam um ponto de

interseccao P(a, b), em que as coordenadas (a, b) devem satis-
fazer as equacdes de ambas as retas.

Para determinarmos as coordenadas de P, basta resolver-

mos o sistema constituido pelas equacodes dessas retas.
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Considere as retas r; e r, representadas pelas equacoes
2x — 3y — 1 =0e4x — 3y — 11 = 0, e encontre o ponto
em que elas se interceptam.

Resolucao:
O ponto de interseccao P(a, b) sera definido pelo sistema:
2x =3y —1=0 R {2x—3y=1
4x — 3y — 11 =0 4x — 3y = 11
(=1) - | —2x + 3y = —1
{ 4x — 3y = 11
2x =10=x=5

Substituindo esse valor em qualquer das equagdes, temos:

—2Xx+3y=—1=-2-5+3y==-1=-10+ 3y = -1
3y==1+10=3y=9=y =3

Portanto, o ponto de interseccdo das retas r1 e r2 é P(5, 3) .

18. Condicdo de perpendicularismo

Se duas retas, r; e r,, sdo perpendiculares entre si, a se-
guinte relacao devera ser verdadeira

b

onde m, e m, sdo os coeficientes angulares das retas r; e r,,
respectivamente.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Verifiquese asretas (r;) 7x -4y +5=0e(ry) 4x+ 7y -9 =0
sao perpendiculares entre si.
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Resolucao:
Calculando o coeficiente angular de ry:

7x—4y+5=0:>4y=7x+5:>y=%x+%:>

7/
m1:T

E, em seguida, o coeficiente angular de r,:
4x+7y —9=0=7y=—4x + 9

4x 9
- X L7
Y 7 7

Verificando agora a condicao de perpendicularismo:

4 4

4
7

1
Como m; = — , logo:ry L,.
my

. Calcule o valor de k para que asretas (r;) 3x — 2y +7 =0
e (r,) kx + 12y — 15 = 0 sejam perpendiculares entre si.
Resolucao:
Pela condicao de perpendicularismo, temos que:
1

m1:_

my
Calculando m;:
3x—2y+7=0:2y=3x+7:>y=37x+7:>
m, = >
)
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E agora, m,:
kx + 12y =15 =0=> 12y = —kx + 15 =

Y 12 12 2 12
Entao k devera ser:
31 3 _ 12 24
2T TR > T k 7 = k=28
12
Assim:r; Lr, o k=28
EXERCICIOS PROPOSTOS

39. (UFMG) Sejam r e s duas retas perpendiculares que se intercep-
tamem P = (1, 2). Se Q = (=1, 6) pertence a uma dessas retas,
entdo a equacdo da outra reta é:

a) x +2y —5=0 d)2x+y—-—4=0
b)yx =2y +3 =0 e)2x +2y+7 =0
c)2x—y=20

40. (UFG-GO) As equacodes das retas r, s e t sao 2x + 3y — 1 = 0,
X+y+1=0ex—2y + 1 =0, respectivamente. A reta perpen-
dicular a t, que passa pelo ponto de interseccao das retas r e s,
tem por equacgao:

a) 2x +y—2=0 d)x—2y+10=0
b) 2x +y + 11 =0 e)x — 2y — 11 =0
c)2x +y+5=0

41. (UFC-CE) Seja Pq(x;, y;) o ponto de interseccao das retas
X —y=2ex+y=12.Areta que passa por P,(x;, y;) e tem incli-
nacdo intercepta a reta de equacao x = 0 no ponto:

a) (0, —3) b) (0, —2) c) (0, 2) d) (0, 3)

42. (Fuvest—SP) Sao dados os pontos A(2, 3) e B(8, 5). Determine a
equacdo da mediatriz do segmento AB.

43. (PUC-SP) As retas 2x + 3y = 1 e 6x — ky = 1 sdo perpendicula-

res. Entdo, k vale:
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 6
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2p + 1)x + 3y — 12 = 0, e s, dada pela equacao 3x — 37y +
0, sejam perpendiculares entre si.

@)

44. (UFSC) Calcule o valor de p para que as retas r, dada pela equa-
ca
3

19. Distancia entre um ponto e uma reta

A distancia de um ponto a uma |
reta é a medida do segmento per- A
pendicular que liga o ponto a reta. distanciade Aar

Esse valor pode ser obtido com .
a aplicacao da seguinte expressao BT >
matematica:

la-x, +b-y, +c|

Ja? + b?
onde d(P, r) é a distancia entre o ponto P(xp, yp) € a reta r.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine a distancia do ponto P(2, 3) a reta r de equacao
3x —y—17=0.

d(P, r) =

Resolucao:
Temos:a=3,b=—-1,c=—-17
P(x,, yp) = P(2, 3)

a-x, +bry, +c| B2+ (=1-3)+(=17)

d(P, r) = = =
Ja? +b? V32 + (=12
6-3-20 |-14] 14-y10  7-4/10
d(P, 1) = = = = -

N J10 0 5
710

= d(P, 1 =
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2. Determine a altura relativa ao vértice A de um triangulo
cujos vértices sao os pontos A(—2, 5), B(2, 8) e C(0, 4).

Resolucao:

O problema consiste em determinar a distancia do ponto A
a reta BC. Como B e C sao colineares, entao:

S N X
S 0 <

1
INM=0=8x+8—-2y —4x=0=4x -2y +8=0
1 2x —y + 4 =0 = equacgdo da reta BC

Com esses dados, podemos calcular a altura (h),
onde A(—2, 5):

. "Xp by, +
d(a, BC) — 12X TP ¥, * el
Ja? + b?
diA EE) _ 12 (=2)+ (=) - (5) + 4]
122+ (=1
_|-4-5+4 _ 5

— d(A, BC) = 5

V5 V5

20. Definicao de elipse

Elipse é o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos do plano é constante.

Onde F, e F, sdo focos:
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yA

M;

P (x,

y)
7cvv
-

a

M2
YA

V1
F1

M] M2
X
P

FZ

V2

21. Equacées da elipse

F,F, = 2c é a distancia focal;

V, e V, sao vértices;

V,V, = 2a é o eixo maior;

MM, = 2b é o eixo menor da
elipse;
O é o centro da elipse.

Observe que, mesmo que mude-

mos o eixo maior da elipse do eixo x

para o eixo
2 2

(@ =b" +c

a relacao de Pitagoras
continua sendo valida:

h

a) Centrada na origem e com o eixo maior na horizontal:

(—

YA
M,

V,\F, O

M,

5
> > T
2 X ad b

%y)
BZ

b) Centrada na origem e com o eixo maior na vertical:

M,

7 |
V1

1

.
\c

2
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EXERCICIO-RESOLVIDO

Determine a equacdo da elipse de focos F;(—3, 0) e F,(3, 0)
e vértices V{(—7, 0) e V,(7, 0).
Resolucao:

Os focos estao no eixo x, pois as ordenadas sao iguais a
zero; logo, usaremos a formula:

Temos:c=3,a=7.

Pelo teorema de Pitdgoras, podemos calcular b*:
a’=b"+c’=27"=b"+3"=2b"=49 - 9=
b* = 40

Substituindo b” na férmula, temos:

2 2 2 2

X y X Y
=1 +

2 T 40 T T 49 T 40

Logo, a equacgdo procurada é:

= 1 = 40x* + 49y* = 1.960

x? i y2
49 40

=1 ou 40x* + 49y = 1.960

EKERCICIOS PROPOSTOS

45. (FAAP-SP) Escreva a equacdo da elipse que tem focos F;(3, 0) e
F,(—3, 0) e cujos vértices sao A,(5, 0) e A,(—5, 0).

46. A equacdo da elipse cujos focos sdao F,(0, —1) e F,(0, 1) e cujos
vértices sao A;(0, —4) e A,(0, 4) é:

a) 16x* + 15y” = 240 d) 15x* + y* = 15
b) 15x* + 16y° = 240 e) 4x> +y* =0
C) x> + 15y2= 15
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Orbitas dos corpos celestes

Orbita é a trajetéria
seguida por um planeta,
, satélite, aster6ide ou co-
I meta. As orbitas dos pla-
I netas sdo aproximada-
mente elipticas e sdo
descritas pelas leis de

APLICACAO PrRATICA

(1571-1630), astronomo alemao, foi o primeiro a descrever as
Orbitas da Terra e dos planetas em torno do Sol.

|
|
|
| Kepler. Johannes Kepler
|
|
|

47.

48.

49.

50.

(PUC-SP) Determine a distancia do ponto Q(1, 1) a reta t cuja
equacaoéx +y — 3 =0.

(PUC-SP) A altura do triangulo ABC, relativa ao vértice A, onde
A3, 2), B(1, =3)e C(—4, —1) é:
a) V29 b) 3429 o V229 d) 2429 o) V239

(Cescem-SP) Calcule a distancia entre as retas ¢;, de equacéo
3y = 4x — 2, e {,, de equacdo 3y = 4x + 8, sabendo que ¢, // ¢,.

P ¢ (Sugestdo: Fazendo x = 0
na equacao da reta €¢,, ob-
temos um certo valor para
y; em seguida, basta calcu-
lar a distancia de P(0, y) a

ol ¢

reta €,).

(Cesgranrio-R)) O ponto A(=1, —2) é um vértice de um triangulo

equilatero ABC cujo lado BC esta sobre a reta de equacdo x + 2y
— 5 = 0. Determine a medida h da altura desse triangulo.
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22. Definicao de circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto dos pontos do
plano eqiidistantes de um ponto fixo O, deno-
minado centro da circunferéncia.

A medida da distancia de qualquer ponto
da circunferéncia ao centro O é sempre cons-
tante e é denominada raio.

23. Equacido reduzida da circunferéncia

Dados um ponto P(x, y) qualquer, pertencente a uma cir-
cunferéncia de centro O(a,b) e raio r, sabemos que: d(O,P) = r.

YA

A equacao reduzida da circunferéncia expressa a distancia
entre os pontos O e P, por meio de suas coordenadas.

Jx—a? +(y —b? =r

Assim, temos que um ponto P(x, y) qualquer da circunfe-
réncia s6 pertencera a circunferéncia se, e somente se, a dis-
tancia d(P, O), sendo O o centro da circunferéncia de coorde-
nadas O(a, b), for igual ao raio r.

Elevando ambos os membros dessa equacao ao quadrado:

[(x —a)’+(y—b)?= rzj
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Escreva as equacgdes reduzidas das circunferéncias de cen-
tro O e raio r, nos seguintes casos:

a) O2,5)er=7 c) O0,0) er=3
b) O, 4)er =5 d) O(=2, =3)er=+7
Resolucao:

a) Pela equacdo reduzida da circunferéncia, temos:
(x—a)2+(y—b)2=rz,ondea=2eb=5:
(x — 2)* + (y — 5)° = 49
b) (x —0)* +(y—4)°=5"=x"+(y — 4°= 25
c) O centro da circunferéncia esta na origem, entao:
x2—|-y2=r2:>x2+y2=32:>X2+y2=9
d)Ix— (=2 +1ly—(-3)1’=(7)=
x4+ 22+ (y+3)?2=7

2. Escreva o centro O e o raio das circunferéncias a seguir,
dadas as equacodes das circunferéncias:

A (x—1)7+(y—=37"=16 o) x*+(y+2?>*=5
b) (x +7)+(y —4)* =81 d)(x—2)7+y =1
Resolucao:
ASe(x— 1+ (y—3)7=16
representa a equacdo de uma circunferéncia, temos que:

O(1, 3) — centro da circunferéncia
V16 = 4 — raio da circunferéncia

b) O(—=7,4)er =9
c) O, =2)er = 5
d) O2,0er=1
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3. Seja (o) uma circunferéncia cuja equacao é
(x — 2)* + (y — 3)* = 100. Verifique se:

a) P(8, —5) pertence a (a); c) (o) passa pela origem.
b) Q(3, 2) pertence a (o);

Resolucao:

a) Fazendo x = 8 ey = —5 e substituindo esses valores na
equacao de (o), temos:

8—2)°+(=5—-3)°=100=6"+(—8)" =100 =
= 100 = 100
Portanto, P(8, —5) € (o).
b) Fazendo x = 3 ey = 2 e substituindo esses valores na
equacdo de (o), temos:
B-2+2-3°=1"+(-1¥=1+1=2+#100

Logo, Q(3, 2) & (o)

c) Se (o) passa pela origem, entao P(0, 0) pertence a (a);
entdo, fazendo x = 0 e y = 0 e substituindo esses valo-
res na equacdo de (o), temos:

0—2°+(0=372=(-2"+(=3>=4+9=13# 100
Logo, () ndo passa pela origem.

4. Obtenha a equacao da circunferéncia com centro no pon-
to O(7, 10) e que passa pelo ponto P(10, 14).

Resolucao: Temos que o raio dessa circunferéncia é
r = d(0, P).
p Logo, pela férmula da distancia, temos:

= 0 = x)? H (yy = yy)?

= J00-7)7 +(14-107 =r=+25 =
= r=25
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E a equacdo da circunferéncia de centro O(7, 10) er = 5, é:
x—a’+(y—b?=r=

= (x— 7+ (y—10)7%= 25

ENERCICIOS PROPOSTOS

51.

52.

53.

Escreva as equacoes reduzidas das circunferéncias de centro O e
raio r, nos seguintes casos:

a) O(1,5)er=2 e) O0,0er=328

b) O(-3,2)er=56 fy O, =5 er=2+2

c) O4, =5)er=3 g) O3,0 er=1

d) O(—=1, =2)er= 45

Escreva o centro O e o raio das circunferéncias abaixo, dadas as
equacgoes das circunferéncias.

Q) (x =3+ (y+5°=9 d) x* + (y — 1)* = 100

b)) (x + 7) + (y + 1)° = 4 e) x> +y =6

c) (x —3)* +y> =16 f) (x +4)* +y”> = 81

Verifique se o ponto P(—4, 1) pertence a uma circunferéncia (o)
cuja equacdo é: (x — 3)> + (y — 4)* = 25 e se (o) passa pela origem.

ENERCICIOS COMPLENENTARES

54. (UFPB) A equacdo da circun- b) (x — 1)* + (y — 2)2 =75

feréncia que passa pelos pon-
tosA=(1,2)eB =(3,6)e ) (x =1+ (y—2)" =10
cujo centro é o ponto médio
do segmento AB é:

a) (x —3)" 4+ (y — 6)" =1 e)(x — 2>+ (y—4)>=5

d)(x =22+ (y— 42 =1
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55.

56.

57.

346

(FEI-SP) Determine a equa-
cao da circunferéncia com
centro no ponto C(2,1)
e que passa pelo ponto
A(T1,1).

(PUC—SP) O ponto P(—3, b)
pertence a circunferéncia de
centro no ponto C(0, 3) e de
raio r = 5. Calcule o valor

de b.

(FGV-SP) Determine a equacao
da reta que passa pelo centro
da circunferéncia de equacao
x2+y2—4x—4y+4=0e
é paralela a reta r, de equacao
2x + 3y = 0.

58.

59.

(FMU-SP) Uma circunferén-
cia tem centro C(4, 3) e pas-
sa pela origem. A equacao
desta circunferéncia é:

a)x2+y2=25

b) x> + y* — 8x — 6y = 0
c) x> +y> — 8x — 6y = 25
d)x2+y2—3x—4y=O
e) x> +y>+8x+6y=0

(Mackenzie-SP) Determine a
equacao de uma circunfe-
réncia cujo diametro é o
segmento de extremidades
A(2, 8) e B(4, 0).

Leia sobre Os cristais e suas formas geométricas no Encarte
Colorido.
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GABARITO

Capitulo 1 — Funcdo do 12 Grau

1.a) k # =2 d) k # %3
b) k # 4 e) k #0
c) k # £5 fy k#6

2.a) \z

1
=
3
b) Y
N
N
C) Y
1 -
: X
_5-- \

3.y =2x — 2

4.a)y=—=x+3
b))y = —x —2

10.
11.
12.

ay=2 cy=x—4
b)y = —x
a) S = {7} d)S={-3}
b)S = {—3} e)S={—-15}
c) S =1{14}

_ _ 1
k =36 8.p = —
a)m> —3 b)m>—%
a)p <27 byp< -7

= {3}

a) N

sex =7entaoy =0;sex>7,
entaoy < 0;sex<7,entaoy >0

sex =—12,entaoy = 0;
sex > —12,entaoy > 0;
sex>—12,entaoy <0

c) N
_%\

se X = —%,entéoy=0;

sex>—%,entéoy<0;

sex<—%,entéoy>0

d)N
1\

sex=1,entaoy = 0;
sex>1,entaoy < 0;
sex <1,entaoy >0
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e

|
X

sex=—%,entéoy=0;
sex>—%,entaoy>0;
sex<—%,entéoy>0
1 —
?\
sex=—%,entéoy=0;
sex>—%,entéoy<0;
sex<—%,entaoy>0
13.a) S={x ER|x =< 2}
b)S={x€R|x=15}
oS={xeR|x<T1}
d)S={x€ER|x> -2}
e)S = foR|x>—8Tr5

14.a) S={x €
b) S = xE[R|—5sxs%}
c)S=1{-2}
d) S = {xE[R\x<—oux>2}

15.a) S = {foR|x<1oux>l}

c)S={xER|2<x<5}

d)S ={xER|x< —-9o0ux=0}
16.c 17.e
18.4e2o0ude—2
19.13 20.e 21.b 22.b
23.c 24.b 25.82  26.e
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Capitulo 2 — Funcdo do 22 Grau

T.a) k # 1 c)k#5
b) k # —35 d)k#0

d)S=0
3k<% 4. m==21 5.p>4
6.a) Op>2,20p<?2
by Op>-—-18,@p< —18
c)Wp>-23;,@p<-—-23
d@®p<6,@0p>6
7.a) WA>0 o MWA>0
@ -1el @1eb5
® -2 ® -9
by A =0
@x=2
33
8.a) (1, 0) d) (_i, 17
2 4

xY



INE

Im(f) ={y e R|y = 0}

xY

xY

X

xY

10.51
11.a)0x<1_T “mou
ox>11TVI0 “10:>y>0
3
oy — 1++10 =y =
3
. 1—\/10<X<1+ 10
3 3
=y <0

12.

13.

b)ex< —-4oux>4=y<0
ex=124=y=0
¢4 <x<4>=>y>0

A)VXeER=yYy<O
d)VxER=y>0

e)°x<—%oux>1:>y<0

°x=—ioux=1:>y=0

0—%<x<1:>y>0

flex=0=y=0

e VXER|x#0=y<0
g)ex=0=y=0

e VXER|x#0=y>0

aA)S={xER|x<—-2o0ux=8}
b) S = {x€R|isxsi}

AOS=0 dS=T e)S=R
f) S={xER|x< —4o0oux=1}

g) S = {xER|~1-42 <x<—1++2}

a) S = {XE[R|X<2—\/EOU
O<x<4oux>2+\/g}

b)S = {xE[R|x<—%ou

—i<x<00ux>1—0}
2 3

c)S={xER|x=< -3
ou —2 < x<3o0ux >4}
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d)S={xER|x<1oux>2} b) YA

e)S={xeER|0<x<T}
14.a 15.b 16.b 17.48
18.e 19.15 20.b 21.a
22.b 23.c 24.29 25.c
26.a 27.b 28.a 29.e

xY

C) YA
Capitulo 3 — Funcao Modular
1.a) 15 ) 7,3 e) 81 \4
b) 204 d) 16,1 f) 12,5
2. 5x,sex =0 ! >
5 — 4 O 8 X
a) [5x {—5x,sex<0
— <
b)|—3x|={ 3x,se x <0 d) YA
3x,sex >0 \
15
2X + 4,sex= —2
2x + 4| = /
<) 2x | {—2x—4,sex<—2
— <
d)|—x+7|={ X+ 7,sex<7/
X—7,sex>7 >
0 5\ X
_JA4x—16,sex=4
e)|4X_16|_{—4x-|—16,sex<4 4.a)S=1{-4,4} e S=
3
2 X°— 4, sex<—20ux>2 b)S=1{-4,4 f) S= _/3}
f) |X _4|: 2 ! 2
X"+ 4,5e —2<x<?2

—7Xx —35,sex=-—5

—7X — —
8) |=7x = 35| {7x+35,sex>—5

- 5.a)S=1{-7,-2,2,7)
.a
vA b)S ={-9, 9}
c)S=1{-6,-5,5,6}
d)S=1{-1,1}
e)S =0
6.a) S={XER|x<-120ux=12}

b)S={x€ER|-7<x<7}

xY

Q)S = {XER|—BSXS—%}
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d)S = {xEﬂ?|x<—%oux>3}

e)S={xER|x=<—-100ux=6}

fy S=R
g8 S=0

h)S = {XEP|XS%OUX>2}
i) S=R

j)S=0
7.b 8.c 9.b 10.d
11.d 12.c 13.d 14.c
15.a 16.a

Capitulo 4 — Funcdo Exponencial

1.a) S = {2} d) S ={3 -3}
b) S = %} e) s = {4)
c) S = {3} f) S ={—4}

2.a) S = {3} c)S =1{2}
b)S = {1}

3.a) S =1{0, 1} c) S = {2}

b) S = {1, 3} d)S=3d

4.5 = {0, 2}

d) crescente
e) crescente
f) decrescente

5.a) crescente
b) decrescente
C) crescente

1

6.a)a>—2 c)a> 40
b)a<1

7.a) =27 <k< —-24
b)4<k<5
c)9<k<%

11

12.
16.
20.
24.

e)S = {XEP|XB%}

fy S={xeR|x>4}
g)S={xER|x>—14}

h)S = {X€P|X>—i}
2

.b
10.
a)S={xeER|x>1}

S={x€ER|x=< 3}

byS={x€R|x= -2}
c)S={xeR|x>2}

C 13.d 14.d 15.42
40 17.17 18.e 19.d
e 21.c 22.4 23.e
C 25.13  26.c

Capitulo 5 — Funcdo Logaritmica

1.

a) 7 e) —2
b) 3 H L
4
3
3 2
c) g) 2
d) —4 h) 4
) Ix ER|x> -3
)X ER|[x>2
c){xER|[x>5
d){xER|[x>—ex# 1}
)6 A3 g2 ) 20
b) 3 e) 3 h) 2 ) 9
c) 0 f) 5 i) 0
a) X = 64 d)x=@
b) x = 32 e) x = 242
c) x =100
k=31
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6.a) 2,37475 e) 1,72428
b) —0,30103 ) —0,04576
) 1,96848 g) 2,62221
d) 2,96142

7.a)5|ogm+2|ogn—%logp

b) %Iogr—4logs—|ogt

8.a) 1,477 c) 1,38
b) 1,255
9.e 10.a 11.c
11
12.a) k> -3 c)k>—?
b)8<k<9 d) i<k<l
5 5
13.a) S = {8} d) S = {4}
b)S = {-2} e)S=0
c)S=0
14.a2) S = {8} c)S = {83}

b)S ={16} d)S= {O,Iog3%}

15.5 = {99} 16.S = {4}

17.a) S={xER|3 <x<7}
b)S = {foR|x>%}
AS={xER|1<x =<4}
d)S={xER|x>%}
e)S={xER|3<x=19)

18.a 19.a 20.17 21.d
22.cC 23.b 24.e 25.e
26.C 27.e 28.e 29.e

30.D={xER|-10<x<5ex # 2}
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Capitulo 6 — Funcées Circulares-

Trigonometria

11.
14.

15.
18.

19.

.a)sené=i,sen (AZ=i
5 5
cosl§=i,cosé=i
5 5
5 4 - 3
teB= -, tg C= —
8 3 8 2
b)sené= 2\/§,sené=£
5 5
cosl§=—5,cosé=ﬁ
5 5
a - 1
tgB=2,tg C= —
8 8 >
.sen 15° = 0,26
cos 15°=0,97
tg 15° = 0,27
.sen 27° = 0,45
sen 63° = 0,89
.a) 13 d) V17
b) 4 +/21 e) 7
c) 3 f) 15
.I5cme20cm 6.5cm
) o b)8+3 )6
.e 9.e 10.c
b 12.b 13.b
a) 43,96 cm c) 10,886 m
b) 75,36 cm
r=2cm 16.9 m 17.20
1.004,8 km
t=4h
a) 2% rad o) 23T rad
3 18
b) 23T o d) 3T rad
18 4



20.a) 210° b) 225° ¢) 240° d) 330°
21.c 22.cC
Ba)%%+k n, ke Z
b)%?+k i ke z
c) STn +k-2n, kez
24.a) I rad C) 2T rad
6 3
b) ﬂrad d) 3 rad
3 4
25.a) 320° c) STTC rad
b) 132° d) zero
26.a) £ C) £ e) —ﬂ
2 2 2
NP ER
2 2
27.42 — 4
28.a) -3 =m<0 b)-1=m=<=9
29.a) 1 c) 0 e) ﬂ
2 2
3 V2
b) —1 d -2 f) — 22—
) ) > ) >
30. 42 — 246 31. ¢
32.i£i- 33.-3 34 3
2 4 4
35m=2oum= —1
36.a) 1 Q) =3 e
S IR
2
37.A = i 38.c
2
39.a) —1 b) 2 c) —1
40.1 41. 84
42.a) tg o b) cotg o

4

43.senx=1ousenx=—?
44cosx—iecosx—1
45.2) ={x€fR|x=—+k 21 ou
k»s={ﬂ3—£}
6 6
c)S:{xerR|x—STn+k 27 ou
x=1% k2nk€Z}
4
d)5:{7_n,”n}
6

46.

.d 48.e

hs={% 3n 5% 77:}

a) S = {xEﬂ%|x=—+k 21 ou
x=%+k 2n,kEZ}
b)S = {ﬂ,_n}
3 3
c) S= {xEﬂ%|x=—+k 271 ou
x=%%+kznkez}
d)S =

6
ER|x=k-m k €7}
T 3t 5w 77:}

’ ’ ’

4" 4" 4 4

=
wn
I
—_—

49.0
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50.a) S={x € R|x =kr, k € 7}

5

b) S = {XE[R|X— 6n—|-k kEZ}

{xerR|x——+ krm, kez}

{xE[R|x 2Tt kr, kEZ}
{xEH?|x——+knou
X——+kTC kEZ}

4
51.a) S = {xeﬂQ|O<x<—ou

—<x<2ﬂ:}

b) S = {XE[R|5—
6

//\

x

A
o ‘;’
H—J

d) s = foR|O<x<%ou

ELIS N

e)S={xER|n<x<2nm}

f)y S = {foR|%<x<nou

3T <o
2

g) S = {xER|O<x<%ou

—<x<ﬂou3—n<x<2ﬂ:

52.S={xE[R|O<x ’2‘
2 <x<in
ou—<x<2n
2
53.D={x ER|0<x<n)
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54.D = {xem|0<x<%
ou5—n$x<2n}
55.sen 15° = @,
cos 15° = JEJF\/E,
4
tg 15° =2 — /3
56.sec 105° = — 42 — /6 ,
cossec 105° = «/7—«/5
343 +4
57.2) 7\2 ( ) ) —7
10 10
58.A =2 + 42
59.a) 21 c)z?“ e)4n @) 2m
b) 2n d)% f) 6x
60.d 61.3 cm 62.d
63.cC 64.35 m 65.a
66.d 67.C 68.d
69.13 70.d 71.c
72.b 73.d 74. e
75.b 76.e

Capitulo 7 — Seqiiéncias e
Progressées

1.a) (3,8,13,18, 23, ...)

b) (;1,;,2,;_,_)
2 2 2

c)(—1,—-2,—4,-8, ...

)
2.a) r = 4 (crescente)
b) r = —5 (decrescente)
C)

r = % (crescente)

d) r = 0 (constante)
e)r = —\/g (decrescente)

f) r = 0 (constante)



3.m =6
w(-2-2-2 -1

5 5 5
5.(—1,3,7) 6.(6,4,2)
7.a) 10 b) 193 c) 73
8.r=10 9.63 10.17

11

.(5,8,11,14,17, 20, 23, 26,

29,32, 35, 38, 41, 44, 47)

12.4 13.128
14.112 15.5,=114
18.16 19.24 20.e
21.3,6,9,12,..)  22.1.986
23.a) =3 b) % N7 da4
24.p= 1 25.(—1, —6, —36)
16
26.(—4, —2,—1) 27.09,3,1)
28.a 29, 1
243
30.1.024 31.42
32.343 47 33.16
34, 1.023 35.-1.092
512
36.a, =1 37.6 38.Sétimo
39.0) 2 o) 4 b) -
3 3
40.10 41— L
2
42.b 43.b
44.61 45.¢
46.91 47.16 filas
48.a 49.b
50.d 51.b
52.b 53.e

Capitulo 8 — Matrizes e
Determinantes

(-1 -4 -7
1.B=|5 2 -1

15 129

S
2.c=| " 72

11

L‘] 1_

3.x=3ey =1
4.x=—-6,y=2ez=11

25 13 19 7
5.a) | 6 10 b) 6 10
2 -3 -2 11
6. d
el el
4 8
8.13 5 9.32
4 8
10.80 11.89 12.a
13.a) 5 b) 14 C) \/E
14.a) —3 b) 7 c) —1
15. a
16.a) 15 b) —85
17.d 18.0 19.b
20.100 21.e 22.a
23.b
24.0, pois possui uma coluna com
zeros.
25.e 26.a
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Capitulo 9 — Sistemas Lineares

1.b,d, e

3.a) E linear.
b) N3o é linear.

2.k=3

¢) E linear.

4.a, C

5.(1,0, 1) é solucao, mas
(0, —3, 1) nao é solucao.
k =

6. -5
SR
|1 =3] |y -7
(5 -3 0 X 9
by |-2 0 2 y| =16
1T 5 -3 z 7
8.a) 2x1 — x5, + 5x3 =0
3xy — 3x, =0
—X; + 2x3 =0
b)3y =3
2x = 4
9.56 10.c 11.d
12.(1,2) 13.2 14.c 15.d
16.k = 42 17.d
18.d 19.14

Capitulo 10 — Anaélise Combinatéria
e Bindmio de Newton

d) Nao é linear.

1.60 nimeros; 125 ndmeros
.40 opcoes

.144 maneiras

.36 maneiras

.10* = 10.000

.720 anagramas

.a) 81 nimeros

o N O U AW

.com repeticao: 135.200
sem repeticao: 117.000
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b) 90 nGimeros

10.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
19.
21.
22.
23.
24.
26.
28.
29.
30.

31

32.
34.
36.

37.

.26 - 25 - 24 = 15.600 maneiras

distintas
2.652 11.12
a) 42 b) 420 c) 209
a) 1
(n—5)
b) x — 1
C) n> — 3n? + 2n
d) (n® +3n* +2n—1)
n
ayn=3 c)n=5
b)n=06 dn=28
a) S = {4} c) S = {2}
b)S = {7} d) S = {8}
a) 720 b) 6
S = {6} 18.72
a 20.1.446
a) 720 b) 2.160
48
a) 6 b) 1 c) 1
232 25. S = {10}
8 pessoas 27. 5.040
a) 10 b) 125
a) 19 b) 35
4.512
.a) 151.200 b) 1.260
30 33.20
6! =720 35. 4
a)84 o)1 e) 15 g) 10
b)35 d) 1 f) 10
a) S = {1}
b) S = {i/i}
22
S = {1/2}
3



38. o 330
4
39.9 40.16

41.a) x> = 5x* + 10x> — 10x> +5x — 1

b) 16x* — 96x°y +
+ 216x2y2 — 216xy3 + 81y4

Q1 +9a+ 132524 135 34
L 1.215 a44+ 729 5
16 16
42. x° = 3x* + 3x* - 1
43.c 44.T, = 20
45.c 46.b

Capitulo 11 — Probabilidade

e Estatistica

13 52 4
2.a) 4 by - o =
6 6 6
3.Sérgio: i;Morgana: 1
5 4
4.a) 3 b) 1
10 10
5 4 6 2 7 2
13 3 13
= 1 8
8.p(F) = —ep(F)= —
P (E) 9 P 9
1 = 3
9.p(E) = — ep () = =
p 7 p (E) 4
91 91 91
1, = _1
6 1.296
12. a) £ 0u20% by =
5 14
13, 14. 2 =30%
16 0

15. 2
5
16.2) & by 1o
27 27
L, 4547
8.192
18.a) 0,36015 ) 0,83193
b) 0,1323
19. L 20. L 21.45%
12 36
22.d 23. 2 24.d
9
25.a) 1 b) *
30
26.C
27.a) Ma=5,1;Md=5eMo =5

b) Ma = 42; Md = 35 e Mo nao
existe

c)Ma=41,Md=4eMo=3¢eb

d)Ma=4,17;Md=4,5eMo =6

28.a) R$ 17,00 e R$ 153,00 (como
sao dois, podemos dizer que

é bimodal)

b) R$ 85,00

c) R$ 87,12

29. Soma das alternativas corretas 63
(todas)

30.e 31.c

Capitulo 12 — Matematica Financeira

1.8%

2.50 homens
3.R$ 84,00

4.a 5.20%
6.R$ 208.000,00
7.a) 20%
8.R$ 37.500,00

b) 16,66%
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9.23% 10. R$ 27,00 b) 0 — 2i d) 0 + 6i

)
11.R$ 400,00 12. ¢ e) 0+ 10
13.b 14.d 15.b 4.a) Re(z) =5 elm(z) = —3
b) Re(z) = 0 e Im(z) = 1
16.d 17.d
c) Re(z) =5elm(z) =2
18.x = 5% d) Re(z) = 3 elIm(z) =
19.0 preco diminuiu em 4%. 5.a) imaginario c) imaginario
20.a b) imaginario puro d) real
21.a) Em 15/3 o preco era de R$ 20,00. 6.a) x = —7 b) x =3
Em 15/4 o prego era de R$ 31,20. 7.y=5 8. 1 9. c
b) O maior |nd|Fe de reajuste 10.a) =i b)i o)1 d) —1
aconteceu em julho (41,8%). .
c) O percentual de reducao foi .1 =i 12.b 13.b
de 5% sobre o preco. 14.a)a=—2,b =
22.12% aomés  23.a bya=-3,b=9
c)a=2,b=—-1
24.540 dias ou 18 meses ou 1 ano e — —
heio 15.2) Z = —i Q) Z=3-i
25.2% a0 més 26.20 meses ) Z=1+2i d) Z=-2-4i
16.a) Z = —1 + 2i
27.b 28.5 anos b)Z = 5 — 8i
29.R$ 4.207,65 c)Z=—5+ 8i
30.a)i=71,6%  b)i=11,6% d)Z =19+ 19i
) O e)Z=—-5—12i
31.Devera escolher o plano a vista. f) Z=—16 —30i
32.A segunda opc¢do é mais vantajosa. 17.a 18 ¢ 19.b
33.20% 34.c 35.b 36.a 20.2)S=1{3i—1} o S=1{1i, —i)
b)S = {2 + 2i}
Capitulo 13 — Numeros Complexos 21.¢ 22.7 23.d 24 e
25.a) p = V17
1.a) S = {\/g,—\/g}
b)S = {—2 + 2i; —2—2i "1
c)S={2+1i2—1i}
2.a) —49 c) —2i
b) —9 d) — 22 + 4i 0 b x
3.a) = + 0i o-1to+o0i [ P=1, 4
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YA
______ P2, 1)
v
0 ’ X
cop=3
YA
P, —3)
_‘ ;
3g(_J 0 X
p
dp=11
1
PO, 11)
p
0 X
e)p =2
YA
______ P(1,3)
/!
0 ’ X
26.72 27.b 28.33
29.26 30.45
31.a) z,-2,=16 b) ZL =23 +2i
Z)

32.2) 212y 73 224(COSSTTE +isen5Tn)

b) —(22 '23) =6 (cosz—n + isen2—n)
Z1 3 3

33.a) |zl =p=4e06=180°

oud =mn
b)|z\=p=3e9=270°
_ 3m
ouop=—

o) lzl=p=2e06=060°
R
3

34.a) z= «/E(cos% +i sen%)

ou 0 =

b) z=8 (cos7—7E +i sen7—n)
6 6

c) z =5(cosm + i senm)

35.a) z =22 + 242

b) —2i
) «E —«Ei
36.cC

Capitulo 14 — Polinémios e
Equacées Polinomiais

1.a) Termos: x4, —3x3, %xz, X, —3

1

Coeficientes: 1, =3, —, 1, =3

b) Termos: %xz, —5x, «E

Coeficientes: i, -5, \/5
c) Termos: —x2, x§1

Coeficientes: —1, 1, 1

2.4a,c¢d

3. a) gr(P) =4 d) gr(S) =2
b) gr(Q) = e) gr(T) =8
c) gr(R) = f) gr(U) =1

4.2) P(x) = —6x" + 0x® + 2x° +
+0x4+0x3—3x2+0x+2

b) Q(x) = %szrOerO
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5.Sendo P(x) = 0, podemos escrever:

P(x) =0x +0

P(x) = 0x? + 0x + 0

P(x) = 0x” + 0x°+ ... + 0

Logo, nao se pode definir o grau
de P(x) =0

6. C 7. m=4
8.agm=0 b)ym # 0
9.a=—-1leb=1+i

10.e 11.20 12.b 13.a
14.b 15.a 16.33 17.11

18.R(x) = 23
19.e 20.b
21. (x) =5(x—3)(x — 1)

a) P

b) Px) =2(x — 2)(x — H(x + 1)
22. S={1, —i, i}

23.c 24.b 25. 8 26.cC

27.a) P(x) = x* — 4x®> — x* +
+ 16x — 12

b) P(x) = x> + 2x% — 3x
28.19 29.e 30.a 31.d
32. S =1{2, 3,5}

33.e 34.zero 35.zero

Capitulo 15 — Geometria Analitica

1. a) 8 b) 3 c) 5
2. YA

G A T

$-®----13 p f

L 21--¢-9

b T . B

+ + + @ >

-3 =2 oL 1 2 3 X

® 12

Eg—4
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(O8]

. A(3, 4); B(—3, 0); C(0,2);
D(5,0); E(O, —5); F(—=2, —3)
.a) m, ou seja, A(m, m)
b) —b, ou seja, B(—b, b)
c) —c,ouseja, C(—c, —c)
d)
e) 0, ou seja, E(e, 0)
f) 0, ou seja, F(O, —f)

.a) d(A, B) = 242

b) d(C, D) = 113

o) d(E, F) = 5

10 7.b 8.c

—n, ou seja, D(n, —n)

9.d 10.x = 8 11.e

12.

13.

15

17.

18.

21.
22.

23.
25.
26.
27.
28.
29.

7 9
Magl =, 3], Macl 2, =
o[ Z3) M2 2)

9 11
evuc( 3. 5)

B(4, 5) 14.c
5 11
.M _—, —— 16.b
o[£ -2)
a) alinhados c) alinhados
b) nao alinhados
C 19.29 20.24

m= 3

aym=256

b) O coeficiente angular m ndo é
definido.

c)m=20

C 24.d
x—3y+7=0

C

2x +y+2=0

d

a)x =5 b)y =5



30.

31.

31.

32.

33.

34.

35.
36.
37.

a)y = 2x

1 7
b))y = ——x+—
)y 3 3
c)y=—-2x+6
dy=4x -5
e)y =4
a)y=3x+12

13

hyy = — X - 19
)Y 4 2
a)y=—-2x+6;m=—2e
b==6
b)y=4x -5, m=4eb= -5

c)y=4,m=0eb =4 (reta ho-
rizontal)

S
2
coeficiente linear = %

a) coeficiente angular =

b) coeficiente angular =

9

4

c) coeficiente angular = —7
coeficiente linear = 5

Iy

coeficiente linear =

a)ry //r
A u#F4d4eveR

b)ri Xry ) ri// 1,

38.
42.
43.

45.

46.

47.

48.
51.

52.

53.
54.
55.
56.
57.
58.

59

byu=4ev # 14
c)u=4ev=4

d 39.b 40.c 41.a
3x+y—19=0

d 44.p =18
i+ﬁ =1 ou

25 16

16x% + 25g% = 400

a
dQ, = N2

2
a 49 2 50. 245
a)(x — D2+ (y—5?%=
b) (x + 3)2 + (y — 2)® = 36
c)(x — 42+ (y+5)?%=
d)(x + 12+ (y+2)?2=
e) x> + y° = 64
fy x>+ (y +5)?%*=8
g) (x — 3 +y? =1
a) O3, =5)er =
b) O(=7, —1)er =
c) O3,0)er =
d) OO0, 1)er=10
e) O0,0)er = «/g
f) O(—4,0)er =
P(—4, 1) & o e o passa pela origem.
o

x =2+ (y—1)72=1
b=—-Toub=7

2x + 3y — 10 =0

b

(x =32+ (y—4r=17
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N

10
11
12
13
14

15
16
17
18
19

20
21
22
23
24

25
26
27
28
29

30
31
32
33
34

35
36
37
38
39
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0

0000
0414
0792
1139
1461

1761
2041
2304
2553
2788

3010
3222
3424
3617
3802

3979
4150
4314
4472
4624

4771
4914
5051
5185
5315

5441
5563
5682
5798
5911

TABELA DE LOGARITMOS DECIMAIS

0043
0453
0828
1173
1492

1790
2068
2330
2577
2810

3032
3243
3444
3636
3820

3997
4166
4330
4487
4639

4786
4928
5065
5198
5328

5453
5575
5694
5809
5922

0086
0492
0864
1206
1523

1818
2095
2355
2601
2833

3054
3263
3464
3655
3838

4014
4183
4346
4502
4654

4800
4942
5079
5211
5340

5465
5587
5705
5821
5933

0128
0531
0899
1239
1553

1847
2122
2380
2625
2856

3075
3284
3483
3674
3856

4031
4200
4362
4518
4669

4814
4955
5092
5224
5353

5478
5599
5717
5832
5944

4

0170
0569
0934
1271
1584

1875
2148
2405
26438
2878

3096
3304
3502
3692
3874

4048
4216
4378
4533
4683

4829
4969
5105
5237
5366

5490
5611
5729
5843
5955

5

0212
0607
0969
1303
1614

1903
2175
2430
2672
2900

3118
3324
3522
3711
3892

4065
4232
4393
4548
4698

4843
4983
5119
5250
5378

5502
5623
5740
5855
5966

6

0253
0645
1004
1335
1644

1931
2201
2455
2695
2923

3139
3345
3541
3729
3909

4082
4249
4409
4564
4713

4857
4997
5132
5263
5391

5514
5635
5752
5866
5977

7

0294
0682
1038
1367
1673

1959
2227
2480
2718
2945

3160
3365
3560
3747
3927

4099
4265
4425
4579
4728

4871
5011
5145
5276
5403

5527
5647
5763
5877
5988

0334
0719
1072
1399
1703

1987
2253
2504
2742
2967

3181
3385
3579
3766
3945

4116
4281
4440
4594
4742

4886
5024
5159
5289
5416

5539
5658
5775
5888
5999

0374
0755
1106
1430
1732

2014
2279
2529
2765
2989

3201
3404
3598
3784
3962

4133
4298
4456
4609
4757

4900
5038
5172
5302
5428

5551
5670
5786
5899
6010



40
41
42
43
44

45
46
47
48
49

50
51
52
53
54

55
56
57
58
59

60
61
62
63
64

65
66
67
68
69

6021
6128
6232
6335
6435

6532
6628
6721
6812
6902

6990
7076
7160
7243
7324

7404
7482
7559
7634
7709

7782
7853
7924
7993
8062

8129
8195
8261
8325
8388

6031
6138
6243
6345
6444

6542
6637
6730
6821
6911

6998
7084
7168
7251
7332

7412
7490
7566
7642
7716

7789
7860
7931
8000
8069

8136
8202
8267
8331
8395

6042
6149
6253
6355
6454

6551
6646
6739
6830
6920

7007
7093
7177
7259
7340

7419
7497
7574
7649
7723

7796
7868
7938
8007
8075

8142
8209
8274
8338
8401

3

6053
6160
6263
6365
6464

6561
6656
6749
6839
6928

7016
7101
7185
7267
7348

7427
7505
7582
7657
7731

7803
7875
7945
8014
8082

8149
8215
8280
8344
8407

4

6064
6170
6274
6375
6474

6571
6665
6758
68438
6937

7024
7110
7193
7275
7356

7435
7513
7589
7664
7738

7810
7882
7952
8021
8089

8156
8222
8287
8351
8414

5

6075
6180
6284
6385
6484

6580
6675
6767
6857
6946

7033
7118
7202
7284
7364

7443
7520
7597
7672
/745

7818
7889
7959
8028
8096

8162
8228
8293
8357
8420

6

6085
6191
6294
6395
6493

6590
6684
6776
6866
6955

7042
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7210
7292
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7451
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7604
7679
7752

7825
7896
7966
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8235
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8426

7

6096
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7300
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7459
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7760
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8
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6609
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6884
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7308
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7466
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7694
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7839
7910
7980
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8116

8182
8248
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8376
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9

6117
6222
6325
6425
6522

6618
6712
6803
6893
6981

7067
7152
7235
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7396

7474
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7627
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/774

7846
7917
7987
8055
8122

8189
8254
8319
8382
8445
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70
71
72
73
74

75
76
77
78
79

80
81
82
83
84

85
86
87
88
89

90
91
92
93
94

95
96
97
98
99
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8451
8513
8573
8633
8692

8751
8808
8865
8921
8976

9031
9085
9138
9191
9243

9294
9345
9395
9445
9494

9542
9590
9638
9685
9731

9777
9823
9868
9912
9956

8457
8519
8579
8639
8698

8756
8814
8871
8927
8982

9036
9090
9143
9196
9248

9299
9350
9400
9450
9499

9547
9595
9643
9689
9736

9782
9827
9872
9917
9961

8463
8525
8585
8645
8704

8762
8820
8876
8932
8987

9042
9096
9149
9201
9253

9304
9355
9405
9455
9504

9552
9600
9647
9694
9741

9786
9832
8977
9921
9965

8470
8531
8591
8651
8710

8768
8825
8882
8938
8993

9047
9101
9154
9206
9258

9309
9360
9410
9460
9509

9557
9605
9652
9699
9745

9791
9836
9881
9926
9969

8476
8537
8597
8657
8716

8774
8831
8887
8943
8998

9053
9106
9159
9212
9263

9315
9365
9415
9465
9513

9562
9609
9657
9703
9750

9795
9841
9886
9930
9974

5

8482
8543
8603
8663
8722

8779
8837
8893
8949
9004

9058
9112
9165
9217
9269

9320
9370
9420
9469
9518

9566
9614
9661
9708
9754

9800
9845
9890
9934
9978

8488
8549
8609
8669
8727

8785
8842
8899
8954
9009

9063
9117
9170
9222
9274

9325
9375
9425
9474
9523

9571
9619
9666
9713
9759

9805
9850
9894
9939
9983

7

8494
8555
8615
8675
8733

8791
88438
8904
8960
9015

9069
9122
9175
9227
9279

9330
9380
9430
9479
9528

9576
9624
9671
9717
9763

9809
9854
9899
9943
9987

8

8500
8561
8621
8681
8739

8797
8854
8910
8965
9020

9074
9128
9180
9232
9284

9335
9385
9435
9484
9533

9581
9628
9675
9722
9768

9814
9859
9903
9948
9991

9

8506
8567
8627
8686
8745

8802
8859
8915
8971
9025

9079
9133
9186
9238
9289

9340
9390
9440
9489
9538

9586
9633
9680
9727
9773

9818
9863
9908
9952
9996
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SIGLAS DE VESTIBULARES

Acafe-SC: Associacdo Catarinense das Fundag¢des Educacionais
Cefet-PR: Centro Federal de Educacdo Tecnolégica do Parana

Cescea-SP: Centro de Selecao de Candidatos das Escolas de Economia
e Administracao (Sao Paulo)

Cescem-SP: Centro de Selecdo de Candidatos das Escolas de Medicina
(Sao Paulo)

Cesgranrio-R): Fundacao Cesgranrio
Enem-MEC: Exame Nacional do Ensino Médio
Faap-SP: Fundacdo Armando Alvares Penteado

FMU-FIAM-FAAM-SP: Faculdades Metropolitanas Unidas, Faculda-
des Integradas Alcantara Machado, Faculdade de Artes Alcantara
Machado.
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FEI-SP: Faculdade de Engenharia Industrial

FGV-SP: Fundacao Getulio Vargas

Fuvest-SP: Fundacao Universitaria para o Vestibular

ITA-SP: Instituto Tecnolégico de Aeronautica

Mackenzie-SP: Universidade Presbiteriana Mackenzie
Osec-SP: Organizacdo Santamarense de Educacao e Cultura
PUC-Campinas-SP: Pontificia Universidade Catélica de Campinas
PUC-RS: Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul
PUC-SP: Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo

UE de Feira de Santana: Universidade Estadual de Feira de Santana
UF-Pelotas: Universidade Federal de Pelotas

Ufac: Fundacao Universidade Federal do Acre

UFAL: Universidade Federal de Alagoas

UFAM: Universidade Federal do Amazonas

UFBA: Universidade Federal da Bahia

UFC-CE: Universidade Federal do Ceara

UFG-GO: Universidade Federal de Goias

UFMG: Universidade Federal de Minas Gerais

UFMS: Fundacao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
UFPA: Universidade Federal do Para

UFPB: Universidade Federal da Paraiba

UFPE: Universidade Federal de Pernambuco

UFPI: Universidade Federal do Piaui

UFRGS-RS: Universidade Federal do Rio Grande do Sul

UFRN: Universidade Federal do Rio Grande do Norte

UFRR: Universidade Federal de Roraima

UFRRJ: Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

UFSE: Universidade Federal do Sergipe

UFSC: Universidade Federal de Santa Catarina

Vunesp: Fundacdo para o Vestibular da Unesp
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