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Apresentacao

A disciplina Resolugao de Problemas tem sua explicagao no pro-
prio nome: aqui vamos resolver problemas. A experiéncia nos
mostra que muitos estudantes ficam indecisos diante de um pro-
blema, apesar de conhecerem o contetdo. Nosso objetivo é que
esta disciplina funcione como um laboratério de resolucao de
problemas relativos a contetidos do ensino fundamental e médio,
ampliando a discussao sobre estratégias ja iniciadas na disciplina
de Problemas, Sistematizagao e Representacao.

A maioria dos contetdos que aparece neste texto ja foi objeto de
trabalho em unidades de disciplinas anteriores, outros foram con-
templados com uma disciplina inteira, outros ainda serao tratados
em disciplinas posteriores. Em cada um destes trés casos faremos
um tipo de abordagem do contetido (sempre através de proble-
mas), mas nosso intuito é trabalhar a resolu¢do em si mesma: as
estratégias, o contetido envolvido, a organizacao do raciocinio. E
importante que vocé tenha em maos o material das seguintes dis-
ciplinas: Problemas, Sistematizacao e Representacao, Fundamen-
tos de Matematica I, Fundamentos de Matematica II, Geometria
I, Geometria I, Geometria Analitica e Introducao ao Célculo. No

inicio de cada capitulo indicaremos o material a ser consultado.

Carmem S. Comitre Gimenez

Nereu Estanislau Burin






Capitulo 1

Conjuntos e Funcoes







Tenha em mios o material
destas disciplinas para
tirar suas duvidas sobre as
resolucoes.

Capitulo 1

Conjuntos e Funcoes

Neste capitulo, iremos desenvolver a habilidade de utili-
zar conjuntos e fungoes para resolver problemas, além de
analisar, elaborar e resolver exercicios sobre conjuntos e
fungoes.

Os problemas deste capitulo tratam de conjuntos como uma lin-
guagem dos conjuntos numéricos N, Z,Q e R (suas operacoes e
propriedades) e de fun¢des. Estes contetidos foram estudados nas
disciplinas de Introduc¢ao ao Calculo e Fundamentos de Mate-
matica I. Apresentamos em cada tépico um conjunto de exercicios
propostos, em seguida alguns exercicios resolvidos e finalizamos
com uma tarefa de elaboracao de exercicios.

1.1 Conjuntos

Exercicios propostos
1) Considere os seguintes conjuntos:
A={1,2,1, 25, B={{},2}, C={ 1}, {2}}.

Classifique as afirmagdes abaixo em verdadeiras (V) ou fal-
sas (F) e justifique.

a) AnB={2}.

b) BNC={{l}}.

¢) B-C=ANB.

d) BcA.

e) ANP(A)={{l, 2}},com P(A) oconjunto das partesde 4.

2) Sendo A e B conjuntos quaisquer, classifique as afirmagoes a
seguir em verdadeiras (V) ou falsas (F) e justifique.



a) A-BcB.

b) A-Bc AUB.

¢) AUB=B=B=0.

d) AnB=0=>A4UB=0.

3) Determine o menor niimero natural x de modo que
1260x=n>, com ne N".

4) Classifique as afirmacOes a seguir em verdadeiras (V) ou
falsas (F) e justifique.

a) Todo inteiro par pode ser expresso na forma
n+2 ,neZ.

b) Todo inteiro impar pode ser expresso na forma
2n-9 , nel.

) Se n é um inteiro impar, entdo n’> também é impar.

5) Sejam a, b, ¢ nimeros reais quaisquer. Classifique em ver-
dadeiras (V) ou falsas (F) as afirmacoes abaixo e justifique.
a) a>b=a’>b>.
b) a>b=ac>bc.

0 a’=b"=a=h.

d) Va* +b* >a.

c c
e) =—+
a+b a

C
b
6) Dados dois niimeros x e y reais positivos, chama-se média

x+ -
e chama-se média

aritmética de x e y o numero real

geométrica de x e y o numero real 4/xy . Mostre que a mé-
dia geométrica é menor do que a média aritmética ou igual
a ela para quaisquer x e y reais positivos.

7) Em um grupo de jovens, 210 pessoas dizem que costumam
ler livros, 210 costumam assistir a TV, 250 costumam dan-
car. Anotagdes um pouco desordenadas indicam que 60 cos-



tumam ler e assistir a TV, 70 ler e dancar, 50 assistir a TV
e dangar. 20 pessoas aproveitam de todos os trés prazeres.
Afinal, quantas pessoas deram os depoimentos? Quantas
usam apenas um tipo de diversao?

8) Em certa comunidade, ha individuos de trés ragas: branca,

negra e amarela. Sabendo que 70 sdo brancos, 350 sdao nao
negros e 50% sao amarelos, pergunta-se:

a) Quantos individuos tém a comunidade?

b) Quantos sao os individuos amarelos?

9) Dé exemplo de conjuntos 4 com 2 elementos, B com 3 ele-

mentos e C com 4 elementos, de modo que (4UB)NC te-
nha 4 elementos.

10) Em um conjunto de pontos do espacgo, a distancia entre dois

11)

pontos quaisquer é igual a 1. Qual o nimero méaximo de
pontos que pode haver neste conjunto?

No conjunto {101, 1 001, 10 001, ..., 1 000 000 000 001} cada
elemento é um niimero formado pelo algarismo 1 nas extre-
midades e por algarismos 0 entre eles. Alguns destes ele-
mentos sao nimeros primos e outros sao compostos. Sobre
a quantidade de nimeros compostos podemos afirmar que:

a) éigual a 11.

b) éigual a 4.

¢) € menor do que 3.

d) é maior do que 4 e menor do que 11.

e) éigual a 3.

12) Esboce, sombreando a drea apropriada, cada um dos seguin-

tes subconjuntos de RxR:

a) {xeR/-3<x<2}x{yeR/-2<y<4}.
b) {xeR/|x|<3}x{yeR/|y|>3}.

o {xeR/x=Tix{teR/|t|<2}.




Exercicios resolvidos

1) Em uma universidade, sao lidos apenas os jornais 4 e B.

80% dos alunos dessa universidade léem o jornal 4 e 60%
léem o jornal B.Sabendo-se que todo aluno é leitor de pelo
menos um dos dois jornais, qual o percentual de alunos que
léem ambos os jornais?

Resolugdo: Suponha que a universidade tenha 100 alunos, 80 de-
les Iéem o jornal 4 e 60 I€em o jornal B. Entdo, temos 40 alunos
que léem os dois jornais, pois 100 = 80 + 60 - 40.

Resposta: Logo, a porcentagem de alunos que Iéem os dois jornais
¢ 40%.

Observacao. Outra opcao de resolucdo € considerar o conjunto S
de todos os alunos como a unido do conjunto K dos alunos que
léem o jornal A com o conjunto M dos alunos que Iéem o jornal
B,ouseja, S=KuUM .Chamando n o numero de elementos de
S, temos que:

80n

i) 0 numero de elementos de K ¢ —.
100

. . , 60
ii) 0 nimero de elementos de M ¢é 6—”

100
iii) chamando x o nimero de alunos que Iéem os dois jornais, isto
€, 0 numero de elementos da interseccdo K "M , e lembrando
o resultado sobre o nimero de elementos de uma unido, temos
que:

80n 60n
—t———Xx=n
100 100
140n

—-n=x
100
40n
—_—=X
100

Resposta: Logo, o numero de alunos que I€em os dois jornais cor-

responde a ﬂ isto é, 40%.
100

Este tipo de procedimento
na resolugdo pode ser
utilizado para problemas
que solicitam a resposta
em porcentagem (sem
dados sobre as quantidades)
e a quantidade mais
conveniente a ser
considerada ¢ 100.



2) Qual o conjunto dos valores assumidos pela expressao

a b c abc
——+—+
la| [b] [c| labc|

em que a, b, ¢ variam no conjunto
dos niimeros reais nao nulos?

Resolucdo: Note que, se x € um numero real ndo nulo, entdo x €

positivo ou negativo. Se x € positivo, entdo |—|=1 ese x €nega-
X

. . X . o .
tivo, entdo ﬁ =—1. Assim, temos que fazer as possiveis combina-
X

cbes positivo/negativo para os trés nimeros a, b, c.

i) Se todos sdo positivos, cada parcela da soma

a b c abc
—t—t—
la| [b] [c| labc|

€ 1 e teremos o valor da soma igual a 4.

ii) Se todos sdo negativos, cada parcela da soma ¢ —1 e teremos
o valor da soma igual a —4.

iii) Se somente um deles for negativo, por exemplo a, e os
outros forem positivos, teremos o valor da soma igual a
(=D +1+1+(-1)=0 Se considerassemos somente b negativo
ou somente ¢ negativo, teriamos o mesmo valor!).

iv) Se exatamente dois deles sdo negativos e o outro positivo, por
exemplo a e b negativos e ¢ positivo, teremos o valor da soma
igual a (=) +(-1)+1+1=0.

Resposta: Podemos entio concluir que o conjunto dos possiveis
valores ¢ {-4,0,4}.

3) Sejam X um conjunto ndo vazio, 4 e B subconjuntos de X,
A ={xeX/xeg A} e B °={xe X /xgB}. Assinale as sen-
tencas corretas.

a) ANB=0<< Ac B < Bc A°

b)Se X=R, A={xeX/x’-1=0} e B={xe X/x*-1=0},
entdo 4=8B.

) A-b=Ae A-B=A4A-(ANB)

d) A—-B# AN B°



(a)

1)

Resolucao: Vamos analisar cada sentenca.

Temos aqui duas equivaléncias; veja um diagrama da situacdo na
figura 1.1.

Observando o diagrama, somos levados a acreditar que a sentenca
€ correta. Para fazer a prova das duas equivaléncias, mostraremos
que

ANB=0=AcCcB " =>Bc A "= ANnB=UJ.
Provar estas trés implicacOes € equivalente a provar as duas equi-
valéncias.
ANB=O= Ac B*
Hipdtese: ANB =0
Tese: Ac B¢

Seja x € A. Por hipdtese, temos que ndo ha elementos comuns aos
conjuntos 4 e B.Logo, podemos concluir que x ¢ B.Como xe X
e x¢ B, temos que x € B°. Assim, 4 c B°.

2) Ac B = Bc A"

Hipdtese: A < B¢
Tese: Bc A°
Seja xe B. Entdo, x¢ B°. Como por hipotese 4 c B, pode-
mos concluir que x ¢ 4. Assim, como x€ X e x¢ A4, temos que
xe A° . Logo,Bc A°.
BcA "= ANnB=J
Hipdtese: B — A°
Tese: ANB =

Suponhamos que AN B # . Entdo, existe um elemento x que
pertence aos dois conjuntos, isto ¢, xe 4 € xe B. Mas, se xe B
e por hipotese B < A, podemos concluir que xe€ A°, mas x¢ 4.
Isto € uma contradicdo, pois x € 4. Logo, ANB =

Concluimos entdo que a primeira sentenca € correta.

Figura 1.1



(b) Se X=R, A={xe X /x’—1=0} e, entdo 4=B.

Vamos descrever os conjuntos 4 e B (A4 e B sdo subconjun-
tos de R ); resolvendo as equagdes x*—1=0 e x> —~1=0 , temos
A={1} e B={-1,1}. Logo, 4 ndo ¢ igual a B e a segunda sen-
tenca ndo € correta.

(c) A- D=4 e A—B=A—(ANB).

Temos aqui duas sentencas unidas pelo conectivo “e". A sentenca
sera correta se ambas as sentencas o forem. A primeira, € correta’.

2. Veja no capitulo 1 de Quanto a sequnda, vamos desenvolver o membro direito da igual-
Introducédo ao Calculo.

1. Vocé sabe provar?

dade utilizando os resultados ja conhecidos?’:
Se E, F e K sdo subconjuntos de U, entdo:
i) E-F=ENF°

i) (ENF)=E°UF°

i) EN(FUK)=(ENnF)U(ENK).

Entao,
A—(ANB)=AN(ANB)Y =AN(A°UB‘) =

=(ANA)V(ANB)=BU(ANB)=A-B

Assim, podemos concluir que a terceira sentenca € correta.

(d) A-B#ANB".

Como ja sabemos, 4A—B = AN B°. Logo, a quarta sentenca € in-
correta.

Resposta: Portanto, os itens a e ¢ sdo corretos, e os itens b e d
sdo incorretos.

4) Determine o subconjunto de Z xZ que é solugao da equagao
x+y+xy=120.

Resolugdo: Vamos procurar os pares de numeros inteiros (x, )
que satisfazem a equacéo. Fatorando o membro esquerdo da igual-
dade, temos:

x+y+xy=x+y(l+x)=x+1-D+y(l+x)=

=(x+D)-1+y(x+D)=(x+D)(y+1)-1



Note que, na segunda passagem, adicionamos 0 =1-1, o que néo
altera a expressdo. Entdo, podemos escrever:

(x+D(y+1)-1=120
(x+D(y+D) =121
Temos agora um produto de dois numeros inteiros cujo resultado €

121. Fatorando 121, obtemos 121=11%. Faremos uma tabela com
0s possiveis valores inteiros de x+1 e y+1:

x+1 y+1 X b% (x,»)

1 121 0 120 (0, 120)
-1 -121 -2 -122 (-2, -122)
121 1 120 0 (120, 0)
-121 -1 -122 -2 (-122, -2)
N 1 10 10 (10, 10)
-n -1 -12 -12 (=12, -12)

Resposta: Logo, o conjunto solug¢do em Zx7Z ¢€:

S ={(0,120),(~2,-122),(120,0),(—122,~2),(10,10),(-12,~12)}.

1.2 Funcoes
Exercicios propostos

13) Sejam V ={(P,0Q)/ P e Q sao vértices distintos de um he-
xagono regular} e f uma fungdo que associa a cada par
(P,Q) eV adistanciade P a Q. Qual o nimero de elemen-
tos do conjunto imagem de f?

14) Seja f a fungdo que a cada nimero real x associa 0 menor
dos ntimeros (x+1) ou (-x+5). Qual o valor maximo de

f(x)?

15) Qual a fungdo que representa o valor a ser pago apds um
desconto de 3% sobre o valor x de uma mercadoria?

16) Seja F:R — R uma funcao satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

a) F(0)=1



b) F(x+y)=F(x)-F(y),Vx,yeR
o 0<F(<l
Determine o valor da expressao

FO)+F)+F2)+FQ3)+...+ F().

17) Seja f:R — R uma fungao definida por f(x)=a-3", com

18)

19)

a e b constantes reais. Sabendo que f(0)=900 e, calcule &
tal que f(k)=100.

Se o ponto (k,3k)e RxR pertence ao grafico da fungado
f(x)=x*-2x+k, quais os possiveis valores de k?

Qual o maior nimero real cuja soma com o préprio quadra-
do é igual ao préprio cubo?

20) Para produzir um objeto, uma firma gasta R$1,20 por uni-

21)

dade. Além disso, hd uma despesa fixa de R$4000,00, in-
dependente da quantidade produzida. O preco de venda é
R$2,00 por unidade. Qual é o niimero minimo de unidades
que deve ser vendido, a partir do qual a firma comeca a ter
lucro?

Suponha que o nimero f(x) de funciondrios necessérios
para distribuir, em um dia, contas de luz para x por cen-
to de moradores numa determinada cidade seja dado por
f(x)= 300x

150-x
para distribuir as contas de luz, em um dia, foi 75, qual a

. Se 0 niimero de funciondrios necessarios

porcentagem dos moradores que as receberam?

22) Uma fungdo polinomial de primeiro grau f é tal que

f(=1)=5 e f(3)=-3. Qual o valor de f(0)?

23) A loja Continente de materiais de construcdo vende areia

grossa por 18 coroas o metro ctibico. A sua concorrente,
IThabela, vende o mesmo tipo de areia grossa por 16 coroas
o metro ctibico, mas acrescenta a taxa de 5 coroas para cada
caminhdo de areia transportada. Sabendo que a capacidade
do caminhado € de 5 metros ctbicos de areia grossa (ou uma



carrada de areia), avalie quando é mais vantajoso encomen-
dar na Ilhabela a entrega de x metros ctbicos de areia, com
x<25.

. ~ " S PR |
24) Determine a fungao quadratica cuja tnica raiz é -3 e que
corta o eixo y no ponto (0,-5).

Exercicios resolvidos

5) Seja f uma fungado definida para todo niimero real x, satis-
fazendo as seguintes condigoes:

) f3)=2;
i) f(x+3)=f(x)-f(3), VxeR.

Determine o valor de f(-3).

Resolucio: Pela condicéo (i), temos que

FB)=10+3)=1(0)-f(3).
isto ¢, 7(3)=f(0)- £/(3). Como f(3)=2=0, pela condicao (i),
pela lei do cancelamento, temos f(0)=1. Assim,
1=/ (0)= fG+(3)=/(3)- /(-3)=2-/(-3),
ouseja, 2- f(-3)=1,0que nosda f(-3) :%.

Resposta: O valor de f(-3) ¢ %

6) Quais os valores de a e de b para que o gréfico da fungao
f(x)=ax’ +bx—1 contenha os pontos (-2,1) e (3,1)?

Resolucdo: Para que os pontos (-2,1) e (3,1) perten-
cam ao grafico da funcdo f(x)=ax’+bx—1, devemos ter
f(=2)=1¢ f(3)=1,isto & f(-2)=a-(-2)°+b-(2)-1=1¢
f(B)=a-(3)*+b-(3)—1=1.Temos entdo duas equagdes:

(1) 4a-2b-1=1 e (2) 9a-3b-1=1.

1+b .
Isolando a na equacédo (1), temos a:% e, substituindo na
equacdo (2), temos:



9-(ﬂj+3b—1=1
2

9-(ﬂj+3b=2
2

9-(1+b)+6b
2

9-(1+b)+6b=4
9+9bh+6b=4
15h=4-9

156 =-5

2

Resposta: Para a:% e b:—g, o grafico da funcéo

ifi 1 1 .
Cr(::poozg'?:gssrfest:? f(x) :Ex2 +(—§jx—l contém os pontos (-2,1) e (3,1).

7) Seja f:Z—>1Z dada por f(n+1)=n-1. Qual o valor de
f(n-1)?

Resolucao: Vamos observar o que faz a funcdo f a cada nu-
mero inteiro n+1; ela associa o numero inteiro n—1, ou seja,
f(n+1)=n—-1=(n+1)—2. Na reta, isso significa que a cada nu-
mero inteiro k£, f associa o numero inteiro que esta duas unida-
des a esquerda de k: f(k)=k-2.

Assim, f(n—-1)=(n-1)-2=n-3.

Resposta: O valor de f(n—1) é n—3.



8) Seja f uma fungdo polinomial decrescente de primeiro
grautal que f(3)=5e f(f(1))=1.Quala abscissa do ponto
onde f corta o eixo x?

Resolucado: Pelos dados do problema podemos concluir que Lembre-se do estudo das
f(x)=ax+b, com a<0.Dessa forma, temos duas equacoes: funcdes afim!

(M f3)=a-3+b=5¢e

@) f(fM)=a-fH+b=1.

Como f()=1-a+b=a+b, e substituindo na sequnda equacao,
podemos escrever:

(1) 3a+b=5c¢e

(2) a(a+b)+b=1,istoé, a’+ab+b=1.

Isolando b na primeira equacdo e substituindo na segunda, temos:
b=5-3a e
a*+a(5-3a)+(5-3a)=1
a’*+5a-3a>+5-3a-1=0
-2a°+2a+4=0 ou 2a°-2a-4=0.

Resolvendo a equacédo do segundo grau, obtemos as raizes a, =2 e
a, =—1.Como o valor de a ¢ negativo (pois f ¢ decrescente), de-
vemos ter a =—1. Consequentemente, b=5-3-(-1)=5+3=8 ¢
a funcdo € dada por f(x)=(-1)-x+8—x+8.Aabscissa do ponto
onde f cortaoeixo x € araizda funcdo, isto €, o valor de x para
oqual f(x)=0.Assim,se —x+8=0, teremos x =8.

Resposta: f corta o eixo das abscissas no pontos x =8§.

Tarefa
I) Elabore cinco exercicios sobre “conjuntos”, que contemplem:
a) operagOes (unido, interseccado, diferenga);
b) nimero de elementos de um conjunto;
¢) inclusdo de conjuntos;

d) conjuntos numéricos.



IT) Elabore cinco exercicios sobre “fungoes”, que contemplem:

a) fungao atim e/ou fungao quadrética;

b) conceito de funcao;

¢) funcao definida por mais de uma sentenga;
d) gréfico de funcao;

e) funcao inversa.
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Assunto ja estudado na
disciplina de Introducéo
ao Calculo.

Capitulo 2

Polinomios e Equacoes

Desenvolveremos, neste capitulo, a habilidade de uti-
lizar polindmios e equacoes para resolver problemas,
além de analisar, elaborar e resolver exercicios sobre
polinémios e equacoes.

Neste capitulo, trataremos de polindmios, um tipo especial de fun-
¢do. Apresentamos inicialmente uma série de resultados sobre
polinémios, que irdo auxiliar os seus estudos. O assunto equagoes
serd tratado em seguida. Contudo, daremos mais énfase as equa-
¢Oes polinomiais.

2.1 Polinomios

Um polindmio é uma funcado do tipo
p(x)=ax"+a, x""+..+a,x’ +ax+a,

com a,,4a,,a,,...,a, numeros reaise neN; a,,q,,a,,...,a, SA0 0S co-
eficientes do polindmio p(x).O maior valor de n para o qual a, é
diferente de zero é chamado de grau do polindmio; neste caso, a,
é chamado o coeficiente dominante do polindmio. Para o polindmio
nulo p(x)=0 (com todos os coeficientes iguais a zero), ndo esta
definido grau. Os polindmios de grau zero sdo constantes dife-
rentes de zero. Denotamos o grau do polinémio p(x) por op .

2.1.1 lgualdade de polindmios

Dois polindmios
p(X)=ax"+a, _x""'+..+ax +ax+a, e
q(x)=b x" +b, x""+..+bx’ +bx+b,
sdo iguais quando m=n e

a =b ,a ,=b ,,.,a,=b,,a,=b,a,=b,.



Assim, dois polindmios sao iguais quando tém o mesmo grau e
seus termos correspondentes sao iguais.

2.1.2 Raiz de um polindmio

Dizemos que k é raiz do polindmio
p(x)=ax"+a, x""+..+ax’ +ax+a,
quando p(k)=0, ou seja, quando
pk)=ak"+a, k"' +..+ak’+ak+a,=0.

Um polindmio de grau n tem exatamente n raizes complexas.
Eventualmente, essas raizes também podem ser reais, uma vez
que Rc C (ou seja, o conjunto dos nimeros reais é subconjunto
do conjunto dos niimeros complexos). Esse resultado é conhecido

como Teorema Fundamental da Algebra, que foi provado por Gauss.
Uma consequéncia desse teorema nos diz que um polindmio

p(xX)=ax"+a, x""+..+a,x’+ax+a,
pode ser fatorado como
p()=a,(x=x)(x=x,) - (x=x,),
emque X,,X,,...,X, sao as n raizes complexas (ou eventualmente re-
ais) do polindmio. Essas raizes ndo sdo necessariamente distintas.
Exemplos:

1) p(x)=x" possui quatro raizes iguais, x, =x, =x, =x, =0.
Diz-se, neste caso, que zero é uma raiz de multiplicidade 4.

2) g(x)=x"-x> possui cinco raizes reais, mas trés delas sao

iguais.

De fato, x’ —x’ =0 implica x’(x*-1)=0 e dai obtemos as raizes
x, =1, x,=-1, x, =x, =x, =0. Zero é uma raiz de multiplicidade 3.

Teorema. Se um polindmio p(x)=ax"+a, X" +..+a,x’ +ax+a, Lé-se: ¢ divide a, ou ¢ €
c divisor de a,, ja visto na
com a,,a,,a,,...,a, nimeros inteiros possui uma raiz racional —, en- disciplina de Fundamentos

tioc|a,e d|a,. da Matematica I.



Demonstracao:

Seja p(gj =0. Tomando 3 em sua forma irredutivel, temos

(Ej— (ﬁjnﬂz (Ejnl+ +a (£j2+a£+a =0
p d aw; g S g% :

Somando o oposto de a, em ambos os membros, obtemos

c n c n—1 c 2 c
a, E +a,, E +..+a, g +alg=—a0.

Multiplicando ambos os membros por d”,
n n—1 n-2 32 2 gn-2 n—1 n
ac'+a,_c"d+a, ,c"d +..+a,c’d" +acd"” =-a,d".
Colocando ¢ em evidéncia,

n-1 n-2 n-2 n=l1y __ n
clac" +a, c""d+..+a,cd" +ad")=-ad".

Como a,,q,,a,,...,a, sdéo numeros inteiros, pela definicdo de divi-
sibilidade teremos que c¢|—a,d”. Como ¢ nédo € um divisor de d"

(pois % ¢ irredutivel), temos que ¢|q,.

Por outro lado, se

c n c n-1 c 2 c
a, 7 +a, 2 +...+a, 2 +alg+a0:0,

podemos escrever

c n c n—1 c 2 c
a, E =—|a,, g +...+612 E +a1§+a0

Multiplicando ambos os membros por d”, teremos

ac' = —[anflc"_ld +..t+a,c’d" +acd"! +a0d"J .
Colocando d em evidéncia no membro da direita,

ac' =—-d [an_lc”’1 +ota,c’d vacd + aod”’l]
Assim, —d |a ", ouseja, d|a,". Como d ndo ¢ um divisor de

¢" (pois 2 ¢ irredutivel), devemos ter d | a, .



Exemplos:
3) O polindmio p(x)=x’+3x* -3 admite raiz racional?

Resolucgio: Se p(x) admite uma raiz racional % (irredutivel), en-

tdo c|-3 e d|1. Logo, as possibilidades para o numerador ¢ sao
I,—1,3e —3 e para o denominador d sdo le —1. As possiveis
raizes racionais seriam entdo -3, —1, 1 ou 3 . Vamos verificar:

p(=3)=(-3)"+3(-3)’-3=-219%0
p(=1)=(=1)° +3(=1)>=3=-120
p()=(1) +3(1)>-3=1%0

pB3) =) +3(3)* =3=267#0

Logo, p(x) ndo admite raizes racionais.

4) Mostre que /5 é um niimero irracional.

Resolucao: J5 € raiz do polindmio p(x) = x> —5. Pelo teorema,
suas possiveis raizes racionais sao —5, —1, 1 ou 5. Vamos verifi-
car:
p()=1"-5=-420
p(-1)=(=1)"-5=-4%0
p(5)=5"-5=20%0
p(=5)=(=5>-5=20%0.

Logo, esse polindmio ndo admite raizes racionais. Como J5 éraiz,
deve ser irracional.

2.1.3 Operacoes com polindmios

Faremos a seguir alguns exemplos de adi¢ao, subtragao e multi-
plicacdo de polindmios. Esses algoritmos sdo bastante parecidos
com os algoritmos das operagdes em Z. Em nosso estudo, es-
sas operagoOes estdo definidas para polindmios com coeficientes
reais.



Utilizamos, aqui, a palavra
diferenca como sindbnimo
de subtracdo. Note que
também aqui "subtrair é
somar o oposto”.

Adicao
p(x)=3x"—2x> +4x-8
g(x)==5x"+7x" +2x-9

Para somar p(x) e g(x), fazemos uso das propriedades dos nu-
meros reais; o polindmio resultante da adigao é:

s(x) = p(x)+q(x) ==5x" +B+7)x’ =2x* +(4+2)x +(-8-9) =
=—5x" +10x" = 2x* + 6x—17
Podemos também “armar a conta”, como fazemos com a adigao
de nimeros inteiros:

Ox* +3x> —2x* +4x-8 N
S5xP 47X +0x7 +2x-9

—5xt+10x° =2x* +6x—17.

Nesse caso, é interessante completarmos as poténcias de x que
“faltam” com coeficientes zero.

Note que ds < max{dp,dq} .

Subtracao

Dados dois polindmios, p(x) e g(x), o polindbmio d(x), que re-
sulta da diferenca de p(x) e ¢(x), é dado por

d(x) = p(x)—q(x) = p(x)+(=¢g)(x),
onde (—¢)(x) é o polindmio cujos coeficientes sdo os opostos dos

coeficientes de ¢g(x).

Veja um exemplo:

p(x)=3x" —8x* +5x* +1
g(x)=7x"+3x" +x* -9x -3

(=q)(x) = (=7)x" +(=3)x" + (=D)x” = (-9)x = (-3)



Somando p(x) com (—¢q)(x), obtemos o polindmio diferenca
d(x) =[3+(=7)]x" =8x* +(=3)x’ +[5+(=D]x* = (-9)x +[1-(-3)] =
=—4x’ —8x* —3x’ +4x* +9x + 4.

Como vimos na adi¢ao ds <max{dp,dq} .

Multiplicacao

Também na multiplicacdo de dois polindmios usamos o algorit-
mo da multiplicagdo de niimeros inteiros. Veja o exemplo:

p(x)=x"=3x>+5x—-6
g(x)=2x" -1
m(x)=p(x)-q(x)=(x’=3x> +5x—6)-(2x* —1) =
=x'(2x" =1)=3x"(2x* = 1)+ 5x(2x* = 1) = 6(2x* = 1) =
=2x" —x —6x" +3x +10x" —5x—12x* + 6=
=2x" —6x" +(=1+10)x’ + 3—12)x" —=5x + 6=
=2x" —6x" +9x" —9x> - 5x+6
Portanto, m(x) =2x" —6x* +9x’ —9x* = 5x+6.

Note que, se p(x) e g(x) sdo polindmios ndo nulos, entao
om=0p+9dq.

Divisdo (algoritmo da divisdo para polindmios)

Dados dois polindmios f(x) e g(x) (g(x) diferente do polino-
mio nulo), dividir f(x) (dividendo) por g(x) (divisor) é determi-
nar dois polindmios g(x) (quociente) e »(x) (resto) de modo que
se verifiquem as condigdes:

) f(x)=g(x) g(x)+r(x);
ii) or<og ou r=0.

Podem ocorrer trés situacoes:

1) O dividendo f é o polindomio nulo.

Nesse caso, g e r sdo também o polindmio nulo para qual-
quer g, pois 0=g-0+0.

Lembre-se de que, como
acontece no conjunto
dos numeros inteiros, o
quociente e o resto sdo
unicos.



2) of <dg
Fazendo ¢ =0 e r= f,temos f(x)=0-g(x)+ f(x), 0 que sa-
tisfaz as condicoes.

3) of >0g
Nesse caso, como determinar os polindmios g(x) e r(x)?

Vamos fazer um exemplo usando o mesmo algoritmo que
conhecemos para a divisdo de inteiros.

Dividir f(x)=x"-3x’+6x* por g(x)=x>-3x+5.

xt =3 +6x +0x+0|x? =3x+5

—x*+3x>=5x* +0x+0 x*+1

0x* +0x’ +x* +0x+0
—-x*+3x-5
0x” +3x-5
Temos entao que

xt =3 +6x7 =(x" =3x+5)- (x> + 1)+ (Bx - 9).

Assim, o quociente é g(x)=x"+1 e o resto é r(x)=3x-5,
com dr=1<0g =2.

Observacao 1. Quando 0f > dg, é sempre possivel encontrar po-
lindbmios ¢ e r satisfazendo as duas condicdes.

Observacao 2. Quando na divisdo de f por g o resto é o polind-
mio nulo, entdo dizemos que f é divisivel por g .

Teorema do Resto

O resto da divisao de um polindmio f(x) pelo polindmio
g(x)=x—a éiguala f(a).

Demonstracao: Pela sequnda condicdo do Algoritmo da Divisdo
para polindbmios, devemos ter 0r <dg =1. Logo, o resto r serd o
polindmio nulo ou tera grau zero (sera uma constante).

Como f(x)=¢q(x)-(x—a)+r(x), o valor numérico de f em a
¢ dado por f(a)=¢q(a)-(a—a)+r(a)=q(a)-0+r=r, o0 que de-

monstra o resultado.
m



Consequéncias do Teorema do Resto

1) (Teorema D’Alembert) a é raiz do polindmio f* se, e somente
se, f é divisivel por x—a.

Demonstracao: De fato, se f(a) =0, entéo, pelo Teorema do Res-
to, = f(a)=0 ¢é o polindbmio nulo e f ¢€ divisivel por x—a.
Reciprocamente, se f € divisivel por x—a, entdo o resto » € o

polindmio nulo e f(a)=0.Logo, a é raizde f. .

2) Se um polindbmio f é divisivel por x—a e por x—b, com
a+#b,entdo f é divisivel pelo produto (x—a)(x—b). Deixa-
1MOos a prova como exercicio.

3) Se um polindmio f tem uma raiz a de multiplicidade n,
entdo f é divisivel por (x—a)". Deixamos a prova como exer-
cicio.

Relacdes entre Coeficientes e Raizes (Relacdes de Girard)

Um polindmio depende unicamente de seus coeficientes e de seu
grau; consequentemente, hd uma relacao entre seus coeficientes
e suas raizes. Vamos deduzir essa relagdo para polindmios de
grau 2 e, em seguida, daremos a generaliza¢dao para polindmios
de grau n.

Considere um polindmio de grau 2, p(x)=ax’+bx+c, cujas rai-
zes sdo x, e x,. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos

p()=a(x—x)(x—x,),

onde x, e x, sdo as raizes de p(x). Entdo, para todo x, temos a
igualdade

ax’> +bx+c=a(x—x)(x—x,).

Desenvolvendo o membro da direita, obtemos

ax’ +bx+c=ax’ +a(—x, — x,)x+ax,x, .

Pela igualdade de polindmios, temos que

b
b=a(—x,—x,)=—a(x,+x,)=>x,+x,=—— ¢
a

c
¢ = ax,x, = XX, =



Generalizando essa ideia, se p(x) é um polindomio de grau »,
p(xX)=ax"+a, x""'+..+a,x’ +ax+a,

com raizes x,,Xx,,...,x, , Obtemos as relacoes:

a
— _ n—1
S =x+x,+x;+..+x, =—
a
n
S = XX, XXt x x =2
2 7 M2 17v3 o n-1""n —
an
S = XXX XXXy ot X XX = —
37 M3 17v27%4 o n=2"n-1"%n — a

n

a
S =xxx..x, =(-1)"2.
a

n

Exemplo:

5) Determine as raizes do polindmio p(x)=x’+5x> —12x-36,
sabendo que uma raiz é igual ao produto das outras duas.

Resolucdo: Se a, b, ¢ sdo as raizes do polindmio e a, =1, a, =5,
a,=-12, a,=-36 sdo os coeficientes, pelas Relacdes de Girard
temos:
S, —a+btc=—22-_5
a,

S, —ab+ac+be==-12
a,

S, = abe = (-1 20 = —(=36) = 36.
a,
Como a = bc (uma das raizes ¢ igual ao produto das outras duas),
substituindo em S, obtemos

abc=a*=36=>a=60oua=-6.

i) Se a=6, de S, temos b+c=-11 e de S, temos
6(b+c)+6=—-12,0useja, b+c=-3.Isso € uma contradicao,
o0 que significa que ndo ocorre a=6.

ii) Se a=-6,de S, temos b+c=1,isto ¢, c=1-b. Substituindo
em bc =-6, obtemos



b(1—b)=—6
b-b>+6=0
b*-b-6=0.

Resolvendo a equacdo do segundo grau, temos b=3 ou b=-2.

Se b=3,entdo c=1-3=-2 ese b=-2 temos c=1-(-2)=3.
Assim, as raizes do polindmio sdo -6, 3 e -2. (Verifique!)

Exercicios resolvidos
1) Mostre que, se a soma dos coeficientes de um polindémio é
zero, entao ele é divisivel por x—1.
Resolucao: Consideremos um polinémio
p(x)=ax"+a, x""+..+a,x’ +ax+a,

com a,+a, +..+a,+a+a,=0. Isso significa que
pV)=a,+a, +..+a,+a,+a,=0,0useja, 1¢raizde p(x).

Resposta: O polindmio ¢ divisivel por x—1.

2) Sabendo-se que 1 é raiz dupla do polindmio p(x)=x’-3x+2,
determine o conjunto dos niimeros reais para os quais estd

1
Vp(x)
Resolucao: Para que a expressao

1
ter p(x)>0. VP(x)

Inicialmente vamos encontrar todas as raizes do polind6mio. Se

definida a expressao

esteja definida, devemos

1 é raiz dupla, entio p(x) é divisivel por (x—1)* (consequén-
cia 3 do Teorema do Resto). Efetuando essa divisdo, obtemos
p(x):(x—l)z(x+2).

Entdo, se (x—1)°(x+2)=0, tem-se x=1 ou x =—2.Assim, a ou-
tra raiz do polinbmio ¢ —2.

Devemos excluir do conjunto os numeros 1 e -2.
Vejamos agora quando p(x)=(x—1)*(x+2)>0.

Como o primeiro fator é sempre positivo (pois é um quadrado),
basta sabermos quando x+2>0. Isso nosda x >-2.



Resposta: O conjunto dos numeros para os quais esta definida a

1
(%)

expressao ¢ A={xeR/x>-2ex#1}=(-2,40)—{1}.

3) Sabendo que uma das raizes de p(x)=x’+6x’—x—-30 é 2,
calcule todas as outras.

Resolucao: Se uma das raizes € 2, entdo o polindmio € divisivel por
x—2. Efetuando essa divisdo, temos
X’ +6x° —x—30=(x—-2)(x> +8x+15).

As outras raizes de p(x) serdo as raizes de g(x)=x"+8x+15,
uma vez que

(x=2)(x* +8x+15)=0=>x-2=0oux’+8x+15=0.

Como a soma das raizes de g(x) ¢ —8 e o produto € 15, conclui-
mos que as raizes de g(x) sdo -3 e —5.

Resposta: As raizes de p(x) sdo 2, -3 e —b5.

4) Qual o resto da divisao de p(x)=x"""

g(x)=x+17?

+x*+56 por

Resolucao: Pelo Teorema do Resto, como x+1=x—(-1), temos
que esse resto € p(=1)=(=1)""" +(=1)> +56 =1+1+56 =58.

Resposta: O resto da divisdo € 58.

Exercicios propostos

1) Determine os valores de 4 e B tais que 22 = + .
x'=-1 x-1 x+1

2) Qual o ntimero de raizes reais do polindmio
p(x)=(x* +D(x-1)*(x+1)?

3) Determine o quociente e o resto da divisao de
f(x)=x"+x"+x+1 por g(x)=2x"+3.

4) Considere o polindmio p(x)=8x"—(a—1)x+(a—7). Qual o
valor de a para que:



a) p(x) tenha raizes reais e iguais?
b) p(x) tenha raizes opostas uma da outra?

¢) p(x) tenha uma raiz nula?
5) Determine um polindmio de grau 3 cujas raizes sao 1, 2 e 3.

6) Determine um polindmio f de grau 2 tal que f(0)=1,
Sf)=4e f(-1)=0.

7) Um polindmio p(x)=x’+ax’ +bx+c satisfaz as seguintes
condigdes:

O pM=0; (i) p(x)+p(x)=0,VxeR.

Qual o valor de p(2)?

n
8) Se p(x)=x"-3x2+x"° é um polindbmio, qual o menor valor
de n?

9) Se dividirmos um polinémio p(x) por x—2, oresto é 13 e,
se dividirmos p(x) por x+2, o resto é 5. Se r(x) é o resto
da divisdo de p(x) por x*—4, qual o valor de r(1)?

10) Qual o valor de m para que o resto da divisdao de
p(x)=x"—x*—4x+m por x+2 seja zero?

2.2 Equacoes polinomiais

Dados dois polinomios, f(x) e g(x), chama-se equagdo polinomial
(ou equagdo algébrica), a sentenca aberta f(x)=g(x).
Exemplos:
6) ¥ —x’ +x—-1=3x"+5x+2
7) ¥ —x*+x-1=0
Resolver uma equagao é determinar todos os valores de x que sa-

tisfazem a igualdade f'(x) = g(x).Dizemos também que os valores
de x que satisfazem a igualdade sao as raizes da equagao. Ao con-



junto das raizes da equacdo damos o nome de conjunto solugio (ou
conjunto verdade) da equagado. Todos os resultados que estudamos
para polindmios serdo tteis na resolucao das equagdes polinomiais
(por exemplo, as Rela¢oes de Girard, raizes mdltiplas e outros).

Exercicios resolvidos

5) Qual a média aritmética das raizes da equagéo x’ —x*> =6x?

Resolugiio: x’ —x* =6x pode ser escrita como
X =x*=6x=0
x(x* =x-6)=0.

Entdo, uma das raizes é zero e as outras duas sido as raizes de
X —x-6=0.

Resolvendo essa equacdo, temos as raizes —2 e 3. O conjunto solu-
cdo da equacgdo € S ={0,-2,3} e a media aritmética das raizes ¢

m=0FED+3 1
3 3

Resposta: A média aritmética das raizes ¢ 3

6) Quais os valores de m e n reais para os quais a equagao
3
X . . SR TI
3 2x* +mx+n=0 admite uma raiz de multiplicidade 3?

Resolucao: O problema nos diz que as trés raizes da equacdo sdo

iguais; vamos chamar esse valor de b. Se consideramos o polin6-
x3
mio p(x) :?—sz +mx+n,entdo p(x) tem uma raiz de mul-

tiplicidade 3. Pelas Relacoes de Girard,

b+b+b=3b=—@=6:>b=2.
3

Assim, p(2)=0 e teremos

3
p(2)=2?—2-22+m-2+n=0



-16+6m+3n _
3

0

6m+3n=16.

Por outro lado, também pelas Relacdes de Girard,

3 =—=3m=>m=4.

W[ —|3

Substituindo m =4 em (1), temos

6-4+3n=16
3n=16-24
8
n=-——
3
8 Vocé sabe verificar se
Resposta: Os valores procurados sao m=4 e g = 3 encontrou os valores

corretos?
Exercicios propostos
11) Determine uma raiz real da equagao (1- V2 X —1- V2=0.

12) Se a e b sao, respectivamente, a maior e a menor das raizes
de x*-10x*+9=0, qual o valor de a—-5b?

13) Se as raizes da equagéo x” +bx+27 =0 sao multiplos positi-
vos de 3, qual o valor de 5 ?

14) Determine as raizes da equacdo x’ —12x*+39x-28=0 sa-
bendo que uma das raizes é a média aritmética das outras
duas.

15) Resolva a equacdo x’—3x’-4x+12=0 sabendo que duas
raizes sdo opostas.

16) Qual o valor de m para que a equagéo x’ +mx—1=0 tenha
uma raiz de multiplicidade 2?
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Capitulo 3

Sequéncias - Progressoes
Aritmeticas e Progressoes
Geometricas

Neste capitulo, apresentamos inicialmente a definicdo
formal de sequéncia, a notagdo usual e as duas princi-
pais sequéncias utilizadas, que sdo a progressdo arit-
mética (PA) e a progressio geométrica (PG).

3.1 Sequéncias

Uma sequéncia é qualquer conjunto ordenado de elementos. Por
exemplo, o conjunto dos ndmeros primos: (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23,29, 31, ... ). Embora essa sequéncia seja muito importante, ela
nao possui uma lei de formagao, isto é, ndo temos uma “férmula”
que nos fornega cada termo desta sequéncia.

Muitas sequéncias podem ser expressas por uma lei de formacao.
Isso significa que podemos obter um termo qualquer da sequéncia
a partir de uma expressao que relaciona o valor do termo com sua
posicdo. Essa expressao é denominada termo geral da sequéncia.

De modo geral, uma sequéncia é uma fungdo f:N — B.Isto ¢ a
cada nimero natural ndo nulo, associa-se um elemento do conjunto
B . O termo geral pode entdo ser escrito a, = f(n) . Notagdo: (a,).

Em uma sequéncia, denotamos g, o primeiro termo, a, o segun-
do termo e assim sucessivamente até a, o n-ésimo termo.

* Sequéncia Finita: (q,,4,,a,,:-,a,)

* Sequeéncia Infinita: (a,,a,,a,,---,a,,"-*)



Note que os conjuntos 4={2,4,6,---} e B=1{6,4,2,---} sdo iguais,
porém as sequéncias 4=(2,4,6,---) e B=(6,4,2,---) sao diferen-
tes, pois para serem iguais teriam que possuir 0s mesmos termos
com a mesma ordem. Se pensarmos em uma sequéncia como uma
funcao, a igualdade de sequéncias é uma igualdade de fungdes.
Como o dominio é N°, duas sequéncias (a,) e (b,) sdo iguais
quando a, =b, paratodo neN".

3.2 Progressao aritmetica

Chama-se progressao aritmética (PA) a sequéncia de termos que
segue um padrdo de formacao tal que seus termos, a partir do

segundo, sdo originados pela soma do termo anterior com uma Atencdo: Pesquisar sobre a
origem desta denominacdo.

constante 7, chamada de razdo da progressao. Isto é:
a,=a, +r,n=2, neN.

Exemplos:

1) @1,3579..).
3-1=5-3=7-5=9-7=2.Portanto, r=2.

2) 6,11, 16,21, 26, ... ).
11-6=16-11=21-16 = 5. Portanto, r=5.

3) (-4,-1,2,5,..).
-1-(-4=2- (-1)=5-2=3. Portanto, r=3.

4 (5,4,32,1,0-1,...).

4-5=3-4=2-1=...=-1. Portanto, r=-1.
5) _4’_331719671_73“' .
22 2

—i—(—4)=1—(—2j:1—1=6—1:...:2. Portanto, r=§.
2 2) 2 2 2 2



3.2.1 Expressao do termo geral

Da defini¢ao de PA, temos que:

a,=a,+r
ay=a,+r=a,+r+r=a,+2r

a,=a,+r=a,+2r+r=a, +3r

Seguindo com esse processo, para o n-ésimo termo obtemos as
térmulas para termos quaisquer:

a,=a,+(n-1)r,com neN’

a,=a, +(n—k)r,com n,keN (caso geral).
Exemplo:

6) Para determinar a expressao do termo geral da PA (-5, 1,7,
13, ...), devemos conhecer 0 g, (primeiro termo) e a razao r.
Nessa PA, temos a, =5 e r=6. Entdo, o termo geral sera
a, ==5+([n-1)-6 ou a,=6n-11.

3.2.2 Propriedades de uma PA

a) Podemos relacionar trés termos consecutivos de uma PA da

an -1

. . +a . g
seguinte maneira: a, =—=—"L_ Isso significa que, para
2

quaisquer trés termos consecutivos, o termo central é a mé-
dia aritmética dos outros dois termos.

b) Em uma PA, a soma dos termos extremos é igual a soma
dos termos equidistantes a eles. Sendo impar o niimero de
termos da PA, a soma dos extremos é igual a duas vezes o
termo médio.

Exemplos:
7) Considere a PA (%, 1, =, 2,

3
] e os termos a, =1, a, :5 e

1+2
a, =2 . Entao, a2;a4 :—; =




8) Considere a PA com 10 termos (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20).
Observe que

2+20=22
4+18=22
6+ 16 =22
8+14=22
10 + 12 = 22.

9) Para PA com 5 termos (- 3, — 1, 1, 3, 5), temos também:
-3+5=2,-1+3=2. Asoma dos extremos, 2, é¢ o dobro do
termo central (ou médio) a, =1.

3.2.3 Classificacao

Classifica-se uma PA em relacdo a sua razao r:
e Caso r>0,aPA é crescente;
e Caso r<0,aPA é decrescente;

e Caso r=0, a PA é constante.

3.2.4 Soma dos termos

Considere a PA (a,,a,,-:-,a, ;,a,). A soma dos n termos da PA

dada é definida por: S, =(q, +a,) %

Exemplo:

10) ConsidereaPA (7,4,1,-2,-5,-8,-11,-14) a,=7 en =8.

w.8=(_7).4=_28
5 .

A soma de seus termos é S, =
Observacao: Note que a soma dos termos de uma PA independe
de sua razao.

Teorema 1. A soma dos termos de uma PA (a,,a,,a,,":-,a, ,,a,) é

_ (a1+an)'

n, vn>1.
2

dada por S,



Demonstracado 1: Faremos por inducdo sobre n o numero de ter-
mos da PA.

(i) Para n=1, a,=a,, e a PAtem 1 termo, a,, cuja "soma” ¢ g, ou

_ (4, +a)

S, ‘1=aq,. Logo, vale para n=1.

1 a +a
(") H.I.:Sn:al+a2+-..+an_l+an:(1 n).n

Devemos provar que:

a +a
SHI:a1+a2+---+an71+an+an+l=—( L 2"“)-(n+1).

De fato:

+a,++a, +ta, + _@ta), +
a, +a, a,,+a,v4a,, = h+a

_ la, +a,+(n-1r] n+a,, = [2a, +(n-1)r] m+a,,
2 2
(n—1nr (n—1nr

=a1n+T+aM=a1n+ +a, +nr

:al(n+1)+nr[n2_1+1j:al(n+l)+nr(n;1j
:al(n+l)+%(n+l):(al+%j(n+l)

2a, +nr _(a +a +nr
—( 5 j(n+1)—(—2 J(n+1)

_ ( a, +2Cl,,+1 j(n +1)=5,,.

Logo, a afirmacdo é verdadeira para todo n > 1.

Demonstracéo 2: Seja (a,),.y Uma sequéncia em progressao arit-
metica de n termos. Seja S, =a,+a,+---+a, ,+a, a soma dos
n termos dessa PA. Lembrando da expressao do termo geral, po-
demos reescrever essa soma na forma

S =a+(a, +r)+(a, +2r)+---+(a, +(n-1r)
ou, equivalentemente,

S =a +(a,-r)+(a,-2r)+--+(a,—(n-Dr)




Agora, se somarmos essas duas equacdes, observando que existem
n parcelas no membro direito, obtemos:

2-§,=(a,+a,)+(a,+a,)++(a +a,),
0 que nos da a formula da soma dos n primeiros termos de uma PA.

n
Sn =(a1+an)-5.

Exercicios resolvidos

1) A soma dos n primeiros termos de uma PA é expressa pela

formula S, =2n* —12n. Calcule o décimo quinto termo des-
sa PA.

Resolucao: Notemos, primeiramente, que
S, =a,=2-1"-12-1=-10.
Assim,

15
SlS = (al +a15)'?

2-152—12-15:(—10+a15)-1?5

270-32—10+a15
15
36=—10+a,;
a,=46.

Resposta: O décimo quinto termo dessa PA vale 46.

2) Determine a PA com dez termos sabendo que a soma dos
dois primeiros é 5 e a soma dos dois dltimos é 53.

a,+a,=5 2a,+r=>5
=
a,+a,, =53 2a,+17r =53.
Diminuindo uma equacdo da outra, temos 16 =48 = r =3. Des-
sa forma, 2a,+3=5=2a,=5-3=2=a,=1.

Resolucao:

Resposta: A PA ¢ dada por (1,4,7,10,13,16,19, 22, 25, 28).



3.3 Progressao geomeétrica

Chama-se progressao geométrica (PG) a sequéncia de termos que
segue um padrao de formacdo tal que seus termos, a partir do
segundo, sdo originados pelo produto do termo anterior por uma
constante g, chamada de razdo da progressao. Isto é:

a,=a, -q comn>2, neN.
Exemplo:

11) As sequéncias (1000,800,640,---) e (1,6,36,---) sdo progres-

~ foo < 2 :
sOes geométricas de razao 3 e 6, respectivamente.

3.3.1 Expressao do termo geral

Da defini¢ao de PG, temos que:

a,=4a,-q
ay=a,-q=(a,-9)-q=a,-q’
a, :a3'q:(a1'q2)'q:a1'q3

Seguindo com esse processo para o n-ésimo termo, obtemos as
formulas:

_ n-1
a,=a,-q com n=2

k

a,=a,-q"" com nkeN (caso geral).

3.3.2 Propriedades de uma PG

a) Podemos relacionar trés elementos consecutivos de uma PG
da seguinte maneira:

a a
n_ _ n+l —
=" oua,=4a,, -a,,.

Isto é, para quaisquer trés termos consecutivos, o termo cen-

tral é a média geométrica dos outros dois termos.



b) Em uma PG, o produto dos termos extremos € igual ao pro-
duto dos termos equidistantes a eles. Caso o niimero de ter-
mos seja impar, o produto dos extremos € igual ao quadrado
do termo médio.

3.3.3 Classificacao

i) Caso g>1.
a) Se os termos forem positivos, a PG € crescente.

b) Se os termos forem negativos, a PG é decrescente.

i1) Caso 0<g<1.
a) Se os termos forem positivos, a PG é decrescente.

b) Se os termos forem negativos, a PG € crescente.

iii) Caso g <0, a PG é alternada (termos positivos e negativos).
iv) Caso ¢ =1, a PG é constante.

v) Caso ¢ =0, a PG é dada por (4,,0,0,---).
Exemplos:

12) Suponha que a populagdo de um determinado Estado seja
hoje T habitantes e que sofre um aumento de 3% ao ano.
Determine qual o nimero de habitantes dessa populagao
daqui #n anos.

Resolugdo: Sofrendo um aumento de 3% ao ano, o numero de
habitantes é 1039% do numero de habitantes do ano anterior. Por-
tanto, a cada ano decorrido o nimero de habitantes sofre uma

103
multiplicacdo por ——, isto é, por 1,03.
phcagao p 100 p

Resposta: Dessa forma, apds n anos, o numero de habitantes sera
igual a 7-(1,03)".

13) Em uma PG alternada, o quarto termo é igual a 32, e o sexto
é 16. Qual o valor da razao dessa PG?



Resolucdo: Temos que a, =32 e a, =16. Dessa forma,

NG

a6:a4~q2:>16:32q2:>q2:%:qziT.

Resposta: Uma vez que a PG ¢ alternada, concluimos que a razio

§g=-N2
=77

3.3.4 Soma dos termos

Teorema 2. A soma dos termos da PG (a,,a,, ,a, ,,a,), cOom razio
g#0eq#l,é
g _ald' -
n q—l
Demonstracdo: Seja a PG finita com n termos dada por
(a,,a,,--,a, ,,a,). A soma de seus termos € dada por
S, =a+a,++a, +a, (N

Multiplicando-se ambos os lados dessa equacao pela razdo g #0
da PG, obtemos:

S -q=(a,+a,++a, +a,)q
S,-q=aq+a,q+--+a,_q+aq

S -g=a,+a,+-+a,+a,q (1)

Subtraindo (1) de (II), obtemos:
S,4=S,=a,-9-q
S,(g-1)=a,-q—q
A
n 7—1
Substituindo a, = q, -q”’l, ficamos com a formula

n

g -44 gq-aq
n q_l

S =a1(qn_1).
n q_l



Observacao: Por outro lado, seja a PG infinita (a,,q,,---,a,,---) de
razao ¢q . Suponha que queiramos calcular a soma de seus infini-
tos termos. Essa soma faz sentido? Note que, se ¢ >1, os termos
da PG sao crescentes e, portanto, ndo teremos uma soma bem de-
finida, isto é, nao teremos uma soma finita. Também se ¢ <0, ndo
teremos uma soma finita. No entanto, se 0< g <1, os termos so-
frerdo decréscimo a cada passo, tornando-se niimeros muito pré-
ximos a zero. Dessa forma, teremos um limite para a soma. Seja
n o ndamero de termos. A medida que # torna-se cada vez maior,
o valor de ¢" torna-se um nimero tao pequeno quanto se queira,
cada vez mais proximo de zero. Assim, temos que limg" =0 e,

X—>0

portanto,

lims =S, —lim%@ —D__a
X—>0 X—>0 q_l l_q

Logo, a féormula para a soma de infinitos termos em PG ¢é dada

a

l—q'

por S, =

Exercicios resolvidos

3) Em uma PG crescente de trés termos, o segundo termo é
igual a razdo. Se do terceiro termo subtrairmos 4, os trés
novos nuimeros, na mesma ordem, formarao uma PA cres-
cente. Determine a soma dos termos da PG.

Resolucdo: Seja ¢ arazdo da PG dada. Desde que a, =¢, a, =a,q
e a, =a,q segue que a PG é dada por (a,,a,,a,)=(l,¢q,q"), en-
quanto que a PA (a,,q,a,—4)=(1,9,q° —4).

Dessa forma, pela lei de formagéo da PA, temos:
g —4-q=q-1
g’ -2¢q-3=0.

Resolvendo a equacdo do 2° grau, obtemos os possiveis valores

para a razao
q'=-1
q"=3.

Como a PG é crescente, tomamos ¢ =3. Logo, a PG é dada por
(1,3,9), e a soma de seus termos é: 1+3+9=13.

Resposta: A soma dos termos da PG ¢ igual a 13.



4) Qual o nimero de termos da PG em que a,=9, ¢=3 e
S =10937

Resolucao: Como a formula para a soma depende de g, calcula-

mos este por meio de a,:

_ 2
a; =a,-q

9=gq,-3
a =1.
Portanto,
13"-1) 3"-1
3-1 2

1093 =

3" —1=2186
3"=2187=3"=3"=3"=>n=7.

Resposta: O numero de termos da PG é n="7.

Exercicios propostos

1) Determine a quantidade de multiplos de 4 compreendidos
entre 190 e 1001.

2) Determine trés nimeros em PA sabendo que sua soma é 12
e que a soma de seus quadrados é 66.

3) Em uma PG, a soma do terceiro com o quinto termo vale 45,
e a soma do quarto com o sexto termo vale 135. Determine
a razao dessa PG.

4) A soma dos n primeiros termos de uma PG é dada pela ex-

n+l

pressao S, = . Determine a razdo e o primeiro termo

dessa PG.

5) A soma de trés nimeros em progressao aritmética crescen-
te é 12. Se somarmos 2 ao terceiro termo, a nova sequéncia
constitui uma progressao geométrica. Determine o produto
dos trés termos da progressao geométrica.

6) Quantos nimeros entre 1000 e 10000 tém seus algarismos
em PA? E em PG?



7) A soma dos termos de uma PG crescente de trés termos po-

8)

10)

11)

12)

sitivos € 21, e a diferenca entre os extremos é 15. Determine
a razao dessa PG.

Um quimico tem 12 litros de dlcool. Ele retira 3 litros e os
substitui por d4gua. Em seguida, retira 3 litros da mistura e
os substitui por dgua novamente. Apos efetuar esta opera-
¢ao 5 vezes, aproximadamente quantos litros de 4lcool so-
braram na mistura? Quantas operagdes sao necessarias para
se ter menos que um litro de 4dlcool na mistura?

Dadas as sequéncias (4a,3,a—7b) e (a,3,b), determine o
valor de a+b sabendo que a primeira sequéncia é uma pro-
gressdo aritmética decrescente e a segunda é uma progres-
sao geométrica decrescente.

. P
A soma dos termos de ordem impar de uma PG infinita é E ,

e a soma dos termos de ordem par é % Calcule o 1° termo
dessa PG.

Os inteiros de 1 a 1000 sao escritos ordenadamente em torno
de um circulo. Partindo de 1, riscamos os nimeros de 15 em
15. O processo continua até se atingir um ndmero ja riscado.
Quantos niimeros sobraram sem serem riscados?

Qual a razdo da progressao aritmética que se obtém inserin-
do 8 termos entre 2 e 38?
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Atencdo: tenha em méos os
materiais destas disciplinas
durante o estudo deste
capitulo.

Capitulo 4

Trigonometria

Iremos, ao longo deste capitulo, analisar, elaborar e re-
solver problemas utilizando a trigonometria no tridn-
gulo e as fungoes trigonométricas.

Neste capitulo vamos trabalhar com trigonometria, um assunto

que vocé ja estudou nas disciplinas de Geometria e Introducao

ao Calculo. Iniciaremos com uma relagao das principais férmulas

da trigonometria, ilustrando sua utilizagao com alguns exercicios

resolvidos. Em seguida, faremos uma exposicao das equagdes tri-

gonométricas, de exercicios resolvidos e exercicios propostos.

4.1 Relacoes fundamentais e
formulas

4.1.1 Relacoes fundamentais e formulas para

valores x na primeira determinacao positiva

Relacoes

Fundamentais

sen’x+cos’x =1, Vxe[0,27]

tgx =Y vy e0.27] e xg T %
coS X 22

COS X
cotgx=—— Vx€l0,2n] e x#m
sen x

secx = , Vxe[0,27] e xg{%}—n}

COSX 2

COSSEC X = , Vxe€l0,2n] e x# 7

sen x



1
cotgx=—— Vx€]0,27] e xe{z,n,S—ﬂ}
tg x 2 2

tg’x+1=sec’x, Vx€[0,27] e xé{%,S—n}

2
Consequéncias 1+cotg’x = cossec’x, Vxe]0,2a] e x =7
1
cos’x=——, Vxe[0,27] ¢ x ¢ {£’3_n}
tg'x 22

2
sen2x=tg—)‘;, Vx e[0,27] e xi{ﬁ,g’—n}
I+tg"x 2 2

4.1.2 Relacoes apresentadas em R

cos(axb)=cosacosbFsenasen b, Va, beR

sen(atbh)=senacosbtcosasen b, Va,beR

+
tg(aib)=%, Va,beR,a¢§+kn,
Formulas da Hiearis
adigdo b¢%+kﬂ, aib¢%+kn, keZ

cotga-colgh=l o bR a %k,

cotg(a+b) =
& ) cotg a+cotg b
b#kx, a+b#kn, kel
cos2a =cos’a—sen’a, YaeR

cos2a=2cos’a—1, YaeR

Formulas de
multiplicacdo

cos2a =1-2sen’a, VaeR

sen2a =2sen a-cosa, VacR

cosgzi 1+cosa, VYaelR
Férmulas da 2
divisao 1

sen—=x= cosa’ VYaelR




a

2-tg—
sen a = i, %¢£+kn,keZ
a
I+tg— =
Seno e cosseno tg2 5 1+tg2¢0
em funcao da
tangente .24
2-tg 5 a4 m
cosa = - —¢E+kn,keZ
1+tg” —
52
+ —
cosp+cosq=2-cosp2q-cosp2q, Vp,g e R
+ —
cosp—cosq=—2-senp 4. sen? q’ Vp,geR
Transformacao em 2
produto _
senp+senq=2-senp-2'_q-cosp2q, Vp,g e R
- +
senp—senq=2-senp2q-cosp2q, Vp,qg e R

Exercicios resolvidos
1) Um retangulo com lados adjacentes medindo sena e cosa,
com 0<a< %, tem perimetro igual a V6 . Qual é a drea do
retangulo? Qual o valor de a?

Resolucao:

seén a

cos a
Figura 4.1

O perimetro do retangulo é 2sena+2cosa. Entéo:

2sena+200sa=\/€

2(sena+cosa) = J6

SCIla-i-COSLZ:T_



Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
2 2 6
sen“a+2senacosa-+cos” a =Z.

. 1
Usando a relacdo fundamental, temos 2sen acosa :5.

. A . 1
A area do retangulo é senacosa :Z. Para calcular o valor de «a,
4
O<a< 5 fazemos:

sen2a=ZSenacosa=l<:>sen2a=l<:>2a=£<:>a=£.
2 2 6 12

1
Resposta: A area do retangulo ¢ 7 ea :%.

2) Determine o conjunto de valores de a para os quais é verda-

. . - 2a-1
deira a afirmacdo: cosx = T )

2a-1

Resolucdo: Sabemos que —1<cosx <1. Entdo, —1< <1

e resolvendo a inequacdo encontramos os valores de a que dese-
jamos.

2a-1

(i) -1< < S522a-12a2-4<a>2-2.8 =[-2,+0

. 2a—1
(i) S

<1e2a-1<5<2a<6<a<3.8, =]-o,3].

Fazendo a interseccdo: S =[2,3].

Resposta: A afirmacéo ¢ verdadeira para a €[2,3].

3) Se tgx = Js, qual o valor de sen’x?

Resolucao:
tgx=+/5 < tg’x=5
1
Como 1+tg’x =sec’ x, temos que sec’ x =5+1=6=———.
cos” x
. ) 1 ) ) 1 5
Entdo, cos" x=— e sen"x=1-cos x=1——=g.

Resposta: sen” x :%



4) Calcule em fungao de a o valor de

3n T 3n a
M =cos| x+— |-cos| x—— |[+tg| ——x |+ ,
2 2 2 1— a2

T
com 0<x<3 ea=senx.

Resolucao: Vamos calcular cada uma das parcelas:

. 3 3 R4
(i) cos| x— |=cosx-cos— —senx-sen—
2 2 2

=cosx-0—[senx-(—1)]=senx=a

(i) cos(x—%) =senx=a

R¥4
3 Sen(2_xj sen3—n-cosx—senx~cos3—n
(iii) tg(——xj: = 2 .

3m 3n 37
cos| ——x COS—-COS X +Senx-sen —
2 2 2

—COSX COSX 1-a*

—Senx senx a

. a sen x sen x a
(|V) = = =
\/l—a2 \/l—senzx cosx \/l—a2

Temos entao:

M=a-a+ +

Q
<
p—
|
Q
]
|
Q
<
—
|
N
[N}
|
Q
<
—_—
|
N
[N

Resposta: O valor de M ¢
aNl—a
4.2 Equacoes trigonométricas
fundamentais

De modo geral, as equagoes trigonométricas reduzem-se a uma das
seguintes:

i) sena=senf
ii) cosa=cosf

i) tga=tgp



Essas equagdes sao chamadas equagdes fundamentais. Vamos estu-
dar cada uma delas.

i) sena=senf

Figura 4.2

Note no ciclo trigonométrico que sena =sen § = 0Q . Entio,
asimagens de a e f estdioem B ouem P, . Issonos da duas
possibilidades:

a) a e B sdo arcos congruos, isto é, a = B+ 2km, parak eZ.
b) a e B tém imagens simétricas em relacdo ao eixo dos

senos: a+ f=m+2kxw, parakeZ.

ii) cosa =cosf

yA :
%

B fa
al >
is

Figura 4.3



Analogamente, podemos ver no ciclo trigonométrico que
cosa =cos B =0M . Logo, as imagens de a e 8 estioem R

ouem P,. Também nesse caso ha duas possibilidades:
a) a e 8 sdo arcos congruos, isto é, a = f+2km, para k €Z.

b) a e B tém imagens simétricas em relagdo ao eixo dos
cos-senos: a+ f3=2km, parak €Z .

i) tga=tgf

o

Figura 4.4

Observando o ciclo trigonométrico, vemos que
tga=tg = AT . Assim, as imagens de « e f estdo em P,
ouem P, e as possibilidades sao:

a) a e f sdo arcos congruos, isto é, a =B +2kn , parak €Z.

b) @ e B tém imagens simétricas em relacdo a origem:
a—-fB=m+2km, parakeZ.

Resumindo (a) e (b) podemos concluir que
a=p+km, parakeZ.
Outras estratégias também podem ser utilizadas para resolver as
equagdes trigonométricas, como a mudanga de variaveis e as for-

mulas de adi¢ao, divisdo e transformagao em produto. Faremos
alguns exemplos.



Exercicios resolvidos
5) Resolva as equagoes a seguir.
a) cos’ x = 1
2
b) cosx =sen2x

c) senx+cosx =1

Resolucgao:

2

1
a) cos’x=—<cosxy=+—.
2 2

No ciclo trigonométrico:

Figura 4.5

S:{xeR/x=£+k£,keZ}.
4 "0

b) cosx =sen2x

Sabemos que sen2x =2senx-cosx. Como cosx =2senx-cosx,
temos duas possibilidades:

(1) cosx#0.
Nesse caso, podemos cancelar cosx e ficamos com

2senx=l<:>senx=%<:>x=%+2kn, kelZ,



ou x:%+2kn,keZ
(2) cosx=0.
Se cosx =0, entdo x:§+kn, kel.
Logo,

S:{xeR/x:%+2kn ou x:%r+2k.7t

ou x:%+kﬂ ,keZ}

c) senx+cosx=1.
Fazemos aqui uma mudanca de variaveis: senx=u € cosx =V.

u+v=1 (1)

Resolvemos, entdo, o sistema: { ,
u +v-.=1 (2)

Isolando u# em (1) e substituindo em (2), obtemos:

u+v=lcu=1-v
(1-v)*+v* =1

1-2v+v2 +17 =1

2V =2v=0
2viv-1)=0<=v=0 ou v=1

(i) Se v=0, entdo u=1-0=1, e teremos cosx=0 e senx=1.

Entio, x=%+2kn, keZ.

(ii) Se v=1,entdo u=1-1=0, e teremos cosx=1 e senx=0.

Entdo, x=2km, keZ.

Logo, S={xeR/x=%+2kn ou x=2km, keZ}.

Exercicios propostos

1) Qual o conjunto de todos os valores x para que o angulo

3 - T pertenca ao primeiro quadrante?

x”+1



2) Considerando a aproximacdo & =3,14, se um arco de cir-
cunferéncia mede 1,57 cm e o didmetro desta mesma cir-
cunferéncia mede 8 cm, quanto mede o dngulo correspon-
dente a este arco?

3) Um barco atravessa um rio num trecho onde a largura é
100m, seguindo uma diregao que forma um angulo de 30°
com uma das margens. Qual a distdncia percorrida pelo
barco para atravessar o rio?

4) Qual o valor aproximado de cos1? Qual o sinal algébrico

de cos2?

5) Se cosx:—i e %<x<n,qualovalorde

Jio

\/2 cotg x +cossec’ x ?
1 X 7
6) Se f(x)= Esecx+ 3 SGCE' qual o valor de f(?] ?
7) Determine o dominio das fung¢des a seguir.
a) f(x)= cotg(2x —%)
b) f(x)=+2senx—1 para 0<x<2x

8) Qual o valor maximo da funcao real de variavel real
f(x):|—1+senx|?

9) Foram feitos os graficos das fung¢des
x
x)=sen4dx e g(x)=——
() g =105
para x €(0,27). Qual o niimero de pontos comuns aos dois
graficos?

10) Determine o conjunto das abscissas dos pontos de intersec-
¢ao dos graficos das fungdes co-seno e secante, quando tra-
c¢ados em um mesmo sistema de eixos.

11) Seja f: (O,%) — R, definida por f(x)= JJsec? x +cossec’ x .

Se ae(O,%) e tga:%, calcule f(a).



12) Determine a soluc¢do das seguintes equagoes.

a) sen(x+£j:1
3

b) sen(mx)=0

) cos(x—%rjzo

d) cos’x=1
e) sen3x=senx
f) cosx—sen(2x)=0

1 1 1
8 + =

l+senx l—senx cos’x

h) tgx=sen(2x)

i) V3senx+cosx=2
j) senx+cosx=0
k) senx—cosx =1

1) |sen x| +|cos x| =1
13) Resolva as inequagdes a seguir.

a) sen[ijzl, para 0<x<2m
2) 2
x) 1

b) cos(— <—,para 0<x<2m
3) 2

Tarefa

i) Elabore e resolva cinco exercicios de inequagoes trigonomé-
tricas.
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Capitulo 5

Geometria

Iremos, ao longo deste capitulo, analisar, elaborar e re-
solver problemas utilizando os conceitos da geometria
plana e espacial.

Neste capitulo, vamos resolver problemas de geometria, objeto de
estudo de duas disciplinas ja cursadas. A primeira parte é dedi-
cada a problemas de geometria plana, e a segunda a problemas
de geometria espacial. Nao esqueca que todos os contetidos das
disciplinas ja cursadas podem também aparecer!

5.1 Geometria plana

Problemas resolvidos

1) Em um tridngulo equilatero ABC, de 8 cm de lado, traca-se
MN paralelo ao lado BC, de modo que o tridngulo se de-
componha em um trapézio e em um novo triangulo. Qual
a medida de MN para que o perimetro do trapézio BMNC
seja igual ao perimetro do tridngulo MAN ?

Resolucao:

& cm

Figura 5.1



Chamando x a medida de NC e y a medida de MN, temos:
28—x)+y=842x+y=>x=2

Figura 5.2

1
Para encontrar y, fazemos cos 60° :§:>—:£:> z=1.

Logo, como y =8—-2z, temos que y=6.

Resposta: A medida de MN € 6 cm.

2) A diferenga entre as areas de um quadrado e de um circulo
nele inscrito é 4(4 —) cm® Qual é a 4rea do quadrado?

Resolucgao:

o

|

a

Figura 5.3

Chamando a o lado do quadrado, o raio da circunferéncia nele

... . s .
inscrita € —. A érea do quadrado € entdo 4 =a’, e a area do

2 2
circulo € 4, = n(gj L Logo,
2 4

A - A =44-m)



2
, Ta

a — =4(4-m)
2 2

4a—na:4(4_n)
2 —

a’=16

Resposta: A area do quadrado € 16 cm?.

3) Um dos lados de um triangulo é dividido em segmentos
de comprimentos 6 e 8, por um ponto de tangéncia de um
circulo inscrito. Se o raio do circulo é 4 u.c,, qual é o compri-
mento do menor lado do triangulo?

Resolucao:
AC=1b
AB=c
BC=a

Figura 5.4

Note inicialmente que a area do tridngulo pode ser dada em
funcdo do semiperimetro; em um triangulo de lados a, b e c,
+c

seu semiperimetro € dado por s = e a area € dada por

A = \/s(s —a)(s—b)(s—c).

Por outro lado, lembre-se de que a area do tridngulo também ¢
dada em funcéao do raio » do circulo inscrito € do semiperimetro:

A =r-s.
Em nosso problema, temos:

S:14+(8+x)+(6+x) iy

A =4-(14+x) e



Ay =14+ x)-(14+x—14)-[14+ x — (8 +x)]-[14+ x — (6 + x)]
= J48x(14 +x) = 4,/3x(14+ x)

Igualando as duas expressoes, temos:

4-(14+x) = 4.3x(14 + x)

Resolvendo a equacéo irracional, obtemos: Lembre-se de Introducéo ao

Calculo!
4.-(144+x)=4/3x(14+x)
14+ x =/3x(14+ x)

(14+x)2 =3x(14+x) (1)
14+ x=3x
x=7

Substituindo o valor encontrado na equacéo (1), verificamos que
14+7=21¢e +3-7-21=21. Logo, o valor é de fato raiz da equa-
¢do, € os lados do triangulo valem:

a=14, b=8+7=15, c=6+7=13

Resposta: O menor lado do triangulo mede 13 u.c.

Problemas propostos

1) Em um trapézio, cujos lados paralelos medem 4 cm e 6 cm,
as diagonais interceptam-se de tal modo que os menores
segmentos determinados em cada uma delas medem 2 cm e
3 cm. Qual é a medida da menor diagonal?

2) Em um tridngulo, a base mede 60 cm, a altura e a mediana em
relacdo a esta base medem, respectivamente, 12 cm e 13 cm.
Quais sao as medidas dos outros dois lados do triangulo?

3) A soma dos quadrados dos trés lados de um tridngulo re-
tangulo é igual a 32 cm. Quanto mede a hipotenusa do tri-
angulo?

4) Qual é a medida do lado de um poligono regular de 12 la-
dos, inscrito num circulo de raio unitario?

5) Qual é a razao entre os comprimentos das circunferéncias,
inscrita e circunscrita a um quadrado?



6) Os lados de dois octégonos regulares tém, respectivamente,
5 cm e 12 cm. Qual é o comprimento do lado de um terceiro
octégono regular, de drea igual a soma das areas dos outros
dois?

7) Se o comprimento de um retangulo aumenta em 10% e a
area permanece constante, de quanto diminui sua largura?

8) Qual é a razado entre as areas de um tridngulo equilétero
inscrito em uma circunferéncia e de um hexagono regular,
cujo apétema mede 10 cm, circunscrito a esta mesma cir-
cunferéncia?

9) Um comicio politico lotou uma praga semicircular de 130 m
de raio. Admitindo uma ocupacdo média de 4 pessoas por
metro quadrado, qual é a estimativa do nimero de pessoas
presentes?

10) Se o perimetro de um triangulo inscrito num circulo medir
2x cm e a soma dos senos de seus angulos internos for igual
a x, qual é a area do circulo?

5.2 Geometria espacial

Problemas resolvidos
4) A area total de um cilindro reto, de base circular, com % m

de altura, é igual a 4rea de um circulo de 1 m de raio. Qual
€ o volume do cilindro?

Resolucao:

Figura 5.5

Para encontrarmos o volume do cilindro, precisamos conhecer o
raio r de sua base, uma vez que este volume ¢ dado por



v

cilindro

= (4rea da base) x (altura) = 77 -

| =

A area de um circulo de raio T m ¢ 4 =am?’.

A area total do cilindro é:

cilindro

=[(comprimento da circunferéncia da base) x (altura)]+[2 x (area da base)]

1
Ao = (23‘[1’ Ej +2mr’ =a(r+2r%).
Como A, = A4 I9Ualamos as duas expressoes e obtemos:
a(r+2r)=m
2r’ +r-1=0.
. 1 . . ,
Resolvendo a equacdo, temos r = 5 Entdo, o volume do cilindro é:
_pil_m
cilindro 4 2 8 -
Resposta: O volume do cilindro é %mS.

5) Considere um paralelepipedo retangulo de arestas a, b e c.

Determine o seu volume, sabendo-se que a érea total é 4a’
eque ¢ éodobrode b.

Resolucdo: A area total do paralelepipedo €
A, =2ab+2ac+2bc=4a’,

ou equivalentemente, ab+ac+bc=2a*. Substituindo c=2b,
obtemos:

ab+2ab+2b* =24°
3ab+2b* =2a*
2a*-3ab-2b*=0 .

Resolvendo essa equagdo em a, obtemos:

e 3b /9 +16b>  3b++25h> 3b+5h
4

4 4

Tomando o valor positivo, temos que a :% =2b. Logo, o volume

do paralelepipedo sera dado em funcéo de b :



V,=a-b-c=2b-b-2b=4b".

Resposta: O volume do paralelepipedo € 4b°.

6) A base quadrada de uma pirdmide tem 144 m? de drea. A
4 m do vértice traga-se um plano paralelo a base e a sec¢ao
assim feita tem 64 m* de drea. Qual é a altura da pirdmide?

Resolucao: Observemos um corte vertical da piramide:

A

Figura 5.6

Os triangulos ABC e ANM sao semelhantes. O lado do quadrado
da base ¢ 12 m e o lado do quadrado determinado pelo plano ¢ 8
m; as suas diagonais sdo respectivamente 12x/§ e 8\/5. Assim, os
catetos do triangulo maior sdo 6\/5 (metade da diagonal) e 4+ x
(a altura da piramide) e os catetos do tridngulo menor sio 42 e
4. Fazendo a semelhanca, temos:

4+x_@
4 42
4+x 6

4 4
16+4x =24
4x =8

x=2.



Assim, a altura da piramide ¢ 4+x=4+2=6.

Resposta: A altura da piramide é 6 m.

Problemas propostos

11) Um poliedro convexo P possui 7654 faces, todas triangula-
res. Determine o nimero de arestas e o niumero de vértices.

12) As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sao propor-
cionais aos nimeros Inz, In#*, In#’ e a area total é 792 cm?2.
Sabendo-se que a soma das dimensodes vale 12 vezes a razao
de proporcionalidade, quais sao os valores destas dimen-
soes?

13) Qual o volume de um prisma hexagonal regular reto, de al-
tura +3 cm e cujo apétema da base mede V3 em?

14) Na figura a seguir, que representa um cubo, o perimetro do
quadrildtero ABCD é 8(1+ 2 ). Calcule o volume do cubo.

A

Figura 5.7

15) Sabe-se que a média harmonica entre o raio e a altura de um
cilindro de revolucao é 4. Qual a razao entre o volume e a
area total?

16) Dois cones de mesma base tém alturas iguais a 18 cm e 6 cm,
respectivamente. Qual é a razao entre seus volumes?

17) A area da intersec¢do de um plano com uma esfera de raio
13 é 144 v . Qual é a distancia do plano ao centro da esfera?

18) Tém-se dois vasilhames geometricamente semelhantes. O
primeiro é uma garrafa de vinho, cuja altura é 27 cm. O se-



19)

20)

gundo é uma miniatura do primeiro, usado como propa-
ganda do produto, e cuja altura é 9 cm. Quantas vezes sera
necessdrio esvaziar o contetido da miniatura na garrafa co-
mum para enché-la completamente?

A que distancia do vértice se deve passar um plano paralelo
a base de uma piramide de altura H para que ela fique di-
vidida em dois sélidos de igual volume?

Uma esfera de raio 1 cm repousa sobre uma abertura de ma-
deira, em forma de tridngulo equilatero, de lado 2 cm. Qual
a altura da calota acima do plano de madeira?
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Atencdo: tenha a médo o
material desta disciplina.

Capitulo 6

Funcoes Exponencial e Logaritmica

Neste capitulo estudaremos as fungdes exponencial
e logaritmica. Para isso, lembraremos aqui as princi-
pais propriedades da poténcia e do logaritmo, que serdo
titeis em todo o desenvolvimento do capitulo. Lembre-se
de que esse assunto jd foi estudado em Introducio ao
Cdlculo.

6.1 Equacoes e inequacoes

exponenciais

Para a,be R’ ,com a#1 e b#1,valem as seguintes propriedades:

1)
2)

3)
4)

5)

6)
7)

8)

(am)n — am~n;

(a-b)'=a"-b";

(zjm _a
b "’

@' =a" = f(x)=g(x);

1
o _
a =—m,
a
m
a® =ya"

A resolucao de uma equagao exponencial baseia-se, de modo ge-

ral, na propriedade 6 acima, ou seja, na comparagao de duas po-
téncias de mesma base: " =a" < m=n.



Entretanto, para as inequagdes, tomamos por base as seguintes
propriedades:

e Sem<n,entdo a”" <a" se a>1.
e Se m<n,entio a”" >a" se 0<a<l.

As desigualdades podem ser trocadas por < ou > sem perda de
generalidade.

Exercicios resolvidos

1 2x+3
1) Resolva 5'=| —| .
25
Resolucao:

2x+3
53x—l =(2i5) P 53x—1 — (5—2)2x+3 P 53x—1 — 5—4x—6 =

3x-1=-4x-6 & 3x+4x=-06+1 Tx=-5& x=—;

5
Resposta: Resolvendo, encontramos x = —7.

2) Determine o conjunto soluc¢do para a equagao:
20427 =272 2" 414

Resolucdo: Note que em cada parcela aparece o fator 2*; trate-
mos de evidencia-lo:

2x—3 + 2x—4 — 2x—2 _ 2x—1 + 14
2" 2' 20 2

>—+—+———=14
8 16 2 4

(2+1+8-4)2"
= =
16

14

=7.2"=14-16
=2 =2’
=x=5.

Resposta: O conjunto solucdo ¢ S ={5}.



3) Qual a solugdo para a desigualdade (%/5 )t < é ?

Resolucao:
1
R3) Sé o3 <32,
Sendo a base 3 > 1, segue da propriedade 1 de inequacdes que

%xﬁ—2<:>x£—6.

Resposta: O conjunto solugédo ¢ S = {x eR/x< —6}: (—0,—6].

6.2 Funcao exponencial

Dado um ntimero real a, a >0 e a#1, a fun¢do exponencial de
base a, f:R—>R, éindicada por f(x)=a". Essa fun¢do possui

as seguintes propriedades:
° f(x)>0,VxeR.
* Se 0<a<1 afuncao é decrescente.

® Se a>1 afuncao é crescente.

Quando 0<a<1, o grafico da funcdo f(x)=a" toma a seguinte

forma:

Figura 6.1



Quando a >1, o grafico de f(x)=a" é da seguinte forma:

y

Figura 6.2

Porque a>0 e a#1?

* Se a=1, f(x)=1"=1, para qualquerxeR, é uma fungao
constante.

* Se a=0, f(x)=0" nem sempre existe. Por exemplo: para
x=0,temos f(0)=0", que ndo esta definido.

* Se a<0, f(x)=a" nem sempre existe em R. Por exemplo: se

1
a=-16 e x:%,entéo f&j:(—my =vJ-16 ¢R.

Observagdo: a fungao exponencial f:R—>R, f(x)=a", a>0,
a #1, é bijetora. Prove como exercicio.

Exercicio resolvido

4) Construa o grafico da funcdo f:R—>R definida por

f(x)= (%J —1 e determine o conjunto imagem.



Resolucao: Para auxiliar a construcdo do grafico, facamos a ta-

bela:
x y=rf()
1023
10 -
1024
3
2 —_
4
1
1 N
2
0 0
-1 1
—2 3
-10 1023

Figura 6.3

Imagem: Como (%) >0 para todo xeR, temos que
(lj —-1>-1.
2

Resposta: A imagem da funcao ¢ dada por

Im(f)= {xeR/x>—1}:(—1,+oo).



Observacao: note que o grafico de f(x)= (%) —1 é o gréfico de
g(x)= (Ej “transladado” uma unidade no sentido vertical, para

baixo.

6.3 Logaritmo
Dados a e b reais positivos, com b #1, chamamos de logaritmo de
a na base b o expoente a que se deve elevar b para se obter a:

log,a=x<a=b".

Por consequéncias da defini¢do, temos:
1) log,1=0;
2) log,b=1;
3) log,b" =m;
4) = =q.

Nota:

a) Quando nao for mencionada a base, esta valera 10.
log,, N =log N

b) Quando a base for igual a e, o logaritmo é dito logaritmo
natural ou neperiano, log, N=InN. O niimero e=2,71828...
€ conhecido como nimero de Euler.

Também para logaritmos temos propriedades que estdo direta-
mente ligadas as exponenciais. Para {a,b, c,d}c Ri ,com b#1e
d #1, valem as propriedades:

1) log,(a-c)=1log, a+log,c;
2) log,(a+c)=log,a—log,c;
3) log,a" =m-log,a;

4) log,a= iOgd a

(mudanca de base);
d

Em homenagem ao
matematico John Napier,
criador da tabua de
logaritmos e do numero
neperiano.

Em homenagem ao
matematico suico Leonhard
Euler (pronuncia-se “oiler");
¢ a base dos logaritmos
naturais. As variantes do
nome do niimero

e =2,71828... incluem:
numero de Napier,
constante de Neper,
numero neperiano, nimero
exponencial, etc.



1
5 log,a=——, a#1;
) log, log_ b

6) log,a=log,ca=c.
Para resolver equagdes logaritmicas, comecamos por analisar a
condicao de existéncia do logaritmo, em seguida usamos as pro-
priedades acima.
Para as inequagoes logaritmicas usamos as seguintes propriedades:
1) Para b>1, log, a<log,c < a<c.
2) Para 0<b<1, log,a<log,c=>a>c.

Observacao: as desigualdades podem ser trocadas por > ou <
sem perda de generalidade.

Exercicios resolvidos
5) Determine o valor de log, 5-log,; 27 .

Resolucao: Usando a propriedade mudanca de base e passando
para base 5, temos:

log.5 log, 27

log, 5-log,; 27 =
S 823 log,3 log,25

_ 1 log,3
log,3 log, 5’
1 3log,3

log.3 2logs5

Resposta: log, 5-log,, 27 = %

6) Determine x que satisfaga a equagao log, 8 =log,(3x—1).
Resolucao: Pela condicdo de existéncia do logaritmo,
1 .
Ix-1>0=> x>§. Pela propriedade 6, temos 3x—1=8 < x =3.

Resposta: x =3 satisfaz a equacao.



7) A equacdo log, x=1+log 9 tem duas raizes reais. Determi-
ne o valor da maior raiz.

Resolucdo: Pela condicdo de existéncia dos logaritmos: x>0 e
x # 1. Aplicando a propriedade de mudanca de base do logaritmo,
temos:

log, x=1+log 9 < log, x=1+
log, x

2
Fazendo log, x =y temos: y=1-=<> y>—y+2=0, e portanto
y=—ley=2. Y

Logo, log3x:—1<:>x:% e log,x=2<x=9.

Resposta: A maior raiz de log, x=1+log 9 ¢ x=9.

6.4 Funcao logaritmica

Dado um ndmero real 5 >0 e b#1, a fungao logaritmica de base
b, f:R — R, indicadapor f(x)=log,x,éuma funcio que pos-
sui as propriedades vistas anteriormente. A partir dai, podemos
perceber que:

° f(x)=0=x=1;

° f(x)=1l<x=b;

* Se 0<b<1,entdo a funcdo é decrescente;

* Se b>1, entdao a fungao € crescente.
Assim, analisando o grafico para as fungdes logaritmicas, perce-
bemos que se 0 <b <1, o grafico é anadlogo ao abaixo.

y
24

Figura 6.4



No caso em que b >1, temos um gréfico similar ao que se segue:

y
1 2 .
—1+
Figura 6.5

Observacao: a fungado logaritmica € a inversa da fungao exponen-
cial. Prove como exercicio.

Exercicio resolvido

8) Determine o dominio da fun¢do f(x)=2+log,(x—3).
2

« . 1 :
Resolucao: Desde que a base do logaritmo seja 5 portanto maior
do que zero e diferente de 1, basta termos x—3 >0, ou seja, x > 3.

Logo o dominio da funcdo € D(f)=(3,+wx).

Exercicios propostos

1) Resolva as equagoes:

a) (gjx =2,25
3

b) \/5x72 _{/252%5 _2\){/53)(72 -0
) 2°+4.27°=5

d) 4°-2-6"+9"=0

e) 4x _3x—0,5 — 3x+0,5 _ 22x—1

3x+1 x—1
2) Resolva a inequagao (Zixj . gls 2(%) .



3) A metade de 2" +4° vale?
4) Determine o conjunto solucdo para a equacéo log,(x—1)>=2.

5) Encontre valores de x que satisfacam a equagdo:
x+log(1+2")=x-log5+1logh6.

6) Todo nimero real positivo pode ser escrito na forma 10”.
Determine o expoente x tal que 125=10", tendo em vista
que 8=10"".

7) Num triangulo retangulo a hipotenusa mede a e os catetos
medem b e c. Prove que log,,, c+log, ,c=2log,,,c-log, ,c.

8) Qual o conjunto solucao de log, (x* —1) > log, 3x+9)?
2 2
9) Esboce o grafico e dé o dominio e o conjunto imagem das

seguintes fungoes:

a) f(x)=3+log,(x—-2)

b) f(x)=4-log,(x-3)
x 2

9 f(x)=3-2°
d) f(x)=20-2_§

Tarefa

1) Elabore dois problemas cuja resolug¢ao dependa do uso ade-
quado da funcdo exponencial.



Capitulo 7

Matrizes e
Sistema Lineares







Capitulo 7

Matrizes e Sistemas Lineares

Ao longo deste capitulo iremos resolver problemas envol-
vendo matrizes, determinantes e sistemas lineares.

Neste capitulo vamos tratar de matrizes, determinantes e sistemas
lineares, assuntos ja trabalhados na disciplina de Geometria Analiti-
ca. Iniciaremos com algumas defini¢oes e resultados sobre matrizes
e determinantes, em seguida apresentaremos exercicios resolvidos e
propostos. Na segunda parte trabalharemos sistemas lineares.

7.1 Matrizes

Como foi visto em Geometria Analitica, as matrizes sao formas de
organizar dados. Mais precisamente, uma matriz de ordem mxn
é um bloco retangular com m-n elementos dispostos em m linhas
e n colunas. Das operagdes que podemos realizar com as matrizes,
relembremos alguns detalhes e algumas propriedades:

7.1.1 Adicao

Dadas duas matrizes 4=(a,),,, € B=(b;),,,, a matriz soma de A4

mxn mxn’

e B é uma matriz (4+B),,,, tal que

mxn

A+B=(a;+b;), 1<i<m e 1< j<n.
Propriedades: Sejam 4, B, C e 0 matrizes de ordem mxn, em que
0 é a matriz nula, valem as afirmacdes:
* A+B=B+4;
e A+0=0+A4A=4;
°* A+(-A)=(—A)+A=0;

°* (A+B)+C=A4+(B+C).



7.1.2 Multiplicacao por escalar

Seja k um escalar, o produto de uma matriz 4 =(a;),,,, por um nu-

mero real k é uma matriz B=(b;),,, tal que b, =k-a;, 1<i<me

I1<j<n.

mxn

Propriedades: Para 4 e B matrizes de mesma ordem, e k e s es-
calares, vale:

* k(A+B)=kA+kB;
o (k+s)A=kA+sA4;
° (ks)A=k(sA).

7.1.3 Multiplicacao de matrizes

Dadas as matrizes 4=(q,;),,, € B=(b,),,,, 0 produto de 4 e B
€ uma matriz C=(c,),,, em que cada elemento ¢, € dado por

mxn

mxp

cij :Zaik bkj com i=1,2,-~-,m e j=1,2,"',p.
k=1

Propriedades: Para 4, B ¢ C matrizes de ordem nxn, vale:
* (AB)C = A(BC);
* (A+B)C=AC+BC;
* C(A+B)=CA+CB;
* k(AB)=(kA)B = A(kB).

Observacgoes:
a) Em geral, AB # BA.
b) Quando AB = B4, dizemos que 4 e B comutam.
¢) AB =0 nao implica, necessariamente, em 4=0 ou B =0.

d) AB = AC nao implica, necessariamente, em B =C.

Tarefa

1) Encontrar exemplos que ilustram as afirmagoes a, b, ce d.



7.1.4 Matriz inversa
Se A e B sdo matrizes quadradas tais que 4B=BA=1 (sendo I a

matriz identidade), entdao B é chamada inversa de A, e escrevemos
B=A"Também A4 é chamada inversa de B, e anotamos 4= B"".

7.1.5 Matriz transposta

A matriz transposta de 4, , é a matriz (4'),,, que se obtém de 4
permutando-se as linhas pelas colunas de mesmo indice.

Exemplos:
1 4
1 2 3 ,
4 56
36

Propriedades: Sejam 4 e B matrizes de mesma ordem e k£ uma
constante, entdao valem as afirmagodes:

o (A) =4;

* (A+B)' =A"+B;
o (k-A) =k- A,

o (4B) =B'A'.

7.1.6 Matriz simeétrica

Uma matriz quadrada 4 tal que 4= 4" é dita simétrica.

Exemplo:
1 2 3 1 3
A= 4 -5 = A=|2 4 -5
3 -5 0 3 -5 0

Observagao: Se 4 é uma matriz quadrada, entdo 4+ 4’ é simétrica.



7.1.7 Matriz antissimétrica

Uma matriz quadrada 4 tal que 4 =-4" é dita uma matriz antissi-

métrica.
Exemplo:
0 -3 -2 0 3 2
A=3 0 5| = A'=-3 0 -5|=-4.
2 -5 0 -2 5 0

Observacao: Se 4 é uma matriz quadrada, entdo 4—A4' é antissi-
métrica.

7.1.8 Matriz triangular superior

Uma matriz quadrada 4=(a;) que tem os elementos a;, =0 para
i > j é chamada matriz triangular superior.

Exemplo:

7.1.9 Matriz trianqular inferior

Uma matriz quadrada 4=(a;) que tem os elementos a; =0 para
i< j é chamada matriz triangular inferior.

Exemplo:

LN

I
N S
— o o
_ o O

7.1.10 Matriz poténcia

Uma matriz quadrada 4 =(a;) pode ser multiplicada n vezes por
si mesma. A matriz que resulta dessas n operacdes, que representa-
mos por 4", é chamada poténcia n» da matriz 4.



7.1.11 Outros tipos de matrizes

Vocé podera encontrar outros tipos de matrizes, que raramente apa-
recem em livros do ensino médio. Sao eles:

* Matriz periddica: Dada uma matriz quadrada 4, diz-se que 4
é uma matriz peridédica se 4" = 4, sendo n>2.Se n é o menor
inteiro para o qual 4" = 4, diz-se que o periodode 4 é n-1.

* Matriz idempotente: Dada uma matriz periddica 4, se A =4,
entdo diz-se ser 4 uma matriz idempotente. O periodo da ma-
triz idempotente é, portanto, igual a 1.

* Matriz nilpotente: Dada uma matriz quadrada 4, se existir
um nimero p, inteiro positivo, tal que 4” =0, entdo diz-se que
A é uma matriz nilpotente. Se p é o menor inteiro positivo tal
que 47 =0, diz-se que 4 é nilpotente de indice p.

* Matriz involutéria: Uma matriz quadrada 4 tal que 4° =1 é
dita uma matriz involutoéria.

7.1.12 Operacoes elementares

Chamamos de operagdes elementares sobre uma matriz 4 = (a;)

mxn

as seguintes operagoes:

1) Permuta da linha i com alinha j denotada por L,.
2) Permuta da coluna i com a coluna j denotada por K.

3) Multiplicagdo dos elementos da linha i por um escalar & #0,
denotada por L (k).

4) Multiplicagao dos elementos da coluna i por um escalar £ #0,
denotada por K, (k).

5) Substituicao da linha j pela adi¢do dos elementos da linha i
multiplicados pelo escalar k # 0 aos elementos da linha j, de-
nota-dos por L, (k), onde L, (k)=kL, +L,.

6) Adicao dos elementos da coluna i multiplicados pelo escalar
k # 0 aos elementos da coluna j, denotados por K (k).
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7.1.13 Determinante

Também em Geometria Analitica foi definido o determinante de
uma matriz. O determinante é uma fungdo que associa a cada ma-
triz quadrada um nitimero real. Vamos relembrar as propriedades
do determinante. Sejam 4, B, C matrizes quadradas de ordem # e
k um ntmero natural. Valem as seguintes propriedades:
1) det(4) =0 quando a matriz:

a) tiver uma fila (linha ou coluna) de zeros;

b) tiver duas filas iguais;

¢) tiver duas filas proporcionais;

d) tiver uma fila que seja combinagao linear de outras filas

quaisquer.

2) O determinante de uma matriz tem seu sinal alterado quando
é trocada a ordem entre duas filas quaisquer.

3) O determinante fica multiplicado por & quando se multipli-
cam todos os elementos de uma fila por £.

4) det(k-4,_)=k"-det(4, ).

nxn

5) det(A4-B) =det(A)-det(B).

6) det(A)=det(4").

1
det(4)

7) det(A™) =

8) O determinante de uma matriz triangular (inferior ou supe-
rior) é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

9) O determinante nao se altera quando se somam aos elementos
de uma fila os elementos de outra fila multiplicados por um
numero real diferente de zero.

10) Sejam 4, B, C matrizes quadradas de ordem nxn tais que:

a) Somente as i-ésimas filas das trés matrizes sao diferentes.



b) Essa i-ésima fila de C é igual a soma das filas corresponden-
tesde 4 e B.

Entao det(C) =det(A4)+det(B).

7.1.14 Matrizes escalonadas (ou matrizes escadas)

Definicao: Diz-se que uma matriz 4=(a,),,, estd na forma esca-
lonada se, e somente se, o niimero de zeros que precede o primeiro
elemento ndo nulo cresce de linha em linha enquanto a linha nao

for constituida s6 de zeros.

Exemplos:
2 3 0 4 5 7
052 =300
.A:
000 1 2 3
000 0 45
0 1 4 5
0 0 0 1
.B:
00 0O
00 00
1 2
0 1
o (=
0 0
00

7.1.15 matrizes equivalentes

Duas matrizes 4 e B sdo equivalentes se, e somente se, uma delas
é obtida da outra por meio de uma sequéncia de operagoes elemen-
tares.

Notacdo: 4~ B (A4 é equivalente a B).
Observacao: Quando uma matriz B é obtida de uma matriz 4 por

meio de operagdes elementares sobre linhas, dizemos que B é equi-
valente linha (ou linha equivalente) a matriz A.
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7.1.16 Matriz na forma canonica

Definicao: O primeiro elemento nao nulo de uma linha de uma ma-
triz na forma escalonada é dito elemento notdvel da matriz.

Defini¢ao: Chamamos matriz canonica equivalente linha a uma ma-
triz 4, a matriz escalonada equivalente linha a matriz 4, quando:
Os elementos notaveis sao todos iguais a 1.

Nas colunas em que se encontram os elementos notaveis, eles sao os
Unicos diferentes de zero.

Exemplos:
1 2 0
e 4=10 0 1
_OOO
1 0 3 00
01 0 0 O
.B:
0O 0 010
100 0 01

Teorema 1: Toda matriz candnica equivalente linha a uma matriz é
Unica.

Definicao (Posto de uma matriz): Seja 4 uma matriz e B uma for-
ma escalonada da matriz 4, o posto de 4 é igual ao nimero de
linhas ndo nulas de B.

Notacao: p(A4).

Exercicios resolvidos

1) Obtenha uma matriz equivalente linha & matriz 4 dada a se-
guir, na forma escalonada.

I 2 -1 4

A=12 4 3 5
-1 -2 6 -7



Resolucdo: A ideia € trabalhar com operacdes elementares sobre a
matriz de modo a torna-la escalonada por linha. Para isso, facamos:

2-2-1=0
4-2.2=0
1) L,=L,-2L,. Portanto, 3-2(-1)=5
5-2(4)=-3.
-1+1=0
-2+2=0
2) L, =L, +L,. Portanto, 64 (-1)=5
—7+4=-3.
A matriz resultante é:
1 2 -1 4 1 2 -1 4
2 4 3 5|->|0 0 5 3.
-1 2 6 -7 0 0 5 -3
5-5=0 _
Fazendo L, =L, —L,, portanto 3-(=3)=0" obtemos a matriz es-

calonada por linhas

1 2 -1 4 1 2 -1 4
0 0 5 3|—>/0 0 5 -3/
0 0 5 3 0 0 0 O
1 2 -1 4
Resposta: Amatriz |0 0 5 -3 esta na forma escalonada.
0 0 0 O

2) Determine a matriz candnica equivalente linha a matriz:

1 2 -1 4
A=12 4 3 5
-1 -2 6 -7

Resolucdo:

Aproveitando o exercicio anterior, temos que a matriz equivalente
linha de A4, na forma escalonada, ¢ dada por
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1 2 -1 4
0 0 5 3]
0 0 0 O

Basta, agora, transformar em 1 (o nimero inteiro 1) todos os elemen-
tos notaveis, e em zero os elementos das colunas correspondentes.
Para isso, facamos as operacdes elementares:

L, :%, obtendo

| 2 1 4 1 2 -1 4
0 0 5 3|—>|0 0 1 _?3
00 0 O 00 0 0

17

1 2 -1 4 120?
00 1 Z|sloo0 1 =2
5 5

00 0 0 000 O

120
5
Resposta: Amatriz B=|0 0 1 _?3 € a matriz canonica equiva-
0 00 O
lente linha a matriz A.
1 2 3 6 -2 -3
3) Verifiquese A=|1 3 3| éinversade B=|-1 1 0
1 2 4 -1 0 1

Resolucdo: Para verificar se uma determinada matriz ¢ inversa de
outra, basta verificar se o resultado da multiplicacdo dessas matrizes
¢ a identidade. Isto é: 4-B=B-A4=1.
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1 2 3)(6 -2 -3 1 00
De fato, 4-B=|1 3 3|-|-1 1 0 |=]0 1 OF.
1 2 4)(-1 0 1 0 0 1

Deixamos para vocé verificar que B-A =1 e concluir que 4 € a in-
versa de B.

Resposta: Conclui-se que 4 € a inversa de B.

4) Seja A :[ 11

2
Oj, calcule: 4° e 4°.

Resolucédo: Comecemos por A>.

, [1 2}(1 2]
A =A4-A= :
-1 0)(-1 0
(L1424 12420 ) (-1 2
l(=D140-(=1) (=1)-240-0) |-1 =2

-1 2
Portanto, 4> = .
-1 =2

Para calcular 4°, facamos A4’ = 4>- 4 usando o resultado anterior
encontrado.

e 1 2)\(1 2
a -1 2) =1 0

(-D)-1+2:(=1)  (=1)-2+2:0 | (-3 -2
(—D-1+(=2)-(-1) (-1)-2+(-=2)-0) |1 -2

-2

oo (12 s (3 2
Resposta: 4° = e d = .
-1 -2 1 -2

-3 2
Portanto, 4° :( | j



Exercicios propostos

) a b c d
1) Mostre que as matrizes 4= e B= comutam
b a d c

para todos os valores reais de a, b, c e d.

I 1 3
2) Mostre que a matriz 4=| 5 2 6 | énilpotente de indice
-2 -1 -3

o , 3 . .
3,isto é, A° é a matriz nula.

- 4 -1

1 - 11
3) Mostre que 4 = [2 J e B= ( J nao comutam e que

(A+B)’ = A>+B".

4 3 3
4) Mostre que a matriz 4=|-1 0 —1| é involutdria, isto §é,
—4 -4 -3

A? é a matriz identidade.

5) Mostre que se AB=A4 ¢ BA=B,entdao 4°=4 e B> =B (istoé,
as matrizes sao idempotentes).

6) Determine a matriz candnica equivalente linha para cada

matriz.
0 01 3 =2
01 26 0
a) A=
0239 2
0113 2
[ 2 -1 -2
3 -1 2 5
b) B=
2 5 2
1 2 3 4]
1 2 =2 i
2 5 -4 6
¢ C=
-1 -3 2 =2
2 4 -1 6




D W N
=N B~ W

1
7) Determine a matriz equivalente linha a matriz B=|2
na forma escalonada. 3

8) Uma industria produz dois tipos de produtos, P e Q, em duas
tébricas, X e Y. Ao fazer esses produtos, sdo gerados os po-
luentes didxido de enxofre, 6xido nitrico e particulas em sus-
pensao. As quantidades de poluentes gerados sao dadas (em
quilograma) pela matriz

_[300 100 150 —> Produto P
1200 250 400 | — Produto Q
! ! \!

Dioxido de Oxido Particulas em

enxofre nitrico suspensao

Leis e regulamentos federais e estaduais exigem que esses po-
luentes sejam eliminados. O custo diario de remover cada qui-
lo de poluente é dado (em reais) pela matriz

8 12 | — Didxido de enxofre

B=| 7 9 | — Oxido nitrico
15 10 | — Particulas em suspensao
J J

Fabrica X Fabrica Y

Que informagoes os elementos do produto AB fornecem?

7.2 Sistemas de equacoes lineares

Definicao: Um sistema linear S de m equagdes com n incognitas
é um conjunto de m equagoes lineares tal que cada uma tem » in-
cognitas.

ay X, +a,x, +apx; +-+a,x, =b

Ay X, + Ay Xy + Ay Xy +-+a, X, =b,

a,x,+a,,x,+a,x,+--+a, x =b .

m



Nele, os a; €R, Vi, Vj, b eR, Vi e x, € aincognita Vi.

Notagio matricial do sistema S: A-X=B ou 4, ,-X,,=B,,
a, 4, 4; a, | |5 b,
4y 4y Ay a, | | X b,
;43 Ay a;, x; | =1 by
_aml am2 am3 amn ] _xn B _bm B
S g
4 X B

4, ., € amatriz dos coeficientes, X, , é a matriz das incognitase B,
é a matriz dos termos constantes.

A matriz [4:B] é a matriz aumentada, ou matriz completa, do sis-

tema S.
all a12 a13 aln * bl
) Gy Ay a,,:b,
ay 4y Ay a, : b,
[4:B]= s
a, a, 4, . . . a, :bm_
A B

7.2.1 Sistemas equivalentes

Definicao: Dois sistemas sdo ditos equivalentes se, e somente se,
tém o mesmo conjunto solugao.

Dado um sistema §;, dizemos que um sistema S, é equivalente a S,
quandor:

e §, é obtido de S, permutando-se duas equagdes.
Corresponde a operagao elementar L, em [A4:B].

e §, é obtido de S, multiplicando-se uma equagdo por k # 0.
Corresponde a operagao elementar L (k) em [4:B].



e S, é obtido de S, somando-se a uma equagao de S, outra equa-
¢ao multiplicada por uma constante & # 0.

Corresponde a operagao elementar L;(k) em [4:B].
Teorema 2: Dado um sistema linear AX = B, sao verdadeiras as se-
guintes afirmagoes:

* O sistema linear 4AX =B de m equacdes com 7n incognitas é
consistente se, e somente se, p(4)= p[A4:B].

e QOsistema linear 4X = B tem uma tnica solucao se, e somente
se, p(A)= p[A:B]=n.

* O sistema linear AX = B tem infinitas solugdes se, e somente
se, p(A)= p[A:B]<n.

e O sistema linear AX =B ¢ inconsistente se, e somente se,

p(A) < p[4:B].

Observacao: p(4) é o posto da matriz 4 e o nimero n— p(4) indi-
ca o grau de liberdade do sistema, isto é, a quantidade de variaveis
livres.

7.2.2 Conjunto solucao de sistemas lineares

Resolver um sistema linear com m e n incdgnitas é encontrar uma
n-upla (a,,a,,...,a,) que satisfaca cada uma das m equagdes. Ao
conjunto de todas as solugdes do sistema linear chamamos “Con-
junto Solugao”.

Sejam C,, C,, C;, .., C, os conjuntos solucdo da 1%, 2% 3%, .., m*"™
equacgao de S, respectivamente. O conjunto solucdo de S é dado por

C=CnC,nNnC,nN---NnC,.

Podemos ter:
e (C=.Neste caso, o sistema é inconsistente.
e (C é unitario. Neste caso, o sistema tem uma tinica solucao.

e (C ¢ infinito. Neste caso, o sistema tem uma infinidade de so-
lucoes.
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7.2.3 Regra de Cramer

A regra de Cramer é uma das formas para obtencdo explicita da so-
lucao de um sistema de equagoes lineares. Considere o sistema:

ax+by+cz=d,
a,x+by+c,z=d,

ax+by+cz=d,.

A regra de Cramer exprime a solucdo por meio de uma razao en-
tre determinantes. O que se faz é trabalhar com os vetores coluna:
a=(a,a,,a,),b=(b,b,, b)), c=(c,c,,c;)e d=(d, d,, d;). Asequa-
¢Oes de um sistema indicam que o vetor d é uma combinacao linear
dos vetores a, b e c. Dai concluimos que a solucdo é dada por:

re det[d,b,c] _det[a,d,c] S det[a,b,d]
det[a,b,c] d det[a,b,c] det[a,b,c]

Observe que essas trés formulas fornecem os valores das incognitas
x,y e z do sistema através de determinantes. Essa é a Regra de Cra-
mer. Essa regra s¢ é vélida quando temos det[a,b,c]# 0.

Exercicios resolvidos

1) Discuta o sistema abaixo, encontrando a solugao, se existir.

x+y+z=1
3x+3y+3z=3
4x+4y+4z=5.

Resolucgdo: Observando o sistema, vemos que ele ndo possui solucdo;
observe que, se x+ y+z =1, entdo deveriamos ter 4x+4y+4z=4,
e ndo 5. Porém, facamos a resolucdo desse sistema através da regra

de Cramer:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 33 3 3 3 3 33
5 4 4 0 4 5 4 0 4 4 5 0
X = = — y= =— z = =—,
1 1 1| 0 1 1 1| 0 1 1 1] 0
3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4 4 4
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Note que esse resultado nos leva a concluir que o sistema € possivel e

indeterminado! Sabemos que isso ndo acontece, pois, como ja foi co-

mentado, o sistema nio possui solucéo. E claro que, se det[a,b,c]=0

e algum dos determinantes det[d,b,c], det[a,d,c] ou det[a,b,d] ¢é

diferente de zero, entdo as igualdades x :M e suas analo-
det[a,b,c]

gas y € z nos levam a concluir que o sistema € impossivel.

Resposta: O sistema € impossivel.

Note, portanto, que a regra de Cramer ndo devera ser usada quando
det[a,b,c]=0.

2) Encontre a solugao do sistema abaixo usando a Regra de Cramer.

x+y+z=4
3x-2y=z+5
4y+2z4+2=2x.

Resolucdo: O sistema acima ndo esta escrito na forma adequada.
Vamos reescrevé-lo.

x+y+z=4

3x-2y-z=5

2x+4y+2z=-2.

1 1 1
Note que D =det[a,b,c]=|3 -2 -1=4.
-2 4 2
4 1 1
D_=det[d,b,c]=|5 -2 -1=8.
-2 4 2
1 4 1
D, =detla,d,c]=|3 5 -1=—4.
-2 2 2
1 1 4
D_=det[a,b,d]=|3 -2 5|=12.
-2 4 =2
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Usando a Regra de Cramer, temos que:

4 1 1 1 4 1
5 2 -1 305 -1

=R I y:—z 2 2| 4
1 1 1| 4 1 1 1| 4
3 2 -1 3 2 -1
2 4 2 2 4 2

Resposta: A solucdo do sistema é x=2, y=-1¢e z=3.

7.2.4 Resolucao por escalonamento

Outra forma de resolver um sistema linear do tipo AX =B é fazen-
do uso do processo de escalonamento da matriz [4: B] associada ao
sistema e utilizar o Teorema 2:

1) Fixamos como 1? equacdo uma das que possuem o coeficiente
da 1? incégnita diferente de zero;

2) Utilizando as propriedades de sistemas equivalentes, anula-
mos todos os coeficientes da 1% incégnita das demais equagdes;

3) Anulamos todos os coeficientes da 2 incégnita a partir da 3°
equagao;

4) Repetimos o processo com as demais incognitas enquanto o
nimero de incégnitas da linha abaixo for maior que um.

Observacgao: Para sistemas lineares com 2 ou até 3 equagdes, usam-
se também os métodos de substituicdo, adi¢ao e comparagao.

Exercicios resolvidos
3) Determine a solugao através do método de escalonamento para

x=3y+2z=8
osistema {2x—-7y—-z=-9.
x+2y—-z=-7

1 1 4
3 -2 5
-2 4 2
1 1 1
3 2 -1
-2 4 2
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Resolucio:
1 -3 28
Amatriz [4:B]=|2 -7 -1 9.
1 2 -1 -7

Para coloca-la na forma escalonada, fazemos primeiro as operacoes
L,=-2L+L, e L,=-L +L,, obtendo a matriz equivalente linha

1 3 218
0 -1 -5,-25|.
0 5 -3|-I5

Agora, fazendo L, =5L, + L;, obtemos a matriz escalonada por linhas
equivalente a matriz [4: B]

1 -3 21| 8
0 -1 -5 -25
0 0 -28|-140

Como p(A4) = p([A:B]) =n =3, o sistema admite uma Unica solucéo.

Para encontrar a solucdo, basta determinar a matriz canonica equiva-
lente & matriz [A4:B]. Isto é:

1 -3 2 8 1 -3 2|8
0 -1 -5 | -25|—2""2 500 1 525
i L3:—ﬁL3 i
0 0 -28|-140 0 0 15
1 0 1783
L =3L,+1, 01 525
00 15
L=-17L,+L,
L,=-5L+1L,
10 0}-2
01 00
0015

Resposta: Portanto, x=-2, y=0¢e z=5.



x+3y+z-2w=2
4) Resolver o sistema < x+2y—3z—-4w=6
2x+5y—-2z-5w=10

Resolugdo: A matriz [A4:B] associada ao sistema ¢

13 1 -2}2 1 3 1 =212
. ! Ly=—L+L .
[4:B]=|1 2 -3 416 | o]0 71 4 2
2 5 =2 5110 0 -1 -4 -1
L =-L,
1 3 1 212
01 4 2|4
0 -1 -4 -1]6
Li=L,+L,
131 =2]2
01 4 2 -4
000 12

Como p(A)= p([A:B])=3<4=n, pelo Teorema 2 o sistema tem
uma infinidade de solucdes. Ja que n—p(4)=4-3=1, o sistema
tem uma variavel livre.

Agora vamos determinar a matriz canonica equivalente a [4:B],
fazendo:

L=-3L,+I,
1 0 -11 -8/14
01 4 24
00 0 12
L =8L+L,
L,=-2L,+L,
1 0 -11 030
01 4 0 -8
00 0 12
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x—11z=30
Portanto, o sistema equivalente é 3 y+4z=-8 e para cada zeR

w=2

(variavel livre) obtemos x=30+11z, y=-8—4z e w=2.

Resposta: O conjunto solucdo do sistema é

S={(30+11z,-8-4z,z,2)/ze R}.

7.3 Sistemas nao lineares

A resolugao de um problema pode dar origem a um tipo de sistema
“nao linear”, ou seja, um sistema no qual uma ou mais incégnitas
apresentam um expoente maior do que um, ou aparecem como um
produto.Por exemplo: encontrar dois niimeros x e y tais que seu
produto € 10 e a soma dos seus quadrados é 29. Neste caso, o sistema
é dado por:
{xz +y°=29
xy =10 )

Note que o sistema nao € linear; os métodos de resolugao abordados
neste capitulo ndo se aplicam aqui. Neste caso pode-se usar o mé-
todo da substituicdo e outros resultados, como produtos notéveis.
Observe:

(x+y) =x"+2xp+)’

(x+y) =29+20=49

x+y=7
Assim, ficamos com as equagdes:

x+y=7
xy =10

Substituindo y =7-x na segunda equacao, temos:
x(7-x)=10=7x-x"=10=x" -7x+10=0.

Resolvendo a equagao do segundo grau, obtemos x =5 ou x =2.



Para x =2 encontramos y =5; 0 par (2,5) é uma solugao.
Para x =5 encontramos y =2; o par (5,2) é outra solugao.

O conjunto solugao do sistema é S ={(2,5),(5,2)}.

Resposta: Os ntimeros sdao 2 e 5.

Exercicios propostos

xX+2y+z=2
. _ . 3x+y-2z=1
9) Resolva e discuta as solugdes do sistema
4x-3y—-z=3
2x+4y+2z=4

10) Classifique os sistemas quanto ao nimero de solugdes:

x+z=5
a) {2x+y+3z=-1
—2x-2z=1

x+y+2z=3
b) Jx—y=-1
2x+y+3z=4

x+y+z+w=0
X—y+z+w=2
x+y+z-w=4

x+y-z+w=-4

11) Fazendo uso do método de escalonamento, resolva os seguin-
tes sistemas:

X+y—-z=6
a) {3x—y+2z=1
2x+6y—-T7z=5

b) 1+_x: 2y+1 1
2y  2x+3



x+y+w=0
) xX+2y+z+w=1
C
y+3z-w=3

3x4+3y+z+2w=-1

2x-3y+z=1
12) Determine o valor de a para que o sistema yax—y=-3
possua solugao tnica. ~x+2ay-z=0

13) Um par de ténis, duas bermudas e trés camisetas custam jun-
tos R$460,00. Dois pares de ténis, cinco bermudas e oito cami-
setas custam juntos R$1100,00. Quanto custam juntos um par
de ténis, uma bermuda e uma camiseta?

14) Bronze é uma liga de cobre e zinco na qual a porcentagem
de cobre varia geralmente entre 60% e 70%. Usando dois tipos
de bronze, um com 62% e outro com 70% de cobre, deseja-se
obter uma tonelada de bronze com exatamente 65% de cobre.
Quantos quilos do primeiro tipo de bronze e quantos quilos
do segundo tipo devem ser usados?

15) Problemas cuja tarefa é determinar a intersec¢do de curvas de
modo geral resultam em sistemas nao lineares. Resolva:

a) Determine os pontos de intersecgdo da reta 3x—2y =1 com
a circunferéncia x* +y° +4x—6y =13.

b) Encontre os pontos de intersec¢do entre as curvas
4x* +9y* =180 e xy =12. (Vocé sabe que curvas sdo essas?)
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Lembre-se de que este
principio decorre das
"arvores de possibilidades”,
ja estudadas na disciplina
Problemas, Sistematizacéo e
Representacao.

Capitulo 8

Analise Combinatoria
e Probabilidade

Neste capitulo, iremos resolver problemas que envolvem
contagem e probabilidades.

Como foi visto na disciplina de Fundamentos II, o estudo de Ana-
lise Combinatéria e Probabilidades comega pelo conhecimento de
determinados conceitos, dentre eles: Principio Fundamental da Conta-
gem, Experimento Aleatério, Espago Amostral, Evento e Probabilidade.

8.1 O principio fundamental da
contagem

Dado que S, é uma determinada decisdao que pode ser tomada de
m formas distintas e S, outra decisao que pode ser tomada de n
formas distintas, pelo principio fundamental da contagem tem-se
que o nimero total de maneiras distintas de se tomar as decisoes S,
e S,, sucessivamente, é dado pelo produto m-n.

Exercicios resolvidos

1) Quantos niimeros com 4 algarismos distintos podemos for-
mar? E que sejam impares?
Resolucao: Formar nimeros com 4 algarismos significa tomar 4 de-
cisoes:
® §, :escolher o primeiro algarismo;
® S, :escolher o segundo algarismo;
* §, :escolher o terceiro algarismo;

* §,:escolher o quarto algarismo.



Em S, temos 9 modos para a escolha, ja que no primeiro algarismo o
numero 0 (zero) ndo pode ser assumido. Em S, também temos 9 mo-
dos para a escolha do algarismo, uma vez que este nao pode ser igual
ao primeiro digito. Em §, temos 8 modos para a escolha e em S, 7
modos. Sendo assim, temos 9:9-8-7 =4536 numeros formados com
4 algarismos.

Para que um numero seja impar, deve terminar em 1, 3, 5, 7 ou 9.
Dessa forma, fixamos o Ultimo algarismo (5 modos) e seguimos com
as decisoes acima, notando que agora temos 8 modos para S, 8 para
S,, 7 para S;. 0 que nos da 8-8-7-5=2240 numeros.

Resposta: E possivel formar 4536 niimeros com 4 algarismos distin-
tos e 2240 numeros impares.

De forma geral, todos os problemas em combinatdria sao
aplicacoes do principio fundamental da contagem, porém
existem alguns que sdo regidos por uma mesma regra, tor-
nando o trabalho de resolu¢do muito mais simples. Sao os
casos de permutagio e de combinagio.

2) Quantos anagramas é possivel formar com a palavra TUTOR?

Resolucao: Como anagramas sdo equivalentes a uma simples orde-
nac¢ao na colocacgdo das letras, temos 5 escolhas possiveis para a pri-
meira letra, 4 para a sequnda, 3 para a terceira, 2 para a quarta e 1
para a ultima. O que nos da 5-4-3-2-1=5!=120 anagramas. No
entanto, temos a repeticdo da letra T, que aparece duas vezes, e isso
gera uma repeticdo de 2!=2 anagramas, uma vez que existem 2!
modos de troca para as letras T entre si. Assim, temos que dividir o
resultado por 2! para obtermos o verdadeiro numero de anagramas.

Logo, existem lj—? = 1270 =60 anagramas.

Resposta: O numero de anagramas possiveis € 60.

3) De quantas maneiras podemos organizar, em fila, 4 livros de
Matematica, 5 livros de Fisica e 3 livros de Biologia de modo
que os de mesma matéria fiquem juntos?



Lembre-se de que, em
um conjunto, ndo ha uma
ordem dos elementos, isto

é, os conjuntos {a, b, c} e
{a, c, b} séo iguais.

Resolucao: Primeiramente, podemos escolher a ordem em que vamos
organizar as matérias (3! modos). Em seguida, percebendo que ha
4! modos para organizar os livros de Matematica, 5! modos para os
livros de Fisica e 3! para os de Biologia, concluimos que sera possivel
organizar tais livros de 3!4!5!3!1=6-24-120-6=103680 maneiras.

Resposta: E possivel organizar os livros de 103680 maneiras.

4) De quantas formas podemos dividir 7 cores distintas em um

grupo com 3 cores e outro com 4 cores?

Resolucao: Sejam a,b,c,d,e, f,g as sete cores distintas, vamos
supor que estamos dispondo as cores em fila. Assim, as 3 primeiras
cores formam o grupo de 3 cores, enquanto as 4 ultimas formam o
grupo com 4 cores. Dessa forma existirdo 7! grupos. No entanto, as
filas de cores {a, b, c};{d, e, [, g} € {a,c,b}; {d, e, f, g} formam
a mesma divisdo de cores; e cada divisdo de cores foi contada uma
vez para cada ordem das cores de cada grupo. Ha 3!4! modos de
organizar as cores em cada grupo. Cada divisdo foi contada 3!4!
vezes.

Resposta: O total de formas de dispor 7 cores em grupos de 3 e 4
7" 7-6-5-4!
314! 413.2

cores € dado por =35 grupos.

A selecdo de p objetos distintos de um total de n objetos
distintos, ou seja, a combinagdo de n objetos tomados p
a p é dada pela divisao de n! pelo produto p!(n—p)! (
p sao os objetos selecionados e n— p os objetos nado sele-
cionados).

b () n!
C _C"’p_(p Cpln-p)!

5) Quantas sdo as possibilidades distintas de organizar 6 pessoas

em uma mesa redonda para almocar?



6)

Resolucao: De modo geral, organizar 6 pessoas em diferentes posi-
coes faz-se por 6!=720 possibilidades. No entanto, como a organi-
zacdo das posicoes ¢ ciclica, as posicoes ABCDEF e BCDEFA séo
as mesmas, bem como qualquer “giro" na posi¢ao dos integrantes da
mesa. Neste caso, temos 6 integrantes, o que nos da 6 posicoes equi-
valentes para cada configuragcdo da mesa. Estamos contando 6 vezes
mais cada posig¢ao.

!
Resposta: Portanto, existem %:5!=120 posicoes distintas para

organizarmos 6 pessoas em uma mesa redonda para almocar.

O numero total de organizar n objetos em circulo, isto €, o
numero de permutagdes circulares de n objetos, é dado por

PC, =(n-1)!.

Dispondo-se de 5 mulheres e 8 homens, quantos casais (ho-
mem-mulher) é possivel formar?

Resolucao: Formar casais € equivalente a tomar as decisoes:

e S, :escolher uma mulher (5 modos);

e §,:escolher um homem (8 modos).

Portanto, o numero de casais ¢ dado por 5x8 =40 casais.

Veja o esquema:

}ll hl }ll hl hl
h2 h2 h2 h2 hZ
}13 h3 h3 h3 h3
h +m, h +m, h +m, h +m, h
hS hS h5 hS hS
hﬁ h6 hﬁ h6 h6
h7 h7 h7 h7 h7
hy hy hy hy hy

Resposta: E possivel formar 40 casais com 5 mulheres e 8 homens.




7) Existem cinco ruas ligando os supermercados S, e S§,; trés
ruas ligando os supermercados S, e §,. Quantos trajetos po-
dem ser utilizados para irmos de S, a S, passando por S,?

Resolucdo: Podemos ir de S, a S, através de 5 modos distintos; e de
S, a S, através de 3 modos distintos. Desta forma temos 3-5=15
modos distintos para ir de S, a S, passando por S,.

Esquematicamente,

rua,
rua, rua,

S, rua, S, rua, A
rua, rua,
rua

Resposta: Nas condicoes desejadas, existem 15 trajetos distintos li-
gando os supermercados S, e S, passando pelo supermercado S,.

Exercicios propostos

1) Escrevem-se nimeros inteiros de 1 a 2222. Quantas vezes o
algarismo 0 aparece?

2) De quantos maneiras € possivel colocar 10 pessoas em fila, de
modo que as pessoas A, B e C ndo fiquem juntas?

3) Quantos anagramas é possivel formar com a palavra COMPU-
TAR? E com a palavra CALCULAR?

4) Um campo de futebol tem 7 entradas. Qual o ndmero de mo-
dos distintos para esse campo ser aberto?

5) Um trem de passageiros é constituido de uma locomotiva e 7
vagoes distintos, sendo um deles o restaurante. Sabendo que
a locomotiva deve vir a frente e que o vagao restaurante nao
pode vir imediatamente apds a locomotiva, determine o nu-
mero de modos diferentes para a composicao desse trem.



6) Depois de ter dado um curso, um professor resolve se despe-
dir de seus 15 alunos oferecendo, durante 5 dias consecutivos,
5 jantares para cada 5 alunos. De quantas maneiras ele pode
fazer os convites de modo que um mesmo par de alunos nao
compareca a mais de um jantar?

7) Uma empresa tem trés diretores e cinco gerentes. Quantas co-
missoes de cinco pessoas podem ser formadas contendo no
minimo um diretor?

8) Escrevem-se os nimeros de 5 algarismos em cartdes. Como 0,
1 e 8 ndo se alteram de cabeca para baixo, e como 6 de cabega
para baixo transforma-se em 9, e vice-versa, um mesmo cartao
pode representar dois niimeros (06198 e 86190, por exemplo).
Qual o niimero minimo de cartdes para representar todos os
nimeros de 5 digitos?

9) Sejam 4=1{1,2,3}, B={a,e,i,o,u} e afuncdo f:4— B, quan-
tas fungoes injetoras definidas em f* existem?

10) Organiza-se um campeonato de futebol envolvendo 14 times.
Sendo feito a noite e em dois turnos, para que cada time en-
frente o outro no seu campo e no campo deste, quantos jogos
serdo realizados?

11) Numa determinada apresentagdo, x professores se distribuem
em 12 bancas examinadoras de modo que cada professor par-
ticipa de exatamente duas bancas e cada duas bancas tém exa-
tamente um professor comum.

a) Calcule x.

b) Quantos professores fazem parte de cada banca?

8.2 O triangulo de Pascal

Iniciando pela linha 0 (zero) e coluna 0 (zero), o triangulo de Tarta-
glia-Pascal é formado pelos valores de C;, localizados na linha 7,
coluna p, e é dado por:

Em homenagem a Nicolo
Fontana (Tartaglia) (1500-
1557), matematico italiano,
e Blaise Pascal (1623-1662),
matematico, fildsofo e fisico
francés.



Em homenagem ao
matematico aleméo Michael
Stifel (1487-1567).

G G G

G G GG

(S & R O OO
G G CGGGG

A denominacao desse triangulo varia muito ao redor do mundo,
por isso ndo faz sentido perguntar quem foi o primeiro que o des-
cobriu. Por exemplo: os franceses o chamam de triangulo de Pascal,
os chineses de triangulo de Yang Hui, os italianos de triangulo de
Tartaglia, e encontramos outras denominagdes, como triangulo de
Tartaglia-Pascal ou simplesmente tridngulo aritmético ou triangulo
combinatdrio.

Relacao de Stifel: C? +C*' =C?".

Desde que p represente a coluna e n a linha a qual C’ perten-
ce, C’ +C?" significa a soma entre um elemento e o elemento logo
ao lado; C? significa o elemento logo abaixo e a direita de C”.
Sendo assim, a relagao de Stifel fornece uma forma rapida para cons-
trucao do triangulo de Pascal.

1

I 1

I 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1
I 510 10 5 1

Perceba que a soma dos elementos de uma mesma linha, digamos a
linha n, éigual a 2". Isso de fato é verdadeiro, uma vez que cada ele-
mento representa o nimero de subconjuntos de um conjunto com-
posto de n elementos.



8.3 O binomio de Newton

Da potenciagao, temos que

(x+a)'=(x+a)-(x+a)---(x+a).

n fatores

Assim, um termo qualquer dessa sequéncia de n fatores é obti-
do analisando-se a p-ésima multiplicacdo: x"“a”. Uma vez que o
produto de niimeros reais é comutativo, essa parcela é calculada
através de C” modos. Portanto, a expressao que resume um termo
qualquer do desenvolvimento de (x+a)" é dada por C”-x""-a”. E,
sendo assim,

L =Crx""a’, 0< p<n.

n n
(x+a)" = ZCn”xx‘pa” :ZTP+1, onde T
p=0 p=0

Exercicios resolvidos

8
8) Para o bindmio (2x—§j , determine o coeficiente numérico

do seu termo médio.
Resolucao: Para tal bindmio, teremos 9 parcelas, ou seja, o termo
médio sera o quinto termo. Como o termo genérico ¢ dado, neste
p
caso, por T, = Ci(2x)*” (—Zj , 0 termo médio é:
p+l 8 2

y 4 8' y 4
,,=Ci o (—5j - 3y (‘E)

1
=70-2%.| == |x**
( 2) g
=70x"y*

Resposta: O coeficiente numérico do termo médio ¢ igual a 70.

9) Determine, se existir, o termo independente de x no desenvol-

. X 1 ’
vimento de E+_ )

N

Resolugdo: Aqui temos que um termo qualquer € dado por

Em homenagem ao cientista
inglés Isaac Newton
(1643-1727).



Como estamos tratando do termo independente de x, devemos ter
18-3p

=0 e, portanto, p =6. Dessa forma, o termo independente

de x €igual a

18-3-6
T =C°. 1 x 2 :iizﬂ
el T 096 6131 2° 2

Resposta: O termo independente de x é: T, :2.

Exercicios propostos

2

12 12
1) Determine o conjunto solucdo para a equagao (2 j :( J .
X X

nH+(n+1)!

2) Simplifi a .
) Simplifique a expressao 01!

3) Determine o valor de a para que o coeficiente de x* no desen-
volvimento de (x+a)’ seja 1890.

4) Qual 1 3 + 4 + > et ? ?
ual O valor para a Soma ¢
P 0) \1)7(2 6

5) Determine a soma dos coeficientes dos termos do desenvolvi-
mento de (2x+3y)°.

;
6) Qual é o valor da soma 2037_P (=2)"»
po

7) Qual o valor do termo independente de x no desenvolvimento

8
de (x—ij ?
3x



8.4 Probabilidade
8.4.1 Experimento aleatorio

Chamamos de experimento aleatério aquele que, repetido varias
vezes sob mesmas condigoes, gera resultados que nao podem ser
previstos. Dessa forma, o lancamento de uma moeda nao viciada,
de um dado nao viciado, ou a retirada de uma bola numa urna etc.,
sdo exemplos de experimentos aleatérios.

8.4.2 Espaco amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis para um determinado
experimento aleatério. E comum denotarmos esse conjunto por Q.
Assim, n(Q) representa o nimero de elementos do espago amostral,
isto é, o nimero de resultados possiveis para um determinado even-
to. Portanto, no lancamento de um dado temos Q = {1, 2,3,4,5, 6}, ou
seja, n(€2)=6.

8.4.3 Evento

E a denominagio de qualquer subconjunto de Q. E comum repre-
sentarmos os eventos por letras maitisculas do alfabeto.

Exemplo 1: No lancamento de uma moeda, por exemplo, o espago
amostral é dado por Q= {cara, coroa}, portanto hé 4 eventos: &,
A={cara}, B={coroa}, Q. O evento & significa o evento que nao
ocorre nunca. Por outro lado, o evento Q representa o evento cara
ou coroa, isto é, ocorre sempre.

8.4.4 Probabilidade

E a fungio que associa a cada evento 4 um niimero P(A4) tal que:
1) 0< P(A4) <1, para qualquer evento 4.
2) P(A)=1 se, e somentese, A=Q.

3) Se A e B sao dois eventos mutuamente exclusivos, isto é, nao
podem ocorrer simultaneamente, entdo P(4U B) = P(A)+ P(B).



A probabilidade de um evento 4 ocorrer é dada pela razao entre o
numero de possibilidades desse evento pelo total das possibilidades
possiveis.

Exemplo 2: Sendo 4 e B dois eventos em um dado espago amos-
tral, AUB é o evento que ocorre se, e somente se, ocorrer o evento
A4 ou ocorrer o evento B. Ja o evento 4N B ocorre se, e somente se,
ocorrerem os eventos 4 e B simultaneamente. O evento 4-B é
o evento que ocorre se, e somente se, ocorrer o evento 4 mas nao
ocorrer o evento B. Por tltimo, o evento A4 ocorre se, e somente se,
o evento A nao ocorrer. Esse evento é chamado de evento comple-
mentar de 4. Em termos de probabilidade temos:

P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB);
P(ANB)=P(A)-P(B),sendo 4 e B eventos independentes;
P(A)=1-P(A).

Uma divida natural neste ponto é questionar-se, no item 2, a respei-
to de como ficaria a probabilidade caso os eventos 4 e B nao fos-
sem independentes. A resposta para essa duvida esta logo a seguir,
no tépico Probabilidade Condicional.

Exemplo 3: Langa-se um dado e verifica-se o nimero voltado para
cima. O espago amostral é dado por Q= {1, 2,3,4,5, 6}, e varios even-
tos podem ser definidos. Dentre eles, definimos:

o A= {timr o0 numero 5} ;

* B ={tirar o nimero 2};

o (= {tirar um numero par};

e D= {tirar um numero menor que 8} ;

e EF= {tirar um numero diferente de 5}.

Analisando as respectivas probabilidades temos que

1

P=PB=L, P22 p0)=Sat o pPmy=iopp=1-L

N | =

Notemos que a probabilidade do evento D ocorrer foi igual a 1, ja
que este evento é um evento certo (tirar um niimero menor do que 8



num dado!). Ja para o evento E, percebemos que ele complementa o
evento 4, ouseja, AVE=Q,com ANE=J. Também temos que a
probabilidade do evento 4 é igual a de B, ou seja, a probabilidade
de cada elemento do espaco amostral é a mesma. Isso ocorre para
todo modelo probabilistico em que os eventos unitdrios sao equi-
provaveis, isto é, para todo modelo equiprobabilistico.

Exemplo 4: Considere o experimento “lancamento de um dado nao
viciado”. Olhando-se a face voltada para cima, qual a probabilidade
de ocorrer o evento B, dado por “sair um nimero impar”? De ime-

diato fazemos P(B)= % =0,5. Essa é a probabilidade para o evento

B antes que a experiéncia se realize. Vamos supor que apds a expe-
riéncia ser realizada, alguém nos informe que o nimero nao foi o
3. Como isso afeta nosso experimento em termos de probabilidade?
Se o niimero que saiu foi diferente de 3, temos que o evento 4, dado
por “tirar um nimero diferente de 3”, ocorreu. Dessa forma passa-
mos a ter apenas 5 casos possiveis (0 espaco amostral foi reduzido),
dos quais apenas 2 sdo favoraveis. Isso significa que

2
P(4|B) = < = 0.4.

Note que os resultados favordveis a B ndo sao mais os elementos
de B, e sim de 4 B, pois somente 0s elementos que pertencem a
A4 podem ocorrer.

8.4.5 Probabilidade condicional

Definicao: Dados dois eventos 4 e B, com P(A)# 0, a probabilida-
de de B condicionada ao fato de A4 ter ocorrido é dada por

pB|a)=LANE)

P(A)
Dessa igualdade tiramos que P(ANB) = P(A4)- P(B| 4), que é a pro-
babilidade de 4" B, quando 4 e B nem sempre sao independentes.

P(A| B) ¢éa probabilidade
do evento B ocorrer dado
que o evento A ja ocorreu.
Lembre-se de Fundamentos
de Matematica Il.



Exercicios resolvidos

10) Langando-se dois dados, d, e d,, qual a probabilidade para os
eventos: (4) resultado 2 em d,; (B) soma 6; (C) resultado 2 em
d, sabendo que a soma dos dados foi 6.

Resoluc¢ao: Comecamos por analisar nosso espaco amostral:

Q={1,1); (4,2); (1,3); (1,4);---(2,1);---(6,06)}

(36 possiveis resultados).
Ja para os eventos, temos que o espaco amostral para o evento (4) é

A4={(12); (2,2); (3,2); (4,2); (5,2); (6,2)}
(6 possibilidades);

para o evento (B), o espagco amostral é

B={(1,5); (2,4); (3,3); (4,2); (5,1)}
(5 possibilidades).

Assim,
pay="A 0 1
n(Q) 36 6
pgy="B) 5
n(Q) 36

Para o evento (C) podemos fazé-lo de duas maneiras:

A primeira maneira € feita reduzindo nosso espaco amostral, ja que
nem todas as possibilidades de Q sdo aceitas. O espaco amostral re-
duzido é dado por B. Portanto, temos uma escolha favoravel dentre

as 5 escolhas possiveis, 0 que nos da P(B| A) :é.

A segunda maneira é fazendo uso da formula, percebendo que
ANB={(4,2)};

1
P(B| A)=38 =
36
Resposta: As probabilidades dos eventos séao P(A) :%, P(B) :%

e P(C):é.



11) Uma urna contém 8 bolas amarelas e 6 verdes. Qual é a proba-
bilidade de retirarmos duas bolas sucessivamente, sem reposi-
cao, sendo a primeira verde e a segunda amarela?

Resolucao: Nosso espaco amostral possui 14 elementos. Nossos
eventos sao:

e A :retirar uma bola verde;
e B :retirar uma bola amarela.

Como as retiradas sdo realizadas sem reposicéo, o evento (B) € in-

fluenciado pelo evento (4), tornando assim o problema condiciona-

do. Em termos de probabilidade, queremos encontrar P(AN B) para

o problema condicionado. Isto ¢, P(AN B)= P(A)- P(B| A). A saber,
6 8 24

Resposta: A probabilidade de serem tiradas uma bola verde e, em

: R 24
sequida, uma amarela (sem reposicdo) € igual a a1

Exercicios propostos

1) Um poligono regular de 2n+1 lados estd inscrito em um circu-
lo. Escolhem-se trés dos seus vértices, formando um tridngulo.
Determine a probabilidade de o tridngulo formado conter o
centro do circulo.

2) Distribuindo-se ao acaso 5 sorvetes de chocolate e 5 sorvetes
de creme a 10 pessoas, das quais 3 preferem creme, 2 preferem
chocolate e as demais nao tém preferéncia, qual a probabilida-
de de todas sairem satisfeitas?

3) Ha 8 carros estacionados em 12 vagas em fila. Determine a
probabilidade:
a) das vagas vazias serem consecutivas;
b) de ndo haver duas vagas vazias adjacentes.

4) Doze pessoas sao divididas em trés grupos de 4 pessoas. Qual

é a probabilidade de duas determinadas pessoas dessas fica-
rem no mesmo grupo?



5) Quantas vezes, no minimo, deve-se langar um dado para que
a probabilidade de se obter algum seis seja superior a 0,9?

6) Uma urna contém 2 bolas vermelhas e 3 bolas brancas, outra
urna contém 4 bolas vermelhas e 5 bolas brancas. Uma urna é
escolhida ao acaso e dela uma bola é extraida ao acaso. Qual
a probabilidade de observarmos o resultado “primeira urna —
bola vermelha”?

7) Numa certa comunidade, 52% dos habitantes sao mulheres e
destas 2,4% sao canhotas. Dos homens, 2,5% sao canhotos. Cal-
cule a probabilidade de que um individuo escolhido ao acaso
seja canhoto.

8) Sao feitos trés lancamentos de uma mesma moeda. Qual a pro-
babilidade de os resultados serem duas caras e uma coroa?
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Geometria Analitica







Capitulo 9

Geometria Analitica

Resolveremos, ao longo deste capitulo, exercicios envol-
vendo distdncias e curvas no plano.

Este capitulo é dedicado a problemas de Geometria Analitica, dis-
ciplina ja conhecida dos estudantes desta fase. Faremos um breve
resumo sobre as equagoOes de retas e circunferéncias e, em segui-
da, apresentaremos exercicios resolvidos e propostos.

Uma vez que determinamos, ou escolhemos, um sistema de coor-
denadas no plano, curvas nesse plano passam a ser representadas
por equagdes. Sendo assim, a equacdo que define uma determi-
nada curva C é uma igualdade envolvendo as varidveis x e y.
Essa igualdade é satisfeita se, e somente se, o ponto P(x,y) per-
tencer a curva C.

Como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, as equa-
¢Oes que definem uma reta podem ser representadas das seguin-
tes formas:

e Geral: ax+by+c=0, a,b,ceR.

* Segmentaria: EANS A I, p,g#0.
b q
e Paramétrica: x= f(t), y=g(t), teR.

e Reduzida: y=mx+n, m,neR.

* Feixe de retas: y—y, =m(x—x,), meR coeficiente angular,
P(x,,y,) ponto dado.

Uma circunferéncia é o conjunto dos pontos do plano equidis-

tantes de um ponto dado, chamado de centro da circunferéncia.

Representando por C(a,b) o centro, os pontos da circunferéncia

sdo os pontos P(x,y) cuja distancia ao centro é constante. Essa

distancia € o raio da circunferéncia. Como a distancia entre dois
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pontos C(a,b) e P(x,y) é dada por d(C,P)= \/(x—a)z +(y-b),
a equagdo que define a circunferéncia é (x—a)’+ (y—b)’ =r>.
Essa equacgao é dita equagio reduzida da circunferéncia. Ela relacio-
na os elementos principais da circunferéncia: centro e raio. Da
mesma equagao origina-se a equagdo geral da circunferéncia, que é
dada por x* +)* — 2ax - 2by + a* + b* — r* = 0.

Com base nos estudos da circunferéncia, podemos saber exatamen-
te se um determinado ponto pertence, € interno ou é externo a ela.
Basta analisar a distancia desse ponto ao centro da circunferéncia.

Exercicios resolvidos

1) Determine qual a relacio entre a circunferéncia
(x=2)*+(y-3)*=4 eospontos P(2,1), Q(-1,2) e R(1,3).

Resolugdo: Encontramos a distancia entre cada ponto e o cen-
tro da circunferéncia, isto €, entre os pontos P(2,1), O(-1,2),
R(1,3) e o centro C(2,3). Em sequida, comparamos essas distan-
cias com o valor do raio.

* Para 0 ponto P temos: d,. :\/(2—2)2+(1—3)2 =2. Desde
que r=2 e d,. =2, concluimos que o ponto P € ponto per-
tencente a circunferéncia.

° Para o ponto Q temos: d,,. :\/(—1—2)2 +(2-3) =10 > 7,
logo 0o ponto Q € ponto externo a circunferéncia, pois
dye = J10>7r=2.

e Para o ponto R temos: d,. =\/(1—2)2+(3—3)2 =1<r,logo
o ponto R € ponto interno a circunferéncia, dp. =1<r=2.

Resposta: O ponto P pertence a circunferéncia, o ponto Q esta
no exterior e R esta no interior da circunferéncia.

Observagao: Algumas relagdes interessantes aparecem quando es-
tudamos distancias entre ponto e reta e entre retas. No tltimo caso,
se as retas nao forem paralelas, temos que a distancia sera igual a
zero, uma vez que elas se intersectam em um determinado ponto.

2) Calcule a distancia entre as retas paralelas dadas por
r:3y=4x-2 e s:3y=4x+8.

Note que para encontrar
esta equacdo basta efetuar
os produtos notaveis!



Lembre-se de que essa
formula ja foi estudada na
disciplina de Geometria
Analitica.
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Resolucao: A distancia entre duas retas paralelas € igual ao com-
primento do segmento que as une e lhes € perpendicular. Portanto,
consideraremos um ponto de uma das retas e, a partir dai, en-
contraremos a reta perpendicular, digamos ¢, passando por esse
ponto. Acompanhe!

Seja o ponto P(2,2), pertencente a reta r. A reta ¢t perpen-
dicular a reta r, passando por P(2,2), é dada pela equacdo
y=y,=m(x-x,). Lembre-se de que r-Llt<m -m =-1
4
Da equacdo da reta » concluimos que mr:g e, portanto,
t

m 2—%. Logo, a equacdo da reta ¢ ¢€: y—2=—% (x—2) ou

14 : .
y= —ix+—. Resolvendo o sistema formado pelas equacoes das

retas s e ¢t encontramos o ponto Q(%,?j , que € o ponto de

interseccdo entre s e ¢. Assim, a distancia entre asretas r e s €
dada pela distancia entre os pontos P e Q. Ou seja,

2 2
d,S=dPQ=\/(2—%j +(2—%} =2 u.c.

Outra maneira de calcular a distancia entre duas retas paralelas €
calculando a distanciadeumponto P(x,,y,) areta ax+by+c=0

, ax, +by,+c
usando a formula d,,, =M. Nesse caso, podemos con-

2 2

Na +b
siderar o ponto P(2,2) pertencente a reta » e calculamos a dis-
tancia até a reta s. Colocando a equacédo da reta s, dada, na

forma geral temos: s:4x—-3y+8=0. Portanto,

g _42-32+8 [3-6+8 10

\/ﬁ 5 ?=2. Logo, d ., =2 u.c.
4°+(-3)

d"S

Resposta: A distancia entre as retas s e » € 2 u.c.

3) Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, sao
dadosum ponto P(2,3) eumareta r deequagao x+y+1=0.
Seja O o ponto de interse¢dao da perpendicular a reta r, tra-
cada pelo ponto P, com areta r. Determine as coordenadas
do ponto médio do segmento PQ.
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Resolucgao:

Figura 9.1

Seja ¢ a reta perpendicular em questao.

Primeiramente devemos encontrar o coeficiente angular da reta »
dada. E facil ver que m, =—1.Logo m, =1 e, portanto, a equagao
detéx—y+1=0.

Como a interseccdo entre as retas ocorre em x=-1 ¢ y=0, te-
mos que o ponto Q ¢ dado por Q(-1,0).

Portanto, o ponto médio M de PQ ¢ dado por

ar (221 3+0) (13}
2 2 22

Resposta: O ponto M(%,%] € 0 ponto médio do segmento PQ.

4) A equagao x’*+y’+12x—4y—-9=0 representa uma circun-
feréncia. Determine as coordenadas do centro e o seu raio.

Resolucao: Dada a equacdo geral da circunferéncia, devemos
transforma-la na equacdo reduzida, pois desta forma teremos os
principais elementos explicitados. Pois bem, devemos perceber que

X +12x=(x+6)"-36
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yi-4y=(y-2)"-4.
Portanto,
X +12x+y* -4y —-9=(x+6)-36+(y—2)"-4-9
=(x+6)’ +(y—2)"—49.
Logo, a equacdo na forma reduzida ¢
(x+6) +(y—2)"=7".

Resposta: De onde tiramos que o centro € dado por C(-6,2) e o
raioe r="7.

5) Dada a reta r:x+y-3=0 e a circunferéncia de equacao
(A):x*+y*—2x-2y-3=0, qual é a posicdo de r em rela-
caoa (4)?

Resolucao: Este tipo de exercicio pode ser resolvido de duas ma-
neiras:

(1) Por sistemas: se a reta tocar ou cruzar a circunferéncia, entdo
teremos que o sistema abaixo tem solucdo. Caso contrario, ndo te-
remos a existéncia de uma solucdo, o que significa que a reta ndo
tocou a circunferéncia. Note que o sistema ndo € linear!

x+y-3=0 _
X +y'—2x-2y-3=0

Resolvendo o sistema:

x+y-3=0 y=3-x
2 2 = 2 2
X +y =2x-2y-3=0 X +y =2x-2y-3=0

y=3-x
—
x*+(3-x)"-2x-23-x)-3=0

y=3-x
= 2
x =3x=0.
A segunda equacdo nos da raizes x'=0 e x"=3. Consequente-

mente, y'=3 e y"'=0.

Resposta: Uma vez que a reta tem dois pontos em comum com a
circunferéncia, ela € uma reta secante a circunferéncia.
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(2) Pela distancia entre ponto e reta: se a distancia do centro da
circunferéncia até a reta for menor do que o raio, a reta ¢ secante
a circunferéncia. Se a distancia for igual ao raio, a reta sera tan-
gente a circunferéncia; e se a distancia for maior do que o raio,
entdo a reta € externa a circunferéncia.

Deixamos que vocé resolva pela sequnda maneira.

6) O triangulo ABC tem vértices A(5,5), B(5,0) e baricentro
G (4,3). Determine o vértice C.

Resolucdo:
y
P oA
3 RO
T T T T : ;B T T Ll
0 4 5 *

Figura 9.2

O baricentro G de um triangulo ¢ dado por

b

G(XA tXpt X Yy +y3+yc]_ Assim:

3 3
xG=W:4=5+5%:xC=2
+yp+ 540+
G:J’A .);B Ye 3 3yC:>yc:4

Resposta: O vértice C € (2,4).
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7) Os vértices do tridngulo POR tém as seguintes coordena-
das: P(0,a), Q(b,0), R(c,d),com a, b, c, d reais positivos.
A origem e o ponto R estdo em lados opostos em relagao a
reta v dada pelos pontos P e Q. Qual € a expressao da area
do triangulo POR?

Resolucao:

R (c,d)

Figura 9.3

basex altura

Para calcular a expressédo da area do tridngulo, 4, = 5

observemos que:

(1) a distancia entre os pontos P(0,a) e Q(b,0) ¢é a base do
triangulo:

d(P,0)=(0-b) +(a—0)* =~a* +b*.

(2) a altura do tridngulo é dada pela distancia entre o pon-
to R(c,d) e a reta r determinada pelos pontos P(0,a) e
Q(b,0). Vamos inicialmente determinar a equacdo da reta

r:y=mx+n.
P0,a)er=a=0-x+n=a=n

Q(b,O)er:>0=m-b+n:>0=m-b+a:>m=—%.

~ , a
Logo, a equacdo da reta » € dada por y:—zx+a, ou em sua

forma geral %x+y—a =0.
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A distancia entre r e R(c,d) (altura do tridngulo) é dada por:

a ac bd ab
—c+l-d—a| |—+——-——
(R = b b b b| |actbd-ab|
( ,I”)— 2 - \/ 2 2 - \/ 2 2
\/(aj ] @’ +b a*+b
= +1 —_—
b b

Assim, a area do triangulo € dada por:
4, :l.m.|ac+bd—ab| _ |ac+bd —ab| .
2 Na’ +b’ 2
|ac + bd — ab|
5 .

Resposta: A area do tridngulo POR ¢ A4, =

Exercicios propostos

1) Dados os pontos P(x,2), A(4,-2) e B(2,-8), determine o
nimero real x de modo que o ponto P seja equidistante de
Aede B.

2) Calcule o comprimento das medianas do triangulo cujos
vértices sao A4(0,0), B(4,2) e C(2,4).

3) Encontre a intersecdo das retas 2x—3y—-1=0 e 5x+y—-2=0.

4) Num paralelogramo ABCD, dois vértices consecutivos sao
os pontos 4(2,3) e B(6,4).Seja M (1,-2) o ponto de encon-
tro das diagonais AC e BD do paralelogramo. Determine
as coordenadas dos vértices C e D desse paralelogramo.

5) Determine a equagdo da reta s que passa pela intersecao
das retas u e t de equagdes x—y+2=0 e 3x—y+6=0, res-
pectivamente, e € paralela a reta » de equagdao 2y—-x+1=0.

6) A bissetriz do 2° e 4° quadrantes intercepta a reta r de equa-
¢do 4x—-2y+5=0 no ponto P. Determine as coordenadas
de P.

7) Seja r areta que passa por P(3,2) e perpendicular a reta s
de equacdo x+y—1=0.Calcule a distancia do ponto A4(3,0)
areta r.

8) Determine a distancia do ponto 4(L,1) areta » de equagao
x+y-3=0.



9) O ponto P(-3,b) pertence a circunferéncia de centro no
ponto C(0,3) e deraio R=5. Calcule o valor de 5.

10) Determine os pontos de intersecao das circunferéncias
¥ +y +2x+2y-3=0e x*+y’—x—-4y-3=0.

11) A reta r de equagdo x—y—-2=0 intercepta a circunferén-
cia x’+3* =100 nos pontos 4 e B.Sendo C o centro da
circunferéncia, determine a 4rea do tridngulo 4BC.

12) Considere as circunferéncias C,:x’+)*—-2x-2y=0 e
C,:x*+y*—2x-3=0. Qual é a posicdo de C, em relagdo
aC,?

13) Obtenha um ponto da reta 2x—y =0 que forme com os pon-
tos (2,0) e (5,2) um triangulo de area igual a 10 u.a.

14) Determine o ponto P dareta x+2y =-10 que equidista dos
pontos A(1,4) e B(3,0).

15) Ache a equacao reduzida da circunferéncia cujo didmetro é
o segmento de extremidades 4(2,8) e B(4,0).
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Capitulo 10

Numeros Complexos

Neste capitulo iremos proporcionar um primeiro contato
com o universo dos niimeros complexos, apresentando
suas principais definicoes e propriedades e resolvendo
exercicios que as envolvem.

A necessidade de ampliacao do conjunto R

Determine x na equagdo real x> —2x+5=0. Neste caso
A=4-4.5=-16.

44/
E, assim, xz%. Porém, v-16 ¢ R !

Observe também a equacdo x° +1= 0. Esta equacdo ndo tem solu-
¢ao real, isto é, nao existe niimero real cujo quadrado somado a 1
resulte em zero. A ideia, entao, é ampliar o conjunto dos nimeros
reais para que, neste novo conjunto, essas equagoes tenham solu-
cao. E a mesma ideia da ampliacdo de N para Z, feita em Funda-
mentos I: “acrescentamos” a R as solugdes (raizes) das equagdes
que nao possuem raizes reais. Os nimeros desse conjunto serao
da forma a+bi, com a e b nimeros reais e i =v/~1. O conjunto
R serda um subconjunto desse novo conjunto, chamado Conjunto
dos Niimeros Complexos e denotado por C. Note que um nimero
complexo fica determinado quando conhecemos o par ordenado

, . ) ) A O
(a,b) de numeros reais. Por exemplo, 1+i, =5+3i, \/5 -2i, _El
sao numeros complexos relacionados, respectivamente, aos pares

(L1, (-5,3), (2,-2) e (0,—%).

Definicao: O conjunto dos niimeros complexos é o conjunto dos niime-
ros escritos sob a forma:
z=a+b-i

em que a e b sdo mimeros reais. O mimero real a é a parte real de z,
Re(z),eomimeroreal b éaparteimagindriade z , Im(z) , enquanto que
i édefinido como i=~-1< i’ =-1, chamado a unidade imagindria.



Em relagio a unidade imagindria i, observamos que

i’ =1
i'=i
iP=-1

P =—i
f=i"=1
P=i'=i
it =i*=-1

, , 1" =1 ré 10iSa n .
E, portanto, i" ” em gue r é o resto da divisio de or 4

Exercicio resolvido
1) Calcule o valor de 1+i+i” +i> +---+i" +i*%.

Resolucao: Do resultado acima, sabemos que poténcias de base
i ndo variam mais do que quatro numeros, ou seja, a cada quatro
parcelas temos uma repeticdo de um determinado numero. Assim,
das 201 parcelas dadas, temos

11215=i9= :l-l97=l
l2 :l6:l-10: :l-198 =1
l3 =l7 =l-11 — :ll99 =
l4:l8:l-12: :l-200:1

Observando que temos 50 igualdades a cada uma das 4 poténcias
acima, seque que
T+i+i>+0 44+ +7 =1+ 50(7) + 50 (=1) + 50 (i) + 50 (1)
=1+50i-50-50i +50
=1.

Resposta: 1+i+i* +i° +---+i" +i* =1,



Em homenagem aos
matematicos Jean Robert
Argand (1768-1822) e
Johann Carl Friedrich Gauss
(1777 -1855)

10.1 Representacio geometrica de
um numero complexo

Fixado um sistema de coordenadas, um ndmero complexo
z=a+bi é representado por um ponto, a imagem do niimero
complexo, isto é, z=(a,b). Este ponto é conhecido como afixo de
z . O sistema de coordenadas no qual representamos os niimeros
complexos é chamado plano de Argand-Gauss; nele, a parte ima-
gindria de um nimero complexo é representada pela ordenada e
a parte real pela abscissa. Pelo fato de que cada nimero complexo
possui imagem tinica, é comum relacionarmos os complexos com
suas respectivas imagens, ou seja, (a,b)=a+bi. Note que, para
um nimero complexo z=a+bi,se b=0,entdo z=a+0i=a.lIsso
significa que R < C. No plano complexo, estes pontos estao re-
presentados pelos pontos sobre o eixo X . Por outro lado, se a =0,
entdo z=0+bi=bi, denominado nimero complexo imagindrio
puro; no plano complexo, estes nimeros sdao representados por
pontos sobre o eixo Y.

Exemplo:

1) Determine a representacdo dos numeros complexos
7, =—4+2i=(-4,2); z,=3i=(0,3); z;=4=(4,0);
z,=2-i=(2,-1); zy=l+i=(11) e z,=-3-3i=(-3,-3)
no plano de Argand-Gauss.

Resolucao:
4
3-»22
Zl. ................................................ 2 -
1-- .......... . Z5
: 23
4 3 2 -1 1 2 3 x
B .'24
ZG

Figura 10.1



10.2 Iqgualdade de numeros
complexos

Dois niimeros complexos sdao iguais quando tém mesma parte

real e mesma parte imaginaria:

a+bi=c+dia=c e b=d.

10.3 Operacoes com numeros
complexos

As operagOes entre niimeros complexos sao realizadas de maneira
analoga as operacoes com pares ordenados, uma vez que todo ni-
mero complexo pode ser representado por um par ordenado. Sen-
do assim, para z, =a+bi=(a,b) e z,=c+di=(c,d); a,b,c,d eR,
i a unidade imagindria, definimos:

* z=z,&a=ceb=d;

z,+z,=(a+c)+(b+d)i;

z,—z,=(a-c)+(b-4d)i;

z,-z, =(ac—bd)+(ad +bc)i.
Exemplo:

2) Sejam os nimeros complexos z, =2+3i e z, =-5+1, deter-
mine z, -5z, e z,-z,.

Resolucgao:
z, =5z, =2+3i=5(-5+1i)
=2+3i+25-5i
=27-2i

z, -z, =(243i)-(=5+1i)
=(2-(-5)-3-1)+(2-1+3-(-95))i
=(-10-3)+(2-15)i
=-13-13i.

Lembre-se das operacoes
com pares ordenados
estudadas em Introducédo ao
Calculo.



Paratodo @, b, ceR, Note que a multiplicagdo pode ser efetuada pela lei da distributivi-
a-(b+c)=a-b+a-c dade para a soma, ou seja,

(2+30)-(-5+i)=2(-5)+2i+3i(-5)+3i(i)
=—10+2i—15i +3i’
=—-10-13i+3(-1)
=-13-13;.

10.4 Conjugado de um numero
complexo

Dado um nimero complexo z =a+bi, definimos o conjugado de
z por z=a-bi.

Exemplo:

3) Seja o nimero complexo z =4—i. Determine:
a) z+z
b) z—z
Resolucao:
a) z+z=4-i+4+i=28, real puro!

b) z—z=4-i—(4+i)=4—i—4—i=-2i, imaginario puro!
Propriedades:

1) Z+E=2'Re(z):>Re(2)=%

%) -7 =2i-Im(z) = Im(z) = 2.

3) z-z=(a+bia-bi)=a’+b" R,

Tarefas
1) Prove as propriedades acima.

2) Represente z e seu conjugado z no plano complexo.



10.5 Divisdao de numeros complexos

Sejam dois nimeros complexos z, e z,, com z, #0. Dividir z,
por z, corresponde a obter o nimero complexo z =x+ yi tal que

zZ, . .
—=z,ouseja, z,-(x+yi)=z.
V4

2

Exemplo:

4) Dados os ntimeros complexos m=2+3i e n=1+2i, deter-
mine o quociente de m por n.

Resolucao: O quociente de m por n € dado por ﬂ:x+yi, ou
. n
seja:

2+3i
1+2i

=x+yi < 2+3i=(1+2i)(x+ yi)

& 2+3i=x+ yi+2xi+2yi°
S 2+3i=(x+2y)+(2x+ y)i.

E pela igualdade entre dois numeros complexos, concluimos que

8
2=(x-2y) x—=2y=2 ng
= = .
3=2x+y) 2x+y=3 1
y=-C
5
Assim, 2+3i_§_li
1+2i 5 5

Uma maneira mais pratica de dividir z, por z, consiste em multi-

plicar ambos pelo conjugado de z,, levando-se em consideragao a
propriedade 3. Veja:

243 (2+3i) (1-2i)

1+2i  (1+2i) (1-2i)
_ 2-4i+3i-6i
P42

8—1i
5




10.6 Argumento € modulo de um
numero complexo

O moédulo de um niimero complexo z =a+bi é definido como o
modulo do vetor que o representa, isto €, a distdncia de z até a
origem do plano complexo.

z|=d((a,b),(0,0)) = Ja* +b* .

Simbolicamente,

Exercicio resolvido
2) Qual o médulo de z=-3-4;7?

Resolucdo: z=-3-4i=(-3,—4) representa um ponto no plano
complexo, acompanhe:

(-3,-4) A —4

Figura 10.2

Resposta: Assim, calculando a distancia de (=3,—4) até a origem,

temos:
|z|=J(=3)* +(-4)* =25 =5.



Em geral temos:

b z=aq+ bi

Figura 10.3

Do Teorema de Pitdgoras, vemos que o médulo de um niimero com-
plexo z é dado por |z['=a’ +b* = |z|=+a’+b*.

Ainda pela figura 10.3, observando o triangulo OPQ, temos que
b o .

sen@zﬁ e C080=ﬁ, isto €, a=|z|cosf e b=|z|senf. Assim,
z z

z=a+bi=|z|cosO+|z|senO-i=|z|(cosO+i-senh).

Portanto, o argumento de z € definido como sendo o angu-
lo 6, 0<6<2m, determinado pelos nimeros reais a e b.
z=|z|(cos@+i-senf) é chamada de forma trigonométrica, ou for-
ma polar, de um niimero complexo. Por essa formula podemos re-
escrever o produto, a divisdo e a n-ésima poténcia de niimeros
complexos usando adequadamente algumas propriedades da tri-
gonometria:

* z,-z,=z||z,|[cos(B,+6,)+i-sen(0, +6,)];

2 _lzl

z, |z,

[cos(0, +6,)+i-sen(0, +0,)];
e "= z|"[cos(nf)+i-sen(nb)].

Exercicios resolvidos

3) Determine o médulo, o argumento e a forma trigonométrica
do niimero complexo z=~/3+i.



Resolucao:

Im A

z=3+i

730

Re

Figura 10.4

z= 3+i:>a=x/§ e b=1.

Modulo de z:

|z|=Na® +b° =J(/3)* +1> =/4 =2. Portanto | z|=2.

sen@zi:l
lz| 2 . T
Argumento de z: = 0 =30°=—rad.
a 3
cosl) =—=—
lz| 2

Resposta: O modulo de z € |z|=2, o argumento de z ¢
0:30°:%rad e a forma trigonométrica de z ¢

z=2(cos30°+i-sen30°).

3) Escreva a forma trigonométrica do ndmero complexo

z:1+\/§i.

Resolucdo:
|z|=yd’ + b =1+ (V3)* =2
sen0:—:§
Portanto, 2] = 0 =60°=—rad
cosez—:l
z| 2



Resposta: Assim, a forma trigonometrica fica:

T s
z=2| cos—+i-sen— |.
( 3 3)

4) Dado o niimero complexo z = 3 +i, calcule z*.

Resolucdo: Escrevendo o numero z na forma trigonométrica, te-

mos:
z=2(cos30°+i-sen30°).

Logo:
z* =2% (cos(4-30°) +i-sen(4-30°))
=16-(cos120°+i-senl120°)

2 2
= —8+83-i.

Resposta: Portanto, z* = —8+83-i.

10.7 Forma exponencial (ou de
Euler) de um numero complexo

Para z=a+bi=z|(cosO+i-senf), em que O é dado em ra-
dianos, a forma exponencial de representé-lo é : z=|z|e”
(e’ =cos@+i-send) .

Tarefa

1) Faga uma pesquisa sobre tal igualdade detalhando sua his-
toria.
Observacao: assim, temos trés formas de se representar um nu-
mero complexo:
* Forma algébrica: z=a+bi;
* Forma trigonométrica: z =| z|(cos6 +i-send) ;

 Forma exponencial: z=|z|e".



Exercicios resolvidos

6) Existe um ntmero real x, tal que o quociente Y
-3i

nimero imagindrio puro. Determine o oposto de x.

Resolucao:
x—i x—i 1+3i

1-3i 1-3i 1+43i
x—i+3xi—3i’
1-9:°
_x+3+(Bx-1)i
B 10
x+3 (Bx-1)i
"0 10

Que € um numero imaginario puro se, e somente se,

x+3
10

=0=>x+3=0=>x=-3.

Resposta: O oposto de x vale —(-3)=3.

2
7) Sendo z, :%—éi e z, =_§_§i’ faca o que se pede.

a) Determine a representacao trigonométrica para z, —z,.

b) Qual é maior, (1-1)* ou —2'°?

Resolucdo:

a) Seja z =z —z,. Entdo:

Para a forma trigonométrica de um numero complexo precisamos
calcular o0 modulo e o argumento desse numero. Portanto, para

z=1-1i, temos:

Médulo de z: |z =V +12 =+/2.



b -1 2
sen6=—=7:T
Argumento de z: 2]
a 1 2
cosf=—=—=—
lz| 2 2

Isto €, sen® =—cosf com 6 no quarto quadrante (seno negativo
e cosseno positivo); entdo 6 =315°.

Resposta: Portanto, a forma trigonométrica de z ¢ dada por

z=(1-i)=~/2(cos315°+i-sen315°).

b) Para determinar a relacdo entre os numeros (l—i)zo e -2,
devemos determinar o valor de (1—i)*; para isto basta tomar-
mos a forma trigonométrica de 1—i e aplicarmos a poténcia:
l—i=\/§-(cos315°+i-sen315°).

Entao,
(1-1)% = (+2)* [cos(20-315°) +i-sen(20-315°)]
=2"-(c0s6300°+i-sen6300°)
=2 [cos(17-360°+180°) +i-sen(17-360° +180°)]
=2".(cos180°+i-senl80°)
=2".(-140)=-2".

Resposta: Portanto, (1—i)* =-2'"°.

Nota: Lembramos que s6 faz sentido comparar dois ntimeros
complexos em termos de médulo, uma vez que nao foi definida
uma relagao de ordem no conjunto dos nimeros complexos.

Exercicios propostos

1) Sendo que (a+3i)(1+2i)=b+5i, determine o valor de a+b.
2) Determine o conjugado de z =(2+3i)(5-2i).
3) Qual o valor para (1+4)*?

4) Determine todas as raizes (reais e complexas) da equagao
5
X +32=0,



5) Determine o nimero real positivo £ que torna o médulo do

, k—i . V5
nimero complexo z = 3 iguala —.

6) Sendo u=3+2i e v=1+i, determine o valor de |u+v]|.

-3 *2 17 :35
7 1 1 f ~ U1+ -1 "
) Qual o valor para a fragao PEREIE

8) Verifique a igualdade ¢” -1=0.

. . s . —1-i
9) Determine a forma trigonométrica do ntimero z = .

l

10) Seja z um nimero complexo de médulo 1 e de argumento
6. Se n é um numero inteiro positivo, determine o valor

1
n
para z +Z—n.

11) Seja z=cost+i-sent com 0 <t <2m . Mostre que

+z

t
=i-cotg—.
-z g2

. .t 7
12) Os ntimeros complexos z e w tém — e — como argumen-
to, respectivamente. Encontre u e v reais tais que zw=u+v,

sabendo que | zw|=10.

13) Mostre que = 4+ % éreal VzeC.
1+i 1-i

14) Determine todas as 5 raizes da equagdo x’—1=0. (Uma é
real e as outras quatro sao complexas.)
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Capitulo 11

Coletanea de Problemas

O objetivo deste capitulo é apresentar uma coletinea de
problemas relativos aos contetidos dos capitulos anterio-
res. Quanto mais problemas vocé resolver, mais caminhos
encontrard para trabalhar os contetidos com seus alunos.

1) O 7° termo de uma PG € 8 e a razao é —2. Determine a soma
dos trés primeiros termos dessa progressao.

2) Calcule trés nimeros em PG sabendo que a soma é 26 e que o
maior excede a soma dos outros dois em uma dezena.

3) Em uma progressao geométrica de seis termos positivos, a
soma de a, e a, é 6; a soma de a, e a, é 12. Qual é a razdo
dessa PG?

4) Em uma PA crescente de cinco termos, a5 e g, sdo as raizes da
equacdo x’ —12x—64=0. Calcule a razdo dessa PA.

. . 16 - .
5) Em uma PG, o terceiro termo é o e 0 sétimo 144. Qual é o
quinto termo?

6) Determine quatro nimeros em PA, sabendo que sua soma € 4
e seu produto é 105.

7) A soma de dois nimeros naturais é 29. Determine o minimo
valor para a soma de seus quadrados.

8) Sabendo que a+b =38 e log,(a—b)=m, calcule log,(a’ —b*)em
funcao de m.

. . . m I
9) Considere um niimero racional —, em que m e n sdo primos
n

entre si. Sob que condicdes esse nimero admite uma represen-
tagdo decimal finita? Quando a representacdo é uma dizima
periddica simples?
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10) Com um lapis cuja ponta tem 0,02 mm de espessura, deseja-se
tragar o grafico da fungdo f(x)=2". Até que distancia a es-
querda do eixo vertical pode-se ir sem que o grafico atinja o
eixo horizontal?

11) Um menino joga trés dados e soma o0s niimeros que aparecem
nas faces voltadas para cima. Qual o nimero dos diferentes
resultados dessa adi¢ao?

12) Uma linha ferroviaria tem dezesseis esta¢des. Quantos tipos
de bilhete devem ser impressos, se cada bilhete deve registrar
a estacao de origem e a de destino?

13) Determine o nimero de tridngulos determinados por sete
pontos distintos sobre uma reta, e quatro sobre uma outra reta
paralela a primeira.

14) Em um veiculo viajam sete pessoas, das quais duas sao moto-
ristas. De quantos modos € possivel acomoda-las, sabendo que
no banco dianteiro ha trés lugares e no traseiro quatro?

15) De quantos modos podemos colocar 8 torres iguais em um
tabuleiro 8x8, de modo que nao haja duas torres na mesma
linha ou na mesma coluna? E se as torres fossem diferentes?

16) Um vagao do metr6 tem 10 bancos individuais, sendo 5 de
frente e 5 de costas. De 10 passageiros, 4 preferem sentar de
frente, 3 preferem sentar de costas e os demais ndo tém prefe-
réncia. De quantos modos eles podem se sentar, respeitando as
ordens de preferéncia?

17) Quantos nimeros de trés algarismos existem cuja soma dos
algarismos é 25?

18) Determine o dominio da fungao: f(x)=log,,,(2x* —5x+2).

19) Resolva as seguintes equagoes.
a) log,(3x+2)=1log,(2x+5)

b) log, [log2 (3x? —5x+ 2)] =log, 2
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o) logx® =log| x+— |+1
) log g( 10)

d) (log, x)* —log, x =2

e) log (2x+3)=2

f) log,(2x—1)* —log,(x—1)* =2

8) Jlogx =logVx

h) log(2x+1)+log(4x+3) = log(2x* —x—2)
i) ox'Er =’

) logy(x+3)— logl (x—6)=log,(2x-5)

k) (log, x)* - 9log:x =4

I) log 2+log,x=2

m)log, x+log, x+log, x =1

n) log,(2senx —1) = log,(3sen’x — 4senx +2)

20) Resolva as inequagoes.
a) log,(3x+2)<2
b) (log, x)* —3log, x+2>0
¢ |logx|<1
d) log(x* +3x+3)>0
€) 2 — ¥ gy gk <%
H R2)y <48

g) 2°>128

0 (2) 22
5 27

21) Simplifique a expressao:

1og%[\/%—log I (V8) + log s (§f0.1)..
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22) Calcule o valor de x na equagdo 10** =625, sabendo que
log5=0,699.
- e . .. C1+n
23) Em uma progressao aritmética o primeiro termo é —— e a
n

n . 1
. Encontre a razao e o ultimo termo.

1+

soma dos termos é ,

24) Um fabricante de méveis produz cadeiras e mesas, cada uma

das quais deve passar por um processo de montagem e por

um processo de acabamento. Os tempos exigidos por esses
processos sao dados (em horas) pela matriz

Ao 2 2| — Cadeira
13 4| — Mesa
J J

Estagio de Estagio de

montagem acabamento

O fabricante tem uma fabrica em Sao Bento e outra em Rio Ne-
gro. Os precos por hora de cada um dos processos sao dados
(em reais) pela matriz:

9 10 | — Estagio de montagem
10 12

\ \

Sao Bento Rio Negro

— Estégio de acabamento

O que os elementos do produto matricial AB representam para
o fabricante?

25) Um projeto de pesquisa sobre dietas analisa adultos e criangas
de ambos o0s sexos. A composi¢ao dos participantes no projeto
¢ dada pela matriz a seguir:

B 80 120 | — Masculino
1100 200

\2 \2
Adultos Criancas

— Feminino

O ntimero de gramas didrios de proteinas, gorduras e carboidra-
tos consumidos por cada crianga e adulto é dado pela matriz:
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B 20 20 20| — Adultos
110 20 30| — Criancas
) | )

Proteinas Gorduras Carboidratos

a) Quantos gramas de proteinas sao consumidos diariamente
pelos homens no projeto?

b) Quantos gramas de gordura sao consumidos diariamente
pelas mulheres no projeto?

26) Qual a soma dos valores reais de x tais que

156 )
X +x

X Hx+1l=

27) Para quantos valores de x existe um tridngulo acutangulo de
lados 12,10 e x?

28) Determine os trés ultimos algarismos de 7.

29) Considere uma progressao geométrica x, y e z de razao r,
com x#y e x#0.Se x, 2y e 3z formam uma progressao arit-
mética, qual o valor de r?

30) Calcule o valor de §, sendo
2999

S =log,2+log, 2’ +log, 2° +---+log,

31) Se log, [log1 xj =0, qual o valor de x?

2

32) Determine o termo independente de x no desenvolvimento de
8
1
4
(x + Fj .

1
33) A soma de dois logaritmos na base 9 é 5 Determine o pro-
duto desses dois niimeros.

34) Qual o valor de (i* +i)*?
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n
35) Sabendo que [73 +%i J é real positivo, n >0, qual é o menor
valor inteiro n?

36) Um lote é constituido de 12 pegas perfeitas e 5 defeituosas.
Feita uma retirada de 3 pegas, qual a probabilidade de serem
duas perfeitas e uma defeituosa?

37) Uma urna contém trés bolas; uma verde, uma azul e uma
branca. Tira-se uma bola ao acaso, registra-se a cor e coloca-se
a bola de volta na urna. Repete-se essa experiéncia mais duas
vezes. Qual a probabilidade de serem retiradas trés cores dife-
rentes?

38) Considerando um poligono regular de » lados, n>4, e to-
mando-se ao acaso uma diagonal, qual a probabilidade de que
ela passe pelo centro?

39) Num pétio ha galinhas e coelhos, num total de 50 animais e
140 pés. Qual a probabilidade de se considerar ao acaso um
desses animais e 0 mesmo ser coelho?

40) Num jogo com dados, o jogador X ganha se tirar, no seu lance,
um ndmero de pontos maior ou igual ao do lance do jogador
Y. Qual a probabilidade de X ganhar?

41) Em uma reuniao de 24 homens, 2 sdo casados e os outros sol-
teiros, 20 sdo brasileiros e torcem pelo Flamengo. Qual a pro-
babilidade de, entrevistando um deles ao acaso, entrevistar
um brasileiro, solteiro e torcedor do Flamengo?

42) Determine o médulo e o argumento principal do niimerocom-
1+2i 1-i

1—i  1+i

plexo z =

43) Quantos sao os pares de inteiros positivos (x,y) que satisfa-
zem a equagao 2x+3y=101?

44) Quantos sao os nimeros inteiros que satisfazem 3 < Jx <77



45) Seja f uma fungdo definida para todo ¥ real, satisfazendo as

condicoes:

fB3=2; fGx+3)=71x)-f03).

Determine o valor de f(-3).

46) Qual o namero de pares (x,y) de nameros inteiros que satis-

tazem a equagao x+ y+xy =120?

47) Nos extremos de um didametro de um circulo, escreve-se o nu-

mero 1 (primeiro passo). A seguir, cada semicirculo é dividido
ao meio e em cada um dos seus pontos médios escreve-se a
soma dos niimeros que estdo nos extremos do semicirculo (se-
gundo passo). A seguir, cada quarto de circulo é dividido ao
meio e em cada um dos seus pontos médios coloca-se a soma
dos niimeros que estdo nos extremos de cada arco (terceiro
passo). Procede-se assim, sucessivamente: sempre cada arco é
dividido ao meio e em seu ponto médio é escrita a soma dos
numeros que estdo em seus extremos. Determinar a soma de
todos os nimeros escritos apds 1999 passos.

48) Se seu saldrio sobe 26% e os precos sobem 20%, de quanto au-

menta seu poder aquisitivo?

49) Classifique cada afirmacao abaixo em Verdadeira ou Falsa:

() No sistema de numeragao decimal existem 2240 niimeros
impares formados por quatro algarismos distintos.

() Com os elementos do conjunto {2,4,5,6,7,8} podem-se
formar 120 ndmeros de trés algarismo distintos comeca-
dos por um algarismo par.

() Existem 3024 nameros entre 10000 e 20000 formados com
algarismos distintos de 1 a 9.

() Com os algarismos de 1 a 9, sem repeti-los, podem-se for-
mar 7200 nimeros com quatro algarismos pares e dois
impares.

() Listando-se, em ordem crescente, todos os nimeros de seis
algarismos distintos, formados com os elementos do con-
junto {1,4,5,6,7,8}, o nimero 768415 ocupa o 514° lugar.
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50) Seja 4 um conjunto de quatro elementos. Qual o niimero de
funcgdes f: 4 > A tais que a equagdo f(x) = x ndo tem solu¢ao?
51) Determine o valor da expressao
(1+sen2)* —5(1+sen2)* +10(1+sen2)’ —10(1+sen2)’ +5(1+sen2)—1

52) A soma de dois nimeros complexos € 1 e seu produto também
é 1. Qual a soma dos quadrados dos niimeros?

53) Calcule o numero natural n que satisfaz a equagdo
(2i)" +(1+i)*" =-16i.

54) Qual o produto dos niimeros complexos z=x+yi, que tém
modulo igual a V2 e se encontram sobre a reta y =2x—1 no
plano complexo?

55) Se a+bi é raiz do polindmio P(x) de grau n, mostre que a —bi
também é raiz de P(x).

56) No triangulo

13 15 17 19

determine:
a) o primeiro elemento da 31° linha.

b) a soma dos elementos da 317 linha.

57) Determine o 1993° algarismo apés a virgula na representagao

decimal de i .
101

58) Determine a razao da PA na qual, para qualquer valor de n,

asoma dos n primeiros termos vale S, =3n” +n.

59) Calcule a soma de todos os inteiros entre 20 e 200 que, dividi-
dos por 7, dao resto 5.



60) Calcule o valor da soma de n parcelas:

S=1+11+111+1111+...+ 111...1 .
—

n algarismos 1

61) A soma de trés nimeros em PG é 19. Subtraindo-se 1 ao pri-
meiro, eles passam a formar uma PA. Calcule os nimeros.

62) Aumentos sucessivos de 10% e 20% equivalem a um tnico au-
mento de quanto?

63) Em uma piramide com 12 cm de altura, tendo como base um
quadrado de lado medindo 10 cm, qual é a area lateral?

64) O liquido contido em uma lata cilindrica deve ser distribuido
em potes também cilindricos cuja altura € um quarto da altura
da lata e cujo didmetro é um ter¢o do diametro da base da lata.
Qual é o nimero de potes necessarios?

65) Qual é a altura de uma pirdmide hexagonal regular de volume
unitario e raio da base igual a +/3 cm?

66) Qual é o volume da esfera inscrita num cilindro equilatero de
area lateral igual a 36 cm? ?

67) Em uma esfera de raio R esta inscrito um cubo. Quanto mede
sua aresta?

68) Determine o polindmio P(x) do terceiro grau que apresenta
uma raiz nula e satisfaz a condigdgo P(x—1)= P(x)+(2x)’, para
todo x real. Com o auxilio deste polindmio, calcule o valor da
soma S=2"+4>+6"+..+(2n)’.

2 A B
69) Determine os valores 4 e B tais que ——— = + .
x =1 x-1 x+1

70) Qual é o resto da divisdo de P(x)=(x+1)'" por g(x)=x+1?

71) Se x é um arco do terceiro quadrante e tgx =1, qual o valor de
cosx?

177




178

72) Determine o conjunto de todos os valores x para os quais é

. -1
possivel definir y = arcsen (x—j .
X

73) Calcule o dominio da fungao f(x)=+2senx—1 para 0 < x <27.
1 X , 4
74) Se f(x)= Esecx ++/3sec [Ej ,qual é o valor de f (;j ?

75) Determine o periodo e a imagem da fungao
g(x)= —3+sen(x—%] .

76) Se cosx:% e —%<x<0, qual é o valor de tgx?

77) Considere um quadrado de lado 1, diagonal d e perimetro p.
Qual é a fungdo d(p) que define a diagonal em termos do pe-
rimetro?

78) A medida em graus do angulo interno de um poligono regular
€ um numero inteiro. Qual é o niimero de poligonos regulares
ndo semelhantes que tém essa propriedade?

79) De uma placa circular de raio 3, recorta-se um tridngulo re-
tangulo de maior drea possivel. Qual é a drea do restante da
placa?

80) Em um trapézio a soma das bases é 24 cm, a altura é igual a
metade da base maior e a base menor é igual a altura. Qual é a

area do trapézio?

81) Os pontos de interseccdo das curvas xy =12 e x* +y* =25 sdo
ligados e formam uma figura. Qual € a figura?

82) Dados os pontos A(5,5), B(2,1) e C(0,k), qual o valor de k£ que
torna AC+ BC minimo?

83) Determine x para que z = (x+i)(3—2i) seja um nimero real.



84) Calcule |z|2 sabendo que z+2z =3+3i.

2+ xi

85) Determine x real para que seja:
a) real.
b) imaginario puro.

86) Determine os niimeros complexos que tém o quadrado igual
ao conjugado.

87) Calcule 1+i+i* +i° +..+i"" +i".
88) Determine o lugar geométrico das imagens dos complexos z
tais que:
a) z=z.
b) z-z=1.
) z’ seja um imaginario puro.

d) |Z+i|£1.
89) Resolva a equagao 2z —z =1-6i.

90) Quantos sdo os inteiros positivos de 4 algarismos nos quais o
algarismo 7 figura?

91) Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos
colorir os quatro quadrantes de um circulo, cada quadrante
com uma s6 cor, se os quadrantes com uma linha de fronteira
nao podem ter a mesma cor?

92) Determine o menor angulo formado pelos ponteiros de um
relogio quando este marca 12h12min.
93) Somando-se 14 ao denominador de uma fracao, esta se torna
1
igual a 5 Somando-se 13 ao numerador da fracdo dada, esta

se torna igual a 1. Que fragao é essa?
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94) Um copo cheio de dgua pesa 325 gramas. Se jogarmos metade
da 4gua fora, seu peso cai para 180 gramas. Determine o peso
do copo vazio.

95) Determine os valores naturais de n para os quais (1--3i)" é
real.

96) Resolva a equagdo x*-2x*+x>+2x-2=0 sabendo que uma
de suas raizes é 1—i.
97) Determine os valores das constantes a, b e c tais que

2x+1  a b c

X=x x-1 x x+1

para todo x real, tal que x#1, x#0 e x = —1.

98) Encontre um polindmio p(x) de grau minimo tal que p(0) =1,
p(h=2+i e p(i)=-1.

99) Determine todas as solugdes da equagao cos(2x +%) = % .

100) Calcule o valor de 4= sens—n . coss—n

12

101) De quantos modos o nimero 1440 pode ser decomposto num
produto de dois niimeros inteiros positivos?

102) Os numeros 2, x, y, 1458 formam, nesta ordem, uma PG. De-
termine o valor de x+ y.

103) No langamento de um moeda 5 vezes, quais os possiveis resul-
tados? Qual a probabilidade de se obter exatamente 2 coroas?
E de a primeira e a tltima serem cara?

104) Considere a Figura 11.1. Girando a flecha, quais as probabilida-
des de se ter, ao fim dos giros, a flechaem 1, 2, 3 e 4?
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Figura 11.1

105) Considere o lancamento de dois dados. Sejam os eventos:
* A:”somaiguala8”
* B:”ambos pares”

Determine as probabilidades P(4) e P(B). Qual o significado
para P(A|B)? Determine sua probabilidade de ocorréncia.

106) Se B, e B, sao dois eventos quaisquer, o que podemos afirmar
sobre esses eventos se B, N B, =J. Como fica a probabilidade
P(B,NB,)?

107) (Bayes) Uma urna A4 contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis,
enquanto outra urna, urna B, contém 2 fichas vermelhas e 8
azuis. Retirou-se uma ficha vermelha, qual a probabilidade de
ela ter sido retirada da urna A4?
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