NUMEROS COMPLEXOS EM ELETRONICA

Formulario para circuitos AC

E uma forma na qual se inclui angulo de fase e magnitude de uma ou mais grandezas.

Uma expressdao complexa compreende uma parte real e uma parte imaginaria, conforme
mostra a figura abaixo.
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efxo real
j € um operador que varia de 0° a 360°, em angulos de 90°.

O angulo de 90° é de grande importancia na analise de circuitos AC.
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1) + 4 indica 4 unidades a 0°
2) - 4 indica 4 unidades a 180°
3) j4 indica 4 unidades a 90°

Como j é um operador a 90°, isto significa que em 180° ele é repetido 2 vezes, em 270° é
repetido 3 vezes e assim por diante.

RESUMINDO
0° =1
90° = + j
180° =j*=-1
270° =i’ =j*j =-1.j=-j

360° =0°=1
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90° =+

operador ¥ = 180° | operador + j = 90°

1807 = 9 =-14 P07 =41

operador - j = - 9(°

A

270 =7 =-1

A expressdo complexa deve ser escrita da seguinte forma: parte real + parte complexa onde |
é sempre escrito antes do nimero.

Exemplo:

4+j2
RELACAO DO FASOR COM A FORMA RETANGULAR

3 representa um namero real ( neste caso uma resisténcia de valor igual a 3Q);
3474 4 0 angulo de 90° ou +j é usado para representar XL (4Q);
portanto: Z =3 + j4

COmo no caso anterior, 3 representa uma resisténcia no valor de 3Q;
2-j4 4 oangulo de - 90° ou - j é usado para representar XC (4Q);
portanto: Z =3 - |4

Podemos entdo representar circuitos na forma complexa retangular conforme exemplos
abaixo:

E=8&
E=10%
Z?=R%*+ XL ? Z?=R?+ XC?
Z=8+j5 Z=10-j6
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+ +1c 1] $IL
14 14
2= 12 + 12 2= 12+ 1,2
IT:1+j3 IT:1'j3

O operador j indica uma relagdo de fase diferente de zero entre a parte real e a parte
imaginaria.
Tomemos como exemplo impedancias:

- 1082 -J0g

0% 1092
0 J10% g J0Q
— Y e [ Y e

SeR=0eXC=10Q=>Z2=0-)10
SeR=10QeXC=0=>2=10-j0
SeR=0eXL=10Q=>Z=0+)10
SeR=10QeXL=0=>2Z2=10+]j0

Vejamos alguns exemplos abaixo de circuitos mais complexos:

95 J68
ZT
20 %0
Zr=(9+j6)+(3-j2)
Zr=12+j4
ZT 45 %;89 = - /58
1

R

1
_+ .
Zr 4 8 -5
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902

J552 38

L (9+5).6-j2)
9+ i5)+(3- j2)

OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

| - ADICAO OU SUBTRACAO:

Soma-se ou subtrai-se a parte real e a parte imaginaria ( j ) separadamente:
a)(9+j5)+(B+j2)=> (9+3)+(5+j2)=12+j7
by 9+j5)+(3-j2) > (9+3)+(j5-j2) =12 +j3
c)(9+j5)+(3-j8)=>» (9+3)+(j5-j8)=12-j3
Il - MULTIPLICACAO OU DIVISAO DE UM NUMERO IMAGINARIO
(termoj ) POR UM NUMERO REAL

Basta multiplicar ou dividir, conforme exemplos abaixo:

a)4.j3=j12 d)jl2+ 3=j4 9)j3+4=j0,75
b) j5.6 = j30 e) -j30 +-6 = j5 h)15.j2=j3
c)j5 . -6 = -j30 f)j30 + -6 = -j5 i)4.j0,75=j3

L1 - DIVISAO DE UM NUMERO IMAGINARIO POR UM NUMERO
IMAGINARIO ( divisdo de um termo j por um termo j )

A divisdo produzira um numero real ( as partes imaginarias ou 0s termos j se cancelardo),
conforme exemplos abaixo:

a)jl2+j3=4 0)-jl2+j3=-4 €)-j30+-j5=6
b) j30 = j5 =6 d)j30=+-j6=-5 f)-jl5+-j3=5
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V- MULTIPLICA(;AO DE UM NUMERO IMAGINARIO POR UM NUMERO
IMAGINARIO ( multiplicacdo de um termo j por um termo j )

Multiplica-se o niimero e o operador j. A multiplicacdo dos termos j produzira j°. Veja os
exemplos abaixo:

a)j3.j4=j.j=i*=j’(B.4) =-1(12)=-12
b)j3.-j4=j.-j=-j*@B.4)=-(-1)(12) = 12
V- I\/IULTIPLICAQAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Basta seguir as regras da algebra (propriedade distributiva), conforme mostra o exemplo
abaixo:

a)(9+j5).(3-j2)

=27 +j15-j18 - j?10 - observe que j* = -1
=27-j3+10

=37-j3

VI - DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS

A divisdo de um namero real por um nimero complexo nédo é possivel.

4- j1
1+ j2

Consideremos a expressao:

O numerador contém um numero real, que € 4 e 0 denominador é formado por um ndmero
complexo: 1 + j2, tornando impossivel a operagéo.

Para concretizar a operacdo torna-se necessario racionaliza-la, bastando para isso multiplicar
0 numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.

O conjugado do denominador € 1 - j2 (basta trocar o sinal).
Teremos entéo:

(4-j1).(1-j2)
(1+J2).(1-J2)

> 4-18 %+] 2: 4-19 2:2 19:0,4-j1,8
1-j°4 1+4 5

MAGNITUDE E ANGULO DE UM NUMERO COMPLEXO
“REPRESENTACAO POLAR E RETANGULAR DE UM NUMERO COMPLEXO
CONVERSOES RETANGULAR/POLAR - POLAR/RETANGULAR”
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Veja a figura abaixo:

Em termos elétricos, uma impedancia complexa 4 + j3 significa 4Q2 de resisténcia elétrica e
3Q de reaténcia indutiva. Lembrar que, a impedancia 4 + j3 esta escrita na forma retangular.

A impedancia é o resultado de: Z = \/R? + X, > ou Z?=R%+ X,?

Z=+47+3 = J16+9 = 25 = 50
O angulo de fase 6 € o arco tangente (arctan) da relacéo entre X e R.

3

Portanto: 6 = arctan % = Z = 0,75 = 37°

Desta forma, a impedancia complexa pode ser escrita da seguinte maneira:

4 +j3Q) - forma retangular

5317 Q. forma polar

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Converter para a forma polar:

a)2+j4

= 27147 = Ja4+16 = 20 = 447 D arctan — = 2 = 630D 44763

N

b) 8 + j6
=J64+36 = 4100 = 10> arctang = 0,75

370 = 107 37

I

c)4-j4

=.16+16 = /32 = 5,66 = arctan % = 1 = -450) 56645
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Converter para a forma retangular:

a) 12 /65

sen 65° = 0,906 (parte imaginaria) =» 12 . 0,906 = 10,87
cos 65° =0,423 (parte real) =» 12 . 0,423 = 5,08

Resposta: 5,08 +j10,87
b) 100 60°

sen 60° = 0,866 (parte imaginaria) =» 100 . 0,866 = 86,6
cos 60° =0,5 (parte real) =» 100.0,5=50

Resposta: 50 + j86,6
¢) 100/ 60°

sen - 60° = - 0,866 (parte imaginaria) =» 100 . - 0,866 = - 86,6
cos - 60° = 0,5 (parte real) = 100.0,5=50

Resposta: 50 - j86,6
d) 10,7 ag°

sen 90° = 1 (parte imaginéria) = 10.1 =10
cos 90°=0 (partereal) » 10.0=0

Resposta: 0 + j10
Quando um namero complexo é formado por uma parte real igual a zero, como por exemplo:

0 + j5, a expressdo na forma polar sera:
57800

Para a expressdo: 0 - j5, a expressao na forma polar sera:

5 - 80°

Quando um numero complexo € formado por uma parte imaginaria igual a zero, como por
exemplo: 5 + jO, a expressdo na forma polar sera:

5 00
MULTIPLICACAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA POLAR

| - REAL x POLAR

a) 2.5.90° = 10/ 90°
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b) 2.5 /-80° = 25.- 807
Il - POLAR x POLAR

Na multiplicacdo de ndmeros complexos (polar x polar) os angulos sdo somados
algebricamente, conforme mostra os exemplos abaixo:

a) 24 2400 2300 = 24,2 407430 = 4 700
b) 12 7 -20 4 3¢ = 12.4 720045 = 45 o -15°

c) a4 o400 2 -300 0 = 24,2 S-40°4 (230 = 48 700

DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA POLAR
| - POLAR = REAL
3) 12,7200 =4 = 12+4 =37 -20°
b) 12,7200 = 2= 12+-2=_6,-20"
0) 18,7 50° = 2= 18+ 2= 9, 50°
Il - POLAR + POLAR

Na divisdo de numeros complexos na forma polar (polar + polar) os angulos sdo subtraidos
algebricamente, conforme mostra os exemplos a seguir:

a) 18 507+ 97 307 = 18+ 5750°-30°0 = 2 207
b)S -350% + 4 30° = 8+4,-507-30° = 2 - 80°
) 48 -50% + 47 -50° = 48+ 4 7500 +30° =12 - 200

11l - REAL =~ POLAR
a) 20 = 4 7 30°
20 e
= —L = 5,7 0-30° = 5.7 -30°
4 30
b) -18 + 9.7-30°
-18,7 09
= —— = -2, 0°+30° = -2 30°
8- 30°
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EXERCICIOS RESOLVIDOS UTILIZANDO NUMEROS COMPLEXOS

| - Dado o circuito abaixo:

I, 71 Zo 73
I I I
T
Al c
T ?DCQ XL 700
Vin 3062
100V ) L
HR 1105
R
P08 00 R
00

Calcule as correntes Iy, I, e I3; as impedancias Z;; Z, e Zs; a corrente total (I1) e a impedancia
total (Zt) nas formas retangular e polar.

Solucgéo:

1) escrevendo cada ramo de impedancia na forma retangular, temos:
Z; =50 - j50Q

Z; =40 +j30Q

Z3 =30+ (j110 - j70) = 30 + j40Q

2) convertendo cada ramo de impedancia na forma polar, temos:

Z1 = 4/50% +(-50)®> =70,7 = 0 = arctan % =1=-450 707/ -45 g
Z,= vJ40% +30% =50 < 0 = arctan % =0,75= 36,870 (379 > 30 37" g
Z3 = +/30° +40% =50 2> 6 = arctan % =1,33=53,15°(53) & 50 5% g

3) Calculando a corrente em cada ramo de impedancia, ou seja, as correntes Iy, I, e Is:

I, = Vin/ Z,
100 — 1414 /45 4
70,7/ - 45 = 1 +j1A (retangular)
I, = Vin/ Z
100 =2/ 3P 4
50, 37° = 1,6 - j1,2A (retangular)
I3 = Vin/ Z3
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100 _o /5 .

50 237 => 1,2 - j1,6A (retangular)

4) Calculando a corrente total (forma retangular):

lr=li+lb+13=1+16+12+j1-j1,2-j1,6
I+=3,8-j1,8A

convertendo para a forma polar:

ltr= /3,82 +(-1,8°=42>0= arctan% =.0474=-2540> 42 -254° 4

5) Calculando a impedéncia total (forma polar):

ZT:Vin/IT

100
= 238, 254 &
4,2 - 2547

Convertendo para a forma retangular:

23,8 . sen 25,4°=23,8. 0,429 = 10,21 (indutiva)

23,8 . cos 25,4° = 23,8 . 0,903 = 21,5 (resistiva)
Z7=21,5+j10,21Q

I - Dado o circuito a seguir:

a) calcule as tensdes em cada um dos componentes;
b) desenhe o fasor do circuito para a corrente e as tensoes.

Solugéo:
1) Calculando a impedancia total na forma retangular:
Zr=2+j4+4-)12 > 6-)8Q

2) Convertendo a impedancia total na forma polar:
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Z7= /6% +(-8)2 =10 = arctan 38 =-1,33 =-53,13° (- 53°)
7, = 10/-53 g

3) Calculando a corrente total na forma polar:

IT:VT/IT
207 0
L > /530 4
10,/7-5% o

4) Calculando a tensdo em cada componente:

Vep= 2253 a2/ 00 g = 4,5 y
V= 2.5 4 x4/80° o = 8/14% vy
Vez 2/ 5% 4 =12,/-90° o = 24/-3P° y
V= 2.5 4 24/ 0 g = 8/5° ¥

OBS: Como o operador j representa o angulo de 90° na forma polar a reatdncia indutiva (X.)
assume o angulo de 90° ; a reatdncia capacitiva Xc assume o angulo - 90° e a resisténcia assume o
angulo de 0°.

5) Desenhando o fasor do circuito para as tensdes e a corrente, onde alguns aspectos devem ser
observados:

a) O angulo de 53° para Vg: € Vg2 mostra que as tensdes nestes dois componentes estdo em fase
com a corrente.

b) A tensdo nos resistores estd adiantada 53° em relacdo a V't enquanto que a tensdo no capacitor esta
atrasada 37°.

c) A tenséo no indutor est adiantada 143° em relagdo a V1 (90° + 53°).

d) A relagdo de fase entre as tensdes no capacitor e indutor é de 180°.
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6) Comprovando:

OBS: a soma das tensdes de cada um dos componentes devera nos dar a tensdo aplicada na
entrada.

Convertendo cada tenséo para a forma polar:

Ve = 4.5 v =2407+]3196V

Vep= 853 v =- 6,389 + j4,814V
Ve=24/-31° v = 19,167 - j14,444V
Vo= 8/5% vy = 4,812 +j6,389V

Total da Vt =19,997 + 0,045V

Convertendo a tensdo 19,997 + j0,045V para a forma polar:

Vt= \/19,9972 +0,045° = /399,882 =20
0,045

0 = arctan =0,00225 =0,129° = Q°

Portanto, na forma polar V1 = 20/ 0°
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‘ FORMULARIO PARA CIRCUITOS AC I

1 - ASSOCIACAOQ DE INDUTORES

EMSERIE: Lt=L;+Ly+ L3+ Ly ...

EM PARALELO: 11 + L + 1 + L ... (para mais de dois indutores)
L, L, L, L, L,
ou
L,.L ..
Lt = —2"—2 (para dois indutores)
1 + 2

2 - ASSOCIACAO DE CAPACITORES

EM SERIE: 1.1 + L + L + L ... (para mais de dois capacitores)
c; C, ¢C, ¢C, C,
ou
Cr= GG (para dois capacitores)
C,+C,

EM PARALELO: C1=C1+C+C3+Cy ...

3 - CIRCUITO RC EM SERIE

I Vi | Vg I HRM IL
:4—?:4—#: P r: L

CXe g ,

: | b o— : |

i

T Vo w_
- W ¢ v
T Vo FASOR
Vr=R.It Vi= VR2+VCZ Ve=Xc. It
G:arctan-ﬁ > = -&
vV, R
Z=,R*+X. 7=V |T=£
. Z
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Xc:i,ondea):an -> Xc =
wC 27 fC

f = frequéncia em hertz
C = capacitancia em farads

R (4]
6 f o o .
! Fasor representando a impedéancia total ( Z ) de um circuito RC série.
|
i A defasagem entre R e X¢ é de 90°.
KC‘F :
““““““ Z
4 - CIRCUITO RC EM PARALELO
IT IC &TTTTTTT T IT
|
e e |
2 E Xo= i
W I
: RN
g VT
FASOE
lr= 1.2 +1.° o= VT o= V1
R Xe
IC
0 = arctan —
IR
e Vo s Vr
Z I,
5-CIRCUITO RL EM SERIE
VR:R.|T VL:XL-IT

Vr= 4 V2 +V, 2
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: Vi I Vg I !
I!—b:d—l: |
| | | 1
L R |
| — | 1
| 1
|
m ' L: .
T v VR
T VT FASOR.
V,
0 = arctan —= -):i
V, R

Xi=wlL,onde w =27 f -> Xi=2xfL

f = frequéncia em hertz
L = induténcia em henry

A defasagem entre R e X, é de 90°.

Z=4R2+X 7

6 - CIRCUITORL EM PARALELO

VT I —_
1 T=
IT

Ve
Z

Il’ IRL
bro Lo :

VT

_ 2 2 V.
Ir= 41"+, Z=_T
IT

|
0 = arctan - -
IR

Fasor representando a impedancia total ( Z ) de um circuito RL série.
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/= — "L . .
JRZ4+X,? (1} {1)
— | +
R X,
7-CIRCUITO LC EM SERIE
i‘v—L}hv—c}i /= XLZ-XCZ
X C XKoo
: L : I : XL-XC:X
|_/-rv*\rw Il e X = X
logo: Z=X
PN
—
It WV
V. V.
Z=_T l+ = —
T ! Z
8 - CIRCUITO LC EM PARALELO
I,
X (-X.)
Z= L C
ALIC lIL XL +('Xc)
@ o X1,
VT - Z =» capacitiva
Z =» indutiva

2 V. V.
lr=+/ 1.2+, ,onde:l.= —— e Ig= —T

X, X

V.
Z:_T |T:£
I, z

9 - CIRCUITO RLC EM SERIE
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R *1, ?*Iilc
_:l_z"“‘f"“\-"“\-"“\-’\
1
Fm
—
It VT
Z=+R%+X?
onde:
X=X, -Xcou
X= XC - X|_

O fasor para o circuito acima é mostrado a seguir.

Observe que a defasagem entre as tensdes do capacitor e do indutor € de 180° no entanto,
entre estes componentes e o resistor é de 90°.

LI ShEnEEbEt VT
V|_ = X|_ . |'|'

VC:Xc.lT
VR:R.|T

|
|
|
|
|
|
|
i I V1= VT4V
|
|
|
|
|
|
|
|
|

onde:
Vx=V_-Vcou
Vx = VC - V|_
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|
X1 -Xc i 0 = arctan L Ve :&-)(VL>Vc)
: VR VR
| -
! e:arctan-u:-v—x-)(V(pVL)
¢ y Vi Vi
rIR
° |
: 0 = arctan - Xc (XL>XC):arctan§
- | R R
2Tl ! -
I e:arctan-M(xc>XL):-§
¥ 7 R R
10 - CIRCUITO RLC EM PARALELO
I
I, _

e fle Ll |
VT Q) Xc % XL o

Ir=

5| < X[< X|<

It =4/ 1.7 +1,° onde:

Ix=1I.-1lc ou
|x:|c-||_

O fasor de um circuito RLC em paralelo é mostrado abaixo, onde prevalecem as correntes Ic ,
I_e lg.

IC &ETTTTTTTTTS IT

I, - I
O=arctan- = =- X (I.>1I)
IR IR

. -1 I
@ =arctan <—Lt =X (Ic>1.)
IR R
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Calculando a impedéncia em um circuito paralelo:

Z= _ Xy onde:

— XL -('Xc)
) X +('Xc)

y=R

A impedancia de um circuito RLC paralelo pode também ser calculada pela formula:

ORI
&%)

|'|':

Z:ﬁ i
I, z

, , R Z
Podemos também calcular 8 com as férmulas: 6 = arctan ; e O = arccos E

11 - POTENCIA EM CIRCUITOS AC

Em circuitos AC existem trés poténcias distintas: real, reativa e aparente identificadas
respectivamente pelas letrasP (W), Q (VAR ) e S (VA).

P{W)
NS =
S(VA) QUVAR) S (V) Q (VAR)
capacttiva dutiva
8 [=]
POW

P=V.l.cos0=Vg.l=R.I* (poténcia real = W)
Q=V.1.senb ( poténcia reativa = VAR)
S=V.1 (poténcia aparente = VA)

CIRCUITO INDUTIVO:
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P =VIcoso
4% Q=VIsenod
S=VI

- @ XL cos 90° = 0
T sen90°=1

1 71 ..Q=S(ndo ha poténcia real)

I P =VI coso
F) Q =VIsenO
S=VI

XcH cos 90°=0
sen 90°=1

1+ -.Q=S(ndo hapoténcia real)

CONCLUSAO: Em um capacitor ou indutor a poténcia reativa é igual a poténcia
aparente.

Q=S = VAR=VA = P=0

12 - FATOR DE POTENCIA

Fp = VI .cosé Fp = Poténcia real Fp = P
VI Poténcia aparente S
Fp = cosO 0 = arctan % Q=P.tand

Fator de poténcia indutivo: motores de inducéo, indutores, etc.

Fator de poténcia capacitivo: motores sincronos, banco de capacitores, etc.

A . |
Fator de poténcia para circuitos paralelos: Fp = arccos I—R
;

a L L. R
Fator de poténcia para circuitos série: Fp = arccos 5

RELACOES ENTRE TENSAO E CORRENTE NUM CIRCUITO AC
INDUTIVO

Numa indutancia:

a) atensdo aplicada esta adiantada 90° em relagdo a corrente;

b) a FCEM (forca contra eletromotriz) esta atrasada 90° em relacdo a corrente;
c) atensdo aplicada a entrada e a FCEM estdo 180° defasadas.
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tensfo aplicada
./ / corrente

forca contra-eletramotriz (FCEM)

CONCLUSAO: Qualquer circuito AC que contenha apenas indutancia apresenta trés variaveis
importantes: a) tensdo aplicada; b) forca contra eletromotriz induzida e ¢) corrente do circuito.
FCEM: ¢ a voltagem contréria originada num circuito indutivo pela passagem de uma corrente
alternada ou pulsativa.

LElI DE LENZ: uma fem (forca eletromotriz) produzida pela inducdo tende a estabelecer uma
corrente cujo sentido opde-se ao campo primitivo que a produziu.

RELACOES ENTRE TENSAO E CORRENTE NUM CIRCUITO AC
CAPACITIVO

A corrente através do capacitor estd adiantada em relacdo a tensdo aplicada ao capacitor de
90°.

Conforme ilustra a figura abaixo, a corrente através do capacitor esta defasada de 90° tanto
em relacéo a tensdo aplicada como em relacdo a contra-tensao.

Portanto, a corrente estd adiantada de 90° em relacdo a tensdo aplicada e atrasada de 90° em

relagdo a contra-tensao.
cotrente
/ / tensfo aphcada

Q0

AN

contra-tensio

EFEITOS DA CONTRA-TENSAO:

e Quando uma fonte de tensdo DC é ligada nos extremos de um capacitor, a corrente € maxima
quando a tensdo da fonte, senoidalmente, comeca a crescer a partir do zero, desde que as placas
do capacitor estejam neutras (sem carga) e ndo apresentem forcas eletrostaticas opostas.
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e Quando a tensdo da fonte cresce, as cargas nas placas do capacitor que resultam do fluxo de
corrente, aumentam.

« A medida que a carga no capacitor aumenta, resulta numa tensdo que se opde a tensdo aplicada,
resultando numa diminuicédo da corrente.

e Quando a tensdo da fonte (tensdo aplicada) atinge o valor maximo ou valor de pico, o capacitor
estara com a maxima carga e maxima tensdo apresentando assim uma oposi¢do a tensdo aplicada
(cargas eletrostaticas opostas), as quais se anulam, resultando entdo em uma corrente zero.

« Quando a tensdo aplicada nos extremos do capacitor comeca a decrescer, a carga eletrostatica nas
placas do capacitor torna-se maior do que o potencial dos terminais da fonte e o capacitor comeca
a descarregar-se, repetindo assim o processo, porém no sentido inverso.

%
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