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Preparar a edi¢io de um livro-texto é uma mistura impar de grande esforgo e satisfagao
maximos. Em meio a longas horas e mindcias sem [im, 0s atos de incorporar novas idéias
que se somam aquelas que ja existem ou que substituem as que se tornaram cansativas
proporcionam sentimentos de alivio e realizacio. Através do esforgo, existe a esperanga
¢ uma crenca crescente de que o novo livro serda melhor e mais atil.

No caso de eletromagnetismo, o nicleo do assunto nunca muda. ¢ entdo poderia ser
argumentado que provavelmente seria melhor nao mexer nas abordagens anteriores que
s¢ mostraram de sucesso. Essa era a minha filosofia quando preparei a sexta edicao.
MNessa nova, sétima, tomei algpumas liberdades mailores. Os topicos mais antigos, presen-
tes desde a primeira edicio, foram revistos, e alguns poucos foram retirados ou movidos
para novas posicoes. Essas mudangas foram feitas de maneira moderada, uma vez que
minha intencgio era melhorar 0 andamento do material enquanto tentava evitar qualquer
colsa que comprometesse o apelo classico e o sucesso do trabalho orniginal de Hayt con-
forme existe por aproximadamente cingiienta anos.

Nos altimos anos, muitos cursos sobre eletromagnetismo basico mudaram suas énfa-
ses na direciao da teoria das linhas de transmissao, de uma maneira consistente com o
crescimento da engenharia de computagio como um dos componentes principais dentro
dos curriculos de engenharia elétrica. Isso resultou em um capitulo substancial e inde-
pendente sobre linhas de transmissiao. O antigo Capitulo 13 € agora Capitulo 11, sendo
que precede os capitulos sobre ondas eletromagnéticas. No Capitulo 11, as linhas de
fransmissao sao tratadas inteiramente no contexto da teona de crcuitos. Fendmenos de
onda sdo introduzidos ¢ utilizados exclusivamente na forma de tensoes e correntes. As
perdas nas linhas sdo agora abordadas, juntamente com um desenvolvimento mais deta-
lhado da equacao de onda. OOs conceitos de indutincia e de capacitincia sao tratados
como pardmetros conhecidos, e assim nio ha dependéncia com qualquer outro capitulo.
[sso permite que as linhas de transmissao sejam abordadas como o topico inicial do
curso, caso assim desejado. Os conceitos de campo e o cileulo dos pardmetros em linhas
ainda estio presentes, mas agora aparecem na parte inicial do Capitulo 14, onde possuem
a4 fungiao adicional de ajudar a introduzir 05 conceitos de gmamento de ondas enguanto
acrescentam perspectiva aos problemas associados. Os casos especificos de linhas copla-
nares, coaxiais e bifdsicas dentro de diferentes regimes de freqiiéncia sio tratados como
nas edigoes anteriores, e uma nova se¢io sobre linha microfita foi adicionada. Esse mate-
rial pode ser abordado apos o Capitulo 12 e nio requer o Capitulo 13

Os capitulos referentes a ondas eletromagnéticas, agora 12 e 13 (antigos 11 e 12),
mantém suas independéncias da teoria de linha de transmissio de forma que pode-se
progredir do Capitulo 10 diretamente para o Capitulo 12. Dessa maneira, os fendomenos
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de onda sio introduzidos a partir de seus principios basicos, mas dentro do contexto da
onda plana uniforme. O Capitulo 12 faz referéncias ao Capitulo 11 em locais nos quais
esse Gltimo pode apresentar perspectivas adicionais, juntamente com mais detalhes.
Entretanto, todo o material necessdrio para se aprender sobre ondas planas sem que se
estude primeiramente linhas de transmissio esta presente no Capitulo 12, caso o pro-
fessor ou o aluno desejem proceder nessa ordem,

A discussido sobre reflexdo e dispersdo de ondas planas no Capitulo 13 foi movido
diretamente para o Capitulo 14, no qual os fundamentos do guiamento de ondas sio
abordados sob a luz de modelos de reflexdo de ondas planas, assim como pela solugio
direta da equacdo de onda. Esse capitulo agora inclui uma secio expandida sobre fibras
oticas em adigido a uma sobre estruturas de linhas de transmissao, previamente mencio-
nada. A dltima parte do Capitulo 14 aborda os conceitos basicos de radiagio, retirado
das edicOes anteriores.

A reestruturagiao dos primeiros capitulos inclm a divisiao do antigo Capitulo 3
(Condutores, Dielétricos ¢ Capacitincia) em dois capitulos (agora 5 e 6) que lidam
separadamente com condutores e capacitores. () antigo Capitulo 6 (que abordava a
representacdo grifica de campos e técnicas numéricas) foi eliminado, mas parte de seu
material foi mantido em outros capitulos. O mapeamento por quadrados curvilineos e
as discussoes sobre analogias de correntes sao agora parte do novo capitulo sobre capa-
citincia (6) e a antiga se¢do sobre solugio iterativa ¢ agora parte do desenvolvimento
das equacoes de Laplace e Poisson no Capitulo 7.

Aproximadamente 40% dos problemas das edigdes anteriores foram substituidos.
Adicionalmente a muitos novos problemas, inclui varios problemas “classicos” excelen-
tes de Bill Havt que apareciam nas primeiras edi¢oes. Decidi reviver o que considerel
como sendo 0s melhores e mais relevantes deles. Os exercicios propostos foram revis-
tos e erros. corrigidos.

Fora essas mudangas, 0 tema do texto ¢ o mesmo que tem sido desde a primeira
edigio em 1958. Uma abordagem induzida & utilizada, a qual ¢ consistente com os
desenvolvimentos histdricos. Nela, as leis experimentais sio apresentadas como concei-
tos individuais que sao mais tarde unificados nas equagoes de Maxwell. Apos o primei-
ro capitulo sobre andlise vetorial, ferramentas matematicas adicionais sio introduzidas
no texto na medida necessdria. Em todas as edigdes, assim como nesta, o objetivo prin-
cipal fo1 0 de capacitar os estudantes a aprenderem independentemente. Numerosos
exemplos, exercicios propostos (que usualmente possuem partes multiplas) e os proble-
mas no final de cada capitulo sao disponibilizados para proporcionar i1ss0. Respostas
para 0s exercicios propostos sio dadas apds cada problema. Respostas aos problemas
impares do final de cada capitulo sdo encontradas no Apéndice E. Um manual de solu-
¢oes (em inglés) também serd disponibilizado para os professores. Esse material, junta-
mente com Outros recursos para ensino estao disponiveis na pdgina do livro na Internet,
hitp://www.mhhe.com/haytbuck. Para ter acesso ao site, o professor deve cadastrar-
se na editora e solicitar a senha de acesso exclusiva para professores, pelo e-mail
divulgacao_brasil@mcegraw-hill.com. No site para o professor, além do manual de
solugoes ha o COSMOS (Sistema de Operacio do Manual de Solugoes Completo
Online'), que contém o conjunto inteiro de problemas do livro, aprimorado para con-

' N.T: Doy 1ng|:.r._ Complete Online Solumons Marnual Operating Svstem.
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ter qualguer imagem ou texto referenciado, assim como o conjunto inteiro de solugoes
para o livro — tudo em inglés. Essa aplicacio auxiliard os instrutores a organizar, distri-
buir e acompanhar os grupos de problemas a medida que forem passados. Devemos
agradecer também a ANSOFT e a Faustus Scientific Corp.

O livro contém material mais que suficiente para um curso de um semestre. Como
¢ evidente, conceitos sobre estitica sao enfatizados e aparecem primeiramente na apre-
sentacio. Em um curso que coloca mais énfase na dindmica, o capitulo sobre linhas de
transmissio pode ser abordado primeiramente conforme mencionado, ou em qualquer
momento do curso. () material sobre estatica pode ser abordado mais rapidamente omi-
tindo-se o Capitulo 1 (gue pode ser passado como uma revisiio) e saltando as Seghes
2.6,55,56,05,06,74a7.6,86 87.93a96,98 ¢ 10.5. Uma apresentacao mais rapida
de ondas planas pode ser conseguida omitindo-se as Sec¢oes 12.5,13.5 e 13.6. O Capitulo
14 tem a intengiio de ser um capitulo de tépicos avangados, no qual o desenvolvimento
dos conceitos de guias de ondas e antenas ocorre pela aplicacio dos métodos aprendi-
dos nos primeiros capitulos, ajudando assim a sohdificar o conhecimento. Pode também
SErVIF COmo uma ponte entre o curso bdsico e cursos mais avangados seguintes.

Um novo e importante recurso, exclusivo desta edigio, ¢ um CID contendo demons-
tragoes computacionais e programas interativos, desenvolvido por Natalia Nikolova da
McMaster University e Vikram Jandhyala e Indranil Chowdury da University of
Washington. Suas excelentes contribuighes estio ligadas ao texto. Sempre que existe um
exercicio associado com a narrativa, vocé verd um icone de CD na margem. Figuras
coloridas, exercicios interativos e animagdes (incluindo algumas de minha autoria)
serao muito ateis para auxiliar na visuahzacio de alguns dos muitos fendmenos descri-
10s no texto.
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Suas observacoes ¢ sugestoes afetaram muitos aspectos do produto final. Erros e incon-
sisténcias no texto ¢ em alguns dos problemas foram apontados em detalhes em diversas
comunicacoes por William Thompson, Jr. da Pennsylvania State University. Na Georgia
Tech, Shannon Madison me auxiliou nos exercicios propostos e Diana Fouts € responsa-
vel pela 1lustragao e design da capa.

Nos dltimos quatro anos depois da publicacao da edigao anterior, recebl muitos e-
mails de um conjunto de pessoas com perguntas ¢ sugestoes, frequentemente sobre par-
tes do texto que. numa reflexao mais aprofundada, poderiam ter sido mais claras. Esses
atos de me chamar atencao aos detalhes foram, talvez, os mais valorosos no aprimora-
mento do produto final. Lamento nao ter sido capaz de responder todas as mensagens,
mas todas foram consideradas e trabalhadas de forma apropriada. Correspondéncias
futuras podem ser enviadas para john.buck@ece.gatech.edu.

Finalmente, agradego o time de projeto da MeGraw-Hill, cujo entusiasmo, encoraja-
mento ¢ suporte foram indispensaveis. Agradeco especialmente a Michelle Flomenhoft e
Carlise Stembridge que reuniram todo o material e fizeram tudo isso acontecer, Valorizo
minha associagio com elas. Assim como na dltima revisio anterior, o tempo foi muito
curto para completar tudo que eu queria. Estou certo que meu entusiasmo continuari se
eu tiver a chance de uma oitava edig¢io, apos um longo descanso, é claro, e com a pacién-
cia da minha esposa e das minhas filhas renovada. Tomara que as meninas, muito jovens
para entender porque papai fica preso ao computador por todo o final de semana, nao
tenham crescido demais para queré-lo de volta. Dedico este livro a elas.

John A. Buck
Marietta, GA
Setembro 2084
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O principal objetivo deste livro € apresentar o eletromagnetismo de maneira que seja clara, mas interessan-
te e mais facil de compreender. Para vocé, estudante, aqui vao algumas caracteristicas que lhe ajudarao a
estudar e ser bem-sucedido no curso.

Exemplos: Numerosos exemplos faceis de serem identificados, os quais ajudam a refor-
car 0s conceitos apresentados. estao integrados ao longo de cada capitulo.
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Exercicios Propostos: Muitos exercicios propostos também estio integrados ao longo de
cada capitulo. Esses problemas, nos quais estdo incluidas as respostas, sio uma maneira
rapida para vocé checar sua compreensao sobre o assunto discutido.

E14.3. Cada condutor de uma linha de transmissio bifilar tem um raio de 0.8 mm e
uma condutividade de 3 = 107 5/m. Eles sfo separados por uma distincia de centro a
centro de 0.8 ememum meio paraoqual ', = 25, 0, = leo =4 X 107" §/m. Se a
linha opera a 60 Hz, calcule: (a) 8; (b) C; (c) G; (d) L; (e) R.

Resp. 1.2 em: 30 pFim; 5.5 nS/m: 1.02 pH/m; 0,033 {1m

Problemas de Fim de Capitulo: Cada capitulo apresenta uma ampla selecio de proble-
mas, com respostas para alguns, selecionados pelos autores, no Apéndice E. Com isso
voceé tem a chance de praticar o que esta aprendendo.

1417 Um guia de ondas retangular tem dimensies a = 6 cm e b = 4 cm. (o) Em gual
faixa de fregiidncas o guia ird opecar em modo omeo? (6) Em qual faxa de fre-
qiencias o guia ird suporiar awbos o8 modos TE |, € TE;; e nenhum owiro mans?

1418 Dwois guias de onda retangulares estdo unidos ponta com ponta. Os guias possuem
dimenstes idénticas, onde a = 2b. Um guia estd preenchido com ar, O oulre estd
preenchido com um dielétrico sem perdas caracterizado por e . (@) Determine o
valor miximo permitido para €, de forma que uma operagao em modo dnico possa
ser assepurada smulianeamente em amboy 08 puias em alguma Tregiéncia.
(h) Escreva uma expressio para a faxa de freqliéncias na qual uma operagio
manomodo ocorrerd em ambos 05 guias Sua resposta deve ser em termos de €,
das dimensdes do guia conforme necessanio, ¢ de outras constantes conhecidas.

xv
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CD de Conteiddo para o Estudante: Seu livro vem com um CD-ROM com o objetivo de
aprimorar ainda mais sua compreensio de eletromagnetismo. (Detalhes do conteudo do
CD-ROM aparecem nas duas proximas paginas). [cones de CD aparecem nas margens
do texto ao longo do livro para indicar quando vocé pode usar o CD para uma ajuda adi-
cional com o texto.

2.4 CAMPO DE UMA LINHA DE CARGAS

ALl aqui consideramos dots Bpos de distribuigho de cargas: a carga pontual ¢ a carga dis-

tribuida por um volume com uma densidade p, O'm’, Se apora considerarmos uma den- ﬁ
sidade de carga volumétnea distribuida na forma de um flamento, come em um feixe
muites ine em um wbo de mmos catddicos ou um condulor carregado de mio muito
peqsen, formi-5e converiente tratar a carga como wma hnha de cargas de densidwde p,
Cim. Mo caso do feise de elétrons, as cargas estdo em movimenio e & verdade que nio
temos um problema de eletrostitica. Entretanto. se o movimento de elétrons &

Interactives

CD de Contendo para o Estudante

() material do CD-ROM foi criado para proporcionar a vocé recursos adicionais de
aprendizagem para os conceitos de eletromagnetismo mais dificeis. Essa ferramenta para
auto-aprendizado possui uma interface facil de navegar ¢ que lhe permite procurar o
material por capitulo,

Esfera

' Y % | r r

Recurso de Aprendizagem n® 1 - Huostracoes: Com o
" objetivo de ajudar a visualizar melhor os conceitos,
incluindo ilustracoes adicionais em quatro cores.



Visgo Geral do Livro

Ca V™ e

=
L T = |

Recurso de Aprendizagem n® 2 = Animacgoes: Numerosas ani-
macoes vao um passo adiante, apresentando uma demonstra- ——*
¢io de fendmenos eletromagndéticos com animacio em Flash.

Recurso de Aprendizado n® 3 — Interagoes: As interagoes nao apenas permitem com-
preender melhor os conceitos, mas também permitem que vocé fisicamente ajuste as

varidveis ou a propria figura para ver os conceitos em acio.

___________

Recorso de Aprendizado n® 4 = Testes: Os autores elaboraram, em inglés, para ajudar a
testar ainda mais sua compreensio, um teste rapido para cada capitulo. Uma resposta
imediata € dada para que vocé saiba se respondeu ao teste corretamente,

B

QUIZ — CITAPTER 1 (Vector Analysis)

| The cross prosdact af B, +6a (frst vecion) amd S, =4, (sevond vecton) is
o |EI 73]. “."-l.'
v [Seea] ~Ma, + 30, - 5lu,

[Geea] 72a, +24a, + 163,

[ Bl | 2da, - dda, 1 Ha,

xwii
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Mapa de campo na secdo reta de uma linha de placas paralelas: linhas equipotenciais e linhas de forga do campo E.

MEFISTo- 30 Pro™

Onda de campo elétrico ao longo de um guia de ondas metalico; o medo TE,;, dominante.

Se vocé gostana de ver mais conteudo sobre eletromagnetismo, como essas ilustragoes, nao deixe de
examinar o CD-ROM que veio junto com seu livro (ou visite a pdgina do livro na Internet em
http://www.mhhe.com/haytbuck. Vocé encontrari ilustracoes, animagoes, material interativo ¢ testes criados
para lhe dar uma experiéncia interativa com os conceitos-chave em eletromagnetismo. [cones relativos ao
CD-ROM encontram-se espalhados ao longo do livro para indicar onde essas fontes estao disponiveis no
CD-ROM de conteado. Esperamos que vocé utilize o CD de conteddo e que isso aprimore seu aprendizado
em eletromagnetismo!



Analise Vetorial

andlise vetorial ¢ um tema matematico que ¢ muito mais bem ensinado por ma-

temiticos do que por engenheiros. A maioria dos estudantes iniciantes ¢ avanga-

dos em engenharia, entretanto, néio tem tido tempo {ou talvez a inclinagio) para
fregiientar um curso em analise vetorial, apesar de ser provavel que muitos conceitos e
operagoes elementares com vetores tenham sido introduzidos nas disciplinas de célculo.
Esses conceitos e operagies fundamentais sdo abordados neste capitulo, sendo que o
tempo dedicado a eles agora deve depender do grau de conhecimento que cada leitor
apresenta no tema.

O ponto de vista agui € também aquele do engenheiro ou fisico, e nio do matemati-
co, na medida em que as provas sao indicadas em vez de rigorosamente apresentadas e
a interpretacao fisica ¢ enfatizada. Fica mais facil para os engenheiros seguirem um
curso mais rigoroso e completo no departamento de matemiitica apos serem apresenta-
dos a alguns cendrios fisicos e aplicagoes.

A andlise vetorial se compara a uma taquigrafia’ matematica. Ela tem alguns sim-
bolos novos, algumas regras novas € uma armadilha aqu outra ah, assim como todos
novos campos, Ela demanda concentracio, atengao e pratica. (s exercicios propostos, no
final da Secao 1.4, devem ser considerados parte integral do texto e precisam todos ser
resolvidos. Nio se espera que esses exercicios representem dificuldade se o material na
secio do texto que o acompanha foi inteiramente entendido. Leva um pouco mais de
tempo “ler” o capitulo dessa maneira, mas o investimento no tempo produzird um ganho
surpreendente. W

1.1 ESCALARES E VETORES

() termo escalar se refere a uma grandeza cujo valor pode ser representado por um
numero (positivo ou negativo) real anico. O x, 0 v e 0 £ que usamos na ilgebra basica sao
escalares, assim como as grandezas que eles representam. Se falarmos de um corpo que cai
de uma distincia [. em um tempo f, ou a temperatura 7" em qualquer ponto de uma tigela
de sopa cujas coordenadas sdo x, v e g, entdo L, 1, T, x, vy € z 540 todos escalares. Outras
grandezas escalares sao massa, densidade, pressio (mas nao forga), volume e resistividade
volumétrica. A tensdo elétrica também ¢ uma grandeza escalar, apesar da representagao
complexa de uma tensio senoidal, 0 que € um procedimento artificial, produzir um escalar
complexo, ou fasor, o qual requer dois nimeros reais para a sua representacio, Lais

b N.T: Taguigrafia € a escrita por meio de simbolos e abreviaturas.
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como amplitude ¢ dngulo de fase, ou parte real e parte imaginaria.

Uma grandeza vetorial possui intensidade,” diregdo e sentido no espago. Traba-
lharemos apenas com espagos bi e tridimensionais, mas os vetores podem ser definidos em
espacos n-dimensionais em aplicagoes mais avancadas. Forga, velocidade, aceleragao e uma
linha reta do terminal positivo para o terminal negativo de uma batena sio exemplos de
vetores. Cada grandeza € caracterizada por uma intensidade, uma direcao ¢ um sentido.

Devemos nos interessar principalmente por campos escalares e vetoriais. Um
campo (escalar ou vetorial) pode ser definido matematicamente como alguma funcio do
vetor que conecta uma origem arbitraria a um ponto genérico no espaco. Usualmente,
conseguimos associar algum efeito fisico com um campo, tal como a forga numa agulha
de bussola exercida pelo campo magnético da Terra, ou 0 movimento de particulas de
fumaca no campo definido pelo vetor velocidade do ar em alguma regido do espaco.
Note gue o conceito de campo invariavelmente estd relacionado a uma regiio. Alguma
erandeza ¢ definida em cada ponto, em uma regido. Existe tanto o campo escalar como
o campo veforial. A temperatura na tigela de sopa e a densidade em qualquer ponto na
Terra sdo exemplos de campos escalares. Os campos gravitacional e magnético na Terra,
o gradiente de potencial em um cabo e o gradiente de temperatura na ponta de um ferro
de soldar sao exemplos de campos vetoriais. (b valor de um campo varia, em geral, tanto
cOm a posicio quanto com o tempo.

Neste livro, assim como na maioria dos outros que utihzam notagiao vetorial, vetores
serdo indicados por tipos em negrito, por exemplo, A. Escalares sio impressos em tipo
itdlico, por exemplo, A. Quando se escreve 4 mio ou se usa uma maquina de escrever, é
costume desenhar uma linha ou uma seta sobre uma grandeza vetorial, de modo que se
mostre seu cardter vetorial (Cuipapo: Essa € a primeira armadilha. Notagio pouco
cuidadosa, como a omissdo do simbolo da linha ou da seta para um vetor, € a principal
causa de erros em andhse vetoral).

1.2 ALGEBRA VETORIAL

Com a defini¢do de vetores e de campos vetoriais jd realizada, podemos proceder a
definigio das regras da aritmética vetorial, da dlgebra vetorial e (mais tarde) do cileulo
vetorial. Algumas regras serdo similares aquelas da dlgebra escalar, alcumas vao diferir
ligeiramente, enguanto outras serdo inteiramente novas e estranhas. Isso ¢ de esperar,
pois um vetor representa mais informaciao que um escalar, e a multiphcagio de doms
vetores, por exemplo, sera mais complexa que a multiplicagao de dois escalares.

As regras sio as de um ramo da matemadtica que estd firmemente estabelecido.
Todos “seguem as mesmas regras”, ¢ nos, naturalmente, vamos apenas tomar contato
CcOom €ssas regras e interpreta-las. Entretanto, seria esclarecedor se tomdssemos a atitude
de considerarmos a nds mesmos pioneiros no campo. Estamos criando nossas proprias
regras, e podemos criar qualquer regra que desejarmos. A dnica condigio € que as regras
sejam autoconsistentes. E claro que seria muito bom se as regras concordassem com
aquelas da dlgebra escalar sempre que possivel, e seria ainda melhor se as regras nos pos-
sibilitassem solucionar alguns problemas priticos.

* Adotamos a convengfio de que “intensidade” se refere ao valor absoluto, ou moadulo, Portanto, a intensidade
de qualguer grandeza € sempre positiva.
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Figura 1.1 Decis vetores podemn ser adicionados graficamente, tanto desenhando ambos a
parlir de uma origem comum & complelando o paralelogramo gquanto comegando o segundo
velor a partir da ponta do primeiro & completando o friingubo. Qualguer desses métodos
pode ser faciimente estendido para o caso de frés ou mais vatores.

Para comecar, a adigio de vetores segue a lei do paralelogramo, o que pode ser reali-
zado facilmente de forma grifica, apesar de eventualmente inexato. A Figura 1.1 mostra
a soma de dois vetores, A e B. Pode ser visto facilmente que A + B = B + A, ou que a
adigao vetorial obedece a propriedade comutativa. A adi¢ao vetorial também obedece a
propriedade associativa,

A+(B+C)=(A+B)+C

Note que, guando um vetor € desenhado como uma seta de comprimento finito, sua
posigio € defimida como o inicio da seta,

Vetores coplanares sio vetores que perténcem a um mesmo plano, como aqueles
mostrados na Figura 1.1. Ambos pertencem ao plano do papel e podem ser somados
expressando cada vetor em termos de componentes “vertical” ¢ “honzontal”™ e, entio,
somando as componentes correspondentes.

Da mesma maneira, vetores em trés dimensoes podem ser somados expressando os
vetores em termos de trés componentes ¢ somando as componentes correspondentes.
Exemplos desse processo de adicao serao dados depois da discussiao sobre componentes
veloriais, na Secio 1.4,

A regra para subtracio de vetores deriva diretamente daquela da adigio, uma vez
que podemos sempre expressar A — B como A + (—B). O sinal. ou sentido, do segundo
vetor € invertido, e este vetor € entio somado ao primeiro de acordo com a regra da
adicao vetorial.

Vetores podem ser multiplicados por escalares. A intensidade do vetor muda, mas
sua direcio e seu sentido ndo mudam quando o escalar € positivo, apesar de o sentido se
inverter quando a multiplicagio € por um escalar negativo. A multiplicagio de um vetor
por um escalar também obedece as propriedades associativa e distributiva da dlgebra, de
forma que

(r+s)iA+B)=rHA+B)+sA+B)=rA +rB +sA + sB

A divisao de um vetor por um escalar é simplesmente a multiplicacao pelo inverso do escalar.
A muluplicacio de um vetor por outro vetor sera discutida nas Se¢oes 1.6 e 1.7,
Diz-se que dois vetores sdo iguais se a diferenca entre os dois € zero,ou A = B se

A-B=0
No uso que fazemos de campos vetoriais, devemos sempre somar e subtrair vetores

que estio definidos num mesmo ponto. Como exemplo, serd mostrado que o campo

magnético fofal proximo a um pequeno ima em forma de ferradura € a soma dos campos

produzidos pela Terra e pelo ima permanente. ) campo total em qualquer ponto € a

soma dos campos individuais naquele ponto.

Se ndo estamos considerando um campeo vetorial, entretanto, podemos somar ou
subtrair vetores que niao estao definidos no mesmo ponto. Por exemplo, a soma da forga
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eravitacional atuando em um homem de 68.0 kg, (quilograma-forga) no Pélo Norte com
aquela que atua em um homem de 794 kg, no Pdlo Sul pode ser obtida deslocando-se
cada vetor de forga até o Polo Sul antes de se proceder a adigio. A resultante é uma forga
de 11.4 kg, no Polo Sul. direcionada para o centro da Terra. Se quiséssemos dificultar as
coisas, poderiamos, da mesma maneira, descrever a forga como 11,4 kg, no Pélo Norte,”
direcionada no sentido contririo ao do centro da Terra (ou “para cima™).

1.3 O SISTEMA DE
COORDENADAS CARTESIANAS

Com o objetivo de descrever um vetor de forma exata, alguns comprimentos,
direcoes, sentidos, dngulos, proje¢oes ou componentes especificos devem ser dados.
Existem trés métodos simples para fazer isso, e aproximadamente outros oito ou dez, os
quals si0 utels em casos muito especiais. Vamos utilizar apenas os trés meétodos simples,
e o mais simples deles € o sistema de coordenadas cartesianas ou sistema de coordenadas
cartestanas refangulares.

No sistema de coordenadas cartesianas, estabelecemos trés eixos coordenados que
formam fngulos retos uns em relagdo aos outros e os chamamos de eixos x, v e . E cos-
tume escolher um sistema de coordenadas do tipo friedro direto, no qual a rotagdo do
eixo x em diregio ao eixo y (pelo menor dngulo) faz um parafuso dextrogiro avangar na
direcao indicada pelo eixo z. Se a mao direita for utilizada, entdo os dedos polegar, indi-
cador ¢ médio podem ser identificados respectivamente com os eixos x, v e z. A Figura
|.2a apresenta um sistema de coordenadas cartesianas do tipo triedro direto.

Um ponto é localizado dadas as suas coordenadas x, y e z. Estas sdo, respectiva-
mente, as distincias da origem até a intersecio de perpendiculares desenhadas do ponto
até os emxos x, v e 7. Uma maneira alternativa de interpretar os valores coordenados, que
¢ um método correspondente aquele que deve ser utilizado em todos os outros
sistemas de coordenadas, € considerar o ponto como na intersegio comum de trés super-
ficies, os planos x = constante, v = constante ¢ 7 = constante, sendo as constantes os va-
lores das coordenadas do ponto.

A Figura 1.2b mostra os pontos F ¢ ¢ cujas coordenadas sdo (1, 2,3) e (2, =2, 1),
respectivamente. O ponto P esta, dessa forma, posicionado no ponto de intersegao
comum dos planos x = 1,y = 2e z = 3, enquanto o ponto () se localiza na interse¢ao dos
planosx =2,y = -2ez = 1.

Na medida em que encontrarmos outros sistemas de coordenadas nas Segoes 1.5 e
1.9, devemos esperar que os pontos se localizem na interse¢io comum de trés superficies,
ndo necessariamente planas, mas ainda assim perpendiculares entre si no ponto de inter-
SeCao,

Se visualizarmos trés planos gque se interceptam no ponto genérico P, cujas coor-
denadas sao x, v e z, podemos incrementar cada valor coordenado de uma quantidade
diferencial e obter trés planos lipeiramente deslocados que se interceptam no ponto £,
cujas coordenadas sdo x + dx, y + dy ¢ z + dz. Os seis planos definem um para-
lelepipedo retingulo cujo volume é dv = dydydz. As superficies possuem dreas diferen-
ciais d5 1guais a dxdy, dvdz e dzdx. Finalmente, a distincia 4L de P a P’ é a diagonal

* Alguns estudantes argumentaram gue a forga podera ser descrita como estando no Equador direcionada no
sentido Norte. Eles estdo certos, mas j4 basta de discussdo.
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Figura 1.2 {a) Um sistema de coordenadas carlesianas do lipo triedo direlo. Se os dedos
curvados da mao direita indicarem a dire¢ao @ o sentido no qual o eixo x deve ser girado
para coincidir com o eixo Vv, o dedo polegar mostrara a direcdo do eixo z. (D) A localizagao
dos pontas P(1, 2, 3)e Q(2, —2. 1), () O elemanto de volume diferencial em coordenadas
cartesianas; dx, dy e dz 2o, em geral, elemenios diferenciais independentes.

do paralelepipedo e tem comprimento de VideP + (dv) + (dz)". O elemento de volume
€ mostrado na Figura 1.2c, na qual, o ponto P’ € indicado, mas o ponto P esta localizado
no unico vértice invisivel.

Tudo isso é familiar & trigonometria ou & geometria espacial e envolve apenas
grandezas escalares. Descreveremos os vetores em termos de um sistema de coorde-
nadas na proxima secio,

1.4 COMPONENTES VETORIAIS
E VETORES UNITARIOS

Para descrever um vetor no sistema de coordenadas cartesianas, vamos primeiro
considerar um vetor r que parte da origem. Uma maneira logica de identificar esse vetor
¢ fornecendo as trés componentes vetoriais, tomadas ao longo dos trés eixos
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Figura 1.3 (a) As companentes velonais x, ye 2 do velor . (B) Os velores unitarios do
sistema de coordenadas cartesianas possuam intensidade unitdria e estdo direcionados no

sentido crescente dos valores de suas respectivas variaveis. (c) O vetor R, & igual a
diferanga vetorial r, — ..

coordenados, e cuja soma vetorial deve representar o vetor dado. Se as componentes
vetoriais do vetor r sdo x, y e z, entdo r = x + y + z. As componentes vetoriais sio
mostradas na Figura 1.34. Em vez de apenas um vetor, temos agora trés, mas isso repre-
senta um ganho, pois 08 trés vetores sio de natureza muito simples: cada um estd sem-
pre na direcio de um dos eixos coordenados.

Em outras palavras, as componentes vetoriais possuem intensidades as quais
dependem do vetor dado (como r), mas cada uma possui diregio conhecida e constante.,
Tal fato sugere a utilizacdo de verores unitdrios possuindo intensidade unitaria, por
definicio, e direcido ¢ sentido coincidentes com o0s dos eixos coordenados. Devemos
reservar o simbolo a para um vetor unitdrio e identificar a direcio e o sentido deste por
um subscrito adequado. Logo, a_. a e a. sd0 os vetores unitarios no sistema de coorde-
nadas cartesianas.! Eles estio direcionados ao longo dos eixos x, v e z, respectivamente,
conforme mostra a Figura 1.356,

* Os simbolos i, j e k sdio também usualmente utilizados para os vetores unitinos em coordenadas cartesianas.
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Se a componente vetorial y tiver duas unidades de intensidade e estiver direciona-
da no sentido crescente dos valores de vy, devemos entiio escrever y = 2a . Um vetor rp
apontando da origem em diregio ao ponto P(1.2,3) € escritocomor, =a, + 2a, + 3a..
() vetor de I a () pode ser obtido pela aplicacao da regra de adigao vetorial. Essa regra
mostra que o vetor que val da origem até P mais o vetor de P a ( ¢ 1igual ao vetor da
origem até (. () vetor desejado de P(1, 2, 3) até (X2, —2,1) é, desse modo.

H'-F'I? =Tp ~— Ip= {1 = I}HT =+ {_2 1 E}HL T E_I - 3:]12':
=a,—4a, — 2,

Os vetores rp, ro € RPE siio mostrados na Figura 1.3¢.

Este ultimo vetor ndo parte da origem, como foi o caso do vetor r inicialmente con-
siderado. Entretanto, ja aprendemos que vetores que possuem a mesma intensidade,
direcao e sentido sio 1guas, de forma que, para auxiliar nossos processos de visualizagao,
temos a liberdade de deslocar qualquer vetor até a origem antes de determinarmos suas
componentes vetoriais. O paralelismo deve, € claro, ser mantido durante o processo de
deslocamento,

Se nos referirmos a um vetor de forca F ou, na verdade. qualquer outro vetor que
nio seja referente a posicionamento, como r, surge um problema para designar letras
adequadas para as trés componentes vetoriais. Nao seria apropriado chama-las de x, y e
Z. pois estas sao letras associadas a deslocamentos, ou distincias orientadas, e sio medi-
das em metros (abreviadas por m) ou por alguma outra unidade de comprimento. Esse
problema é freqiientemente evitado pelo uso de componentes escalares, simplesmente
chamadas de componentes FF e F_.As componentes sdo as intensidades (mddulos) das
componentes vetoriais, mas incluindo o sinal. Podemos entio escrever F = Fa,_ + Fa,
+ F.a_.. As componentes vetoriais sao Fa,. Fa e Fa.. .

Qualquer vetor B pode entio ser descrito como B = B.a + Ba + B.a_.Ainten-
sidade de B, escrita como |B| ou simplesmente B, ¢ dada por

IBl = VB + B! + B (1)

Cada um dos trés sistemas de coordenadas que discutiremos terao seus trés vetores
unitiarios fundamentais ¢ perpendiculares entre si, 0s quais sio usados para decompor
qualquer vetor em suas componentes vetorials, Entretanto, o uso de vetores unitanos
nio se limita apenas a essa aplicacio. E sempre Gtil ser capaz de escrever um vetor
unitirio que possua direcao e sentido especificados. Isso pode ser facilmente consegui-
do, uma vez que o vetor unitario em uma dada direcio e sentido é simplesmente um
vetor naquela direcao e sentido dividido por sua intensidade. Um vetor unitdrio na
direcdo r é P/ el + v' + z°, e um vetor unitirio na direcio de B é

o B B 2)
E_ = Fi
VB + B +B B
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Especifique o vetor unitdrio que parte da origem em dire¢io ao ponto (2, =2, —1).
Solugcao. Primeiro construimos o vetor que parte da onigem e vai até o ponto G,
G=2a —2a —a,

Contlinuamos entdo encontrando a intensidade de G,

Gl = V(2P + (-2F + (-1} =3

¢ finalmente expressando o vetor unitirio desejado como o gquociente

— ta. = 0,667a, — 0,667a, — 0,333a,

1
|G| i kS

Um simbolo identificador especial é desejdvel para um vetor unitirio, de forma que
seu carater unitdrio se mostre imediatamente aparente. Simbolos que tém sido usados
SA0 g, 4,.1, ou mesmo b. Devemos utilizar consistentemente a letra minuscula a com o
subscrito apropriado.

[NoTa: Ao longo do texto, exercicios propostos aparecem em seguida s seghes nas
quais um novo principio ¢ introduzido, com o objetivo de permitir aocs estudantes
testarem o entendimento que adquiriram do conceito. Os problemas sao qdteis para pro-
porcionar familiaridade com novos termos e wdéias e devem todos ser resolvidos,
Problemas mais gerais aparecem nos finais dos capitulos. As respostas aos problemas
propostos sio apresentadas na mesma seqiiéncia das partes do problema.]

E1.1. Dados os pontos M(—1,2,1), N(3, =3,0) e P(-2, -3, —4), encontre: (a) R,
(B) Ryn + Ry (€) Iryls (d) 8,0 (2) 120, — 3yl
Resp. da, — 5a, —a_:3a —10a — 6a ;245 —0,14a —07a —0.7a_1556

1.5 0 CAMPO VETORIAL

Ja definimos o campo vetorial como uma funcio vetorial de um vetor posigao. Em
eeral. aintensidade, a dire¢ao ¢ o sentido da func¢io mudard 4 medida que nos movemos
pela regido, ¢ o valor da funcio vetorial deve ser determinado utilizando os valores das
coordenadas do ponto em questao. Uma vez que, até o momento, abordamos apenas o
sistema de coordenadas cartesianas, devemos esperar que o vetor seja uma fungio das
variaveis x, v e z.

Se novamente representarmos o vetor posi¢io como r, entao um campo vetorial G
serd expresso em notacao funcional como G(r), enquanto o campo escalar T serd escrito
como f(r).

Se observdssemos a velocidade da dgua no oceano em alguma regido perto da
superficie onde marés e correntes marinhas sio importantes, poderiamos decidir repre-
senta-la por um vetor velocidade que teria qualquer direcio e sentido, até mesmo para
cima ou para baixo. Se 0 eixo z € tomado como apontando para cima, 0 eixo x como
apontando para o norte, o eixo y apontando para o oeste, ¢ a origem como estando na
superficie, temos um sistema de coordenadas do tipo triedo direto e podemos escrever o
vetor velocidade comov = va, + va, + va, ouv(r) = vir)a, +virja + v.(r)a..Cada
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uma das componentes v, v, e v, pode ser fungio das trés vanaveis x, y e z. Se o proble-
ma for simplificado, assumindo que estamos em alguma parte da Corrente do Golfo
onde a dgua se move apenas no sentido norte, entdo v e v_ valem zero. Outras consi-
deracoes simplificadoras podem ser feitas se a velocidade diminuir com a profundidade
¢ variar muito lentamente a medida que nos movermaos para o norte, sul, leste ou oeste.
Uma expressio apropriada poderia ser v = 2e7'™a . Tem-se uma velocidade de 2 m/s
(metros por segundo) na superficie e uma velocidade de 0,368 > 2, ou (0,736 m/s na pro-
fundidade de 100 m (z = —100), e a velocidade continuaria a cair com a profundidade.
Neste exemplo, o vetor velocidade tem direcio e sentido constantes.

O exemplo anterior € consideravelmente simples e representa apenas uma apro-
ximacdo grosseira para uma situacdo fisica. contudo, uma expressao mais exata seria
correspondentemente mais complexa e dificil de interpretar. Devemos deparar com
diversos campos em nosso estudo de eletnicidade e magnetismo, 05 quais sao mais sim-
ples do que o exemplo de velocidade. como quando apenas uma componente ¢ uma
varidvel estio envolvidas (a componente x e a varidvel z). Devemos também estudar
campos mais complicados, ¢ os métodos para interpretar fisicamente essas expressoes
serdo discutidos a seguir.

E1.2. Um campo vetorial § é expresso em coordenadas cartesianas como
$={125/[(x — 1)’ + (y — 2)" + (z + 1F]H{(x — 1)a, + (¥ — 2)a, + (z + 1)a;}
(a) Calcule § em P(2.4,3). (b) Determine um vetor unitirio para a direcio e sentido
de § em P. (¢) Especifique a superficie f(x, v, 2) na qual IS| = 1.
Resp. 5953, + 1190a, + 23.8a;0.218a, + 0.436a, + 0,873a ;

Ve —1F + (v — 2% + (z + 1) = 125

1.6 O PRODUTO ESCALAR

Consideramos agora o primeiro de dois tipos de multiplicagio de vetores. O segun-
do tipo seri discutido na seciio seguinte.

Dados dois vetores A e B, o produto escalar é definido como o produto da intensi-
dade de A pela intensidade de B e pelo cosseno do menor dngulo entre eles,

A B =Al[Bl cos us (3)

Na notacao, o simbolo “-" (ponto) aparece entre os dois vetores e deve ser forte-
mente grafado, para dar énfase. O resultado de um produto escalar é também um escalar,
conforme indica o proprio nome, ¢ obedece i propriedade comutativa,

A'B=B-A (4)

pois o sinal do dngulo ndo afeta o termo em cosseno. A expressio A - B deve ser lida
como “ A escalar B,

Talvez a aplicagao mais comum do produto escalar seja em mecdnica, onde uma
forga constante F aplicada a longo de um deslocamento retilineo L executa uma quanti-
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dade de trabalho F L cos @, mais facilmente escrita como F - L. Podemos antecipar um
dos resultados do Capitulo 4 ressaltando que, se a forga variar ao longo do caminho, uma
integraciao € necessdaria para encontrar o trabalho total, e o resultado sera;

Trabalho = fF-r.’L

O outro exemplo pode ser tirado dos campos magnéticos, assunto sobre o qual tere-
mos muito mais a dizer adiante. O fluxo total @ que atravessa uma superficie de drea 5§ é
dado por B &, se a densidade de fluxo magnético B for perpendicular a superficie e uni-
forme por sobre ela. Definimos o veror superficie § como tendo intensidade igual a drea
usual e direcio normal a superficie (evitando, pelo momento, o problema de haver duas
normais possiveis de serem tomadas). O fluxo atravessando a superficie vale entao
B - 8. [Essa expressao é valida para qualquer direciao e sentido da densidade de fluxo
magnético uniforme. Contudo, se a densidade de fluxo nio é constante por sobre a
superficie, o fluxo total vale © = [ B - 48, Integrais nessa forma genérica aparecerio no
Capitulo 3, quando estudarmos densidade de fluxo elétrico.

Encontrar o dngulo entre dois vetores em um espaco tridimensional é normalmente
uma tarefa que preferimos evitar, € por essa razao a definicao do produto escalar nao ¢
utilizada na sua forma basica. Um resultado mais dtil € obtido quando consideramos dois
velores cujas componentes cartesianas sio dadas talcomo A = Aa, + Aa + Aa_ e
B=£F8a + Ba + Ba_. O produto escalar também segue a propriedade distributiva e,
com isso, A © B leva i soma de nove termos escalares, cada um envolvendo o produto
escalar de dois vetores unitirios. Uma vez que o dngulo entre dois vetores unitirios
diferentes no sistema de coordenadas cartesianas é W%, temos entao

B, o8, =0, 0, =, VB, =8, Y8, =

4. =a_-a =10

Os trés termos restantes envolvem o produto escalar de um vetor unitiario com ele
mesmo, que € igual a unidade, resultando finalmente em

A-B=AB +AB +AB, (5)

uma expressio que nao envolve angulos.
() prﬂdulu escalar de um vetor com ele mesmo resulta no quadradﬂ da sua intensi-
dade, ou

A-A=A=[AR | (6)

¢ 0 produto escalar de qualquer vetor unitiino com ele mesmo leva a umdade
a,a, =1

Uma das mais importantes aplicagdes do produto escalar € a de encontrar a com-
ponente de um vetor em uma dada direcio. Como mostra a Figura 1.4a, podemos obter
a componente (escalar) de B na direcio especificada pelo vetor unitirio a por meio de

B-a=|B||a| cos 05,= |B| cos O3,

O sinal da componente € positivo se 0 = #, = 90" e negativo caso 90" = §, = 1807,
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B-a (B<aln
{a) {]

Figura 1.4 (a) A componente escalar de B na dire¢do do velor unitrica é B - a. (B) A
componente vetorial de B na diregdo do vetor unitarioa & (B - a)a

Com o objetivo de obter a componente verorial de B na direcio de a, nds simples-
mente multiplicamos a componente (escalar) por a, conforme ilustra a Figura 1.45. Por
exemplo, a componente de B na direcaode a, ¢ B - a_ = B_, ¢ a componente vetorial é
Ba.ou (B -a)a. Comisso, o problema de encontrar a componente de um vetor ém
qualguer dire¢io desejada se torna o problema de encontrar um vetor unitdrio naguela
diregao, e 1550 podemos fazer,

O termo geométrico projegdo € também usado com o produto vetorial. Logo, B - a
¢ a projecao de B na direcio de a.

Com o objetivo de ilustrar essas definigoes ¢ operagies, consideremos um campo veto-
rial G = ya, — 2,5xa, + 3a_e o ponto (J(4,5,2). Desejamos encontrar: G em (); a com-
ponente escalar de G em () na dire¢ao deay = ;(2a, + a — 2a ):a componente veto-
rial de G em () na diregio ay; finalmente, o dngulo 6, entre G(ry) e a,.

Solugdo. Substituindo as coordenadas do ponto (2 na expressio de G, temos
G(ry) = 5a, — 10a, + 3a,
Em seguida, encontramos a componente escalar. Utilizando o produto escalar, temos

G -ay=(5a, — 10a, + 3a) -5 (2a, + 8, — 28,) = 510 = 10 - 6) = — 2

A componente vetorial ¢ obtida pela multiplicagiio da componente escalar pelo vetor
unitario na direcao de a,,

(G -aylay = — (2528, +a, — 2a) = — 1333a, — 0,667a, + 1333a,
O dngulo entre G(ry) e ay € encontrado de

G-a, = |Glcostg,

- 2= %25 + 100 + 9 cos f,

2
B = cos ! —— = 99,9
f V134
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E1.3. Os trés vértices de um triingulo localizam-se em A(6, —1, 2), B(—2,3, —4) ¢
C(-3,1,5). Encontre: (a) R,;: (5) R, (¢) 0 dngulo 8, no vértice A; (d) a projegio
(vetorial) de R, em R .

Resp. —8a, + 4a, — 6a; —9, + 2a, + 3a_53.6% —5.94a, + 1,319, + 1,979,

1.7 O PRODUTO VETORIAL

Dados dois vetores A e B, podemos agora definir o produro vetorial de A e B, que
¢ escrito com um sinal “de cruz” entre os dois vetores,como A X B, e é lido como “ A vec
B”. O resultado do produto vetonal A > B € um vetor. A intensidade de A > B € igual
ao produto das intensidades de A, de B e do seno do menor dngulo entre A ¢ B. A
direciao de A x B € perpendicular ao plano que contém A e B, e o sentido € aquele rela-
tivo ao avango de um parafuso dextrogiro que € girado de A para B. Tais direcio e sen-
tido sdo ilustrados na Figura 1.5. Deve-se lembrar que ambos os vetores podem ser movi-
dos 4 vontade, mantendo sua direcdo e sentido constantes, até que ambos tenham uma
“origem comum”™, Tal procedimento determina o plano que os contém. Entretanto, na
maioria das nossas aplicagoes, deveremos lidar com vetores que sio definidos no mesmo
ponto.

Na forma de equacgio, podemos escrever

A X B=ayAl[B|senf,, (7)

onde uma informacio adicional, tal como a dada acima, € ainda necessdria para explicar
a direcio e o sentido do vetor unitdrio a,,. () subscrito significa “normal™.

G
L EAARY
b,

<
=
k
b
=

AxB

———

Figura 1.5 A direcdo £ o sentido de A x B sdo
na diregdo & no sentido de avango da um parafuso
dextrogiro rotacionado no sentido de A para B.
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Invertendo a ordem dos vetores A e B resulta em um vetor unitirio na mesma direcio
mas em sentido oposto, € vemos assim que o produto vetorial ndo € comutativo, uma vez
que B X A = —(A x B). Se a definigio do produto vetorial for aplicada aos vetores
unitdrios a_ e a ., encontramos 4, * a_ = a,, uma vez que cada vetor € unitario, os dois
vetores sio perhemlit:ulares entre si e a rotagio de a, em diregio a a, indica a diregao pos-
itiva de z pela defini¢ao de um sistema de coordenadas do tipo triedro direto. De maneira
semelhante,a, ¥ a, =a, ea, ¥ a, = a,. Note a simetria alfabética. Uma vez que o0s trés
veltores a,, 4, € a_ 540 escntos nessa L-ii:t.iilEnl:iH (¢ assumindo que a, vem em seguida a a_,
como trés elefantes em um circulo, um segurando o rabo do outro, de forma que
poderiamos também escrevera .a,.a oua_.a_.a ), entdo ossinais “de cruz” e de igualdade
podem ser colocados em qualf.iuer um dos dois espagos vazios adjacentes. Na verdade, ¢
mais fdcil agora definir um sistema de coordenadas cartesianas do tipo triedro direto afir-
mando quca, X a, = a_

Um exemplo simples do vso do produto vetorial pode ser tirado da geometria ou da
trigonometria. Para se encontrar a drea de um paralelogramo, o produto do comprimen-
to de dois lados adjacentes ¢ multiplicado pelo seno do dngulo entre eles. Utilizando a
notagao vetorial para os dois lados, podemos entio expressar a area (escalar) como a
intensidade de A x B, ou |A x Bl

O produto vetorial pode ser utilizado para substituir a regra da mio direita, a qual é
familiar a todos os engenheiros eletricistas. Considere que estio presentes uma forga em um
condutor retilineo de comprimento L, em que a direcio e o sentido associados a L corres-
pondem a diregio e ao sentido de uma corrente continua /, ¢ um campo magnético uniforme
com densidade de fluxo B. Utiizando a notacio vetorial, podemos escrever o resultado de
forma elegante como F = [ L x B. Essa relacio serd obtida mais tarde, no Capitulo 9.

0 célculo do produto vetorial com essa definigio torna-se mais trabalhoso que o
cilculo do produto escalar pela sua defimgao, nao somente porque temos de encontrar
o angulo entre os vetores, mas também porque temos de encontrar uma expressao para
0 vetor unitdrio a,. Esse trabalho pode ser evitado, utilizando componentes cartesianas
para os dois vetores A e B e expandindo o produto vetorial como uma soma de nove pro-
dutos vetoriais mais simples, cada um envolvendo dois vetores unitdrios,

AXB=AbBa Xa +ABa ¥xa + ABa Xa,
+ABa Xa +ABa Xa + ABa Xa,
+ABa xa +ABa xa +ABa X a,

Ja descobrimos quea, X a =a_a > a =a ea xa =a.0siréstermos restantes
sdo todos zero, uma ver que o produto vetorial de qualgquer vetor por ele mesmo é zero,
pois 0 angulo envolvido serd nulo. Esses resultados podem ser combinados de forma que
resulte em

AXB=(AB - AB)a + (AL - AB)a + (AB, — AB,)a, (8)

ou escritos como um determinante, em uma forma que pode ser mais facilmente
lembrada,

a, a, a,
AxB= (A A, A, (9)
B, B, B,

13
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Assim.se A =2a, —3a +a,eB=—4a — 2a + 5a_ temos

a, a, 4,
AxXxB= |2 -3 1
4. =2 5

[(—3)(5) — (1(—2)]a, — [(2}(3) — (1)(—4)]a, + [(2}—2) — (=3} —4)]a,
= — 13a, — 14a, — 16a,

E1.4. Os trés vértices de um tridingulo localizam-se em A(6, —1,2), B(—2.3. —4) e
C(—3,1,5). Encontre: (a) Ry % R, (b) a drea do tridngulo; (¢c) um vetor unitdrio
perpendicular ao plano ao qual o tridngulo pertence.

Resp. 24a, + 78a, + 20a.:42,0;0.286a, + 0.928a, + 0,238a,

1.8 OUTROS SISTEMAS DE COORDENADAS:
COORDENADAS CILINDRICAS CIRCULARES

O sistema de coordenadas cartesianas € geralmente aquele que os estudantes pre-
ferem utilizar em todos os problemas. [sso freqiientemente resulta em mais trabalho
para o estudante, porque muitos problemas possuem um tipo de simetria que pede por
um tratamento mais adequado. E mais ficil fazer agora, de uma vez por todas, o
esforgo necessirio para se familiarizar com coordenadas cilindricas e esféricas, em vez
de aplicar futuramente um esforgo igual ou supenor em todos os problemas que
envolvem simetria esférica ou cilindrica. Tendo em mente essa economia de tempo
futuro, devemos dar uma olhada cuidadosa e sem pressa no tema coordenadas cilin-
dricas e esféricas.

O sistema de coordenadas cilindricas circulares € a versio tridimensional das
coordenadas polares da geometria analitica. Nas coordenadas polares bidimensionais,
um ponto era localizado em um plano pela sua distincia p em relagio a origem e o
angulo & entre a reta que liga o ponto a origem e uma reta radial arbitriria, tomada
como ¢ = (1.° Um sistema de coordenadas tridimensionais, as coordenadas cilindricas
circulares, é¢ obtido pela especificacio adicional da distincia z do ponto em relagao a
um plano de referéncia z = (. 0 qual é perpendicular a reta p = 0. Por simplicidade,
normalmente nos referimos as coordenadas cilindricas circulares apenas como coor-
denadas cilindricas. Isso nio causara nenhuma confusio na leitura deste livro, mas
deve-se ressaltar que também existem outros sistemas como coordenadas cilindricas
elipticas, coordenadas cilindricas hiperbélicas, coordenadas cilindricas parabdlicas,
entre outras.

* As duas varsvers das coordenadas polares siio usualmente denominadas r e #, Com trés coordenadas, entretanto,
€ mais comum usar g para a varidvel associada ao raio das coordenadas cilindricas e r para a varidvel relacionada
a0 raio (que € diferente da anterior) das coordenadas esféricas Além disso, a vardivel associada ao dngulo das
coordenadas cilindricas ¢ usualmente chamada de b, porque todos usam # para um outro dngulo em coordenadas
esléricas. O angulo & é comum para ambas as coordenadas cilindricas e esféricas, E possivel perceber isso?
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Nio mais consideramos trés eixos como nas coordenadas cartesianas, mas deve-
mos, em vez disso, considerar qualquer ponto como a interseciio de trés superficies
mutuamente perpendiculares. Essas superficies sao um cilindro circular (p = con-
stante), um plano (¢ = constante) ¢ outro plano (2 = constante). Isso corresponde a
localizagio de um ponto em um sistema de coordenadas cartesianas pela intersecio de
trés planos (x = constante, y = constante e z = constante). As trés superficies das coor-
denadas cilindricas circulares sao mostradas na Figura L.6a. Note que superficies como
essas podem passar por qualquer ponto, a niao ser que este esteja sobre o exo z, caso
no qual um unico plano € suficiente.

Trés vetores unitarios devem também ser definidos, mas jd4 ndo temos que dire-
ciond-los ao longo dos “eixos coordenados”, pois esses eixos existem apenas nas coor-
denadas cartesianas. Em vez disso, devemos adotar uma visdo mais ampla dos vetores
unitirios das coordenadas cartesianas e perceber que eles apontam, na verdade, no
sentido crescente dos valores das coordenadas e sdo perpendiculares a superficie na
qual o valor da coordenada em questao ¢ constante (i.e.. 0 vetor unitario a,_ ¢ normal
ao plano x = constante e aponta no sentido dos valores crescentes de x). De maneira
correspondente, podemos agora definir os trés vetores unitdarios em coordenadas cilin-
dricasa ,a;ea._.

a (.20
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Figura 1.6 (a) As trés superficies mutuamente perpendiculares do sistema de coordenadas
cilindricas circulares. (b) Os rés veloras unitarios do sislema de coordenadas cilindricas
circulares. (c) O elemento de volume diferencial no sistema de coordenadas

gilindricas circulares; dp, pdd & df 580 lodos elementos de comprimento
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O vetor unitirio a, em um ponto Fp,, ¢, z,} aponta radialmente para fora, e € nor-
mal & superficie cilindrica p = p,. Ele pertence aos planos ¢ = ¢, ¢ z = z,. O vetor
unitirio a, € normal ao plano ¢ = ¢, aponta no sentido crescente de ¢, pertence ao
plano z = z, e ¢ tangente a superficie cilindrica p = p,. O vetor unitdrio a_ é 0 mesmo
que o vetor unitdario a, do sistema de coordenadas cartesianas. A Figura 1.6 mostra os
trés vetores em coordenadas cilindricas.

Em coordenadas cartesianas, os vetores unitarios nao sao fungoes das coorde-
nadas. Dois dos vetores unitanos em coordenadas cilindricas, a, ¢ a,. entretanto, va-
riam com a coordenada ¢, uma vez que suas diregoes variam. Em operagoes de inte-
eracio ou diferenciagio em relagdo a ¢, entdo, a, ¢ a, ndo devem ser tratadas como
constantes.

Os vetores unitarios sio novamente perpendiculares ente si, pois cada um ¢ normal
a uma das trés superficies mutuamente perpendiculares, e podemos definir um sistema
de coordenadas cilindricas do tipo triedro direto como aquele no quala, % a, = a_. ou
(para aqueles que possuem dedos flexiveis) como aguele em que os dedos polegar, indi-
cador e médio apontam respectivamente nas direcoes crescentes de p. d e =

Um elemento de volume diferencial em coordenadas cilindricas pode ser obtido
aumentando-se p, ¢ e z de incrementos diferenciais dp, dd e dz. Os dois cilindros de raios
pep+ dp, os dois planos radiais nos dngulos ¢ e ¢ + ddb e 05 dois planos “horizontais™
nas “elevagdes™ z e 2 + dz agora limitam um volume pequeno, conforme mostra a Figura
1.6¢, que tem o formato de uma cunha truncada. A medida que o elemento de volume
torna-se muito pequeno, seu formato se aproxima ao de um paralelepipedo retingulo
com lados de comprimento dp, pdd ¢ dz. Note que dp e dz possuem dimensio de com-
primento, mas dd, nao pdd € que representa o comprimento. As superficies possuem
dreas de pdp dib, dp dz e p deh dz, e 0 volume se torna p dp dd dz.

As varidves dos sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas podem ser facil-
mente relacionadas umas as outras. Com referéncia a Figura 1.7, podemos ver que

X = pcos o
vy = psen o (10)
=7

Por outro ponto de vista, podemos expressar as variaveis cilindricas em termos de x, ve z:

p = Vi + _L'i (p=10)
'h:
h=1tg '° (11)

X

P
.

L |

Devemos considerar a varidavel p como positiva ou zero, usando, para isso, apenas o
sinal positivo para a radiciacdo em (11). O valor correto do dngulo p é determinado
observando os sinais de x e y. Desse modo, se x = =3 e y = 4, descobnmos que o ponto
se situa no segundo quadrante, de forma que p = 5 e ¢ = 1269°. Para x = 3 ¢
y = —4 temos ¢ = —53,1" ou 3069, 0 que for mais conveniente.
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o sen o

&

Figura 1.7 A relagdo entre as varidveis
carlesianas x, y. Z @ as varidveis das
coordenadas cilindricas p, &, z. Nao ha
mudanca na variavel z antre os dois
sistemas.

Usando (10) ou (11), fun¢des escalares dadas em um sistema de coordenadas podem
ser facilmente transformadas para o outro sistema.

Uma funcio vetorial em um sistema de coordenadas, entretanto, requer dois passos
para que seja transformada para outro sistema de coordenadas, pois um conjunto dife-
rente de componentes vetoriais € normalmente necessario. Isto é, pode ser apresentado
um vetor em coordenadas cartesianas

A=Aa +Aa +Aa
no qual cada componente ¢ dada como uma funcao de x, y e z, e precisamos de um vetor
em coordenadas cilindricas

A=Aa +Aa, +Aa,
no qual cada coordenada ¢ dada como uma funcio de p. ¢ e z.

Para encontrar qualquer componente vetorial desejada, relembramos a discussao
sobre o produto escalar em que a componente em uma direcao desejada pode ser obti-
da tomando-se o produto escalar entre o vetor ¢ o vetor unitirio na diregio desejada.
Logo,

A, =As, & A=A ay
Expandindo estes produtos escalares, temos
A,=(Aa +Aa +Aa)-a, =Aa -a, +Aa, -a, (12)

Ag=(Aa +Aa +Aa)-a,=Aa -a,+Aa -a, (13)

(14)

=

A,=(Aa +Aa +Aa)-a =Aa -a =A

uma vez quea, - a ea, - a, sao zero,

17
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Tabela 1.1 Produtos escalares de vetores unitdrios nos sistemas de coordenadas
cartesianas € cilindricas.

a, a, a.
a COs g — &en i)
a gen b o8 b 1]
a - ] ] |

Com o objetivo de completar a transformacgdo das componentes, € necessirio con-
hecer os produtos escalaresa, -a,.a -a, a -a,ea -a, Aplicando a defini¢ao do pro-
duto escalar, uma vez que estamos interessados em vetores unitirios, percebemos que o
resultado € simplesmente o cosseno do dngulo entre os dois vetores unitirnos em questio.
Referindo-se a Figura 1.7, e com um esforco de raciocinio, identificamos o Angulo entre
4, ea, como d,comisso.a, -a, = cos ¢ masodnguloentrea ea ¢9” —d.ea -a =
cos(90® — ) = sen ¢, Esses produtos escalares restantes entre os vetores unitarios sao
encontrados de maneira semelhante, e os resultados estao tabulados em funcao de ¢ na
Tabela 1.1.

A transformagao de vetores de coordenadas em cartesianas cilindricas e vice-versa
¢, portanto, alcancada utilizando (10) ou (11), para mudar as variaveis, ¢ utilizando os
produtos escalares entre vetores unitarios dados na Tabela 1.1, para mudar as compo-

nentes. Esses dois passos devem ser executados em qualquer ordem.

Transforme o vetor B = ya, — xa, + za_ em coordenadas cilindricas.
Solucao. As novas componentes sio
B,=B-a,=y(a -a)— xa -a)
=yeos g —xsenc =psendcosp —pecosdhseng =0
By,=B-a,=yla -a,)— x(a -a,)
= —ysen¢g —xcosdp = —psenid — pceosid = —p

Com isso,

B = —pa, + za,

E1.5. (a) Fornega as coordenadas cartesianas do ponto Clp = 44,6 = —115% 2 = 2).
(b) Fornega as coordenadas cilindricas do ponto D(x = =31, v = 26,z = =3). ()
Especifique a distincia entre C e D,

Resp. C(x=—18060,y = =399, 2 =2); D(p=405,¢ = 1400° z = —3);8.36
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E1.6. Transforme em coordenadas cilindricas: (a) F = 10a, — 8a  + 6a_ no ponto
P10, =8,6):(b) G = (2x + y)a, — (v — 4x)a, no ponto Q(p, . z). (c) Fornega as com-
ponentes cartesianas do vetor H = 20a, — 10a, + 3a_em P(x =5,y = 2,z = —1).
Resp. 128la, + 6a;(2pcos’d — psen’ ¢ + Spsen ¢ cos dla, + (dp cos’ ¢ — psen’
¢ —3psendcosdlagH, =223 H = —-1851.H,=3

19

1.9 O SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS

Nao existe um sistema de coordenadas bidimensional para nos auxiliar no entendi-
mento do sistema de coordenadas esféricas tridimensional, conforme ocorre para o sis-
tema de coordenadas cilindricas circulares. Em certos aspectos, podemos recorrer ao
nosso conhecimento do sistema de latitude e longitude de localizagao na superficie da
Terra, mas nesse caso, usualmente, consideramos apenas pontos na superficie e nao aque-
les abaixo ou acima do solo,

Vamos comecar construindo um sistema de coordenadas esféricas nos trés eixos
cartesianos (Figura 1.8a). Primeiro definimos a distincia da origem até um ponto qual-
quer como r. A superficie r = constante é uma esfera.

A segunda coordenada é um dngulo ¢ entre o eixo z e a linha tragcada da origem até
0 ponto em questdo. A superficie # = constante € um cone. € as duas superficies, cone e
esfera, sao perpendiculares entre s1 em qualquer ponto de sua intersegio, que € um cir-
culo de raio rsen #. A coordenada @ corresponde a latitude, exceto pelo fato de a latitude
ser medida a partir da linha do Equador e # ser medido a partir do Polo Norte.

A terceira coordenada ¢ ¢ também um dngulo, e € exatamente a mesma do dngulo
¢ das coordenadas cilindricas. E o ingulo entre o eixo x e a projecio. no plano z = 0, da
reta tragada da origem até o ponto. Corresponde ao dngulo da longitude, mas o dngulo ¢
aumenta em direcao ao “leste”. A superficie ¢ = constante ¢ um plano que passa pela
reta # = 0 (ou eixo z).

Devemos novamente considerar qualquer ponto como sendo a intersegio entre
trés superficies mutuamente perpendiculares — uma esfera, um cone e um plano -
cada uma orientada exatamente da maneira descrita. As trés superficies sao mostradas
na Figura 1.85.

Trés vetores unitdrios podem novamente ser definidos em gualquer ponto. Cada
vetor unitdrio ¢ perpendicular a uma das trés superficies mutuamente perpendiculares
¢ & orientado no sentido crescente da coordenada. O vetor unitirio a, direciona-se
radialmente no sentido “para fora”™, € normal & esfera r = constante e pertence ao cone
f## = constante ¢ ao plano ¢ = constante. () vetor unitirio a, ¢ normal & superficie coni-
ca, pertence ao plano e ¢ tangente 4 esfera. Direciona-se ao longo da linha de “longi-
tude” apontando no sentido “sul”. O terceiro vetor unitario a, ¢ o mesmo das coorde-
nadas cilindricas, sendo normal ao plano e tangente tanto ao cone quanto  esfera. &
direcionado no sentido “leste”.

s trés vetores unitarios sio mostrados na Figura 1.8¢. Eles sio, é claro, perpendi-
culares entre si, ¢ um sistema de coordenadas do tipo triedro direto pode ser definido
fazendo-se a_ * a, = a,. Nosso sistema ¢ realmente do tipo triedro direto, como uma
inspecio na Figura 1.8¢ pode mostrar, quando da aplicacio da definicao do produto veto-
rial. A regra de mao direita serve para identificar os dedos polegar, indicador ¢ médio
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Figura 1.8 (a) As trés coordenadas estéricas. (b) As trés superficies
muluameante perpendiculares do sistema de coordenadas esféricas,

(c) Os trés vetores unitanios das coordenadas efaricas: a, X a; = a,.

() O elemento de volume diferencial no sistema de coordenadas esféricas.

como correspondentes as direcodes e aos sentidos crescentes de r, # e &, respectivamente.
(Note gque aidentificacio em coordenadas cilindricas foi p, ¢ e z € em coordenadas carte-
stanas for v, ve z.) Um elemento de volume diferencial pode ser construido em coorde-
nadas esféricas incrementando r, 8 ¢ ¢ de dr, df e d¢p, conforme mostra a Figura 1.84. A
distincia entre as duas superficies esféricas de raio r e r + dr € dr, a distincia entre os
dois cones cujos dngulos geradores sio f e § + d0 € r df e a distincia entre os dois planos
radiais nos ingulos ¢ e ¢ + deb pode ser encontrada como r sen @ d@, apos alguns momen-
tos de raciocinio trigonométrico. As superficies possuem dreas de r dr d6, r sen 0 dr d¢p e
r-sen # dft ddbv, e o volume é r* sen # dr db dd.
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A transformacio de escalares do sistema de coordenadas cartesianas para esféricas
¢ facilmente realizada, utilizando a Figura 1.8a para relacionar os dois conjuntos de var-
1aveis:

X = rsen f cos o

v = rsen  sen o (15)

z=rcosf

A transformagao na diregio inversa € obtida com o auxilio de

r=Ve+y+2 (r=0)

B=cos ' —= __ (0°= ¢ = 180°) (16)
2+ g

b =lg"—,

A varidvel r para o raio € sempre ndo-negativa, ¢ # ¢ restrito a faixa de variacio de (P e
1807, inclusive. Os fdngulos sio colocados nos gquadrantes aproprniados, observando os
sinais de x, v e z.

A transformagio de vetores requer a determinagio dos produtos dos vetores
unitirios em coordenadas cartesianas e esféricas. Podemos calcular esses produtos com o
auxilio da Figura 1.8¢ e um pouco de trigonometria. Uma vez que o produto escalar de
qualquer vetor unitario esférico com qualquer vetor unitdrio cartesiano ¢ a componente
do vetor esférico na diregio do vetor cartesiano, os produtos vetonais com a. sido calcu-
lados como

a_-a =cosp

I r
a,-a,= —senf
a -a,=10

Os produtos escalares envolvendo a, e a, requerem primeiro a projegio do vetor
unitario esférico no plano x v e depois a projecao no eixo desejado. Por exemplo, a, - a,
¢ obtido pela projecio de a, no plano x y. resultando em sen @, e entdo projetando sen f
no eixo x, o que leva a sen 0 cos ¢, Os outros produtos escalares sio encontrados de
maneira similar; e todos sido mostrados na Tabela 1.2,

Tabela 1.2 Produtos escalares de velores unitdrics nos sistemas de coordenadas
cartesianas e estéricas.

a, a, a,
a, scn B cos o cos A cos d — sen o
a sen @ sen o cos fl sen ¢ cos

b

a. - cos @ — sen # Ll

(g}
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[lustramos esse procedimento de transformacao convertendo o campo vetorial (z =
(xz/v)a, em varidveis e componentes esféricas.

Solugdo. Lncontramos as trés componentes esféricas calculando o produto escalar
entre & e os vetores unitarios apropriados ¢ mudamos as variaveis durante este proce-

dimento:
1 Ll 'f'z "r'z
(s, =0G-a = a.-a, = Isenﬂms:ia
¥
cos’
= rsend cos B
sen g
Xz Xz
Gy=Ga,= —a,+a,= cosfcosg
¥ ¥
4
L COST b
=Frcos* 8 ——
sen o

xz xZ
Gy=G-a,=""a,8,=""(-sen g)

= -

= —Fcos fcos i

Reunindo esses resultados, temos
G =rcosticosd (senflcotpa, +costcotda, —a,)
O Apéndice A descreve o sistema genérico de coordenadas curvilineas, no qual os

sistemas de coordenadas cartesiana, cilindrica circular e esférica sao casos especiais.
Agora seria um bom momento para uma leitura da pnimeira se¢io desse apéndice.

E1.7. Dados dois pontos, C(—3.2,1) e D(r = 5,8 = 20°, ¢ = — 70°), encontre: (a}) as
coordenadas esféricas de C: (b) as coordenadas cartesianas de D; (¢) a distincia entre
CeD.

Resp. C(r = 3,74,0 = 74.5°, ¢ = 146.3%); D(x = 0,585,y = —1.607, z = 4,70); 6,29

E1.8. Transforme os seguintes vetores em coordenadas esféricas nos pontos dados:
(a) 10a, em P{x = =3,y =2,z =4);(b) 10a, em (Np = 5,¢ = 30°, z = 4); (c) 10a_, em
M(r= 4.6 = 110°, ¢ = 120°).

Resp. —5,57a, — 6,188, — 5,55a,;3.90a, + 3,12a, + 8,66a,; —3.42a, — 9.40a,
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PROBLEMAS DO CAPITULO 1

L1 Dados os vetores M = —10a, + 4a, — 8a_e N = 8a, + 7a, — Za_, encontre: (a) um
vetor unitirio na diregio de —M + 2N; (k) a intensidade de 5a, + N — 3M.; (¢) M|
|2N| (M + N).

1.2 Os trés vértices de um triingulo estiio localizados em A(-1, 2, 5), B(-4, =2, =3)
e C(1, 3, —2). (¢) Encontre o valor do perimetro do tridngulo. (#) Encontre um
vetor unitdrio direcionado do ponto médio do lado AB até o ponto médio do lado
BC.(c) Mostre que esse vetor unitdrio multiplicado por um escalar € igual ao vetor
de A para C, e que 0 vetor unitirio €, portanto, paralelo a AC.

L3 O vetor direcionado da origem até o ponto A € dado como (6, —2, —4), € 0 vetor
unitirio posicionado na origem com direcdo ao ponto B é (2, =2, 1)/3. Se os pon-
tos A e B estao afastados de 10 unidades, encontre as coordenadas do ponto B.

1.4  Um circulo centrado na origem e com raio de 2 unidades pertence ao plano xy.
Determine o vetor unitdrio em componentes cartesianas que pertence ao plano xy,
¢ tangente ao circulo em ["v“rl_ 1. 0) e estd na direcio e no sentido dos valores cres-
centes de y.

L5 Um campo vetorial € especificado como G = 24xya, + 12(x* + 2)a, + 18z
Dados dois pontos P(1, 2, —1) e ()(—2. 1, 3), encontre: (a) G em F; (b) um vetor
unitario, em ), direcionado no sentido de G; (¢) um vetor unitario direcionado no
sentido de 0 para P; (d) a equagao da superficie na qual |G| = 60.

1.6  Sea ¢ um vetor unitario em uma dada direcao, B é uma constante escalarer = xa_
+ ya, + za_ descreva a superficie r - a = B. Qual ¢ a relagio entre o vetor unitario
a e o escalar B para essa superficie? (DICA: Considere primeiro um exemplo sim-
plescoma = a e B = 1 e, entdo, considere quaisquera e B.)

L7 Dado o campo vetorial E = 4zy* cos 2va, + 22y sen 2va, + y* sen 2ea, para a
regiao x|, [v| e |z| menores que 2, encontre: (a) as superficies nas quais E, =0 (b)
aregiao na qual £, = E_:(c) a regido na qual E = ),

L8 Demonstre a ambigiiidade que surge quando o produto vetorial € utilizado para se
calcular o dngulo entre dois vetores, tentando encontrar o dngulo entre
A=3a —2a +4da_eB =12 +a — 2a.Essaambigiidade também surge quan-
do o produto escalar € utilizado?

23
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Dado um campo G = [25/(x* + y?)](xa, + va ), encontre: (@) um vetor unitirio na
dire¢io de G no ponto FP(3, 4, —2): (b) 0 fingulo entre G e a, em P (c) o valor da
itegral dupla no plano y = 7.

Expressando diagonais como vetores e utilizando a definigio de produto escalar,
encontre o menor dngulo entre quaisquer duas diagonais de um cubo, no qual cada
diagonal conecta vértices diametralmente opostos e passa pelo centro do cubo.

Dados os pontos M(0.1, -02, -0,1), N{(—0,2,0,1,03) e P(04,0,0.,1), encontre: (a)
o vetor Ry, (&) o produto escalar R, - Ry (¢) a projecio escalar de Ry, em
R,p (d) 0 dngulo entre Ry, e Ry,

Mostre que os campos vetoriais A = pcos da, + psen da, + pa_e B = p cos da,
+ psenda, — pa_sio perpendiculares entre si em qualquer ponto do espago.

(@) Encontre a componente vetorial de F = 10a, — 6a, + 5a, que € paralela a
G =0la, +02a + 03a_. (k) Encontre a componente vetorial de F que € per-
pendicular a (. (¢) Encontre a componente vetorial de G que € perpendicular a F.

Mostre que 0s campos vetoriais A = a (sen 20) [ r* + 2ad(sen )/ re B = rcos da,
+ ra, sao paralelos um em relacdo ao outro em todos o0s pontos do espaco.

Trés vetores que partem da origem sio dados comor, = (7,3, -2),r, = (—2,7,-3)
er; = (0, 2, 3). Encontre: (a) o vetor unitirio que é perpendicular a ambos os
vetores r, € ry; (B) o vetor unitirio perpendicular aos vetoresr, — r,er, —ry(c) a
area do tridngulo definido porry e r,: (d) a drea do tridngulo definido pelas pontas
dos vetores r, r; e ry.

O campo vetorial E = {E."p]ﬂp, onde B € constante, deve ser transladado de forma
que se origine na reta x = 2, y = 0. Escreva a forma transladada de E em compo-
nentes cartesianas.

O ponto A(—4, 2, 5) e os dois vetores R, = (20,18, —10) e R, = (—10, &, 15)
definem um tridngulo. (a) Encontre um vetor unitrio perpendicular ao tridngulo.
(H) Encontre um vetor unitdario no plano do triangulo e perpendicular a R, .. (c)
Encontre um vetor unitario no plano do tridngulo que divide o dngulo interior de
A em duas partes iguais.

Transforme o campo vetorial H = (A/p)a,, onde A é uma constante, de coorde-
nadas cilindricas para coordenadas esféricas.

(a) Expresse o campo D = (x* + y*)! (xa, + va, ) em componentes ¢ varidveis
cilindricas; (#) Calcule D no ponto onde p = 2, ¢ = 027 e z = 5, expressando o
resuliado em componentes cilindricas e cartesianas.

Um cilindro de raio a, centrado no eixo z, gira em torno do eixo z numa veloci-
dade angular () rad/s. A dire¢io de rotagio é anti-hordria quando se olha na
direcio positiva de z. (a) Utilizando componentes cilindricas, escreva uma
expressio para o campo de velocidade v, que fornece a velocidade tangencial em
qualquer ponto dentro do cilindro; () converta o resultado encontrado na parte a
em componentes esféricas; (¢) converta em componentes cartesianas.
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Expresse em componentes cilindricas: (a) o vetor de (3,2, =7)a D(—1, -4, 2);
() um vetor unitario em [ direcionado no sentido de € (¢) um vetor unitirio em
D direcionado no sentido da origem.

Uma esfera de raio a, centrada na origem, gira em torno do eixo z numa veloci-
dade angular (1 rad/s. A dire¢ao de rotacio é horaria quando se olha na direcio
positiva do eixo z. (a) Utilizando componentes esféricas, escreva uma expressio
para o campo de velocidade v, que fornece a velocidade tangencial em qualquer
ponto dentro da esfera; (b)) converta em componentes cartesianas.

Assuperficiesp=3,p=5¢ = 100° ¢ = 130°, z = 3 e z = 4,5 definem uma super-
ficie fechada. (a) Calcule 0 volume dentro dessa superficie fechada: (b) calcule a
area total da superficie fechada: (c) calcule o comprimento total das 12 arestas da
superficie; () caleule o comprimento da linha reta mais longa gue se encontra
totalmente dentro do volume.

Expresse o campo E = Aa /P em (&) componentes cartesianas; (b) componentes
cilindricas.

Dado o ponto P(r = 08,0 = 30% ¢ = 45) e E = 1/r" (cos da_ + sen b/ sen 0 a )
(a) encontre E em P; (b) encontre |E| em P (¢) encontre um vetor unitirio na
diregio de E em P.

Expresse o campo vetorial uniforme F = 5a_em (a) componentes cilindricas; (b)
componentes esféricas.

As superficies r= 2 e 4,8 = 30% e 50" e ¢ = 207 e 60° identificam uma superficie
fechada. (@) Calcule o volume dentro dessa superficie fechada; (b) calcule a drea
total da superficie fechada; (¢) caleule o comprimento total das 12 arestas da
superficie; (d) calcule o comprimento da linha reta mais longa gue se encontra
totalmente dentro da superficie fechada.

Expresse o campo vetorial G = 8 sen ¢ a, em (a) componentes cartesianas; (b)
componentes cilindricas.

Expresse o vetor unitario a, em componentes esféricas no ponto (a) r = 2,48 = 1
rad,¢ = 08rad;(b)x =3, yv=2,z=—-1:(c)p=25,¢=07Trad, z = 1.5

No ponto B(5, 1207, 75%) um campo vetorial tem o valor A = —12a_— 5a, + 15a,.
Calcule a componente vetorial de A que é: (a) normal a superficie r = 5; (b) tan-
gente a superficie r = 5; (¢) tangente ao cone # = 120° (d) Calcule um vetor
unitirio que seja perpendicular a A e tangente ao cone # = 1207
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Lei de Coulomb e Intensidade
de Campo Elétrico

gora que formulamos uma nova linguagem no primeiro capitulo, vamos estabe-
lecer alguns principios bdsicos de eletricidade e tentar descreveé-los. Se tivésse-
mos utilizadoe cdleulo vetorial por virios anes e tivéssemos algumas idéias con-
cretas sobre eletricidade e magnetismo, poderiamos dar um salto agora com os dois pés
e apresentar numerosas equagoes, incluindo as equagoes de Maxwell e algumas outras
equagoes auxiliares, e avancar mais ainda descrevendo-as fisicamente por meio de nosso
conhecimento em andlise vetorial. Este € talvez o caminho ideal, comecando pelos resul-
tados mais gerais e, entio, mostrando que as leis de Ohm, Gauss, Coulomb, Faraday,
Ampére, Biot-Savart, Kirchhoff e algumas outras menos familiares sio todas casos espe-
ciais dessas equagoes. Filosoficamente nos traz satisfagido ter os resultados mais gerais ¢
sentir que podemos obter os resultados para qualquer caso especial segundo a nossa
vontade. Contudo, tal salto levaria a muitos pedidos frenéticos por “socorro™ e poucos
alunos aprovados.

Em vez disso, vamos apresentar, em intervalos apropriados, as leis experimentais
mencionadas acima, expressando cada uma em notacao vetorial. E usaremos essas leis
para resolver uma série de problemas simples. Dessa maneira, nossa familiaridade tanto
com andlise vetorial como com campos elétricos ¢ magnéticos crescera gradualmente e,
quando por fim tivermos alcancado nosso conjunto de equagdoes gerais, pouca explica-
¢do adicional serd necessdria. Todo o campo de teoria eletromagnética estard aberto
entao para nos, ¢ poderemos utilizar as equagoes de Maxwell para descrever a propaga-
¢do de ondas, radiacdo de antenas, efeito pelicular, guias de ondas e linhas de transmis-
sio, fibras dpticas, e até obter uma nova visio sobre o transformador de poténcia usual,

Neste capitulo deveremos resiringir nossa atengao a campos elétricos esidricos no
vicuo ou no espaco livre. Para efeitos priticos, nossos resultados serio apliciveis para o
ar e outros gases. Outros materiais serdo introduzidos no Capitulo 6 ¢ campos varidveis
no tempo seriao introduzidos no Capitulo 10,

Devemos comegar descrevendo um experimento guantitativo realizado no Século
XVIL. =




capPiTuLe 2 Lei de Coulomb e Intensidade de Campo Elétrico

2.1 A LEI EXPERIMENTAL DE COULOMB

Documentos de pelo menos 600 a.C. mostram evidéncias do conhecimento de ele-
tricidade estatica. Os gregos foram os responsaveis pelo termo eletricidade, que deriva de
sua palavra para dmbar, e eles passaram muitas horas de lazer esfregando um pequeno
pedaco de dmbar nas suas roupas e observando como ele atraia pedagos de penugem e
similares. Entretanto, seus principais interesses repousavam em filosofia e logica, e nao
em ciéncia experimental, e 1850 ocorreu muitos séculos antes que o efeito de atragdo
tivesse sido considerado alguma coisa diferente de mdgica ou “forga vital™.

Dr. Gilbert, fisico de Sua Majestade a Rainha da Inglaterra, foi o primeiro a fazer
algum trabalho realmente experimental abordando esse efeito. Em 1600, estabeleceu
que o vidro, enxofre, Ambar e outros materiais que ele listou “nao apenas atraiam para
si proprios a palha, mas também todos os metais, madeira, folhas, pedra, terra e até dgua
e Oleo”.

Pouco tempo depois, um oficial da Engenharia do Exército Francés, coronel Charles
Coulomb, executou uma série elaborada de experimentos utilizando uma balanga de tor-
¢ao sensivel, inventada por ele mesmo, para determinar quantitativamente a forga exer-
cida entre dois objetos, cada um com uma carga estatica de eletricidade. Seu resultado
publicado é agora conhecido por muitos estudantes secundaristas e guarda uma grande
similaridade com a lei gravitacional de Newton (descoberta cerca de 100 anos antes).
Coulomb estabeleceu que a forca entre dois objetos muito pequenos, separados pelo
vicuo ou espago livre por uma distincia grande se comparada com seus tamanhos, € pro-
porcional & carga de cada um deles e inversamente proporcional ao quadrado da distin-
cia entre eles, ou

()
fr

F

onde {}, e {J, sao as quantidades positivas ou negativas de carga, R ¢ a separagao e k ¢
uma constante de proporcionalidade. Se o Sistema Internacional de Unidades' (SI) for
utilizado, (2 ¢ medido em coulombs (C), K é medido em metros (m) e a forga deve ser
em newtons (N). Isso serd obtido se a constante de proporcionalidade k for escrita como

O fator 47 aparecera no denominador da lei de Coulomb. mas nao aparecerd em
outras equacgoes mais ateis (incluindo as equaghes de Maxwell), as quais deveremos
obter com o auxiho dessa lei. A nova constante €, ¢ chamada de permissividade do espa-
¢ livre € tem o valor medido em farads por metro (F/m):

A 1
e, =8854 x 10 = —10 "F/m (1)
36T

'O Sistema Internacional de Unidades (sistema mks) € descrito no Apéndice B. Abreviaghes para as unida-
des sdo dadas na Tabela B.1. Conversdes para outros sistemas de unidades sdo dadas na Tabela B2, enguanto
os prefivos designando poténcias de 10 no 81 aparecem na Tabela B3

27
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0,

[ ]
Chrirem

Figura 2.1 5Se @, & Q. possusm 0 mesmo
ginal, o vetor de forga F, em (), estard na masma
direg@o e no mesmao sentido do vetor R,..

A grandeza e, ndo ¢ adimensional, pois a lei de Coulomb mostra gue ela tem a uni-
dade C*/N - m*. Vamos, mais tarde, definir o farad e mostrar que ele tem as dimensoes
C4/N * m. Antecipamos essa definicdo utilizando a unidade IF/m na equacio (1).

A lei de Coulomb é agora

o Q0

= 2
£I"'||'l"ﬂl'|:|.":i."‘2 [ }

Nem todas as unidades do 581 sao familiares, mas elas sao padrio em engenharia
elétrica e em fisica. O newton € uma unidade de forcaigual a 0.1 kg . que ¢ a forca neces-
saria para dar a uma massa de 1 quilograma (kg) uma aceleragao de 1 metro por segun-
do (m/s°). O coulomb ¢ uma unidade de carga extremamente grande. pois a menor
quantidade de carga conhecida é a de um elétron (negativa) ou de um préton (positi-
va), dada como 1,602 x 10 " C em unidades mks. Com isso, uma carga negativa de 1
coulomb representa aproximadamente 6 x 10" elétrons.* A lei de Coulomb mostra que
a forca entre duas cargas de 1 coulomb cada, separadas por 1 metro, € 9 x 10* N, ou,
aproximadamente, 1 milhdo de toneladas. O elétron possui uma massa, em repouso, de
9,109 »x 10 * kg e um raio da ordem de 3.8 x 10 ' m. Isso ndo significa que o elétron
possui uma forma esférica, mas serve apenas para descrever o tamanho da regido na
gqual um elétron que se move lentamente tem a maior probabilidade de ser encontrado.
Todas as outras particulas carregadas conhecidas. incluindo o proton, possuem massas e
raios maiores € ocupam um volume probabilistico maior que o do elétron.

Com o objetivo de escrever a forma vetorial de (2), precisamos do aspecto adicio-
nal (fornecido também pelo coronel Coulomb) de que a forca atua ao longo da linha que
une as duas cargas: repulsiva se as cargas possuirem o mesmo sinal e atrativa se as car-
gas forem de sinais opostos, Seja o vetor r; que posiciona (), € o vetor r, que posiciona
(2. entdo, o vetor R, = r, — r, representa o segmento de reta orientado de (2, para (.,
como mostra a Figura 2.1. O vetor F, ¢ a for¢a em 2, ¢ € indicado para o caso em que
(J, e () possuem o mesmo sinal. A forma vetorial para a lei de Coulomb ¢

> A carga e a massa de um elétron, assim como outras constantes fisicas, sfio apresentadas na Tabela C4 do
Apéndice C.
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p, = &1 (3)

% A
4']T'E||R?:._l

no qual a,, = um vetor unitdrio na diregio de K5, ou

R|1 R]Q N r, — I'! {d}

Ay = =
Ry, R Ir; = 1yl

Yamos tlustrar o uso da forma vetonal da ler de Coulomb posicionando uma carga (), =
310 Cem M(1,2,3) e uma carga (), = — 10 C em N(2.0, 5), no vacuo. Desejamos
a forca exercida em (), por (J,.

Solugao. Devemos fazer uso de (3) e (4) para obter o vetor de forga. O vetor R, é

Rp=rn-—n=(2-1)a, +(0—2)a, +(5—3a,=a, — 2a, + 2a,
o | .
o que leva a IR, = 3 e ao vetor unitirio a,, = L,'[ih — 2a, + 2a.). Por isso,

L 310 =104
P 4n(1/36m)10 % 3—’( 3

2, — 2a, + 2a; a, —2a, + 21,
I (I

A intensidade da forga € de 30 N (ou aproximadamente 3 kg ) ¢ a dire¢io e o senti-
do sdo especificados pelo vetor unitdrio, que foi deixado entre parénteses de modo que
destague a intensidade da forca. A forca em (), pode também ser abordada por trés com-
ponentes de forga:

F,=—10a, + 20a, — 208,
A torga expressa pela lei de Coulomb € uma forga mutua, pois cada uma das duas

cargas experimentam uma forca de mesma magnitude e dire¢ao, apesar de sentidos opos-
tos. Poderiamos também ter escrito, da mesma maneira,

N T 1 ¢
e o el (3)
""l"iﬂ'EuRu 4'.'|'TE|]RI3

A lei de Coulomb € linear, pois se multiplicarmos (2, por um fator n, a for¢a em (J,
serd também multiplicada pelo mesmo fator n. E também verdade que uma forga em
uma carga na presenca de varias outras cargas serd a soma das forgas naquela carga. devi-
do a cada uma das outras cargas estarem agindo sozinhas.
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E2.1. Uma carga (0, = 220 pC estd posicionada em A(26, 4, 7) ¢ uma carga (0, =
50 puC estd em B(5, 8, —2), no espago livre, Se as distincias sdo dadas em metros,
encontre: (@) RAB: (b) RAB. Determine o vetor de forga exercido em (0, por 0, se
€y = : (¢) 10-%(367) Fim; (d) 8,854 » 10~ F/m.

Resp. 1la, + 4a — 9a_m; 1476 m; 30,76a, + 11.184a, — 25,16a, mN; 30.72a, +
11,16%, — 25,132, mN

w®

Interatividade

2.2 INTENSIDADE DE CAMPO ELETRICO

Se agora considerarmos uma carga (J,, por exemplo, fixa em uma posi¢io, e mover-
mos uma segunda carga lentamente em volta, notamos que existe em todo lugar uma
forga atuando nessa segunda carga. Em outras palavras, essa segunda carga estd eviden-
ciando a existéncia de um campo de forga. Chamemos essa segunda carga de carga de
teste (J. A forga nessa carga ¢ dada pela lei de Coulomb

00,

=
dire Ry,

Escrevendo essa forga como uma forga por unidade de carga, obtemos

0
Q,  dme,R%"" o}

A grandeza no lado direito de (6) é func¢io apenas de (2, e do segmento de reta
orientado de (), até a posi¢io onde se encontra a carga de teste, [sso descreve um campo
de forca e é chamado de intensidade do campo elétrico.’

Definimos a intensidade do campo elétrico como o vetor de forga em uma carga de
teste positiva unitaria. Nao conseguiriamos medi-la experimentalmente encontrando a
forga em uma carga de teste de 1 C, pois isso provavelmente criaria uma for¢ca em (2, que
causara uma mudanca na sua posigao.

A intensidade do campo elétrico deve ser medida pela umidade newtons por cou-
lomb — a for¢a por unidade de carga. Antecipando uma nova grandeza dimensional, o
volt (V), que serd apresentado no Capitulo 4, em unidades de joules por coulomb (J/C)
ou newton-metros por coulomb (N * m/C), podemos medir de uma vez a intensidade de
campo elétrico nas unidades priticas de volts por metro (V/m). Usando uma letra maius-
cula E para a intensidade de campo elétrico temos, finalmente

F
E = b
0, (7)
oy
B = e B (8)

"W O estudante deve ter culdado para niéio confundir o termo “intensidade”, aqui utilizado como parte da
denominagio dada a uma grandeza vetorial, com o termo utilizado no capitulo anterior para indicar 0 modu-
lo (valor absoluto) de um vetor gqualquer.
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A Equacao (7) € a expressiao que define a intensidade de campo elétrico e (8) é a
expressao para a intensidade de campo elétnceo devido a uma carga pontual ¢}, unica, no
vacuo. Nas segoes seguintes, deveremos obter e interpretar expressoes para a intensidade
de campo elétrico por causa dos arranjos de cargas mais complicados mas, por enquanto,
vejamos que informacgoes podemos obter de (8), o campo de uma carga pontual unica.

Primeiro, vamos dispensar a maioria dos subscritos em (8), reservando-nos o direi-
to de utilizd-los novamente em qualquer momento onde houver possibilidade de ocor-
rer um mal-entendido:

T
o '4'?]‘E|'|R1 dp {.9}

Devemos nos lembrar de que K € a intensidade do vetor R. o segmento de reta
orientado do ponto onde a carga pontual () estd posicionada até o ponto onde E ¢é dese-
jado, e a, € 0 vetor unitirio na diregio de R

Vamos arbitrariamente posicionar (J no centro de um sistema de coordenadas esfé-
ricas. O vetor unitirio a, torna-se o vetor unitirio radiala, e R é r. Logo

)
g =2 . (10)

drer

o
)
E L[

" dmeqrt

() campo possui uma componente radial dnica, e a sua relagio com a lei do inverso do
quadrado ¢ Gbvia.

Escrevendo essas expressoes em coordenadas cartesianas para uma carga () na ori-
gem,temos R =r=xa, +ya +za,caz=a, = (xa, +va, + za. )/ Vx* + y* + 8. Logo

E & ( - a

= = : S . e __-l = =
drep(x” + y + )NVl + 2 + 7

¥ g
+ ..:'.'--.. - ] H'I + .I.-'-.".- -] ; a:) {11}
Vi“+y +2z Vait4yt 42

Essa expressio nao mostra mais de maneira imediata a natureza basica do campo. e
sua complexidade € o preco que pagamos por resolver um problema que possui simetria
esférica em um sistema de coordenadas com o qual (temporariamente) temos mais fami-
liaridade.

Sem a andlise vetorial, a informacio contida em (11) teria de ser expressa em trés
equagdes, uma para cada componente. E para se obter a equagiio precisariamos guebrar
0 modulo do vetor intensidade de campo elétrico nas trés componentes, encontrando a

X

* Pretendemos firmemente evitar confundir re a, com R € a,. O8 dois primeiros referem-se especificamente
ao sistema de coordenadas esféricas, engquanto R e ag nfio se referem a nenhum sistema de coordenadas — a
escolha ainda estd disponivel para nos

31
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Pz, vz}

.
rigem

Figura 2.2 O vetor r’ localiza a carga pontual
Q. o velor r identiflica no aspago o ponlo genérico
Plx, v, Z) no espago, e o vetor R de  para

Flx y 2)vale, entdo, R=r —r’

projecao em cada eixo coordenado. Lltilizando notacdo vetorial, isso ¢ automaticamente
feito quando escrevemos o vetor unitdrio.

Se considerarmos uma carga que ndo esteja na origem do nosso sistema de coorde-
nadas, 0 campo jd4 nao possui simetria esférica (nem simetria cilindrica, ao menos que a
carga esteja ao longo do eixo z). e podemos utilizar, do mesmo modo, coordenadas car-
tesianas, Para uma carga () posicionada no ponto fonte r’ = x'a, + v'a_ + z'a_, confor-
me ilustrado na Figura 2.2, encontramos o campo em um ponto genérién r=xa + ya
+ za, expressando R comor — ', ¢ entio

0 r-r  Q(r-r)

Eir} = . =
I:: J -'-1-1ITE|;.|I' = rfl- |l|' o rrl 41TE::,

r—r|

Qix—=x")a, + (y — ¥')a, + (z — 2")a,]

e

. ¥

4TE|-,[f,t: = ,3!;"}:' - |:_'h'L o— _II__I'::| A ':_-E _ :JJ ]3.",'! {11}

Anteriormente, definimos campo vetorial como uma fungdo vetorial de um vetor
posigao, e isso € enfatizado fazendo E ser simbolizado em uma notagao funcional por E(r).

A Equagao (11) é simplesmente um caso especial de (12), onde x" = y' = 2" = 0.

Uma vez que as forgas de coulomb sio lineares, a intensidade de campo elétrico
resultante de duas cargas pontuais, (J, em r, e (), em r,, € a soma das forgas em (), cau-
sadas por (), e (J, atuando sozinhas, ou

0 0;

= 2 T . 3
dmeqlr — 1yl d7eqlr — -l

a;

onde a, e 4, sAo vetores unitarios nas direcoes e nos sentidos de (r — r) e (r — r,), res-
pectivamente. (s velores r,r, r,.r — r, r — r,, 4, € 4, $80 mostrados na Figura 2.3,



caPiTuLe 2 Lei de Coulomb e Intensidade de Campo Elétrico 33

Eir)

Figura 2.3 A adicdo vetorial da intensidade de campo
eletrico 1olal em P devido a Q, & @, ¢ possibiltada pela
linearidade da lei de Coulomb.

Se somarmos outras cargas em outras posicoes, o campo devido a n cargas pontuais é:

0] {); 0,
E s b - - e T Rl — 4, |3
r) = *lT:I'E|||I!‘ i " dreylr — sl - dmeglr — r,I° " (13)

Essa expressao toma menos espaco quando usamos um sinal de somatdria % e uma
variavel m que recebe todos os valores inteiros de 1 a n,

E(r) = E e 3 8 (14) ﬂ

m—1 dmwegle — r,.| Interatividade

Quando expandida, (14) ¢ idéntica a (13), e os estudantes ndo familiarizados com sinais
de somatdria devem checar esse resultado.

Com o objetivo de ilustrar a aplicagdo de (13) ou (14), vamos encontrar E em P(1.1,1)
causado por quatro cargas idénticas de 3 nC (nanocoulombs) posicionadas em FP,(1,1,0),
Py(—1.1,0), P3(—1,—1,0) e Py1, —1,0), conforme mostra a Figura 2.4.

Solugao. Encontramos quer = a, -+ a +a.r, = a, + a e portanto,r — r, = a.. As
intensidades sdo: lr — r)l = llr — ;| = "'x.fi lr —rl =3¢ r — Kl = V5.
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r s

P11, 1) Pyi=1, 1, 0)

Py(=1,=1,00 ol

Pa(l.—-1,M PAL 1,0

Figura 2.4 Uma distribuigo simétrica de quatro cargas pontuais de 3 nC
idénticas produz um campo em P, E = 6,82a, + 6,82a + 32,8a,V/m.

Uma vez que /dme, = 3 % 107 {47 = 8854 % 10°7) = 2696V * m, podemos
agora utilizar (13) ou (14) para obter

o

E = 6.82a, + 6.82a, + 32.8a, V/m

E2.2. Uma carga de —03 pC estd posicionada em A(25, —30,15) (em cm), ¢ uma
segunda carga de 0,5 uC estd em B(—10, 8, 12) cm. Calcule E em: (a) a origem;
(b) P(15,20, 50) cm.

Resp. 923a, — 77.,6a, — 94,20 _kV/m; 11,9, — 0,519, + 12.4a_kV/m

+ (=1)" (0,1)" + 1

E2.3. Avalie as somas: (a) E Tl }E 4+ m)®

Resp. 2.52:0.176 o=

e

| Hustracao

2.3 CAMPO DEVIDO A UMA DISTRIBUICAO
VOLUMETRICA CONTINUA DE CARGAS

Se visualizarmos agora uma regiao do espago preenchida com um nimero imenso
de cargas separadas por distincias diminutas, tal como o espago entre a grade de con-
trole e o catodo na montagem de um canhio de elétrons de um tubo de raios catodicos
operando com carga espacial, perceberemos que podemos substituir essa distribuicao
de particulas muito pequenas por uma distribui¢io continua e suave descrita por uma
densidade volumétrica de carga, assim como descrevemos a dgua com densidade de |
gfcm? (grama por centimetro cubico), apesar de ela ser constituida por particulas de
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tamanho atdmico e molecular. Podemos fazer 1sso somente se ndo estivermos interessa-
dos nas pequenas irregularidades (ou ondulagoes) no campo, a medida que nos move-
mos de elétron para elétron, ou se nos importamos pouco com o fato de a massa da dgua
na verdade aumentar em quantidades pequenas mas finitas, & medida que cada nova
molécula € adicionada.

Na verdade, i1sso nao se constitui em limitagio alguma. porque o resultado final. para
engenheiros eletricistas, ¢ quase sempre em termos de uma corrente ¢ém uma antena
receptora, uma tensio em um circuito eletronico ou uma carga em um capacitor ou, em
geral, em termos de algum fendmeno macroscdpico de larga escala. E muito raro neces-
sitarmos saber sobre uma corrente elétron por elétron.®

Denotamos densidade volumétrica de carga por p ., em unidade de coulombs por
metro cibico (C/m?).

A pequena quantidade de carga AQ em um pequeno volume Av é

AQ = pAv (15)

e podemos definir p, matematicamente levando (15) ao limite, deste modo:

= i "
P S A (16)

A carga total dentro de um volume finito € obtida integrando esse volume

= pd
¢ lﬂlp X (17)

Apenas um sinal de integracao € usualmente indicado, mas a diferencial dv significa
integracio por um volume e, portanto, uma integracio tripla. Felizmente, poderemos nos
contentar com nada mais que a integral indicada, na malona dos casos, pois integrais mul-
tiplas sao muito dificeis de serem resolvidas, de modo geral, a nao ser na maioria dos pro-
blemas com simetria.

Como um exemplo de solugao de uma integral volumétrica. vamos encontrar a carga
total contida em um feixe de elétrons de 2 cm de comprimento, mostrado na Figura 2.5,

Solugdo. Pela ilustracio, vemos que a densidade de carga ¢
p, = —5 % 107% 10 o/

O volume diferencial em coordenadas cilindnicas € dado na Segao 1.8, Logo,
0,4 e | 1

o- /"

g 0 i

~ 5 X 10 % " o d p dep dz

* Um estudo do ruido gerado por elétrons em semicondutores € resistores, entretanto, requer um exame da
carga por meio de andlises estatisticas.
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4._-___\‘ r=21im

Figura 2.5 A carga total contida dentro do
cilindro circular refo pode ser encontrada
resolvendo O =

o, dw.
4

"L

Integramos primeiro com relagio a ¢, uma vez que é muito ficil,

LULAE R R .
Q= J J ~10 " we """ p dp dz
i

0,02

¢ depois com relagio a z, porque isso simplificard a altima integragio com relagio a p
AR 5 =l
=10 "o foa
i —10p 2 =002

LR .
_ j —lﬂ”q??[t? 20 _, JHIMFIMP
I

Finalmente,

& - ]r_ll-l:lFl

’ o 40005 0,01
T -
¢ “(—zunn —mu)u

1 | —ar
S 1] - — ==
()= —10 i‘r(zmm 4[“]51) : 0,0785 pC

onde pC indica picocoulombs.
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Casualmente, podemos utilizar esse resultado para fazer uma estimativa grosseira
da corrente do feixe de elétrons. Se assumirmos que esses elétrons estao se movendo a
uma velocidade constante de 10% da velocidade da luz, esse pacote de 2 em de compri-

mento tera se movido 2 cm em 3 nsca corrente serd aproximadamente igual a

=

AQ  —(=/40)10° "
At (2/3)107°

ou aproximadamente 118 pA.
A contribuigdo incremental para a intensidade de campo elétrico em r produzida
por uma carga incremental AQ em r’ &

AQ k- p.Av r-r
= - I- = E = = 3
doeglr = ' It — 'l dwefr — o' Ir — ¢l

AE(r) =

Se somarmos as contribui¢oes de todas as cargas volumétricas em uma dada regiao
e fizermos o elemento de volume Aw se aproximar de zero, 4 medida que o nimero des-
ses elementos se torna infinito, a somatdrnia se torna uma integral:

plr')dv’ -1y

Er) = [ (18)

voo dmegle — p'[* v — ']
Temos novamente uma integral tripla: e (exceto no Exercicio Proposto 2.4) faremos o
melhor para evitar, na verdade, realizar essa integracao.

() significado das vérias grandezas sob o sinal de integracio. em (18). pode necessi-
tar de uma pequena revisiio. O vetor r que parte da onigem posiciona o ponto de campo
onde E esta sendo determinado, enquanto o vetor r' se estende da origem até o ponto da
fonte, onde p (r')dv’ esta posicionado. A distdncia escalar entre o ponto de fonte e o pon-
to de campo € Ir — r|, e a fragdo (r — r')/Ir — r'l € um vetor unitirio que aponta do ponto
de fonte em dire¢ao ao ponto de campo. As varidveis de integracao sao x", y' e z', em
coordenadas cartesianas.

E2.4. Calcule a carga total dentro de cada volume indicado: (a) 0,1 = lxl, v, 1zl = 0,2

1
P, = IW; (B)O=p=010=¢d=752=7=4p, =z sen0,64; (c) universo: p,

= g ¥Ip2,

Resp. 1L01IBmC:628C

37

2.4 CAMPO DE UMA LINHA DE CARGAS

Até agui consideramos dois tipos de distribuigiio de cargas: a carga pontual e a carga
distribuida por um volume com uma densidade p, C/m®. Se agora considerarmos uma
densidade de carga volumétrica distribuida na forma de um filamento, como em um feixe
muito fino em um tubo de raios catédicos ou um condutor carregado de raio muito
pequeno, torna-se conveniente tratar a carga como uma linha de cargas de densidade p;
C/m. No caso do feixe de elétrons, as cargas estdo em movimento e ¢ verdade que nio
temos um problema de eletrostitica. Entretanto, se o movimento de elétrons ¢
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(2

Figura 2.6 A contribuigao dE = dEa, + dE.a,
para a intensidade de campo elétrico produzido
por um elemento de carga dQ = p, dZ’
posicikonadoe a uma distancia 2’ da origem.

A densidade linear de cargas e uniforme e se
astende ao longo do eixo Zinteiro.

continuo ¢ uniforme (um feixe c.c.), € s¢ ignorarmos por um momento 0 campo magné-
tico gque € produzido, o feixe de elétrons pode ser considerado composto de elétrons
estaciondrios, pois, por pequenos instantes de tempo tomados em qualquer momento, a
mesma distribuicio de carga serd encontrada.

Vamos considerar uma hnha reta de cargas que se estende ao longo do eixo z em
um sistema de coordenadas cilindricas de —o= até %, conforme mostra a Figura 2.6.
Desejamos a intensidade de campo elétrico E em todo e qualquer ponto resultante de
uma densidade linear de carga uniforme p; .

A simetria deve ser considerada sempre primeiro, com o objetivo de determinar
dois fatores especificos: (1) com quais coordenadas o campo ndo varia e (2) quais com-
ponentes do campo ndo estio presentes. As respostas a essas questoes nos indicam gquas
componentes estao presentes e com guais coordenadas eles vartam.

Referindo-se & Figura 2.6, percebemos que & medida gque nos movemos pela linha
de cargas, vanando ¢ enquanto p e z mantém-se constantes, a linha de cargas parece ser
a mesma vista de qualquer dngulo. Em outras palavras, a simetria azimutal esta presen-
te ¢ nenhum componente de campo deve variar com .

Novamente, se mantivermos p € ¢ constantes, enguanto nos movemos para cima e
para baixo ao longo da linha de cargas mudando z, a linha de cargas ainda prossegue por
uma distincia infinita em ambas as diregoes e o problema nio se modifica. Essa € a sime-
tria axial e leva a campos que nio sao funcoes de z.

Se mantivermos ¢ e z constantes e variarmos p, o problema se modifica e a lei de
Coulomb nos leva a esperar que o campo se enfraqueca a medida que p aumenta. Logo,
por um processo de eliminagao, somos levados ao fato de que o campo varia apenas
com p.
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Agora, quais componentes estdo presentes? Cada comprimento incremental da
linha de cargas age como uma carga pontual e produz uma contribuigiio incremental
para a intensidade de campo elétrico que se direciona “para fora”™ em relacao ao incre-
mento de carga (assumindo uma linha de cargas positiva). Nenhum elemento de carga
produz uma componente em ¢ de intensidade elétrica. £, ¢ zero. Contudo, cada ele-
mento produz uma componente em £, ¢ uma em £, mas a contribuigao com £, de
elementos de carga que estio em iguais distdncias acima ¢ abaixo do ponto no qual esta-
mos determinando o campo se cancelara.

Portanto, descobrimos que temos apenas uma componente £, e ela varia apenas
com p. Agora devemos encontrar essa componente.

Escolhemos um ponto P00, v, () no eixo y para determinarmos o campo, Esse é um
ponto perfeitamente genérico em vista da falta de variacio do campo com ¢ e z.
Aplicando (12) para encontrar o campo incremental em # devido & carga incremental
d(} = p,dz’, temos

dE = —————
dreylr — 'l
em que
r=ya, = pa,
r=z'a,
c
r—1 =8, — 28
Logo,

_ mdz’(pa, — z'a,)
dmey(p® + 27)7

Uma vez que apenas a componente em E | estd presente, podemos simplificar:

_ prpdz
dmey(p + 22)*"

dE

FF- F

prpdz’
g- [tk
« dmeg(pm + 27"

Integrando com o auxilio de tabelas de integracio ou por mudanca de varidvel z'= p cot 8,
temos

a

P 1 - i
Eﬂ, — = (_E '—_-:; ﬂ)
41T'E.g:. [ "-,_,"rp- + 'S -=

E,= ‘- (19)
2meyp
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Essa ¢ a resposta desejada, mas existem vidrias outras maneiras de obté-la.
Poderiamos ter usado o dngulo @ como nossa varidvel de integracio, pois z° = p cotg @
pela Figura 2.6 e dz’ = —p cossec® ## df. Uma vez que R = p cossec #f, nossa integral se
torna, simplesmente,

dz’ sen 6 6
I‘fEF = --EEE-—E—-:l send = _P{L
4‘?TE.:|R' EI.ﬂ-EUP
p 2 p K}
4 L
_ - 5 H -
E, FT— J sen # db 7 pom— cOos E{L
— —_E_L._
2me,p

Aqui a integragio for mais simples, mas alguma expenéncia com problemas desse
tipo € necessdria antes de podermos, com certeza, escolher a varidavel de integracao mais
simples no inicio do problema.

Poderiamos também ter considerado (18) como nosso ponto de partida,

p,dv'(r —r')
6= |

o dmeglr — r"|i

fazendo p, dv' = p; dz’ e integrando ao longo da reta que € agora nosso “volume™ que
contém toda a carga, Vamos supor fazer 1sso ignorando tudo o que aprendemos relativo
a simetria do problema. Escolha o ponto P agora em uma posicio genérica (p. o, z)
(Figura 2.7) e escreva:

r=pa, + za.

r =z'a,

R=r—-r=pa;+(z—2')n,

R=Vp+(z-21)

pa, + (z — z')a,

N T

~pydz'[pa + (z —z2')a]
s i ]

3 4-11'.5“[(12 +E = E'}E]“z

_ & {JT pdza, 5 [“ (z —z')dz'a, }
dey " [P: +(z - zr}l]l.-'l 1 [pz e :']:]"—‘"E

B 'l‘"

Antes de integrar uma expressao vetorial, devemos saber se o vetor sob o sinal de
integracio (aqui os vetores unitdrios a, ¢ a_) varia ou ndo com a varidvel de integracio
(aqui dz"). Se nao varia, entio ele é uma constante e pode ser removido da integral, dei-
xando um escalar que pode serintegrado por métodos normais. Nossos vetores unitarios,
¢ claro, ndo podem mudar em intensidade, mas uma mudanga na dire¢ao ou no sentido
¢ da mesma maneira preocupante. Felizmente, a diregio e o sentido de a, ndo mudam
com 2’ (nem com p, mas mudam com ), € a_ € sempre constante,
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Ay

Figura 2.7 A geometria do problema para o campo em volla de uma linha de cargas miinita
leva a integracdes mais difficeis quando a simatria & ignorada,

Logo, removemos 0s vetores unitdrios das integrais ¢ novamente integramos com
tabelas ou por substitui¢ao de varidveis

pL ) pdz’ * (z-z')dz }
E=" —+a [
bl bsrsl)
dmen IL" o VP + (z -2 LTV + (220

_ P 2 .
= 4#£U{|:up A + u:{ll}j| = 21T'E|;.|I'J“F

Novamente obtemos a mesma resposta, como deveriamos, pois nio ha nada de erra-
do com o método, exceto pelo fato de a integracao ser mais dificil e haver duas integra-
gOes para resolver. Esse € o prego que pagamos por desprezar a consideragiio de sime-
tria € mergulhar de cabeca na matematica. Observe antes de integrar,

Outros métodos para resolver esse problema basico serdo discutidos posteriormen-
te, apas introduzirmos a lei de Gauss ¢ o conceito de potencial.

Agora, vamos considerar a resposta propriamente dita,

e
2weyp

E

a, (20)

Notamos que o campo cai inversamente com a distincia em relagio a linha de car-
gas, quando comparado com a carga pontual, na qual o campo decai com 0 guadrado da
distincia. Afastando-se dez vezes mais de uma carga pontual leva a um campo com ape-
nas 1% da for¢a imcial, mas afastando-se dez vezes mais de uma linha de carga apenas
reduz o campo para 0% do que era antes. Uma analogia pode ser feita com uma fonte

41
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de iluminacdo, pois a intensidade da luz a partir de uma fonte de luz pontual também cai
com o gquadrado da distiincia em relagio i fonte. O campo produzido por uma lAmpada
tubular fluorescente infinitamente longa decal inversamente com a primeira poténcia da
disténcia radial em relacao a limpada, e devemos esperar que a intensidade luminosa em
volta de uma limpada tubular de comprimento finito obedecga a essa lel na regidao perto
da lampada. A medida que nosso ponto se afasta para mais ¢ mais longe da limpada
tubular de comprimento finito, entretanto, ela eventualmente se parecerd com uma fonte
pontual, e 0 campo obedece a relagio com o inverso do quadrado da distincia.

Antes de deixar essa visao introdutona do campo de uma linha infinita de cargas,
temos de reconhecer o fato de que nem todas as linhas de cargas estao posicionadas ao
longo do eixo z. Como exemplo, vamos considerar uma linha de cargas infinita paralela
aoeixo zem x = 6,y = 8, Figura 2.8. Desejamos encontrar E no ponto de campo gené-
rico P(x,y, z).

Substituimos p em (20) pela distincia radial entre a linha de cargas e o ponto P,
R=V(x—6) + (v = 8)" e fazemos a_ ser a,. Logo,

FPL

E = : : — A
2me,V(x — 6)° + (y — 8)F
onde
. R _[Jf_— 6)a, + (v — E}i!_.,
R IR! 1.,'(,.-‘{'_. _ ﬁ-:I'J + (y - 3}2
Logo,

p. lx—6)a, + (v — 8)a,

E=_ : :
2wy (x — 6 + (y — 8)?

Novamente notamos que o campo ndo é uma funcio de z.

(6, &, 7
\\H\" F{-L v, zl

(0, 8, )

P

(G, 0,4 1
(o, B, A \
R (¥ 0

Figura 2.8 Um ponta Plx, v 2) & identificade perto de uma linha infinita & uniforme de
cargas posicionada em x = 8, ¥ = B,
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Ma Secao 2.6 descreveremos como 08 campos podem ser eshogados, e usaremos o
campo de uma linha de cargas como exemplo.

E2.5. Linhas uniformes e infinitas de cargas de 5 nC/m posicionam-se sobre 0s eixos
(positivo e negativo) x e vy no espago livre. Calcule E em: (a) P, (0,0,4); (B) Pg(0,3,4).

Resp. 45a_V/m; 10.8a + 36,9a_V/m

2.5 CAMPO DE UMA LAMINA DE CARGAS

Outra configuragio bdasica de cargas ¢ a ldmina infinita de cargas que tem uma
densidade uniforme de p, C/m* Tal distribwgao de cargas pode ser utihizada freqiiente-
mente para aproximar aquela encontrada nos condutores de uma linha de transmissao
de fita ou em um capacitor de placas paralelas. Como veremos no Capitulo 5, cargas
estaticas posicionam-se na superficie dos condutores e nao em seu interior. Por essa
raziao, p. ¢ comumente conhecida como densidade superficial de carga. A familia de dis-
tribuigiio de cargas estd agora completa — pontual, linear, superficial e volumétrica, ou
Q. pp.ps e p,

Vamos posicionar uma limina de cargas no plano vz e novamente considerar a
simetria (Figura 2.9). Vemos primeiro que o campo nio pode variar com y ou com z, e
as componentes v e z, originadas dos elementos de carga simetricamente posicionados
em relacdo ao ponto no qual desejamos calcular o campo, se cancelam. Logo, apenas E|
estd presente, e essa componente € fungiio de x somente. Estamos novamente diante de
uma escolha entre virnos métodos para avaliar essa componente, mas, dessa vez, utili-
zaremos apenas um método, deixando os outros para uma trangiila tarde de domingo.

Vamos utilizar o campo de uma linha de cargas infinita (19) dividindo a limina infi-
nita em faixas de largura diferencial. Uma dessas faixas ¢ mostrada na Figura 2.9. A den-
sidade linear de carga, ou carga por unidade de comprimento. & p, = p, dv’. e a distincia

dy’

Plx, 0, 0)

Figura 2.9 Uma lamina infinita de cargas no plano yz, um
porlo genérico P no eixo x, e a linha de cargas de largura
diferencial utilizada como o elemento na determinacic do
campo em P por dE = p.dy'as /(27eF).

43



ELETAOMAGNETISMO

dessa linha de cargas até nosso ponto genérico Pnoeixox é R = Vil + v - A contribui-
¢io para £_em P dessa faixa de largura diferencial é, entao,

'dli y d'-.r
P | A U SR e (S

- 3 2 ? Ji
Ei'rfn'\-.f'r.rz + y'° 2mey x” + y

Adicionando-se o efeito de todas as fitas,

Ps jt xdy'  ps ]}"i|x _ Ps
tan =
_ = g

E = =
L+ Yyt e x

: ETIE“

Se o ponto F tivesse sido escolhido no lado negativo do eixo x, entido

By= g

E'F.:r
pois o campo estd sempre direcionado de modo que saia da carga positiva. Essa dificul-
dade no sinal € usualmente superada pela especificagio de um vetor unitirio a,, que €
normal & limina e direcionado para fora, ou para longe dela. Entiio

E=£IIN (21)

2e,

Esse € um resultado surpreendente, pois 0 campo € constante em intensidade, dire-
cao e sentido. E tdo forte a 1 milhdo de quilémetros distante da lamina quanto junto A
superficie. Retornando para nossa analogia com a luz, vemos gque uma fonte uniforme de
luz no teto de um quarto muito amplo causa tanta illuminagio em uvm metro quadrado no
chao quanto em um metro quadrado a poucos centimetros do teto. Se vocé desejar maior
clareza nesse assunto, ndo vai adiantar segurar o livro mais perto de uma fonte de ilumi-
nacio desse tipo.

Se uma segunda lamina de cargas infinita que possui uma densidade de carga nega-
tiva —p; estd posicionada no plano x = g, podemos encontrar o campo total somando a
contribuigio de cada lamina. Na regiao x > a,

E, =y E=-PB3 E=p +E =0
EEU 2'EII .

e para x < 0,

g i E—-E-Ea E=F.  +E =10

' .E.Ell r E-E“ T ¥
equando ) < x < a,
o L8 S
E, Ze, a, E %e, A,
e
E=E, +E =54
€4 (22)

Esse € um resultado priatico importante, pois € o campo entre as placas paralelas de
um capacitor separadas pelo ar, caso as dimensoes ineares das placas sejam muito maio-
res que a separagao entre elas, e também estejamos considerando um ponto bem afasta-
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do das bordas. O campo no lado de fora do capacitor, quando nao é zero, conforme
encontramos para o caso ideal anterior, usualmente € desprezivel.

E2.6. Treés laminas de cargas infinitas e uniformes estio posicionadas no espaco livre
da seguinte maneira: 3 nC/m*em z = 4,6 nC/m* em z = 1 e =8 nC/m* em z = 4.
Calcule E nos pontos: (a) P,(2,5,-5):(b) Py(4,2,-3): (c) P(-1,-5,2); (d) P,(-2,4,5).
Resp. —56.5a_: 283a_: 961a_: 56,53 . todos V/m

2.6 LINHAS DE FORCA E ESBOCOS DE CAMPOS

Temos agora equagoes vetoriais para a intensidade de campo elétrico resultante
de varias configuragoes de cargas diferentes, e tivemos um pouco de dificuldade para
interpretar a intensidade, a direcio e o sentido do campo pelas equagoes. Infelizmente,
essa simphoadade ndao pode durar por muito mais tempo, pois resolvemos a maioria
dos casos simples e nossas novas distribuigdes de carga devem levar a expressoes mais
complicadas para os campos e maior dificuldade em visualiza-los pelas equagies.
Entretanto, € verdade que um desenho vale mil palavras, se soubermos qual desenho
fazer.

Considere o campo em torno de uma linha de cargas,

PL

E =
2ie, p a

i

A Figura 2.10a mostra uma visao da se¢ao reta da inha de cargas e apresenta o que seria
0 nosso primeiro esforgo de desenhar o campo — curtos segmentos de reta desenhados
aqui ¢ all possuindo comprimentos proporcionais a intensidade de E e apontando na
direcio e no sentido de E. A figura falha em mostrar a simetria com relacio a ¢, de forma
que tentamos entio novamente na Figura 2,105 com um posicionamento simétrico dos
segmentos de reta. O problema real agora aparece - as retas mas longas precisam ser
desenhadas na regido mais densa, e isso também ocorreria caso utilizdssemos segmentos
de reta de mesmo comprimento, mas espessura proporcional a E (Figura 2.10¢). Outros
esquemas incluem desenhar linhas mais curtas para representar campos mais fortes (o
que intrinsecamente leva ao erro) e utilizar intensidades de cores ou cores diferentes
para representar campos mais fortes.

Pelo momento, vamos nos contentar em mostrar apenas a diregio e o sentido de E
desenhando retas continuas saindo da carga e que sao, em todos os pontos, tangentes a
E. A Figura 2.10d mostra esse compromisso. Uma distribuicio simétrica de linhas (uma
a cada 45%) indica simetria azimutal, e as pontas das setas devem ser utilizadas para indi-
car o sentido.

Essas linhas sdo usualmente chamadas de linhas de forga, apesar de outras
expressoes como linhas de fluxo e linhas de diregao serem também utilizadas. Uma
pequena carga de teste positiva posicionada em qualquer ponto nesse campo € livre para
se mover aceleraria na diregio das linhas de forga que passam pelo ponto em questio. Se
0 campo representasse a velocidade de um liquido ou de um gds (que, conseqiientemen-
te, precisaria ter uma fonte em p = 0), pequenas particulas suspensas no liquido ou no gds
seguiriam as linhas de forga.
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T/ b
o\, Ml
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{a) (h)
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Figura 2.10 (&) Um esbogo muito pobre, (b) & {c) dois eshogos mais razodveis, & (d) a
forma usual de um esbo¢o de linhas de forga. Ma dltima forma, as setas mostram a diregéo e
o sentido do campo em todos os pontos ao longo da reta, e o espagamento das retas &
inversamenta proporcional a forga do campo.

Vamos descobrir mais tarde que um bidnus acompanha esse esbogo de linhas de
forga, pois pode-se mostrar que a intensidade do campo € inversamente proporcional ao
espacamento das linhas de forca para alguns casos especiais importantes. Quanto mais
proximas estio umas das outras, mais forte é o campo. Poderemos, entio, encontrar um
método mais facil e mais exato para se fazer esse tipo de esbogo de linha de forga.

Se tentissemos esbogar o campo da carga pontual, a variagio do campo para dentro
e para fora da pdgina causaria problemas essencialmente insuperiveis. Por essa razio,
esbogos 530 usualmente restritos a campos bidimensionais.

No caso do campo bidimensional, vamos assumir arbitrariamente £ = (. As linhas
de forga ficam confinadas em planos nos quais z € constante, e 0 esbogo € 0 mesmo para
qualquer plano desse tipo. Vidrias linhas de forga sao mostradas na Figura 2.11, e as com-
ponentes £ e E sdo indicadas em um ponto genérico. Lma vez que ¢ aparente, pela geo-

metria, que

E, dy
E.  dx

“IC

(23)

um conhecimento da forma funcional de £, e £ (e a habilidade para resolver a equagio
diferencial resultante) nos proporciona obter as equacoes das linhas de forga.
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Figura 2.11 A equagio de uma linha de forca & oblida resclvendo-se a equacio
diferencial E/E, = dy/dx.

Como uma ilustracio desse método, considere o campo da linha uniforme de cargas
com p; = 27E,

E=—a,
P
Em coordenadas cartesianas,
X ¥
I e I L i 1
X+ ¥y < el s 8

Logo, formamos a equacio diferencial

dy £, v dy  dx

— == == Du — =

dx £ X ¥ x

Com 1550,

Iny=Inx+C, ou Iny=lhx+InC

das quais as equacoOes das linhas de forca sao obtidas,
y=Cx

Se quisermos encontrar a equagio de uma linha de forga em particular, dizamos,
uma passando por P{—2,7, 10), simplesmente substituimos as coordenadas desse ponto
na equacdo e avaliamos o valor de C. No caso em questio, 7 = C(—2) e C = =35, de
forma que v = —3 5x.

Cada linha de forga esta associada a um valor especifico de C, e as linhas radiais mos-
tradas na Figura 2.104 sfio obtidas quando C = 0,1, =1 e 1/C = 0.

As equacgoes de linhas de forga podem também ser obtidas diretamente em coorde-
nadas cilindricas ou esféricas. Um exemplo envolvendo coordenadas esléricas serd exa-
minado na Segio 4.7,
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E2.7. Encontre a equagido da linha de forga que passa pelo ponto P(1, 4, —2) no

z

campo E =: (a) ?nr + t—‘;ﬂ}.: (b) 2e™[y(5x + 1)a, + xa,].

Resp. x% + 232 = 33:32 = 15,7 + 0.4x — 0,08 In(5x + 1)
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PROBLEMAS DO CAPITULO 2

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

Quatro cargas positivas de 10 nC estiao posicionadas no plano z = 0, nos vértices
de um quadrado de 8 cm de lado. Uma quinta carga positiva de 10 nC esta posicio-
nada em um ponto a 8 cm de distincia das outras cargas. Calcule a intensidade da
forga total sobre essa quinta carga para € = €,

Duas cargas pontuais de ), coulombs cada estio posicionadas em (0, 0, 1) e
(0,0, —1). Determine o lugar geométrico das posicdes possivels de uma terceira
carga ()5, onde ¢J, pode ser qualquer valor positivo ou negativo, de forma que o
campo total E = 0 em (0, 1,0). Qual seria o lugar geométrico se as duas cargas ori-
ginais fossem ¢}, e —(Q,?

Cargas pontuais de 50 nC cada estio posicionadas em A(1, 0, 0), B(—1, 0, 0),
Ci0,1,0) e D{0, —1,0), no espago livre. Encontre a forga total na carga em A.

(ito cargas pontuais idénticas de (2 C cada estdo posicionadas nos vértices de um
cubo com lado de comprimento @, com uma carga na origem e com as trés cargas
mais proximas em (@, 0.0), (0, a,0) e (0,0, a). Encontre uma expressio para o vetor
da forca total na carga em P{a, a.a), assumindo espago livre.

Seja uma carga pontual (), = 25 nC posicionada em P,(4, —2.7) e uma carga (), =
60 nC que estd em P,(—3.4. —2). (q) Se € = ¢, encontre E em F;(1,2,3). (¢) Em
qual ponto no eixo y tem-se £ = 07

Trés cargas pontuais, 5 x 10" C cada, estiio posicionadas no eixo x emx = —1,0
¢ 1, no espago livre. (@) Encontre E em x = 5. (b) Determine o valor e a localiza-
¢io da carga pontual anica equivalente que produziria o mesmo campo em distin-
cias muito grandes. (¢) Determine E em x = 5 usando a aproximacgio de (b).

UUma carga pontual de 2 puC estda posicionada em A(4, 3, 5) no espago livre.
Encontre £, E; e E, em F(8,12,2).

Um dispositivo rudimentar para medir cargas consiste em duas pequenas esferas
isolantes de raio g, uma das quais mantém uma posicdo fixa. A outra pode se
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No espago livre, portanto,

D =¢,E {apenas para espaco livre) {2)

Apesar de (2) ser aplicavel apenas para o vacuo, nao € restrita somente ao campo de uma
carga pontual. Para uma distnbuigio volumétrica de cargas genérnica, no espaco livre,

E _f p, dv .
= € R @g| (apenas para espaco livre) (3)

il

onde essa relagao fol desenvolvida do campo de uma carga pontual tnica. De uma forma
similar, (1) leva a

B P, dv
b=/ iR (4)

e (2) €, portanto, verdadeira para qualquer configuragio de cargas no espaco livre.
Devemos considerar que (2) define I} no espaco livre.

Como uma preparacio para o estudo de dielétricos mais tarde, seria bom ressaltar
agora que, para uma carga pontual imersa em um meio dielétrico ideal infinito, os resul-
tados de Faraday mostram que (1) € ainda aplicivel e, assim, também o é (4). Contudo,
a Equacio (3) ndo ¢ aplicivel. e entdo a relagiio entre D ¢ E serd ligeiramente mais com-
plicada que (2).

Lima vez que D é diretamente proporcional a E no espaco livre, nio parece ser real-
mente necessario introduzir um novo simbolo. Fazemos isso por diversas razoes.
Primeiro, porgue D) esti associado com o conceito de fluxo, que € uma idéia nova impor-
tante. Segundo, porque os campos D que obteremos serdo um pouco mais simples que
os campos E correspondentes, uma vez que £, ndo apareceri. E. finalmente, € atil fami-
hanzar-se um pouco com I¥ antes de ser aphcado a matenais dielétricos, no Capitulo 6,

Vamos considerar um exemplo numérico simples para ilustrar essas novas grande-
zas ¢ unidades.

Desejamos encontrar [) na regido em volta de uma linha de cargas uniforme de 5§ nC/m
que se estende ao longo do eixo 7. no espago livre.

Solugao. () campo E ¢
L 8 x 107" 143.8

E: okt 2 3|= a - ﬂ.=-'ﬂ,!\"|-"lm
2megp | 2w(B854 X 10 Y)p pF

Emp = 3m,E = 47 % _ V/m.
Associado ao campo E, encontramos
P 8 X 10 |
2wp

1273 x10°°
P

a a, Cim?

Fu

Ovalorem p=3méD = 0,424a, nC/m.
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O fluxo total que deixa uma linha de cargas de 5 m de comprimento é igual 4 carga
total neste comprimento, ou V¥ = 40 nC.

E3.1. Dada uma carga pontual de 60 uC posicionada na origem, calcule o fluxo elé-
trico total que passa por: (a) a porgio da esfera r = 26 cm limitada por 0 < ge ]
< ¢ < %; (b) a superficie fechada definida por p = 26 cm e z = * 26 cm: () o plano

z = 26 cm.

Resp. 7.5 pC: 60 uC; 30 uC

E3.2. Calcule D em coordenadas cartesianas no ponto P(2, =3, 6) produzido por:
(@) uma carga pontual @, = 55 mC em ((—2,3, —6): (b) uma linha uniforme de car-
gas g ; = 20 mC/m sobre o eixo x: () uma densidade superficial uniforme de cargas
pee = 120 pC/m? sobre o plano z = =5 m.

Resp. 638a, — 957a + 19.14a_pC/m* —212a, + 424a_pC/m?; 60a_ pCim?

55

3.2 A LEIlI DE GAUSS

(s resultados dos expenmentos de Faraday com as esferas concéntricas podenam ser
resumidos como uma lei experimental estabelecendo que o fluxo elétrico que passa por
uma superficie esférica imagindna localizada entre as duas esferas condutoras € igual 4
carga confida dentro da propna superficie imaginaria. Essa carga contida estara distribui-
da na superficie da esfera interna, ou podera estar concentrada como uma carga pontual
no centro da esfera imagindria. Entretanto, como um coulomb de fluxo elétrico € produ-
Zido por um coulomb de carga, o condutor interno podena ser, da mesma maneira, um
cubo ou uma chave de metal, e a carga induzida total na esfera externa continuaria a
mesma. Certamente a densidade de tluxo mudana da sua distnibwigio simétrica antenor
para alguma configuragio desconhecida, mas +{J) coulombs em qualquer condutor inter-
no produziria uma carga induzida de —( coulombs na esfera externa. Dando mais um
passo adiante, poderiamos agora substituir 08 dois hemisférios externos por uma vasilha
de sopa vazia (mas completamente fechada). (J coulombs na chave de metal produzina
W = (J linhas de fluxo elétrico e induziria — ) coulombs na vasilha de estanho.!

Essas generalizacOes do experimento de Faraday levaram ao seguinte enunciado,
conhecido como Lei de Crauss.

O fluxe elétnco que passa por qualquer superficie fechada € 1gual & carga total que esta
conhida dentro dessa HI.'IFI'-I‘.']'ﬁL"iE-,

A contribuigao de Gauss, um dos maiores matematicos que o mundo ja produziu, foi,
na verdade, ndo em enunciar a lei conforme conhecemos, mas em proporcionar uma
forma matematica para seu enunciado, que devemos obter agora.

I Se fosse um isolante perfeito, a sopa poderna ainda ser deixada na vasilha, sem nenhuma diferenca nos
resultados,
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Figura 3.2 A densidade de fluxe elétrico D, em P devida &
carga Q. O fluxo total passando por ASé D, - AS.

Vamos imaginar uma distribuicdo de cargas, mostrada como uma nuvem de cargas
pontuais na Figura 3.2, cercada por uma superficie fechada de qualquer formato. A
superficie fechada pode ser a superficie de alpum material real, mas de forma mais
genérica € qualquer superficie fechada que desejarmos visualizar. Se a carga total € (J,
entao (J coulombs de fluxo elétrico passarid pela superficie circundante. Em todos os
pontos na superficie o vetor densidade de fluxo elétrico D terd algum valor D, onde o
subscrito & simplesmente nos lembra de que D deve ser calculado na superficie, e D,
de uma forma geral, variara em intensidade, diregio e sentido de um ponto para outro
na superficie.

Devemos agora considerar a natureza de um elemento incremental da superficie.
Um elemento incremental de drea AS € quase uma porcao de uma superficie plana, e a
descricdo completa desse elemento de superficie requer nao apenas uma definicio de sua
drea AS, mas também de sua orientagio no espago. Em outras palavras, o elemento incre-
mental de superficie € uma grandeza vetonal. A dnica direciio que pode ser associada a
AS ¢ a direcio da normal ao plano que ¢ tangente a superficie no ponto em questao.
Existem, naturalmente, duas normais possiveis, mas tal ambigiidade € eliminada esco-
lhendo-se a normal que esta no sentido “para fora”, sempre que a superficie for fechada
e 0 termo “para fora” tiver um significado especifico.

Considere um elemento incremental de superficie AS em qualquer ponto P e suponha
que D faga um dngulo # com AS, como mostra a Figura 3.2, O fluxo que atravessa AS € o
produto da componente normal de D com AS,

AW = fluxo que atravessa AS = D A5 =Dgcos§ AS =Dy AS

E.morm

onde somos capazes de aplicar a definigdo do produto escalar desenvolvido no Capitulo 1.
O fluxo roral que passa pela superficie fechada € obtido somando-se as contribuighes
diferenciais que atravessam cada elemento de superficie AS,

v= [av=4 D-as
Jsaperficis

fechada

A integral resultante é uma integral de superficie fechada e, uma vez que o elemen-
to de superficie d8 sempre envolve as diferenciais de duas coordenadas, tais como dx dy,
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O uso de V + I} é muito mais usual que div I, apesar de ambas as formas terem suas
vantagens, Escrevendo V -+ D) nos permite obter, de forma simples e rapida, as derivadas
parciais corretas, mas apenas em coordenadas cartesianas, conforme veremos. Por outro
lado, div D) & Gtimo para nos lembrar da interpretagéo fisica de divergéncia. Deveremos
utilizar a notaciao de operador V - I de agora em diante, para indicar a operacao de
divergéncia.

O operador vetorial V nao € utilizado apenas com divergéncia, mas também para
diversas outras operagoes que aparecerio depois. Uma delas ¢ Vu, onde u € qualquer
campo escalar, o que leva a

o il d o b i i
Vu=|_—a +—a +_—a|u= M s e et P
dr © dy - dz dx dy © 0%

O operador V nio tem uma forma especifica em outros sistemas de coordenadas, Se
estivermos considerando D em coordenadas cilindricas, entdo V + I ainda indica a diver-
géncia de I, ou

1 9 14Dy aD,

V-D-= D)+ +
LpD,) p b az

B Poap
¢ essa expressao for retirada da Secao 3.5, Nao temos forma propna para V nos auxiliar
a obter essa soma de derivadas parciais. Isso significa que Vi, ainda nio definido mas
facilmente escrito em coordenadas cartesianas, nao pode ser expresso por nos nesse
momento em coordenadas cilindricas. Tal expressao serd obtida quando Vu for definido
no Capitulo 4.

Devemos concluir nossa discussio de divergéncia apresentando um teorema que
serd necessario diversas vezes nos proximos capitulos, o teorema da divergéncia. Esse teo-
rema se aplica a qualquer campo vetorial para o qual a derivada parcial apropriada exis-
ta, apesar de ser mais facil, neste caso, desenvolvé-lo para a densidade de fluxo elétrico.
MNa realidade, ja o obtivemos e temos agora pouco mais para acrescentar do que mostra-
lo ¢ nomed-lo, pois, comegando da lei de Gauss,

fﬂ - ds =

5

s f p, dv
vl

¢ entdo substituindo p, pela igualdade
V-.D =),

e fazendo

lemaos

fﬂ-ﬁ'5={?= p, dv = V-Ddv
& ~ yul

il

A primeira e ultima expressoes constituem o teorema da divergéncia

‘ fﬂ*.:ﬂi.=f?-l}du (22)
g vl
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Figura 3.7 O tecrema da divergéncia define gue o fluxo
total que atravessa a superficie fechada & igual a integral
da divergéncia da densidade de fluxo dentro do volume
envolvido, Uma secao reta do volume e agul mostrada

que pode ser enunciado como:

A integral da componente normal de qualquer campo vetorial sobre uma superficie
fechada € igual & integral da divergéncia desse campo vetorial no volume delimitado pela
:-.'I.lrslir['[:.'i:: fechada.

Novamente, enfatizamos que o teorema da divergéncia é verdadeiro para qualquer
campo vetorial, apesar de o termos obtido especificamente para a densidade de fluxo elé-
trico I); mais tarde teremos oportunidade de aplica-lo a diversos campos. Seus beneficios
derivam do fato de ele relacionar uma integral tripla em algwm voluwme com uma integral
dupla na superficie que delimita tal volume. Como exemplo, ¢ muito mais ficil procurar
por vazamentos em uma garrafa cheia de liguido agitado, pela inspecio da sua superfi-
cie, do que pelo cilculo da velocidade em cada ponto interno.

() teorema da divergéncia se torna lisicamente dbvio se consideramos um volume
v.cuja secio reta € mostrada na Figura 3.7, que € delimitado pela superficie fechada §.
A divisido do volume em um grande nimero de pequenos compartimentos de tamanho
diferencial e a consideragio de uma célula mostram que o fluxo que diverge de tal célu-
la entra, ou converge para, a célula adjacente, a menos que a célula contenha uma por-
¢io da superficie externa. Resumindo, a divergéncia da densidade de fluxo por um
volume leva, portanto, ao mesmo resultado que determinar o fluxo liguido que atraves-
sa a superficie delimitadora.

Vamos considerar este exemplo, para ilustrar o teorema da divergéncia.

Calcule ambos 0s lados do teorema da divergéncia para o campo I} = Zeya, + x*a, C/m’
¢ 0 paralelepipedo retingulo formado pelos planos x = lel,y=0e2,ez=0¢e 3.

Solugae. Calculando primeiro a integral na superficie, notamos que I é paralelo as
superficies z = 0 e z = 3, de forma que D - d8 = (. Para as quatro superficies restantes,
temaos
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£ 2 3 2
$p-as= [ [0, 0 (-tvaza) + [ [(0)..,- (aydza)
5 Ju Jo ; Jo Jo

- 1

i 1 :
+ /; ﬁ (D)o (—dxdza) + .A : (D),_2* (dxdza,)

¥ a2 3 el
= —f f [D_L}_-,- il d}‘ﬂlﬂ' +- / / (D‘_}r ]{i}' df_.
i ik o U W '
3 s 3 el
_ / ] (D,),_ydx dz + // (D), _, dx dz
af b i - 10 i1 =a

Entretanto, (D), ,=0e (D), = (D), ; 0 que deixa apenas

3 2 3 2
jgn-:.m: / [lﬁﬂk}_, dy dz = /fzydydz
g | J 1 {}

=j'4da=1z
1]

Uma vez que

a integral volumétrica se torna

3 2 1 3 2
F-Ddr=fff2ydxdydz=ffl}'d}'n'z
vl i 0 0 0 il
3
=f4f.f::= 12
il

e a prova estd completa. Lembrando da lei de Gauss, percebemos que também determi-
namos gue uma carga total de 12 C encontra-se dentro desse paralelepipedo.

E3.9. Dado o campo ID = 6p sen %qbap + 1.5p cos %afrni, C/m?, calcule ambos os lados do
teorema da divergéncia para a regiao delimitadaporp =2, d =0, =7,z =0ez =5,

Resp. 225:225
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Continuando a adicionar cargas. encontramos que o potencial resultante de n cargas pon-
tuais é

2, 0, U,
Vip) = + = e
(r) dregr — ;]  dweglr — 1l dmeqlr — 1l
ou
+ L]F.lr
| P4 =
(r) 2, dmeglr — 1, (17)

il

Se cada carga pontual for agora representada como um pequeno elemento de uma dis-
tribuicdo volumétrica continua de carga p Av, entdo

izl pr ) A, i plr)Av By p e, ) A,
dregr — |l dweglr — 1l dmeqr — r,)

A medida que permitimos que o nimero de elementos se torne infinito, obtemos a
expressao integral

et dv'
V(r) =£ ikl

ol daregle — ¢’

(18)

Andamos uma boa distincia do campo potencial de uma carga pontual vnica, e seria
util examinar (18) e refrescar nossa memoria em relacio ao significado de cada termo. O
potencial Vir) ¢ determinado em relagio a um potencial zero de referéncia no infinito e
¢ uma medida exata do trabalho executado para se trazer uma carga unitaria do infinito
para o ponto de campo em r no gual estamos calculando o potencial. A densidade volu-
métrica de carga p (r') e o elemento diferencial de volume dv' combinam-se para repre-
sentar uma quantiﬂade diferencial de carga p (r')dv' posicionada em r'. A distincia Ir —
r'l € a distincia do ponto de fonte ao ponto de campo. A integral € uma integral (volu-
métrica) maltipla.

Se a distribuigio de cargas toma a forma de uma linha de cargas ou de uma limina
de cargas, a integracio ¢ ao longo da linha ou sobre a superficie.

[ pulraL
Vir) = Fym—— (19)
psir’)ds’
V S 5 =
(r) s dareglr — r'l (20)

A expressao mais genérica para o potencial é obtida combinando (17), (18), (19)
e (20).

Essas expressoes de integrais para o potencial em termos da distribuigio de cargas
devem ser comparadas a expressoes similares para a intensidade de campo elétrico, tal
como (18) na Secio 2.3

pAr')dv' gp-r
E_ — N L, s A =L LS vy | S
(r) Vl:vl deglr — ¢l Ir = 'l

() potencial novamente varia com o inverso da distinaa, e aintensidade de campo elé-
trico varia com o inverso do quadrado da distincia. A dltima, é claro, € um campo vetonal.
Para ilustrar o uso de uma dessas integrais do potencial, vamos calcular V no eixo
z para uma linha de cargas uniforme p; na forma de um anel, p = a, no plano z = 0,
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Yal 4+ z-

dL' = a dgy

Figura 4.4 O campo polencial de um anel de densidade linear uniforme de carga &

faciimente oblido por V = JIIpI_[J"}e'I'.L"-'rI:i-T.‘E.||I' —r'l.

conforme mostra a Figura 4.4, Trabalhando com (19), temos dL" = add’,r = za_,
r' = aa,, r—r'| = ‘\.f";.:rj + e

s fl” pradd’ 3 pra
o R e VI 2
dme,Va + 2 legVa +z

Para um zero de referéncia no infinito, entao:

1. O potencial devido a uma carga pontual dnica é o trabalho realizado para deslo-
car uma carga unitiria positiva do infinito até o ponto no qual desejamos o poten-
cial, e o trabalho € independente do caminho escolhido entre os dois pontos,

2. O campo potencial na presenca de certo numero de cargas pontuais € a soma dos
campos potenciais individuais devidos a cada carga.

3. O potencial devido a certo namero de cargas pontuais ou qualquer distribuicio
continua de cargas pode assim ser calculado deslocando uma carga unitina do
infinito até o ponto em questdo ao longo de qualquer caminho que escolhermos.

Em outras palavras, a expressio para o potencial (zero de referéncia no infinito),
A
Vy = —f E - dL
s

ou diferenca de potencial

A
Via=Vi—Ve=—] E+dL

i

nao € dependente do caminho escolhido para a integral de linha, ndo importando a fonte
do campo E.
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Esse resultado € freqiientemente enunciado de forma concisa, lembrando-se de que ne-
nhum trabalho é realizado ao se deslocar a carga unitaria por qualquer caminho fechado, ou

j{E-dL=[} (21)

Um pequeno circulo é colocado no sinal de integragio para indicar a natureza fecha-
da do caminho. Esse circulo também apareceu na formulagao da lei de Gauss, em que
uma integral de superficie fechada foi utilizada.

A Equacio (21) é verdadeira para campos estdticos, mas veremos no Capitulo 10 que
Faraday demonstrou ser incompleta quando campos magnéticos variantes no tempo
estavam presentes. Uma das grades contribuigdes de Maxwell para a teoria eletromagné-
tica fol mostrar que um campo elétrico varante no tempo produz um campo magnético
€. com isso. devemos esperar encontrar mais tarde que (21) nao € correta quando E ou o
campo magnético varia com o tempo.

Restringindo nossa atengio para o caso estitico no gual E ndo muda com o tempo,
considere o circuito c.c. mostrado na Figura 4.5. Dois pontos, A ¢ B, estdo marcados, e
(21) determina que um trabalho nulo estd envolvido no deslocamento de uma carga uni-
tdaria de A até B por R, e por Ry, e depois de volta para A por R,, ou que a soma das dife-
rencas de potencial ao longo de qualquer caminho fechado € zero.

A Equagdo (21) €, entdo. apenas uma forma mais genérica da lei circuital de
Kirchhoff para tensdes, mais geral na medida em que podemos aplici-la a qualquer
regido na qual um campo elétrico exista ¢ nao estamos restritos a um circuito convencio-
nal composto de fios, resisténcias e baterias. A Equagiio (21) deve ser corrigida antes de
aplica-la a campos variantes no tempo. Veremos isso no Capitulo 10 e, no Capitulo 13,
seremos capazes de estabelecer a forma geral da lei de tensoes de Kirchhoff para circui-
L0s nos quais tensoes e correntes variem no tempo.

Qualgquer campo que satisfaga a uma equagao do tipo de (21), isto €, em que a inte-
gral de linha fechada do campo € zero, &€ um campe conservativo. () nome vem do fato de
que nenhum trabalho € realizado (ou que a energia € conservada) ao longo de um cami-
nho fechado. O campo gravitacional também € conservativo, pois qualquer energia
despendida na movimentacio (levantando) de um objeto contra o campo ¢ recuperada
exatamente quando o objeto € retornado (abaixado) para sua posigio original. Um campo
gravitacional nio conservativo poderia resolver nosso problema de energia para sempre.

A

.
B

Figura 4.5 Um problema de circuito c.c. simples que deve ser solucionado pela aplicagio
de flE « dL. = D na iorma da lei das tensbes de Kirchhoff.
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Dado um campo ndo conservativo, evidentemente € possivel que a integral de linha
se¢ja zero para determinados caminhos fechados. Como exemplo, considere o campo de
forca F = sen wpa,. Ao redor de um caminho circular de raio p = p,, temos dL = p dd
A, €

-

e T

fﬁ L= [

A integral € zero se p, = 1, 2,3, ..., etc., mas nio € zero para outros valores de p,, ou
para a maioria dos outros caminhos fechados, ¢ o campo dado ndo é conservativo. Um
campo conservativo deve levar a um campo nulo para a integral de hnha ao redor de
todos caminhos fechados possiveis.

sen o A, pydd a, = j; pysen wpy ddr = 2arp,sen wpy

E4.6. Se tomarmos o zero de referéncia para o potencial no infinito, calcule o poten-
cial em (0, 2, 2) causado por essa configuragao de cargas no espago livre: (a) 12 nC/m
na linha p = 2.5 m, z = 0; (b) carga pontual de 18 nC em (1. 2, —1); (c) 12 nC/m na
linhay=25.z=10.

Resp. 520V 432V:674V

4.6 GRADIENTE DO POTENCIAL

Temos agora dois métodos para determinar o potencial: um diretamente da intensi-
dade de campo elétrico por meio de uma integral de linha e outro pela propria distribui-
¢ao basica de cargas por meio de uma integral volumétrica. Nenhum dos dois métodos é
muito atl na determinacio dos campos na maioria dos problemas priticos, pois, como
veremos, nem a intensidade de campo elétrico nem a distribuigiio de cargas sdo freqiien-
temente conhecidas. A informagao preliminar € muito mais provavel que consista em
uma descrigao de duas superficies eqliipotenciais, tal como a situagao de termos dois con-
dutores paralelos de se¢des retas circulares em potenciais de 100V e — 100 V. Talvez dese-
jemos encontrar a capacitincia entre os condutores, ou as distribui¢coes de carga e de cor-
rente nos condutores das quais as perdas possam ser calculadas.

Essas grandezas podem ser facilmente obtidas pelo campo potencial, e nosso obje-
tivo imediato sera utilizar um método simples para encontrar a intensidade de campo
elétrico por meio do potencial. Ja temos a relagio genérica entre essas duas grandezas,
que ¢ uma integral de linha,

V=—fE-dL (22)

mas ¢ muito mais facil utilizar na direcio inversa: dado E, encontrar V.

Entretanto, (22) pode ser aplicada a um elemento de comprimento muito curto AL
ao longo do qual E ¢ essencialmente constante, levando a uma diferenga de potencial
incremental AV,

AV = -E- AL (23)
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(1,2

Figura 4.10 O campo eletrostatico de um dipolo pontual com seu momento na diregio a.
Seis superficies eqlipotenciais 2&o identificadas com valores relativos de V

Para obter um grifico do campo potencial, podemos escolher um dipolo em que
Odiidme,) = 1, e entao coséd = Vr:. As linhas superiores e inferiores na Figura 4.10
indicam eqiiipotenciais para as quais V = 0, +0.2, +0.4, +0,6, +0.8 e + 1, conforme
indicado. O eixo do dipolo € vertical, com a carga positiva no topo. As linhas de forga
para o campo elétrico sao obtidas pela aplicagio dos métodos da Secio 2.6 em coor-
denadas esféricas,

E, rde send

E, dar 2cos

ou
1
? = 2 cotg # da

da qual obtemos
r= Csen’d

As linhas de forga, a direita e a esquerda, mostradas na Figura 4.10 sdo para O, = 1,
1.5. 225



CAPITULD & Energia e Potencial

() campo potencial do dipolo, Equacio (34), pode ser simplificado usando 0 momento
do dipolo. Vamos primeiro identificar o vetor comprimento direcionado de —¢) para +(
como d e definir o momento de dipole como (d e associd-lo ao simbolo p. Logo,

p=d (37)

As unidades de p sao C - m.
Uma vez que d - a, = d cosfl, temos

p-a
T (38)

V=—
darere

Este resultado pode ser generalizado como

' i 39
SN e (5)

V= : =
dreyr = r'l°

onde r posiciona o ponto de campo P e r' determina o centro do dipolo. A Equacio (39)
¢ independente de qualquer sistema de coordenadas.

O momento de dipolo p aparecerd novamente quando discutirmos materiais dielé-
tricos. UUma vez que ele € igual ao produto da carga pela separagio, nem o momento de
dipolo nem o potencial mudario a medida que (! aumentar e d diminuir, desde que o
produto se mantenha constante. O caso limite de um dipolo pontual é atingido quando
fazemos d se aproximar de zero e () se aproximar de infinito, de modo que o produto p
seja finito.

Voltando nossa atengio para os campos resultantes, é interessante notar que o campo
potencial ¢ agora proporcional ao inverso do guadrade da distincia, e a intensidade de
campo elétrico € proporcional ao inverso do cubo da distinca em relagao ao dipolo. Cada
campo cal mais rapido que o campo correspondente para a carga pontual, mas isso nao é
mais do que deveriamos esperar, pois as cargas opostas parecem estar mais proximas entre
si em distiincias majores e atuam mais como se fossem uma carga pontual de 0 C.

Arranjos simétricos de maiores numeros de cargas pontuais produzem campos pro-
porcionais ao inverso de poténcias mais ¢ mais altas de r. Essas distribui¢oes de cargas
sao chamadas de multipolos, e sdo utilizadas em sénies infinitas para aproximar configu-
ragoes de cargas mais complexas,

E4.9. Um dipolo elétrico posicionado na origem no espago livre tem um momento
p =3 — 2a +a nC - m (a) Calcule V em P4(2, 3, 4). (b) Calcule V em r = 2,5,
8 = 30° ¢ = 40",

Resp. 0,23V; 197V

E4.10. Um dipolo de momento p = 6a. nC * m estd posicionado na origem no espa-
¢o livre. (a) Calcule V em P(r = 4,8 = 20°, ¢ = 0°). (b) Calcule E em P.

Resp. 3,17 V; 1,58a, + 0,29a, V/m
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4.8 DENSIDADE DE ENERGIA NO CAMPO
ELETROSTATICO

Introduzimos o conceito de potencial pela consideracao do trabalho realizado. ou
energia despendida, no deslocamento de uma carga pontual por um campo elétrico, e
agora precisamos solucionar as pendéncias daguela discussao, dando um passo adiante
na investigagio do fluxo de energia.

Trazer uma carga positiva do infinito até o campo de uma outra carga positiva requer tra-
balho, e esse trabalho € realizado pela fonte externa que move a carga. Vamos imaginar que a
fonte externa desloca a carga até um ponto proximo da carga fixa e a mantenha la. A energia
deve ser conservada, e a energia gasta trazendo essa carga para a posigio representa agora
uma energia potencial, pois se a fonte externa soltasse a carga, esta ultima aceleraria, afastan-
do-se da carga fixa, e adquirina sozinha energia cinética e capacidade de realizar trabalho.,

Com o objetivo de encontrar a energia potencial presente em um sistema de cargas,
temos de encontrar o trabalho realizado por uma fonte externa no posicionamento das
cargas.

Vamos comegar visualizando um universo vazio. Trazer uma carga (J, do infinito até
gqualgquer posi¢io ndo requer trabalho, pois nio hda campo presente.” O posicionamento
de {J, em um ponto no campo de ¢, requer uma quantidade de trabalho dado pelo pro-
duto da carga (), pelo potencial naquele ponto gerado por (J,. Representamos esse
potencial por V, ., onde o primeire subscrito indica a posicio e o segundo subserito, a
fonte. Ou seja. V, , é o potencial na posicio de (), devido a ¢J,. Logo,

Trabalho para posicionar {J, = (J, V,,
Similarmente, vamos expressar o trabalho necessirio para posicionar cada carga adi-
cional no campo de todas as outras j4 presentes:
Trabalho para posicionar ¢, = Q, V;, + O, V5,
Trabalho para posicionar O, = 0, V, + Q,V,, + O, V,,
¢ assim em diante. O trabalho total é obtido somando-se cada contribuicio:

Trabalho total de posicionamento = energia potencial do campo

= W = O,Vy; + hV, + LV, + OV,

40
+ Qi + Qs + W

Notando a forma de um termo representativo na equagao antenor,

Q:V;, = '—Q!-— x _Q.r.“_

' 341.'&_,.’3]3 - Efirs,,Rg,

onde K, e Ry, representam, cada um, a distincia escalar entre (2, e (). Vemos que pode-
ria bem ter sido escrito, igualmente, (J, V, . Se cada termo da expressio para a energia
total € substituido pelo seu equivalente, temos

W= QVia + QiViz+ @)V + QWVig + QVay + Qg + - (41)

* Contudo, alguém em uma fdbrica no infinilo precisaria, em primeiro lugar, realizar uma quantidade infinita
de trabalho para criar a carga pontuall Quanta energia € necessdria para juntar duas meas cargas para fazer
uma carga unitdaria?
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E4.11. Calcule a energia armazenada no espaco livre para a regido 2 mm < r < 3 mm,

0= 8<90°0< ¢ < 9N dado o campo de potencial V =:(a)

200, 300 cos
r

3
Vi(b) = V.

Resp. 464 p); 36,7 ]
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PROBLEMAS DO CAPITULO 4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.6

4.7

O valorde E em P(p = 2,¢ = 40°, z = 3) € dado como E = 100a, — 200a, +300a,
Vim. Determine o trabalho incremental necessario para deslocar uma carga de
20 puC por uma distiincia de 6 pm: (a) na diregio de a_; (b) na diregio de a  (c) na
direcao de a_: (d) na dire¢ao de E; (¢) na dire¢cdo de G = 2a, — 3a_ + 4da..

Um campo elétrico ¢ dado como E = —10e*(sen 2za, + x sen 2za, + 2x cos 2za.)
Vim.(a) Calcule E em P(5,0, 7/12).(b) Quanto trabalho é realizado para se mover

uma carga de 2 nC por um distincia incremental de 1 mm a partir de P pela dire-
¢iodea,? (c)Dea? (d) Dea.? (¢) De(a, +a, +a.)?

Se E = 120a, V/m, calcule a quantidade incremental de trabalho realizado na movi-
mentacao de uma carga de 50 pC por uma distincia de 2 mm de: (a) P(1.2.3) em
direcio a (M2.1,4):(b) (N2, 1.4) na diregio de P(1, 2,3).

A energia despendida ao se deslocar uma carga de 4 uC da origem até (x, 0, ()
ao longo do eixo x € diretamente proporcional ao quadrado do comprimento do
caminho. Se £ = 7 V/m em (1, 0, (), determine £, no eixo x como uma fungio
de x.

Calcule o valor de fj G - dL para G = 2ya,_com A(l, —1,2) e P(2,1, 2) usando
o caminho: (a) segmentos de linha reta A(1, —1,2) para B(1,1,2) para P(2, 1, 2);
(b) segmentos de linha reta A(1, —1,2) para (2, —1, 2) para P(2,1, 2).

Determine o trabalho realizado no deslocamento de uma carga de 2 pC de (2,1,
—1) até (8, 2, —1) pelo campo E = ya, + xa, ao longo da (a) pardbola
x = 2y, (b) hipérbole x = 8/(7 — 3v):(c) linha reta x = 6y —4.

Seja G = 3oy'a, + 2za,. Dado o ponto inicial P(2, 1, 1) e o ponto final (4,3, 1),
calcule _Jl"G - dL usando o caminho: (a) linha reta: v = x — 1, z = 1; () pardbola:
by=x'+2,z=1.



4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

CAPITULD & Energia e Potencial

Dado E = —xa, + ya ,calcule o trabalho envolvido no deslocamento de uma carga

unitaria positiva por um arco circular do circulo centrado na origem, de x = a até
£l

x=y=a/ V2

Uma densidade superficial de carga unmiforme de 20 nC/m? estd presente na

superficie esférica r = 0,6 em no espaco livre. (a) Calcule o potencial absoluto

em P(r = 1cm, # = 25°, ¢ = 50°). (k) Calcule V ,; dados os pontos A(r = 2 cm,
= 30% ¢ = 60%) e B(r = 3 cm, 8 = 45°, ¢ = 90°).

Expresse o campo potencial de uma linha de cargas infinita (a) com zero de refe-
réncia em p = p;(b)com ¥V = V,em p = p,. (c) O zero de referéncia pode ser colo-
cado no infinito? Por qué?

Seja uma densidade superficial de carga uniforme de 5 nC/m? presente no plano
z = 0, uma densidade linear de carga uniforme de 8 nC/m posicionada em x = (),
z = 4, e uma carga pontual de 2 puC presente em FP(2.0,0). Se V = 0em M(0.0, 5),
calcule V em N(1, 2, 3).

Em coordenadas esféricas, E = 2r/(r* + a*)a, V/m. Calcule o potencial em
qualquer ponto, usando a referéncia (a) V = 0 no infinito; (b) V =0em r = 0;
(c) V=100V emr = a.

Trés cargas pontuais idénticas, de 4 pC cada, estio posicionadas nos vértices de um
triangulo eqiiilatero de 0,5 mm de lado, no espacgo livre. Cuanto trabalho deve ser
realizado para mover uma carga para um ponto eqilidistante das outras duas e na
linha que as une?

Dado o campo elétrico E = (v +1}a, + (x —1}a, + 2a_, calcule a diferenca de
potencial entre os pontos (a) (2, -2, —1) e (0,0,0); (b) (3,2, -1) e (-2, —3,4).

Duas linhas de cargas uniformes de 8 nC/m cada estio posicionadas em v = 1,
r=2eemx = —1,y =2, noespago livre. Se o potencial na origem vale 100V, cal-
cule ¥V em P(4,1,3).

O potencial em qualquer ponto do espago € dado, em coordenadas cilindricas, por
V = (kip®) cos{bd) V/m, onde k e b sAo constantes. (a) Onde estd o zero de refe-
réncia para o potencial? (b) Caleule o vetor intensidade de campo elétrico em
qualquer ponto (p, ¢, 2).

Densidades superficiais de carga uniformes de 6 e 2 nC’/m* estao presentes em
p = 2 e 6 cm, respectivamente, no espago livre. Considere que V =0 em p = 4 cm
e calcule Vem: (a) p = 5Scm;(b) p =7 cm.

Calcule o potencial na origem produzido por uma linha de cargas p, = kx/{x® +
) que se estende ao longo do eixo x de x = g até +=, onde a = (. Assuma o zero
de referéncia no infinito,

A superficie anelar 1 em < p < 3 em, z = (), estd carregada com a densidade super-
ficial ndo uniforme de carga p,. = 5p nC/m* Calcule V em P(0,0,2cm) se V =0 no
infinito.
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4‘!2'..

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4‘!3'.]

Uma carga pontual () estd posicionada na origem., Expresse o potencial em ambas
as coordenadas cartesianas e cilindricas, e utilize a operagao de gradiente em cada
sistema de coordenadas para calcular a intensidade de campo elétrico. () resulta-
do deve ser conferido, convertendo-o em coordenadas esféricas.

Seja V = 2xv'z’ + 3 In(x® + 2% + 32%) V no espacgo livre. Calcule cada uma das
seguintes grandezas em P(3,2, —1): (a) V:(b) IVL: (c) E: (d) |El; (e) a,: (f) D.

Um certo campo potencial € dado em coordenadas esféricas por V' = V(rfa) sen 4.
(Calcule a carga total contida dentro da regiao r < a.

Sabe-se que o potencial é dado como V' = B0p"" V. Assumindo as condigdes de
espago livre, calcule: (a) E: () a densidade volumétrica de carga em p = 0.5 m: (c)
a carga total presente dentro da superficie fechada p = 06,0 < 7 < L.

A superficie definida pela equacdo x* + »* + z = 1000, onde x, y € z sdo positivos,
¢ uma superficie eqilipotencial na qual o potencial vale 200 V. Se [El = 50 V/m no
ponto P(7, 25, 32) sobre a superficie, calcule E.

Dentro do cilindro p = 2,0 < z < 1, o potencial é dado por V = 100 + 50p +
150p sen ¢ V. (a) Calcule V.E, D e p,em FP(1, 60% 0.5) no espago livre. () Quanta
carga estd presente dentro do cilindro?

Consideremos uma placa muito fina, quadrada e condutora imperfeita, de 2 m de
lado, posicionada no plano = 0 com um vértice na origem, de modo que perma-
neca totalmente dentro do primeiro quadrante. O potencial em qualquer ponto da
placa € dado por V = —¢ ' sen y. (@) Um elétron entra na placa em x = 0,y = #/3
com velocidade inicial zero. Em qual diregio estd seu movimento inicial? (b) Por
causa de colisoes das particulas na placa, o elétron atinge uma velocidade relativa-
mente baixa ¢ pequena aceleragio (o trabalho que o campo exerce nele, em gran-
de parte, € convertido em calor), O elétron se move, portanto, ao longo de uma
linha de forca. Onde ele deixa a placa e em que diregio estara se movimentando
nesse instante?

Duas cargas pontuais de 1 nC em (0,0,0.1) e —1 nC em (0.0, —0.1) estao no espa-
¢o livre. (a) Calcule Vem P(0.3,0,04).(b) Calcule |[E|l em P.(c) Agora trate as duas
cargas como um dipolo na origem e calcule V em P.

Use a intensidade de campo elétrico de um dipolo [Secao 4.7, Equacao (36)] para
calcular a diferenca no potencial entre pontos em #_ e #,, cada ponto tendo as mes-
mas coordenadas r e . Sob quais condigbes a resposta concorda com a Equacao
(34), para o potencial em 87

Um dipolo que tem um momento p = 3a, — 5a, + 10a, nC - m estid posicionado
em (21,2, —4) no espago livre. Calcule V em P(2, 3, 4).

Um dipolo para o qual p = llea. C * m esta posicionado na ongem, Qual € a
equagdo da superficie na qual £, = O mas E # 07



4.3

CAPITULD & Energia e Potencial

Um campo de potencial no espago livre é expresso como V. = 200(xvz) V.
(a) Calcule a energia total armazenada dentro do cubo 1 < x, y. z < 2. (b) Qual
valor seria obtido caso fosse assumida uma densidade uniforme de energia igual
ao valor no centro do cubo?

(a) Utilizando a Equacao (36), calcule a energia armazenada no campo do dipolo
na regiiio r = a. (b) Por que nio podemos deixar a se aproximar de zero, no limite?

Uma esfera de cobre de 4 cm de raio esti carregada com uma carga total umifor-
memente distribuida de 5 pC, no espago livre. (@) Use a lei de (Gauss para achar D
externo i esfera. (b) Calcule a energia total armazenada no campo eletrostitico.
(c) Use W = (*/(2C) para calcular a capacidade da esfera isolada.

Uma esfera de raio a contém uma densidade volumétrica de carga uniforme
o, C/m?. Encontre a energia total armazenada aplicando (a) Equacio (43); (b)
Equacgao (45).

Quatro cargas pontuais de (0.8 nC estio posicionadas, no espaco livre, nos vértices
de um quadrado de 4 cm de lado. (a) Calcule a energia potencial total armazena-
da. (f) Uma quinta carga de 0.8 nC ¢ instalada no centro do quadrado. Novamente
calcule a energia total armazenada.
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CAPITULO

Corrente e Condutores

este capitulo e no Capitulo 6 aphcaremos as leis e 0s métodos que aprendemos

a alguns dos materiais com os quais um engenheiro deve trabalhar. Apos definir

corrente e densidade de corrente e desenvolver a equacao fundamental da con-
tinuidade, vamos considerar um matenal condutor e apresentar a lei de Ohm tanto na
sua forma microscopica quanto na macroscopica. Com esses resultados poderemos cal-
cular valores de resisténcia para algumas das formas geométricas mais simples que os
resistores podem assumir. As condigdes que devem ser respeitadas nas fronteiras dos
condutores serao encontradas em seguida. e esse conhecimento nos possibilita introdu-
zir 0 uso das imagens, Concluimos o capitulo considerando as propriedades de um semi-
condutor genérico.

No Capitulo 6 investigaremos a polarizacao de materiais dielétricos e definiremos a
permissividade relativa, ou a constante dielétrica — um importante parimetro de enge-
nharia. Tendo condutores e dielétricos, poderemos entio colocd-los juntos para formar
capacitores. A maioria do conhecimento obtido nos capitulos anteriores sera necessaria
para determinar a capacitincia das estruturas que serdo consideradas,

(Js principios eletromagnéticos fundamentais dos quais resistores e capacitores
dependem formam o assunto deste capitulo e do Capitulo 6. () indutor serd estudado no
Capitulo 9. B

5.1 CORRENTE E DENSIDADE DE CORRENTE

(Cargas elétricas em movimento constituem uma corrente. A unidade de corrente é
o ampere (A), definido como a taxa de movimento de cargas que passam por um dado
ponto de referéncia (ou atravessando um dado plano de referéncia) de um coulomb por
segundo. A corrente é simbolizada por [, portanto,

! 40
dt (1)

A corrente €, entio, defimda como 0 movimento de cargas positivas, apesar de a
conducio em metais ocorrer pela movimentacio de elétrons, conforme veremos em
breve.
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AQ=p Av
*,
% ag =_x.fu-f‘~ v
u

f/ - / .____.r!

AKX Al F *Ax
AS AL
{a) i

Figura 5.1 Um incremento de carga, AQ = pASAL, que se move por uma distincia Ar em
um tempo Ar, produz uma componente de densidade de corrente no limite de J, = pv,.

Em teoria de campo, usualmente, estamos interessados em eventos que ocorrem
em um ponto, em vez de em alguma regido ampla, e acharemos mais atil o conceito de
densidade de corrente, medida em ampéres por metro quadrado (A/m?). A densidade de
corrente ¢ um vetor! representado por J.

() incremento de corrente Af que atravessa uma superficie incremental AS normal
a densidade de corrente é

Al = .l;.\-;ji._‘{
e no caso em gue a densidade de corrente nio é perpendicular a superficie,
Al =)+ AS

A corrente total € obtida por integracio

I=Jl§l-riﬂ (2)

A densidade de corrente pode ser relacionada a velocidade da densidade volumé-
trica de carga em um ponto. Considere o elemento de carga AQ = p, Av = p AS AL, con-
forme mostra a Figura 5.1a. Para simplificar a explicacio, vamos assumir que o elemento
de carga estd orientado com suas arestas paralelas aos eixos coordenados e gue possua
apenas uma componente x de velocidade. No intervalo de tempo Ar, 0 elemento de carga
se¢ moveu por uma distincia Ax, como indica a Figura 5.15. Movemos, entio, uma carga
AQ = p, AS Ax por um plano de referéncia perpendicular a diregio de movimento em
um incremento de tempo Ar, ¢ a corrente resultante é

! Corrente ndo € um vetor, pois € ficil visualizar um problema no qual uma corrente total 7 em um condu-
tor de seqdo reta ndo uniforme (como uma esfera) deve ter diregdes diferentes em cada ponto de uma dada
secio reta. A corrente em um fio extremamente fino, ou uma correnfe flamentar, € ocasionalmente defini-
da como um vetor, mas usualmente preferimos ser consistentes ¢ dar a diregio ao filamento, ou caminho, e
nao a corrente.
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AQ Ax
Al==—"==p, AS—
Ar P a.-ir

Quando tomamos o limite com relagio ao tempo temos
Al = p, Adv,
onde v_representa a componente em x da velocidade v.* Em termos de densidade de cor-
renie enconiramos

~’{| = PV

e. de uma forma genérica,

1=y ‘ (3)

Este dltimo resultado mostra de forma muito clara que a carga em movimento se
constitul em corrente. Chamamos esse tipo de corrente de corrente de convecgdo,e J ou py
¢ a densidade de corrente de convecgdo. Note que a densidade de corrente de convecgao
estd lincarmente relacionada a densidade de carga, assim como 4 velocidade. A taxa de
fluxo de massa de carros (carros por metro quadrado por segundo) no Tunel Holland
poderia ser aumentada tanto pelo aumento na densidade de carros por metro cibico quan-
to pelo aumento da veloadade dos carros, se 0s motonstas fossem capazes de assim o fazer.

E5.1. Dado o vetor densidade de corrente J = 10p’za, — 4p cos’ & a, mA/m?; (a) cal-
cule a densidade de corrente em P(p = 3.4 = 30° z = 2): (b) determine a corrente
total que flui para fora da faixa circular p = 3,0 < ¢ <27, 2 < z << 2.8

Resp. 180a, — 9a, mA/m? 3,26 A

5.2 CONTINUIDADE DA CORRENTE

Apesar de supostamente estarmos estudando campos estdticos neste momento,
a introdugdao do conceito de corrente € seguida logicamente por uma discussao sobre a
conservacio da carga e da equagao da continuidade. O principio da conservacio da carga
determina simplesmente gue cargas nao podem ser criadas nem destruidas, apesar de
quantidades iguais de cargas positivas e negativas poderem ser simultaneamente criadas,
obtidas por separacao, destruidas ou perdidas por recombinagao.

A equagio da continmdade vem deste principio, quando consideramos qualguer
regiao limitada por uma superficie fechada. A corrente pela superficie fechada ¢

| = fl - dS
5

¢ esse fluxo para fora de carga positiva deve ser balanceado pelo decréscimo de cargas
positivas (ou, talvez, um aumento de carga negativa) dentro da superficie fechada. Se a

S A letra v mindscula € utilizada tanto para volume quanto para velocidade. Note, entretanto. que velocidade
SEMPre aparece como um vetor ¥, uma componente v, ou uma mtensidade vl enguanto o volume aparece ape-
nas na forma diferencial como dv ou Av.
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carga dentro da superficie fechada ¢ denotada por (0, entdo a taxa de decréscimo é
—d(}. /dr, e o principio de conservagao de cargas requer

\ 10
I= ?g.]*ffs=—f-{" (4)

et

Sena bom responder aqui a uma pergunta freqiientemente formulada, “Néo ha um
erro no sinal? Pensei que fosse [ = dQ,/di.” A presenca ou auséncia de sinal negativo
depende de qual corrente e carga consideramos. Na teoria de circuitos, usualmente, asso-
ciamos o fluxo de corrente para dentro de um terminal de um capacitor com a taxa tem-
poral de aumento da carga naquela placa. A corrente de (4), entretanto. flui para fora.

A Equaciio (4) € a forma integral da equagio da continuidade, e a forma diferencial,
ou pontual, € obtida utilizando o teorema da divergéncia para mudar a integral de super-
ficie em uma integral volumétrica:

-é.]-fﬂj: (V - J)dv
5 Syl

Em seguida, representamos a carga envolvida ), pela integral volumétrica da densidade
de carga

FLETISY Ifi‘lr a

el
(W J)dv = —— /p, edv
vl

Se concordamos em manter a superficie constante, a derivada torna-se uma deriva-
da parcial a pode aparecer dentro da integral
. o,
(V- dydv = S ig)
o Y o i) I'-Ilr
Uma vez que a expressio € verdadeira para qualquer volume, desde que pequeno, é
verdadeiro para um volume incremental
. ap
(V- 1Av = —"_J:t'r.ﬁv
i

da qual temos nossa forma pontual da equacio da continuidade,

ar (5)

Relembrando o significado fisico da divergéncia, essa equagao indica que a corren-
te, ou carga por segundo, que diverge de um pequeno volume, por unidade de volume, é
igual a taxa temporal de decréscimo da carga, por umidade de volume, em cada ponto.

Como um exemplo numérico ilustrando alguns dos conceitos das duas ultimas
secoes, vamos considerar uma densidade de corrente que estd direcionada radialmente
para fora e decresce exponencialmente com o tempo,

! s
J==¢"a, A/m’
r

Selecionando um instante de tempo ¢ = 1 s, podemos calcular a corrente total que flui
para fora em r = Sm:
[=14,8 =3¢ )4n5?) = 231 A

e
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Condutividade o

- e
Arca=§
¥
I=J8 —— Ry
il

L
Figura 5.3 Densidade de comrente J & intensidade de campo ekétrico E uniformes em uma
ragido cillndrica de comprimento L e secdo reta de drea 5 Aqui, V= [ A onde R = L5

ou
V = EL
Logo,
relsspaa
= Gplil el
ou
L
V= ﬂ'_.ﬁ f

A razio da diferenca de potencial entre as duas extremidades do cilindro pela cor-
rente que entra no terminal mais positivo, contudo, ¢ conhecida da teoria elementar de

circuitos como a resisiéncia do cilindro e, logo,

V' =IR
na qual
L
R=—
LAY

(12)

(13)

A Equacdo (12) é, naturalmente, conhecida como led de Ohm. e (13) nos permite cal-
cular a resisténcia R, medida em ohms (abreviada como (1), de objetos condutores que
possuem campos uniformes. Se 0s campos nao sao uniformes, a resisténcia pode ainda ser
definida como a razio de V por [, onde V é a diferenga de potencial entre duas superfi-
cies eqiiipotenciais especificadas no material e [/ é a corrente total que atravessa a super-
ficie mais positiva no material. Pelas relagoes integrativas genéricas em (10) e (11). e pela
lei de Ohm (8), podemos escrever essa expressao mais genérica para resisténcia quando

08 campos nao sao uniformes,

R=EI£__.£,E'EA‘L

I_.bm'ﬁ

(14)

A integral de linha € tomada entre as duas superficies eqinpotenciais no condutor, e a
integral de superficie € calculada na mais positiva dessas duas eqilipotenciais. Nao pode-
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maos resolver esses problemas nao-uniformes neste momento, mas deveremos ser capazes
de resolver varios deles apos passarmos pelos Capitulos 6 ¢ 7.

Como um exemplo da determinagao da resisténcia de um cilindro, vamos calcular a resis-
téncia de um fio de cobre #16 de 1L.609 m de comprimento e, 1,291 mm de didimetro.
Solugao. O diimetro do fio € 1,291 = 10* m, a drea da segiio reta é =(1,291 = 10 /2)
= 1308 % 10 "m’ e 0 comprimento ¢ 1.609 m. Utilizando uma condutividade de 5,80 =
107 8/m, a resisténcia do fio €, portanto,

1609
R= 580 107)(1,308 % 10°%) #lin

Esse fio pode seguramente suportar 10 A c.c., correspondendo a uma densidade de
corrente de 10/(1.308 x 10-%) = 7.65 * 10° A/m3, ou 7.65 A/mm2 Com essa corrente, a
diferenca de potencial entre as duas extremidades do ho é 212V, aintensidade do campo
elétrico é 0,312 V/m, a velocidade de deriva é 0,000422 m/s, ou um pouco mais que 1/4 de
quildmetro por semana, ¢ a densidade de carga de elétrons livres é — 1,81 > 10" C/m?, ou
aproximadamente um elétron por cubo de dois dngstrons de lado,

ES5.3. Calcule a magnitude da densidade de corrente em uma amostra de prata para a
qual e = 6,17 x 107" 5/m e p, = 00056 m*'V - s se: (a) a velocidade de deriva é 1,5 um/s;
(h) a intensidade de campo elétrico € 1 mV/m; (c) a amostra € um cubo de 2,5 mm de
lado e tem uma tensdo de 0.4 mV entre faces opostas; (d) a amostra ¢ um cubo de 2.5
mm de lado e por ela passa uma corrente total de 0.5 A.

Resp. 16,5 kA/m*;61.7 kA/m*; 9.9 MA/m? 80,0 kA/m?*

E5.4. Um condutor de cobre tem 15,24 mm de didmetro e 365.,7 m de comprimento.
Considere que por ele circule uma corrente total de 50 A, (a) Calcule a resisténcia total
do condutor. (b) Que valor de densidade de corrente existe nele? (¢) Qual € a tensio
continua entre as extremidades do condutor? (d) Quanta poténcia € dissipada no fio?

Resp. 0,035 (}:274 X 10° A/m*; 1,73 V; 86,4 W

5.4 PROPRIEDADES DOS CONDUTORES
E CONDICOES DE FRONTEIRA

Mais uma vez devemos temporariamente partir de nossas condighes estiaticas assumi-
das e deixar o tempo variar por alguns microssegundos para verificar o que acontece guan-
do a distribuicao de cargas € subitamente desbalanceada dentro de um maternal condutor.
Vamos supor, para fins de argumentacio, que apareca subitamente uma quantidade de elé-
trons no interior de um condutor. Os campos elétricos criados por esses elétrons ndo sio
contrapostos por nenhuma carga positiva, e 0s elétrons, portanto, comegam a acelerar afas-
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tando-se uns dos outros, [sso continua até que os elétrons atinjam a superficie do condutor
ou até que uma quantidade de elétrons igual 4 quantidade injetada atinja a superficie.

Nesse ponto, a progressao dos elétrons afastando-se uns dos outros ¢ interrompida,
pois 0 material que envolve o condutor € um isolante que nio possui uma banda de con-
dugio conveniente. Nenhuma carga deve permanecer dentro do condutor, Se assim acon-
tecesse, o campo elétrico resultante forcaria as cargas em direcao a superficie.

Por isso, o resultado final dentro de um condutor €é uma densidade de carga igual a
zero, e uma densidade superficial de carga em sua superficie exterior. Essa ¢ uma das
duas caracteristicas de um bom condutor.

A outra caracteristica, enunciada para condigoes estaticas nas quais nenhuma cor-
rente pode fluir, deriva diretamente da lei de Ohm: a intensidade de um campo elétrico
dentro do condutor € zero. Fisicamente, vemos que se um campo elétrico estivesse pre-
sente, 0s elétrons de condugdo se moveriam ¢ produziriam uma corrente, levando, assim,
a uma condi¢cio nao-estitica.

Resumindo, para a eletrostdtica, nenhuma carga e nenhum campo elétrico podem
existir em gualquer ponto dentro de um material condutor. Contudo, a carga pode apa-
recer na superficie, na forma de uma densidade superficial de carga, e nossa proxima
investigacao vai tratar de campos exfernos ao condutor.

Desejamos relacionar esses campos externos a carga na superficie do condutor. O
problema ¢ simples, e vamos primeiro direcionar nosso caminho para uma solugao com
pouca matematica.

Se a intensidade de campo elétrico externo for decomposta em duas componentes,
uma tangencial e outra normal a superficie do condutor, perceberemos que a componen-
te tangencial € zero. Se ndo fosse zero, uma forga tangencial seria aplicada aos elementos
de carga superficial, resultando no seu deslocamento e em condigbes ndo-estaticas. Uma
vez que condighes estaticas sio assumidas, a intensidade de campo elétrico e a densida-
de de fluxo elétrico tangenciais sio zero.

A lel de Gauss responde as nossas perguntas relativas a componente normal. O fluxo
elétrico que deixa um pequeno incremento de superficie deve ser igual a carga que resi-
de na superficie incremental. O fluxo ndo pode penetrar no condutor, pois 0 campo total
€ zero, entiao, deve deixar a superficie normalmente. Quantitativamente, dizemos que a
densidade de fluxo elétrico em coulombs por metro quadrado que deixa a superficie, nor-
malmente, ¢ igual & densidade superficial de carga em coulombs por metro quadrado, ou
Dy = py.

Se utilizarmos alguns dos nossos resultados anteriormente derivados na realizacio
de uma andlise mais cuidadosa (e incidentalmente introduzir um método genérico que
deveremos utilizar depois), deveremos estabelecer uma fronteira entre um condutor e o
espaco livre (Figura 5.4), mostrando as componentes tangencial ¢ normal de D e E no
lado do espago livre da fronteira. Ambos os campos sio zero no condutor. O campo tan-
gencial pode ser determinado aplicando a Equagao (21), Segao 4.5,

fE*rIL=[]

ao redor do pequeno caminho fechado abeda. A integral deve ser fragmentado em qua-

tro partes:
i) i Fi i
[ofo [ s
of iF o h g of o
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Espago livre

Condutor

Figura 5.4 Um caminho fechado @ uma superficie gaussiana apropriados sdo utilizados
para determinar as condicdes de fronteira na fronteira entre um condutor & o espaco livre;
E;=0aby,=ps

Lembrando que E = 0 dentro do condutor, fazemos com que o comprimento de a até b
ou de ¢ até d seja Aw e de b para ¢ ou de  para a seja Ah, e obtemos

EAw — Eyenpydh + Eyep, 34k =0

A medida que permitimos Ak se aproximar de zero, mantendo Aw pequeno mas fini-
to, nio faz diferenca se 0s campos normais sio ou nio iguais em a e b, pois Ah faz esses
produtos ficarem desprezivelmente pequenos. Logo,

EAw =0

e, as51m,

A condigao relativa ao campo normal € encontrada mais rapidamente considerando
D, em vez de E,, e escolhendo um pequeno cilindro como superficie gaussiana. Seja a
altura Ah e sejam as areas nas faces do topo e da base AS. Novamente vamos fazer Ah se
aproximar de zero. Usando a lei de Gauss,

fﬂ-d5={.}

integramos sobre as trés superficies distintas

AR RS

e verificamos que as duas tultimas sio zero (por diferentes razoes). Entio,

DyAS = Q = pAS

o

Dy = pg
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O segmento de reta x = 0, =1 = vy = 1, z = | carrega uma densidade hnear de
carga p, = @yl wC/m. Seja z = 0 um plano condutor determine a densidade super-
ficial de carga em: (a) (0, 0,0); (b) (0, 1, 0).

Um dipolo com p = 0,la_ pC - m esta posicionado em A(1,0,0) no espago livre, e
o plano x = 0 é perfeitamente condutor. (a) Calcule V em P(2,0.1). (#) Encontre
a equacio da superficie eqiipotencial de 200V em coordenadas cartesianas.

A uma certa temperatura, as mobilidades dos elétrons e dos buracos no germénio
intrinseco sao dadas como 0,43 m*'V - s e 0,21 m*/V - s, respectivamente. Se as con-
centracoes de elétrons e de buracos sio ambas de 2.3 % 10" m %, calcule a condu-
tividade nessa temperatura.

As concentragoes de elétrons e buracos aumentam com a temperatura. Para o sili-
cio puro, expressoes adequadas sdo p, = —p_ = 62007 " Cim*, A dependéncia
tuncional das mobihidades com a temperatura € dada por p, = 2.3 > 10°T 5" m*V -
sep, =21 X% 10°7T 2 m,/V - 5, onde a temperatura T & em graus Kelvin. Encontre
aem: (a) 0°C; (b) 40°C; (c) 80°C.

[Uma amostra de semicondutor tem uma secio reta retangular de 1.5 mm por 2.0 mm,
¢ um comprimento de 11,0 mm. OO material tem densidades de elétrons e buracos
de 1.8 % 10" ¢ 3,0 X 10" m 7, respectivamente. Se g, = 0,082 m*/V - m e y;, =
0,0021 m*V - m, calcule a resisténcia oferecida entre as faces extremas da amostra.
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Dielétricos e Capacitancia

endo investigado as propriedades de meios condutores no Capitulo 5, voltamos

agora nossa atengio para os materiais isolantes, ou dielétricos. Tais matenais dife-

rem dos condutores no sentido de que, idealmente, nio existe carga livre gue
possa ser transportada em seu interior para produzir corrente de condugio, Em vez
disso, todas as cargas estio confinadas a estrutura molecular ou cristalina pelas forgas de
coulomb. Um campo elétrico aplicado tem o efeito de deslocar cargas ligeiramente,
levando a formagio de um conjunto de dipolos elétricos. A extensao desse efeito € medi-
da pela permissividade relativa, ou constante dielétrica. A polarizagio do meio pode
maodificar o campo elétrico, cuja intensidade, diregiio e sentido podem diferir dos valores
que apareceriam em um dielétrico diferente ou no espago livre. Condigoes de fronteira
para os campos nas interfaces entre dielétricos sdo investigadas com o objetivo de ava-
liar essas diferencas.

O principio do deslocamento das cargas constitui-se em um mecanismo de armaze-
namento de energia que se torna util na construciao de capacitores. Além disso, a respos-
ta do dielétrico a campos variantes no tempo, particularmente a ondas eletromagnéticas,
¢ extremamente importante para o entendimento de muitos fendmenos fisicos ¢ para o
desenvolvimento de dispositivos dteis, conforme consideraremos em capitulos mais a
frente. Deve-se notar também que a maioria dos materiais possuird ambas as proprieda-
des dielétrica e condutora, 1sto €, um material considerado dielétrico pode ser ligeira-
mente condutivo, e um material que € principalmente condutivo pode ser ligeiramente
polarizavel. Essas variagoes dos casos ideais levam a alguns comportamentos interessan-
tes, particularmente com relagao aos efeitos na propagacio de ondas, conforme sera visto
posteriormente.

Seguindo a discussio de materiais dielétricos, os capacitores devem ser levados em
conta — particularmente com relagao a qual capacitincia pode ser obtida por uma dada
combinac¢ao de condutores e dielétricos. () objetivo é apresentar os métodos de cdlculo
de capacitincia para uma quantidade de casos basicos, incluindo geometnias de linhas de
transmissao, e ser capaz de fazer julgamentos com relagio a como a capacitincia seri
alterada por mudancas nos materiais ou nas suas configuracoes. Ambos os métodos ana-
litico e grifico para determinagio da capacitincia sdo discutidos. Procedimentos analiti-
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cos adicionais ¢ métodos numéricos que podem ser aplicados para computo da capaci-
tincia serio desenvolvidos no Capitulo 7. B

6.1 A NATUREZA DOS MATERIAIS DIELETRICOS

Apesar de ja termos mencionado materiais isolantes e dielétricos, ainda nao possui-
mos nenhuma relagio quantitativa nas quais eles estio envolvidos. Devemos ver breve-
mente, entretanto, que um dielétrico em um campo elétrico pode ser visto como um
arranjo de dipolos elétricos microscopicos no espaco livre, sao compostos de cargas posi-
tivas ¢ negativas, cujos centros niao coincidem exatamente.

Essas nao sao cargas livres e ndo podem contribuir para o processo de conducio.
Ao invés disso, elas sdo seguras em seus lugares por forgas atdmicas ¢ moleculares e
podem apenas trocar de posiciio ligeiramente em resposta a campos externos. Elas sdo
chamadas de cargas ligadas, em contraste com as cargas livres que determinam a con-
dutividade. As cargas ligadas podem ser tratadas como quaisquer outras fontes de
campo eletrostatico. Se ndo desejassemos, portanto, ndo precisariamos introduzir a
constante dielétrica como um novo parametro ou lidar com permissividades diferentes
da permissividade do espago livre. Contudo, a alternativa seria considerar todas as car-
gas em um pedacoe de material dielétrico. Esse € um prego muito alto a ser pago para ufi-
lizar todas as nossas equagoes anteriores sem modifica-las, e vamos, portanto, gastar
algum tempo teorizando sobre dielétricos de uma maneira qualitativa, introduzindo a
polarizagio P, a permissividade e, a permissividade relativa € , e desenvolvendo algumas
relagoes quantitativas envolvendo essas novas grandezas.

A caracteristica que todos os materiais dielétricos possuem em comum — ndo
importando se sao solidos, liquidos ou gasosos, e se sao de natureza cnstalina ou nio —
¢ a sua habilidade de armazenar energia elétrica. Esse armazenamento se dd por meio
de um deslocamento nas posigdes relativas das cargas ligadas internas positivas e nega-
tivas em relacao as forgas moleculares e atdbmicas normais.

Esse deslocamento contra uma forga restringente € andlogo a levantar um peso ou
esticar uma mola e representa energia potencial. A fonte da energia é 0 campo externo,
¢ 0 movimento das cargas que se deslocam causa uma corrente transitoria na bateria
que esta produzindo o campo.

() mecanismo real de deslocamento de carga difere nos varios materiais dielétri-
cos. Algumas moléculas, chamadas de moléculas polares, possuem um deslocamento
permanente existente entre os centros de “gravidade™ das cargas positivas e negati-
vas, e cada par de cargas age como um dipolo. Normalmente os dipolos estio orien-
tados de maneia aleatdria no interior do material, e a agdo do campo externo € para
alinhar essas moléculas, até certo ponto, na mesma dire¢ao. Um campo suficiente-
mente forte pode até produzir um deslocamento adicional entre as cargas positivas
¢ negativas.

Uma molécula apolar ndo possui esse arranjo de dipolos até que um campo
seja aphcado. As cargas positivas e negativas se deslocam em diregdes opostas, con-
ira a atragado mutua existente, e produzem um dipolo que esta alinhado com o
campo elétrico.
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 NpAQ
Ny AV

e utilizando (43),

= Mﬂ" AL, = N'I'.e'

T NSALy Ny (44)

uma vez que ALJAL, = 1. A determinagio da capacitincia pelo desenho do fluxo con-
siste meramente em contar os quadrados em duas diregoes, entre os condutores e em
volta de cada condutor. Pela Figura 6.12 obtemos

8 x 325 :
C =g I 57,6 pF/m

Ramo, Whinnery ¢ Van Duzer apresentam uma discussio excelente com exemplos
de construgio de mapas de campo por quadrados curvilineos. Eles oferecem as seguintes
sugestoes:’

Planeje fazer alguns eshocos grosseiros, levando apenas um minuto ou mais por
desenho, antes de comegar qualquer desenho mais cuidadoso. A utihzagio de
papel transparente sobre o desenho com a fronteira basica acelerara esses esbho-
¢os preliminares.

Divida as diferengas de potencial entre eletrodos conhecidas em um numero
igual de divisdes, digamos quatro ou oito para comecar.

Comece o esbogo das potenciais na regifio onde os campos sio mais bem conhe-
cidos, por exemplo, em alguma regiao onde se aproximam de um campo unifor-
me. Estenda as egilipotenciais de acordo com o seu bom senso pelo desenho.
Note que elas tendem a se concentrar nos angulos agudos da fronteira condutora
e a se espalhar na vizinhanga de angulos obtusos da fronteira.

Desenhe o conjunto de linhas de campo ortogonais. Uma vez que essas sao ini-
ciadas, elas devem formar quadrados curvilineos mas, & medida que eles se esten-
dem, a condigio de ortogonahdade deve ser mantida evidente, mesmo que 1550
resulte em alguns retangulos com razoes diferentes da unidade.

Olhe para as regides com razoes de lado ruins e tente ver o que estava errado
com a pnmeira tentativa de eqinpotenciais, Cornja-as e repita o procedimento
até que quadrados curvilineos razodveis aparecam no desenho.

Em regides de baixa intensidade de campo, haverd figuras grandes, freqiiente-
mente de cinco ou seis lados. Para julgar a correcao do desenho nessa regiao,
essas grandes unidades devem ser subdivididas. As subdivisdes devem ser inicia-
das na regiiio que precisa de subdivisio, e cada vez que um tubo de fluxo € divi-
dido ao meio, as divisoes de potencial nessa regiao devem ser divididas pelo
mesmo fator.

* Com permissdo de Ramo, 5., Whinnery, 1. R. ¢ Van Duzer, T. p. 51-32. Vejas as Referéncias Bibliograficas no
final deste capitulo. Mapas curvilineos sio discutidos nas p. 50-52.
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Os subscritos servem para identificar os problemas andlogos. E evidente que os poten-
ciais V, e V_, as intensidades de campo elétrico E, e E,, a condutividade ¢ a permissivi-
dade o e €, ¢ a densidade de corrente ¢ a densidade de fluxo elétrico J e D sdo andlogos
em pares. Referindo-se a um mapa quadrado-curvilineo, deveriamos interpretar os tubos
de fluxo como tubos de corrente, cada um agora levando uma corrente incremental que
nao pode deixar o tubo.

Finalmente, devemos olhar para as fronteiras. ) que € andlogo a uma fronteira con-
dutora na qual termina o fluxo eléirico em direcio normal e que € uma superficie eqilipo-
tencial? A analogia fornece a resposta, e vemos que na superficie dever terminar a den-
sidade de corrente em diregio normal e, de novo, ser uma superficie eqiiipotencial. Essa
¢ a superficie de um condutor perfeito, apesar de na pratica ser necessario apenas utilizar
um cuja condutividade seja muitas vezes a do meio condutor.

Com isso, se desejassemos encontrar o campo dentro de um capacitor coaxial que,
conforme vimos diversas vezes anteriormente, ¢ uma porc¢io do campo de uma linha infi-
nita de cargas, deveriamos pegar dois cilindros de cobre e preencher a regiao entre eles
com, por conveniéncia, uma solugio eletrolitica. Aplicando uma diferenca de potencial
entre os cilindros, podemos utilizar uma ponta de prova para estabelecer o potencial em
qualquer ponto intermedidrio, ou para encontrar todos aqueles pontos que possuem o
mesmo potencial, Essa é a esséncia da cuba ou do tanque eletrolitico. A grande vantagem
desse método reside no fato de que ele ndo € limitado a problemas bidimensionais.

A determinacio da capacitincia a partir dessas medigoes € facil. A corrente total gue
deixa o condutor mais positivo €

[ = jh-ds:r.rjﬂ E, - dS
5 5

onde a integral de superficie fechada ¢ tomada ao longo de toda a superficie do condu-
tor. A diferenca de potencial ¢ dada pelo negativo da integral de linha da placa menos
positivii para a mais positiva,

Voo = — | E, - dL

¢ a resisténcia total €, portanto,

) .1.'1’.':' = _.I'I’Er, - dL

R
' i
o @E, - dS
f
A capacitincia ¢ dada pela razao da carga total pela diferenga de potencial,
e PE, - d8
G I

Agora invocamos a analogia fazendo V , = V_, e E, = E_. ) resultado ¢

E

RC = (45)
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V=dAx+B (12)

onde A e B sio constantes de integragio. A Equacio (12) contém duas constantes desse
tipo. conforme deveriamos esperar de uma equacio diferencial de segunda ordem. Essas
constantes podem ser determinadas apenas pelas condi¢oes de fronteira.

Quais condicoes de fronteira deveriamos fornecer? Elas sdo de nossa escolha, uma vez
que nenhum problema fisico foi especificado ainda, com excecio da hipotese original de
que o potencial variava apenas com x. Devemos agora tentar visualizar tal campo. A maio-
ria de nds provavelmente ji tem a resposta, mas ela deve ser obtida por métodos exatos.

Uma vez que o campo varia apenas com x e nao € fungao de y e z, entiio V € uma
constante se x for uma constante ou, em outras palavras, as superficies eqiiipotenciais sao
descritas mantendo x constante. Essas superficies sio planos paralelos normais ao eixo x.
() campo €, entdo, aquele de um capacitor de placas paralelas, ¢ assim que especificarmos
o potencial em guaisquer dois planos, poderemos caleular nossas constantes de integragao.

Para sermos bastante genéncos, seja V = V,emxy = x,e V = V, em x = x..
Substituindo-se esses valores em (12), resulta em

V,=Ax; + B Vs= Ax; + B

Vilr — x7) — Valx — x
V= 1h 2) . 1)

Uma resposta mais simples teria sido obtida escolhendo-se condigtes de fronteira
mais simples. Se tivéssemos fixado V=0emx =0e V = ¥V, em x = d, entao

¥y
A= B=10
il

d (13)

Suponha que nosso objetivo primédrio seja encontrar a capacitincia de um capacitor de
placas paralelas. Resolvemos a equagiio de Laplace, obtendo (12) com as duas constantes,
A e B. Elas devem ser calculadas ou deixadas de lado? Presumivelmente nao estamos
interessados no campo potencial em si, mas apenas na capacitincia, e devemos continuar
com éxito mantendo A e B ou podemos simplificar a dlgebra com um pouco de pers-
picacia. A capacitincia ¢ dada pela razao entre a carga e a diferenca de potencial, entao
podemos escolher agora a diferenca de potencial como V), que ¢ equivalente a uma
condigiao de fronteira. Escolher uma segunda condigao de fronteira qualquer parece aju-
dar bastante a forma da equacio. Essa € a esséncia do segundo conjunto de condicoes de
fronteira que produziu (13). A diferenga de potencial foi fixada como V), fazendo o
potencial de uma placa igual a zero e o da outra igual a V. O posicionamento dessas pla-
cas foi feito tdo simples quanto possivel fazendo V = 0 em x = 0.
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Usando (13), precisamos ainda da carga total em uma das placas. antes que a
capacitincia possa ser calculada. Devemos lembrar que, guando primeiramente
resolvemos esse problema do capacitor no Capitulo 5, a laimina de cargas foi o nosso
ponto de partida. Ndo tivemos de trabalhar de forma muito drdua para encontrar a
carga, uma vez que todos os campos estavam expressos em fungao da mesma. O tra-
balho foi gasto para se encontrar a diferenga de potencial. Agora o problema € inver-
so (e simplificado).

s passos necessanos sao estes, apos a escolha das condigoes de fronteira ter sido feita:

1. Dado V,use E = —VV para encontrar E.

2. Use D = ¢E para encontrar .

3. Calcule I» em uma das placas do capacitor, D =D, = [},a,.

4. Reconhega que p; = D,

5. Encontre O por meio de uma integragiio de superficie sobre a placa do capacitor,

(= j: pgdS.

Temos, nesse caso,

X
V = V-
d
Va
E S 1.
3 a4,
D= —EL?-I a
d
F'\
Ds — Dl_.: 0= _Ef-f_ a,
dy = 4,
Dy = —E-H-I -
N i Ps
—ely Vi
= e das = —Ed
¢ a capacitincia ¢
e 101 ES
LI (14)

Deveremos utilizar este procedimento diversas vezes nos exemplos que se seguem.

Uma vez que nenhum problema novo € resolvido quando escolhemos campos que variam
apenas com y ou 7 em coordenadas cartesianas, passamos para coordenadas cilindricas
para o nosso proximo exemplo. Variagoes com relagdo a z novamente nio sio novidade
e, em seguida, assumimos variagio com relagio a p apenas. A equagio de Laplace fica

1 3/ av
o (pop) =
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ou
1 d dl
( (p ) -0
pdpl dp
Notando 0 p no denominador, excluimos p = () da nossa solugio, multiplicamos por p e
integramos,
dV
P dp ~ 4
rearranjamos e integramos novamente,
V=Alnp+ B (15)

As superficies eqgilipotenciais sdo dadas por p = constante e séo cilindros, e o proble-
ma ¢ aquele de um capacitor coaxial ou de uma linha de transmissao coaxial. Escolhemos
uma diferenga de potencial de V,, fazendo V = V, em p = a, V = 0 em
p=b,b=>a eobtemos

_ In{b/p)

= Vo ln(b/a) (16)

da qual
B = n(bla) ™
eV

aln{bla)

Ehycwal,
a Iln{ bla)

D."ﬁ": p=ua) =

0 =

1

_ 2wel
 In(b/a) (17)

que estd de acordo com nossos resultados no Capitulo 6.

Exemplo 7.3

Agora vamos assumir que V é uma fun¢iio apenas de ¢ em coordenadas cilindricas.
Devemos olhar para o problema fisico, em primeiro lugar, para uma mudanca e ver quas
superficies eqiipotenciais sio dadas por ¢ = constante. Elas sao planos radiais.
Condigoes de fronteira devem ser V=0emdé =0e¢ V =V, em ¢ = o, levando ao pro-
blema fisico detalhado na Figura 7.1.

A equacio de Laplace € agora
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{Pontoe 1)

Figura 8.3

Espago livre

Fe { Ponto 2)

Um filamente reto infinitamente bongo pelo

qual circula uma corrente continua /. O campo No ponto
2eéH = (l2mp)a,.

Podemos ilustrar a aplicacg
que utilizar a forma integral (3
Referindo-se a Figura 8.3,

tir variagio com z ou com ¢, O

¢ dado por ¢’ = z'a_. e assim

de forma que

ao da lei de Biot-Savart considerando um filamento reto
infinitamente longo. Vamos aplicar (2) primeiramente e depois integrar. [sso é o mesmo

) de uma vez.?

devemos reconhecer a simetria do campo. Nio pode exis-
ponto 2, no qual deveremos determinar o campo, € desta
forma escolhido no plano z = 0. O ponto de campo r €, assim, r = pa_. O ponto fonte r’

¢

Ro=r—r" =pa, — z'a,

pa, — z'a,

fpz = V& + 27
e

Tomamos JdL = dz’a_ e (2) se torna

'[-'I'I-I2 = i

Uma vez que a corrente estd orientada na direcao de valores crescentes de z°, 0s limites

dr(p? + 222

sd0 —o e % na integral, e temos

H, =

* O caminho fechado para a corrente pode ser considerado como possuindo um filamento de retorno parale-
ste de uma distincia infinita. Um condutor coaxial externo de raio infi-
nito € outra possibilidade tedrica. Na pritica. o problema & impossivel de ocorrer, mas devemaos perceber que
nossa resposta serd bastante exata perto de um fio reto muito fino gue possua um caminho de retorno de cor-

lo ao primeiro filamento e afastado de

rente muito afastado,

fm Tdz'a* x (pa, — z'a,)
—r 47]'{"}2 4 Ei_’j_{,-'_:'

I j:'“ pdz'a,
T dm S (pf + )2



CAPITULO 8 © Campo Magnético Estacionario

Figura 8.4 As linhas de forga da intensidade de
campo magnético em volta de um filamento reto
infemitamente longo pelo qual circula uma corrente
continua [ A direcio da [ & para deniro da pagina,

Neste ponto, o vetor unitirio a, dentro do sinal de integragao deve ser investigado, pois
nao ¢ sempre constante como sao os vetores unitdrios do sistema de coordenadas carte-
sianas. Um vetor ¢ constante quando sua intensidade, diregio e sentido sio todos cons-
tantes. O vetor unitario certamente possul uma intensidade constante, mas sua diregio e
sentido variam. Nesse caso, a, muda com a coordenada ¢, mas nao com p ou z.
Felizmente, a integragio aqui é com relagdo a 27, e a, € uma constante e pode ser remo-
vida de dentro do sinal de integracao.

=)

H, - fP“«.ﬁf_ dz’

4 oo p? + z°2)M
Tpag, z' |®
4']]’ p:".'l'r-"lp_:" s E':]_:;
€
I
H.=_—a
S 2t (8)

A intensidade do campo nao € fungao de & ou z, e varia inversamente com a distéin-
cia do filamento. A dire¢iao do vetor intensidade de campo magnético descreve uma cir-
cunferéncia. As linhas de forga sio, desse modo, circulos em volta do filamento, ¢ 0 campo
pode ser mapeado pela secao reta, conforme mostra a Figura 8.4,

A separacio entre as linhas de forga € proporcional ao raio, ou inversamente pro-
porcional & intensidade de H. Para ser especifico, as hinhas de forga foram desenhadas
com o0s quadrados curvilineos em mente. Ainda nao temos um nome para a familia de
linhas® que sao perpendiculares a essas linhas de forga circulares, mas o espacamento das

* Se voce ndo pode esperar, veja a Secio B6.

215

-®

llustracao



216

ELETAOMAGNETISMO

linhas de forga foi ajustado de modo que a adigio desse segundo conjunto de linhas pro-
duzirda uma conjunto de quadrados curvilineos.

Uma comparacao da Figura 8.4 com 0 mapa do campo elétrico ao redor de uma linha
de cargas infinita mostra que as linhas de for¢a do campo magnético correspondem exa-
tamente as eqiipotenciais do campo elétrico, e a familia de inhas perpendiculares ainda
sem nome (e ainda nao desenhada). no campo magnético corresponde as linhas de forga
do campo elétrico. Essa correspondéncia ndo € acidental, mas existem virios outros con-
ceitos que devem ser esclarecidos antes que a analogia entre os campos eléirico e mag-
nético possa ser explorada mais profundamente.

Utihzar a ler de Biot-Savart para encontrar H €, em muitos aspectos, similar ao uso
da lei de Coulomb para encontrar E. Cada um requer a determinagiao de um integrando
moderadamente complicado, que contém quantidades vetoriais, seguida de uma integra-
¢do. Quando estavamos interessados na lei de Coulomb resolvemos um nimero de exem-
plos, incluindo os campos devidos a uma carga pontual, uma linha de cargas e uma lami-
na de cargas. A lei de Biot-Savart pode ser utilizada para resolver problemas andlogos
com campos magnéticos, € alguns desses problemas aparecem como exercicios no final
do capitulo, e nio como exemplos aqui.

Um resultado iitil € o campo de um elemento de corrente de comprimento finito,
mostrado na Figura 8.5 (veja o Problema 8.8 no final do capitulo). H é mais facilmen-
te expresso em termos dos dngulos o, € a.. conforme esta identificado na figura. O
resultado é

!
H = —1sen a; — sen aq)a, (%)
dmp

Se uma ou ambas as extremidades estio abaixo do ponto 2, entio «, ou ambos o, e o,
sa0 negativos.

\
"'\.x L1

A
A X
>':.lll
i i
2\

' P, ® Popto 2

Figura 8.5 A intensidade de campo magnético causada
por um filamanto de corente da comprimeants finito nNo aixo
ze (lldmp)sen o, — SEN o, )8,
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Com a ajuda do teorema de Stokes, podemos transformar (21), (26) e (22) nas rela-
¢oes de rotacional equivalentes:

VxM=1J,
vszJ;
Ho
iv:-:H=.l (27)

Devemos enfatizar apenas (26) e (27), as duas expressoes que envolvem cargas
livres, no trabalho que se segue.

A relagio entre B, H e M expressa por (25) pode ser simplificada para meios isotro-
picos lineares, onde uma susceptibilidade magnética y , possa ser definida:

M = y,H (28)

Logo, temos
B = uy(H + yuH)

= pop H

onde
pe =1+ xu, (29)

¢ definida como a permeabilidade relativa p . Em seguida, definimos a permeabilidade p:

K= g, (30)
€ 1550 nos permite escrever a relagao simples entre B e H,

B =puH (31)

Dado um material ferrite que vamos especificar como operando de maneira linear com
B = 005 T, vamos assumir u, = 50 e calcular valores para y, . M e H.

Solugao. UUma vez que pu, = 1 + y,.temos

Xm = By — 1 =49
Também,

B = pp.fl

005
50 X 4 % 1077

I = 796 A/m
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A magnetizacao ¢ y H. ou 39.000 A/m. As formas alternativas de relacionar B e H
sa0, primeiramente,

B = p(H+ M)
(Al
0,05 = 47 x 10 7{796 + 39000)

mostrando que as correntes de Ampére produzem 49 vezes mais intensidade de campo
magnético que as cargas livres produzem. E, em segundo lugar,

B = pp,H

o

0,05 = 50 x 47 x 1077 x 796
onde utilizamos uma permeabilidade de 50 e deixamos essa grandeza responder comple-
tamente pela nogao de cargas hgadas. Devemos enfatizar a ultima interpretagio nos capi-
tulos seguintes.

As primeiras duas leis que investigamos para os campos magnéticos foram a lei de
Biot-Savart e a lel circuital de Ampere. Ambas estavam restritas ao espago livre em suas
aplicagoes. Vamos agora estender seus usos a qualquer material magnético homogéneo,
linear e isotrdpico que possa ser descrito em termos de uma permeabilidade relativa p .

Assim como encontramos para os materiais dielétricos anisotripicos, a permeabili-
dade de um material magnético anisotropico deve ser dada como uma matriz 3 X 3,
enquanto B e H sido ambos matrizes 3 < 1. Temos

B =p H t+pH+pH
B, = . H, + pu H, + . H,

JB: n F‘L:A'Ifr + F*:L'I'Ir 13 4”':.:1[!:
Para materiais anisotropicos, entdao, B = puH ¢ uma equacio matricial. Entretanto, B =
uolH + M) permanece vilida, apesar de B, H ¢ M nio serem mais paralelos de uma
forma geral. O material magnético amsotropico mais comum € um cristal ferromagnéti-
co simples, apesar de filmes magnéticos finos também apresentarem anisotropia. A maio-
ria das aplicagoes de materiais ferromagnéticos, entretanto, envolvem estruturas policris-
talinas que sio muito mais faceis de serem feitas,

Nossas definicoes de susceptibilidade e permeabilidade também dependem da condi-
¢io de linearidade. Infelizmente, isso ¢ verdade apenas nos materiais paramagnéticos e
diamagnéticos, que sio menos interessantes, para 0s quais a permeabilhidade relativa rara-
mente difere da unidade por mais que uma parte em mil. Alguns valores tipicos de suscep-
tibilidade para materiais diamagnéticos sio hidrogénio, —2 x 10-% cobre, —0.9 x 105
germénio, —0.8 X 109 silicio, <03 * 103 e grafite, —12 x 10-%. Algumas suscetibilida-
des paramagnéticas representativas sdo oxigénio, 2 X 10" tungsténio, 6,8 x 10 % dxido
de ferro (Fe,05), 1.4 X 10 % e oxido de itrio (Y,0,),0,53 x 10" Se simplesmente tomar-
mos a razao entre B e p i como a permeabilidade relativa de um maternial ferromagné-
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tico, valores tipicos de g variariam de 10 a 100.000. Materiais diamagnéticos, paramagné-
ticos ¢ antiferromagnéticos sao normalmente chamados de nao magnéticos.

E9.6. Encontre a magnetizacio em um material magnético onde: (a) o = 1.8 X 107
Him e H = 120 Alm; (b) p, = 22, existem 8,3 x 10°* dtomos/m* e cada dtomo tem um
momento de dipolo de 4,5 < 107 A - m? (¢) B =300 uTe y, = 15.

Resp. 1599 A/m:374 A/m: 224 A/m

E9.7. A magnetizacdo em um material magnético para o qual y,, = 8 ¢ dada em certa
regido como 150z, A/m. Em 7 = 4 cm, calcule a intensidade de: (a) J,2(b) J: () 3,

Resp. 135 A/m% 1.5 A/m% 12 A/m?®

9.7 CONDICOES DE FRONTEIRA MAGNETICAS

Nio deveremos ter dificuldades em alcancar as condicdes de fronteira corretas a
serem aplicadas a B.H e M na interface entre dois materiais magnéticos diferentes, pois
ja resolvemos problemas similares tanto para materiais condutores quando para dielétni-
cos, Niao precisamos de novas técnicas.

A Figura 9.10 mostra uma fronteira entre dois materiais lineares homogéneos isotro-
picos com permeabilidades p, e p,. A condicio de fronteira nas componentes normais €
determinada permitindo que a superficie corte uma pequena superficie gaussiana cilin-
drica. Aplicando a lei de Gauss para o campo magnético da Secio 8.5,

fﬂ*d.‘i=ﬂ
5

Figura 93.10 Uma superficie gaussiana & um caminho fechado sdo
construidos na fronteira entre os meios 1 e 2, gue possuem permeabilidades
iy 8w, respectivamente. Disso delerminamos as condicdes de fronleira

B.; = B & Hy — H, = K, a componente da densidade superficial de
corrente que asta direacionada para dentro da pagina
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A identidade vetorial
V(AXxH)=H'(VXA)—A-(V xH) (54)

pode ser provada por expansao em coordenadas cartesianas. A indutincia €, portanto,

-
[ = }'i[i V(AxH)dv+ [ A-(V x H)dv] (55)

vl Wil

Apos aplicar o teorema da divergéncia na primeira integral e fazer V x H = J na segun-
da integral, temos

!
L= -ﬁ[?fm X H) - dS + [ A Jdv
kil

A integral de superficie € zero, uma vez que a superficie envolve o volume que con-
tém toda a energia magnética, e isso requer que A ¢ H sejam zero na superficie da fron-
teira. A indutincia pode entio ser escrita como

: [
L=— A-Jd
J3 . P aaE (56)

A Equacao (56) expressa a indutincia em termos de uma integral dos valores de A
¢ J em todos os pontos. Uma vez que a densidade de corrente exista apenas dentro do
condutor, o integrando € zero em todos os pontos fora do condutor, e o potencial vetor
magnético nao precisa ser determinado 1. O potencial vetor € aquele criado pela corren-
te J, e qualquer outra fonte de corrente que contribua para um campo potencial vetor na
regiao da densidade de corrente original deve ser ignorada pelo momento. Mais tarde
veremos que isso leva a uma indutdncia miitua.

O potencial vetor magnético A devido a J € dado pela Equacio (51), Capitulo 8,

el
A = f cax e
[. I

¢ a indutincia pode ser expressa mais basicamente como uma integral volumétrica dupla
mais complexa,

_1 o WP
L N 1:'3_ 'n-'-::-l(l'-nl ""1'1'||'R d‘-") -If'h-" [5?}

Uma expressao integral ligeiramente mais simples é obtida se restringirmos nossa
atencao a filamentos de corrente de se¢oes retas pequenas para os quais J dv pode ser
substituido por [ dL e a integral volumétrica por uma integral de linha fechada ao longo

do eixo do filamento,
1 pud dL
L =— - - [dL
It %‘ (?‘; 47 R )

L f ()

Nosso nico interesse neste momento nas Equagoes (37) e (58) reside na implicagio
destas de que a indutincia ¢ uma fung¢ao da distribuigio espacial de corrente ou da geo-
metria da configuracao de condutores.

Para obter nossa defini¢do original de indutincia (49) vamos considerar, por hipdte-
se, uma distnbuigao de corrente uniforme em um condutor filamentar de segio reta
pequena, de forma que J dv em (56) se torna /[ dL,

(58)
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I
L= 'l‘;j{A'dL (59)

Para uma segiio reta pequena, dL pode ser tomado ao longo do centro do filamento,
Agora aplicamos o teorema de Stokes e obtemos

1
L=;,f|:t- % A) - dS
5

ou
L=lfﬂ-d5
[Js
ol
ip
Lom™ (60)

Revendo os passos seguidos na obtencao de (60), vemos que o fluxo @ € aquela por-
¢do do fluxoe total que passa por toda ¢ qualquer superficie cujo perimetro é o caminho
filamentar de corrente.

Se agora fizermos o filamento dar N voltas idénticas em volta do fluxoe total, uma
idealizaciio que pode ser conseguida razoavelmente em alguns tipos de indutores, a inte-
gral de linha fechada deve consistir de N voltas ao redor desse caminho comum, e (60)
muda para

L= (61)

O fluxo @ € agora o tluxo que atravessa qualquer superficie cujo perimetro seja o cami-
nho ocupado por qualquer wna das N espiras. A indutincia de uma bobina de N espiras
pode ainda ser obtida de (60), entretanto, se percebermos que o fluxo é aquele gque atra-
vessa a superficie complicada® cujo perimetro consiste de todas as N espiras.

A utilizacado de qualquer uma das expressdes de indutdncia para um condutor fila-
mentar real (que possua raio igual a zero) leva a um valor infinito de indutincia, inde-
pendentemente da configuracao do filamento. Perto do condutor, a lei circuital de
Ampere mostra que a intensidade de campo magnético varia inversamente com a distan-
cia ao condutor, ¢ uma integragio simples logo mostra que uma guantidade infinita de
energia e uma quantidade infinita de fluxo estdo contidos dentro de qualquer cilindro
finito em torno do filamento. Essa dificuldade € eliminada especificando um pequeno
mas finito raio para o filamento.

O interior de qualquer condutor também contém fluxo magnético, e esse fluxo
envolve uma fracio varidvel da corrente total, dependendo da sua localizacao. Esses
enlaces de fluxo levam a uma indutincia interna, que deve ser combinada com a indutén-
cia externa para se obter a indutincia total. A indutéincia interna de um fio longo, retili-
neo, de secdo reta circular de raio a e com distribui¢io uniforme de corrente é

Lot = i H/m (62)

um resultado solicitado no Problema %.43 no final desse capitulo.

Y Algo semelhante a uma rampa em espiral.
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CAPITULD 11 Linhas de Transmissao

Figura 11.34 Veja o Problema 11.30

11.31

11.32

11.33

11.34

11.35

esquerda de X, e um méaximo de tensido € localizado valendo 3 vezes mais que o
minimo de tensio. Use a carta de Smith para calcular: (a) £ (b) s; (c) a impedincia
de entrada normalizada da batedeira de ovos vista olhando-se para a direita a par-
tir do ponto X,

Com objetivo de comparar o quio pontiagudos sdo 0s miximos ¢ minimos de uma
onda estaciondria, considere uma carga 7; = 4 + j0 posicionada em z = (. Seja
IVipm = 1 €A = 1 m. Determine a largura de: (a) um minimo onde V1 < 1.1; (b)
um méaximo onde | V1 = 4/1,1.

Uma linha sem perdas esti operando com Z, = 40 ), f = 20MHz e 8 = 7.5+«
rad/m. Com um curto-circuito substituindo a carga, um minimo ¢ encontrado em
um ponto da linha, que ¢ marcado com um pequeno ponto de tinta colorida. Com
a carga instalada, encontra-se que s = 1,5 ¢ um minimo de tensdo se locahza a | m
em dire¢ao a fonte a partir do ponto colorido. (@) Encontre Z;: (b} Qual carga pro-
duziria s = 1,5 com [V, no ponto marcado com tinta?

Na Figura 11.17, seja Z, = 40 — j10 , Z, = 50 {), f = B0O MHz e v = ¢. (a)
Encontre a menor distincia o, de um estube de curto-circuito, e a distincia mais
curta d em que ele pode ser posicionado em relagio i carga, de modo a propiciar
um casamento perfeito com a linha principal & esquerda do estube. (b) Repita para
um estube com a terminaciao em aberto.

A linha sem perdas mostrada na Figura 11.35 estd operando com A = 100 cm. Se
d, = 10em,d = 25 cm e a linha esti casada & esquerda do estube, quanto vale £, 7

Uma carga £, = 25 + j75 {] estd posicionada em z = 0 em uma linha sem perdas
a dois fios para a qual Z, = 5002 e v = ¢. (a) Se f = 300 MHz, encontre a menor

Curte-clreuita

i

Figura 11.35 Veja o Problema 11.34.
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Curto=circiito
i

d|'

Casado ——= | (i) £2

Figura 11.36 Vejz o Problema 11.38

11.36

11.37

11.38

11.39

11.40

distincia d (z = —d) na qual a admitancia de entrada tem parte real igual a /2, e
uma parte imagindria negativa. () Que valor de capacitincia ¢ deve ser conecta-
da & linha naguele ponto, de modo a proporcionar uma taxa de onda estacionidria
unitaria na porgio restante da linha?

As linhas a dois fios mostradas na Figura 11.36 sdo todas sem perdas e tém 2, =
200 £). Encontre d e o valor menor possivel de d, de modo a se ter uma carga casa-
dase A = 100 cm.

MNa linha de transmissio da Figura 11.20, R, = £, = 500} e R, = 25 (). Determine
¢ faca o grifico da tensdo no resistor de carga ¢ da corrente na bateria em fungio
do tempo, pela construcao de diagramas de reflexao de tensao e de corrente apro-
priados.

Repita o Problema 11.37 com Z, = 50{le R, = R,
o periodo de tempo 0 < r < 8//v,

Na linha de transmissio da Figura 11.20, Z, = 50 {l e B, = R, = 25 [L. A chave &
fechada em t = 0 e é aberta novamente no tempo ¢ = /4y, criando assim um pulso
retangular de tensao na linha. Construa um diagrama de reflexao de tensao apro-
priado para esse caso, e utilize-o para fazer um grafico da tensio no resistor de
carga em fungiio do tempo para 0 < ¢ < 8//v (note que o efeito da abertura da
chave € o de iniciar uma segunda onda de tensao, cuja amplitude € tal que deixa
uma corrente equivalente igual a zero a partir da sua abertura).

= 25 1), Realize a andlise para

Na linha carregada da Figura 11.25, a impedéincia caracteristica vale Z, = 100 {1, e
R, = 300 ). A linha estd carregada com uma tensdo inicial, V, = 160 V, ¢ a chave

Figura 11.37 Veja o Problema 11.41
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Figura 11.38 Vejs o Problema 11.42

11.41

11.42

¢ fechada em ¢ = (). Determine e faga o gréifico da tensdo e da corrente sobre o
resistor para o tempo 0 < ¢ << 8//v (quatro 1das e voltas completas). Este proble-
ma acompanha o Exemplo 11.12, sendo o outro caso especial do problema basico
de linha carregada no qual, neste caso, R, = 2.

Na linha de transmissio da Figura 11.37, a chave estd posicionada a meia distincia
na linha e ¢ fechada em ¢ = 0. Construa um diagrama de reflexao de tensao para
esse caso, onde R, = £, Faga o grifico da tensido no resistor de carga em fungiao
do tempo.

Um gerador de onda congelada simples é mostrado na Figura 11.38. Ambas as cha-
ves sio fechadas simultaneamente em ¢ = (. Construa um diagrama de reflexio de
tensao apropriado para o caso no qual R; = Z,. Determine e construa o grafico da
tensao no resistor de carga em fungio do tempo.
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E ¢ H dentro do plano perpendicular a a, podem mudar como funcdes do tempo e da
posi¢ao, dependendo de como a onda foi gerada ou em qual tipo de meio ela esta se pro-
pagando. Com isso, uma descricao completa de uma onda eletromagnética nio incluiria
apenas parimetros como comprimento de onda, velocidade de fase e de poténcia, mas
também uma defimigao da onentagao instantinea de seus campos vetonais, Definimos
polarizacdo da onda como a orientagao do vetor campo elétrico em func¢ao do tempo, em
um ponto fixo no espago. Uma caracterizacio mais completa da polarizacio de uma onda
incluiria, na verdade, a especificacio da orientagido do campo em todes os pontos, pois
algumas ondas apresentam variagdes espaciais em sua polarizacao. A especificacio ape-
nas da diregao do campo elétrico € suficiente, uma vez que o campo magnetico € pronta-
mente encontrado a partir de E, utilizando-se as equagoes de Maxwell.

Nas ondas que estudamos anteriormente, E permanecia em uma orientacio fixa
para todos os tempos e todas as posighes. Uma onda desse tipo & chamada de linearmen-
fe polarizada. Consideramos E orientado no eixo x, mas o campo poderia ser orientado
em qualquer direcio fixa no plano xy e ser inearmente polarizado. Para a propagacio
em 7 positivo, a onda teria geralmente seu fasor de campo elétrico expresso como

E’s = I:Elﬂﬂ.': + E_mﬂ:.}f .“IE iAs {91}

onde L, e £, sdo amplitudes constantes ao longo de x ¢ y. O campo magnético ¢ pron-
tamente encontrado determinado-se suas componentes em x ¢ y diretamente daquelas de
E.. Especificamente, H_ para a onda da Equagio (91) é

- P 'E"_-.I_I E_,‘.” ~ o

H, = [Ha, + HaJe e P = | - = a, + . e g i (92)

Os dois campos sao esbocados na Figura 12.4. A figura demonstra a razdo do sinal

de menos no termo que envolve £, na Equagiio (92). A dire¢do do fluxo de poténcia,

dada por E * H, € no sentido pusifivu de z, neste caso, Uma componente de E na dire-
G0 positiva

Figura 12.4 Configuragio do campo elétrico e
magnetico para uma onda plana inearmente polarizada
geneérica propagando-se na diregao progressiva de

Z [para fora da pagina). As componentes do campo
correspondem aguelas das Equagdes (81) & (92),
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de y necessitaria de uma componente de H na diregio negativa de x, logo, o sinal de
menos. Usando (91) e (92), a densidade de poténcia na onda é encontrada utilizando (77 ):

1 " 1 oy . Yoz
(8:} = S Re {E, X K} = - Re {Eq Hjo(a, X a,) + EpHofa, X a,)}e >

1 -leE: EqE, o
2 7 n

= ; Re {;.}[IEH.IE + |Eyql*)e > a, W/m®
Esse resultado demonstra a idéia de que nossa onda linearmente polarizada pode ser
considerada como duas ondas planas distintas que possuem polarizaghes em x ¢ em y,
cujos campos elétricos se combinam em fase para produzir o E total. () mesmo € verda-
deiro para as componentes do campo magnético. Esse &€ um ponto critico no entendimen-
to da polarizagiao de ondas, na medida em que gqualquer estado de polarizacdo pode ser
descrito em termos de componentes mutuamente perpendiculares de campo elétrico e seus
defasamentos relativos.

Em seguida, veremos o efeito de um defasamento ¢ entre £, e E . onde, ¢ < w/2.
Por simplicidade, consideraremos a propagacio em um meio sem ptrdhs. () campo total
na forma fasorial é

E.T o {Erl.l nr + EJ{IEM“}'JE ,.',ﬂ.t [Eﬂ}

Novamente, para auxiliar na visualizagio, convertemos essa onda para a forma instanté-
nea real multiplicando por ¢/ ¢ tomando a parte real:

E(z.t) = E,ycos (wt — B2)a, + Eycos(wt — Bz + ¢)a, (94)

onde assumimos que E e £ sdo reais. Suponha que fagamos ¢ = (), situagao em que (94)
se torna [usando cos(—x) = cos(x)]:

E{z.0) = E cos(fz)a, + Eul‘-:‘:"siﬂz £ 3 d’}ﬂ_-. (95)

(s grdficos das intensidades das componentes de E(z0) em funcio de z sio mostrados
na Figura 12.5. Uma vez que o tempo foi fixado em zero, a onda esta congelada na posi-
¢io. Um observador pode se mover ao longo do eixo 2z, medindo as intensidades das com-
ponentes e assim a orientaciio do campo elétrico total em cada ponto. Vamos considerar
uma crista de E , indicada como o ponto g na Figura 12.5. Se ¢ for zero, £ teria uma cris-
ta na mesma posigao. Visto que ¢ nao € zero (e positivo), a crista de E {;;uc ocorreria no
primeiro caso em a estd agora deslocada para o ponto b, mais a frente em z. Os dois pon-
tos estdo separados por uma distincia ¢/8. E , entao, estd atrasada de E, quando conside-
ramos a dimensio espacial. |

Agora suponha que o observador pare em algum ponto no eixo 7 e que o tempo volte
a se mover para frente. Nesse caso, ambos 05 campos s¢ movem na direcio positiva de z,
conforme (94) indica. Mas o ponto & atinge o observador primeiro, seguido do ponto a.
Dessa forma vemos que £ estd d frente de E_quando consideramos a dimensao temporal.
Em ambos os casos (1 fixo com z variando, ou vice-versa) o observador nota que o
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Eiz, )

Pozicio do
ohaervadar

Sentido de propagacio

Figura 12.5 Grafico das intensidades das componenties do campo elétrico na Equacao
{25) coma fungdes de 7 Nole qua a componante em ) esld alrasada da componenta am
xno eixo z A medida que o tempo avanga do zero, as ondas viajam para a direita,
conforme a Equacao (84). Com isso, para um cbservador em uma posi¢do fixa, a
components em yesta a frenie no tlempo.

campo equivalente gira em torno do eixo z enquanto sua intensidade vana. Considerando
um ponto inicial em z e 7, no qual o campo tem uma dada orientagio e intensidade, a onda
retornard 4 mesma orientacao e intensidade, em uma distincia de um comprimento de
onda em z (para ¢ fixo), ou em um tempo ¢ = 2w/ mais tarde (para z lixo).

Para fins ilustrativos, se tomarmos o comprimento do campo vetorial como uma
medida de sua intensidade, encontramos que em uma posicio fixa, a ponta do vetor traga
o perfil de uma elipse em um tempo 1 = 2#/a. Diz-se que a onda € polarizada elipticamen-
fe. A polarizagao eliptica €, na verdade, o estado de polarizagao mais geral de uma onda,
uma vez que inclui qualguer magnitude e defasamento entre E_e £ . A polarizacao linear
¢ um caso especial da polarizagio eliptica no qual o defasamento ¢ zero.

Um outro caso especial de polarizacao eliptica ocorre quando £, = E, = I, e
quando ¢ = *=x/2. Nesse caso, a onda exibe polarizagdo circular. Para ver isso, incorpo-
ramos essas restrigoes na Equagio (94) para obter

E(z.t) = Ejcos{at — Bz)a, + cos{wt — Bz *+ w/2)a,]

= Ej[cos(wt — Bz)a, F sen(wt — Bz)a,] (96)

Se considerarmos uma posicio fixa ao longo de z (tal como z = () ¢ permitirmos que o
tempo varie, (96), com ¢ = +w/2, se torna

E(0.1) = Ej[cos{wl)a, — sen(wt)a, ] (97)

Se escolhermos —w/2 em (96), obtemos

E(0.1) = Ej[cos(wl)a, + sen(wi)a,] (98)

() campo vetorial da Equacao (98) gira no sentido anti-hordrio no plano xy, enquanto
mantém amplitude constante £, e a ponta do vetor traga um circulo. A Figura 12.6 mos-
tra esse comportamento,
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simplesmente ax, e atinge 27 (um giro completo) no tempo ¢ = 2x/@. 5S¢ escolhermos ¢ =
() e permitirmos que z varie, formamos um padrao de campo com aspecto de um saca-
rolhas, Uma maneira de visualizar isso € considerando uma escada em formato de espi-
ral, na qual as linhas de campo (degraus da escada) sio perpendiculares ao eixo z (ou
eixo da escada). A relagao entre esse padrio espacial de campo € o comportamento resul-
tante no tempo em um z fixo, a medida que a onda se propaga, € mostrada em uma con-
cepedo artistica na Figura 12,7,

A regra das mios para a polanizacio ¢ mudada. invertendo-se o passo do saca-rolhas
padrao. ) modelo de escada em espiral serve apenas como um auxilio para visualizagio.
Deve-se lembrar gque ainda ¢ uma onda plana uniforme cujos campos em qualquer posi-
¢ao ao longo de z sao infinitos em extensio, no plano transversal,

Existem muitos usos para a onda com polarizacao circular. Talvez o mais dbvio seja a
de que a recepgio de uma onda gue tenha polarizacio circular ndo dependa da orienta-
¢ao da antena no plano normal & dire¢ao de propagacgao. Antenas do tipo dipolo, por
exemplo, precisam estar orientadas na diregao do campo elétrico do sinal que elas rece-
bem. Se sinais com polarizagio circular sdo transmitidos, a necessidade de onentagio do
receptor € consideravelmente flexibilizada. Em optica, a luz com polarizagao circular con-
segue passar por um polarizador de qualquer orientacio, resultando assim em uma luz
lincarmente polarizada em qualquer diregio (apesar de se perder metade da poténcia ori-
ginal dessa maneira). Outros usos envolvem o tratamento da luz linearmente polarizada
como uma superposicio de ondas com polarizacio circular, que serd descrito em seguida.

y

Figura 12.7 Representagdo de uma onda com polarizagdo circular & direita.

0O velor campo eketrico (em branca) gira em dire¢ao ao eixo y a medida gue a onda
inteira se move atravessando o plano xy na direcio de k. Esza rofacio no sentido
anti-horario (quando se olha em diregao & fonte de tensao) satisfaz a convengao da
rotagao temporal dada pela regra da méo direita, conforme descrito neste texto.

A onda, entretanto, pareca com um parafuso dextrogire inverlido, @ por assa razao &
tratada como tendo polarizacdo circular & esquerda na outra notacao.
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CAPITULD 13 Reflexdo e Disperséio de Ondas Planas

,r"'ﬁ"{ : \5‘* :t?' ¥ )
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LY -
r 11"1 -B Dietector
£ - com abertura

Figura 13.11 A disperséo angular de um prisma pode ser medida
utilizando-se um dispositive movel que mede tanto o comprimento de

onda quanto a poténcia. O dispositive made a luz através da uma

pequena abertura, melhorando assim a resolugdo do comprimento de onda.

Esta secio lida com o efeito de uma constante dielétrica (ou indice de refracio)
varidvel com a freqiiéncia em uma onda como se propagasse em um meio sem perdas
diferente. Essa situagao € muito freqiiente, porque uma variacao significante do indice de
refragiao pode ocorrer em freqiiéncias que estao longe da ressoniincia, onde perdas por
absorgiio sio despreziveis. Um exemplo clissico disso € a separagio da luz branca em suas
componentes coloridas em um prisma de vidro. Nesse caso. o indice de refracao depen-
dente da freqiiéncia resulta em dngulos ou refracoes diferentes para as diferentes cores -
por isso, a separagio. O efeito de separaciio de cores produzido por um prisma é conheci-
do como dispersao angular ou, mais especificamente, dispersao angular cromdtica.

O termo dispersdo implica uma separacde de componentes distinguiveis de uma
onda. No caso do prisma, as componentes sio as viras cores que foram espacialmente
separadas. Um ponto importante aqui € que a poténcia espectral foi dispersa pelo prisma.
Podemos ilustrar essa idéia considerando o que seria necessario para medir a diferenca
nos dngulos refratados entre, por exemplo, as luzes azul e vermelha. Nesse caso, tena de
ser utilizado um detector de poténcia com uma abertura muito estreita, conforme mos-
tra a Figura 13.11. OO detector seria posicionado nas posigdes das luzes azul e vermelha
vindas do prisma, com a abertura estreita permitindo essencialmente que uma cor de
cada vez (ou luz em uma faixa espectral muito estreita) passasse pelo detector. O detec-
tor mediria a poténcia no que poderiamos chamar de “pacote espectral”, ou uma fatia
muito estreita do espectro de poténcia total. Quanto menor a abertura, menor a largura
espectral do pacote e maior a precisio na medicio.’ E importante para nds pensarmos na
poténcia da onda como subdividida em pacotes espectrais dessa maneira, porque apare-
cera proeminentemente na nossa interpretacio do topico principal desta secio, que € a
dispersdo da onda no tempo.

Consideremos agora um meio nio magnético sem perdas no qual o indice de refra-
¢ao varie com a freqiiéncia. A constante de defasamento de uma onda plana uniforme

* Para realizar esse experimento, seria preciso medir também o comprimento de onda. Para 1850, seria bom que
o detector fosse colocado na saida de um espectriometro ou de um monocrdmetro, cuja fenda de entrada rea-
lizasse a fungiio da abertura limitadora de largura de banda.
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Inclinagio -
nclinacio -

A

fﬁ m;llin :-qu'in
B Bo B B

Figura 13.12 Diagrama w-§ para um material no qual
o indice de refracdo aumenta com a fregléncia. A
inclinagao de uma reta tangents a curva em w, & a
valocidade de grupo naguela freqidéncia. A inclinagao
da reta que une a origem ao ponto Na curva em w;, & a
velocidade de fase em g,

nesse meio assumird a forma

(i

Blw) = k = oVielw) = nlw) (80)

.
Se tomarmos fle) como uma fungio que cresce monotonicamente com a freqiiéncia
(conforme usualmente € o caso), um grafico de w versus § se pareceria de alguma manei-
ra com a curva mostrada na Figura 13.12. Tal griafico é conhecido como diagrama w-
para o meio. Pode-se aprender muito sobre comoe ondas se propagam em um material
pela consideragio do formato da curva w-.

Suponha que tenhamos duas ondas em duas freqiiéncias, o, e @, que estio se pro-
pagando conjuntamente no material e cujas amplitudes sejam iguais. As duas freqiién-
cias sdo identificadas na curva da Figura 13.12, juntamente com a freqiiéncia central em
relagio as duas, w. As constantes de defasamento correspondentes 8, 5, e 8, também
sao identificadas. Os campos elétricos das duas ondas estao polarizados linearmente na
mesma diregiio (ao longo de x, por exemplo), enquanto as ondas se propagam na dire-
cao progressiva de 7. As duas ondas interferirio uma na outra, produzindo uma onda
resultante cuja expressao de campo pode ser encontrada simplesmente somando-se os
campos E das duas ondas. Essa adicao ¢ feita utilizando-se os campos complexos:

EI.'.TL'HLI[L{ g f} = -E:I_l[ﬂI 'Iﬁ":l'i""lw'f + & j,l'.‘l',.zl?p:.,r,._.l]

Note que devemos usar as formas complexas completas (com a dependéncia da freqiiéncia
incluida) diferentemente da forma fasorial, pois as ondas estio em freqiéncias diferentes.
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Em seguida, colocamos em evidéncia o termo ¢ Tz g fend
Ef.rrFuItI:E:” = Epe” ".p":-e'“'.”“ll-e-';"'"":":e g Lo 'f-'l-ﬁ:EJ_‘Lw]

= 2Ee Mgl cos{ Awt — ABz) (81)

onde

L=
=
Il

‘{."E=.EU_IEH=»BF-'_IEU

A expressdo anterior para Ag € aproximadamente verdadeira na medida em que Aw for
pequeno. Isso pode ser visto da Figura 13.12, observando-se como a forma da curva afeta
Ag, dados espagcamentos uniformes na freqiiéncia.

A forma instantinea real de (81) é encontrada por

'il'rc.'.'u'lt[zr 'r] - RE{E":'.resuH} = E'E'lil {Jﬂ‘il:..iﬂ.l-f e ..'iBE} E{IF’{ EL:'III 5% -BIZIE} [HE}

Se Aw ¢ realmente pequeno comparado a w, reconhecemos (82) como uma onda porta-
dora na freqiiéncia w, que estd modulada senoidalmente na freqiiéncia Aw. As duas
ondas originais estdo “batendo” conjuntamente para formar uma modulagio lenta, con-
forme € ouvido quando a mesma nota € tocada por dois instrumentos musicais higeira-
mente fora do tom. A onda resultante € mostrada na Figura 13.13.

De interesse para nos sio as velocidades de fase da onda portadora e da envoltona
de modulagao. De (82), podemos escrevé-las imediatamente como:

V™ ;: (velocidade da portadora) (83)
A
Ve = Eg (velocidade do envelope) (84)

E resun 2, 0)

EE

—_—————————.

e —
—
-_!
i
E —
—
e
- .

Figura 13.13 Gréfico da intensidade do campo elétrico total em funcio
de z (com [ = 0) de duas ondas gue s2 propagam conjuntamente e tém
freqléncias diferantes, w, e w,, conforme Equacéo (81). As oscilagbes
rapidas estdo asscciadas com a fregléncia da portadora ey, = (w, + @ )2
A modulagdo mais lenta esta associada com a envolldria ou freqléncia

de batimento em Aw = (@, — w 2.
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Referindo-se ao diagrama w-f3, Figura 13.12, reconhecemos a velocidade de fase da por-
tadora como a inclinagao da linha reta que une a origem ao ponto na curva, cujas coor-
denadas sdo w; e . Reconhecemos a velocidade da envoltdria como uma grandeza que
se aproxima da inclinagio da curva w-f, na posi¢ao de um ponto de operagio especifica-
do por (w,, 5,). A velocidade da envoltdna nesse caso € algo um pouco menor gue a velo-
cidade da portadora. A medida que Aw tende a zero. a velocidade da envoltéria se torna
exatamente a inclinagdo da curva em wy. Podemos entdo afirmar o seguinte para nosso
proximo exemplo:

A i |0
U AE T ap|, T V) (85)

A grandeza dw/df ¢ chamada de funcio velocidade de grupo para o material, v (m).
Quando calculada em uma freqiiéncia especifica w,, Tepresenta a velocidade de um grupo
de freqiiéncias dentro de um pacote espectral de largura que tende a zero, centrado na fre-
qliéncia o, Afirmando isso, estendemos nosso exemplo de duas freqiiéncias para incluir
ondas que tém um espectro continuo de freqiiéncias, Cada componente de freqiiéneia {ou
pacote) estd associada a uma velocidade de grupo na gual a energia naquele pacote se pro-
paga. Uma vez que a inclinagdo da curva w-f muda com a freqiiéncia, a velocidade de
grupo obviamente serd uma fungio da freqiénaa. A dispersdo da velocidade de grupo do
meio €, em primeira aproximacgio, a taxa na qual a inclinagao da curva e-f muda com a
freqiiéncia. E esse comportamento que ¢ de importincia pratica crilica para a propagacio
de ondas moduladas dentro de meio com dispersio, e para se entender o ponto até o qual
a envoltoria de modulacdo pode se degradar com a distancia propagada.

Considere um meio no qual o indice de refragdo varia linearmente com a freqiiéncia em
certa faixa:
e

nlom) = n—
L ] “m.;.

Determine a velocidade de grupo e a velocidade de fase de uma onda na freqiiéncia w,,.

Soluedo. Primeiramente, a constante de defasamento serd

1
= o) = M
Ble) = "Uﬂj{? W
Agora
dfi  Zngw
dw @
de forma que
_dw e
s dg 2w
A velocidade de grupo em w, é
€
pgl:wll::l



CAPITULD 13 Reflexdo e Disperséio de Ondas Planas

A velocidade de fase em w, serd

LEEY &
Vplaag) = == =

' Blawy) - Ay
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13.8 ALARGAMENTO DE PULSO EM MEIOS DISPERSIVOS

Para vermos como um meio dispersivo afeta uma onda modulada, vamos considerar a
propagacio de um pulso eletromagnético, Pulsos sao utilizados em sinais digitais, onde a
presenca ou auséncia de um pulso em um dado espago de tempo corresponde a “um™ ou
“zero” digital. O efeito do meio dispersivo em um pulso € alargi-lo no tempo. Para ver
como isso acontece, consideramos o espectro do pulso, que € encontrado pela transforma-
da de Fourier do pulso no dominio do tempo. Em particular, suponha que a forma do pulso
no tempo seja uma gaussiana, e que tenha campo elétrico dado na posicio 7 = 0 por

E(0,1) = Ee el (86)

onde E, ¢ uma constante, w, € a freqiiéncia da portadora e T é a meia largura caracteris-
tica da envoltdria do pulso. Esse corresponde ao momento no qual a intensidade do pulso,
ou a intensidade do vetor de Poynting, cai para 1/e do seu valor miximo (note que a
intensidade € proporcional ao quadrado do campo elétrico). O espectro de freqiiéncias
do pulso é a transformada de Fourier de (86), que &

E,T

\2r

E(0w) = g 3 o af (87)

Note de (87) que o deslocamento de freqiiéncia em relacio a w,. no qual a intensidade
espectral (proporcional a [E(0,w)l) cai para l/e do seu méximo, € Aw = w — w, = 1/T.
A Figura 13.14a mostra o espectro gaussiano de intensidade de um pulso, centrado
em w,, onde as freqiliéncias correspondentes as posi¢oes de intensidade espectral de /e,
a € w, sdo indicadas. A Figura 13.145 mostra as mesmas trés freqiiéncias marcadas na
curva - para o meio. Trés retas sao desenhadas as quais sao tangentes a4 curva nas trés
posicoes das freqiiéncias. As inclinagoes das retas indicam as velocidades de grupo em w
wy, € wy, indicadas como v, v, € v, Podemos pensar o alargamento de pulsos no tempo
como resultante das diferencas nos tempos de propagaciao dos pacotes espectrais de
energia que formam o espectro do pulso. Uma vez que a energia espectral do pulso é
mais alta na freqiiéncia central @, podemos usar esse como ponto de referéncia em volta
do qual o espalhamento adicional da energia ocorrera. Como exemplo, vamos considerar
a diferenca nos tempos de chegada (atrasos de grupo) entre as componentes de freqiién-

clal wy, € wy,, Apos se propagarem por uma distincia z pelo meio:

ﬁT=z(1__1)=z(§E

pir."'-" l-"m] d[u

s

dw m.) (88)

wy
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Figura 13.15 Intensidades de pulsos gaussianos em funcao do tempo
(eurvas suaves) anles e depois da propagagdo em um meio dispersivo,
como exemplificado pelo diagrama w-g da Figura 13.14b. As oscilagbes
do campo ekétrico s8o mosiradas debaio do segundo trago para
demonstrar o efeito trinado &4 medida que o pulzo se espalha. Mote a
amplitude reduzida do pulso espalhado, que ocorre porgue a energia

do pulzo {a area debaixoe de envoltdria de intensidade) é constante.

¢ da envoltona gaugsiana. Um pulso como esse, cujo espectro de freqiiéncias ¢ obtido
apenas da envoltoria do pulso, € conhecido como limitado pela rransformada.” Em geral,
contudo, uma largura de banda de freqiiéncias adicional pode estar presente desde que
£, possa variar no tempo por uma razio ou outra (tal como ruido de fase que poderia
estar presente na portadora). Nesses casos, 0o alargamento de pulso é encontrado pela
expressio mais geral

AT = Awfz (96)

onde Aw € a largura de banda espectral equivalente criada por todas as fontes.
Claramente siao preferidos os pulsos limitados pela transformada para minimizar o alar-
gamento, porque eles terao a menor largura espectral para uma dada largura de pulso.
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PROBLEMAS DO CAPITULO 13

13.1

13.2

13.3

13.4

135

13.6

13.7

13.8

13.9

13.10

Uma onda plana uniforme no ar, £, = E;j; cos(10" — Bz) V/m, incide normal-
mente em uma superficie de cobre em z = 0. Qual porcentagem da densidade da
poténcia incidente € transmitida para dentro do cobre?

O plano z = 0 define a fronteira entre dois dielétricos. Para z < 0,6, = 5,¢" = 0
e p, = p, Para z = 0, &', = 3, &', = 0 e p, = p,. Considere £, = 200 cos
(wt — 15z) e calcule (a) w; (B) (8]} (c) (8,0 (d) (83

Uma onda plana uniforme na regido 1 incide normalmente em uma fronteira
plana que separa as regides 1 e 2. 8e €' = e, enquanto e, = p ;€ €, = u;j,, calcu-
le a razdo e,/e);, se 20% da energia da onda incidente é refletida na fronteira.
Existem duas respostas possivens,

Uma onda plana uniforme de 10 MHz. que possui uma densidade média de potén-
cia inicial de 5 W/m?, incide normalmente a partir do espaco livre em uma superfi-
cie de um material com perdas no qual ele’, = 0,05€; = 5 ¢ p, = p. Calcule a dis-
tincia no meio com perdas, na qual a densidade de poténcia da onda transmitida
cai de 10 dB em relacdo aos 5 Wim® iniciais.

A regido z < 0 € caracterizada pore’ = u_ = 1e e’ = 0,0 campo E total é dado
como a soma de duas ondas planas uniformes, E, = 150 /", + (50220)¢/""a,
Aa) Qual € a freqiiéncia de operagio? (b) Especilique a impedancia intrinseca da
regiao z > () que proporcionaria a onda refletida correta. (c) Em que valor de z,
—10 cm < z < 0, a intensidade do campo elétrico total tem a amplitude maxima®?

Aregido 1,z < 0, e aregido 2, z = (), sido descritas pelos seguintes parimetros:e; = 100
pFim, g, = 254 H/m, €{ =10, & = 200 pF/m, pu, = 50 uH/m e €3/€; = 0,5
Se E{ = 5¢ ™ cos(4 X 10°% — 8,z)a,, calcule: (a) a;; (B) B;; (c) (8,+¥ (d) {8,k
(e) {8, +).

As regides semi-infinitas z << (e z > 1 m estio no espago livre. Para 0 <2 z < 1 m,
e, =4 pu =1ee, =10 Uma onda plana uniforme com « = 4 X 10° rad/s esta via-
jando na direcio a, em diregio i interface em z = 0. (a) Encontre a taxa de onda
estacionana em cada uma das trés regioes, (b) Encontre a localizagio do |[El maxi-
mo para 2 < () que estd mais proximo de z = 0,

Uma onda comega no ponto a, propaga-se 100 m por um dielétrico com perdas
para o qual a = 0,5 Np/m, reflete com incidéncia normal em uma fronteira na qual
I' =03 + j04, e entdo retorna ao ponto a. Calcule a razao entre a poténcia final
¢ a poténcia incidente apds essa ida-e-volta.

A regiio 1, z << (), e aregido 2, z = 0, siio dielétnicos perfertos (u = p,,€” = ). Uma
onda plana uniforme viajando na direcgéio a_ tem uma freqiiéncia em radianos de 3
¥ 10" rad/s. Seus comprimentos de onda nas duas regides shio A, = Scm e A, =
3 cm. Qual porcentagem da energia incidente na fronteira que é: (a) refleti-
da; (&) transmitida? (¢) Qual € a taxa de onda estaciondria na regiao 17

Na Figura 13.1, seja a regido 2 o espago livre, enguanto p, = 1,€7, = e €', € des-
conhecido. Calcule €', se: (a) a amplitude de E, é metade daquela de E '|: (b) (8}
€ metade de {§{}: (c) IE,l_, € metade de |E,|

min 1 mdx
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13.13

13.14
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Uma onda plana uniforme de 150 MHz incide normalmente a partir do ar em um
material cuja impedincia intrinseca € desconhecida. Medi¢oes mostram uma taxa
de onda estaciondria de 3 e o aparecimento de um minimo de campo elétrico a (0,3
comprimentos de onda a frente da interface. Determine a impediancia do matenal
desconhecido.

Uma onda plana uniforme de 50 MHz incide normalmente a partir do ar na super-
ficie de um oceano calmo. Para a dgua do mar, o = 4 8/m, e €] = 78, (a) Determine
as fracoes da poténcia incidente que sido refletidas e transmitidas. (b) Qualita-
livamente, como ¢ssas respostas mudario (se ¢ que vio) com o aumento da fre-
giiéncia?

UUma onda plana com polarizagao circular a direita incide normalmente a partir do
ar,em uma limina semi-infinita de plexiglas (e, = 3,45, €” = 0). Calcule as fragoes
da poténcia incidente que sio refletidas e transmitidas. Além disso, descreva a
polarizacao das ondas refletida e transmitida.

Uma onda plana polarizada circularmente & esquerda incide normalmente em
uma superficie de um condutor perfeito. (@) Construa a sobreposicao das ondas
incidente e refletida na forma fasorial. (#) Determine a forma instantinea real do
resultado da parte (a). (¢) Descreva a onda que ¢ formada,

Considere essas regidoes nas quais e’ = Orregiao 1, 2 < O, u, = 4 uHim, e €} = 10
pFim:regido 2,0 < z < 6 cm, py, = 2 ull/m, €', = 25 pF/m; regido 3, z > 6 c¢m,
fy = p, e €y = €. (a) Qual é a fregiiéncia mais baixa na qual uma onda plana uni-
forme incidente a partir da regiao 1 na fronteira em z = 0 nao sofrerd reflexao?
(b) Se f= 50 MHz, qual serd a taxa de onda estaciondria na regido 17

Uma onda plana umiforme no ar incide normalmente em uma placa de dielétrico
sem perdas de espessura A/S e de impedincia intrinseca n = 260 {}. Determine a
taxa de onda estaciondria na frente da placa. Encontre também a fracio da potén-
cia incidente que € transmitida para o outro lado da placa,

Repita o Problema 13.16 para os casos nos quais a frequiéncia € (a) dobrada e (b)
quadruplicada. Considere que a impedancia da placa independe da freqiiéncia.

Uma onda plana uniforme incide normalmente em uma liamina de vidro (n = 1,45)
cuja superficie detrdas estd em contato com um condutor perfeito. Determine, na
superficie da frente do vidro, o defasamento devido a reflexio se a espessura do
vidro vale (a) A/2; (b) A/4; (c) A/S.

530 dadas a vocé quatro laminas de dielétrico sem perdas, todas com a mesma
impedincia intrinseca n, mas diferente daquela do espago livre. A espessura de
cada limina é de A/4, onde A € o comprimento de onda medido no material da
lamina. As laminas devem ser posicionadas paralelamente uma em relacio a outra,
sendo que a combinacdo estd no caminho de uma onda plana uniforme, que inci-
de normalmente. As liminas devem ser arranjadas de forma que os espagos de ar
tenham espessura igual a zero, um quarto de comprimento de onda ou um meio
de comprimento de onda. Especifique um arranjo de liminas e espagamentos de
ar de forma que (a) a onda seja totalmente transmitida pelo conjunto e (b) o
conjunto apresente a maior refletincia para a onda incidente. Virias respostas
podem existir,
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No prisma de Brewster da Figura 15.17, determine para a luz s-polanzada a fragio
da poténcia incidente que € transmitida pelo prisma.

Mostre como um bloco dnico de vidro pode ser utilizado para girar de 180 um
teixe de luz p-polanzado, sem que a luz sofra (em principio) perdas por reflexao,
A luz € incidente a partir do ar, e o feixe de retorno (também no ar) pode estar des-
locado para o lado em relagio ao feixe incidente. Especifigue todos os dngulos per-
tinentes e use n = 1,45 para o vidro, Mais de um projeto € possivel.

Utilizando a Equacéo (79) no Capitulo 12 como um ponto de partida, determine a
razdao entre as velocidades de grupo e de fase de uma onda eletromagnética em um
bom condutor. Considere que a condutividade néio vania com a freqiiéncia.

Para uma pequena faixa de comprimento de onda, o indice de refracao de certo
material varia aproximadamente de forma linear com o comprimento de onda,
para que n(A) =n, + m{A — A,), onde n_, n, e A sdo constantes, e onde A € o
comprimento de onda no espacgo livre. (a) Mostre que dldo = —(2wc/w?)didA. (b)
Usando 8(A) = 2an/A, determuine a dependéncia (ou independéncia) do atraso de
grupo em relacio ao comprimento de onda em uma unidade de distincia. (c)
Determine ., pelo seu resultado da parte (a). (d) Discuta as implicagoes desse
resultado, caso existam, no alargamento do pulso.

Um pulso limitado por transformada com T = 5 ps se propaga em uvm meio dis-
persivo para o qual g, = 10 psi/km. Qual € a distincia necessdria para que o pulso
cresga o dobro da sua largura inicial?

Um pulso imitado por transformada com T = 20 ps se propaga por 10 km, por um
meio dispersivo para o qual 8, = 12 ps¥km. O pulso se propaga por um segun-
do meio de 10 km para o qual 8, = —12 ps’/km. Descreva o pulso na saida do
segundo meio e forneca uma explicacio fisica para o que aconteceu.
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CAPITULO

Ondas Guiadas e Radiacao

omo uma conclusio do nosso estudo de eletromagnetismo, investigaremos

varias estruturas para guiar ondas eletromagnéticas, ¢ exploraremos os princi-

pios pelos quais elas operam. Estao incluidas as linhas de transmissao, que pri-
meiramente exploramos do ponto de vista de suas correntes ¢ tensoes no Capitulo 11,
g gue agora revemos por um ponto de vista dos campos, Amplhiamos a discussiao para
imcluir diversos dispositivos que guiam as ondas. Definindo-se de maneira ampla, o guia
de ondas € uma estrutura através da qual ondas eletromagnéticas podem ser transmiti-
das de um ponto a outro e dentro do qual os campos estao até certo ponto confinados.
A linha de transmissao estd dentro dessa definicdo, mas € um caso especial que empre-
ga dois condutores, ¢ a onda se propaga em uma configuracio de campo totalmente
TEM. Os gumas de onda em geral partem dessas restrigoes e podem empregar qualquer
quantidade de condutores e dielétricos — ou, como veremos, apenas dielétricos sem
condutores,

Em seguida, exploraremos os conceitos basicos da radiagio de ondas eletromag-
néticas usando antenas. [ma antena é qualquer dispositivo que irradia energia eletro-
magnética para o espago, sendo gue a energia se origina de uma fonte que a alimenta
através de uma linha de transmissio ou um guia de ondas. A antena entio serve como
uma interface entre a linha que confina o campo e o espaco quando utilizada como um
transmissor — ou entre o espago € a linha quando utilizada como um receptor.

() capitulo comega com uma apresentacio de diversas estruturas de linhas de trans-
missdo, com énfase na obtengdo de expressoes para as constantes primarias L, C, G e R,
para regimes de operacio com freqiiéncias altas e baixas. Em segumda, comecamos nosso
estudo sobre guias de ondas primeiramente tendo uma ampla visao de dispositivos de
guia de ondas para obter um entendimento fisico de como eles trabalham e as condigdes
sob as quais sao utilizados, Exploramos entio a estrutura de placas paralelas simples e
distinguimos entre sua operacao como uma linha de transmissio e um guia de ondas.
Nesse dispositivo, o conceito de modos de guias de onda € desenvolvido, assim como sio
as condigoes sob as quais eles ocorrerao. Estudaremos as configuragoes de campo elétn-
co e magnético de modos guiados utilizando modelos simples de ondas planas e a equa-
¢io de onda. Estudaremos depois estruturas mais complicadas, incluindo guias de onda
retangulares, guias dielétricos laminados e fibras oticas.
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Nosso estudo de antenas incluird a derivagdo dos campos irradiados a partir de um
dipolo elementar, comegando pelos potenciais vetores retardados que estudamos no
Capitulo 10, Abordaremos gquestoes que incluem a eficiéncia na irradiagio de poténcia
de uma antena e os parimetros que a governam. W

14.1 CAMPOS E CONSTANTES PRIMARIAS DAS
LINHAS DE TRANSMISSAO

Comegamos estabelecendo a equivaléncia entre as operagoes das linhas de trans-
missao quando consideramos tensio e corrente, do ponto de vista dos campos dentro
da hinha. Analise, por exemplo, a linha de placas paralelas mostrada na Figura 14.1.
Nessa linha, assumimos que a separacdo entre as placas o ¢ muito menor que a largura
da linha b (para dentro da pigina), de forma que os campos elétrico e magnético podem
ser considerados uniformes em qualquer plano transversal. Propagacao sem perdas é
também assumida. A Figura 14.1 mostra a visdo lateral, a qual inclui o eixo de propaga-
¢io 7. Os campos, juntamente com a tensdo e a corrente, sio mostrados em determinado
instante de tempo.

A tensiio e a corrente nas formas fasoriais sio:

Vi(z) = Ve (1a)

V, .
I(z) = —te i (1b)

0

onde 7, = VLIC.O campo elétrico em um dado plano transversal na posicio z € aque-
le do capacitor de placas paralelas:

| "
Efz) == (2a)

) campo magnético € igual a4 densidade superficial de corrente, considerada uniforme
em cada placa [Equacido (12), Capitulo 8]:

A (2b)

@H | . A OH 4 k.

Figura 14.1 Uma onda de linha de transmissio representada pelas distribuigtes
de lensdo & de corrente ao longo do comprimanto esta associada aos campos ale-
trico & magneético fransversos, formando uma cnda TEM.
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14.1.3 Coaxial (Frequencias Intermediarias)

Falta ainda o intervalo de fregiiéncias onde a profundidade de penetracio ndao ¢ muito
Maior nem muito menor que o raio. Nesse caso, a distribuigiio de corrente é governada
por fungoes de Bessel, porém, a resisténcia e a indutincia interna tornam-se expressoes
complicadas. Valores sdo tabulados em livros técnicos, e € necessdrio utilizd-los para con-
dutores de tamanhos muito pequenos em altas freqiiéncias, e para condutores de tama-
nhos grandes utilizados em transmissao de poténcia em baixas freqiiéncias.’

E14.2. As dimensoes de uma linha de transmissao coaxial sdoa = 4mm. b = 17.5 mm
e ¢ = 20 mm. A condutividade dos condutores interno e externo € 2 % 107 8/m, ¢ as
propriedades do dielétrico sao u, = 1.e_ = 3 e olwe’ = 0,025, Considere que a tangen-
te de perdas € constante com a freqiiéncia. Determine: (a) L, C, R, G e Z, em 150 MHz;

(b) L. e R em 60 Hz.
Resp. 030 pHim: 113 pFim; 0.27 (W/m; 2.7 mS/m: 51 ;0,36 pH/m; 1.16 m{2/m

14.1.4 Linha Bifilar (Freqiiéncias Altas)

Para a linha de transmissao bifilar da Figura 14.4 com condutores de raio a e condutivi-
dade o_. com separagio de centro a centro d em um meio de permeabilidade p, permis-
sividade €' e condutividade o, a capacitincia foi encontrada no Capitulo 6 [Equagio
(40), Secdo 6.5] como

= _11'5“
- cosh Y{d/2a) (20)
ou
mTe'
L r { =
n(da) @<
A indutiincia externa pode ser encontrada a partir de L_,C = ue'. Ela vale
Lew = i cosh '(d/2a) (21)

ou

L. = i In(d/a) (a < d)

A condutincia por unidade de comprimento pode ser escrita diretamente de uma inspe-
¢Ao da expressido para a capacitancia,

g W
cosh '(d/2a) (22)

I As lungdes de Bessel sio discutidas dentro do contexto de fbras Oticas na Secio 14.7. A distribuicio de cor-
rente, a indutédncia interna ¢ a resisténcia interna de fios redondos sdo discutidas (com exemplos numéricos)
em Weeks, p. 35-44. Veja as Referéncias Bibliograficas no final deste capitulo.
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C-:-ndujur (a.)

Diclétrico
far, ) 4t

™ -

i

Figura 14.4 Geocmetria da linha de
fransmissio hifilar

A resisténcia por unidade de comprnimento € duas vezes aquela do condutor central do
cabo coaxial,

1

Bo=_=
Tabor, (23)

Finalmente, utilizando as expressées para a capacitineia e para a indutincia externa,
obtemos um valor para a impeddncia caracteristica,

fllm 1 Ilr_lu- i
L= = i ,.'r
Zy V ¢ Ve cosh ' d/2a) (24)

14.1.5 Linha Bifilar (Freqiiéncias Baixas)

Em baixas freqiiéncias, em que uma distribuigio uniforme de corrente pode ser assumi-
da. devemos modificar novamente as expressoes para L ¢ R, mas nao aquelas para C ¢
(r. Essas duas dltimas sdo novamente expressas por (20) e (22):

TE

cosh -i.[.:ia’ 2a)

C=

T

cosh (d/ 2a)

A indutincia por unidade de comprimento deve ser aumentada de duas vezes a indutin-
cia interna do condutor redondo retilineo,

1
L==t F + cosh '(d/2a) (25)

w

A resisténcia se torna duas vezes a resisténcia cc de um fio de raio g, condutividade o_ e
comprimento unitario:

R=_—"_ (26)

E14.3. Cada condutor de uma linha de transmissao bifilar tem um raio de 0.8 mm ¢
uma condutividade de 3 % 107 §/m. Eles sdo separados por uma distincia de centro a
centro de (L8 cm, em um meio parao quale, =25, p, = lea =4 X 107 §/m. Se a
linha opera a 60 Hz, calcule: (a) 8; (b) C;(c) G (d) L;(e) R.

Resp. 1.2 cm:30 pF/m: 5.5 n8/m; 1.02 pH/m; 0,033 {}/m
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¢ as referéncias la contidas). Como exemplo, com dimensdes restritas de forma que
1.3 << wid =< 3.3, as formulas aplicaveis incluem

Far _s d |Ir el R s
Zir=60In ld(w) + \ Iﬁ(w) + 1] p, < 33 (32)
L=
.41 o o 055 »
€ plet = E- 2 + F—E_'(I + 10 ;) :; e ]13 [3..1}

Ou, se uma linha que sera fabricada tem um valor desejado para Z,, a constante dielétri-
ca efetiva (por meio da qual o w/d necessirio pode ser obtido) é encontrada por:

HI

£ = ¢ [0,96 + (0,109 — 0,004e,)(log (10 + Z,} — 1)] ! d =13 (34)

refel

E14.4. UUma linha microfita ¢ fabricada em um substrato de niobato de litio (e, = 4.8)
de | mm de espessura. Se o condutor superior tem 2 mm de largura, caleule (a) €, ...

(b) Zy; (¢) v,
Resp. 36:47 (};16 % 108 m/s

14.2 OPERACAO BASICA DE UM GUIA DE ONDA

(s guias de onda assumem formas muito diferentes, que dependem do proposito do
guia e da freqgiiéncia das ondas que serdo transmitidas. A forma mais simples (em termos
de andlise) € o guia de placas paralelas mostrado na Figura 14.6. Outras formas siao os
guias tubulares ocos, incluindo os guias de onda retangulares de Figura 14.7 e o guia cilin-
drico, mostrado na Figura 14.5. Guias de onda dielétricos, utihzados primariamente em
freqiiéncias oticas, incluem o guia laminado da Figura 14.9 e a fibra dtica mostrada na
Figura 14.10. Cada uma dessas estruturas possul vantagens em relagio as outras, depen-
dendo da aplicacio e da freqiiéncia das ondas a ser transmitidas. Todos os guias, entretan-
to, exibem os mesmo principios basicos de operacio, 0s quais exploraremos nesta secio.

.

-

Figura 14.6 Guia de onda de placas paralelas, com placas metdlicas
am x = 0, d Entre as placas estd um digléirico de parmissividade e
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Figura 14.7 Guia de onda retangular,

Figura 14.8 Guia de onda cilindrico.

Para desenvolvermos um entendimento do comportamento do guia de ondas, consi-
deramos os guias de ondas de placas paralelas da Figura 14.6. Primeiro, reconhecemo-no
como uma das estruturas de linha de transmissio que investigamos na Se¢ao 14.1. Dessa
forma. a primeira pergunta que aparece €: para comecar, qual ¢ a diferenca entre um guia
de ondas e uma linha de transmissao? A diferenca reside na forma dos campos elétrico e
magnético na linha, Para ver 1550, considere novamente a Figura 14.1, que mostra os cam-
pos quando a linha opera como uma linha de transmissdo. Como vimos anteriormente,

Figura 14.9 Guia de ondas dielétrico laminado simétrico,
com a regido da lamina {indice de refragio n,) envolvida por
dois diekétricos de indices n, < n,.
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Figura 14.14 As componentes do vetor de
onda ascendente séoc k_e 8, as constantes

de defasamento fransversal e axial. Para formar
o vetor de onda descendente k,, o sentido de &,
& rvertido

Na Figura 14.14 mostramos o vetor de onda k, ¢ suas componentes, juntamente
com uma série de frentes de onda. Um desenho desse tipo para k  seria 0 mesmo, exce-
to pela componente em x, k,,. que seria invertida. Na Se¢ao 13.14 medimos o defasa-
mento por unidade de distincia ao longo das direc¢oes x e z pelas componentes k e &_,
as quais variaram continuamente 4 medida que a direcao de k mudava. Na nossa dis-
cussao de guias de onda, introduzimos uma notacao diferente, onde ke f#, sao usados
no lugar de &, e k.. O subscrito m & um inteiro que indica o mimero do modo. 1sso for-
nece uma dica sutil de que §_ e x_ assumirdo apenas certos valores discretos gue cor-
respondem a certas diregoes permitidas para k, e k. de tal forma que nosso requisito
de frentes de onda coincidentes seja satisfeito.* Pela geometria vemos que, para qual-
quer valor de m,

B, = VI - &, (35)

A utilizacio do simbolo g, para as componentes em 2 de k¢ k, ¢ apropriado, porque
B,, seri a constante de defasamento para o m-ésimo modo de gma de onda, medindo
defasamento por distancia ao longo do guia. Ele ¢ também utilizado para determinar
a velocidade de fase do modo w/B_ . e a velocidade de grupo dw/df, .

* (s subscritos (o) ndo sdo mostrados em k, e k,, mas estdo implicitos A mudanga de m ndo afeta as infensi-
dades desses vetores, mas apenas suas direghes.
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Lh)

Reflexio com defasamento 0 ou 7
(]

Figura 14.15 O defasamento resultante ao
longo de uma viagem de ida e volla, no guia
de placas paralelas, é encontrado, em primairo
lugar, medindo o detasamento transversal entre
as placas da onda ascendente inicial {2). Em
seguida, o defasamento transversal na onda
refletida {descendente) & medido levando em
conta o defasamento devido a reflexio na
placa superior (b), Finalmente soma-se o defa-
samento devido a reflexio na placa inferior,
ratornando assim ao ponlo inicial, mas com
uma nova onda ascendente (). A ressonancia
transversa ocorre s a fase no ponto final & a
mesma gue aguela no ponto nicial (as duas
ondas ascendentes estdo em fass),
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Logo, o guia suportard modos no comprimento de onda dado até a ordem m = 14. Uma
vez que existirda um modo TE e um modo TM para cada valor de m. isso da, sem incluir
o modo TEM, um total de 28 modos guiados que estdao acima do corte.

A configuragio do campo para um dado modo pode ser encontrada pela superposicio
dos campos de todas as ondas refletidas. Podemos fazer 1sso para as ondas TE, por exemplo,
escrevendo o fasor campo elétrico no guia em termos dos campos incidente e refletido por

E = E,,t' kv _ E”E Kr {4__]}

[

onde os vetores de onda k| e k, estao indicados na Figura 14.12. O sinal de menos na fren-
te do segundo termo aparece do defasamento de 7 na reflexao. Pela geometria descrita
na Figura 14.14, escrevemos

k, = k,a, + B,a, (46)

k; = —kx,a, + B4, (47)
Entio, usando
r=.xa, + 74,
a Equacio (45) se torna
E,, = Eje " — e/ )e il = 2 i F sen(k,x)e ¥ = E; sen(k,x)e ®  (48)

onde a amplitude da onda plana K, e a fase total estio embutidas em £ Na forma ins-
tantinea real, (48) se torna

E(z.t) = Re(E,e™) = E!sen(,x)cos(wt — B,2) (modo TE acima do corte) (49)

Interpretamos isso como uma onda gue se propaga no sentido positive de z (ao longo do
guia), engquanto tem um perfil de campo que vara com x.° O campo do modo TE € o
padrido de inferferéncia que resulta da superposicio das ondas planas ascendentes e des-
cendentes. Note que, se w < w_, . entdo (42) leva a um valor imagindrio para g _, o qual
podemos escrever como —jif | = —jo, . As Equagies (48) ¢ (49) tornam-se

i,

E,, = Ejsen(x,x)e " (50)

Elz.t) = Ejsen(k, x)e ""cos{wl) (modo TE abaixo do corte) (51)

Esse modo nio se propaga, mas simplesmente oscila em uma freqgiiéncia w, enquan-
to exibe um padrio de campo que decresce em intensidade com o aumento de z. O coe-

* Podemos também interpretar esse campo como agquele de uma onda estaciondaria em x, enguanto € uma onda
viajante em I.
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ficiente de atenuagio o, ¢ encontrado a partir de (42) com w < w_

i

ik :

— Ocm f] = (-.‘E‘.’._ ' 2mn Py (fs:&) 57
fln ™ C 1II'|II Wm) - ""-.'m \I A [ }

[

Notamos de (39) e (41) gue o dngulo da onda plana esta relacionado com a freqién-
cia de corte ¢ com 0 comprimento de onda de corte por

cos @, = =
{n}

A (53)

Cr

ey A ‘

Dessa forma, vemos que no corte (o = w_ ) @ = 0, ¢ as ondas planas apenas refletem-
s¢ para a frente e para tris ao longo da secao reta. Nao progridem para a frente ao longo
do guia. A medida que w ¢ aumentado para além do corte (ou A € diminuido), o éngulo
da onda aumenta, aproximando-se de 90° & medida que o se aproxima de infinito (ou a

medida que A se aproxima de zero). Da Figura 14,14, temos

Pl
B.=ksen@, = ~. sen .. (54)
e a velocidade de fase do modo m serd
[{1] ] iq
'LF _—— - ———
Mg, nsené, (53)

A velocidade é minima em ¢/n para todos os modos, aproximando-se desse valor nas fre-
giiéncias muito acima do corte; v, aproxima-se de infinito a medida que a freqiiéncia é
reduzida, aproximando-se da freqiiéncia de corte. Novamente, a velocidade de fase ¢ a
velocidade das fases na diregio z, e o fato de essa velocidade poder exceder a velocida-
de da luz no meio nio é uma violagio dos principios da relatividade, conforme foi discu-
tido na Secdo 13.7.

A energia se propagard na velocidade de grupo v, = dw/ds. Utilizando (42), temos

dp d[nw [ W, \E
-1 — mo_ Iy _ cim
Vgl [ 1 (=) ] (56)

ilas b [0} y

() cilculo da derivada € direto. Realizando-o e tomado o reciproco do resultado, tem-se

2
€ W €
= - — 5
- n\/l (“) = £ sens, (57)

A velocidade de grupo €, portanto, identificada como a projecao da velocidade associa-
da com k, ou k; na diregao z. Isso sera menor ou igual a velocidade da luz no meio c/n,
conforme era esperado.
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4

()

Figura 14.17 (a) Uma enda plana associada com um
modo m = 4, mosirando um defasamento resultante de 4%
(dois comprimentos de onda medidos em x} que ocorrem ac
longo de uma distdncia d no planc transversal, (b) A medida
gue a freqléncia aumenta, um amento no dngulo da onda &
necessario para manter o defasamento transversal de 4.

O guia de onda € simplesmente uma cavidade ressonante unidimensional, na qual
uma onda pode oscilar na dire¢ao x, se o comprimento de onda medido no meio for um
inteiro multiplo de 24, onde o inteiro vale m.

Agora, a medida que a freqliéncia aumenta, o comprimento de onda diminuira, e a
condicao de comprimento de onda igual a um multiplo inteiro de 2d nao € mais alcanca-
da. A resposta do modo € estabelecer componentes em z de ke k, 0 que resulta no com-
primento de onda menor sendo compensado por um aumento no comprimento de onda
quando medido na diregdo x. A Figura 14.17 mostra esse efeito para o modo m = 4, no
qual 0 dngulo da onda #, aumenta constantemente com o aumento da freqiiéncia. Com
iss0, 0 modo preserva precisamente a forma funcional do seu campo na dire¢ao x, mas
estabelece um valor crescente de 8 4 medida que a freqiiéncia é aumentada. Essa inva-
ridncia no padrio espacial transversal significa que o modo manterd sua identidade em
todas as freqiiéncias. A velocidade de grupo, expressa em (57). também varia, 0 que sig-
nifica que o dngulo de onda vandavel com a freqiiéncia ¢ um mecanismo de dispersao da
veloaidade de grupo, conheado simplesmente como dispersio do guia de ondas. Pulsos,
por exemplo, que se propagam em um guia de ondas monomodo, vio experimentar o
alargamento da maneira considerada na Secao 13.8,

Tendo encontrado o campo elétrico, podemos achar 0 campo magnético utilizando
as equagoes de Maxwell. Notamos do nosso modelo de onda plana que esperamos obter
componentes em x ¢ em z de H para um modo TE. Usamos a equacio de Maxwell

VXE,=—jouH, (69)
€ ¢ existir apenas uma componente em y para E_, temos

0E,  OE, | e (70)
VxE = m': a. — 'L?:. 4, = K, Eycos (k,x)e Pa, + jB,.Eysen(k,x)e Fa,
i
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Encontramos H_ dividindo ambos os lados de (69) por —jwu. Executando essa operacio
em (70), obtemos as duas componentes para o campo magnético:

— _'IE_”" b | £ P4 )
Ho= w&.ﬂﬂﬂ{ﬂmx}f : (71)

K
H. = jﬁEut:uE{nmxje"ﬂ": (72)

Juntas, essas duas componentes formam padroes em forma de caminhos fechados para H,
no plano xz, conforme pode ser verificado utilizando os métodos de representacao de
linhas de forca desenvolvidos na Secio 2.6,

E interessante considerar a intensidade de H,, que é encontrada por

lH-.l = "'l-"'lerj ¥ H: — ﬂ"h""lr'r{u;f;-r T H:A‘q‘:': {L?%}

Fazendo isso utilizando (71) e (72) resulta em

E“ )

LS s o Ba) P (sen’(k,x) + cos(k,x))"? (74)
Uma vez que x5, + B2, = k” e aplicando a identidade sen*(k,x) + cos*{k,x) = 1,(74) se
torna
k Vipe E
H=——f=2"F =0 (75)
ol s Ch n

onde n = '*-f,uf €. Lsse resultado € consistente com nosso entendimento de modos de guia
de ondas baseados na sobreposicio de ondas planas, no qual a relagio entre E_ e H_se da
atraveés da impedincia intrinseca n do meio,

E14.8. Determine a velocidade de grupo do modo s = 1 (TE ou TM) em um guia de
placas paralelas preenchido com ar com d = 0.5 cm em f = (a) 30 GHz, (b) 60 GHz e
(¢) 100 GHz.

Resp. (:26 X 108 m/s:29 x 1(¥ m/s

E14.9. Observa-se que um modo TE em um guia de placas paralelas possui trés maxi-
mos no seu padrao de campo elétrico entre x = 00 e x = d. Qual € o valor de m?

Resp. 3

14.5 GUIAS DE ONDAS RETANGULARES

Nesta secao estudaremos guias de ondas retangulares, uma estrutura amplamente
utilizada na regiao de microondas do espectro eletromagnético. Uma breve andlise da
estrutura sera aqui apresentada, com o objetivo de se entender as caracteristicas opera-
cionais-chave e os atributos especiais do guia. Sugere-se ao leitor a Referéncia
Bibliografica 3 para estudos adicionas.
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(et} )

Figura 14.18 Configuragfes de campo elétrico para os medos (a) TE,, e (b) TE,, em um guia de
ondas retangular

onde

IR (81)
il

Os campos nas Equagdes (78) a (8() sdo aqueles de um modo genérico de designacio
TE,,,. onde os subscritos indicam que existem m meios ciclos do campo elétrico ao longo
da dimensao x e zero de variagio em y. A constante de defasamento possui o subscrito
mi), e ¢ ainda verdade que

Ko T B = k°

A freqiiéncia de corte para o modo TE_ é dada por {41), apropriadamente modificada:

mmwc

(82)

w (mll) =

ha

A constante de defasamento g, é dada por (42). Todas as implicagoes no comportamen-
to do modo acima e abaixo do corte sio exatamente as mesmas conforme encontramos
para o guia de placas paralelas. A andlise da onda plana é também realizada da mesma
maneira. (s modos TE, , podem ser modelados como ondas planas que se propagam
pelo guia refletindo entre as paredes laterais verticais.

Uma outra possibilidade € a configuragio de campo TE,, mostrada na Figura 14.185b,
que apresenta um campo elétrico polarizado horizontalmente. A equacgao de onda (76)
conteria agora o termo &%y, e o termo J4dx* desapareceria. Os campos resultantes
seriam aqueles de (78) a (80) apds uma rotacio de 90°, juntamente com algumas mudan-
¢as de notacao:

HH 2 EUSEI'H:H.'“F_'I.-'}E ._.IH...,-! [33}
By o
Hy, = o Egsen(iy y)e = (84)

K )
H,, = —jﬁﬂm cos (ky,y Je P (85)

e
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onde
Ky ="y (86)
e onde a frequéncia de corte serd
ain) = % [ (87)

E possivel a ocorréncia de outros modos 05 quais apresentem variaciao tanto em x como
em v. Em geral, a freqiiéncia de corte para esses modos ¢ dada por

i) =) + ()

Modos que possuem variagao em ambas as dire¢oes transversais incluem os TE e TM,
mas apenas modos TE podem ter variagdo zero em x ou em y.

De interesse priatico considerdavel € o modo que tem a menor freqiiéncia de corte. Se
as dimensoes do guia sio tais que b < a, entio uma inspecao de (82) e (88) indica que o
corte mais baixo ocorrerd para 0 modo TE,,. Esse € 0 modo dominante (¢ mais impor-
tante) no guia de ondas retangular, porque ele pode se propagar sozinho se a freqgiiéncia
de operacio for apropriadamente escolhida.

Um guia de ondas retangular preenchido com ar tem dimensoes a = 2eme b = 1 em.
Determine a faixa de freqiiéncias na qual o guia operard em modo dnico (TE ).

Solugao. [/ma vez que o guia € preenchido com ar.n = 1, e (82) da, param = L.

; ; 3}{1 110
_ W _ ¢ 0 s GHe

[10) = =%~ 22

O proximo modo de ordem mais alta serd TE,, ou TE,;, 0s quais. através de (82) e (88),
terdo a mesma [reqiiéncia de corte, pois @ = 2b. Essa freqiiéncia serd o dobro daguela
encontrada para TE,;,. ou 15 GHz. Logo, a faixa de freqiiéncias de operacio na qual o
guia terda modo tnico sera 7.5 GHz < f< 15 GHe.

509

EXEMPLO 14.4

Uma vez visto como os guias de ondas retangulares trabalham, perguntamos: por
que eles sio utilizados e quando sdo ateis? Vamos considerar por um momento a opera-
¢Ao de uma linha de transmissio em freqiiéncias altas o suficiente para que possam ocor-
rer modos de guia de onda. O estabelecimento de modos guiados em uma linha de trans-
missio, conhecido como moding, € de fato um problema que precisa ser evitado porque
pode causar distor¢ao de sinal. Um sinal que € introduzido em uma linha desse tipo tera
sua poténcia dividida em alguma proporcao entre os vinos modos. A poténcia do sinal
em cada modo se propaga com uma velocidade de grupo unica para aguele modo. Com
a poténcia assim distribuida, ocorrera distorcao em distincias suficientes 4 medida que as
componentes do sinal entre os modos perdem sincronia umas com as outras, devido aos
diferentes atrasos de tempo (atrasos de grupo) associados aos modos diferentes.
Encontramos esse conceito no Exemplo 14.3,
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novamente significa que as dimensoes transversais do guia devem ser diminuidas para se
manter a operagio em modo tnico. Isso pode ser feito até o ponto no qual as perdas por
efeito pelicular tornam-se novamente problemadticas (lembre-se de que a profundidade
de penetragio decresce com o amento da freqiiéncia, além da diminuicio da superficie
metalica com a diminuigao do tamanho do guia). Adicionalmente, os guwias tornam-se
muito dificeis de serem fabricados, com as tolerancias para casamento ficando mais res-
tritas. Assim, de novo, & medida que as fregiiéncias sio aumentadas ainda mais, procura-
mos por outro tipo de estrutura.

E14.10. Especifique a largura minima a € a maxima altura b de um guia retangular

preenchido com ar, de forma que ele opere em modo dnico na faixa de frequéncias 15
GHz < f= 20 GHz.

Resp. 1 cm: (.75 ¢cm

14.6 GUIAS DE ONDAS DIELETRICOS PLANOS

Quando as perdas por efeito pelicular se tornam excessivas, uma boa maneira de
remové-las € removendo o metal inteiramente da estrutura e utilizar as interfaces entre
os dielétricos como as superficies de confinamento. Obtemos assim um guia de ondas die-
létrico. Uma forma bdsica, o guta de onda simétrico laminado, é mostrada na Figura 14.19,
A estrutura € assim chamada por causa de sua simetria vertical em relagiio ao eixo z.
Assume-se que o guia tem largura em v muito maior que a espessura d da lamina, de
forma que o problema se torna bidimensional, com os campos presumivelmente varian-
do com x e com z enquanto sao independentes de v. O guia laminado funciona de forma
muito parecida com o guia de placas paralelas, exceto pelo fato de reflexdes de onda
ocorrerem nas interfaces entre dielétricos, que possuem indices de refragio diferentes, n,
para a limina e n, para as regioes envolventes acima e abaixo. No guia dielétrico, a refle-
xao total € necessdria, e o angulo de incidéncia deve exceder o angulo critico.
Conseqiientemente, conforme descrito na Segio 13.6, o indice da lamina n, deve ser
maior que o dos materiais em volta, n,. Guias dielétricos diferem de guias condutores
pelo fato de que a poténcia nao estd completamente confinada 4 lamina, mas reside par-
cialmente acima ¢ abaixo.

i

" | di2

Y

Figura 14.19 Estrutura de um guia de ondas dilétrico simetrico
laminade, no qual ondas se propagam ao longo de z. Assume-se
gue o guia & imfinite na diregio y, tornando assim o proklema
bidimensional.
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Figura 14.20 Geomeiria da onda plana de uma onda com fuga

am um guia de ondas siméirico laminado. Para um modo guiado, a
reflexdo total ocorre no interor, e as componentes em x de k,, @ K,
SE0 Imaginarias

Cruias dielétricos sio usados primeiramente em fregiliéncias oticas (da ordem de
10 Hz). Novamente, as dimensoes transversais do guia devem ser mantidas da ordem do
comprimento de onda para se atingir a operagio monomodo. Varios métodos de fabrica-
¢ao podem ser utilizados para se conseguir 1ss0. Com exemplo, uma placa de vidro pode
ser dopada com materiais que aumentarao o incide de refragio. O processo de dopagem
permite que materiais sejam introduzidos apenas dentro de uma fina camada adjacente
a superficie que possui poucos micrometros de espessura.

Para entender a operaciao do guia, considere a Figura 14.20, que mostra uma onda se
propagando por uma limina através de reflexdes maltiplas, mas onde a fransmissdo par-
cial para as regioes superior e inferior ocorre em cada incidéncia na fronteira. Os vetores
de onda sio mostrados nas regioes central e superior, juntamente com suas componentes
nas diregoes x ¢ z. Como vimos no Capitulo 13, as componentes em 2 (#) de todos os
vetores de onda sio iguais, conforme deve ser se as condigoes de fronteira de campo nas
interfaces sao satisfeitas para todas as posigoes e por todo o tempo. Transmissdo parcial
nas fronteiras ¢ uma situagdo indesejada, pois a poténcia na lamina gradualmente se
perde por fuga. Temos entio uma onda com fuga se propagando na estrutura, enquanto
precisamos ter um modo guiado. Note que, em cada caso, temos ainda as duas possibili-
dades de polarizagio da onda, e a designagio resultante dos modos - TE ou TM.

Reflexdo total da poténcia nas fronteiras para as ondas TE ou TM implica, respec-

tivamente, que [I')* ou [T seja unitdrio, onde os coeficientes de reflexio sao dados nas
Equaches (71) e (69) no Capitulo 13:

= W2e = Ths

I,
ﬂl'r T T} s

(89)
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similar no guia de placas paralelas. No guia laminado, assim como no guia de placas para-
lelas, associamos modos de ordem maior com valores crescentes de «,."

Nas regides acima e abaixo da lamina, as ondas se propagam de acordo com os veto-
res de onda k,, e k,, conforme mostra a Figura 14.20. Acima da limina, por exemplo
(x = di2), 0o campo elétrico TE sera da forma

E,

= E{:-El’ it = En;'? fHsR g~ IR I[H]l}

Entretanto, k, = n,k,cos f,, onde cos #,, dado por (93) é imagindrio. Podemos entiio
escrever

Ky = —j72 (102)

onde y, € real e € dado por (utilizando Y3)

nad 12
Vi = JKy = jrsk 08 8 = jna kgl _”[(H_I) sen- @, — I] (103)
A Equacao (101) agora se torna
— ¥ = di2) .~ Pz d
B = Eye e~ 0g7itc (x> (104)

onde a varidvel x em (101) foi substituida por x — (d/2) para posicionar a intensidade do
campo £, na fronteira. Utilizando um raciocinio similar, 0 campo na regiao abaixo da
superficie inferior, onde x € negativo, e onde k,; esta envolvido, sera

E,, = Eperit!d2g ik (x & —E) (105)

(s campos expressos em (104) e (105) sao aqueles de ondas superficiais. Note que
cles se propagam apenas na diregio z, de acordo com ¢ mas simplesmente reduzem
sua amplitude com |x| crescente, de acordo com o termo ¢ ™ ¥ em (104) e o termo
¥ am (105). Essas ondas representam uma certa fracao da poténcia total no modo,
e vemos uma diferenca fundamental entre os guias de onda dielétricos e os guias de onda
metilicos: no guia dielétrico, os campos (e a poténcia guiada) existem por uma se¢io reta
que se estende para além das fronteiras de confinamento, e em principio eles existem por
uma secao reta infinita. Em situacoes priticas, o decaimento exponencial dos campos
acima e abaixo das fronteiras € tipicamente suficiente para tornar os campos despreziveis
numa distincia correspondente a poucas espessuras da limina a partir de cada fronteira.

? Seria apropriade adicionar o subscrite no nimero do modo moa K. K. fe B, pois assim como era verdadero
para os guias melalicos, vamos obter valores discretos para essas grandesas. Para manter a nolagio simples, o
subscrite m for suprimido, ¢ assumiremos comoe subentendido. Movamente, os subscritos 1 ¢ 2 nesia segio mdi-
cam respectivamente as regides da limina e da parte envolvente. ¢ nio tém nada a ver com o numero do modo.
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Figura 14.21 Distribuigdes da amplitude de campo
aléirico pelo plang transversal para of rés primeiros
modos TE em um guia de ondas simeatrico laminado.

A distribuicdo do campo elétrico total é composta do campo em todas as trés regioes
e estd eshbogado na Figura 14.21 para os primeiros modos. Dentro da limina, o campo é
oscilatorio ¢ € de uma forma similar aquela do guia de ondas de placas paralelas. A dife-
renga € que o0s campos no guia laminado ndo alcancam zero nas fronteiras, mas se conec-
tam aos campos acima ¢ abaixo da limina que se esvaecem. A restricio € a de que os
campos TE em cada lado da fronteira (sendo tangentes & interface) devem se casar na
fronteira. Especificamente,
E_I.'l.l.'!.'l: +df2 = E_~1=-|.r +d /2 (106)
Aplicar essa condigio a (99), (100), (104) e (105) resulta nas expressoes finais para o
campo elétrico TE no guia de ondas simétrico laminado, para os casos de simetria par e
impar:

7

Ep, cos (kx)e % (—'—: < x < ‘;)
3 2 . o -l — eV 2] —jfr o
E.. (TE par) = { Ey c0s (ki ) e 7 4% (x> 3) (107)
ELllr' cs (KI g)l_:?j'_.--.-f.lﬂ]r:; .|'||-!-: (x {_': _EJ

r

Eqosen [(kx)e 1Bz

——
|
FAS
-
FiS
i | 2,
s T

E.. (TE impar) = { E, Sﬂn(fq%}e yix—di2)o— Bz (.r > f) (108)

’ d ro gy e J
_L’,m S-Eﬁ(ih 2) P P (.t’ < _1_1__)

1

A solucdo da equagido de onda leva (como deveria) a resultados idénticos a esses. Sio
sugeridas ao leitor as Referéncias Bibliogrificas 2 e 3 para os detalhes. O campo magné-
tico para os modos TE consistird em componentes de x e z, conforme aconteceu para
o guia de placas paralelas. Finalmente, os campos do modo TM serdo quase que os
mesmos em forma aqueles para o modo TE, mas com uma rotagao simples de 90° na
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polarizacio das componentes da onda plana. Logo, nos modos TM, H aparecerd e terd a
mesma forma que £ para a TE, conforme apresentado em (107) e {l'[lE].

A nio ser pelas diferencas nas estruturas do campo, 0 guia de ondas dielétrico opera
de uma maneira que ¢ qualitativamente similar ao guia de placas paralelas. Novamente,
um numero finito de modos discretos serdao permitidos em uma dada frequéncia, sendo
que esse nimero aumenta com o aumento da freqiiéncia. Modos de ordens mais altas sao
caracterizados por valores sucessivamente menores de @,.

[Ima diferenca importante no guia laminado ocorre no corte para qualquer modo.
Sabemos que # = {0 no corte nos guias metdlicos. No caso do guia dielétrico no corte, o
angulo da onda @, € 1gual a0 dngulo critico #_. Assim, 4 medida que a fregiiéncia de um
dado modo € aumentada, seu valor de , aumenta para além de 0_ para a manter a resso-
nincia transversa, enquanto mantém o mesmo numero de oscilagoes de campo no plano
transversal.

A medida que o dngulo da onda aumenta, entretanto, o cariter dos campos que se
esvaem muda significativamente. [sso pode ser entendido pela consideracao da depen-
déncia do dngulo da onda com o coeficiente de decaimento esvanecente y,, conforme
dado por (103), Note nessa equagao que enquanto ¢, cresce (& medida que a freqiiéncia
aumenta), y, também aumenta, levando a uma queda mais rdpida dos campos com a dis-
tincia acima e abaixo da limina. O modo entdo se torna confinado de forma mais aper-
tada na limina, 8 medida que a freqiiéncia ¢ aumentada. Além disso, em uma dada fre-
giéncia, modos de ordens mais baixas, que possuem dngulos de onda menores, terdo
valores menores de v, conforme indica (103). Conseqiientemente, quando consideramos
diversos modos se propagando conjuntamente em uma freqiiéncia unica, o5 modos de
ordem mais altas carregarao uma porcentagem maior de suas poténcias nas regides supe-
rior ¢ inferior que envolvem a limina que os modos de ordens mais baixas.

As condig¢oes sob as quais 0s modos se propagarao podem ser determinadas pelo uso
da condicdo de ressondncia transversa, conforme fizemos para o guia de placas paralelas.
Realizamos a andlise da viagem transversal de ida e volta na regiio da lamina, da mesma
maneira que fizemos na Se¢ao 14.3, e obtermos uma equacao similar a (37):

Kild + by + K1d + b = 2w (109)

para ondas TE e

Kd + dypy + Kyd + by = 1"”'-'7—‘ (110)

para o caso TM. As Equacdes (109) e (110) sao chamadas de equacdes dos autovalores para
0 guia de ondas dielétrico simétrico laminado. Os defasamentos na reflexio ¢ e by,
sao as fases dos coeficientes de reflexao I, e I', dados por (89) e (90). Esses sao pronta-
mente encontrados, mas acabam sendo fungoes de #,. Como sabemos, k, também depen-
de de ¢, mas de uma maneira diferente que ¢y e dyy. Conseqiientemente, (109) e (110)
sao franscendentais em ¢, e nao podem ser resolvidas na forma fechada, Em vez disso,
meétodos numeéricos ou graficos devem ser utilizados (veja as Referéncias Bibliograficas
4 ou 5). Surgindo desse processo de solucdo, entretanto, hii uma condicao de corte bas-
tante simples para qualquer modo TE e TM:

kdN i —ni=(m — Dw (m=1,273,...) (111)
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que a freqiiéncia é aumentada. Adicionalmente, conforme ¢ verdade no guia de ondas
laminado, a fibra suporta um modo que nao apresenta corte,

A analise da fibra otica é complicada. principalmente por causa da secio reta circu-
lar, juntamente com o fato de geralmente ser um problema tridimensional. O guia de
ondas laminado possuia apenas duas dimensoes a ser consideradas, E possivel analisar a
fibra utilizando raios dentro do nicleo que refletem na fronteira da casca a medida que a
luz se propaga pela fibra. Fizemos isso com o guia laminado e obtivemos resultados bem
rapidamente. ) método ¢ dificl, entretanto, no caso das fibras porque os caminhos dos
raios sdo complicados. Existem dois tipos de raios no nicleo: (1) aqueles que passam pelo
eixo da fibra (eixo z), conhecidos como raios meridionais, e (2) aqueles que nio passam
pelo eixo, mas descrevem um caminho em forma de espiral, 4 medida que se propagam ao
longo do guia. Esses sao conhecidos como raios obliguos. A andlise desses, apesar de pos-
sivel, € entediante. Os modos que aparecem nas fibras podem ser associados com os Lipos
individuais de raios, ou com a combinacio deles, mas é mais ficil obté-los resolvendo a
equacio de onda diretamente. Nosso proposito nesta segio é fornecer uma primeira expo-
sicio ao problema da fibra dtica (e evitar um tratamento excessivamente longo). Para con-
seguir isso, vamos resolver o caso mais simples da maneira mais rapida.

A configuracio de fibra mais simples é aquela de um indice degrau, porém com valo-
res dos indices do nucleo e da casca muito proximos, ou seja n, = n,. Essa € a condigio de
gulamento fraco, cujo efeito simplificador na analise € significante. Ja vimos como os indi-
ces do nicleo e da casca no guia de ondas laminado precisam ser muito proximos em ter-
mos de valores, para que se atinja a operagao monomodo ou com poucos modos. Os fabri-
cantes de fibras levaram esse resultado ao pé da letra, de forma que a condigao de guia-
mento fraco €, na verdade. satisfeita pela maioria das fibras hoje em dia. Dimenses tipi-
cas de uma fibra monomodo estdo entre 5 e 10 ym para o didmetro do nicleo, com o dia-
metiro da casca usualmente de 125 pm. As diferencas entre os indices de refracio entre o
nicleo e a casca siio tipicamente uma pequena fragio de 1%.

O principal resultado da condigao de gwmiamento fraco € a de que um conjunto de
modos aparece no qual cada modo é limearmente polarizado. Isso significa que a luz que
possui polarizacio x, por exemplo, entrari na fibra e se estabelecerd em um modo ou em
um conjunto de modos que preservam a polanzagio em x. O campo magnetico € essen-
cialmente ortogonal a E e, nesse caso, estaria na direciao y. As componentes em 2 de ambos
o5 campos, apesar de presentes, sdo muito fracas para serem significativas. Os indices
muito proximos do nicleo e da casca levam a caminhos para o0s raios 0os quais sao essen-
cialmente paralelos ao eixo do guia, desviando apenas ligeiramente. Na verdade, podemos
escrever para um dado modo £, = nH ., quando 5 é aproximado como a impedincia
intrinseca da casca. Logo, na aproximagiio de guiamento fraco, os campos dos modos da
fibra sao tratados como ondas planas (ndo uniformes, € claro). A designaciao desses modos
€ LP,, . que significa linearmente polarizado, com parimetros inteiros para ordem de { e
mi. O altimo expressa os numeros de vanagoes nas duas dimensoes no plano transversal
circular. Especificamente, £, 0 miimero de modo azimutal, ¢ a metade do nimero de maxi-
maos (ou minimos) de densidade de poténcia que ocorrem em um dado raio a4 medida que
¢ varia de 0 a 2% - m, o niimero de modo radial, expressa o nimero de maximos que ocor-
rem ao longo de uma linha radial (com ¢ constante ) que se estende de zero até o infinito.

Apesar de podermos assumir um campo linearmente polarizado em um sistema de
coordenadas cartesianas, somos obrigados a trabalhar em coordenadas cilindricas por
razoes Obvias. De uma maneira que nos lembra do Capitulo 7, € possivel escrever o
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A solugio de (117h) para obter a funcio radial é mais complicada. A Equacio
(1176) € uma forma da equagio de Bessel, cuja solugao sao fungoes de Bessel de formas
variadas. (0 parametro-chave é a funcao B = (k* = B%)" cujo quadrado aparece em
(1176). Note que £, seri diferente nas duas regides: dentro do nacleo (p < a), 8, = B, =
I:rﬁkﬁ — ﬁg}"ﬁ:. Dentro da casca (p = a),temos 3, = 8, = {n%kﬁ — ghyye. Dependendo das
magnitudes relativas de & e 8. f#, pode ser real ou imagindrio. Essas possibilidades levam
a duas formas de solugio para (1175):

R[PJ = {MI'{-EIP::I B, real

MRl B imaginkio (119)

onde A e B sido constantes. J . (B,p) ¢ a funcio de Bessel ordindria do primeiro tipo, de
ordem { e argumento 3 p. K. (|8/p) é a funcio de Bessel modificada de segundo tipo, de
ordem ¢ argumento |3 /p. As primeiras duas ordens de cada uma dessas fungdes sdo ilus-
tradas nas Figuras 14.22q e b. No nosso estudo, € necessirio conhecer precisamente 0s pon-
tos onde as fungdes J, e J, atravessam 0 zero. Aqueles mostrados na Figura 14.22a 530 os
seguintes: para J;, os zeros sao 2405, 5, 520, 8,654, 11,792 e 14.931; para J, os zeros sio 0,
38327016, 10,173 e 13,324, Outros tipos de funcoes de Bessel contribuiriam para as solu-
¢oes na Equagio (119), mas elas apresentam comportamento ndo [isico com o raio e nao
sdo incluidas,

ja)

(i)

Figura 14.22 |(3) Fungoes de Bessel ordinarias do primeiro
tipo, de ordens O e 1, & argumento Bp, onde f, é real,

(b) Fungoes de Bessel modificadas do segundo tipo, de
ordens 0 e 1, e argumento |8 e, onde 8, & imaginario.
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= 2405, Se m = 2 fosse escolhido, obteriamos o nimero V de corte para o modo LP,.
Utilizamos o proximo zero da fungao J,, que é 5,520, 0u V (12) = 5.520. Dessa maneira,
o numero de modo radial m numera os zeros da funcio de Bessel de ordem € — 1, toma-
dos em ordem crescente de valores.

Quando seguimos o raciocinio que acaba de ser descnito, a condigio para operagao
em monomodo, em uma fibra de indice degrau, ¢ encontrada como

V < V.(11) = 2,405 (128)

Entdo, utilizando (126) juntamente com k, = 27/A, encontramos

A = (129)

2405

comao requisito para o comprimento de onda no espago livre. para que se atinja a opera-
¢iio em monomodo, em uma fibra de indice degrau. A similandade com a condigio de
modo tnico para o guia de ondas laminado [Equacio (113)] € aparente. O comprimenio
de onda de corte A ¢ aquele para o modo LP,,. Seu valor ¢ tomado como uma especifi-
cacio da maioria das fibras monomodo comerciais.

O comprimento de onda de corte de uma fibra de indice degrau é especificada como
A, = 1,20 pm. Se a fibra opera em um comprimento de onda A = 1,55 um, quanto vale V?

Solucao. Unlizando (126) e (129), encontramos

liﬂ)

155) = 1.56

A
V= 2405 = 2.4:15(

(s perhis de intensidade dos dois primeiros modos podem ser encontrados utihzan-
do (123a) e (1235), uma vez determinados os valores de « e w para cada modo por meio
de (125). Para LP, encontramos

IJil rcc,,p:’n} p=a
e 'I'J('E:'I.i.q:,:l']j;f':rzlf”’r.liP"Jﬂ} p=a (130)
¢ para LP,, encontramos
Iy J 1wy pla)cos’ed p=a
e f“(:,Iir.il,l.]J):Kf':‘Fl1PfH]|UDSE¢' p=da (1:3h

As duas intensidades para um valor dnico de V sdo representadas em um grafico em fun-
¢io do raio em ¢ = (), na Figura 14.23. Notamos mais uma vez o menor confinamento do
modo de ordem mais alta ao nicleo, como aconteceu para o guia de ondas laminado.

A medida que V aumenta (0 que se consegue pelo aumento da fregiiéncia, por
exemplo), os modos existentes se tornam confinados de forma mais restrita ao nucleo,
enquanto novos modos de ordens mais altas podem comecar a se propagar.
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Figura 14.23 Grafico de intensidades dadas pefas
Equagdes (130) e (131) dos dois primeiros modos LP, am uma
fibra de indice degrau com guiamento fraco, em fungio do raio
normalizado p/a. Ambas as fungbes foram calculadas na
mesma fregléncia de operagio. O confinamento relativamente
fraco do mode LP,, comparado aquela do LP,, € evidenta

O comportamento do modo de ordem mais baixa com a variacdo de V € descrito na
Figura 14.24, onde novamente notamos que o modo se torna mais restritamente confina-
do a4 medida que V aumenta. Na determinagiio das intensidades, a Equagio (125) deve
em geral ser resolvida numericamente para se obter u ¢ w, Varias aproximacoes analiti-
cas para a solucdo numérica exata existem, ¢ a melhor delas é a formula de Rudolf-
Neumann para o médulo LP,, vilida para a faixa 1.3 < V < 3.5

wa = 11428V — 0,9960 (132)

Tendo wy,, i, pode ser encontrado por meio de (126), conhecendo-se V.

Uma outra importante simplificagdo para o modo LP, ¢ a aproximagio de seu per-
fil de intensidade pela fungiao Gaussiana, Uma inspegiao de qualquer uma das curvas de
intensidade da Figura 14.24 mostra uma semelhanga com uma Gaussiana, que seria
EXPressa como

Iy = L %% (133)

onde @, chamado de raio do campo modal, é definido como o raio a partir do eixo da
fibra no qual a intensidade do modo cai para 1/¢’ do seu valor no eixo. Esse raio depen-
de da freqiiéncia, e na maioria das vezes de V. Uma aproximagio similar pode ser reali-
zada para a intensidade modal fundamental do gua simétrico laminado. Na fibra de indi-
ce degrau, o melhor ajuste entre a aproximagao por Gaussiana e a intensidade modal real
conforme dada em (130) ¢ dada pela formula de Marcuse:

i 1619 2879
_.:-! = ()65 + _],HW + _|;.rﬁ = (134)
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Figura 14.24 Grifico de intensidades para o modo
LP.. em uma fibra de indice degrau com guiamento
fraco. Curvas s&o mostradas para V = 1,0 (solida),
=12 (tracejada) & V= 1.5 (pontilhada), corraspon-
dendo a aumentos de frequéncia nessas proporgdes.
Linhas verticais fracejadas indicam a frontemra
nuclaofcasca, na gual para todos os trds casos, a
dependéncia radial de J, no nicleo se conecta

a4 dependéncia radial de K, na casca, conforme
demonstrado na Equagdo (130). A migragdo de
poténcia modal em diregdo ao eixko da fibra com o
aumento da fregléncia & evidentes.

O raio do campo modal (em um comprimento de onda especificado) € uma outra espe-
cificaciao importante (juntamente com o comprimento de onda de corte) de fibras mono-
modo comerciais. £ importante conhecé-la por diversas razdes: em primeiro lugar, quando
se emenda ou conecta duas fibras monomodo, uma menor perda na jungio serd obtida se
ambas as fibras tiverem 0 mesmo raio de campo modal, e se os eixos das fibras estiverem
precisamente alinhados. Raios diferentes ou desalinhamento dos eixos resultam no
aumento das perdas, mas 1sso pode ser calculado e comparado pela medigiao. A tolerdn-
cia ao alinhamento (desvio permitido em relagio ao alinhamento preciso dos eixos) ¢, de
certa forma, relaxada, se as fibras possuirem raios de campos modais maiores. Em segun-
do lugar, um raio de campo modal menor significa que a fibra tem menor probabilidade
de sofrer perdas devido a sua dobra. Finalmente. o raio de campo modal esta diretamen-
te relacionado a constante de defasamento modal 8, desde que u e w sejam conhecidos
(encontrados por meio de p). 8 pode ser encontrado por meio de (120a) ou (1208). Logo,
um conhecimento de como B varia com a freqiiéncia (levando a quantificacio da disper-
sio) pode ser encontrado medindo-se a variagio no raio de campo modal com a freqiién-
cia. Novamente, as Referéncias Bibliogriaficas 4 e 5 (e as referéncias bibliograficas 14 con-
tidas) fornecem maiores detalhes.

E14.12. Para a fibra do Exemplo 14.6, o raio do nicleo é dado por a = 5,0 pm.
Encontre o raio de campo modal nos comprimentos de onda (@) 1,55 pm; () 1,30 pm.

Resp. 6,78 pm; 582 um
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14.8 PRINCIPIOS BASICOS DE ANTENAS

Nesta secdo final exploramos alguns conceitos sobre irradiacgiio de energia eletro-
magnética por meio de uma antena dipolo simples. Uma discussio completa sobre
antenas e suas aplicacdes requereria varios capitulos ou livros inteiros. Nosso objetivo
¢ produzir um entendimento fundamental de como campos eletromagnéticos irradiam
a partir de distribuicdes de correntes, Entao, pela primeira vez, teremos 0 campo espe-
cifico que resulta de uma fonre especifica variavel no tempo. Na discussio de ondas e
campos no interior de meios ¢ nos guias de ondas, apenas a movimentacio da onda no
meio fol investigada, e as fontes dos campos nio foram consideradas. A distribuigio de
corrente em um condutor foi um problema similar, apesar de pelo menos termos rela-
cionado a corrente com uma intensidade assumida de campo elétrico na superficie do
condutor, [sso poderia ter sido considerado uma fonte, mas nao € uma muito pratica,
pois ¢ infinita em extensao.

Consideramos agora um filamento de corrente (de secio reta infimtesimalmente
pequena) como a fonte, posicionada dentro de um meio infinito sem perdas. O filamen-
to ¢ tomado como tendo um comprimento diferencial, mas deveremos ser capazes de
estender os resultados facilmente para um filamento que seja pequeno comparado ao
comprimento de onda, mais especificamente menor que aproximadamente um quarto
do comprimento de onda total. O filamento diferencial é mostrado na origem e orien-
tado ao longo do eixo z na Figura 14.25. O sentido positivo da corrente € tomado no
sentido de a.. Consideramos uma corrente uniforme [, cose! nesse pequeno compri-
mento d e ndo nos preccupamos no momento com a aparente descontinuidade em cada
extremidade.

NAo vamos tentar neste momento descobrir “a fonte da fonte™, mas apenas assumir
que a distribuicao de corrente ndo pode ser mudada por qualquer campo que ela produza.

L

Figura 14.25 Um filamento diferencial de
corrante de comprimento o & percorrido por
uma corrente { = [, cos wl.
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Para simplificar a interpretacio dos termos entre parénteses, fazemos as substituighes
w=2af, fA =v.v = I/ e, e n = Vule, produzindo

-
)

Ar r

Iyd R e |
Hy, = 4 senfe 20( ;78 4 ) (135)
Iydn = 1 A
= ;ﬂ cos fl ¢ I‘“””l(r; + jE.'?r.r'j’) (136)
1 27 1 A
Ep = ot sen f e fz"“(j ey ) (137)

Ao

j2ar?

Essas trés equacoes sao indicativas da razdo pela qual tantos problemas envolvendo
antenas sao resolvidos por métodos experimentais em vez de métodos tedricos. Elas
resultaram de trés passos gerais: uma integracdo (atipicamente trivial) e duas diferencia-
¢oes, Esses passos sao suficientes para fazer que o elemento de corrente simples e a
expressao simples para sua corrente “explodissem”, gerando um campo complicado des-
crito por (135) a (137). Apesar dessa complexidade, virias observagdes interessantes siao
possivels.

Poderiamos notar primeiramente o fator ¢ /2= que aparece em cada componente,
Isso indica uma propagacio no sentido positivo de r (sentido para lora), afastando-se da
origem, com um fator de defasamento g = 2a/A. Com isso, 0 comprimento de onda € A e
a velocidade é v = 1/ V;E. Litilizamos o termo comprimento de onda agora com um sen-
tido de certa forma mais amplo em relagio & definigio original, o qual identificou o com-
primento de onda de uma onda plana uniforme com a distincia entre dois pontos, medi-
da na direcio de propagacao, nos quais a onda possui valores instantineos idénticos.
Aqui existem complicagbes adicionais causadas pelos termos entre parénteses, que sio
fungoes complexas de r. Essas variagdoes devem agora ser desprezadas na determinagao
do comprimento de onda. Isso € equivalente a uma determinacio do comprimento de
onda e uma grande distincia da origem, ¢ podemos demonstrar isso esbogando as com-
ponentes de H, como fungoes de r sob as seguintes condigdes:

Iyd = 47 g = 90° t=10 f= 300 MHz
v =3 x 10° m/s {espaco livre) A=1m

Logo
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Figura 14.27 A amplitude instantdnea de H, para o caso especial de um elemento de corrente
que possui [0 = 4re h = 1 érepresentada no graficoem # = 90F e t=0(a)naragido 1 =r= 2
perto da antena, € [b) na regido 101 = r = 102 distante da antena. A curva a esquerda notadamente
ndo & senoidal, pois, sa fosse uma sendide, os pontos em suas extremidades deveriam alcangar o
gixo r precisamente em 1& 2.

Sabendo que cos(a — h) = cosacosh + senasenbh e que cos(tg 'x) = 1/V1 + &
podemos simplificar esse resultado para

|
H, = ) (cos 2mr + 2wrsen 2or)

(s valores obtidos através dessa altima equagiio sdo representados em grafico em
funcio de r na faixa de valores 1 = r = 2 na Figura 14.27a. A curva € notadamente nao
senoidal. Em r = 1, iy = 1, enquanto em r = 2, um comprimento de onda depois,
H, = 0.25. Além disso, a curva atravessa o eixo (com inchinagio positiva) em r = 1 -
00258 e r = 2 — 0,0127, novamente uma distincia que nao € igual a um comprimento
de onda. Se um esboco similar € feito na faixa de valores 101 = r = 102, mostrado na
Figura 14.27h numa escala de amplitudes diferente, uma onda essencialmente senoidal
¢ obtida, sendo que os valores instantineos de f, em r = 101 e r = 102 siio 0,000 099 5
e 0,000 099 6. As amplitudes maximas das porcoes positiva e negativa da forma de onda
diferem de menos de 1%, e podemos dizer que para todos os propositos praticos a
onda nessa regido € uma onda plana uniforme que apresenta uma variacio senoidal
com a distincia (e tempo, é claro) ¢ um comprimento de onda bem definido. Essa onda
evidentemente propaga energia para fora da antena diferencial - vamos calcular essa
poténcia em breve,

Continuando a investigagio de (135) e (137), vamos agora dar uma olhada mais cui-
dadosa nas expressoes que contém os termos varidveis com /e, 1/ e 1/r, Nos pontos
muito proximos do elemento de corrente, o termo 1/r° deve ser dominante. No exemplo
numérico que usamos, os valores relativos dos termos em 1/, 1/7 e 1/r na expressio de
£, sao aproximadamente 250, 16 e 1, respectivamente, quando r ¢ 1 em. A vanaciao do
campo elétrico com 1/r* deve nos lembrar do campo eletrostidrico do dipolo (Capitulo 4).
Esse termo representa uma energia armazenada num campo reativo (capacitivo) € que
nao contribui para a poténcia rradiada. O termo com o inverso do quadrado na expres-
siao de [, € de forma similar importante apenas na regiao muito préxima do elemento
de corrente, e corresponde ao campo de indugdo do elemento ce dado pela lei de Biot-
Savart. Em distancias correspondentes a 10 ou mais comprimentos de onda a partir do
elemento de corrente oscilante, todos os termos, exceto o termo com o inverso da distin-
cia (1/r), podem ser desprezados e 0s campos distantes ou irraadiados se tornam
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Se tentarmos aprimorar nossos resultados assumindo uma variacio senoidal para a
amplitude da corrente com a distincia ao longo da antena, e se os efeitos de propagagao
forem incluidos na andlise, as integracdes necessdrias para se encontrar A e a poténcia
irradiada tornam-se enormemente mais dificeis. Como queremos ir logoe para a dltima
pagina, vamos apenas observar que, para a antena mais popular no mundo, o dipolo de
meia onda (d = A/2), a seguinte seqiiéncia de resultados € obtida:

(5 0s0)
CO5 | — €05
L 2

a 141

" 2ar sen B { )
H,, = Lo

b I (142)

P o L ) L5 ] 73.1 Q) 143
2.2 4.4 6.6 88! B (1)

Vamos comparar esse valor exato com os resultados obtidos por meios mais aproxi-
mados. Suponha que primeiramente tentemos encontrar a resisténcia de irradiacao assu-
mindo uma distribuicao uniforme de corrente e desprezando os efeitos de propagacio. O
resultado ¢ obtido de (140) com diA = 1/2: R, = 20%° = 197 4 (). Iss0 € muito maior que
73,1 £, mas também consideramos uma corrente muito maior na antena em relagao ao
que ¢ apresentado na realidade.

O resultado pode ser melhorado pela distnibuigio linear de corrente ainda ignoran-
do a propagacio. A corrente média é metade do valor médximo, a poténcia é¢ um guarto e
a resisténcia de irradiacio cai para 57 ou 493 (). Agora, o resultado é muito pequeno,
principalmente porque o valor médio da onda triangular ¢ menor que o valor médio da
onda senoidal,

Finalmente, se considerarmos uma distribui¢io senoidal de corrente, temos um valor
médio de 2/7 vezes 0 maximo, e a resisténcia de irradiagio se torna (2/7)%(20%°), ou 80 £},
Isso € razoavelmente proximo do valor verdadeiro; a discrepincia reside na desconsidera-
¢io dos efeitos de propagacio. Em uma antena linear, o efeito de propagacao ¢ sempre
para causar cancelamento, assim, a sua consideragio deve sempre levar a valores menores
para a resisténcia de wrradiacio. Esse decréscimo € de magnitude relativamente pequena
(de 80 para 73.1 {1), porque os elementos de corrente que tendem a se cancelar um com o
outro sao aqueles nas extremidades do dipolo, e esses possuem baixas amphtudes. Além
disso, 0 cancelamento ¢ maior na direcio ao longo do eixo da antena, onde todos os cam-
pos de irradiac@io sdo zero para uma antena linear.

Antenas familiares que estio dentro da classificagio de dipolos sao os elementos uti-
lizados nas antenas receptoras comuns de TV e FM.

Como um exemplo final de antena pritica, vamos agrupar alguns fatos sobre a ante-
na monopaolo. Ela é constituida da metade de um dipolo mais um plano perfeitamente
condutor, conforme mostra a Figura 14.30a. O principio da imagem discutido na Segio 5.5
fornece a imagem mostrada na Figura 14.308 ¢ nos assegura de que 08 campos acima do
plano sio 05 mesmos tanto para o monopolo gquanto para o dipolo. Logo, as expressoes
(138) e (139) sao igualmente vilidas para o monopolo. O vetor de Poynting ¢ também o
mesmo acima do plano, mas a integracdo para se encontrar a poténcia total irradiada ¢ cal-
culada apenas na metade do volume. Com isso, a poténcia irradiada e a resisiéncia
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Metade de uma - 1 ! Manopalo T‘r
antena bifilar I

Plano condutor perfeito
Imagem ||

Lad ) {h)

Figura 14.30 (a) Um monopolo ideal estd sempre associado a um plano condutor
periaito, (b) O monopolo somado a sua imagem formam um dipolo

de irradiacio para o monopolo valem metade dos valores correspondentes para o dipolo.
Como exemplo, um monopolo no qual € assumida uma distribuigao uniforme de corrente
tem K_; = 40 {d/A)*. Uma corrente triangular leva a R, = 10%°(d/A )%, E a distribui¢ao
senoidal de corrente de um monopolo de A/4 leva a R, = 36,5 {1.

Antenas monopolo podem ser alimentadas por um cabo coaxial abaixo do plano,
tendo seu condutor central conectado a antena através de um pequeno buraco, e tendo
seu condutor externo conectado ao plano. Se a regido abaixo do plano € inacessivel ou
inconveniente, o cabo coaxial pode ser deitado sobre o plano e seu condutor externo
conectado a ele. Exemplos desse tipo de antena incluem as antenas de transmissio em
AM e antenas CB.

E14.13. Calcule os valores para a curva mostrada na Figura 14.27aemr= 1,12, 14,
16,18e?2.

Resp. |00;5,19;223; —=262; =3,22:0,25

E14.14. Uma antena curta com uma distribuicao uniforme de corrente colocada no
artem [jd =3 X 10*A-meAd = 10 cm. Encontre |E,J em & = 90°, ¢ = 0" e r =:
(a) 2 cm: (&) 20 cm; (¢) 200 cm.

Resp. 25 V/m:28V/m: 028 Vim

E14.15. A antena monopolo da Figura 14.30a tem comprimento 4/2 = 0,080 m ¢
pode ser considerada como conduzindo uma distribuigao triangular de corrente para
a qual a corrente de alimentacao [, vale 16,0 A em uma freqiiéncia de 375 MHz no
espaco livre. No ponto P(r = 400m, # = 60°, ¢ = 457%) encontre: (a) H,:(b) E () a
amplitude de P

Resp. j1.7 mA/m; j065 V/m; 1.1 mW/m?
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reflexdo na interface do dielétrico. (o) Encontre essa freqiiéncia. (b) O guia estd

operando num modo TM unico na freqiiéncia encontrada na parte (a)? Dica:
Lembra-se do dngulo de Brewster?

No guia da Figura 14.31 € encontrado que 0s modos m = | que se propagam da
esquerda para a direita se refletem totalmente na interface, de forma que nenhu-
ma poténcia € transmitida na regido de constante dielétrica €. (a) Determine a
faixa de Ireqiiéncias na qual isso ocorrerd. (b) A sua resposta da parte (a) de algu-
ma forma esta relacionada a freqiiéncia de corte para os modos m = | em cada
regiao? [ca: Lembra-se do angulo critico?

Um guia de ondas retangular tem dimensées a = 6 cm e b = 4 em. (a) Em qual
faixa de freqiiéncias o guia operarda em modo tunico? (b) Em qual faixa de freqiién-
cias o guia suportard ambos os modos TE , e TE,; e nenhum outro mais?

Dois gmas de onda retangulares estio unidos ponta com ponta. Os guias possuem
dimensoes idénticas, onde 4 = 2b. Um guia esta preenchido com ar. () outro esta
preenchido com um dielétrico sem perdas caracterizado por €. (a) Determine o
valor maximo permitido para € de forma que uma operagio em modo inico possa
ser assegurada simultaneamente em ambos 058 guias em alguma frequéncia.
(&) Escreva uma expressao para a faixa de freqiiéncias na qual uma operacao
monomodo ocorrerda em ambos 0s guias. Sua resposta deve ser em termos de €',
das dimensoes do guia conforme necessdrio, ¢ de outras constantes conhecidas.

Um guia de ondas retangular preenchido com ar deve ser construido para uma
operagio em monomodo em 15 GHz, Especifique as dimensoes do guia, a ¢ b, de
forma que a freqiiéncia de projeto seja 10% mais alta que a freqiiéncia de corte
para o modo TE ;. enquanto € 10% mais baixa que a freqiiéncia de corte para o
proximo modo de ordem mas alta.

Ltlizando a relacao {?} = ; Re{E, x H;} e as Equagdes (78) a (80), mostre que a
densidade média de poténcia no modo TE, em um guia de ondas retangulares é
dada por:

5= 2 Eisen(sp0m, Wi

Integre o resultado do Problema 14.20 pela secioretado gma, (0 < x < q, 0 < y << b,
para mostrar que a poténcia média em watts transmitida ao longo do guia € dada
por:

ab ab
F:.“ o) Iftlz.l.. s _1:1':-;' = — Eﬁﬁl‘_".]’l ﬂ'H:. W
dop 4n

onde M = VEHKE e 10 € o dngulo da onda associado com o modo TE,,,. Interprete.

Mostre que o paridmetro de dispersido de grupo, d°g/de’, para um dado modo em
um guia de ondas de placas paralelas ou retangulares é dado por:

- -2

32
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14.23

14.24

14.25

14.26

14.27

14.28

onde w_ ¢ afreqiiéncia angular de corte para o modo em questio [note que a forma
para a derivada primeira j4 foi encontrada, resultando na Equacgao (57)].

Considere um pulso limitado por transformada de freqiiéncia central f = 10 GHz,
de largura total 27 = 1,0 ns. O pulso se propaga em um guia retangular sem per-
das monomodo, que € preenchido com ar € no qual a freqiiéncia de operagio de
10 GHz vale 1.1 vez a freqiiéncia de corte do modo TE . Utilizando o resultado
do Problema 14.14, determine o comprimento do guia necessiario para que o pulso
se alargue duas vezes o seu valor inicial. Qual passo simples pode ser tomado para
reduzir o alargamento do pulso nesse guia, enquanto se maniém a mesma largura
inicial do pulso? Informacgoes adicionais para esse problema sio encontradas na
Secao 13.6.

Um guia de ondas dielétrico simétrico laminado tem uma espessura da lamina
d=10pm,comn, = 1 48 e n, = 1,45 8¢ o comprimento de onda da operagio vale
A = 1.3 pm, quais modos se propagrao?

Sabe-se que um guia de ondas simétrico laminado suporta apenas um Gnico par de
modos TE e TM num comprimento de onda A = 1,55 um. 5e a espessura da lami-
na vale 5 um, qual é o valor maximo de n, se n, = 3,307

Em um guia de ondas simétrico laminado, n, = 1,45, n, = 1,50 e d = 10 pm. (a)
Qual é a velocidade de fase de modo m = 1 TE ou TM no corte? (b) Como seu
resultado para a parte (a) mudaria para modos de ordem mais alta (se € que
mudario)?

Um guia de ondas assimétrico laminado é mostrado na Figura 14.32, Neste caso, as
regides acima ¢ abaixo da ldmina possuem indices de refracao diferentes, onde
ny = ny = n,. (a) Escreva, em termos dos indices apropriados, uma expressio para
o dngulo de onda  menor possivel que um modo gwado pode ter, (b) Escreva uma
expressao para a velocidade de fase maxima que um modo guiado pode ter nessa
estrutura, utilizando parimetros dados ou conhecidos.

Sabe-se que uma fibra otica de indice degrau possui modo dnico em comprimen-
tos de onda A = 1.2 pm. Uma outra fibra deve ser fabricada a partir dos mesmos
materiais, mas deve apresentar modo dnico em comprimentos de onda A = 0,63
pm. Por qual porcentagem deve o raio do nucleo da nova fibra ser diferente do
antigo, ¢ deve ser maior ou menor?

iy

fl3

Figura 14.32 Veja o Problema 14.27.
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A.1 COORDENADAS CURVILINEAS GENERALIZADAS

Vamos considerar um sistema de coordenadas ortogonais generalizadas na qual um
ponto € localizado pela interseciio de trés superficies mutuamente perpendiculares (de
forma nio especificada),

o= constante
v = constante
W = constante

onde u, v e w sio as varidaveis do sistema de coordenadas. Se cada varidvel for aumenta-
da por uma quantidade diferencial e mais trés superficies mutuamente perpendiculares
forem desenhadas correspondendo a esses novos valores, um volume diferencial é for-
mado o qual é aproximadamente um paralelepipedo retingulo. Uma vez que u, v e w nio
precisam ser medidas pelo comprimento tal como as varnaveis de dngulo dos sistemas de
coordenadas cilindricas e esféricas, cada uma deve ser multiplicada por uma fungio
genérica de u, v e w para se obter os lados diferenciais do paralelepipedo. Com isso, defi-
nimos os fatores de escala h,, h, e hy, cada um como vma fun¢ao das trés variaveis u, v e
w. € escrevemos os comprimentos dos lados do volume diferencial como

dl, = h, du
dL, = h,du
dl.y = hydu
Nos trés sistemas de coordenadas discutidos no Capitulo 1, € aparente que as vana-
vels e fatores de escala sio:

Cartesianas: =X v=y W=z

h =1 hy=1 hy =1
Cilindricas: w=p v =1 w=1z

k=1 h=p Hh=1 (A.L)
Esféricas: w=r v = w =g

hy =1 hy=r hy = rsenf
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em termos do comprimento, diferencie das componentes, & du, fi.dv e hdw,

| aV 1 aV 1 aVv
dV = —— hidu + — f‘ hady + — — hydw
1, ot s chr hy ow

Deste modo, visto que
dL = hdua, + h.dva, + hydwa, e dV = VV - dL

Vemaos que

1 aV 1 aV 1 av

YV = a, + a,
.|rT_:- ap

h ,. it i (A-3)

h_:.. EtL

As componentes do rotacional de um vetor H sio obtidas considerando um cami-

nho diferencial primeiramente em uma superficie u = constante, ¢ encontrando a circu-

lacio de H ao longo deste caminho, conforme foi discutido para coordenadas cartesia-
nas na Segiao 8.3. A contribuigio ao longo do segmento na diregio a, é

1l a
H hadv — E5e { H hadv)dw

e aquela ao longo do segmento diretamente oposto €

1l o
—H ghdv — > o ( H hsdv)dw
A soma dessas duas partes é
g
— - (H hsdv)dw

oW

o

i
= (h-H, )dvdw

oW

e a soma das contribui¢des dos outros dois lados do caminho é

=

— (R Ydvdw

e L

Somando-se esses dois termos e dividindo-se a soma pela drea envolvida, h.fi.dvdw,
vemos que a componente em a, do rotacional de H é

il

'V % H), = —
I:' H}" .I!]':ji::, o

il
(hsH.) = — (h:H,)
i

14

e gue as outras duas componentes podem ser obtidas por permutacio ciclica. O resulta-
do pode ser expresso atraveés de um determinante,

M By B
hl'lh_'l. h 1lif| h]h:
| il i
VxH=|— = (A.4)
Rt oy FALE
Wi, W, hsi,
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Constantes dos Materiais

A Tabela C.1 hsta valores tipicos da permissividade relativa €’ ou constante dielétn-
ca para matenais isoladores e dielétricos comuns, juntamente com valores representati-
vos para a tangente de perdas. Os valores devem ser considerados apenas como repre-
sentativos para cada material, e aplicam-se a condigbes normais de temperatura e umi-
dade e para freqiiéncias de dudio muito baixas. A maioria deles foi retirado do Reference
Data for Radio Engineers.'! The Standard Handbook for Electrical Engineers® e von
Hipplel' e esses volumes devem servir como referéncia para informagoes adicionais
€88€% € oulros materiais.

A Tabela C.2 apresenta a condutividade para um certo nimero de condutores meti-
licos, para alguns materiais isolantes e para viros outros materiais de interesse geral. Os
valores foram tirados das referéncias listadas anteriormente, e sdo aplicados a freqiién-
cia zero ¢ temperatura ambiente. A lista estd na ordem decrescente de condutividade.

Alguns valores representativos da permeabilidade relativa para virios materiais
diamagnéticos, paramagnéticos, ferrimagnéticos ¢ ferromagnéticos estao relacionados na
Tabela C3. Eles foram extraidos das referéncias listadas anteriormente, e os dados para
os materiais ferromagnéticos sdo apenas validos para densidades de fluxo magnético
muito baixas. Permeabilidades maximas podem ser uma ordem de magnitude mais alta.

Valores sdo dados na Tabela C.4 para a carga e massa de repouso de um elétron,
para a permissividade ¢ a permeabilidade do espago hivre e para a velocidade da luz.?

' Veja as Referéncias Bibliogrificas do Capitulo 11,

“ ¥eja as Referéncias Bibliogrificas do Capitulo 5.

* von Hippel, A, R. Dieletric Materials and Applications., Cambridge, Mass. ¢ Nova lorque: The Technology
Press of the Massachusetts Institute of Technology and John Wiley & Sons, 1954,

¢ Cohen, E. R. e Taylor, B. N. The 1986 Adjustment of the Fundamental Physical Constanss. Elmsford, K.Y
Pergamon Press, 1986,
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Tabela C.1 ¢ & "¢

Material €, €'e'
Ar 10005

Alcool etilico 25 0.1
Oxido de aluminio 8.5 0,000 &
Ambar 2,7 0,002
Baquelite 474 0.022
Titanato de bério 1200 0,013
Didxido de carbono 10601

Ferrite (Ni£n) 12.4 0,000 25
Germanio 16

Vidro 4-7 0,002
Gelo 42 0,05
Mica 3.4 0,000 &
MNeoprene 6.6 0.011
Niilon 35 0.02
Papel 3 0,008
Plexiglas 3.45 0,03
Polictileno 2,26 0,000 2
Polipropileno 2.25 0,000 3
Poliestireno 2.56 0,000 05
Porcelana [ processo seco) f 0.014
Pyranol 4.4 0,000 5
Vidro pirex 4 0.000 6
Ouartzo (fundido) 38 0,000 75
Borracha 2.5=3 0,002
Silica ou 510, (fundido) 38 0,000 75
Silicio 1.8

Meve 33 0.5
Cloreto de sddio 5,0 0,000 1
Terra (scca) 2.8 .05
Esteatite 58 0,003
Styrofoam 1,03 0.000 1
Teflon 2.1 0,000 3
Didxido de titanio 103 0.001 5
Agua (destilada) 80 0,04
Agua (do mar) 4

Agua (desidratada) 1 0

Madeira (seca) 1.5-4 0,01




ArEnpice C Constantes dos Materiais

Tabela C.2 «
Material o, S/m Material . 5/m
Prata 6,17 ¥ 107 Nicromo 0.1 = 107
Cobre 580 = 107 Grafite T X 1(¢
Caro 410 ® 10/ silicio 2300
Aluminio 382 x 107 Ferrite (tipico) 100
Tungsténio 1.82 Agua (do mar) 3
Zinco L.67 x 17 Caleario 12
Latio 1,5 x 107 Argila 5 X 103
Niguel 145 X 107 Agua (doce) 102
Ferro .03 x 107 Agua (destilada) 104
Bronze fosforico 1 % 107 Terra (areia) 105
Solda 0.7 % 107 Grranito 10-*
Aco carbono 0.6 = 107 Marmore 1
Prata germéanica 0.3 = 107 Baquelite L0
Mangancs 0227 x 17 Porcelana ( processo seco) ]
Constantan 0226 x 107 Diamante 2 x 10
Germanio 0,22 x 107 Poliestireno 10-1%
Aco inoXidivel 0,11 x 107 Quartzo 10-17

Tabela C.3 p,
Material i, Material M
Bismulo (1,999 998 6 Limalha de ferro 104
Parafina (0,999 999 42 Ao de maguina 300
Madeira (0,999 999 5 Ferrite (tipico) 1000
Prata (), 900 Qo0 51 LiHel 45 2500
Aluminico [ OO0 GO0 63 Ferro de transformador 3000
Berilio 1000 000 79 Ferro silico 3500
Cloreto de niguel 1,000 04 Ferro (puro) 400
Sulfato de manganés 1,000 1 Mumetal 20 (00
Niguel ) Sendust S0 (K0
Ferro fundido 6l superliga 100 CH0
Cobalto all

Tabela C.4 Constantes fisicas
Grandeza Valor

Carga do elétron
Massa do elétron
Permissividade do espago livre
Permeabilidade do espaco livre
Velocidade da luz

e= (1,602 177 33 = 0,000 00046) x 10-*C
m o= (9,100 3807 + 0,000 0054) * 10-% kg
€, = BA54187817 % 10" Fim

= 41077 Him

c = 299792458 X 10F m/s
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Origens da Permissividade
Complexa

Conforme aprendemos no Capitulo 5, um dielétrico pode ser modelado como um
arranjo de Atomos ¢ moléculas no espago livre que sio polarizados por um campo elétri-
co, O campo forga as cargas ligadas positivas e negativas a se Separar em oposicao s suas
for¢as de Coulomb de atracio, produzindo assim uma cadeia de dipolos microscopicos.
As moléculas podem se arranjar de uma maneira ordenada e previsivel (tal como ¢m um
cristal) ou exibir posicionamento ¢ onentagao aleatorios, como aconteceria em materiais
amorfos ou liguidos. As moléculas podem ou nao exibir momentos de dipolo permanen-
tes (existentes antes do campo ser aplicado) e, se exibirem, usualmente apresentariio
orientagao aleatonia ao longo do volume do material. Como fo1 discutido na Segao 6.1, 0
deslocamento de cargas de uma maneira regular, igual quando induzido por um campo
elétrico, gera uma polarizacio macroscipica P, definida como o momento de dipolo por
unidade de volume:

| M Ay

P=lim — >p (D.1)

3= Ay ;

onde N é o numero de dipolos por umdade de volume e p; € 0 momento de dipolo do
-€simo dtomo ou molécula, encontrado por

p, = ¢4, (D.2)

(2, € a positiva das duas cargas ligadas que compdem o dipolo i e d, é a distincia entre as
cargas, expressa como um vetor que val da carga negativa para a positiva. Novamente,
consultando a Secio 6.1, o campo elétrico e a polarizacao estio relacionados por

P =exE (D.3)
onde a susceptibilidade elétrica y, forma a parte mais interessante da constante dielétrica:

=1+ x, (D.4)
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Logo, para entender a natureza de € , precisamos entender y, e, assim, temos de explorar
o comportamento da polarizacio P.

MNeste caso, consideramos as complicagoes adicionadas de como os dipolos respon-
dem a um campo harmoénico no tempo que se propaga como uma onda pelo material. ()
resultado de se aplicar uma funcio forgante desse tipo ¢ que momentos de dipolo oscifa-
rorios sao cnados, e esses entdo estabelecem uma onda de polarizagdo que se propaga pelo
material, (3 efeito € produzir uma fungao de polarizacao Piz, 1), que tem a mesma forma
funcional do campo alimentado E(z, t). As moléculas propriamente ditas ndo se movem
pelo material, mas seus momentos de dipolo oscilatorios coletivamente exibem um movi-
mento de onda, assim como ondas em uma piscina de dgua sio formadas pela movimen-
tagdo para cima e para baixo da dgua. Deste ponto a descrigio do processo se torna com-
plicada e, em muitos aspectos, além do escopo da nossa discussao atual. Podemos formar
um entendimento qualitativo basico, contudo, pela consideracao da descrigao classica do
processo, que ¢ a de que os dipolos, uma vez oscilando, comportam-se como antenas
microscopias, re-irradiando campos que se propagam conjuntamente ao campo aphcado.
Dependendo da freqiiéncia, haverd algum defasamento entre o campo incidente e o
campo irradiado, em uma dada localizagio de dipolo. Isso causa um campo resultante
(formado pela superposicio dos dois) que agora interage com o proximo dipolo. A irra-
diacao a partir desse dipolo se soma ao campo anterior como antes, € 0 processo se repe-
te de dipolo para dipolo. Os defasamentos acumulados em cada posigio siao manifestados
como uma diminuigio equivalente da velocidade de fase da onda resultante. A atenuacio
do campo pode também ocorrer. a qual, no modelo classico, € levada em conta pelo can-
celamento parcial de fases entre os campos incidente e irradiado.

No nosso modelo classico, 0 meio é um conjunto de osciladores de elétrons fixos
idénticos. no qual as forcas de ligacao de Coulomb nos elétrons sao modeladas por molas
gque fixam os elétrons aos nicleos positivos. Consideramos elétrons por simplicidade,
mas modelos similares podem ser utihizados para qualquer particula de carga hgada. A
Figura D.1 mostra um oscilador dnico, localizado na posigio z no material e orientado ao
longo de x. Uma onda plana uniforme, assumida como linearmente polarizada ao longo
de x,se propaga pelo material na dire¢ao z. O campo elétrico na onda desloca o elétron
do oscilador na direcdo x pela distincia representada pelo vetor d. Um momento de
dipolo ¢ entido estabelecdo,

p(z.1) = —ed(z.1) (D.5)
E , . .
- = forca de deslocamento ¢F
L ¢
i e ' --H".
[+ ) { — | - - forgs de amortecimento (TE
‘\. .'II '\'\___.l' L]
z - forga restauradora k. d

Figura D.1  Modek do dipolo atdmico, com forgas de Coulomb
entre cargas positivas e negativas modeladas como aquelas de
uma mola que tem conslante elastica k. Um campo elélrico
aplicado deskoca o elétron por uma distdncia d, resultando em
um maomeanto de dipolo p = —-ed
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Com as ondas nessa forma, a diferenciagdo no tempo produz um fator de jw.
Conseqiientemente, (D.11) pode ser simplificada e reescrita na forma fasorial:

—w?d. + joyd + wid, = —E.

onde (1D.4) foi utiizada. Resolvemos agora (D.13) para d_, obtendo

s —(e/m)E,
P I:w.l: B {u:} + joy, (D.14)
O momento de dipolo associado com o deslocamento d, é
p, = —ed, (D.15)

A polarizacao do meio € entdo encontrada assumindo-se que todos os dipolos sejam
idénticos. A Equaciao (D.1) se torna
P, = Np,

a qual, quando usados (D.14) e (D.15) se torna

Pices: ;M{_’J.'" m

(wf — @) + joy,

E. (D.16)

Agora, usando (D.3) identificamos a susceptibilidade associada com a ressondéincia como

Ne? 1

€4 I’mf, - nr‘} + Jay; — Xwg " J e (12.17)

XII\."!I- -
As partes real e imagindra da permissividade sio agora encontradas pelas partes
real e imagindria de y, .. Sabendo-se que

€ = &gl + Kees) = €' — j&"

encontramos

L]

€' = €g(l + Xres) (D.18)

€" = €nX res (D.19)
As expressdes anteriores agora podem ser utilizadas nas Equacdes (35) e (36) no Capi-
tulo 12 para calcular o coeficiente de atenuaciio « e a constante de defasamento 3, para
a onda plana a medida que se propaga pelo nosso meio ressonante.

As partes real e imagindria de y . como fungdes da freqiiéncia sdo mostradas na
Figura D.2, para o caso especial no qual w = w,. A Equagiio (1D.17) nesse caso se torna

L Ne* (_;' + 5,,)
Ares = egmwgy 1 + & (D.20)

onde o pardmetro desafinador normalizado 6 vale

2
i}[‘" — ) (D.21)
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Respostas
gos Problemas
Impares

Capitulo 1
1.1 (@) 0.92a, + 036a, + Oda_(b) 486
(e) —380.3a, + 3193a, — 2902a,
1.3 (18 -7.8.39)
1.5 (a)d8a, + 30a, + 18a.
(b) —0.26a, + 0,39, + 088a,
(c) 0.3%, + 0.20a, — 0,78a,
() 100 = 16x%%* + 4* + 166" + 16 + 97
L7 {a)(l)oplano z = O, com x| < 2,1yl < 2 (2} 0
planc y = Ocom x| < 2. 1zl < 2:(3) o plano
x = 0,com Iyl < 2, izl < 2:(4) o plano x = =/2,
com Iyl << 2. 1zl < 2 (&) o plano 2z = y,com
el << 2, 1pl < 2,121 << 1 {¢) o plano ¥ = 0, com
el = 2 bghd
1%  (a)(6a, + 0.8a, (k)53 (c) 26
111 (a) {—03.03.04) (b) 005 (c) 012 {d) 78"
L13  (a) (093, 1.86,2.79) (&) (940, — 7.86,221)
(¢) (102, 0.25,0.26)
115 (a) (0.08.0.41.0.91) (&) (030 0.81. 0,50)
(c) 30,3 (d) 32.0
117 (a) (0.664, — 0,379, 0.645)
(&) (0550, 0832, 0.077) {c) (0,168, 0,915, 0.367)
19  (a) []a"p_)nr,!_h] 0.5a . ou 0. 41a, + 029,
121 (a) —6.66a, — 2,772, + 9a,

L23
125
1.27
129

(b) ~0.5%, + 021a, — 0.78a,
(c) —0.90a, — 0.44a,

() .28 (b) 20.7 (c) 22.4 (d) 3,21

(@) 1.10a, + 2.21a, (b) 247 (c) 0.45a, + 0,892,
(@) 291 (b) 12.61 (c) 17.49 (d) 2.53

(a) 0.59, + 0,38a, — 0.72a,

() (.80, — 0.22a, — 0,55a,

(c) 0.6ba, + 0,39a, — (.64a,

Capitulo 2

21
2.3

L5
2l

EEE

2.19

40 % 10°* N

21.5a, uN

(@) 4.58a, — 0,15a, + 5.51a. (b) —6.89 ou —22.11
150,7a, + 274a, — 49,4a,

(a) (x + 1) = 036](x + 1F + (y — 1 + (2 — 3]
(b) 1,69 ou 0,31

(@) —LA3 puC (b) —30.11a, — 180.63a, — 150,53a,
(c) —183,12a, — 150.53a, (d) —237.1

(a) 82,1 pC (F) 4.24 cm

(@) 335 % 1072 C (b) 1.24 ¥ 10° C/m’
(@) 57.5a, — 28.5a. Vim (b) 23a, -~ 40a,
(@) 7.2a, + 1448, kV/m

(b) 4.9, + 98a, + 4.9 kV/m
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120, uN/m

(a) 8.1 kVim (b) —&.1 kVim

~309a, — 12.4a, — 25a Vim

(a) ¥ — &% = dxy — 19 (b) 0.9%a, + 0,124,
(@) 12.2 (b) —0.87a, — 0.50m,

() ¥y = (1/5) In cos 5x + 0,13

Capitulo 3

11

EEEED

B

i
N

1

BEEE

EERE

{a} moeda de um centavo: +5 nC; moeda de
cinco centavos: (i moeda de 10 centavos: O; lata:

=5 nC (h) Moedas: mesma coisa como no nfcio;
lata: -2 nC

(@) 0.25 nC (b) 9.45 pC
RV IR

(a) 4.0 ¥ 107° nC (b) 3.2 ¥ 10~* nC/m*
(a) 16d pC (k) 130 nCim? (¢) 32.5 nC/m’
D=1

J.I} iS5 : ,
5o [sen{2000mp) 4 25 1 - 1P pcos{ 20007 p) ] | C/m’
™

(p< 1 mm);

£

o

{Imm < p = L35mm);

LSRG .
D, = C/m* (p 2 L5 mm)

e

(@) Dir<2)=10, Dfr=3)=89x 10°C/m?
Dir=75) = 64 % 107" Cm?
(B) o, (4/9) % 107° Clm?
(a) [(8rL)/3][p] — 10 "|uC onde p, estd em metros
(b} 4{ pi — 107"}/ (3p,)uCim? onde p, esti em

mctros (¢} D,(0.8 mm) = 0; D,(1.0 mm)

3,6% 107%uC/m%; D24 mm) = 3.9 ® 10 %uChm
(a) 0,1028 C (b) 12.83 (¢) 0,1026 C

113 nC

() 8,96 (b) 71,67 (¢) -2

(B) pp = 30/(4ma’) (0 < r < a): D, = Oridma’)
eV D =30/4ma®) (0 < r £ a);

D =0QNdnr*) eV D= 0(r > a)

(@) 17,50 Cim? (b) Sa, C/m? () 320w C (d) 3207 C
(a) 1,20 mC/m? (&) 0 (¢) —32uClm?

(@) 3.47 C(b) 347 C

=391 C

Capitulo 4

4.1

4.3
4.5
4.7

(a) =12 nd (5) 24 n) () —36nd {d) —44.9nl
fe} —41.8 nl

(a) 3.0 ud (b) 3,1 pd

(a}) 2(b) -2

(a) 00 (B) 82

49 (a) B4V (b} 136V

411 198 kV

413 576 pl

415 684V

417 (a) 3026V (b) 9678V

419 0081V

421 (a) —150V (b) 150V
(c) 1.1a, +22.8a, - 71,1a, V/m
(d) 130 V/m
{e) —0.095a, — (.304a, + U.948a.
(f) 62.8a, + 202a, — 61%a, pCim?

4.23  {a) —48p 4 Vim (b) —673 pClm? (¢) — 1,96 nC

425 (a) V,=21199V.E, = —179.9a, — 75,08, V/m,
D, = — 1539, — 0.66d4a, nC/m?, p,, = — 443 pCim*
{b) —5.,56 nC

427 (a) 378V (b)252Vim(c)316V

429 131V

431  (a) 387 pl (&) 207 pl

433 (a) (3% 10°%)/{4mr’)a, C/m?
{b) 2R1J (c) 445 pF

435 (a) 0779 1] (b) 1,59 ul

Capitulo 5

51 {a) ~1.23 MA (B) 0(c) 0, conforme esperado

53 {a) 774 A (k) 33,08, Alm?

5.5 {a) —1TBO0A (B) O (c) O

5.7 {a) densidade de Muxo de massa em (kg/m® — 5} ¢
densidade de massa em (kg/m*) (b) =350 g/m* — &

59 (a) 028 mm (k) 6.0 % 107 A/m?

511 (a)E = [(9.55)/pl)]a, Vim, V = (48RVIV ¢
R = {163)/1). ondc [ € o comprimento do
cilindro (niio dado) (b) 14,640 W

513 (a) 0147V (b) 0144V

818 (m){p+ 1)Fcosed =2
{B) p = 0,10, E{0,10, 0,27, 1.5) 18.2a, 1
145a, — 26 7a. Vim (c) 1.32 nC/m?*

517 (a)D{z=10) = — (100, x)/{x* + 4)a. C/m?
{c) —092 nC

519 (a)EmOV:2x’y — z = 0.Em 60 V: 2xYy — z = 6/z
(b) Lid nCim? (¢) —[0.60a, + 0,68a, + 0.43a,]

521 (a)120kV (b)E, = 723a, - 18.9a, Vim

523 (a)2895V (B)y/[(x - 12 + " + ]
Zl(x+ 12+ + £ = 0,222

525 (a)d41 x 107 S/m(b) L1 % 10°* S/m

(e} L2 % 107¢ Sim
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Capitulo &

6.1

{a) 6.26 pCim* (k) L0OO1T6

6.3 (a) E = [(144.9)/pla, Vim, D = (328a ) p nC/m?
(b) Vi = 192V, y, = 1,56 (c) [(5.0 x 107")/p]a,
C-m

6.5 {a) 80 Vim (b) —6la, — 308 Vim (c) 67,1 V/im
{d) 104.4 Vim (e) 40.0° (/) 2,12 nC/m* (g) 2,97
nC/m’ (k) 2.12a, ~ 2.66a, ~ 1.33a_nC/m’

(i) 1,70a, — 2,13a, — 1 06a. nC/m? (j) 54.5°

6.7 125a, + 175a, Vim

6.9 (a)E, = E;(b) Wy = 45,1 p), W, = 338 i)

611  titanato de bario

6.13 451 pF

615 (a) 3.05 nF (k) 321 nF () 6.32 nF (d) 9.83 nFF

6.17 (a) 143 pF (b) 101 pF

619 (a) 333 pF(h) 417 pF

6.21 K, =230.p, = 887 nC/m,a = 13,8 m,
C=355pF

6.23 (a) 473 nC/m? (h) —15.8 nC/m’

6.25 Valor exato: 57 pF/m

6.27 Valor exato: lle; F'm

6.29 (b)) C = 110 pF/m (c) O resultado ndc mudaria.

6.31 (o) 3.64 nClm (b)) 206 mA

Capitulo ¥

FA | (a) —8V (b} 8a, - 8a, — 24a. ¥V/m
() —dxz{Z + 3¥*) C/m?

(e xyvidi= —dledy - =2ei-£=2
{f) Nio

13 flry) = —de¥ + 3 V{xy) = 3t - )

1.5 (b} A=1125. 8= —125 ou
A=-=1258= 1125

1.3 {a) — 106 pCim? (b) £0.399 pC/m* (dependendo
de qual lado da superficie € considerado)

1.9 {a) sim, sim, sim, ndo (b)) Na superficie de 100V,
nio para todas Nas superficies de 0V, sim, exce-
to para V| + A (¢) Apenas V, €

L1 (a) 3333V (b) [(100)/3]a, + 50a, V/m

113  (a) 1.0l cm (k) 228 kV/m (c) 315

15 (&) (=200 % 10Y)¢ + 378 % 1PV

(B) [(2,00 % 101/ pla, Vim
{¢) (240 * 10rey/pla, Clm?
(d) [{2.00 % 10*)/p] C/m?
{e) 84,7 nC

(I Vig) = 28Teh + 1949 V. E = —(28.7)/pa,
Vim,D = —(28.7e,)/ pa, Clm?, p, = (28.7€,)/
pCim?, @y, = 122 pC (g) 471 pF

117 (a) 125 mm (b)) 26,7 kVim (¢} 4,23 (com p, = 10
pC/m* dado)
119 (a)a, = 2057°% ag = 36,31° (b) 233V
221 (2} B333r "WV (B RI3ATMY
123 T19173V
1258 125V
127 (a) Nao (b) Sim (¢} Sim {d) Nio {¢) Nio
.29 3BV
1M 40V
1A (h)9OV
135  sentido anti-horario comegando acima a esquerda:
(ar) 48, 42, 19, 34, 19, 42, 45 (b) 48, 40, 19, 30, 19,
40, 48 (¢) 47.3,37.1.174,27.4, 174, 37.1. 473
Capitulo B
8.1  (a) —294a, + 1968 pA/m
(h) —127a, + 382a, pAlm
(e} —421a, + 578a, u Alm
1 a
8.3 (a) £f 1 ]n Alm
2wp "'-.f'fluz + ot 4
(B) 1433
1 A 2 :
HI = -
e = Er[(}-l F2v+ 5 oyt - 2y 5)
( (¥ - 1) {y + 1) }3':“—‘
+ 1 e
y—2y+5 y +2y+5/)
8.7 (a) 0.53a, + 0.80a, + 0.27a_(b) 3. 73pA/m
(c) £(—a, + a, — H.:}-'H'u"lllj
8.9 1.50a, A/m
f.11 2.0 A/m. 933 mA/m, 360 mA/m, 0
813 (e)Hia<p<b)=ky Hlp=b)=10
B.A5  (a) 45¢ '""Wa_kA/m’
(b) 12601 — (1 + 150py)e '™ A
200
() ——H — (L + 150p)e™™"] A/m
817  (a) 2.2 x 107 'a, A/m (do lado de dentro),

2.3 x 10 *a, A/m (do lado de fora)
(b) 3.4 % 10 'az, A/m

(c) L3 % 10 'ay A/m (d) — 1.3 X 10 'a, A/m
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319 0O
821 530a, + 460a, — 148a.
823  (a) 6bpa, Alm? (b) 407 A () dla A
825 (a) 259 A (b)) -239A
827 (a) 2(x + 2y)/ A, + 1/z*a, A/m (B) 0 mesmo da
parte (a) (¢) L/§ A
829 (a) 1,59 x 107, Afm? (b) 796 * 10°0a, Afm,
10pa, Whim? (¢) conforme esperado
(d) 1f{wp)a, Afm, g/ {7p)a, Whim?
{¢) conforme esperado
8.3 (a) 0392 pWb (b) L4Y u Wb (¢) 27 uWb
835 (a) 4 A 2=p=41l(p=4
(b) 40u, In 3 p)a, Wh/m
837 [120 - (00Vm)p | A (D < ¢ < 27)
8.39 (a) —30a, Alm (h) 30y — 6 A
(¢) —30u,a, Whim? (d) po(30x — 3)a. Whim
841 (o) —100p/pa, Afm, — 100pa, Whim®
(b) — 2:{] a. Alm? {c) -3 MA (d) —300 MA
il
gaz 4, -2 [(P - 25)+ 98 ln(:'“j]wwm
Bbar | vt P
Capitulo 9
9.1  (a) (0900, —0,135) (b) 3% 10%, — 2% 10%, m/s
{c) L5 X 10777
93  (a) 0.70a, + 0.70a, — 0,12a, (b) 125 1)
9.5 {a) —18a, nN (&) 19.8a, nN (c) 3oa, nN
97 (a) -35.2a,nN/m (b) 0 (c) 0
9.9 47 % 10°° N/m
913 (a)-18x10*%, N m
(b) —18 % 10 'a,N-m
{¢) —L3 % 10 %a, N m
915 (86X 107%)[b - 21g (b/2)]a,N - m
917 Aw/w = Am/m =13 x 10°°
9.19 (a) 77.6va, kA/m (b) 5,15 % 10_° H/m
{e) 4.1 () 241 va. kA/m (&) 77.6a,kA/m*
(f) 241a, kA/m® (g) 318a, KA/m?
921 (Use y, = 0,003) {a) 47.7 A/m (b} 6.0 A'm
{c) 0.288 A/m
9.23  (a) 637 A/m. 1,91 x 10 7 Wh/m?, 884 A/m
(b) 478 A/m, 2,39 % 107" Whim?, 142 % 10° A/m
{c) 382 A/m, 382 ¥ 10 TWhim?®, 2,66 % 10° Alm
925 (a) 19VpAim (1< p< =)
(b) {24 %X 107" p)a, T {p < 0,01},
(14X 10 Vp)a, T (001 < p < 0.02)
(24 % 10°%p)a, T (p = 0,02) (p cm metros)
927 (a) —4.583a, — 7.24a + 9.pba. A/m

{b) 54.83a, - 2276+ 103da_A/m

9.29

243

{c) 34.83a, — 22 70a, + 10.34a. A/m

(d) ~1.93a, — 290, + 3.86a, A/m
(e) 102° ( f) 95°
105 mA

(a) 2.8 x 10 *Whb (b) 2.1 x 10 ' Wb

(c) =23 % 10*Wb

(a) 23.9/p A/m (B) 30 x 10 Y p Whim?
(e) 5.0 % 107" Wh

() 23.9/0 A/m. 6.0 X 104 p Whim?, 1.0 X 10-° Wb
(e) 1.5 % 10°-"Whb

(@) 20/{ mr sen @)a, Afm () 135 % 10°*]
017 wH

(@) (1/2)wdp K7 Nm (b) pdw Him

) P = pdK, Wh

(@) 33w (b) 24 pH

(b)
ZWy

'Li||.1 == T
Ha " 4&3{':.r i“n!:'l t -1}?" In [:?-'ffj]
F. (a8 )

Capitulo 10

11
1.3

1.5
1.7

109

1013

10.15

1017

(a) =533 sen 1207tV (b) 21,3 sen (1207¢) mA
(@) —1.13 ¥ 10%cos{3 % 10% - 1}

—cos(3 X 10°0) ]V (B)0

(@) —432V (k) —0293V

(a) (=144)/(01 + 39.61) A

(b) —1.4a[

oo 03] g 1 ]ﬁ
619 - 3960 91 + 36

2.9 % 10%cos(1,5 x 10% — 0,13x)
— cos{1.5 % 1058%)| W

10 " :
(a) (F) cos (10°1)a, A/m? (b) B cos (10%) A

(¢} —087 sen (10°) A (d) (L1

(@) D = L33 x 10" “sen (L3 x 10% — bx)

a, C/'m*, E = 30 % 107 sen (1.5 x 10% — bx)a,
Vim

(b)Y B = (2006 = 10 Ueen (1.5% 10 — .f'.!,r;'l;:T.
H= (40 x 10 *}bsen (1.5 X 1P — bx)a. Alm
() 40 % 10 b eos (L5 = 10F — bx)a, Afm’
(d) V5.0m!

B==6x10 " cos (10" — Bx)a T.D =

—(28 % 107 ") cos (10" 1 — Bx)a, C/m’,
E=-1678cos (10" r — gxla, Vim, B =

+6{0) rad/m

!

a = 66 m

(@) 7% 10%sec™!

}
(&) T sen [ 10wz) sen{wt)a, Vim
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Arenpice E  Respostas dos Problemas impares

(a) Ey, = 10 cos (10°1a.V/m

E, = (30a, + 20a jcos{10°%) Vim

D, = 200 cos (10°t)a. pC/m?

D, = (600a, + 400a,) cos (10° 1) pC/m®
(b) 3y = 0 cos (10°¢)a, mA/m?

3, = (120a, + 80a,jcos(10"r) m Alm?
(¢) Eq = (30a, + 20a,) cos (1071) ¥/m
D, = {300a, + 200a,)cos (10"r) pC/m*
I, = (30a, + 20a, )cos(10°t) m Al/m?
(d) Exa = 203 cos (10°r + 5.6°)a. V/m
Dy, = 203 cos (1071 + 5.6%a. pCl'm?
J = 203 cos (10°t + 5.6°)a. mA/m’

-
£

()B = (¢ "Ja, TH F:[e “)a, A/m
M

E=(ct— z)aVimD = glct — z)a, C/m?®

Capitulo 11

111

z

EEER

1113

Sk B EEEGR

11.29

: bk

(a)y = 0,104 + j240m ",

o = 0104 Np/m, 8 = 240 rad/m, A = 2,62 m,
Zy= 100 — j404) (k) 125% 275 % 10° graus
(a) @0 pF (b) 144 = 10Fm/s  {c) 35 rad/m
(@)= —000, 5= 12

(a) 83,3 nH/m, 33.3 pF/m (&) 65 cm

79 mW

(ar) ALB (b)) AB + mASZ

(a) VIR, (B) R, VY(RE + R

(c) V¥R, (d){VYR,) expl -2V RG)

(@) 6.28 % 10° rad/s (b) 4 cos{wt - w2} A

(¢) 02872 1.28 rad (d) 57.5 exp| j{wz + LI8) V
(e} 257,536V

(@) 104V (b) 52,6 — j123V
Py=228W, Py = LI6W
165 W

(a)s = 262 (b) £,
(€) Zmin = — L2 mm

(a) 00374 ou 0,74 m (b)) 2,61 () 2.61{d) 0,463A
ou 226 m

(a) 495 + j200 0 (b) j9R D)

(@) 2,6 (b) 1L — j7.0mS (¢) 02134

478+ j40310

(a) 2B em (£}14.2 cm

(@) dy=T6cm.d = 113cm (k) d;, = 18 cm,
d=68¢cm

fa) 36 cm (H) 24 plF

104 % 10 + j69.8 0

565

1137 V, = (2/3)V, (I'v < t < =) e vale zero para
t < v dg=(V/75)paral < r < m,
11.39
Lere?, vi-omw
v dv
Meged, yoogpnr
v v :
=L i< Etlll: Vi = 00491
v dv '
g
HeveXy  wm _popiw
v 4y
As tensdcs entre esses valores valem zero,
11.41
{
SEERE Vy =0
[ _ 3 Vi Yo
v Fe 2p -
3
F V. =W,
2y B
Capitulo 12
123 (a) 033 rad/im (b)) 189 m (¢) —3.76 ¥ 10Fa, Vim
125 (ale =37 ¥ 10%sec LA =2m,e B = 7 rad/m
(b) —85a, — 99a, Alm {c) D08 kV/m
127 B=25m'n=278510.4=25cm,
v, = 101 X 10°mis, ey = 401y = 2.19¢
Hix.y, 2.1} = 2cos (8w % 107t — 25x)a,
+ Jsen (87 * 10%r — 25x)a. A/m
129 (a})p=04rradim, A =3m v, =3X 107 m/s e
n = 2514} () - 403 cos (27 X 10°t) Vim
(¢} L&l cos (27 = 10771) Alm
1211 (a) 074 kV/im (b)) — 3.0 A/m
1213 p =228 x 10°Him. e = LOZ X 10 "Fime
e =290 % 10" Fim
1215 (ajA=3cm,a=0(bh)A = 295cm,
o = 224 x 10 E“]"'--I|:!-‘n't {c) A= 133 cm,
a = 335 Np/m
1217 (S.){z = 1) = 3152, Wim?,
(8.Hz = 0.6) = 248a. Wim?
1219 (a)w =4 X 10% rad/s

(b)Hi{p. z.1) = (40/p)cos(d4 ¥ 10°t - 4z)a, Alm
() {8) = (2.0 X 107 p)cos’ (4 X 10%1 — 47)a,
Wim? (d) P = 57 kW
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(@) Hg(p) = (34.5/p)(10%° — 1) A/m

(01 < p = 0,012), Hes{p) = (24/p) A/m
(p=0012),H,=0 (p=<00lm)

(b)E = 1.09, ¥V/m

3] {5} = —[59.4/p){10*p* — 1)a, Wim?
(001 < p=< (.012 m). - I:Eﬁfp;la“,wmﬁ'p =012 m)
(@) L4 % 107 m (b) 41 x 107/ m

(e} 4.1 X 10" HVm

f=1GHz, o = L1 ¥ 10° $/m

()47 x 1078 (b) 32 X 10° () 3.2 x 10°

(a) H, = (Es/no)(a, — ja,)e ™

(B) {8} = (Ein,)a, W/m? (assumindo que E, é
real)

(@) L = 146 A (b)) Esquerda

(@) H, = (/)] — 18¢™a, + 15a,]e ™ Aim
(B){S}) = 275 Re {{1/q")} Wim?

Capitulo 13

131 0.01%

103 0056e 179

138 (a)47 % 10°Hz () 691 + j177 0 (¢) —LIcm
1T [(a)s =196.5 =2.5=1(h) -081m

139 (@) 6,25 x 1077 (b) 0,938 (¢) L6T

641 + j501 0}

Onda refletida: polarizagao circular a esquerda:
fragio da poténcia: 0,08, Onda transmitida: pola-
rizagio circular a direita; fragao da poléncia: 0.91

(a) 1.2 GHz (b) 127

(a)s =213l - ITF =087 (b)s=1¢c
1-1MN:=1

(dldy=dr=d;=0o0ud, =dy=0,d, = A2
(D) d, = ds = dy = Ald

{a) Poténcia refletida; 15%. Poténcia transmitida;

85% (b) Onda refletida: polarizacio s Onda
transmitida: polarizagio eliptica a direita.

13.23
13.25
13.27
13.29

Hy {n,a";rlj"u’fn‘}' "
0,76

>

4.3 km

Capitulo 14

14.1

14.3
14.5

14.7

14.13

14.17

14.19
14.23

14.27

14.31
14.33

14.35
14.37

eod? ¢t ¢ B~ (3/4)°
W, = do l{cl — ) ]"(E) t (2 — b) ]j
14.2 pFim, 0,786 pH/m, 0, (L023 (/m
{a) 28(b) 5,85 % 10°*
{a) 3.0 (b) L6
9
g
1.5 ns
{a) 12.8 GHz (k) Sim

(a) 2.3 GHz < f < 373 GHz (preenchido com ar)
(b) 375 GHs =< f < 4.5 GHz {preenchido com ar)

a=1lcm. b =09 cm

T2 cm

332

(a) B = sen (ny/m) (b)) v, 5 = /iy
Malor que

{a) —0.284a, — 0,95%, (b) 0258

(a) — j{1.5 x 1073)e "5, V/m

(b) — J{135 x 107%)e My Vim

{e} — j(1.5 % 107 %)(a, + &) Vim

(d) —(1.24 % 10 %){a, + a,) Vim

{e}) L75 x 1072 Vim

{a) 854 A (b) 503 A

{a) 02e M0 Wim (b) 02 M3 Vim () 0



A

Adigio de vetores, 3, 33
Admitinecia paralela equivalente, 343
Alargamento de pulso, 471-475
Algebra vetorial, 2-3
Amplitude complexa, 341-342
Aumplitudes de ondas viajantes
progressivas, 403
Aunplitudes de ondas viajantes
regressivas, 403
Andlise de onda plana, 494
Analise do guia de placas paralelas,
303-306
Anilise transiente de linhas de
transmissio, 375388
Analogias de correntes, 165
Angulo de Brewster, 464
Angulo de incidéncia, 466
.-at:llgulﬂ de polarizagio, 464
Angulo do fator de poténcia. 411
Antena curta, 333
Antena dipolo de meia onda, 535
Antena dipolo, 334, 336
Antenas monopdlo, 535-536
Antenas
curta. linha bifilar para, 532
definigio de, 450
dipolo de meia onda, 535
dipolo, 534, 536
monopolo, 535-536
principios basicos de, 527
Aproximagio por baixas perdas,
345-346
Aproximagio quase-TEM, 4858
Atenuagio, com distancia de
propagacio, 343

Banda de condugéo, 119
Bandas de valéncia, 119
Bom condutor, 416
Bom dielétrico, 410-412
Brago de alavanca, 268

C

Cabo coaxial, 221, 252
Caminho civeular, 86
Caminho fechado, 94, 308
Caminho fechado incremental, 226
Camisho mterior, 233
Caminho radial, 86
Campo de forga, 30
Campo de indugao, 531
Campo elétrico
a0 redor de uma linha de cargas
mfinita, 216
intensidades das componentes,
426
no plano xy de uma onda plana
polarizada circularmente a
direita, 427
torque produzido por um, 271
Campo elétrico fasorial, 400
Campo elétrico polarizado, 397
Campo elétrico uniforme, 82
Campo cletrostatico
densidade de energia, 106109
do dipolo, 331
do dipolo pontual, 104
Campo magnético, 307
Campo magnético em movimento, 307
Campo ndo conservativo, 45
Campo potencial, velor magnético
diferencial, 245
Campos, Veja também Campo
elétrico: Campo magnético:
Campo potencial
escalares, 2
estaticos, 26, 24
carga pontual, 82, 89, 90,91
configuragio espacial, 427
conservativo, 04
da linha de carga, 37, 38
de uma limina de cargas, 43,44
devido a uma distribuigao
volumeétrica continua de
cargas. id
distanies, 5331
clétrico fasorial, 400

eletrostitico, 104, 106, 108, 5331
estaciondrio, 247
fator de preenchimento de campo,
489
forga. 30
indugan. 531
mernos, 146
linhas de forga e esbogos de,
4546
magnético cm movimento, 307
magnético estaciondrio, 239, 244
magnético, 2135, 222, 291, 307
Mapa de campo quadrado
curvilineo, 163
mapa. 195
nio conservativo, 93
rajo de campo modal, 525
superficies equipotenciais, Y1,
160-161, 192
uniforme, 82
valores instantineos, 404, 439
vetoriais. 2,9
vetoral ou escalar, 2
Campos de linhas de transmissio
bifilar (altas freqiiencias), 486487
bifilar { baixas freqli€éncias), 487
coaxial (altas fregiiéncias).
483484
coaxial (baixas freqiiéncias), 485
coaxial {freqliéncias inter-
medidrias), 486
e constantes primarias, 4814490
linha microfita (baixas
fregiiéncias), 485-490
Campos distantes, 331
Campos elétricos estaticos, 26
Campos externos, 146
Campos irradiados, 331
Cancelamento, 233
Capacitincia
da jungio, 187
de linha de trapsmissio
preenchida com ar, 458
de linhas de transmissio, 333-334
de placas paralelas, 178

567
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de uma linha de dois fios, 155
exemplo numérico de, para um
condutor cilindrico, 1538
exemplos de, 152
microfita, 489
parciais. 151
razio entre a carga cm um
condutor e a diferenga de
potencial, 149
uwin cone, L83
Capacitor
coaxial, 63
energia armazenada em, 109, 136
placas paralelas. 150, 154, 315
Carga em movimento, 260-201
Carga livre, 140, 144
Carga normalizada e estube de
curio-circuita, 374
Carga total, 36
Cargas, 314
Cargas ligadas, 137, 140, 142,277
Cargas pontuais
campo de, 90
campo potencial, 91, 93
distribuicio simétrica de, 34
led de Gauss e, 538
Carta de Smith
componentes da, 368
descrigho, 364-373
redugio fotogriafica da, 370
Casamento de meia onda. 449
Casamento de guarto de onda,
Jbdl, 451
Casca de baixo indice, 517
Cavidade ressonante. 305
Circuito c.¢., 94
Circuito fechado, 267
Circuito magnético, 284287
Circulagdo, 228
Circulagdo no sentido anti-horario.
330 26-29
Circulagio no sentido hordrio, 339
Circulagdo por unidade de area, 229
Coeficiente de atenuagio, 345, 405
Coefliciente de ganho, 405
Coeficiente de reflexiio, 351, 437
Coehciente de transmissao, 351, 437
Componente escalar, 7, 11
Componente vetorial, 11
Componentes, 7
Componentes esféricas, 529
Componentes vetoriais e vetores
unitarios, 5—8
Comprimento de onda, 380341,
304 53[0

Comprimento de onda de
corte, 49, 524
Condigio de guiamento fraco, 518
Condigio de Heaviside, 346-347
Condigdes de fronteira
condutores, 123-126
magnéticas, 281-283
materiais dielétricos, 143, 148
superficies cquipotenciais, 174
Condicdes senoidais de regime
permanente, 342
Condutividade, 121, 131
Condutores. Veja também
Semicondutores
bons, 416
bons, propagacio em, 416-423
cilindrico, 158
cilindricos coaxiais, 62
condigoes de fronteira, 123,
125, 126
de movimento, 311
estrutara em bandas de, 119
filamentar, 315
metalicos, 118, 119, 121
perfeito, 1og, 310
propriedades, 123
supercondutividade, 121
Configuragao do campo elétrico, 424
Configuragdo do campo magnético.
424
Configuragio espacial de campo, 427
Constante de defasamento, 340
Constante de propagagio, 343, 405,
453
Constante de separagiio, [89
Constante dielétrica, 141, 489
Constante dielétrica efetiva, 489
Constantes de defasamento transver-
gal, 495
Constantes de defasamento transver-
sl axial, 495
Constantes de materiais, 551-553
Constantes primdrias, 334
Coordenadas cartesianas

caminha fechado incremental em,

226
elemento de volume diferencial,
.69
Coordenadas e sistemas de coorde-
nadas
cartesianas, 4-6, 18, 21, 69, 226
cilindricas circulares, 14, 15
cilindricas, 17, 18, 181
curvilineas, 542-545
esléricas, 20, 21

polares, 363
triedro direto, 4
Coordenadas polares da carta de
Smith, 365
Corrente
analogias de, 165
condugio, 315
continuidade da, 116-118
de Ampére, 277
de deslocamento, 313-317
densidade de corrente de
convecgio, 116, 262
densidade de deslocamento, 314
distribuigdes, 527
elemento diferencial, 245,
261-263, 265
em fungio do tempo, 387
filamentar, 115, 225
filamento de corrente de
comprimento finito, 216
filamento diferencial, 527
Mlamentos, 221
forgas, 201, 262, 264. 267
lei de Kirchotf, 334
ligada, 277
negativa, 339
portadores de, 130-131
positiva, 339
relagio com a tensio. 338
sentidos de ondas, 339
superficial, 225
total, 278
Corrente de condugio, 315
Corrente de convecgio, 116
Corrente de deslocamento, 313-317
Corrente livre total, 278
Corrente por unidade de arca
envolvida, 227
Curto-circuito, 310
Curva de magnetizagio, 287

D
Decibéis (dB), 349
Defasamento devido a reflexio, 497
Defasamento por unidade de
distincia, 340
Defasamento por unidade de tempo,
340
Defasamento resultante, 497
Defasamento transversal, 497
Defasamentos, 497, 498, 303
Densidade de carga, 185
Densidade de carga ligada, 144



Densidade de corrente
de convecgio, 116
de deslocamento, 314
e propagagio de ondas, 421
superficial, 213
tipo de, 314
uniforme, 122
Densidade de energia
no campo eletrostatico, 106, 108
no campo magnético, 291
Densidade de fluxo de
deslocamento, 52
Densidade de fluxo elétrico, 51-53, 56
Densidade de Auxo magnético. 310
Densidade do fluxo, 52, 74
Densidade linear de cargas, 38, 158
Densidade linear uniforme de carga,
38, 93
Densidade superficial corrente/carga,
43. 213, 320
Densidade superficial uniforme, 213
Densidade volumétrica de carga, 34,

35,227
Descontinuidades, 350-353
Diagrama m-f3, 467, 468
Diagramas de reflexio de corrente,
3R0-381, 382
Diagramas de reflexao de tenséo,
378-379, 382, 385
Diagramas de reflexao, 383, 386
Dielétrico, 51
Dielétricos perfeitos, 143, 407
Diferenga de atraso de grupo, 502
Diferenga de potencial, 87-89, 90
Dimensio espacial, 425
Dimensdes de tempo, 425
Dipolo
campo cletrostitico do, 531
elétrico diferencial, 271
elétrico, 101, 102, 103
magnético, 270, 277
pontual, 105
Dipolos magnéticos, 277
Dispersio angular, 467
Dispersao angular cromdiica, 467
Dispersio da velocidade de grupo, 430
Dispersao de onda, 467
Dispersio do guia de onda, 505
Dispersio modal, 502, 510
Distincia propagada. 345
Distribuigoes de amplitude do campo
elétrico, 515
Distribuigies de correntes, 327
Distribuigbes simétricas de cargas
e a lei de Gauss, 55, 57, 59

Divergente, 543-545
Divisio de tensio, 378
Daminios, 275

Efeito Hall, 261
Efeno pelicular, 416423
Elemento de volume diferencial
em coordenadas cartesianas, 3
no sistema de coordenadas
cilindricas circulares, 15
no sistema de coordenadas
esféricas, 20

Elemento diferencial de corrente, 245,

261-266, 265-267
Elemento vertical de corrente, 532
Elementos concentrados, 331
Elementos distribuidos, 331
Eletricidade, 27
Elétrons
carga, 28
condugio, 120
de valéncia, 119
em drhitas, 277, 278
em semicondutores, 130-131
forgas de Coulomb, 261-262. 535
livres, 120, 406, 409
modelo atémico de, 273-275
velocidade de. 37
Eletrostética, 70-71
Energia e potencial, 80
Enecrgia
armazenada em capacitores, 109,
136
armazenada em linhas de
transmissio, 361

armazenada no campo magnético,

297
cinética, 106, 260
eletromagnética, 418, 480, 527
espectral, 471, 472, 475
mcidente, 437, 444
magnética, 2495
magnetoidrodinamica, 187
no campo eletrostitico, 106
potencial. Veja tarmbém Energia
potencial
quantica, 358
Energia potencial, 80, 106, 137,
200-292 2094
bidimensional, 197
campos potenciais

Indice 569

de um anel de densidade linear
uniforme de carga, 93
de um sistema de cargas, 91
de uma carga pontual, 89-91, 93
dois planos radiais infinitos com
win dngulo interior. 181
somatario infinito de, 193
superficies equipotencias, 97, 192
um cone, 183
Enlace de Muxo, 292 312
Envoltdria do pulso, 474
Equagdo de forga de Lorentz, 260
Equagio de Helmhaoliz, 404
Equagio de onda, 503-507
Equagio vetorial de Helmholtz, 402
Equagoes de autovalores, 316
Equagdes de Laplace
derivagio das, 173
em coordenadas cilindricas, 181
exemplos da solugio das, 177
solucio produto das, 188
Equagies de linhas de transmissio,
334336, 343-345
Equagoes de Maxwell
e lei de Gauss, 71
na forma fasorial, 401
na forma integral, 319-320
na forma pontual, 317-313
Equagdes de Maxwell para regibes
sem fronteiras, 320
Equagdes de ondas gerais, 336
Equagdes de Poisson
derivagio das, 173-175
exemplos de solugio da, 184-187
Equagtes telegrificas, 336
Esbogo de linhas de forga, 40
Escalares e vetores, 1-2
Espago livie
campos elétricos estiticos no, 2H
comprimento de onda no, 399
equagio velorial de Helmholtz no,
402
nameros de onda no, 399
permeabilidade do, 237
permissividade do, 27
propagacio de onda no, 396-404
Espectro de poténcia, 472
Espectro de poténcia de um pulso
gaussiano, 472
Espectro de poténcia normalizado,
472
Espectro do pulso, 471
Estado de polarizagio, 425
Estrutura de bandas de energia, 119
Estube de curto-circuito, 374
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Faixa espectral livre, 450
Farads, 150
Fase do coeliciente de refllexio, 356
Fase transiente, 443
Fasor, 1
Fator de preenchimento de campo, 489
Fem de movimento, 311
Fem, 307, 308, 311
Fendmeno de onda, 331
Fendmeno macroscdpico, 35
Fibra de indice degrau, 517
Fibra Gtica, 517-526
Filamento de corrente, 327
Filamento de corrente de
comprimento finito, 216
Filamento reto infinitamente longo,
214,215
Filamentos de corrente, 221
Filamentos infinitos paralelos, 267
Fluxo de deslocamento, 52
Fluxo elétrico, 53
Fluxo magnético ¢ densidade de fluxo
magnético, 237-239
Fluxo total, 34
Fonte, 6Y
Forga eletromotriz (fem), 307, 308, 311
Forga magnetomotriz, 284
Forga vetorial, 28
Forgas
coerciva, 287
corrente, 261267
de Coulomb, em elétrons. 261, 555
elétrons, 120
eim cargas em movimento, 260
em elemento diferencial de
corrente, 2601-265
em materiais magnéticos, 20202
em um circuito fechado, 267-273
em uma carga, 29-3(, 8o
entre elementos diferenciais de
corrente, 265267
equagio de Lorentz, 260
momento de uma, 268
vetor de, 28
Formas instantaneas reais do campo
elétrico, 399
Férmula de Marcuse, 325
Formula de Rudolf-Neumann, 525
Forno de microondas, 409
Frente de onda, 332
Fregiéncia de batimento, 4649
Freqi€ncia de corte, 493, 498, 508-50Y
Freqiiéncia de ressonfncia, 556

Freqiiéncia espacial, 340, 399
Freqiiencia normalizada, 523
Fregiéncia temporal, 340

Fungio da velocidade de grupo, 470
Fungio de valor duplo, 192

Causs, 237
Greometria de linha de transmissio
coaxial, 484
Greometria do dipolo elétrico, 102
(geometria do problema de
um dipolo)
Geomelria para incidéncia de onda
plana, 457
Gradiente, 98, 543-545
Gradiente de polencial, 95, 98, 99
Crafico de mtensidade, 323, 326
Graficos de intensidades de fibras de
indice de grau de guiamento fraco,
325, 526
Guia de onda de placas paralelas, 490,
492
andlise de ondas planas no.
494-503
forma simples do, 440
propagacio de ondas planas, em
modo guiado, 494
propagagio de ondas planas, por
reflexio obliqua, 492
representagao por ondas planas de
modos T & TEM, 493
Cruna de onda dielétrico lamanadao,
464, 441, 511, 516
Guias de onda dielétricos simétricos
laminados, 491, 511, 316
Guias de onda retangulares, 491,
506-511
Guias de ondas
cilindrico, 491
descrigio, 480
dielétrico simétrico laminado, 491,
211,516
al6H
dielétricos planos, 511-517
fibra dtica, 492
Olicos, 463
placas paralelas, 49, 492
retangular, 491, 508
simétrico laminado, 511, 512, 515

Henry, 237, 293
Histerese, 141, 275, 287

ldentidades vetoriais, 53435
Imagem, 1249
Impedincia de carga complexa, 350
Impedincia
caracteristica, 338-339
carga normalizada, 365
de entrada, 447
de onda, 355, 447
e lmha com vwma lenda, 3533-354
efetiva, 459
impediancia de carga complexa,
350, 354
interna complexa, 358
intrinseca, 403
normalizada, 368, 371
série equivalente, 343
Impedincias efetivas, 460
Incidéncia normal, 434-441
Incidéncia obligua. 453
Indice de refracio, 449, 468
Indutincia
externa, 483, 485, 487
interna, 296297, 375, 485, 487
linhas de transmissio, 2349,
333-334
pndtua, 292-295
propria, 293
Indutores, 206-207
Integral de linha, 82-84
Integral de superficie fechada, 94
Intensidade. 13
Intensidade de campo elétrico
como fungoes da distincia, 185
e a lei ao inverso do cubo, 103
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